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Prefacio:

Todos aprendemos, até este ponto, a matematica elementar, com ela
podemos lidar com inUmeras de nossas necessidades mais corriqueiras
do dia a dia. A partir de agora, teremos a oportunidade de dispor de
recursos mais sofisticados.

O calculo, em conjunto com outras disciplinas, fazem parte do
aprendizado da matematica de nivel superior, ele € uma valorosa
ferramenta de analise, muito utilizada em ciéncias exatas; esta
ferramenta recebeu o nome calculo, como forma abreviada da
expressao "calculo infinitesimal". Este livro explora a parte inicial do
estudo de calculo basico, presente nos cursos de nivel superior mais
voltados as ciéncias exatas e suas ramificacdes, com ele iremos
navegar pelas analises algébricas e numéricas, pressupondo valores
tdo pequenos que podem ser considerados relativamente infimos, ao
mesmo tempo iniciaremos as analises de quantidades desses
elementos infinitesimais tao grandes que poderiamos chama-los de
populacoes gigantescas.

Este livro utiliza as notacdes e as siglas mais encontradas nos livros
didaticos de Calculo no Brasil, algumas notagdes comuns em livros
"on-line" seguem o padrao norte-americano e por isso estao fora dos
objetivos desta publicacao, que foi idealizada para ser instrumento de
aprendizado para nativos da lingua portuguesa, alguns exemplos de
notacoes sdao encontradas principalmente nas funcdes trigonométricas,
como o seno que simbolizamos sen() enquanto que em outros livros
verificamos sin(), ou tangente que notamos tg() enquanto que em
outros vemos tan().Dividimos o estudo de Calculo em trés livros, que
nao sao necessariamente indicados especificamente para as
subdivisoes do estudo feito nas universidades, embora tenhamos
alguns cursos onde ha uma divisao da disciplina em até 6 (seis)
maodulos.

Para aproximar a seqliéncia dos tépicos a dos cursos mais
conceituados, fiz uma pesquisa e adequei os indices ao cronograma
destes cursos, para isso pesquisei universidades publicas e privadas no
Brasil, obviamente, seria impossivel adequar a seqiéncia dos tépicos
para todos os cursos que se utilizam deste estudo, acredito que esta
proxima da média de adequacdo.Espero que tenhamos um bom
proveito do conteldo deste e dos outros livros sobre este tema.
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Conceitos basicos

Definicoes iniciais:

Para uma melhor compreensao do conteldo subseqliente, sugerimos
observar o topico: Funcdes, no livro: Matematica Elementar, pois o
estudo completo de funcdes foge do escopo deste livro. Neste capitulo
iremos destacar principios e notagdes que nos serao Uteis ao longo
deste livro.

Funcgao, dominio e imagem

Seja um conjunto de pontos A, cujos membros sao 0s niumeros em
R = {-00,...,21, 22,73, ---100}, entao tomamos r e denominamo-la
variavel independente, visto que, arbitrariamente, Ihe podemos
atribuir qualquer valor em R e portanto dizemos que:

A é o dominio da variavel .

Da mesma forma, admitamos um conjunto de pontos B, cujos
membros sao nimeros que sao obtidos Unica e exclusivamente por um
conjunto de regras matematicas I, quando numeros arbitrarios em A
lhe sdo transferidos; visto que ha um Unico valor assumido para cada
valor arbitrério transferido a f, dizemos que:

B é funcado de A.
Sendo B obtido através das regras de [ :
A é dominio da funcéo /.

Da mesma forma, como B é restrito aos valores definidos por A e as
regras definidas por f, os seus elementos espelham estas condicoes,
portanto, podemos dizer que:

B é imagem da funcdo [,
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Extensoes de dominios

Observemos a expressdo: V12— Note que assim que atribuirmos
valores a x , @ mesma assumira valores invalidos, valores de raizes
quadradas de numeros negativos, para sanar este problema,
poderemos atribuir uma faixa de valores validos para o dominio de x ,
entao teremos:

V12—, 0 <12

Assim, teremos um dominio restrito a valores iguais ou menores que
12, portanto, incluindo-o, este extremo ao qual pertence o valor 12
chamamos de extremo fechado. Temos uma situacao semelhante,
porém com uma sutil diferenca, quando temos que fazer: logx , neste
caso, temos que restringir o valor 0 e todos os nimeros abaixo dele,
desta forma:

logx,x > 0

Poderemos atribuir apenas valores maiores que 0, uma vez que este
valor nao pertence ao conjunto de nimeros que podem ser atribuidos a
variavel, chamamos este de extremo aberto.

Notacoes
O conjunto de nUmeros B {—00, ..., ¥1,¥2,¥3,---, 9} dos quais Yn
dependem do conjunto A {—00,..., 21,22, 3,...,00} de onde temos Tp,

estabelecemos o par de numeros {-’F-m!f-n}, ou simplesmente:
(z,y)

Este é chamado de par ordenado. Sendo também / a representacdo
dos valores de (,¥), entdo podemos dizer que:

y = f(z)

Sendo f(2) o valor de ¥ guando definido pelas operagdes em f. Faixas
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de valores que delimitam os dominios podem ser representados com

desigualdades, como nos exemplos abaixo:

—2<r<4;-12<xr <8

Porém, os extremos podem ser colocados em um par entre
delimitadores de forma que, para os extremos fechados usamos os
delimitadores [ ou ], para os extremos abertos usamos ( ou ),
habilitando-nos a identificar os extremos mais claramente, desta forma
podemos identificar os dominios do exemplo acima desta forma:

(_21 ‘l)~ [_12! 8)
Também é comum usar colchetes invertidos para extremos abertos:

] _ 21 'l[: [_12: 8[

Operacoes com funcoes

Consideremos duas funcoes f e g; admitindo que as duas sao,
intuitivamente, expressdes que se traduzem em valores, podemos
dizer que:

Eflg z) = f(x Iqm%
f=glz)= f(z) —g(x
(f-g)(z)= f(z)-g(x)
(f:9)z) = f(z): g(x)

Sendo D(f) o dominio da funcdo f e D(g) o dominio da funcdo g, o
dominio da funcao resultante das operagdes acima é sempre:

D(f)nD(g)
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Limites
Breve explanacao:

Vejamos o grafico a seguir:

p={),5899353
E——

x=35,999333

Figura 1

O grafico representa a fungao:

(r — 4)(x — 6)

Y7 T2k — 6
Esta funcao apresenta um valor indefinido quando r = 6, 0 que nos
levaa , _ 0 porém se fizermos £ = %5 temos ¥ = 0,75: se agora

=

fizermos £ = %8 teremos ¥ = Y,9: depois fazendo ¥ = 299 teremos
y = 0,995. portanto quando nés aproximamos x de 6 aproximamos y
de 1. Intuitivamente faremos o mesmo usando valores maiores que 6,
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entdo se tivermos ¥ = 6,9 teremos ¥ = 1,29; epara T = 6,2
teremos ¥ = L, 1: finalmente, se ¥ = 6,09 teremos ¥ = 1,029 ¢
VEMOS que 0 mesmo acontece, o que isto quer dizer? O que acontece é
que quando aproximamos x de 6, y se aproxima de 1, o que indica
uma tendéncia de se igualar a 1, ou seja quando x se aproxima de 6 de
forma a alcancar o limite entre ele e 0 nUmero mais préximo a ele,
inevitavelmente também faz com que y alcance o numero mais
proximo de 1 possivel, entdo dizemos que: se f(x) = y entao, o limite
de f(x)quando x tende a 6 é igual a 1.

Isto é comumente representado, pela seguinte notacgdo:

lim f(zr) = 1

r—f
Definicao
Seja a funcdo f(x), onde * € R, se (a) é um nimero em seu dominio,
existe um numero 9, tal que:

0 < |z —al <6

e sendo f(a), definido ou ndo, um numero que tende a L, se existe um
numero g, tal que:

|flz) — L| < ¢

e quando diminuimos 0 até que nao seja mais possivel distinglir (@) de
(r?',embora eles sejam infinitesimalmente diferentes, tenhamos um €

correspondente, entdao L é o limite de f(x) quando (2) tende a (@)
Adotamos a seguinte notacao:

lim f(x) = L

E de forma geral definimos que:

Se If(@) — Ll <¢ ¥ 0<lzr—a <6 entgo mflx) =1L
quando ¢ — 0
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Propriedades
Teoremas:
T1 - (Unicidade)

se imfle)=L1 o lmfla)="L W~ L[, = L,

Demonstracao:

Proponhamos que: L1 # Lo

Logo teremos que admitir:

|Iflz) — L] < ¢ ¥V 0<|v —al< §
|flz) — Ly] < e ¥ 0<|z —al< §
havendo uma diferenca: L1 — Lo

Da desigualdade triangular:

L1 — Lo| < [f(z) — Li| + |f(z) — Lo
Se tivermos um & que seja englobado nas condicoes:
|f(z) — Li| < e

|flx) — Ly| < e

Teremos observado que:

Ly — Lo| < 2¢ ¥V 0<|r — a|< &

Como podemos arbitrar g, teriamos:

. Ly — Ly
fazendo 2

Ly — Ly| < |Li — Ls| Que é contraditério, portanto:

L, = L,
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T2 - (Soma e diferenca)
im(f(x) £ g(z)) = Ll_l'f%‘flfl“] + lim g(x)

F

Demonstracao:
Tomando: 1 f(@) = A4  limg(z) = B , devemos , pela definicdo,
provar que:

|Iflz) + glr) — (A 4+ B)| < e ¥V 0<|z —a|l< é
Posto que:
f(z) — Al <k ¥V 0<|z —al< &

g(x) — Bl < p ¥ 0<[z —a|< 6

Podemos arbitrar: P + k = ¢€

e pela desigualdade triangular:

[f(z) + g(z) — (A + B)| < [f(z) — Al + |g(x) — B
como: |f(z) — Al + [g(z) — B = k + p = € |ogo:
|f(z) + glz) — (A 4+ B)| < e ¥ 0<|z —a|l<é

Temos como afirmar que a diferenca também pode ser calculada da
mesma maneira, pois as funcdes nao estao restritas a valores positivos
na demonstragao acima.

T3 - (Produto)
im (f(x) - g(r)) = lim f(r) - lim g(x)

Demonstracao: Queremos verificar se:
|flz)-g(z) — L-M| < evV0<|z — a|<$é
Admitamos que:

f(z) — L] <1 ¥ 0<|z —a|< §

11 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

do que podemos concluir que: flz)] < |L] + 1

também tomemos:

|9{I‘] - *hr| < |L| + 1

k

P vV o0<|r — al< 6

|JF'[I‘]—L| < m b U'CCZ:|I—EI-|'¢:§

P+ k=c¢€cendor=0; k=0

Pelo exposto temos que:

[f(z)-g(z) — L-M| <|(f(x)(g(z) — M) + (]M] + 1)(f(z) — L))

esta expressdo se traduz em:

|flo)llg(x) — M| + (IM] + D|f(z) — LI<p + k

portanto:

If(z)-g(z) — L-M| < ¢

0 que confirma a validade do teorema.

T4 - (Razao)
flz) lim, ., f(z)

]_I —_— —_—
7—a g(x) lim,—q g(z)
Demonstracao:

T5 - (Poténcia)
lin(f(2)" = (lim f(2))

Demonstracao:

De fato, temos:
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lim (f(z))" = lm (f(x)- f(z)- flz)-...)

r—a r—i

O que, pelo teorema do produto, nos leva a:

(Iim £(2) - lim f(2) - lim f(z) - .. )

F—rid

E portanto, estabelece o que pretendiamos demonstrar.

T6 - (Radiciacao)

lim {/(f(@) = {/lim f(2)
Demonstracao:

Conseqiientes para funcoes algébricas:

Estas regras sdo conseqliéncias diretas dos teoremas relacionados
acima:

lme =
2 = o
l&%fmr + b) = ma + b sendo ™M # 0;

lim(mz" 4+ pr + ... + b) = (ma” + pa + ... + b) Sendom?é 0:

r—a

Limites laterais

Consideremos a fungao: flz)=+vz - 2 podemos notar que todos 0s
valores de x menores que 2 induzem um valor indefinido na fungao,
esta indefinicao também se refletira nos limites dos valores da fungao
neste intervalo de indefinicao, portanto nao faz sentido falar de limites
absolutos quando os valores da funcao estao indefinidos para certa
faixa do dominio. O que poderiamos fazer para analisar os valores
validos da funcao? Podemos limitar o seu dominio e
consequentemente, deveriamos limitar os limites; quando temos um
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meio de definir o intervalo de exclusao dos nimeros, podemos
também, excluir certa faixa dos limites; se quisermos adotar apenas
numeros positivos na analise podemos fazé-lo desta forma: lim_f(x), da

I—a
mesma forma poderemos adotar apenas numeros negativos, com a
seguinte restricdo: lim f(x), no primeiro caso dizemos que o limite da

r—a~
funcao é o valor da funcdo para qual a mesma tende quando x se
aproxima de a pela direita, no segundo caso dizemos que o limite da
funcao é o valor da funcdo para qual a mesma tende quando x se
aproxima de a pela esquerda.

Limite lateral pela direita

Dizemos que lim f(x)= L, quando:

L+l

Iflz) — L| <e¢ ¥V 0 <2 —a <6

Limite lateral pela esquerda

li r) =L
Dizemos que i f(z) , quando:

If(z) — L| < e V -0 < 2 —a < 0
Infinitos

Ja Ihe perguntaram o que é o infinito? Certamente alguém lhe deu uma
resposta poética a respeito e de fato no sentido poético, o infinito é
algo fascinante... Agora imagine um numero absolutamente tao alto
quanto é possivel vocé conceber... Conseguiu? Pois bem este nao é
infinito, pois aqui, falaremos desse niumero como sendo algo tao
inatingivel que nenhuma mente humana poderia imaginar. Infinito é
uma tendéncia, uma forma de representar algo que é tao alto que
jamais poderiamos atingir, € como se fosse um caminho sem fim, como
o destino de um corpo sem obstaculos e atrito no espaco sem fim.

Desta forma € um numero que s6 podemos representar como um
limite... Entao fagamos um estudo de como representa-lo. Antes de
mais nada pensemos qual a melhor maneira de aumentar
sucessivamente o valor de uma fungao, isto é possivel fazendo divisoes
por nUmeros menores que 1, ou seja se fizermos:
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flz)=lim E

r—0

ent3o poderemos dizer que f(z) =00

Isto € o que chamamos de infinito matematico e a partir desta, a
operacao inversa é imediatamente dedutivel:

, 1
lim — = 0
r—oco T

Este € um conceito importantissimo na analise do calculo e em diversos
campos das ciéncias exatas, iremos nos aprofundar a partir deste
conceito para formar ferramentas que serdo Uteis em diversos estudos.

Tendéncias infinitas

r:—2
. L fle) = = o ,
Considere a fungao r* —1, 0 seu valor jamais ultrapassara f(x)

= 1 quando tomamos valores de x maiores que 1, fazendo sucessivas
aproximacoes vemos que:

r=(1,5); f(x)=1(0,2)

r=(2,5); fl(z)=(0,809523)
r=(3,5); f(z)=(0,911111)
r=(50); f(z)=(0,985333)
r = (10); f(z)= (0,989898)
r=(100); f(z)=(0,999899)

De fato temos uma tendéncia do valor da funcao se igualar a 1 quando
levamos x para numeros muito altos, embora nunca alcance o valor 1,
chamamos isso de limite no infinito, ou tendéncia infinita.

Podemos simboliza-lo destas formas:

lim f(z)

r— oo

ou
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lim+ flx)

E— 0

O mesmo pode acontecer quando aproximamos o valor de uma
variavel independente ao infinito negativo, pelo lado esquerdo da
funcao, entdo podemos representa-la destas formas:

im f(z)
ou
lim f(z)
Definicao

Seja L o nUmero para qual uma funcao f(x) tende a se igualar quando a
variavel independente x ultrapassa o numero N, chamamos o nimero L
de limite lateral positivo no infinito se o definimos como:

|flz) — L <e¢ ¥ 2z > N ; N=0

tal qual chamamos o nimero L de limite lateral negativo no infinito se
o definimos como:

f(z) — Ll <e ¥ 2 < N ; N<O

Os numeros sao escolhidos de forma a fornecerem o maior valor
possivel dentro do dominio da fungao.

Limites infinitos

Se nos depararmos com uma funcao onde o denominador decresce
vertiginosamente até zero, o que podemos fazer?

Esta € a tipica forma de funcdes que crescem até o infinito, neste caso
adotamos o valor da definicdo de infinito, visto que ndo é possivel

colocar qualquer valor. Adotamos +c¢ ou —o0, pois | 1 — 400 COMO
r—0 1

ja definimos anteriormente.
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Continuidade

O basico conceito de continuidade representa a expressao da isengao
de quebras na regularidade da forma da funcao, quando apresentamo-
la sob a forma grafica. O que temos que ter em mente é que a fungao
continua em um intervalo do seu dominio é suavemente descritivel,
cada valor é precedido de outro menor ou maior, mas com uma
discreta variacgao.

Definicao
Para exprimir esse fato matematicamente, definimos a funcao continua
f(x) no ponto [a,f(a)], onde:

lim f(x) d

Ir—a

fla) 3
lim f(r) = fla)

r—a

Estas trés condicdes estao presentes apenas em fungdes que nao
possuem irregularidades nas tendéncias e valores que produzem. As
fungdes continuas sao muito comuns dentro do universo que
analisamos, a condicao de continuidade é exigida sempre que temos
avaliar tendéncias a valores minusculos.
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Derivadas

Fungdes sao criadas para refletir o comportamento de certos entes
fisicos ou estados de valores, porém existe outro meio para analisar o
comportamento dos nimeros, que ndao conhecemos; a derivagao é um
processo que se destina a analisar as variacoes no comportamento de
um conjunto de numeros, ela é largamente utilizada hoje em dia.

Vamos criar os conceitos, desde o inicio, para entender como esta
fundamentada toda a base dos principios de derivagao, com estes
teremos meios de analisar varios problemas sob a ética infinitesimal.

Introducao (coeficientes angulares)

Seja uma reta definida pelos pontos (xy,y;) € (X,,¥,); existe uma

relacdo entre a distancia dos dois pontos que expressa a inclinacao da
reta;

Definimos como coeficiente angular de uma reta, a seguinte relagao:

Ya —th
Lo — Iy

T =

O resultado desta relagcdo € um numero que expressa quanto a reta
esta inclinada comparada com o eixo x (variavel independente).

O coeficiente m é constante para qualquer segmento de uma reta, este
é visivelmente igual a tangente do angulo formado entre a reta e o
eixo X. Agora imagine o que teriamos se ao invés de uma reta
tivéssemos uma curva... Em uma funcao onde os pontos nao
acompanham um padrao linear, sempre temos diferentes valores de m
para cada par de pontos que tomamos para fazer o seu calculo, isso se
deve ao fato de que a inclinagcao varia de acordo com o contorno da
curva, o que nos sugere que cada pequeno segmento da curva possui
um m diferente.

Considerando a fungao f(x), teriamos os pontos:
(rla fli-rlﬂ

(Iz,f{l‘gﬂ
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podemos fazer:

x2=x1+Ax

e teriamos:

flry+ Ar) — f(x1)
Ar

m =

Esta relacao nos da a inclinacao de cada segmento de reta formado por
um ponto: (x,f(x)) e outro estabelecido pela distancia Ax, que nos
fornece: (x + Ax,f(x + Ax)). Podemos, a partir desta equacao,
encontrar os valores de m e verificar qual a inclinagao aproximada da
curva para cada ponto; note que quando diminuimos o Ax a equagao se
torna mais precisa, pois cada segmento da curva que € analisado se
torna menor, logo temos condicoes de analizar mais segmentos da
curva.

Definicao

Imaginemos que para cada par de pontos tenhamos uma reta, com seu
respectivo "m", como vimos anteriormente existe uma maneira de
relacionar a declividade a cada ponto da curva...

Vejamos o grafico a seguir:
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fx)

Figura 2

A funcao f(x), expressa pelo grafico, apresenta uma sinuosidade no
intervalo entre "(x0,y0)" e "(x3,y3)", a fungao nao apresenta nenhuma
ruptura ou salto neste intervalo. Tracamos as retas "r1", "r2" e "r3",
entre um ponto fixo: "(x0,y0)" e "(x3,y3)", "(x2,y2)" , "(x1,y1)"
respectivamente, desta forma, podemos observar que "r1" possui uma
inclinacao maior que "r2" e esta possui uma inclinagao maior que "r3",
porém observamos ainda, que a reta "r3" apresenta uma forma similar
ao segmento inicial da funcao, entre os valores 0 e "x0" no seu
dominio.

O que é importante saber é que os valores das inclinacdes das retas se
aproximam de uma similaridade as inclinacdes nas regides proximas ao
ponto inicial "(x0,y0)" a medida que a distancia entre os valores de "x"
diminuem.

A maneira de levarmos o valor da inclinagdo da reta o mais préximo da
inclinagao da fungao € diminuir a distancia entre os pontos até o limite
de sua aproximacdo, ou seja, se fizermos com que a distancia entre
cada ponto, tomado para o calculo de m, em relacao ao préximo, seja
tdo pequena que cada ponto se torne quase idéntico ao préximo, entao
teremos um m para cada ponto da curva, desta forma:

; . . flry+ Ax) — f(ry)
) = Y =
f(e) = fimgm(e) = Jim, =20

Uma vez que temos um valor deste limite para cada valor de x,
f
criamos uma nova fungao, que chamamos de f (I‘J, além disso a nova
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funcao é obtida através dos resultados de f(x), esse artificio de criar
uma funcao que nos da a declividade em cada ponto de uma outra
funcdo é chamado de derivagao, uma vez que criamos uma fungao
que é derivada da primeira.

A diferenga entre os valores de x,; e x,, quando levada ao limite

proximo de zero, também é chamada de diferencial "dx" e a diferenca
entre os valores de y, e y,, quando levada ao limite diferencial "dx", e

chamada de diferencial "dy":

Por este motivo, esta operagdao é chamada de diferenciacao, pois se
refere a criacao de variaveis diferenciais, neste caso dy e dx.

Diferenciabilidade

Para que as diferenciais e por conseqliéncia, a derivada de uma fungao
em um determinado ponto possa existir, certas condicdoes devem ser
observadas: Em primeiro lugar, o limite da funcao no ponto deve
existir, depois, a funcao deve existir no ponto e seu valor ser igual ao
limite; isso nos lembra a definicao de continuidade e de fato, quando a
funcdao pode ser diferenciada ela € continua no ponto.

O fato de funcdes derivadas serem continuas se deve a existéncia do
limite e do valor da fungao no ponto, uma vez que torna-se possivel a
existéncia do lim [f(r + Ax) — f(z)] nestes casos.

Lm ; ;

Portanto devemos verificar a continuidade de uma funcao para
sabermos se esta é diferenciavel.

Regras basicas

Para simplificar os métodos de derivacao algumas regras basicas sao
universalmente utilizadas, todas partem do principio fundamental da
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definicao e podem ser facilmente demonstradas através do limite da
definicao e teoremas de limites e funcgoes.

T7 - Soma e subtracao
Seja a fungdo £'(z) = f(r)*£g(r). sua derivada é ¥ (z)=f'(z) g (2),
Demonstracao:

Pela definicao temos:

fler +Azx) £ glr +Azx) — flz) £ g(x)

Fiz)= aEclEn Az
, . flr+Ax) - f(z) £ glz+ Ax) — g(x)
Fi(r)= lim
 Ar=D Ar
F'(r)= lim fz+Az) - f(2) + lim 9(z+ A2) —g(2)
T Ar=o Ar Ar=0 Ar
e portanto:

Fliz)=f'(z)+g(z)
T8 - Multiplicacao

Se;a a fungao Flz) = f(z)- QfT:], entdo sua derivada é
F'(z)=f(z)-g'(x) + glz)  f'(x)

Demonstracao:

Pela definicao temos:

FFI{I:]= lim f{r—l_&rj'Q'[T-I-&I:]—f{rj.g{rj

Azr=0 Ar

Somamos e subtraimos 9(2 +Az) - f(z) pa equacao anterior:

, . flz+Az) -glz +Az) —glz+Ax) - flz) + gz +Ax) - flz) — f(z) - g(x)
F(r)= lim

Ar—0 Ar
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[f(x+ Ax) — f(2)] - g(x + Az) + f(x) - [g(x + Ax) — g()]

Mr— &I‘
F'(z)= lim lg(z) + Az] - [f(z + Az) — f'fT)]_F lim f(z)-lg(z +Ar) — g(z)]
’ Ar=n Ar Ar=0 Ar
F'(z) =g(x)- lim flz+Az) = flz) flr)- lim g(z +Azr) —g(z)

Ar=0 Ax 7 Ar=0 Ar
e portanto:
F'(z)=f(z)-g'(z) + glx) - f'(2),

T9 - Razao

e

() " entdo sua derivada é

g(z)
_g(@)-f'(2) = f(@)-g'(2)
B FE3E

Seja a fungao p(z) =

F'(z)

Demonstracao:

Pela definicao temos:

fle+Arx) flz)

F F{I::I _ ]_].]II. g{.r-|—&.r) Q{I)

Ar—{ Ar
Fllo) = 1 flx+Az)-g(z) — f(z) - g(x + Ax)
T Ao glz)-glr+ Az) - Ax

Podemos lancar mao de mais um artificio algébrico e somar e subtrair
flz)-9(x) o que nos da:

flz +Azx) g(z) - f(x)-glx)+ f(x)-g(z) — flx) - g(z + Ax)

Fiz)= {m, glz)-glr +Ax)-Ax
P — i 9@ [+ A2) = £(@)] - £(2) - o(x + A2) - g(z)
ST ATSD g(r)-glr+ Az)- Ax
). flet+&x)—flz)| ). gle+Az)—glx
F'(zx)= lim 9( [ ar ] A [ ar ]
7 Ar=a glz)-glx + Ax)
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Depois que aplicamos os limites, resulta em:

glx) - f'(z) — flz)-g'(x)
[g(x)]?

F'(x) =

T10 - Natureza algébrica das diferenciais

Seja dy e dx as difenciais de f(x) quando sua derivada é

Ay dy
d . 1 - =
fiz)= lim, Az dz, Entdo:

r
se [ (z) existe, suas diferenciais podem ser tratadas como duas
variaveis com caracteristicas operacionais algébricas.

Demonstracao:

Pelo teorema da razao do limite:

: ﬁy llllﬂﬂ.r—r[l &y
lim = —
Az—0 Azr  lima, gAx

O que nos da a possibilidade de fazer:
W= S8

dr = lim Ar

AMr—0

Desta forma, os operadores dy e dx sao limites e podem ser operados
como tal, de forma que, obedecendo as regras das operagoes
algébricas dos limites, podem ser separados.

T11l - Regra da cadeia

A funcdo composta ¥ = f(u); u=29(z)} nos d4 a possibilidade de
generalizar diversas fungoes, permitindo a sua simplificacao, a sua
derivada pode ser conseguida pela relacao:

dy dy du

dr du dr

Que pode ser verificada quase que imediatamente através das
propriedades algébricas das diferenciais, de qualquer forma podemos
demonstra-la como segue:
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Para simplificar a interpretacao do conteldo, usaremos a notagao de
derivada em relacdo a variavel dependente; nesta notacdao colocamos
um D e um sobescrito da variavel dependente, ou seja, o simbolo D.(z)

indica a derivada de z em relacao a sua variavel t.

Adotando esta notacao para as derivadas, temos:

(A

Duly) = QEED Au
. g(Az)

De(u) = i}fllln Ar

queremos D, (y) e sabemos que iimnf{&uj = D,(y) - &imn,ﬁ_u , para isso

teriamos:

D.(y) = lim 12%

Ar—0 Ar

lim Ao Au

D, [:y) = Dw-(y)

limag—g Az

Quando Ar — 0 ocorre que Au — 0, pois as duas funcées sado
continuas e u depende de x, logo:

D.(y) = Dyly) - lim %

Ar—0 Ar
entao:

Dr{y:] = Du(y:] ! Dr(u:]

Derivadas Algébricas simples

Podemos deduzir, a partir das regras comuns e da definicao, equacodes
que determinam a derivada para as funcdes mais comuns, adiante
temos uma amostra destas equacdes e suas demonstracoes.
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T12 - constante
Seja a funcao f(x) = ¢, onde c é constante e portanto, independente de
X, € demonstravel que sua derivada é nula, pois nao existe variacdao do

valor da funcao;

Conforme constatamos:

poo o fle) = f(o)
flo=dm ™
fx) =0

T13 - fator

Seja a fungdo (%) =c¢-9(2) onde c é um fator constante e portanto,
independente de x, € demonstravel que:

c-glxs) —c-glxy)

f0 - i, I

oy 1 c-[g(za) — g(z1)]
fie)= jim, Ax

o - glr) —glxy)
friz)=c- fim Az
flx)=c-g'(z)

T14 - Variavel com expoente constante

Seja a funcdo f(x) = x”", onde n é uma constante positiva e 7 = 1, sua
derivada é:

fllz)=n-z2""

Demonstracao:

Temos pela definigao:

s (z + Azx)™ — 2"
) = Jim
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f r{ 1 ™4n. In—l AT + n'(n—l}rr_;!‘_g'(ﬂr)g +o4n-7- (&Ijn—l + {&Ijn _ o
V=0 Ax
n—2 _
fl(z)= lim |n-2"t+ n-(n—-1)-z (Az) +o4n-z- (A 4 (At
A & I:I 2' A A

Considerando o limite, temos:
fllz)=n-z""

Como Unica parte relevante, pois todas as outras terdao valores nulos
no limite, isto prova o teorema.

Diferenciacao implicita

Considerando que as diferenciais podem ser tratadas separadamente e
que temos meios para tratar ambas as varidveis de uma equacao, a
partir da regra da cadeia, temos instrumentos para diferenciar
qualquer equacao que represente uma funcao continua. O método de
diferenciacao implicita € muito Util como meio de simplificar a resolucao
de diferenciais onde a variavel dependente é de 6rdem superior.

A idéia mestra deste mecanismo é tornar implicito o conteudo da
variavel, sem que seja necessaria a sua substituicdo por equivalente
algébrico antes da resolucao; Vejamos um exemplo para simplificar a
explanacao:

A funcdo y? — 2y — 3 = x3 — 3x2 é realmente complicada para ser
diferenciada pelos métodos que vimos até agora, porém podemos
esquecer a resolucao da equacao e considerar que a diferenciagao
pode, implicitamente, ser operada diretamente na equacao inteira,
desta forma:

2y dy — 2 dy = 32° dr — 62 dr

A partir desta equagao podemos operar as diferenciais algebricamente

para encontrar o valor da derivada d_y
dr

dy 32> —6z
dr  2(y — 1)
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A equacao que representa a fungao apresenta dois valores possiveis
para y:

[y=(2—rflvr+1+1 : yzir—z‘}vr—l—l—l—l]

O que nos da duas derivadas, quando substituimos o valor de y na sua
derivada:

dr 20@2-—n)vVr+1 ' dr 2(z—2)Vr+1
Simplificando:

[dy ~ 3ry/r 41 dy  3zyr+ 1]

[@ B 3r° — 6 dy 31> — 6z ]

dr  2(z4+1) 7 dr  2z4+1)

Desta forma podemos encontrar qualquer diferencial implicitamente,
reduzindo a complexidade na aplicagao das regras de derivacao.

Aplicacoes das derivadas

Vamos comecar a colocar em pratica esses conceitos que aprendemos
até entdo, a derivada de uma funcao é utilizada para diversas
finalidades, algumas delas vamos explorar neste capitulo, porém nao é
possivel generalizar as aplicagdes que podemos atribuir as derivadas,
muitos recursos podem ser criados a partir dos seus conceitos,
bastando para isto que a criatividade de cada mente possa se
manifestar.

A derivada é a medida da declividade de uma reta tangente a cada
ponto da funcao de onde surgiu, ela também é uma funcdo que fornece
valores relativos de muita utilidade, podemos também lembrar que o
angulo da reta tangente ao ponto da curva inicial pode ser encontrado
através da derivada, pois a derivada fornece o valor da tangente deste
angulo.

Enfim, temos muito o que extrair das derivadas, elas nos fornecem
varios artificios para manipular os nimeros em uma funcao,
possibilitando diversas maneiras de extrair informacoes, elas trazem
um novo meio, capaz de nos trazer novas formas de analisar dados
numeéricos, vejamos o que podemos aproveitar de imediato...
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Taxas

A maneira genérica de representar uma quantidade fracionada, o que
nos leva a uma quantidade dentro de diversos conteldos é a taxa ou
relacao; de maneira efetiva temos um total "x"” de porgdes "T" em "n"
recipientes, esta simples representacao mostra como uma taxa é
estabelecida:

r_*

Ti
A taxa € uma relacao linear, que pressupde o comportamento de
dependéncia direta entre os termos; se tivéssemos que representar
esta taxa em um grafico, onde variassemos a quantidade de
recipientes "n" e calculassemos o valor de "x", mantendo "T"
constante, teriamos uma reta. E plausivel pensar que a taxa "T" é
constante, porém na natureza e no nosso cotidiano encontramos
situacdes que raramente mostram a constancia que observamos nesta
equacgao, o mais comum € que tenhamos uma taxa diferente para cada
situagao em que nos deparamos.

Um caso tipico, € a medida de velocidade de um corpo em movimento,
se imaginarmos um carro andando pelas ruas de uma cidade, é
impossivel visualizar uma situagcdo em que o carro tenha que se manter
em velocidade constante por todo tempo que se mova a fim de chegar
a seu destino. Uma vez que temos um ponto inicial S; e um final S,

além de um instante inicial te um final t,, também podemos calcular a
velocidade média desenvolvida pelo veiculo neste trajeto, que é:

Sy —S;
Vin = L —

t —t;
ou

AS
Vin=——

At

Agora imagine que tenhamos que medir tempos e distancias cada vez
menores, 0 que nos levaria a medir quase que instantaneamente os
valores, entao teriamos uma medida instantanea da velocidade, isto é
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equivalente a fazer com que o valor de At se aproxime de zero:

I AS
YT AR At

Isto nao nos lembra algo conhecido? Exatamente, uma derivada; a
velocidade medida a cada instante é uma taxa tomada quando os
tempos de medicao se aproximam do limite entre um e outro, entao
teremos o valor da velocidade para cada instante, tal qual teriamos se
estivéssemos observando o velocimetro do carro...

A constatacao acima nos fornece um meio de calcular, a partir de
valores sugeridos, o valor da velocidade instantadnea, precisamos
apenas da funcao "s" em funcao do tempo, depois podemos obter a
derivada de "s” com relagao a "t" e teremos:

L ,(ﬂ_ds
T W T g

Que ¢é a velocidade instantanea de qualquer corpo que tenha seu
deslocamento expresso pela fungao s(t), todos os movimentos que um
corpo fisico pode desenvolver podem ser expressos sob este método de
calculo, uma vez que qualquer curva de deslocamento pode ser
lancada na formula da derivada, podendo ser calculada em seguida.

Podemos ainda fazer o calculo da aceleracao do mesmo corpo:

1 JANE
4= J%E-JDE

O gque nos da a aceleragao instantanea:

B dv
= A
ou

B d’s
T e

Note que ao derivarmos a funcao s(t) duas vezes estamos criando uma
derivacao dupla, que podemos simbolizar desta forma:
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") d?s
- dt?

Esta expressao também € conhecida como "derivada segunda da
funcao", o termo "segunda" designa o que chamamos de ordem da
derivada, que indica quantas vezes a primeira funcao foi derivada,
portanto temos o termo ordinal sempre indicando quantas vezes foi
calculada a derivada.

Note que a derivagao consecutiva de fungdes puramente algébricas
sempre leva a zero, isto ocorre porque o grau do polinbmio decresce
até que reste apenas uma constante, a qual resulta em zero no ultimo
calculo diferencial subseqiente.

Maximo, minimo e médio

Considerando que uma funcao nao constante deve ter um valor
maximo e outro minimo em um segmento de seu dominio, quais sdo as
possibilidades de analise que teriamos com as suas derivadas, visto
gue estas expressam tendéncias da declividade da fungao?

Vejamos o0 que podemos extrair das derivadas de uma fungao, que sao
expressoes da declividade da curva que a representa e nos intui a
possibilidade de antever o curso dos valores da fungao ao longo do
dominio.

Extremos de um intervalo

Seja a funcao f(x) cujo dominio limitamos em [a,b], a menos que f(x)
seja constante,

(1) H& um numero nl1 cujo seu correspondente na imagem f(nl) é
menor que todos os outros no dominio.

(2) H& um numero n2 cujo seu correspondente na imagem f(n2) é
maior que todos os outros no dominio.
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NUameros criticos:

Definimos por nimero critico, o valor assumido pela variavel
independente, de forma que seu resultante na imagem da fungao
derivada seja nulo ou inexistente, o que na maioria das vezes se
apresenta como um limite infinito.

Ou seja:

F
f(x) tem derivada f () e ¢ é um ndmero critico da funcao se:

f "{C\.:' =0 ou
fle)B

T15 - Valor extremo

Considere agora que existe um nimero ¢, de forma que € < [ﬂsb], gque é
dominio da funcao f(x), podemos provar que:

Se fle) = flzx)
ou

Se fle) < flz)

entgo f (¢)=0

Quando temos um numero, dentro do intervalo, que obedece as
condicoes acima, dizemos que € um "numero critico"; todas as vezes
que uma fungao continua tem um numero cujo valor correspondente
na imagem € maior ou menor que os valores dos outros, temos um
maximo ou um minimo no intervalo, intuitivamente, se a funcao é
continua e ha um valor maior ou menor que os outros no mesmo
intervalo é facil concluir que a funcdo tera que variar sua curva,
variando a declividade de um valor positivo para outro negativo, o que
nos leva a conclusdo que, no limite entre os dois, ela tera que ser zero,
fica claro entdao que quando hd um extremo no intervalo, o valor
numeérico de sua derivada é nulo.

Vejamos a demonstracao algébrica do teorema:
Seja os numeros @ < ¢ < £ onde ¢ é um nimero critico do intervalo
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considerado, inicialmente, observando a derivada de f(c), quando este
valor é o maior no intervalo:

£(e) = tim L =IO
—C o — C

e da mesma forma:

Fe) = 1m 1O =IO g

g—ct G—c
O que nos leva a concluir que:

0<f'(e)<0 | fla) < flo A f(B) < flo

Por outro lado se f(c) € o menor valor do intervalo:

£ = 1 T g
—C o — C

e da mesma forma:

£e) = 1m 1O =IO g

G—ct 8—c

O que nos leva a concluir que:

0<f'(e)<0 | fla) > fle A f(B) > f(e)

Logo em ambos os casos o limite que nos da a derivada da fungao em
¢ tem valor nulo.

Portanto sempre que temos um valor de uma funcao que é extremo em
um intervalo, seja maior ou menor, este tera sua derivada nula.
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T16 - Teorema de Rolle

Este teorema serve de base para outras demonstracoes e observacoes,
também sendo importante para conclusdes ao longo do estudo.

Observe o grafico:

YA
Fie=0
//\
/ :
e P 2 x
Figura 3

Considerando uma fungao f(x) e um intervalo fechado [a,b],
obedecendo as seguintes condicdes:

I - f(x) é continua em [a,b];
IT - f(x) é derivavel em (a,b);
IIT - fla) = f(b) = 0

Entdo é possivel provar que existe pelo menos um ndmero ¢ no
intervalo tal que:

fllc)=0

Em decorréncia do fato que a funcao tem dois valores iguais para a e b,
além de ser derivavel, isto implica na existéncia de um numero critico
¢, entre estes dois pontos, visto que o teorema T15 demonstra este
fato, além de afirmar que este extremo tem derivada nula, provamos
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gue o teorema é valido para f(z) # 0, por outro lado se f(x)=0a
derivada de f(c) também é nula, visto que f(x) — f(c) = 0 quando o
limite lim(z — ¢) € alcangado, portanto:

Ir—C

) — fle)
lim flx)— fle) _0
r—c I —C

T17 - Teorema do valor médio para derivadas

Tomemos dois nUmeros em um intervalo fechado [a,b], quando uma
funcdo f(x) é continua neste intervalo temos pelo menos um ndmero c,
o qual projeta sobre a imagem da funcao um valor f(c) de forma que a
sua derivada é igual ao valor da declividade da reta entre os pontos

{la,f(a)];[b,f(b)]}.

A explicacao deste fato é facilmente observada no grafico de qualquer
funcdo continua em um dado intervalo, uma vez que a curva nao
apresenta rupturas ao longo de seu tracado e entre os pontos ha pelo
menos uma sinuosidade simples ou uma reta, havera uma progressao
continuada da declividade de um ponto em direcdo a declividade do
outro, neste caso a curva tera sempre que reproduzir valores de
declividade de um extremo a outro, de forma que teremos
inevitavelmente um ponto cuja reta tangente sera paralela a reta
definida pelos dois pontos citados.

Algebricamente:

f
Queremos concluir que fle)=m onde m é o coeficiente angular da
reta determinada pelos valores a,b e seus conseqlientes na imagem da
funcao: f(a),f(b).

teremos:

f(b) — fla)
b—a

flle)=m=
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Analises de declive e concavidade

Uma interessante aplicacdo da derivada é a analise de tendéncias da
funcdo, o resultado desta derivada esta ligado a declividade da reta
"tangente ao ponto", uma vez que a tangente, nos dois primeiros
quadrantes do plano cartesiano, apresenta uma distingcao clara devido
a mudanca de sinal, isso possibilita uma boa gama de informacdes para
a analise de seu comportamento e por conseqliéncia, da funcao que a
originou.

T18 - Teste da derivada primeira

O coeficiente angular da reta que passa por um ponto da curva em
uma fungao, nos revela uma tendéncia que varia conforme a tangente
desta reta, tomando como referéncia o eixo x, quando a funcao é
crescente os valores das derivadas para os mesmos, de x sao sempre
positivos, enquanto que quando a funcdo é decrescente estes sao
sempre negativos. O que nos sugere o seguinte teste:

Seja a funcao f(x) em um intervalo [a,b], dizemos que a funcao é
crescente quando:

fi(z) >0
Ainda podemos afirmar que, quando a funcao é decrescente:
fl(z) <o

E finalmente, se a funcdo ndo apresenta tendéncias, permanecendo
inalterada até o limite do ponto:

fl(z)=0

E possivel provar o teorema, pela andlise da definicdo da funcdo
derivada, da seguinte forma:

Se f(x) é continua, existe fz) tal que:
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) — flxa)
f FI{.I‘\I — lim fli b f': 2/ onde Xb > Xa'
ToTe Ty — Ig

Como o denominador é positivo, nos resta analisar o sinal do resultado
no numerador, se f(x,) > f(x,) e portanto, quando a fungao é crescente
Ir -~
no intervalo, teremos filx) < 0 por outro lado se f(x,) < f(x,)
r [
teremos uma funcdo decrescente no intervalo e f () >0,
f
No dltimo caso, se / (2) =0 ent3o a reta que passa pelo ponto [x:f(x)]
é paralela ao eixo x, o que indica um extremo ou um ponto de
transicao na tendéncia de crescimento da curva; explicando melhor: Se
os valores da fungao estao crescendo e o ponto em questao tem
derivada nula, ou a funcao atinge o maior valor no intervalo, ou atinge
um ponto de transicao na tendéncia de crescimento, passando de

crescente para decrescente; quando a funcao esta decrescendo passa
de decrescente para crescente.

T19 - Teste da derivada segunda

Seja a funcgao f(x), dizemos que f(x) € a derivada segunda, com a
qual podemos provar que:

Dado o intervalo [a,b], onde existe um ndmero ¢ | [ (c)=0;

Se f "(z) <0 entdo f(c) fornece o valor maximo no referido intervalo.
Ainda poderemos afirmar que:

se f"(z) >0 entdo f(c) fornece o valor minimo no referido intervalo.
Analise:

f f
Consideremos a derivada segunda £ ”(y) — |im f(z2) — f (1)
' ra—Ir] _I'z —_ _I"l

Tomando o valor de [(x, — x;) > 0] podemos verificar o que ocorre
com o numerador:

! -~ J . . Jé
Se / (r2) < f (r1) sabemos que a declividade da curva em f(x,) é
menor que a declividade de f(x,), como em c temos um valor critico,
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temos que concluir que este representa um maximo, visto que os
valores estao diminuindo quando sao diferentes de ¢, ou seja, todos os
valores decrescem a medida nos deslocamos no eixo x, portanto f(c)
apenas pode assumir o valor maximo no intervalo.

) N f L. ,
Se [ (22) > f (21) sabemos que a declividade da curva em f(x,) €
maior que a declividade de f(x;), como em c temos um valor critico,

temos que concluir que este representa um minimo, visto que os
valores estao aumentando quando sao diferentes de ¢, ou seja, todos
0s valores crescem a medida nos deslocamos no eixo x, portanto f(c)
apenas pode assumir o valor minimo no intervalo.

Concavidades

Temos formas cOncavas em todo grafico que apresenta variagoes, a
derivada segunda também pode nos revelar outra caracteristica
interessante quando fazemos seu calculo e a relacionamos a
concavidade em um intervalo da curva... Como a derivada segunda
reflete a tendéncia de crescimento ou decréscimo da declividade,
temos como verificar que o seu sinal indica se a concavidade do grafico
€ para cima ou para baixo, ou seja:

it . . , .
Se f (2) >0 3 concavidade da curva esté voltada para cima.

Devido ao fato de que ha uma tendéncia de crescimento da declividade
naquele intervalo.

Se f (2) <0 3 concavidade da curva esta voltada para baixo.

Devido ao fato de que ha uma tendéncia de decréscimo da declividade
naquele intervalo.

Pontos de inflexao

A inflexao é uma indefinicdo transitoria das tendéncias da funcdo em
um determinado ponto, dizemos que o ponto onde a funcao passa da
condicdo de tendéncia ao crescimento para tendéncia ao decaimento,
ou vice versa, € chamado de ponto de inflexdao. De forma geral, quando

a funcdo passa de uma taxa de variacdo positiva: f (2) >0 oy
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f - . . ~
negativa: f(x) <0 oy vice versa, ela passa por um ponto de inflexao.

Considerando o numero critico ¢, para uma fungao f(x), o ponto de
inflexdo é definido como aquele onde ocorre a inversao na tendéncia da
declividade, ou seja, quando:

fl2y=0—=z2>c AN flz)<0—=1z2<c

ou
flx)<0—=z2>c AN fU(z)>0—1x<c

Também é possivel demonstrar que:
f #(C-.'I _ D

O que torna possivel identificar o nUmero critico do ponto de inflexao a
partir da derivada segunda da funcao.

Esboco de graficos

Podemos utilizar os conceitos aprendidos neste capitulo para fazer
esboco de graficos, a utilidade deste artificio se mostra muito util na
analise de grandezas fisicas e quimicas.

E importante lembrar que os nimeros criticos verificados com o teste
da derivada primeira sao diferentes dos conseguidos com a derivada
segunda, podemos adotar uma notacdo indexada para identifica-los,
assim temos: ¢, para o primeiro caso e ¢, para o segundo.

Para esbocar o grafico de uma funcdo desconhecida podemos extrair as
raizes e o valor da funcdao quando x é nula, além disso podemos
verificar os pontos em que a funcao apresenta numeros criticos,
extraindo a derivada primeira, a derivada segunda e resolvendo as
equacgoes: fl(x)=0 e f (z) = U, verificando os pontos onde as
derivadas nao existem; a partir de entao podemos verificar as
tendéncias de crescimento ou decaimento entre nos intervalos entre os
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numeros criticos, as raizes, pontos de inflexao e concavidades.

Obviamente, os resultados numéricos em pontos onde nao existem
nUmeros criticos nao fornecem precisdao para uma avaliacdo de valores,
porém para a analise do comportamento da funcdo e, em alguns casos,
na visualizacdo de formas geométricas, este método é bastante Uutil.

Integrais

Uma vez que podemos analisar a variacao de determinados valores em
uma funcao, como poderiamos reverter a analise, ou seja, se é possivel
criar uma fungao a partir de outra utilizando a diferenciacao, o que
teriamos se fizéssemos a operacao inversa? Esta é uma questao que
nos leva a mais um método do calculo, a integracao é uma forma de
reverter a derivacdao, com ela temos um artificio para recuperar a
funcao original a partir da sua derivada. Outra caracteristica
interessante da integral é que o valor numérico de uma integral
definida exatamente em um intervalo € correspondente ao valor da
area do desenho delimitado pela curva da funcao e o eixo x
(abscissas). Vamos analisar em seguida como funciona o mecanismo
basico de integracdo e nos capitulos seguintes nos aprofundaremos no
tema, que é bastante vasto.

Uma breve introducdo dos conceitos que detalharemos neste capitulo
pode ser encontrada em:

I oirh
U
“.. "

A
"u"n.'l-\.lu_'l I -_|.'l.

A Wikipédia possui o artigo:
Integral.

Antiderivadas e antidiferenciais

Como procedemos para reverter a derivacao? O principio é verificado
através da analise da inversao, da seguinte forma:

Considere a fung&o F(x) = f(x) + C cuja derivada Fi(z)=Ff(2) entdo
dizemos que F(x) € a antiderivada de f () anossa primeira
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constatacao é que a funcdo primitiva inclui uma constante, que durante
o processo de derivacao é descartada, ja que sua derivada é nula, se

fizermos o processo inverso para obter a fungao original teriamos fl(x)
para operar e consegui-lo, isso nos leva a uma indefinicao da funcao
obtida através da antidiferenciacao, a menos que conhecamos o valor
da consta{nte. Se quisermos obter a funcao original teriamos que
operar [ (Z) e zero, o primeiro requesito &, a principio, plausivel de
ser conseguido, porém operar zero para obtencdo de qualquer
constante parece algo ndo concebivel.

Podemos entao dizer:

A antiderivacao € o processo pelo qual operamos a derivada de uma
funcao
para encontrar a sua exata funcao primitiva.

O que nos leva a conclusao que a antiderivacao exige que tenhamos
meios para encontrar a constante que pertencia a funcao quando ela foi
derivada, ou que deducdes, a partir de suas caracteristicas e dos
fendmenos utilizados para sua formulagao, possam fornecer a
constante.

A antidiferenciacdao, opera apenas os processos para deducao de um
esboco da
funcao, o que chamamos de formula geral, no formato: f(x) + C.

Como podemos encontrar diversas constantes, temos diversas funcoes,
0 que nos da a possibilidade de operar, por exemplo as fungoes:

f :(r? 9 () derivadas de f(z)+C ; 9(x)+D  mesmo que
f(2)=9(2), a0 operarmos as funcdes derivadas utilizando a

antidiferenciacdo teremos f(Z) i 9(2) que ndo nos garante meios de
encontrar as primitivas, visto que nao conhecemos meios para deduzir
as constantes.

Definicoes

Ao operar a inversa da derivada, podemos fazer a analise com as
diferenciais, ou seja, cosidere a fungao y = f(x) + C, entao temos:
dy £'(z)r O Que nos leva a algo muito interessante:

dr
dy = f '(z)-drx
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O que nos lembra:

. _ 1 ' y .
fim Ay = Jim £ () - A

Temos ainda que y = f(x) + C, fazendo-nos deduzir que precisamos
operar:

. f 1'|-
dm (@) Az

Para encontrar y.

Esta operacao é chamada de antidiferencial e é simbolizada por:

[1:d
Onde (f) é a funcao e (d) é a diferencial da variavel independente.

De forma mais completa a antidiferencial da funcao fl(x) a:
ff "(2)-dz + C

onde C é a constante que define a funcdo primitiva.
Operacoes basicas

A antidiferenciacdo € uma operacao que tende a ser complicada na
maioria das funcgdes, ao longo do nosso estudo veremos métodos para
simplificar o processo, porém existem formas de funcdes que nao
podem ser operadas nesse processo. Algumas das regras basicas para
operacao de antidiferenciais serao abordadas nas secdes subseqlientes,
outras regras serao abordadas nos préximos capitulos. Devido a
complexidade que envolvem o processo, muitos dos métodos
necessitam de alguma regra que ainda nao estudamos; para nao
colocar questdes que ndao possam ser esclarecidas neste capitulo
teremos que deixa-las para o momento oportuno, quando todos os
elementos necessarios para a abordagem do assunto estejam bem
claros.

T20 - Diferenciais

A diferencial dx ao ser operada pela antidiferenciacao, resulta:
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/drzr—l—(’j’

Com C constante.
Comprovacao:

De fato se F(x) = x + C:
d F(r)=dr+0

d F(r)=dr

T21 - Constantes

A constante c é operada como coeficiente da variavel independente, de
forma que sua antidiferencial é:

/cd:r:c-:r

Comprovacao:

Se fizermos: flz)=cz , teremos:
flz)y=c

Conforme o teorema T13 - fator.

T22 - Adicao

Se f(x) = g(x) + h(x) entao:
[ f@)dz = [g(x)dz+ [ h(x)da

Comprovacao:
Se f(x) é o resultado da soma de duas antidiferenciais, logo:

1.Temos que admitir que g(x) e h(x) sao diferenciais;

2.A soma de diferenciais admite que:
1.Se g(x) = dm e h(x) = dn, temos: g(x) + h(x) = dm + dn
2.Sendo, portanto, possivel fazer: g(x) + h(x) = d(m + n)
3.Além disso: Se (m + n) = p entdo, podemos fazer: f(x) = dp
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Portanto, pela analise da reversibilidade, é possivel constatar que a
adicao de duas antidiferenciais pode ser operada distributivamente, o
que atesta a regra que expomos.

T23 - Variavel com expoente constante (antidiferencial)

Seja a funcdo f(x) = x" onde n é constante, sua antidiferencial é:

In+l

+C

Ulz) = /fl[:rjdr T ntl : onde: 7 —1

Onde C é constante.

Comprovacao:
d== 4+ ¢
U'llx) = _n+l 7
’ dr

1 d(z"t)  dC

U'(a)= n+1l dr + dr
U'(z) = ! (n4+1)(z")+0
)= I

U'lz)=2"
U'(z) = f(x)

T24 - Regra da cadeia para antidiferenciais

Seja as funcgodes f(u) e u = g(x), continuas em seus dominios ou no
intervalo a que se propde a analise em questado. A antidiferencial da
funcao composta f(u) com relacao a x é:

[ iz = [ #g(@)) g '(2)dz +C

Onde C é a constante que define a primitiva.
Comprovagao:

Uma vez que:

u = g(x) , temos:

44  Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender
du=g'(x) dr

O que nos possibilita operar, por substituicao:

)
/ﬂu’du , obtendo:
[Fw-g'(2) ax

[f(e(x)-0'(x) -da
para definir a antiderivada, usamos a constante C:
ff(g(r‘_!‘_! .g'(z)-de +C

O que comprova a regra.

Introducao a equacoes diferenciais

Considerando a questao da indefinicao criada pela diferenciacao, o
processo de antidiferenciacdo traz uma conseqliéncia indesejavel para
0 processo de equacionamento de diferenciais. Quando uma equacao
diferencial é proposta, a constante de antidiferenciagcdao faz com que o
processo de resolucao seja bastante prejudicado, o que exige que
tenhamos técnicas especiais para tentar resolvé-la. Faremos agora
uma breve introducao aos conceitos de equacdes diferenciais, porém, o
estudo completo do tema demanda um aprofundamento maior por
parte dos interessados, ao longo dos nossos estudos teremos meios
para simplificar o processo, embora que a solugao de muitas equacgoes
diferenciais quando nao sao impossiveis exigem muito esforco e
dedicacao.

Diferenciais de primeira ordem

Seja a equacao ¥ = flz) + @ a sua derivada é expressa como:
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dy ;
7 )
a; =1 @
sendo a uma constante arbitraria, definida pelas caracteristicas das
deducdes que originaram a equacao.

O que resulta na equacao diferencial:
dy = f '(z)-drx

Esta equacdo é denominada: Equacao diferencial de primeira
ordem, visto que é originada de uma derivada primeira, o que permite
facilmente separar as variaveis diferenciais. Por outro lado, como meio
para reverter o processo de diferenciacao, fazemos:

fdy=/f’(rf]-dr+€

Com C constante; lembre-se que C é uma constante ndo definida, a
constante original é a.

Pelo exposto deduzimos que a equagao assumira a forma:
y=fx)+C

Porém, como C é uma constante indefinida, temos uma funcdo ainda
indefinida.

Constante antidiferencial

A constante resultante da indefinicdo na antidiferenciacdo é expressa
na equacao diferencial como observamos na secao anterior, para
aumentar as possibilidades da analise, cosideremo-la como variavel, ao
fazer isto temos um comportamento interessante para a funcao
resultante; quando atribuimos valores a esta variavel temos uma
equacao para cada valor assumido pela mesma, se observarmos mais
atentamente, descobriremos que o grafico da funcdo mantém a forma,
porém varia a altura em relacdo ao eixo das abscissas (variavel
independente), ou seja, a equacgao antidiferencial fornece um conjunto
de curvas, o que possibilita uma infinidade de valores.

O que definiria a escolha de uma constante em particular? A constante
definird qual a curva que obedece o comportamento espelhado pelos
nimeros que compdem a curva a ser escolhida. De fato basta um par
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ordenado definido dentro do conjunto de nimeros que obedecem a
equacao e teremos a definicao da funcdo exata. Em varias areas onde
podemos utilizar estas equacdes temos a definicao deste par ordenado
a partir do comportamento dos nUmeros que sdao observados ou
deduzidos, na maioria das vezes este par de numeros é chamado de
estado inicial, pois estabelece o comportamento da equacao quando
os valores das variaveis sao conhecidos inicialmente.

No nosso caso da secao anterior coseguimos a formula geral:
y =f(x)+C

Certamente, podemos afirmar que:

Quando f(x) = 0 temos ¥ = @ pois:

a=04+C

C'=a

E uma afirmacdo facil de ser encontrada, uma vez que conhecemos a
equacdo original, porém se nao a conhecemos, a observacao e a
deducdo légica devem ser usadas para encontra-la. Algumas vezes
podemos nos perguntar: Basta-nos conhecer o conjunto de equacgoes
ou precisamos de uma equacao especifica? O mérito desta questao
deve ser avaliado de acordo com a necessidade da analise a ser feita,
cabendo ao analista verificar quais sao seus requesitos dentro do que
se propoe a verificar.

A integral indefinida

Seja a antidiferencial:

[ fla)dz

Observamos que a mesma corresponde a uma operagao sobre
peguenas secoes de area, pois f(x)dx corresponde a multiplicacdo de

47 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

um segmento numérico de largura, dx, pela altura, o valor da fungao
aproximada ao limite em cada ponto.

A operacao da forma que se apresenta estende-se de —oco a +00,
Analisando qual a natureza desta operacao, podemos tomar dois
valores para dx, sejam: dx, e dx,, sendo dry > dzi, quando

analisamos este fato concluimos que a area do intervalo menor esta
dentro da area do maior, vemos que a operacao comporta-se como
uma soma de areas, se somarmos todas as componentes de areas ao
longo da curva teremos uma area delimitada pela curva e o eixo x.

Chamamos esta operacdo de integral, seu simbolo é o mesmo da
antidiferenciacao, pois devido aos fatos acima introduzidos e ao
teorema fundamental do calculo, que discutiremos adiante, a operacao
de antidiferenciacao pode ser chamada de integral indefinida.

A integral definida

Aprofundando o conceito de que ha uma soma de pequenos segmentos
de area para cada ponto em uma curva, podemos delimitar uma secao
da curva, através da adogao de um intervalo, desta forma teremos
uma area definida, a qual chamamos de integral definida. Antes de
detalhar o processo para encontrar a referida area faz-se necessario a
observacao de conceitos que serdo Uteis para seu desenvolvimento, o
préoximo tépico abordara a somatoria, um procedimento que facilitara o
estudo das somas sucessivas que propomos analisar.

Somatorias

Considere a operagao: U =a, + a, + a5 + a5 +a, + ...a,, chamamos

esta operacao de somatéria, ela é simbolizada pela letra grega sigma
(2), utilizando a notacao escrita como segue:
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O significado deste simbolo é facilmente compreendido: A variavel i é
chamada de indice, o nimero n é a quantidade de parcelas, ocorre
que, ao substituir estes valores na expressao a;, fazemos de forma

seqlencial, somando um valor ao anterior, como descrito na operacao
acima, o que resultara no valor final de U, pretendido na referida
operacao.

Propriedades

T25 - Constante
Z C=nc
i=1

com c constante.

Comprovacao:

Zc=c—|—c—|—c—|—c—|—c—|—c—|—...—|—c=}-

i=1 n vezes.
T26 - Fator

>_cf(@)=c)  f)

1=1 1=1

com c constante.

Comprovacao:

n

S ef (i) = ef(1) + ef(2) + cf(3) + ef(4) + cf(5) + cf(6) + ... + cf (n)

i=1

n

Y ef (i) =c[f(1)+ F(2)+ fF3)+ f(4)+ f(5)+ f(6) + ...+ f(n)]

1i=1
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T27 - Adicdo

1 n

YL@ +gd)] =) fi)+ ) g(d)
1 i=1

1=1 i=

Comprovacgao:

T

MU 49()] = [F(L)4+g(L)]+[F(2)+9(2)]+[f(3)4+9(3)]+. ..+ [f(rn)+g(n)]

1i=1

T

Y [F(D+g()] = [F(+F(2)+F3)+.. 4+ f(n)]+[g(1)+9(2)+9(3)+. . +g(n)]

1i=1

T28 - Exclusao de termo antecedente

n

D Lf() = fli = D] = f(n) — £(0)

i=1

Comprovacao

n

Y [f(0)=f(i=1)] = f(1) = FO+£(2) = F)+F(3) = F2)+f(4) - F(3)—...+f(n)—f(n-1)

1=1

n

Y If()) = fli=1)] = =f(0) + f(n)

i=1
Definicao da Integral de Riemann

O conceito de integral esta ligado a necessidade de encontrar a area de
curvas, as abordagens tomadas para solucionar o problema do calculo
de areas curvas encontram sempre o mesmo resultado. Para ndao nos
extendermos muito, faremos uma explanacao do processo chamado:
Integral de Riemann, o qual € um dos mais conhecidos.

Vejamos o grafico abaixo:
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=¥

Integral de Riemann

Figura 4

O grafico mostra uma fungao sinuosa, se fizermos secOes retangulares
para imitar o contorno das curvas teremos uma maneira grosseira de
calcular a area delimitada pela curva e o eixo x, uma vez que temos a
possibilidade de aumentar a quantidade de retangulos, podemos
aumentar a precisao dos nossos calculos... Se fizermos com que o
numero de retangulos aumente numa tendéncia ao infinito, teremos o
valor da area.

Consideremos a fungao do grafico: y = f(x), a sua integral entre os
valores de x: a e b é:

f:f(r”_]dr

Chamamos o intervalo [a,b] de particao e simbolizamos como: A. Ao
dividirmos o intervalo [a,b] em n "pedacos"(secoes) temos a
possibilidade de definir o tamanho de cada um, porém a regra de
Riemann é mais flexivel e estabelece que podemos ter pedacgos de
tamanhos diferentes, de forma que tenhamos apenas que estabelecer

os valores de x tal que: {71 <73 <23 <2y <5 <...<Zu}  Uma vez
que estabelecemos os valores dos x, podemos arbitrar um ponto
intermediario entre eles para que seja o ponto onde definiremos o
valor da funcao, este ponto sera importante porque ele estabelecera a
altura do retangulo. O valor de x, que determinara o ponto da altura de
cada retangulo é referenciado como (&), referenciamos estes pontos
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como: [&n, (&),

A base dos retangulos € Ax,, onde os valores podem variar livremente,

porém ha sempre um retangulo que possui a maior base, que
chamamos de norma da particao [a,b], simbolizada por IA]

Podemos somar todos os retangulos da particao, fazendo o calculo
aproximado da area, da seguinte maneira:

> flé)Ax
i=1

A integral € obtida quando fazemos os retangulos tdao pequenos que
poderemos considerar suas bases quase nulas, para isso podemos
dividir a particao em pedacos de [a,b]:

—b
Ar— 0= lim -

n—00 T

O que nos permite delimitar a norma IA] e definir a sua tendéncia a
zero, também nos da a possibilidade de definir a integral como:

‘f}umr_1m1zjfm&r

| &f—0
Propriedades da integral definida

Algumas propriedades sao observadas a partir dos conceitos expostos
sobre a integral, sao regras para simplificar algumas operacdes, mas
gque podem ser Uteis para o estudo de teoremas que veremos em
capitulos mais adiante, vejamos as propiedades e suas comprovacoes:

Sejam f(x) e g(x), funcdes continuas no intervalo [a,b], podemos
afirmar que:

T29 - Limites iguais
.[fumrzu

Comprovacao:
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Podemos observar que, ao tomarmos o intervalo [a,b], dividindo-o em

n pedacgos, teremos:

a—b
n

Ar=

Sendo b = a teremos:

a1 —

Ar= =0

T

entao:

Aix=0e:

/bflf:rjd:r— lim Zf (&) Az =0

|&1—=0;:2

O que comprova o teorema.

T30 - Fator do integrando

Sendo K constante:

b b
f K f(z)dz = 1«:/ f(z)dz

Comprovacao:

b n
/ Kf(z)dz = lim S Kf(&)Aix
a | Af—0 i=1

que € igual a:

b n
f Kf(r)de =K lim 3 f(&) A
a | Af—0 i=1

O que comprova o teorema.
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T31 - Inversao dos limites

/:flf:rjd:r _ —f: f(z)dz

Comprovacao:

Novamente tomando o intervalo [a,b], dividindo-o em n pedacos,
teremos:

a—b
n

Ar=

Portanto Ax é fator determinante do sinal. Se tomarmos a integral no
intervalo [a,b] e invertermos a sua posicao no calculo, teremos:

a.—b_ b—a

T T

Logo, tomando @ — b como Ax é igual a tomar b — a como — Ax.

O que comprova o teorema.

T32 - Adigao
b b b
/[ffrj+§ij]dT=/ f{ﬂdr—l—/ g(r)dr

Comprovacao:

Sendo a integral:

n

[ +o@lds = Lim SUAE) + o(E)A

|Al=0i=

logo:

fb[f'fffl+9'f1“)]dl“= lim ZJ‘” &)Air + lllm Zg &Nz

Al=0iZ

O que comprova o teorema.
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T33 - Secoes complementares

Sendo c constanteea < c < b:

f:flfrjdr = f:f(rjerr j;bf[r:]dr

Comprovacao:

b n
ff@)d:: lim S £(&) A
a 1A1=0

Tomando o intervalo entre a e ¢ e fazendo a relagao:

c—a
A —

k
e
A — b—a

T

O A é um valor que pode ser atribuido as duas relacdes, portanto
podemos fazer:

ﬂlti"lgn Yo f(&)Ax

i=h41

b i
/fl[:r‘]d:r= lim Y F(&) Az +
o T T A e S ||

Que é semelhante a propriedade da soma das areas de dois objetos

que formam um corpo maior, que costumamos usar na geometria e
que prova o teorema.

T34 - Valor médio

Seja a secao [a,b] no dominio da fungao f(x), dizemos que M é o valor
meédio da fungao neste intervalo, sendo seu valor definido como segue:
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y = LS
b—a
Comprovacao

O valor médio de uma fungao é expresso pela fungao abaixo:

M= Zim1b
T
Onde v, representa um valor em particular. Sendo f(§;) o valor da

funcdo para cada retangulo, podemos fazer a sua média da seguinte
forma:

>ic f(&:)

T

M =

Por outro lado, podemos fazer com que o n seja:

b—a
Ar

n =

logo:

Yo fl&)Ax

M =
b—a

Uma vez que o Ax € um valor muito grosseiro, podemos encontrar o
limite quando a norma da particao tende a ser nula, desta forma:

M= ! [I

- lim Zf & ﬁ&r]

|A]—

O que comprova o teorema.

T35 - Teorema fundamental do calculo

Seja a funcao f(x) continua no intervalo [a,b], a sua integral definida
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entre a e b é obtida pela operacao que segue:
b

[ f@dz = g(b) - gla

Onde:

9(x) = [ fla)dz

Chegamos ao ponto culminante deste estudo inicial sobre as integrais,
este teorema, chamado de Teorema fundamental do calculo, ¢ a
base de nossas analises mais especificas nos préximos capitulos, ele
afirma que a integral definida pode ser obtida através da
antidifererncial da funcao, para tal, adotamos a seguinte notacao :

b
[ f@)dz = g(x))}

Comprovacao:

b
Devemos demonstrar que a derivada de g(z)ls & igual a f(x).

Como podemos observar, quando calculamos o valor da integral
definida, variamos o limite superior gradativamente de a até b, isto nos
indica que podemos criar uma nova funcao, como escrito abaixo:

F(z) = f f(u)du

Observe que x é dita independente de u, pois a Ultima constroi a curva
da funcdo, enquanto que a outra nos da a integral de qualquer ponto
com relacdo a distancia da contante a, portanto, calculando sua
derivada temos:

r+Ar g
F'(z) = lim Ja flu)du =[5 flu)du

MAr—0 &I‘
x r+Ax _
F'(z)= lim Ja flu)du+ [ flu)du — [; f(u)du
: Ax—D0 Ar
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f.r-l-&.r f{ujdu

xIr

F'(z)= lim

Az0 Ar

Conforme o teorema T34, a parte da equacdo operada pelo limite é um
valor médio.

F'(z) = lim M L . L
Observe que (z) Az (Ij, ou seja, e o limite do valor medio

quando o intervalo tende a ser nulo, o que resulta em f(x), pois €
equivalente a fazer uma média com apenas um elemento, o proprio
valor de f(x). Observemos ainda que o valor médio, aqui expresso, nao
é constante, visto que depende de x, o que quer dizer que temos um
valor médio para cada secdo da curva.

O valor médio dos valores entre f(x) e f(x + Ax) no minimo é feito com
os dois extremos apresentados, da seguinte forma:

flz+ Az) + f(z)
2

M(z) =

e

F'(z) = M(z)

no limite:

F'(z) = lim flz+Az) + f(z)
‘ Ar—D 2

resulta:

F'(x)= f(x).

Portanto F(x) é antidiferencial de f(x).

Por outro lado ao fazer:

F(b) — F(a) = /:f{rjd:r _ /:f{rjd:r

F(b) — F(a) = f:f{:rjdr —0

entdo: g(x) = F(x) que é a antidiferencial de f(x), logo:

58 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

9(x) = [ f(x)dz

O que comprova o teorema.

Analise de Funcoes elementares

O estudo das fungOes deste capitulo refere-se as fungdes nao
puramente algébricas, relacionadas a numeros transcendentais,
algumas das quais ja conhecemos da matematica elementar, porém é
necessario um aprofundamento do tema para o ambiente académico,
onde temos que lidar com analises mais detalhadas e complexas.

Logaritmicas

A integral da funcdo algébrica f(x) = x" traz uma indefinicdo quando n
= —1:

In+l
"dr = n# —1
fr * n—l—l'??é

A existéncia desta indefinicdo nos leva a uma questdo: Qual o

procedimento para integrar a fungao: f(z) = l2A resposta é dada na
' I
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analise numeérica, calculando a integral pelos métodos de analise
algébrica podemos chegar a seguinte conclusao:

r]
/1 Edf = In|z|

A funcgao In é chamada de logaritmo natural, a sua base é chamada de
numero de Euler, ele é um logaritmo conseqiente do calculo da area

sob a curva da funcgao flz) = 1, que pode ser obtido numericamente
: I

usando a integral de Riemann e outras técnicas de calculo numérico.

Todos os teoremas para logaritmos, que estao incluidos nos cursos de
nivel médio, podem ser obtidos a partir da analise do logaritmo
natural, também chamado de logaritmo Neperiano.

Teoremas
Vejamos os principais teoremas para os logaritmos:
Nas citacdoes abaixo, consideremos f(x) = Inx,

T36 - Produto
lna-b=1Ilna 4+ Inb

Comprovacao:

Da definicao:

ab 1
f —du
1 (1

a abl
/ —du—l—/ —du
1 U a U

fazendo u = at,du = adt e quando u = a,t = 1:

a b 1
/ —du—l—f —adt
1 U 1 at

@ 1 b1
f “du+ [ Cdt
1 1t

L
O que comprova o teorema.
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T37 - Razao

111E =Ilna — lnb

b

Comprovacao:

a=2b

Sendo b

lna = 111E - b

b

Ina = ln% 4+ Inb

logo:

lnE =Ilna —Inb

b
T38 - Poténcia
lna®=b-lna
Comprovagao:
Sendo:

b_ ’
na"=hl(a-a-a-a-a-a-a-a...) _s b vezes, que é:

Ina®=lna+lna+lna+lna+lna+na+lna+Ina...) -> b vezes,
resultando:

na®=b-lna
Derivadas

Da definicao do logaritmo natural e a partir do teorema fundamental do
calculo, podemos deduzir a derivada da fungdo logaritmica natural, ou

seja, se f(x) = Inx que é a integral definida de 1, entdo a derivada é:
xT

df (z)
dr

1
T
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Integrais

Para integracao de funcgdes logaritmicas, veja o capitulo de técnicas de
integracao, para uma completa abordagem do tema.

Exponenciais

A funcao f(x) = a*¥ é chamada de funcao exponencial na base a, todas
as funcdes exponenciais sao introduzidas a partir da definicao do
logaritmo natural /n x como sua fungao inversa. As fungoes
exponenciais sdo estas em que a parte variavel é o logaritmo, ou seja:

Se log_b = x
entao:
a=»b

O que implica b = f(x), tornando-o uma funcgao, na qual podemos
atribuir valores a x e obter uma imagem. O nimero a é chamado
base, este numero é facilmente identificado nos logaritmos
convencionalmente abordados na matematica elementar, mas qual é a
base da funcao Inx ?

Esta questdo nos leva a um novo conceito abordado na préxima secao,
o numero de Euler.

O numero de Euler

A base do logaritmo natural € o nUmero de Euler, simbolizado por: e,
ele é obtido pela definicdo do logaritmo natural, esse niumero

corresponde & area sob a curva da funcgao: f(z) = i, quando seu valor
'l I\
é unitario, ou seja:

Ine = 1,
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mais formalmente:

e ]
/—dr=1
1 T

O valor deste niumero pode ser encontrado por aproximacao,
utilizando-se os métodos de analise de seqliencias e séries,
encontrados no livro: Calculo III.

A equacao que fornece o valor do numero de Euler é dada a seguir:

e = lim (1 + 1)

n—oO T

Nesta equacao podemos observar que quanto mais alto o valor de n
mais preciso se torna o valor de e.

De maneira simplificada, com base nos conceitos até agora abordados
podemos encontra-la da seguinte maneira:

Se f(x) = Inx ent&o ¢ /(,) _ 1 jogo: f'(1)=1
: I

Por outro lado, pela definigao:

n(fr4+a)—Inx

r s
fla)=m =
Para f (1) =1;

o Im(l4+a)—Inl
1= lim -
ov— al
In(1
1 = lim M
o—= '

1
1= lim —In(l+ a)
a—0 oy ’

1= 1'1111Ij In{1+ aj%

e = limulfl + aji
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a==C€lima= lim =

1 a—0 n—od 71

Sendo:

Concluimos que:

e = lim (1—|— 1)

n—o0 T

Teoremas

Wikilivros, livre pensar e aprender

A maioria dos teoremas relacionados, tém origem nas conclusoes
obtidas no estudo do logaritmo natural, dos quais relacionamos os mais

usados:

T39 - Soma

Seja a funcdo f(x,y) = e 1Y, pode-se afirmar que:

flz,y)=¢€"-¢*

Comprovacao:

Considerando: r=Ilna e ¥y = b,

r+y=Ina + Inb
r+y=1In ab

logo:

r+y _ In ab

£ =

eXtY =ab

sendo: a =eXeb = ¢€,

.r+y: r y

= g e

O que comprova o teorema.

T40 - Subtracao

De forma similar a analise anterior, sendo a funcao f(x,y) = eX 77,

pode-se afirmar que:
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I

e
flz,y) = pon
Comprovacao:

Considerando: z=1ln a e ¥y =1n b,

r—y=Ina — Inb

i}
r—y=In —

b

logo:

O que comprova o teorema.

T41 - Poténcia

Seja a funcdo f(z:¥) = (¢")" pode-se afirmar que:
fix,y) = e¥

Comprovacgao:

fix,y) = (&)

flz,y) =™

flz,y) = oy In(e?)

flz,y)=¢€""

O que comprova o teorema.
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Derivadas

Consideremos que f(x) = €%, e conseqientemente: x = Inf(x), se
derivarmos implicitamente este expressao:

1

=0

daf (x)

Curiosamente, teremos:

af (2)
flx) = dr

flz)=f'(x)

Ou seja, a funcdo exponencial natural é invaridavel durante o processo
de derivacdo, o que traz uma série de implicacdes simplificadoras para
estas funcgoes.

Por outro lado se f(x) = a*, temos que:

g = ena

Fazendo u=1r-lna e f(x) = eY, teremos:

d
fllzy=e"- 5
Se 3_” — ln g+ €ONcluimos que:
X

fl(r)=a"-lna

Que é adotada como uma derivada mais genérica, pois pode ser
empregada em qualquer exponencial, pois inclui correcao para o fator
da base.

Integrais

Como nao poderia ser diferente, o valor da integral da funcao
exponencial natural f(x) = X é a prépria funcdo, conforme a regra da
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reversibilidade entre a derivada e a integral, apenas sendo necessaria a
devida observacao da base, para eventual correcao da diferencial e
conseqguente introducao de fator de correcao, nos casos em que a
funcao torna-se composta.

Desta forma, temos:

/erdrzer—l—c

4

Sendo C constante.

Logaritmicas com outras bases

Como foi visto durante o ensino médio, os logaritmos tém uma
definicao direta e que denota a sua finalidade de expressar o valor do
expoente em uma operacao exponencial, a definicao pura é dada da
seguinte forma:

Se r =a" entdo,
log,z =mn

Onde: a é chamada base do logaritmo, x é o logaritmando e n é o
expoente.

O logaritmo €&, portanto, a operacao pela qual se obtém o expoente
necessario para que a base seja elevada, numa operagao exponencial e
se obtenha o numero x.

A funcao logaritmica de base a pode ser expressa da seguinte forma:
f'[-rxl = ]-Dga I

O que nos possibilita encontrar um valor para cada x expresso na
equacao.

Mudanca de base

Analisemos agora a possibilidade de encontrar uma fungao logaritmica
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de uma base a e transforma-la em uma fungao logaritmica de base
natural, ou outra base qualquer:

Seja a funcao ¥ = log, r , podemos dizer que:

Inx

r=e"" eque a=e""?,
como: r=a",

2= (),

In
r=e/""

Inr = y-lna.l

O que nos possibilita afirmar que:

Inx

YT ha,

ou

l
loo nr

f=4i )

r=—
lna.

Note que a analogia serve para fungodes logaritmicas de qualquer base,

visto que podemos substituir Inz por 192: 7 sendo z a base que
substituird e na analise anterior.

O que nos possibilita considerar que quando temos duas bases, sejam:
a e b, podemos promover a troca das bases, de forma que:

logh xr
logu r=—"—

lﬂgb a
Derivadas

A derivada da funcdo logaritmica com base diferente de e pode ser
feita por substituicdo da base. Considerando f(x) = log_x, temos que:

log, r=—"lnx

Ina ,
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fz) = ﬁ - lllI,
logo:

fl(z) = d (%;111)
Fie) = lia | diirj
fl(x) = ﬁ =

Que nos da a derivada:

1
r-lna

flz)=

Trigonométricas I

A trigonometria, tal qual vista na matematica elementar, esta
relacionada com as relagdes métricas do triangulo retangulo e do ciclo
trigonométrico, agora introduziremos o estudo infinitesimal das fungdes
trigonométricas que sao largamente utilizadas nas ciéncias exatas.

Conceitos basicos (Radianos)

Em um plano definido pelos eixos x e y podemos estabelecer
coordenadas cartesianas para cada ponto, o que nos permite identificar
cada um dos pontos em qualquer posicao do plano, existe outra
maneira de encontrar um ponto neste plano; se quisermos estabelecer
uma relagao triangular podemos determinar a posicao de cada ponto
no plano da seguinte forma:
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i

ro=
)

Figura 5

Imagine que cada ponto estda numa distancia R do ponto (0,0) em um
plano cartesiano definido por pontos (I:y?‘, da mesma forma a reta R,
que é definida entre os pontos (0,0) = (2,%)  forma um angulo com o
eixo x, que chamaremos de o, note que podemos identificar qualquer
dos pontos no plano a partir de uma reta R e um angulo «.

Observemos que R, quando fixa, € uma reta que determina um

conjunto de pontos em torno do ponto (U,U?, se fizermos « variar em
todos os valores possiveis teremos uma circunferéncia. Quando
fazemos o valor de R variar teremos diferentes valores de x e y, porém
a relacdo entre eles sempre sera a mesma.

Curiosamente, ha uma relacao entre o perimetro do circulo e o seu
diametro, ela se apresenta constante qualquer que seja o raio do
circulo; o resultado desta relacao € um numero transcedental chamado
PI, representado pela letra grega de mesmo nome: . Resgatando esta
relacdo para a nossa analise podemos dizer que, se chamarmos o
perimetro da circunferéncia, formada no grafico, de ! e admitirmos um
didmetro de 2R , entdo teremos:

E —_—
2R

i

Que resulta em:

| =27R
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Que é uma relacdo bastante esclarecedora, visto que nos mostra uma
dependéncia linear entre o raio e o comprimento de um fio imaginario
gue pudesse ser usado para seguir o contorno da circunferéncia do
grafico. Se o raio for unitario teremos um valor de referéncia para |/,
que podera ser usado para encontrar qualquer comprimento de
circunferéncia no grafico, bastando para isto multiplica-lo pelo raio,
este valor de referéncia esta ligado a circunferéncia fechada. Por outro
lado, se fizermos com gque R se desloque de um angulo nulo, ou seja,
que saia do eixo x em direcao a y, formando um angulo «, teremos
pedacos de circunferéncia, que chamamos de arcos, considerando que
temos um raio unitario e que percorremos um pedaco da circunferéncia
para cada angulo "a" que tomamos, temos uma correspondéncia entre
angulo e arco, ou seja: podemos nos referir a arcos como unidades
de angulos, esta unidade angular é chamada de Radiano. Qualquer
circulo forma 27 radianos e todas as relagdes entre os pontos da
circunferéncia que o contorna e os eixos cartesianos podem ser
referenciadas como relacoes entre partes desta medida.

Como o radiano € uma medida real, isto nos leva a outra questao: O
que determina o sinal negativo ou positivo neste valor?

Acontece uma variacao destes valores quando nos deslocamos de um
ponto a outro da circunferéncia, quando saimos do eixo x em direcao
ao ponto F1 o 4ngulo cresce, portanto temos que concluir que é
positivo, recuando-o de encontro ao eixo x os valores diminuem,
portanto se ultrapassarmos o eixo x o valor deve ser menor que zero,
nos revelando um angulo negativo.

Seno e cosseno

Temos, portanto, uma circunferéncia dentro do plano cartesiano e seus
pontos relacionados ao raio R e ao angulo «, sao referenciados pelas
variaveis x e y no mesmo plano, agora imaginemos fungdes para que
seja possivel a partir do raio e do angulo encontrar as variaveis, estas
funcdes sao 0 seno e 0 cosseno.

A funcao seno, simbolizada como:
sen(a)

Nos da o valor da variavel y, ou seja, a altura do ponto em relagao ao
zero referencial, no encontro dos eixos, conforme espelhada no eixo y,
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quando o raio R é unitario, caso ndo seja fazemos ¥ = fisen(a)

A funcao cosseno, simbolizada como:

cos(a)

Nos da o valor da variavel x, ou seja, a distancia do ponto em relagao
ao zero referencial, no encontro dos eixos, conforme espelhada no eixo

xquando o raio R é unitario, caso ndo seja fazemos * = Hcos(a),

As funcOes seno e cosseno sdao periddicas, ou seja, pela natureza do
ciclo trigonométrico, quando temos um valor em x maior que 27 temos
a representacao de um ciclo completo mais um angulo residual, na
verdade o valor representa este angulo residual, o que nos leva a
constatacao que se?pre sera calculado o valor do seno ou cosseno do

resto da operacdo 27 quando um angulo maior que 2n for sugerido
para x.

Este livro utiliza a notacao de funcdes trigonométricas da lingua

portuguesa, também é possivel encontrar, em outros livros, as

notacdes ST, COST gy sin(z) , cos(z) para representacdao de seno e
cosseno respectivamente, utilizadas na lingua inglesa.

Observacao:

Alguns valores de senos e cossenos de certos arcos sao perfeitamente
dedutiveis através da observacao do ciclo, sao eles:

Senos e cossenos notaveis

a w 3
Angulo 0o 5 i 5
sen(x) 0 1 0 -1
cos(x) 1 0 -1 0

Observando o grafico podemos também concluir que o sinal do seno é
idéntico ao sinal do dngulo, enquanto que o cosseno ndao acompanha o
sinal do angulo, de forma que cossenos de angulos negativos sao iguais
a cossenos dos valores absolutos dos angulos, ou seja:
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sendo a > 0,

sen(—a) = —sen(a)

enquanto que:
cos(—a) = cos(a)

Outros senos e cossenos podem ser obtidos pelas relacdes métricas no
tridngulo e sao largamente utilizados, sao:

Senos e cossenos mais comuns

" T | T |7 |20 | 37 |DBw | Tw | B | 47 | Bbmw | Tw |11m
Angulo| 5 |33 |3 |2 |66 4|3 |3|4|6
sen(x) ! V2| V3| V3| V2 1 _1 _iﬁ_\/ﬁ_@ _iﬁ _1
21 2 21 2 2 | 2 2 2 2 2 2 2
cos(x) @ @ l _1 _@_\/3_‘/3 _@ _1 l @ @
2| 2| 2 2 2 2 2 2 2| 2 2 | 2

Identidades (1)

As equacoes desta secao sdao conseqiliéncia das caracteristicas dos
Senos e cossenos, seu comportamento ciclico e sua relagdo com uma
circunferéncia de raio unitario lhes conferem uma excelente
operatividade, possibilitando-nos facil intercambio entre as mesmas.

I-1 Identidade relacional basica

Seno e cosseno sao relacionados pela equacao:
sen’(a)+ cos”(a) = 1

Comprovacao:

Observando o ciclo trigonométrico, temos um tridangulo cujos catetos
sdao: sen(a) e cos(a) e sua hipotenusa é 1, portanto a identidade é
conseqliente do conhecido teorema de Pitagoras.
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I-2 Cosseno da soma

Sejam os angulos a e b, o cosseno de sua soma é:
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)
Comprovacao:

Nos pontos A e B do ciclo trigonométrico, temos os arcos para os
angulos a e b:

o &

A+Ey cpefa - W e e - 000
™ 5 coahl, seail )

q}_ AL cosa), sewlal )

Ty
won? A Ede, )

T Lt

Figura 6

A distancia entre os pontos P e (A+B) é igual a distancia entre -A e B, o
quadrado das duas é:

[cos(a + b) — 1]° + sen®(a + b) = [cos(b) — cos(—a)]® + [sen(b) — sen(—a)]*

Da identidade basica:

cos* (a+D)~2cos(a+h)+14sen*(a+h) = cos?(b)~2cos(~a)cos(b)+cos® (~a)+sen’(b)~2sen(—a)sen(b)+sen’(—a)
cos® (a+h)~2cos(a+b)+1+1~cos* (a+b) = cos® (b)~2cos(—a)cos(b)+cos® (—a)+sen’(b)~2sen( ~a)sen(b)+sen’(—a)
~2c08(a+b)+1+1 = [cos® (b)+sen?(b)]—2cos(—a)cos(b)+[cos® (—a)+sen*(—a)|~2sen(—a)sen(b)
—2cos(a + b) +2 = 1 — 2cos(—a)cos(b) + 1 — 2sen(—a)sen(b)

—2cos(a + b) = —2cos( —a)cos(b) — 2sen(—a)sen(b)
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cos(a + b) = cos(—a)cos(b) + sen(—a)sen(b)

Como sen(—a) = —sen(a) g cos(—a) = cos(a) .

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

O que comprova a identidade.

I-3 Cosseno da diferenca

Sejam os angulos a e b, o cosseno de sua diferenca é:
cos(a — b) = cos(a)cos(b) 4 sen(a)sen(b)

Comprovacao:

Do cosseno da soma:

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

Substituindo b por -b:

cos(a + (—b)) = cos(a)cos(—b) — sen(a)sen(—b)

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)

O que comprova a identidade.

I-4 Equivaléncia angular

Seoanguloaé ™ eb é x, entdo:
2

cos (g — I) = o3 (%) cos(zr) + sen (%) sen(r)
cos (% —I) =041 sen(z)

logo:

cos (% — 3:) = sen(r)

Por outro lado, se:
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I-5 Seno da soma

Sejam os angulos a e b, o0 seno de sua soma é:
sen(a + b) = sen(a)cos(b) 4 sen(b)cos(a)
Comprovacgao:

Sendo cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) e

cOS {E —(a+ Eﬂ} = sen(a +b)
2 , temos:

Ll

sen(a 4+ b) = cos

sen(a + b) = cos

Lf-'_‘-u-\l Iml '_:||
ba | =

— (a4t b)}

R
sen(a + b) = cos (é — a.) cos(b) 4 sen (é — a.) sen(b)

sen(a + b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)

O que comprova a identidade.

I-6 Seno da diferenca

Sejam os angulos a e b, o seno de sua diferenca é:
sen(a — b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a)
Comprovacao:

se sen(a+ b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a)

l4
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Substituindo b por -b, temos:

sen(a — b) = sen(a)cos(—b) + sen(—b)cos(a)

e sen(—b) = —sen(b) enquanto que cos(—b) = "3'5'5(5), logo:

sen(a — b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a)

O que comprova a identidade.

I-7 Miltiplo de dois senos

Sejam os angulos a e b, o multiplo de seus senos é:

sen(a)sen(b) = =< - [cos(a — b) 4 cos(a + b))

b | =

Comprovacao:

Somando as equacoes das identidades da soma e diferencga dos
CcOSsenos:

cos(a+ b) sen(a)sen(b) — cos(a)cos(b)

I+ |

cos(a — b)
cos(a+ b) + cos(la—b) = 2sen(a)sen(b)

sen(a)sen(b) 4+ cos(a)cos(b)

O que comprova a identidade.
I-8 Miltiplo de dois cossenos

Sejam os angulos a e b, o multiplo de seus cossenos é:

cos(a)cos(b) = % - [cos(a — b) — cos(a + b)]

Comprovacao:

Subtraindo as equacodes das identidades da soma e diferenca dos
COSSenos:
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cos(a+b) = sen(a)sen(b) — cos(a)cos(b)
cos(a —b) = sen(a)sen(b) 4 cos(a)cos(b)
cos(a +b) —cos(a —b) = —2sen(a)sen(b)

O que comprova a identidade.
I-9 Miltiplo de seno e cosseno

Sejam os angulos a e b, o multiplo do seno de a pelo cosseno de b é:

- [sen(a + b) + sen(a — b))

B | =

sen(a)cos(b) =

Comprovacao:
Somando as equacodes das identidades da soma e diferenca dos senos:

sen(a +b)

sen(a)cos(b) 4 cos(a)sen(b)

I+

sen(a — b) sen(a)cos(b) — cos(a)sen(b)

sen(a 4+ b) + sen(a —b) = 2sen(a)cos(b)

O que comprova a identidade.

I-10 Soma de dois senos

Sejam os angulos p e g, a soma dos senos de p e de g é:
sen(p) + sen(q) = 2sen (}%) cos (}%)
Comprovacao:

Podemos dizer que:

a+b = p
_I_
a—b = gq
2a = p+gq
a = B8 b = Hi
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substituindo na identidade:

sen(a+ b) 4 sen(a —b) = 2sen(a)cos(b)
sen(p) + senig) = 2sen Li‘%ﬁ) cos LLEE)

O que comprova a identidade.

I-11 Soma de dois cossenos

Sejam os angulos p e g, a soma dos cossenos de p e de g é:
cos(p) 4 cos(g) = 2cos (}%) cos (}%)
Comprovacao:

Seguindo a analogia anterior:

cosla+b)+cosfa—b) = 2cos(a)cos(b)
cos(p) 4 cos(g) = 2cos LF%E) cos L*‘%ﬁ)

O que comprova a identidade.
I-12 Diferenca de dois senos

Sejam os angulos p e g, a diferenca dos senos de p e de g é:
sen(p) — sen(q) = 2cos (p ;_ q) sen (p ; q)

Comprovagao:

substituindo g por -g em:

‘3

sen(p) + sen(qg) = 2sen k% cos g
sen(p) + sen(—q) = 2sen (%F1)cos (

3

=2 [—Z—I\J|

O que comprova a identidade.
I-13 Diferenca de dois cossenos

Sejam os angulos p e g, a diferenca dos cossenos de p e de g é:
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cos(p) — cos(gq) = —2cos (}%) cos (}%)

Comprovacao:

substituimos ge g, por Pt 2 e P~ 9 em:
2

cos(a — b) — cos(a+ b)
cos(q) — cos(p)

2cos(a)cos(b)
2cos (BH) cos (252)

cos(p) — cos(q) = —2cos [\L*E'E) €os [\L?)

O que comprova a identidade.

Limite trigonomeétrico fundamental

Wikilivros, livre pensar e aprender

Precisaremos de um limite fundamental nas préximas secoes, se trata
de um limite que é utilizado na deducdo das derivadas do seno e do
cosseno, faremos sua dedugao nesta secao. Considere o ciclo

trigonométrico representado a sequir:

¥ |

2|

S ol

I-oositg

Figura 7

A figura 7 mostra a representacao de um angulo &« no ciclo
trigonomeétrico, o nosso propdsito é deduzir o seguinte limite:

sen(a)

lim
o—0 a
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Para isto, imagine o triangulo inscrito na circunferéncia, podemos dizer
gque o segmento de reta n € uma aproximacao grosseira do arco «,
porém observe que quando o angulo se aproxima de zero o segmento
se torna mais parecido com o respectivo angulo, algébricamente
podemos expressar que:

1 1
lim — = lim —
a—0 oy n—0 11

Por outro lado fagamos o céalculo do valor do n; observando o triangulo
podemos dizer que:

2

n’® = sen’(a) +[1 — cos(a)]

2

n’ = 2[1 — cos(a)]

Logo:

2\ 2
1 — sen?(oy) = 1_n
2

Simplificando temos:

"
4

Voltando para o nosso limite, temos que usar as nossas equacoes
anteriores desta forma:

(=10

sen{a) = n

1 1
{lim — = lim —] - sen(a)
a—0 [y n—0 12 ’

. sen(a) . sen(a)
im —=lim ——
o—1 ) n—i n

Substituindo o valor do seno no lado da equacao relaciondado ao n,
teremos:
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[

5
lim M = lim [1 — %]

a—10 fa n—1

O que nos leva ao resultado:

. senfa)
lim —— =
a—] fa

A interpretacdo desse limite é a seguinte:

Uma vez que o angulo diminui até valores proximos de zero e o arco
tende a se assemelhar a uma reta em regides proximas do zero, o
valor do seno é igual ao valor do arco no limite, quando o seu valor se
aproxima de ser nulo.

Derivada do seno

Agora podemos verificar qual a variagao da fungao seno em relacao ao
seu angulo, aplicando a definicdao da derivada ao seno, temos:

flx) = sen(x)

oy . sen(z +h) — sen(z)
f )=l h

Aplicando o seno da soma:

sen(x)cos(h) + sen(h)cos(xr) — sen(x)

) 1
=i h

, L sen(x)cos(h) . sen{h)cos(x) . sen(r)
fz) = lim = i e i
Aplicando os limites:

N s sen(h)
fir)= ;111—1% Tcos{rj

Temos, entdo, o limite fundamental que é igual a 1, logo:
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f'(z) = cos(z)
Derivada do cosseno

Também podemos verificar qual a variacao da funcdo cosseno em
relagdo ao seu angulo, aplicando a definicao da derivada ao cosseno,
temos:

f(z) = cos(z)
oy .. cos(x+h)—cos(x)
fe =i h

Aplicando o seno da soma:

cos(r)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x)

f'(z) = lim

h—0 h
v cos(r)cos(h) . sen(r)sen(h) . cos(r)
f(r)=lm — lim — lim
T h=0 h h—0 h h—10

Aplicando os limites:

v sen(h)
f (Ij—;lE:DL— A sen(x)

Novamente temos o limite fundamental, logo:

f'(z) = —sen(z)

Integral do seno

Como consequéncia do resultado da derivada do seno, podemos
deduzir que a sua integral, como operacgao inversa é:

/sen{rjdr = —cos(r)+ C

Cuja constante C é a constante devido a indefinicdo no processo de
antidiferenciacao, conforme ja estudamos anteriormente.
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Integral do cosseno

Segundo o mesmo principio colocado no caso da integral do seno,
podemos afirmar que a operacao de integracao do cosseno é definida
por:

/cos(r)dr = sen(xr) +C

Cuja constante C é a constante devido a indefinicdo no processo de
antidiferenciacao

Trigonomeétricas II

Esta secdo € a continuagao do estudo trigonométrico, iniciado no
capitulo anterior, que foi criada apds o aumento progressivo do
conteudo.

Tangente e secante

Quando definimos o seno e o cosseno fizemos a referéncia a seu
significado no ciclo trigonométrico, da mesma forma introduziremos a
tangente neste momento. Como ja vimos anteriormente a derivada é
uma funcao que representa a declividade de uma curva, da mesma
forma podemos definir a tangente, pois excencialmente, ela representa
a declividade do ciclo para cada angulo em particular, ou seja, se
tracarmos uma reta orgononal a cada ponto do ciclo trigonométrico e
relacionarmos ao angulo que forma com o eixo x, teremos retas com
declividades iguais as tangentes desses angulos. Como cada ponto do
ciclo é definido por [cos(a),sen(a)] e o valor inicial (Ax) é sempre nulo,
temos um valor de declividade tal que:

_ Ay

tg(r) =
glr, AL

que é:
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~|Observacao: Este livro utiliza a notagao de fungoes
trlgonometrlcas da lingua portuguesa, também é posswel encontrar,

em outros livros, as notagbes Tl T, secT oy tan(z), sec(r) parg

representacao de tangente e secante respectivamente, utilizadas na
lingua inglesa.

Desta forma também podemos concluir que a tangente é a
representacdao do cateto oposto ao angulo quando mantemos o cateto
adjacente constante e unitario, cosiderando este ponto de vista, qual
seria o valor da hipotenusa?

Para definir h, a hipotenusa, facamos :
h2(x) = 12 + tg?(x)

sen’(r)
cos?(xr)

cos?(x) + sen?(z)

hilz) = cos?(r)

Da identidade relacional temos:

1
2 —
hilz) = cos®(x)
portanto:
1
hz) = cos(x)

Este valor é o que chamamos de secante, que é outra funcao
importante para o estudo trigonométrico, entao podemos dizer que:
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1
cos(x)

sec(r) =

Nas préoximas secdes veremos que a secante mantém intimas ralacGes
com a tangente.

Identidades (2)

Como definimos as identidades entre seno e cosseno, incluiremos as
identidades que incluem tangente e secante nesta secao, todas sao
algebricamente dedutiveis e intercambiaveis.

I-14 Relacionando tangente e secante

Seja x uma variavel que expressa o angulo em cada ponto do ciclo
trigonométrico, entre t9(2) € sec(r) nodemos afirmar que:

1 + tg2(x) = sec2(x)

Conforme visto nos conceitos iniciais logo acima, a relagao é
conseqliéncia direta das relagdes triangulares que definem as fungdes
tangente e secante.

I-15 Tangente da diferenga
Sendo a e b dois angulos no ciclo trigonométrico:

tgla) —tg(b)

t90a =0 = T e arte(®)

Comprovacao:

Considerando a definicao da tangente temos:

sen(a —b)
tgla —b) = wos(a—b)
tg(a —b) — sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a)

cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b)
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senia)cos(b sen(bjcos(a)

cosla

'fgl:ﬂ _p) = cos(a)cos(b cos(b)

) _ b)
o) Emiaen®
cos{ajcos(b senia)sen(b

Joos(s) T cos(a)

cos{ajcos(b cos(a)cos(b)

SEHI[G)) . senl[b::lj
cosl a cos(b
tgla — b) =

s 1_|_ senia)sen(b

cos(a)cos(b)

sen| :il qen{b:il
fgllrﬂ _b) = cos| cos|
/ 14+ senfa) senib

cos(a) cos(b)

Resultando em:

tgla) —tg(b)

tgla —b) = 14 tg(a)tg(d)

O que comprova a identidade.

I-16 Tangente da soma
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_ tgla)+tg(b)
e+ = T g(apte®)
Comprovacao:
Admitamos b = — b e teremos pela tangente da diferenca:
tgla) — tg(—b)
tg(a — (—b)) = gla) —tg(—b)

1 +tgla)tg(—b)

Considerando que a tangente é:

sen(x)

tolz) = cos(x)

E que o seno é determinante para o sinal enquanto o cosseno nao &,
concluimos que o sinal da tangente é igual ao da variavel, tal qual se

comporta o seno, logo:

tgla)+tg(b)
1 —tg(a)tg(b)

tgla+b) =
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O que comprova a identidade.

Derivada da tangente

Seja f(x) = tg(x), uma fungdo continua em (_g‘ %) , visto que
I}E}% tg(r) A, o que nos obriga a exclui-lo do intervalo, podemos
velfificar que:

sen(r)

flz) =

cos(r)

logo, pela derivada da razao:

cos(r)cos(r) — sen(z)[—sen(x)

fiz)= cos?(x)
. cos*(x)+ sen’(z)
fz)= cos?(x)
; 1
fz) = cos?(x)
Portanto:

f(x) = sec*(x)

Derivada da secante

Seja f(x) = sec(x), uma fungdo continua em (_I I) , visto que
22
lim sec(z) A, o que nos obriga a exclui-lo do intervalo, podemos

r—3

a

verificar que:

1

cos(r)

flz) =

logo, pela derivada da razao:

f£(z) = cos(x)-(0)—1-(—sen(x))

cos?(r)
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o sen(zx)
fz)= cos?(x)
£(2) sen(z) 1

T =

cos(x) . cos(x)
O que nos revela:
f'(z) = tg(z)sec(x)
Integral da tangente

Seja a funcao flx) =tg(z) definida continua no intervalo onde seus
valores estao sendo considerados, podemos deduzir que:

F(z) = /fgl[rjdr

sen(xr)
Flz)= f cos(x) dz

Por outro lado, se:
U = cos(r)
du= —sen(x)dr

O que nos possibilita afirmar que:

du

F(z)=—
L

F(z)= —In|cos(r)|

1
cos(x)

Flr)=1In

Portanto:

F(z)=In|sec(z)| + C

Integral da secante

Seja a funcao f(x) = sec(x), dizemos que sua integral é a fungcao F(x) e
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podemos deduzi-la através de substituicdes algébricas como segue:

F(r) =/sec{rjdr

multiplicando e dividindo sec(x) + tg(x):

dxr

[ sec®(x) 4 sec(x)tg(x)
Flz)= / sec(r) 4 tg(x)

Por outro lado, se:

u = sec(x) + tg(x),

du = [sec(x)tg(x) + sec?(x)]dx
logo, por substituicao, temos:

/@, sendo u = sec(x) + tg(x), o que nos permite fazer:
(r

F(x)=1In| u|
Portanto:

F(x) =In| sec(x) + tg(x) | + C
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Cotangente e cossecante

Considerando a semelhanca entre as definicdes das funcdes
trigonométricas até aqui abordadas, observamos que para cada funcgao,
curiosamente ha uma "co-fungao", assim como temos um seno e um
"co-seno" temos uma tangente e uma "co-tangente". A funcao
cotangente é definida tal qual a analogia adotada antes para seno e
cosseno; podemos dizer que as fungoes estao relacionadas ao eixo y e
as "co-fungoes" estao relacionadas ao eixo x, a imagem de um ponto
no ciclo trigonométrico a partir do eixo x € o cosseno do angulo e o
seno é a imagem do mesmo ponto vista pelo eixo y. Para verificar essa
relacdo observe o grafico:

=

S il e
& it D) o)
coF Fad (D)

o (i)

coeixe P

Figura 8

Se nés fizermos a mesma observagao entre tangente e cotangente
concluiremos que a tangente é a imagem deste ponto do ciclo
trigonométrico no eixo paralelo ao eixo y tracado a partir da
coordenada (1,0) e a cotangente é a sua "co-funcao" que espelha o
ponto no eixo paralelo ao eixo x na coordenada (0,1). Segundo o
mesmo critério de analogia podemos dizer que a funcdao cossecante é o
valor da hipotenusa do triangulo formado entre o raio unitario do ciclo
e a cotangente relacionada a um ponto do ciclo, da mesma forma que a
secante é o valor da hipotenusa do triangulo formado entre o raio
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unitario do ciclo e a tangente do mesmo ponto.

Podemos deduzir a férmula de definicao da fungdo cotangente fazendo
uma analise de semelhancga de triangulos, notamos no ciclo que:

1 sen(r)

cotg(r)  cos(r)

O que nos revela:

cos(r)
cotg(z) = sen(r)

@ Observacao: Este livro utiliza a notacao de fungoes
trigonométricas da lingua portuguesa, também é possivel encontrar,
em outros livros, as notacbes @t , €scr gy cot(r) , csc(z) parg

representacao de cotangente e cossecante respectivamente, utilizadas
na lingua inglesa.

Da mesma forma podemos verificar uma relagao de semelhanca de

triangulos para determinar a cossecante, vemos que existe a seguinte
relacao:

1 cos(x)

cosec(r) cotg(x)

1 sen(x)
——— =—cos(1) -
cosec(r) “cos(x)

Que define a cossecante como:

1

cosec(r) = ——
© sen(r)
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Identidades (3)

Algumas identidades sao conseqlientes das definicoes, apresentamos
as mais usuais que poderao ser Uteis nos demais capitulos deste livro,
as identidades, de modo geral, sdao altamente intercambidveis devido a
natureza ciclica das fungdes trigonomeétricas, no nosso estudo
abordamos as mais utilizadas.

Conseqilientes das definicoes:
sen(x)cosec(x) = 1
cos(x)sec(x) = 1

tg(x)cotg(x) = 1

Derivada da cotangente
Seja a funcao f(x) = cotg(x), considerando que:

cos(r)

flzx) =

sen(r)

Novamente usamos a regra da derivada da razao:

sen(x)[—sen(x)] — cos(x)cos(x)

)= sen?(xr)
. sen’(z)+cos’(r)
flz)=- sen?(zx)
; 1
fz)=  sen?(zx)
Portanto:
f'(z) = —cosec’(x)

Derivada da cossecante

Seja a funcao f(x) = cosec(x), considerando que:
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1
sen(r)

flz) =

Novamente usamos a regra da derivada da razao:

_sen(z)-0—1-cos(x)

fl(z) =

sen?(r)
. —cos(x) 1
fz) = sen(r) sen(r)
Portanto:

f'(x) = —cotg(z)cosec(r)
Integral da cotangente

Seja a funcao f(x) = cotg(x), considerando que:

cos(r)

flz) =

sen(r)

Sua integral é:

F(z) = fcofglfrjdr

F(z) = f cos(r) iy

sen(r)

Sendo u = sen(x) < math > : < math > du = cos(x)dx
Logo:
du

F(z)= | —
E, por substituicao:

F(x) =In|sen(x)| +C
Integral da cossecante
Seja a funcao f(x) = cosec(x),
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Sua integral é:

Flr)= fcosec(rf]dr

Sendo u = cotg(x) — cosec(x):
du = [cosec?(x) — cotg(x)cosec(x)]dx

Podemos entao multiplicar e dividir v na equacao da integral anterior:

cosec?(r) — cotg(x)cosec( 1)
F(I?Z/ (T glr, () ,

cotg(xr) — cosec(x)

E, por substituicao:
F(x) = In | cotg(x) — cosec(x) | + C
Inversas das trigonométricas

O conjunto de equacgdes até o momento abordadas nos trazem uma
nova questdo: Quais as fungdes que nos permitem encontrar o angulo
a partir do resultado de uma funcao trigonométrica?

A resposta esta nas inversas das funcdes trigonométricas, também
chamamos de arc-fungdes. Uma arc-funcao € uma fungao na qual
podemos inserir o valor da funcao e encontrar o arco que originou este
resultado, por isto dizemos que a arcfunc(x) é aquela que retorna o
valor do arco cuja funcao resulta em x.

Arcseno e arccosseno

Conforme o anteriormente exposto, temos que encontrar as fungoes
gue nos dao o valor do arco que forma um seno x e o0 arco que forma
um cosseno x, para isto cabe uma observacao:
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1.0 seno e o cosseno podem ser resultado de varios angulos
diferentes, devido a caracteristica ciclica que as mesmas
apresentam quando assumimos valores em (—o0, DC'), portanto
nao existem as fungodes inversas do seno e cosseno neste
intervalo.

O exposto nos obriga a limitar o intervalo do seno e do cosseno dentro
de uma faixa que possibilite encontrar apenas um arco para cada valor,
€ necessario que escolhamos um intervalo onde as fungdes sejam

monotonas. Considerando a fungdo seno dentro da faixa: {_i i}
2 2
podemos dizer que a condicdo de inversibilidade é satisfeita, da mesma

forma a funcao cosseno dentro da faixa: [0, 7] também apresenta
valores Unicos para cada arco tomado.

Assim, dizemos que:

y=arcsen(r)d ¥V r=sen(y) Ny < {—

Sk
o | =
| I

Da mesma forma que:

y=arccos(r) d ¥V r=cos(y)Ay<c [0,n]

@ Observacao: Este livro utiliza a notacao de fungoes
trigonomeétricas inversas da lingua portuguesa, também é possivel

—1 —1
encontrar, em outros livros, as notagdes sin” "z, cos "I gy
sin” () , cos™'(z) ou Arcsinr , arccosT g ginda aresin(r) , arccos(r)

para representagcao de arcseno e arccosseno respectivamente,
utilizadas na lingua inglesa.

Derivadas do arcseno e arccosseno

Seja a fungao y = arcsen(x), sendo a sua inversa:
x = sen(y),

podemos opera-la desta forma:

dx = cos(y)dy
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drx
dy cos(y)

14

Por outro lado:

sen?(y) + cos?(y) = 1

cos(y) = 1?.*'“1 — sen?(y)

cos(y) = v1-—z?

O que nos da:

d

e s
dy )
Logo:

dy 1
dr /11— 22

Ainda temos que a funcao z = arccos(x), sendo a sua inversa:
X = cos(z),

podemos opera-la desta forma:

dx = — sen(z)dz
d
é = —senlf::jl

Por outro lado:
sen?(z) + cos?(z) = 1
sen(z) = h.fl — cos?(z)
sen(z) = V1-—2?

O que nos da:
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d
d—:f::—vl—rz
Logo:

dz 1
dr /1 _21°

Integrais do arcseno e arccosseno

Para integracao das fungdes arcseno e arccosseno, veja o capitulo de
técnicas de integracao, para uma completa abordagem do tema.

Arctangente e arccotangente

Definimos a funcao:

y = arctg(x),

arctangente de x, como a inversa da funcao:

x =tg(y),

tangente de y, para todo o intervalo (—o0, 00), porque no mesmo ha
apenas um valor de tangente para cada arco.

Do mesmo modo podemos definir a fungao:

z = arccotg(t),

arccotangente de t, como a inversa da fungao:
t = cotg(2),

cotangente de z, para todo o intervalo (—msm), porque no mesmo ha
apenas um valor de cotangente para cada arco.
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@ Observacao: Este livro utiliza a notacao de fungoes
trigonométricas inversas da lingua portuguesa, também ¢é possivel

-1
encontrar, em outros livros, as notagdes a1 ~ I, cot "I o
tan"'(z) , cot™H(x) ou arctanr , arccotr o zinda arctan(r) , arccot(r)

para representacao de arctangente e arccotangente respectivamente,
utilizadas na lingua inglesa.

Derivadas da arctangente e arccotangente
Seja a fungao y = arctg(x), sendo a sua inversa:

x =tg(y),

podemos opera-la desta forma:

dx = sec?(y)dy

Por outro lado:

sec’(y) = 1 + tg?(y)
sec?(y) = 1 + x?

O que nos da:

dr—l—l— 5
dy_ I,
Logo:

dy 1
dr 14 12

Ainda temos que a funcao z = arccotg(x), sendo a sua inversa:

X = cotg(z).
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Por outro lado:

arccotg(z) = g — arctg(z)
O que nos da:

dz dlarctg(z)]

dr dr ,
Logo:

dz B 1

dr 14+ 22

Integrais da arctangente e arccotangente

Para integracao das funcdes arctangente e arccotangente, veja o
capitulo de técnicas de integracdo, para uma completa abordagem do
tema.

Arcsecante e arccossecante

Definimos a fungao:

y = arcsec(x),

arcsecante de x, como a inversa da fungao:

x = sec(y),

secante de y, para os intervalos de x: (—oo, -1] ; [LDO:], onde, nos
mesmos, ha apenas um valor de secante para cada arco.

A funcao arcsec(x) é relacionada a funcdo arccos(x) como segue:

1
arcsec(r) = arccos (—)
T

Do mesmo modo podemos definir a funcgao:
z = arccosec(t),

arccosecante de t, como a inversa da fungao:
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t = cosec(z),

cosecante de y, para os intervalos de x: (—oo, -1] [LDDJ, onde, nos
mesmos, ha apenas um valor de secante para cada arco.

A funcao arccosec(x) é relacionada a funcao arcsen(x) como segue:

1
arcsec(r) = arcsen (—)
T

@ Observacao: Este livro utiliza a notacao de fungoes
trigonométricas inversas da lingua portuguesa, também & possivel

—1
encontrar, em outros livros, as notagdes €¢ 1 esc T gy
sec H(z) , esc H(z) oy oICsec T , arccscI g, arcsec(r), arccsc(r) para

representagdao de arcsecante e arccossecante respectivamente,
utilizadas na lingua inglesa.

Derivadas da arcsecante e arccossecante
Seja a fungao:
y = arcsec(x)

que tem correspondéncia em:

1
arcsec(r) = arccos (—)

X
Sendo:
dlarccos(t)] _ 1 (ﬁ)
dr V1—12 \drx
dy 1 (_i)
dr v,-'l B (%)2 xe
dy | 2]

dr  r2/22 _1
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Portanto:
dy 1
dr  |z|\/2% —1

para | x| > 1
Integrais da arcsecante e arccossecante

Para integracao das funcdes arcsecante e arccossecante, veja o
capitulo de técnicas de integracao, para uma completa abordagem do
tema.

Trigonométricas inversas como integrais algébricas

Como resultado das derivadas de fungdes trigonométricas inversas
algumas integrais de funcdes algébricas podem ser convertidas em
"arc-funcoes", sao elas:

— = arcsen(r
d
: —|—Ir9 = arctg(r) + C
dr
/+ = arcsec(|r|) + C
rm

Em todas, como é de costume, encontramos a constante de
antidiferenciacao C.

hiperbodlicas

A hipérbole é uma das fungdes conicas exploradas em geometria
analitica e tem como caracteristica uma intima relacao com as
exponenciais €¥ e e ~ %, as fungdes desta secao sao obtidas segundo o
mesmo principio das fungdes trigonométricas utilizando-se da hipérbole
como funcdo geratriz, ou seja, para cada ponto cartesiano de um
grafico da hipérbole podemos adotar a analise feita no ciclo
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trigonométrico, desta analise resultam as fungdes discutidas nesta
secao.

As fungoes hiperbdlicas sdao essencialmente exponenciais, portanto o
seu estudo é simplificado nesta secdo, visto que suas conseqiiéncias
sao imediatamente dedutiveis pelos principios ja vistos na secao que
trata de funcdes exponenciais.

Seno e cosseno hiperbdlicos

A funcao seno hiperbdlico é obtida a partir da hipérbole da mesma
forma que o seno no ciclo trigonométrico, sua definicdo pode ser obtida

por analise geométrica do grafico da hipérbole y = 1, onde
2r
encontramos:
senh(r) = S
2

A funcao cosseno hiperbdlico, que referenciamos ao cosseno no ciclo
trigonométrico pode ser encontrado pela seguinte expressao:

cosh(z) = ete”
2
Sendo obtida de forma similar a anterior.

O fato destas fungdes serem resultantes da soma e subtracao de uma

exponencial crescente ¥ e uma exponencial decrescente e ~ X |hes
conferem propriedades Unicas, do mesmo modo temos a possibilidade
de fazer analogias para uma facil assimilacao dos seus conceitos. Estas
funcdes também sdo largamente Uteis devido ao fato de serem comuns
em problemas reais na fisica, na quimica e nas engenharias.

Relacionando seno e cosseno hiperbdlico
Considere a operacdo: cosh?(x) — senh?(x),

Da definicao temos:

5 5
et e T\ et —e "
(=) - (5)

103 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

e?.r ‘I‘ e—?.r _|_ Dalp—I e?.r ‘I‘ e—?.r — Dl

4 4
e?.r . EEI ‘I‘ E—E.r . E—Er ‘I‘ 4
4
4
4
logo:

cosh2(x) — senh2(x) = 1

Derivada do seno hiperbdlico

Seja a funcao seno hiperbdlico y = senh(x), podemos dizer que:

_er—e_r
=7

sendo

dy 1 . x
ar 2 —(=¢ )
dy 1, ., .
5—5(9 +e )
Portanto:

i

d—yzcosh(rj

Derivada do cosseno hiperbodlico
Seja a funcao cosseno hiperbdlico y = cosh(x), podemos dizer que:

et +e "

y 9

sendo:
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dy 1, -
E_E{E +(—e7))
dy 1 .,
& 2 ¢
Portanto:

d

d._y = senh(r)

Integral do seno hiperbdlico

A integral do seno hiperbdlico também é facilmente obtida pela
definigao:

J(5)e

Concluimos que:
/senh{rj =cosh(x)+ C

Integral do cosseno hiperbdlico

A integral do cosseno hiperbdlico também é facilmente obtida pela
definigcao:

(57
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Tangente e secante hiperbdlicas
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Da mesma forma que no caso trigonométrico a tangente e as outras
funcdes hiperbdlicas sdo definidas através do seno e do cosseno, ou

seja, a tangente é definida como:

xIr I

e’ —e
tgh({z) = ———
g (I‘] et L g%
ou

senh(x)
tohlz) = cosh(r)

A secante hiperbdlica é definida como:

2
sech(r) = ———
: et +e~*
ou
1
SEChl{I‘:] = m

Relacionando tangente e secante hiperbdlicas

Vamos desenvolver a expressao abaixo:

1 — tgh?(x)
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r —zy 2
e° — €
et + et
EEI_I_E—EI_Q
EEI _|_E—2.r _|_2

1 —

EEI . EEI ‘I‘ E—E.r . E—E.r ‘I‘ 4
e?.r +€—Er _|_ 2

4
(e* 4+ e—rjg

1
cosh?(x)

Portanto:

1 — tgh2(x) = sech2(x)

Derivada da tangente hiperbdlica
Seja a funcao y = tgh(x), temos:

et —e *

yze'*“—l—e—I

dy _ (ef +e ") (ef+e ) —(ef —e ") (e —e™F)
dI (er _I_ e—_r::lg

dy  (cosh’(z)) — (senh*(z))
dr (cosh?(x))

dy 1
dr  cosh?(r)
Portanto:

dy 2
e sech™(x)
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Derivada da secante hiperbdlica

Seja a fungao y = sech(x), temos:
B 2
y= et + g—f

dy —2(e" —e™)

dr (Er + e—rf
@ B 2 et —e "
dr  efde T e | et

e finalmente:

dy

e —sech(z)tgh(x)

Integral da tangente hiperbdlica

Seja a fungao f(x) = tgh(x), temos:
Flz) = f senh(r)

cosh(r)
Se fizermos:

T

u = cosh(x)
du = senh(x)dx

verificamos:

F(r)= @
(1
F(x)=1In| u|

e finalmente:

F(x) =1In| cosh(x)| + C

Wikilivros, livre pensar e aprender
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Integral da secante hiperbdlica

Para integracao da funcdo secante hiperbdlica, veja o capitulo de
técnicas de integracao, para uma completa abordagem do tema.

Cotangente e cossecante hiperbodlicas

A cotangente hiperbdlica é definida como:

cotgh(z) = e te”
et —e™*
ou
cosh(x)
cotghlz) = senh(r)

A cosecante hiperbdlica é definida como:

2
cosech(r) = ————
er —e™ "
ou
B(r) = —
coseemE) = senh(r)

Relacionando cotangente e cossecante hiperbodlicas

Vamos desenvolver a expressao abaixo:

1 — cotgh?(x)

.r_l_ —z\ 2
e =
er —e~*
EEI _I_E—E.r _|_2

1 —
EEI _|_ E—E.r -9

2 2 —9 2
et —eTLe =T —eg =T 4

EEI ‘I‘ E—E.r -9

109 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



senh?(x)

Portanto:

1 — cotgh2(x) = cosech2(x)
Derivada da cotangente hiperbdlica

Seja a funcao y = cotgh(x), temos:

et e "

4 et —e™ T

dy (ef —e ")(e"—e ") —(e"+e T)(e" +e77)

dr {er _E—IJE

dy (senh®(z)) — (cosh?(x))

dr (senh?(z))
dy B 1

dr = senh®(x)
Portanto:

i

v _ —cosech®(z)

dr :

Derivada da cossecante hiperbdlica

Seja a fungao y = cosech(x), temos:

Wikilivros, livre pensar e aprender
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dy 2 et ;e *

dr ef — g~ T T _pg7 T

e finalmente:

dy

T —cosech(xr)cotgh(r)
Integral da cotangente hiperbodlica

Seja a fungao f(x) = cotgh(x), temos:

Fz) :] cosh(r) ir

senh(r)
Se fizermos:
u = senh(x)

du = cosh(x)dx

verificamos:
i

Flz)= [ =
(7

F(x)=1In|u|

e finalmente:
F(x) =In|senh(x)| +C

Integral da cossecante hiperbdlica
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Para integracao da funcdo cossecante hiperbdlica, veja o capitulo de
técnicas de integracdo, para uma completa abordagem do tema.

Inversas das hiperbodlicas

As funcOes hiperbdlicas inversas sdo particularmente interessantes,
elas estdo ligadas ao logaritmo natural e por este motivo, sua analise é
excencialmente exponencial, como a analise das funcdes hiperbdlicas,
deste fato nascem novas possibilidades para lidar com problemas
relacionados a andlises de estruturas nao lineares.
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Analise da inversao das variaveis

As funcOes hiperbdlicas sdo caracteristicamente analisadas de forma
semelhante as trigonométricas, o que nos sugere a analise da inversao
das variaveis das equacdes hiperbdlicas da forma:

y = funch(x),
Para a forma:
x = argfunch(y)

Isto é particularmente facil de implementar para fungdes do tipo senh
(x), que sao funcdes mondtonas e continuas, para as demais que
restringem sua continuidade em um determinado intervalo, devemos
adotar faixas para o dominio de cada uma em particular.

E importante notar que, embora as funcOes hiperbdlicas sejam
semelhantes as trigonométricas, estas funcdes se baseiam em angulos
gue devem ser analisados de forma diferente dos trigonométricos,
lembre-se que o raio de uma funcgdo circular é constante, o que nao
acotece com uma fungao baseada em uma cobnica, neste caso a
hipérbole, por isso escolhemos a nomeclatura de argfunch(x), pois nao
podemos classificar os angulos hiperbdlicos como arcos.

argsenh e argcosenh

Agora consideremos a funcao t = senh(x), entao:

O que resulta na equacao:
U2 -2tu—-1=0

cujas raizes sao:
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u=t+ V2 +1
Podemos apenas admitir: v > 0, consequentemente:
et =t4+Vit41

Substituindo as variaveis x por y e t por x, temos a inversa de senh(x)
que é:

argsenh(zr) = Iln|r + vz? + 1|

No caso de t = cosh(x), a deducdo é similar:

EI‘ _|_ E—I‘
2

f:

Podemos fazer X = u, logo:

u+ut
2

f:

O que resulta na equacao:
u>—2tu+1=0

cujas raizes sao:

u=t+ vtz -1
Podemos apenas admitir: u > 0, consequentemente:
et =t4+ Vit -1

Substituindo as variaveis x por y e t por x, temos a inversa de cosh(x)
que é:

argecosh(z) =z +vz* =1 | x| >1
Derivadas de argsenh(x) e argcosh(x)

Considerando as férmulas deduzidas acima, temos:

y = argsenh(z)=ln|r + v2? + 1|
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de onde deduzimos:

dy 1 T
e _ ol —
dr 41241 ( +v“:r?—|—1)

dy 1 r+vrt+ 1)
dr 422 +1 Vi1l
resultando:

dy 1

dr vrd 4l

E para Y = argcosh(z) = In|z +vax?—1|

de onde deduzimos:

ay _ 1 12
dr  r4++Vr2-1 r2—1
dy 1 (I—I—v’r?—l)

B r:—1

dr 2421

e finalmente:

dy 1
de V=1, x| >1

14

Integrais de argsenh(x) e argcosh(x)

Wikilivros, livre pensar e aprender

As integrais destas funcodes precisam de um tratamento diferenciado,
utilizando-se os métodos do préoximo capitulo: Técnicas de integracdo,
proponho que o leitor as faca como exercicio do mesmo.

argtgh e argsech

Considerando t = tgh(x), temos:

et —e *

et + et
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se u = eX;
u—ut
i = T
U+ u

0 que resulta na equacao:
(t— Du2+t+1=0

Cujas raizes sao:

Substituindo x por y e t por x:

y=In fll—l_r
\

l—1x

Que é a inversa da tgh(x), portanto:

—

argtgh{r) =1n u"ll—l_r

l'/l—l‘, | x| <1
Ou,

1 14r=x
argtgh(r) = =-1n

Considerando t = sech(x), temos:

115 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

B 2
o et 4 g%
se u = eX:
2
1t = .
u+ ul

0 que resulta na equacao:
tu2 —2u+t=0

Cujas raizes sao:

1+V1-#
N t

w

Onde apenas podemos admitiru >0e 0 < t< 1:

oo 1-y1I -2

e = ;

Substituindo x por y e t por x:

1—+/1—2?

x

y=1In

Que é a inversa da sech(x), portanto:

1 —+/1—2?

I

argsech(r)=In

, O0<x<1

Derivadas de argtgh e argsech

Seja y = argtgh(x) = %ln 1 T

x| <1

Deduzimos que sua derivada é:

dy  dlargtgh(z)]
dr dr

Que, depois de submetida a regra da cadeia e da razdao, se torna:
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dy 1(1-1)'1—1—(1+rj(—1j
2\14+1x (1 —x)?

@_1(1-:)' 2
dr 2 \1+2/|(1-2x)?

dy _ 1 2
dr 2 |(1+z2)(1-2)

e, finalmente:

@: - , | x| <1
dr 1— x?

Note que, devido a limitacdo do dominio imposto pela variavel na
fungao primitiva, a derivada herda a mesma limitacao, uma vez que a
funcdao ndo exite fora deste dominio.

1 —+/1— 22

Seja y = argsech(x) =1n

Deduzimos que sua derivada é:

dy  dlargsenh(z)]
dr dx

Que, depois de submetida a regra da cadeia e da razdao, se torna:

dy N [r;'i;_?; _ (1 — V1< r")]

dr 1—+/1— z2

e, finalmente:
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dy 1

dr Ty 1 — 1°
Integrais de argtgh e argsech

As integrais destas funcodes precisam de um tratamento diferenciado,
utilizando-se os métodos do préximo capitulo: Técnicas de integracao,
proponho que o leitor as faca como exercicio do mesmo.

argcotgh e argcosech

Considerando t = cotgh(x), temos:

el‘_l_e—l'
= —"—
p¥ — e T
se u = eX:
w4+ ut
1= —
U —u

0 que resulta na equagao:
(1-tu?-t-1=0

Cujas raizes sao:

Jt+

uzzl:v

o 8

—1

Onde apenas podemos admitiru >0 et < 1:
. 141
ot — [T
Vt—1
Substituindo x por y e t por x:
—

y=1n I’II+1
Vr—l

Que é a inversa da cotgh(x), portanto:
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1
argcotgh(zr) = ln [+ x| >1
Vz-1
Ou,
T S 5V IS |
argcotgh(xr) = 5 In —

Considerando t = cosech(x), temos:

2
t= —
gt _ p— I
seu =e€
2
t =
U —u

0 que resulta na equacao:
2_2u-t=0
Cujas raizes sao:

14+ /14 ¢

t

U =

Onde apenas podemos admitir v > 0:

R Py
t

Substituindo x por y e t por x:

— /1422

I

y=lIn
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Que é a inversa da cosech(x), portanto:

1 — 1+ 22

X

argcosech(r) = 1n

Derivadas de argcotgh e argcosech

I_1,|x|>1
1

Seja y = argcotgh(x) = %ln
I

Deduzimos que sua derivada é:

dy  dlargcotgh(z)]
dr dr

Que, depois de submetida a regra da cadeia e da razdo, se torna:

Eg_l(r+”_r+1—&—1}
dr 2\zr—1 (x4 1)
Eg_l(r+w_ 2

dr  2\r—1/ |(z41)?

dy _ 1 2
dr 2 |(z—=1D(z+1)

e, finalmente:

dy 1
dr 1— x2 | x| >1

14

Note que, devido a limitacdo do dominio imposto pela variavel na
funcao primitiva, a derivada herda a mesma limitagao, uma vez que a
funcao ndo exite fora deste dominio.

1— 1422
T

Seja y = argcosech(x) = In

14
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Deduzimos que sua derivada é:

dy  dlargcosenh(z)]
dr dr

Que, depois de submetida a regra da cadeia e da razdo, se torna:

dy _ 2 [raage (- VIED)
dr  1-V1+2? x2

dy T (—Iz—m—l—l—l—rg)
dr  1—+/1+ 2 r2y/1 4 x?

dy_ T (1—3314—1*3)

dr  1—-1+22 \ 221+ 22

e, finalmente:

@: 1 , x#0

dr  |z|v/1+ 22

Integrais de argcotgh e argcosech

As integrais destas fungdes precisam de um tratamento diferenciado,
utilizando-se os métodos do préoximo capitulo: Técnicas de integracdo,
proponho que o leitor as faca como exercicio do mesmo.

Consideracoes iniciais

A integracao € um processo que demanda certa habilidade e técnica,
ele prové um meio indispensavel para analises de calculos diversos,
além disso o meio de integrar certas funcoes deve ser exercitado até
gue sejamos capazes de absorver a sua esséncia. O problema da
integracdo deve ser visto como uma analise que pode conduzir a
resultados algébricos diversos, quando tomadas técnicas diversas, que
concordam, porém, em resultado numeérico.

Devido a necessidade de exercicio dessas técnicas que
apresentaremos, teremos mais exemplos neste capitulo, uma étima
maneira de introduzir o conteddo enquanto a teoria é exposta. A
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natureza diversa das formas de integrais nos obriga a fazer este estudo
a parte, pois certas funcdes sao peculiarmente dificeis de serem
analisadas antes da utilizacdao de algum artificio que permita sua
simplificacdo, este é o objetivo deste capitulo: trazer ao leitor os
processos de integracao e as diversas possibilidades de simplificacao de
funcOes para a aplicacao destes processos.

Por partes

A técnica de integracao por partes consiste da utilizacdo do conceito de
diferencial inversa aplicado a formula da regra da diferencial do
produto, ou seja:

d(uv) = udv + vdu

Que apds a antidiferencial se torna:

fdl[ut‘f] = fudt‘—l—frdu
ur = /udt‘—l—/t‘du

E, portanto:

fudt‘ = uv —f‘a‘du

A utilizacdao desta féormula para melhorar o processo de integracao
implica na necessidade de uma breve explanagao, o processo consiste

~ . _ udr
em observar a funcao a ser integrada como sendo uma integral / ,

ou seja, devemos separar a funcao em duas partes: uma, chamamos
de u, que consideraremos funcdo primitiva e outra dv que sera uma
diferencial, desta forma, faremos a integracao da parte dv para
encontrar v e depois subtrairemos a integral da mesma com relacao a
diferncial de u: du. Parece um tanto incomun a principio, porém apds o
habito no uso da técnica, esta se torna muito util.

Outro fato deve ser explorado: como o processo demanda a integracao
da diferencial dv nos vem a questao sobre a necessidade de utilizacao

da constante de antidiferenciacao C, portanto facamos a verificacao da
férmula utilizando-a:
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Se t‘=/dt‘—|—cl

Jute=u(faere)=[([aere)e

(Jae) vue= ([ (/2

udt_u( O vue— [ ([ @) au—uc
(fee) = ([ )

/m cw— v

Ou seja, a constante é dispensavel para o calculo da integral que
resulta em v.

udt =1

) du+uC)

udt—u

Exemplo 1 - Caso do logaritmo

Utilizacao da integracao por partes na resolucao da integral do
logaritmo natural:

/ In(xr)dr

Separamos a diferencial dx e a primitiva /In(x), procedendo as
operagoes inversas:

depois

u = In(x)
1

du = —dr
I

Aplicando a férmula de integracao por partes:

/ln{rjdr = rln(x) —frid:r

X

123 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

flnlf:rjdr =rn(r) — fdr
flnl[:rjdr =rn(r)—x

/lnl[:rjdr =r[n(z) -1+ C
Também ha os que preferem simplificar mais, desta forma:

flnlfrjdr = r[ln(z) — Iln(e)]

/ln{rjdr =T [111 (gﬂ

/lnl{rjdr =In (g) +C

Sendo C a constante de antidiferenciacgao.
Exemplo 2 - Caso do arcseno

Utilizacao da integracao por partes para encontrar a integral do
arcseno:

/arcsen(rjdr

Separamos as partes e operamos para encontrar as respectivas
inversas:

1‘=fdr=r

depois:
u = arcsen(x)

dx
Vv1—1?

Aplicando a férmula da integracao por partes:

du =
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/arcsen[rjdr = r-arcsen(r) — f ﬁdr

agora consideremos o seguinte:

z=1- x?
dz = — 2xdx
dr = —E
logo:

farcsenlfrﬁdr =1 -arcsen(r) f—r— dz
resen(x)dr = resen(r — 5

1

dz
.\/E

1
/arcsen(rjdr =1 -arcsen(r) + 3 f
/arcsen{rjdr = 1 -arcsen(r) + vz

Portanto:
/arcsen(rjdr =r-arcsen(r)+V1—-124+C

Sendo C a nossa tradicional constante de antidiferenciacao.
Exemplo 3 - Caso do arccosseno

Utilizacao da integracao por partes para encontrar a integral do
arccosseno:

fa.r ccos(x)dx

Separamos as partes e operamos para encontrar as respectivas
inversas:

t'=]dr=r
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depois:

u = arccos(x)

dxr

dy = ————
TV

Aplicando a férmula da integracao por partes:

T
/arccos{r"}dr = 1 -arccos(r) + / —dr
A L .-"1 — I'E

agora consideremos o seguinte:

z=1 - x2
dz = — 2xdx
dI‘= —E
logo:

/arccos(rjdr = 1 arccos(x) —I—f \/17 ( d.r)
— I"—

fm ccos(x)dr = x - arccos(x) —

f

fa.rccos{rjdr =1 -arccos(r) — vz
Portanto:

/arccos(rﬁdr =1r-arccos(x) — V1 —22+C
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Sendo C a nossa tradicional constante de antidiferenciacao.
Exemplo 4 - Caso do arctangente

Utilizando a integracao por partes para encontrar a integral do
arctangente:

farcfglfrjdr

Separando as partes e operando as inversas:

/drzr
e

dlarctg(z)] 1
dr 14 x2

Aplicamos a féormula da integracao por partes:

r dr
14 x°

/a.rcfglfrjdr = r-arctg(xr) —

Por outro lado:

u=1+ x?

du=2r dr
onde podemos extrair:

du
Idr=?

voltando ao desenvolvimento da integral:

du

/a.rc.’fglfr}dr =r-arctg(r) — o

1
/a.rciglfrjd:r =r-arctg(r) — 5 I |u|
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1 2
/arcfg{rjdr =r-arctg(r) — 5 In(l4z7)
Portanto:
/arcfgl{rjdr =1 -arctg(r) —lnv1+4+ 22 4+C

Novamente, temos C como contante de antidiferenciacao.
Exemplo 5 - Algébricas com exponenciais

Este € um exemplo que nos revela uma funcao claramente divisivel em
duas partes:

/Igerdr

Considerando as partes:

u = x2

du = 2xdx
e:

v =eX

Substituindo na férmula de integracao por partes:
r’e® — Q/I'Erdl‘

O segundo lado desta expressao pode ser novamente simplificado,
aplicando a integragcao por partes mais uma vez:

rle® — (QEII‘ — 2/&%1)

x2eX — 2xeX + 2eX
Portanto:

/Izerdr —e" (2 —2r+2)4+C
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Exemplo 6 - Secante com expoente maior que 2

Utilizando a integracao por partes para resolucao da integral de
secantes com expoente maior que 2:

f sec®(z)dz

Podemos fazer:

f see(z) - sec?(z)dz

E aplicar a integracao por partes:

fsec3|:r)dr — sec(z)tg(z) — /fg{rj[sec(rjfg{rj]dr

[ sec*(@)dx = sec(a)tg(z) — [ sec(x)tg*()dx

[ sec* @)z = sec(a)tg(z) — [ sec(a)[sec*(z) — 1]dz
/secg(rjdr = sec(x)tg(x) — fsecS(:rde—l— /Sec(rjdr

Q/SECS(der = sec(r)tg(x) —|—/sec(rjdr

2 /secglfrjdr = sec(x)tg(z) + ln|sec(x) + tg(z)|
E finalmente:
; 1 1
/sec (z)dr = §sec(rjfg[:rj +35 In |sec(x) + tg(z)|+ C

Com C constante.
Por substituicao trigonomética

A existéncia de relacOes algébricas que nos levam a arcos nos traz a
possibilidade de converter uma expressao algébrica,
conseqglientemente uma fungao algébrica, em uma fungao
trigonomeétrica. A possibilidade de lidar com certas funcdes de forma
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trigonométrica nos traz a possibilidade de utilizar os artificios das
identidades para a simplificacao dessas funcoes.

Transformando expressoes algébricas em trigonomeétricas

Trés funcdes algébricas tém semelhangas com fungdes trigonométricas
gue sao notoriamente Uteis para a simplificacao de algumas fungoes,
elas sao:

1 Y a_? _|_ 2
y) a2 — 2
. — 2 _ g2

Sendo "a" constante.

Note que as expressdoes sao meramente relagcdes quadraticas que
descendem da relagao quadratica entre todos os lados de um mesmo
tridngulo: a2 = b2 + 2, se escolhermos um par (varidvel,constante) e
substituirmos na equacao teremos as expressdes acima como
resultantes, teremos uma variavel dependente para cada par
(variavel,constante), por exemplo: se fizermos b = x, ¢ = constante(a)
e a = y teremos a expressao (2) como resultante (y).

Imagine que temos uma nova variavel 6 e que:

Sendo: r=a sen(f)

Podemos dizer que:

£(8) = \/a? — [a sen(6)]’

f(8) = \Ja®> — a? sen’(6)

f(6) = a \/1— sen?(6)

f(8) = a \/cos*()

Portanto:
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f(8) = a cos(d) quando flz)=Vva* —1* o T =a sen(f)

O exposto acima encontra respaudo no fato de que a expressao é
simplesmente a traducdo da relacdao métrica de um tridangulo retangulo
para definicao do cosseno a partir do seno, como segue:

N

Se fizermos a comparacao entre as fungdes e o grafico acima,
substituindo as variaveis e constantes de acordo com a funcao dada,
teremos o seguinte:

1.Na fungao ¥ =V @+ 1% T & yuma tangente;
2.Na fungdo ¥=V @’ —1* T &ym seno;

3.Na fungdo ¥ =V 1 —a’, T & yma secante.
O que nos da as substituigdes:

Expressao Substituicao

Vit 4a?  r=a-tg(f)

a2 —r2 T =a-sen(f)

2 _ g2 r=a-sec(f)

A substituicao trigonométrica na integracao
1

at —

tem como

Agora, considere o fato de que a funcao flz) = .
I

integral a funcao F(x), entao podemos fazer:
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1
Flz)= | ———=d
(I‘] fﬁfﬂ.z—rg *

Uma vez, que pela analise anterior ja sabemos que quando fazemos x
= asen(B) temos:

entao:

F(6) = f ! u

a-cos(f)
Temos que encontrar dx:
r=a-sen(f)

dr = a - cos(f)db

O que nos revela algo interessante:

F(6) = f# .a - cos(6)d8

a-cos(f)

F(6) = fdé'
Ou seja:
F(6) =06+ C
Logo:

I
F(r)=arcsen (—) +

1

Exemplo 7 - Substituicao por seno

1

VA — 22
substituicao trigonométrica:

Seja a fungao: f(z) = , calculemos a sua integral por
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Fazendo a transformacdo de variaveis:

r=2-sen(f)
dr =2 - cos(f)dé

A integral sera:

F(o) = / 2 - cos(8)df
f4 (2 sen(8)]’

2 - cos(f)dd
F(6) :/' cos(#
21”31 — sen?(#)

cos(#)db
0= [

F(6) = fdé'

F(8) =8

Como:

x = 2sen(06)

f = arcsen (E)
2

Portanto:

F(x)=arcsen (2> +

Sendo C a constante de antidiferenciacgao.

Wikilivros, livre pensar e aprender
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Exemplo 8 - Substituicao por secante

1
2 —9
substituicao trigonométrica:

, calculemos a sua integral por

Seja a fungao: flx) =

Se
d

Introduzimos a variavel angular 8, de forma que:
x = 3sec(9)

e sua diferencial:

dx = 3sec(0)tg(8)db6

Substituindo na equacao anterior:

3sec(f)tg(d)db
Mfgsecilfﬁj -9

F(8) =

F(6) — f 3sec(f)tg(d)dl
/ 31{.355*..:?{5'} —1

[ sec(f)tg(6)dd

F(6) = f sec(6)d8

F(f) =1In|sec(8) +tg(8)]

Retornando a fungdao ao dominio da variavel x:

T 2 —9
F(Ij=111§ 3 ‘

1 .
Fir)=In E(I—I— VIE—Q)‘
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Portanto:

(r‘]—ln( )—I—ln‘r—l—v ‘—|—Cr

Sendo C a constante de antidiferenciagao.

Exemplo 9 - Substituicao por tangente

1

substituicao trigonométrica:

Seja a fungao: f(z) = , calculemos a sua integral por

Se

dx
F(e)= [ RS
Introduzimos a variavel angular 6, de forma que:
x = 4tg(0)
e sua diferencial:
dx = 4sec?(8)d6

Substituindo na equacao anterior:

(o) = f dsec’(#)d6
fmfg (8) + 16

F(ﬁ"]-] 4sec?(6)db
’ 4\/tg?(6) + 1

sec?(6)d6
F(6) :/ sec(f)

F(6) = f sec(6)d6

F(f)=1In|sec(8) +1tg(8)]
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Retornando a fungdao ao dominio da variavel x:

v 12 16
P(z)=1n E + %‘

Flry=1In %l-(r—l—v;r?—l—lﬁ‘

Portanto:

1
Flry=1n (_—J —I—ln‘r—l— vri4 16‘ +C

Sendo C a constante de antidiferenciagao.
Funcoes racionais com denominadores lineares

Denominadores de segundo grau ou mais sao um pouco mais
problematicos quando queremos definir uma integral, por exemplo:

1

Seja a funcgao: . S
f(z) 4+ r—2

E possivel demonstrar que a funcdo pode ser fatorada da seguinte
forma:

A B
+

Ir—7T I —Ta

flx)=

Onde A e B sdo os fatores a serem definidos; o processo para defini-los
serd explicado mais adiante e ry,r, sao as raizes da equagao formada a

partir do denominador quando o igualamos a zero.

Porém a demonstracao disto esta fora do escopo deste livro, deve ser
tratado na algebra avancada.

Em todo caso, o teorema é bastante util para a simplificacdo de tais
funcoes.

Conceito da fatoracao de funcoes racionais polinomiais

As fungdes racionais do formato: f(;) = Fn tém uma caracteristica

Fy
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bem interessante, os seus denominadores P, quando fatorados em

partes lineares e quadraticas permitem que possamos escrever a
referida fungao como uma soma:

flz) = roh
)T Rt t ket t ke + ..+ K
A B C v
flz) = + + +oot
r—7y T —T9 I —T3 r— T,

1

— podemos simplifica-la desta forma:
r+r—2

Seja a fungao ¢(;) =

Considerando as raizes da equacdo x2 + x — 2 = 0, podemos dizer
que:
A B

fl:IJ:r—I—Z_I_I—l

Os fatores A,B sao calculados fazendo:

1 _A(x—-1)4+B(z+2)
24r—2 rP+zr—2

1=A(x—-1)+ B(x + 2)

logo, as raizes permitem: A(x — 1) + B(x + 2) = 1, entdo temos que
admitir que ao analisar cada raiz:

Quando x = — 2:
Al(-2)-1]=1
1

A=—3
Quando x = 1:

B[(1) + 2] = 1

1
B=3
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1 1 1

2+r—2 3r—1) 3(z+2)
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A simplificacao de denominadores usada na integracao

O artificio de encontrar componentes lineares para substituir os
denominadores, como exposto no tépico anterior, permite uma boa
simplificacao de integrais com denominadores polinomiais de graus
superiores, porém ainda depende da determinacdo das raizes do
polindbmio dos denominadores, o que limita a nossa capacidade de
resolucdo aos polindmios biquadraticos. Sem levar em conta este fato,
podemos simplificar a integral para uma boa parcela de problemas que

apresentam estes formatos de expressoes.

Vejamos o caso anterior:

A funcao:

dr
o f —/——
F(r, frg_l_r_z’

pode ser substituida por:

dr dr
= [
Flz) f3u—1) fmr+m

O que nos permite fazer:

Flr)=1n +

1
r—l‘3

r4+ 2

Com C Constante.

Exemplo 10 - Decomposicao do denominador em fatores

lineares

Utilizando a decomposicao de fungdes racionais em fungdes de
denominadores lineares para a simplificacao de integrais.

Seja a funcgao:
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0 — 4+ 2+ 5
f(z)= > +1r—6 dz

Encontremos a integral:
F(z) = ff(rjdr
Devemos simplificar a funcao, para isto podemos efetuar a divisao

polinomial, que resulta:

13r — 25

I_J—I_I‘E—I—I—ﬁ

Ainda resta uma parte fracionaria que podemos decompor usando o
método que ja vimos neste capitulo:
13r — 25
> +r—6
As raizes nos revelam que:
X2+ x—-6=(x+3)(x-2)
logo podemos fazer:

137-25 A B
24+r—-6 r4+3 r—2

ou
13x — 25 = A(x — 2) + B(x + 3)

Analisando os valores da equacdo quando x se iguala as raizes:
Para x = 2 :

13- (2) — 25 = B(2+ 3)

B —

[y o IS

Parax = — 3 :
13.(=3) —25=A(-3-2)
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64
A=—
g
Podemos concluir que:

13z —25 64 N 1
2 4+r—6 B(r+3) 5zxr-2)

Desta forma temos a funcao simplificada:

64 1
5(r 4 3) + S5(r — 2)

flzr)=r -5+

Podemos integra-la:

fffr)dr=frdr—fﬁdr+/mﬁ—j‘r3jdr+fﬁdr

1 64 1
Flz)= 2> —5r4 —njr4+3|+ -lnjr — 2|
’ 2 D D
1 .
Flr)= 51*2 —51*4—111‘(1‘4—3:]% —|—111‘|[:r —Qj%

1 G4 1
F(r)=52* -5z +1n (2 +3)% (z—2)2

Portanto:

+C

1 .
F(z) = S2* =5z +ln|(z + 3)% (z—2)t

Sendo C a constante de antidiferenciagao.
Fungoes racionais com denominadores quadraticos

A segunda categoria de fungdes racionais as quais temos que nos
aplicar sao as que dao origem a denominadores quadraticos.

Decompondo funcdes racionais em denominadores quadraticos

Quando nao temos como encontrar as raizes de certos denominadores
quadraticos podemos manté-los e utilizar a seguinte substituicao:
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kpa™ + ky_g2™ 1t 4o 4 Ky Ar + B

ar:+br+c Carl4-br+ec

O teorema que estabelece esta relagao faz parte da algebra avancada,
portanto nao entraremos em detalhe neste livro, porém faremos uso
de suas consequéncias como forma de simplificagdo, como fizemos com
a decomposicao de denominadores em fatores lineares vista na secao
anterior.

A melhor maneira de definir a parte Ax + B é substituir a variavel x
nesta fazendo-a igual a derivada do denominador, ou seja:

Ax + B = A(2ax + b) + B
nt™ 4 kp_1 2" 44+ kg = A(2ax +b) + B

No lado esquerdo da equacao acima, se houver variaveis de expoente
maior que o maior expoente do lado direito devemos proceder uma
simplificacdo efetuando a divisdo dos polinbmios, caso contrario
teriamos:

kix + ky=A(2ax + b) + B
k1x+k0=2an+Ab+B

Separamos cada fator de acordo com o grau da variavel, obtendo:
Para T — 204 = JEC]_
Para I‘D — Ab + B = JEQD

logo:

Porém em fungdes racionais mais comuns temos que lidar com funcoes
com partes lineares e quadraticas, onde o processo de encontrar os
valores para A,B depende das outras partes envolvidas, para verificar o
processo, vejamos o proximo exemplo...
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Exemplo 11 - Decomposicao de funcoes racionais em
denominadores quadraticos e lineares

Utilizando a decomposicao de fungdes racionais com denominadores
quadraticos para simplificar o calculo da integral.

Seja a funcgao:

4t r—1
P —-xr24+r—1

flz) =

Calculemos a sua integral indefinida:

4 2 -1
F&p:fr4”‘+r dr

r—rt4+r—1

Antes de tudo facamos a simplificacdo dos polindOmios, primeiro
faremos a divisao simples do numerador pelo denominador:

f{rj_r4+rz+r—1
S 24 -1
4 r
ﬂrj:r—l_l—l_ﬁ—rg—l—r—l

Da divisao separamos a parte do resto:

4+
™ —_ri4r—1

Procedendo a decomposicao dos fatores:

+r B 4
- 4+r—1 (r-1(22+1)

Que nos permite fazer:

¥ +r B A +B[2Ij—|—C
-t r—1 z-1 rt+1

IE—I—IZA(IE—I—:[)—I—[BI:QI:]—I—C(]I:I—:[:]

x2 + x = (A + 2B)x? + (C - 2B)x + A - C
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Quando separamos os fatores para cada variavel de expoente
correspondente em ambos os lados da equacao, temos:

A4+28 = 1
C—-2B8 =1
A-C =0

Resolvendo o sistema linear temos:

A =1
B —
C =1

Podemos escrever a fungao como:

1 1
) =
f(x) 1t ot

Agora podemos integra-la:

1 1
) =
Flr) frdr+fdr+fr—1dr+fr3—l—1dr

F(r“_lz%+r+111|r—1|+111(r2+1)

[

Portanto:
r? 1
F(r)= E+I+lll[|r—1| - (rg—l—l)g} +C

Com C constante.
Por substituicao hiperbdlica

Se podemos fazer substituicdes trigonométricas em funcdes algébricas
e existem funcgoes hiperbdlicas, por que nao utilizar o mesmo método
de substituicdo com funcgdes hiperbdlicas? Temos mais esta
possibilidade para simplificar a integracao de funcdes algébricas;
Detalharemos nesta secao as formas de substituicao com funcoes
hiperbdlicas, que podem ser uma valorosa ferramenta para a
integracao de fungdes mais complexas.
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Integrais resultantes das hiperbdlicas inversas

Como conseqgléncia das derivadas de fungdes hiperbdlicas inversas,
temos as seguintes integrais:

Funcao: Derivada: Integral relacionada:
dy 1 dr
y = argsenh(x) E = \,I/?—I—l m = 111‘I—|- vl 1‘
dy 1 dr
y = argcosh(x) Ezﬁ x| > 1 / I2_1=h1‘r—|—v“r?_1‘
y = argtgn() dr V1-2% x| <1 1-22 21—z
dy 1 dr 1—+v1-122
y = argsech(x) dr Im, 0<x<1 /ﬁ=ln .
B tah @ _ 1 dx B 1l r+1
y = argcotgh(x) dr xfl—;r?,|x|>1 1—1*3_2111*—1
dy 1 1 — 1422

dr
y = argcosech(x) E |I|m r 40 fm =n|——

Transformando fungoes algébricas em hiberbdlicas

A técnica aqui exposta é semelhante a abordada na secao
Transformando expressdes algébricas em trigonométricas, a diferencga
basica estad nas expressdes a serem substituidas, uma vez que as
identidades trigonométricas e hiperbdlicas sao sutilmente distintas, as
expressdes seguem a mesma tendéncia. Entdo vamos ver quais sao as
correspondentes algébricas para as funcdes hiperbdlicas:

1.Na fungdo ¥ =V a*+ 1%, T & ym seno hiperbdlico;
2.Na fungdo ¥ =V @’ — 1% T & uma tangente hiperbdlica;
3.Na funcdo ¥ =V r?—a’, T & uma cotangente hiperbdlica.
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O que nos da as substituigdes:

Expressao Substituicao

V2 + @ r=a-senh(f)
2 _ 72 r=a-tgh(f)

2 _ g2 r =a-cotgh(f)

Em todas as substituicdes consideramos um triangulo retangulo cujo
vértice relacionado ao angulo 6 faz parte de uma perspectiva
hiperbdlica, ou seja, o 4ngulo estd em (—00, +00), trata-se de uma
abstracao que pode ser comprovada em calculo avancado, o nosso
objetivo aqui é de fornecer as ferramentas necessarias para analises
desse tipo.

A substituicao hiberbodlica na integracao

1

: _ € que sua integral seja: F(x),
VI 4 as

Considere a fungao: flx) =

entao teremos:

dx
F(x)= [ W
Concebemos uma nova variavel 8 de forma que:
r=a-senh(f)
conseqgientemente, sua diferencial é:
dr = a - cosh(8)df

Substituindo na equacao inicial, temos:

a- cosh(f)dé
w.f{a.? - senh?(f) + a?

Fz) — / a - cosh(f)dé
/ a- wﬁ“senhz{ﬁj +1

F(z) =
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a - cosh(6)dé
Fz) = f a-cosh(f)

F(z) = fda
Ou seja:

F(r)= argsenh (£>

i

Porém, devido a natureza exponencial das funcdes hiperbdlicas
inversas, ainda podemos transformar esta equacao na forma
puramente logaritmica:

Flz)=In [ % +% +1
L -
Finalmente:
2 2
o) - 1o (V)

FuncOes racionais trigonomeétricas

O problema da integracao de fungdes racionais trigonométrica consiste,
basicamente, na caracteristica da complexibilizagdo progressiva quando
estas funcdes sdo submetidas as técnicas convencionais de
substituicao, no momento que tentamos substituir a expressao original
temos que definir sua diferencial, o que implica na criacao de mais um
termo a ser incorporado a expressao original.

Digamos que tenhamos que integrar a funcdo:

1
sen(r)

flzx) =

Ao adotarmos a linha tradicional de substituicoes teremos:
u = sen(x)

S
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du = cos(x)dx

no entanto:

2 = sen?(x)

u
1 - u?=1-sen?(x)
cos?(x) = 1 — u?

cos(r) =+v1—u?

logo teremos que integrar:

f(ufl=1

u

de forma que:

Flu) f du
W= [ ——
' uy'1 — u?

Que, pelo menos, é uma funcdo algébrica pura, mas que ainda
demanda um certo trabalho para ser integrada... Portanto concluimos
que o processo de substituicdo de variaveis e diferenciais ndo ajuda
muito.

Nesta secdo exporemos um método de substituicdo mais eficiente para
estes casos.

Usando as identidades trigonomeétricas

Apresentamos duas identidades que serao muito Uteis para a
simplificao de funcgdes racionais trigonométricas, sao elas:

1.Seno em forma algébrica
2.Cosseno em forma algébrica

Basicamente sao resultantes de um processo de substituicao mais bem
estruturado, para possibilitar a simplificacao da integracao.
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I-17 Cosseno em forma algébrica

A identidade relacionada ao Cosseno é apresentada antes da
relacionada ao seno pois sera util para a sua deducao.

Considere a seguinte definicao:

1
t=1g (§>

logo, é dedutivel que:

1— ¢
1+ ¢2

cos(r) =

e Demonstracao:

Considerando a identidade I-2 Cosseno da soma, temos, por
conseqliéncia:

cos(2u) = cos?(u) — sen?(u)

xI
P
Se 2

cos(r) = cos® (E> — sen” (E>
’ 2 2

ou

cos(x) = 2cos” (%) —1

Por outro lado:

o _ sen? (%)
 cos? (%)
o _ 1 — cos” (%)
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(fz + 1) cos” (%) =1

5 [T 1

Substituindo na identidade temos:

1
cas{rj=21+f2—1
gue nos da:

()= =1
cos(r) = 5P

I-18 Seno em forma algébrica

Ainda considerando a definicao:

1
t=1g (§>

também é dedutivel que:

e Demonstracao:

Da identidade anterior:

1— ¢
1+ ¢2

cos(r) =

Da I-1 Identidade relacional basica:

sen(z) = 1,“.*#1 — cos?(zx)

Fazendo as substituicoes:
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— 23
senfr)=,1— (-1 jﬁ.,
TN a4y
14262+t — (1 — 212 +t4)
sen(r) = . -
\ (1+22)
sen(r) = 4t
’ A \ {1+f2:]2
logo:
2t
sen(r) = 1+
Integrando

Temos duas funcgdes trigonométricas fundamentais na forma algébrica
para substituir as originais na forma trigonométrica, porém para
integrar as funcoes racionais substituindo-as por estas temos que
encontrar uma diferencial correspondente para esta nova variavel
algébrica que criamos.

Da definicao inicial:

=)

Diferenciando:

_ 1 z(E)
df—gsec 5 dr

Da identidade I-14 Relacionando tangente e secante:

1 5 [T
w3 (5)]
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dt = (1+f)d

tﬂ||—"

de onde concluimos que:

2dt

dr = 1+ 2)

Agora podemos encontrar a integral proposta no inicio da secdo:

P(z) :/ dx

sen(r)

(3
para 2/, temos:

(1+f’

|[l+f"'
ou seja:

dt
F(r)= +

Nao é incrivel? 111

F(x)=In|t]
S

T
F(r)=In|tg (E)‘—I—C’

Jamais poderemos nos esquecer de C, a famigerada constante de
antidiferenciacao que tanto nos persegue.

Tabela de integrais

Para auxiliar nos calculos, consulte a tabela de integrais na wikipédia.

151 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

Indeterminacao

Nos deparamos constantemente com situagdes onde é necessario que
algum grau de indeterminacao seja considerado e analisado, na
matematica elementar temos as formas indeterminadas que por
séculos intrigou matematicos e filésofos famosos, uma das mais
comuns é a raiz \/—_1, porém lidar com esta indefinicdo em matematica
elementar ja sabemos, um estudo sobre numeros complexos sera
aplicado ao Calculo nos livros subseqiientes. Para o presente estudo
faremos a analise do calculo em fungdes que geram valores indefinidos,
mas que podem ser reavaliados por um limite infinitesimal. O artificio
de analisar a funcao sob um limite pode nos revelar resultados
bastante conclusivos, que podem sanar boa parte dos problemas que
encontramos no uso do calculo.

Que esteja bem claro que a analise dos valores aqui sugerida nao traz
um argumento definitivo para a indeterminacao, apenas traz meios
capazes de solucionar questdes que passam pela indeterminagao, mas
que podem ser solucionados quando as tendéncias sao suficientes para
uma conclusao a respeito do problema dependente e nao da
indeterminagao em si.

Formas indeterminadas

Basicamente analisaremos as formas indeterminadas geradas pelo
denominador nulo, das quais destacamos os seguintes casos:

e Forma 9
0

e Forma [flz) =00
+oo

e Forma oo
Ainda temos:

e Forma f(z)=10-00
e Forma flz)=00 — o0
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Na maioria dos casos temos a indeterminacao em um ponto do
dominio, onde o valor de um denominador é nulo para uma
determinada funcao, desta forma podemos definir a razao como uma
funcao composta da seguinte forma:

_ f(=)
g(x)

De onde podemos fazer as seguintes consideragoes:
Dado um ponto [a,h(a)] onde:

e fla)=0
eg(@a=20
J limo(x) #0

Podemos dizer que h(x) apresenta uma forma indeterminada em [a,h
(a)], porém o limite: llwl—lﬂ pode ser determinado. Podemos fazer:

L] r—a
lim h(z) = S Ba=a f (2)

r—a lim, ., g(x)

A segunda forma de indeterminacao acontece quando, dado um ponto [
a,h(a)], onde:

o ha) A
lim g(z) #0

® r—ai

limg(r)—0

® r—ai

Na terceira forma de indeterminacao acontece quando, dado um ponto
[a,h(a)], onde:

o ha) A
lim f(r) — £oco

® r—a

lim g(r) — £co

® r—a
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T42 - Valor médio de Cauchy

Seja flr) 3 funcdao numerador e g9(z) 3 funcdao denominador em uma

relacdo, entdao ha pelo menos um valor (¢) no intervalo (% 8] no qual
esta relacdo é definida por:

fb) = fla) _ f'lc)

g(b) —gla) g’(c)
Demonstracao

Considere que em cada extremo do intervalo tenhamos um ponto para
cada funcao, entao poderemos tracar uma reta para cada extremo de
cada funcao no intervalo, definimos duas retas que nos possibilitam
afirmar que ha pelo menos um ponto de cada funcao neste intervalo
com derivada igual a inclinacao destas retas, por outro lado podemos
criar condicoes para que a relacao destas retas obedecam as condigoes
do teorema de Rolle e conseqglientemente o teorema do valor médio
para derivadas, uma nova funcao que traz esta possibilidade é esta:

hiz) = flx)—m-g(x)

onde:

) = £(a)
~ g(b) —g(a)

T

(r

derivando a equacao:

hi'(z)=f'(x)—m-g'(2)

Desta forma{teremos pelo menos um ponto ¢, h(c)] no intervalo onde a
derivada: ? () ¢ nula,

hile)=f'(c)=m-g'(c)=0

Fl@)=m-g'()
e
~g'(c)
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f(b) — fla)  f'le)
glb) —gla) g'(c)

isto € bem mais simplificado se pensarmos que:

o f®) = fa)
f {C:] - b —a e
FI[C‘] . g':b‘:' _ g':ﬂ'}

g T b—ﬂ-

pelo teorema do valor médio para derivadas... Que depois de uma
simples divisdao nos dd o mesmo resultado.

T43 - Regra de L'Hopital

Dada a fungao:

_ fl=)
g(x)

indefinida em (2, h(a)] ¢ possivel provar que:

lim f(z) = lim f(z)
r—a g[r‘] T r—a q "|:_T‘:|

Caso os limites existam.

Demonstracao do caso 1

Se flr)=g(z)=0

Temos do Teorema do valor médio de Cauchy:

fb) = fla) _ f'lc)

g(b) —gla) g'(c)

Note que podemos fazer c=1x:

f(b) — fla)  f'(z)
g(b) —gla) g'(x)

Uma vez que temos @ < = < b, observamos que:
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fb)=fla+A) ¢
g(b) =gla+A)
sendo f(a) = g(a) = 0 conforme definimos,

fla+A) = fla)  f'(z)

gla+ A)—g(a) g '(x)

se reduz a:

fla+ ) f'(x)
gla+A)  g'(x)

Porém, fazer:

Portanto:

lim /(@) = lim f ()
r—a Q{I‘:] = q "l:.I‘:]

Demonstracdo do caso 2
Se flz) =0 A g(r) =0 guando r — oo,
Uma vez que desejamos encontrar:

lim f(z)
) g{j_’-:]

Podemos promover uma mudanca de variavel, ou seja, se o limite
acima leva as funcdes a se anularem no infinito, entdo podemos fazer:
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desenvolvendo temos:

lim fl2) _ lim f F[ij

) g{rj Iy g ’{é"]

lim ) _ lim _ﬁf (w)

I—o0 Q':-T‘] o u—0 _ﬁg ’{u:]
f(zx) f(u)

O que torna o limite independente da mudanca da variavel, portanto:

lim @) _ lim f (@)
F—o0 Q{Ij T r—oo g F{I:]

Apresentacao do caso 3

Embora ndo seja apropriado para este estudo de "Calculo I" a
demonstracao da regra para casos onde temos as indeterminacgoes do
tipo:

h(r) — ——

':I:oo,

A mesma regra também é valida, desde que as derivadas do
numerador e do denominador nao sejam nem nulas nem infinitas.

Integrais improprias

Até agora lidamos com integrais definidas com limites de integracao
determinados, neste momento introduziremos os casos onde os limites
de integracao sao indefinidos, mais especificamente quando estes
limites tendem a infinitos ou valores nulos que geram infinitos na
funcao a ser integrada. Embora grande parte das funcdoes tenham
valores indefinidos quando integrados com limites infinitos, uma boa
parte fornece valores derinidos nestas situagdes, agora definimos a
Integral imprépria como seque:

Foo
IO / f(z)dz
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b

F(x)| 2, =/ flr)dx

F(x)|t2 = / flzr)dr

r:n|+n°°=f f(z)dx
i

. 0
F D = d
 F@l%= [ fd

Todos os casos acima sdo integrais improprias onde o valor pode se
mostrar definido mesmo se os limites de integracao nao sejam total ou
parcialmente definidos...

2.

Ha também a forma improépria das integrais que fazem a fungao se
tornar indefinida no ponto do limite de integracao, ou seja:

lim f(x

r—ia

lim f(x) =

r—b

De forma que se os limites existem é possivel que a integral possa ser
definida.

Limites infinitos

No caso em que os limites de integracao se estendem a valores
infinitos e que existe o limite da funcao para estes valores dizemos que
a integral ©PTTeTYe e que quando a funcdo nao apresenta definicao

para o limite dizemos que esta @i¥€7g¢ oy seja chamamos as integrais

impréprias de conver gentes o, divergentes de acordo com a
possibilidade ou nao da definicao do limite que permite calcular o
referido valor da integral.

Para esta abordagem podemos verificar que, se F(z) ¢ a integral
indefinida de f'frj, podemos estabelecer que quando:
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F(z) = /mf{rjdr

14

podemos fazer o limite da fungcao, o que nos revela:

11111/ flx)dr

Desta forma podemos adotar o método de eliminacdo dos coeficientes
nulos no infinito, usados para o caso de calculo de limites no infinito,
ou seja:

1.Calcula-se a integral indefinida da funcao;

2.Fatora-se a funcao para encontrar os maiores expoentes;

3.Simplifica-se a mesma;

4. E aplica-se o limite no infinito para cada valor de limite de
integracao quando usamos o Teorema fundamental do calculo.

Limites nulos

Para os casos onde o calculo da integral definida em limites de
integracao nulos conduz a valores indefinidos a regra é semelhante a
anterior;

Seja as integrais definidas:

0
flz)dx

fnbf(rjd:r

Sendo a integral indefinida:

F(z) = ff{rjdr

ce. FO A A limP(z) 3

Podemos calcular a integral definida fazendo:

b
lim [ f(xr)dr

b—0J g
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b
lim f f(z)dz
T44 - Formula de Taylor

Seja a funcdo f(Z) diferencidvel no intervalo [ﬂ'sr], é possivel
demonstrar que:

(n) (o _an (n41) (¢ .
@0y [

", 5 9 i
n! (n+1)! ’

f@)= Flanf (@)a-ap = @-a)+—

(r—a.j3-|—. .4

Onde & é chamado de abscissa do valor médio da derivada f':”H),

quando intui-se que quanto maior a ordem da derivada maior a
quantidade de parcelas na equacao e maior sera a precisdao da sintese

da funcdo f(7) através do polinémio.

Neste caso podemos dizer que o ultimo termo da equacdo é o resto,
dizemos que ha convergéncia, o que torna a sintese possivel, quando o
resto diminui consecutivamente tendendo a zero, o que nos permite
dizer que quanto menor o seu valor mais precisa a sintese da fungao.

Demonstracao:

A funcao flz) pode ser expressa, segundo o teorema fundamental do
calculo como:

f(2) = fl@)+ [ (z = w)’f (w)du
Podemos separar a integral nao resolvida da equacao fazendo:
2= f (z —u)'f " (u)du

Se calcularmos a integral acima aplicando a integracao por partes,
teremos:

=
A

_F )z —w)|F 4 /I{I —u)f "(w)du

=

[f (a)(x—a)— f'(z)(z —2)] + frlf:r —u)f "(u)du
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:— f )z —a) + fr(r — ) f "(u)du

f2) = f@+ f '@z - )+ [ (@ —w)f "(w)du

Fazendo esta substituicdo sucessivamente obtemos a férmula de Taylor
facilmente, facamos mais um passo para que se evidencie com mais
clareza:

f Hlfu:fllfl‘ . uj? r

z=f'(a)(x —a) — o

r —uh?
+/.1 uTu”f':S:'{ujdu

a

f'(@)(z—- m[f 'fa-jﬂf;—a-j!'_f 'IIJ'I;—IJ‘] v (z ;u:r O (w)du

=

fa)(zr —a)? N ff (z —u)?

51 51 O w)du

flla)(z —a)+

O que nos da:

flz)= fla)+ f'(a)(z —a) + / {a'j{;_a':]_ _|_/I '&;—Iuj_fﬁ:'{ujdu

A evolucao da equacao é notoria e por indugdo de n integracdes temos
a referida férmula.

Podemos definir o resto desta forma:

frH(E)

n+1
(n+ 1) (z—a)™

R.(z) =

A integracao na pratica

Neste capitulo finalizamos o primeiro livro desta série do estudo do
Calculo, teremos agora a nogao da quase infinita gama de utilizagoes
gue podemos fazer com a integracao, que € uma das ferramentas de
estudo algébrico e numérico mais frutiferas dentro da matematica, a
integracao fornece meios de calcular e avaliar diversos problemas
complexos. Das aplicacdoes da integracao teremos uma amostra das
mais obviamente concebiveis, iniciaremos o estudo de areas em
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superficies planas delimitadas por curvas, depois calcularemos volumes
de objetos curvos, determinar a pressao que um liquido exerce sobre
objetos curvos nele mergulhados e poderemos também, calcular
comprimentos de curvas definidas for fungdes em um grafico de
coordenadas cartesianas.

Areas

Talvez esta seja a mais ébvia aplicacao para o cadlculo de integrais, mas
faremos algumas consideragdes sobre o estudo de areas sob curvas
gue sao importantes para que sejam evitados erros durante o processo
de analise dos valores.

Como conseqgiéncia direta da definicdo da integral temos a area sob da

curva a ser integrada e o eixo das abscissas r, seja a funcao f'if?,
considerando que a mesma pode assumir valores tanto positivos como
negativos, o fato de este sinal ser determinante para o processo de
somatdrias consecutivas, proprio da integral definida, devemos
considerar no calculo a possibilidade da diminuicdo de valores no caso
de haver areas com valores negativos.

Sinais

Da definicao da integral de Riemann temos:

/fr‘uir_ lim Zf{"lf_\r

|—-IZI

Obviamente, A:iT pode ser estabelecido e pode ser tomado como
positivo se fizermos b > a, logo nos resta:

lim Z f(&

|a1—=0:2

Que é arbitrario pois depende da funcao f('fif-‘, 0 que nos leva a concluir
gue o sinal da funcao determina o sinal da integral, ou seja, embora o
moddulo da integral represente a area delimitada pela curva e o eixo
das abscissas, o seu valor relativo pode nao expressar apenas valores
positivos, o que nos indica que temos que analisar o sinal da fungao
antes de calcular qualquer area através da integracgao.
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Calculando as areas

Consideremos o caso da funcao:
flr) = sen(x)

Os valores do seno entre 0 e m sao positivos e entre 7 e 27 sao
negativos! Isto causa uma situacao interessante, uma vez que as areas
entre a curva e o eixo r dos dois intervalos, quando observadas no
plano cartesiano, sdo identicas, a area das duas deveria ser o dobro de
uma delas, entretanto a integral calculada no intervalo entre 0 e 27 é
nula! Esta é a razao pela qual devemos fazer o médulo das integrais
em cada intevalo de mudanca de sinal, para que os valores das areas
nestes intervalos nao se subtraiam, provocando erro no calculo.

Devemos verificar os intervalos onde a fungao se torna negativa e
inverter o sinal antes de efetuar a soma de areas em cada intervalo,
assegurando assim o correto valor do total de unidades quadradas de
area, delimitadas pela curva e o eixo .

No caso da funcao acima, teremos:

2
A= + ‘f sen(r)dr

fﬂ sen(x)dr

0

Sob diversas situacdes devemos verificar o comportamento do gréafico,
para que possamos determinar a melhor maneira de calcular a area, no
caso de areas delimitadas por duas curvas podemos determinar a area
de cada curva em relacao ao eixo e verificar o comportamento das
curvas no grafico para determinar a forma de calcular. Na secao
subseqliente veremos como determinar a area delimitada por duas
curvas.

Exemplo 1

Sejam duas funcgoes:

2

y1=1I
Yy = 3

Vamos calcular a area da regido delimitada pelas curvas entre as suas
intersecdes. O grafico abaixo representa as funcdes e a area que

163 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

desejamos calcular, a qual chamamos de A:

2” T T T I T T T

[

Inicialmente verifiquemos os pontos onde as funcoes se encontram, ou
seja, os pontos onde Y1 = %z;

2
r=3ar

Ser#F0=1x=3

Se x =0 em ambas as funcdes ¥ = U,
Condigcdes que nos revela o intervalo entre:

(01 01] e (31 91]

Obviamente devemos proceder a subtracao entre a drea delimitada
pela reta e a area delimitada pela parabola, no caso da reta
poderiamos ainda fazer a area do triangulo formado pela mesma e o
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eixo das abscissas, porém facamos todo o processo utilizando
integracdo para que possamos ter um processo universal para o calculo
de areas desse tipo.

Calculemos as integrais:

A = thdr
A, = [ 224
l_jj-r X
- 13
A= I_]
_3 0
3 3
4 &_ﬁl
3 3
A, =9
e

Ay = | 3xdr
1]
373

ol

2 0
A, — [3(3)- B 3(0)-]

2 2
A, =13,5

A area que queremos encontrar é€:
A=4,- A
logo:

A =45 ynidades quadradas.
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Volumes

Considerando as diversas formas que encontramos na natureza,
podemos verificar que muito poucas tém formas regulares, dificilmente
poderiamos encontrar o volume de um corpo sélido encontrado
comumente na natureza por meio da geometria euclidiana, as curvas
sao comuns no nosso mundo, muitas delas podem ser determinadas
por equacgoes, porém antes que a teoria do Calculo fosse elaborada os
volumes eram calculados por aproximacoes. Hoje podemos obter
muitos dos volumes de corpos sinuosos pelo Calculo, os métodos
descritos a seguir sdao os mais basicos para curvas que podem ser
determinadas matematicamente, no decorrer dos préximos volumes
aprenderemos a calcular formas mais complexas. Por hora, os calculos
gue aqui serdao apresentados ja fornecem uma gama de aplicagdes bem
ampla no nosso mundo onde a indUstria usa cada vez mais curvas em
seus produtos, obviamente teremos curvas matematicamente
determinaveis para estes casos, uma vez que o homem geralmente usa
métodos de computacao para criar seus produtos hoje em dia.

Curvas rotacionadas

Imaginemos que tenhamos uma curva matematicamente determinavel,
uma parabola, por exemplo, e tenhamos a area delimitada pela mesma
e 0 eixo X, se fizermos com que o0 eixo y servisse de mastro e
girassemos a parabola em torno do mesmo, o que teriamos? Teriamos
um sélido formado pelas infinitas laminas em forma de parabola.

O efeito da rotacao de uma parabola pode ser visualizada pelo grafico
tridimensional, o que vemos é o que chamados de paraboldide, um
sélido semelhante ao recipiente de liguido de uma taca. Considerando a
parte interna preenchida teremos um volume a ser calculado, o que
podemos fazer utilizando o "Calculo".

Paraboldide

166 Disponivel sob Gnu Free Documentation license



Wikilivros, livre pensar e aprender

O efeito da rotacao de uma elipse pode ser visualizada da mesma forma, o
nos possibilita ver o que chamados de elipsdide, um sdélido semelhante a un
ovo de réptil. O volume a ser calculado também pode ser conseguido atrave
do "Calculo".

Sdlidos delimitados por uma curva

O método para calculo de volumes delimitados por curvas
rotacionadas, como expostas acima, consiste na divisao do sélido em
discos com raio igual ao valor da funcao que esta sendo rotacionada,
ou seja, para cada ponto da funcao teremos um disco de raio
determinado pela mesma, o que nos permite fazer uma somatoria de
discos que acompanham o contorno da curva, vejamos o desenho
abaixo:

Secdo de um sdlido
Temos a fungao variando ao longo do eixo X, 0 que nos permite dizer
que uma reta perpendicular ao eixo que passa por um ponto do grafico

é um raio de um disco... Em um intervalo (28] onde

a<r <1 <<y <rs...<b, noqual flzn) 20 agrupemos pares
de valores nas abscissas, de forma que o valor médio da funcao seja
fl&). Tomando cada disco com um volume aproximado de:

Val&) = ff[f'ffi}]zf—\il“

Considerando que a precisdo do calculo aumenta quando os discos se
tornam menos espessos, temos que admitir que existe uma norma de
particao que pode ser definida para o intervalo que pretendemos
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calcular, portanto podemos fazer:

V = lim ZV (&)

|al—=0 2

Onde temos um volume de disco para cada ponto da curva e a norma
pode ser inversamente proporcional ao numero n. Logo, verificamos
que:

V= fbfr[f{rj]zdr

ou

V= fr/b[f{r:]]zdr

O intervalo [a,b] refere-se a uma parte do solido, da qual queremos
calcular o volume.

Exemplo 2

Calcular o volume do sélido de revolugao criado pela rotacao da
2 - - -
parabola ¥ =1 em torno do eixo das abscissas, no intervalo [0,3],

Aplicando a férmula anteriormente vista temos:

V=m ﬁS (rz)g dr

3
V= ’T/ rdr
0

3

V

O volume é:

V'~ 152,68 ynidades cubicas.
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Solidos delimitados por duas curvas

Agora podemos definir um sélido "oco", ou seja, para que um sélido
tenha uma abertura devemos delimitar uma face externa e outra
interna, o que nos pede que tenhamos uma curva para cada face.

Para a determinacao das duas faces considere as duas fungoes flr) e

9(z) sendo que, para determinar o sélido de forma regular,
estabelecemos o0 seguinte conjunto de regras:

1. flz)
2 g(r)
3.f(x) > g(x)

0

VI
o

Observemos a ilustracao a seguir:

Fixd

/ gx)

£

|

"Plano dos eixos"

Consideremos um corte que nos permita observar uma fatia do sdlido,
como podemos ver o retangulo que tomamos no centro do desenho
representa uma fatia de um disco "oco".

Agora podemos encontrar o volume ocupado pelo sdlido, no espago
delimitado pelas duas funcgdes, considerando que as duas sofrem
rotacao, mantendo o eixo r como base de rotacao, conforme fizemos
no caso do tdpico anterior com uma funcdo, a Unica diferenca é que
temos um volume que devera ser subtraido do outro.
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Segundo o mesmo raciocinio da analise anterior, verificamos que o

volume de um disco de secdo do sdlido no intervalo [a, b] pode ser
determinada como seque:

Val&) = ff{[f'f&)]z - [Q'ffi)]z}ﬂ-ir

Inevitavelmente vemos a correspondéncia entre os dois casos,
simplesmente ha uma subtracdo de volumes, que veremos refletida no
resultado final... Prosseguindo, facamos a somatdria dos valores das

secoes dentro do intervalo [a, b] guando as parcelas diminuem
infinitesimalmente:

Finalmente encontramos o volume:

V= [ ®{lf@) - lo@)] )z

ou

V=r [ ([f@] - lo@)]}dr

Exemplo 3

Calcular o volume do sélido gerado pela rotacao das curvas

f(z) =32V2 e g(x) = x3 em relacdo ao eixo das abscissas,
considerando o intervalo entre x = ( e 0 ponto de encontro das duas
curvas.

Antes de tudo vamos encontrar o ponto de encontro das curvas, ou
seja:

flz)=g(z)
32yr =1
As curvas se encontram quando:

r=4
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Devemos encontrar o volume entre as duas curvas no intervalo [034] :

V= fr/; [(mﬁf _ (13)1 dr

V= fr/; (10241* — rﬁ) dx

L §
P B
7

V=r [512 - (4)% — —]

Que nos fornece um volume aproximado de:

V'~ 18382, 81 ynidades cubicas.
Cilindros concéntricos

Agora imaginemos um sdlido cujo eixo se encontra nas ordenadas, ou
seja, para cada ponto da funcdo teremos uma circunferéncia, se
tracarmos uma reta até o eixo das abscissas para cada ponto teremos
cilindros concéntricos ao eixo das ordenadas.

Para definir o volume do cilindro consideremos:

1.0 intervalo (2] para a espessura do cilindro em r ;

2.Chamamos de A a particao:
N R R T

3.Dentro de A hd sempre uma subparticdo que é a maior, a qual
chamamos de norma, identifincando-a como: IA]
4.Existindo os nimeros &i de forma que Ti = i = Titls

O volume de um pequeno segmento do cilindro é:
V(z;) = 2rx f(&;) Ax;

Somamos todos os segmentos para encontrar o volume total:
n

V= ZV(IQ
=1
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Se levarmos os subintervalos entre os valores de r a niumeros cada

vez menores teremos:

= lim ZV

|a1—=032

f

ou seja:

V = lim ZQ;.I}” £ AT;

|a1—=0:2

Como podemos fazer:

b—a

i

=
Concluimos que:

b
= f 2rrf(r)dr

ou
b
V==2r[| xf(zx)dr

a

Exemplo 4

Encontrar o volume do sélido gerado pela rotagcdo da curva
flz) =+vz -3 cujo eixo de revolucdo é o eixo das ordenadas, no

intervalo 3, 6] das abscissas:

Da féormula do calculo temos:

§
V= 2?{/ v r — 3dr
3

Podemos usar a ingegragdo por partes e chegar a:

> 59
V= 2r [—I(x _ 3)%} _Z
3 3

b 3
f (z —3)3dr
3 /3
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21 4 g
V=2r|"(z-3)% - —(z— 3*_;%]
3 5 .

_ 2(6) 4
v—or 286 _3)3 - X
3 15

6— 3‘;%]

Temos um volume aproximado de:
-r T & i H'-r - r -

V' = 104,475 ynidades cubicas.

Laminas paralelas

Os métodos anteriormente utilizados para o cadlculo de volumes podem
ser englobados em um conceito geral, no qual podemos fazer a soma
de pequenos segmentos de um sélido encontrando o volume total, uma
forma de fazer isso é utilizar o secionamento de forma a relacionar a
area de cada secdo a variavel independente, ou seja, se temos secoes
trasversais perpendiculares ao eixo da variavel independente e
podemos relacionar a area de cada "lamina" ao valor da variavel,
temos um meio de integrar todas as laminas e encontrar o volume do
sOlido com uma somatdria das mesmas.

Considerando:

A(&) area da secdo.

O volume é:

n

V= lim Y A(&)Az;
1

|Al—=0 =

Uma vez que quando IAl =0 temos Az — 0 e gue temos segoes

dentro do intervalo (28] , onde a maior € a norma, podemos concluir
gue a somatoria é levada, no limite, a ser a integral:

b
/ A(r)dz

Ou seja, para que possamos encontra a area nestes casos basta
encontrar a integral definida da funcdo area; sempre que for possivel
encontrar uma funcao continua da area da secao em relagao a variavel
independente, poderemos encontrar o volume do soélido integrando
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esta fungdo area.
Exemplo 5

Calcular o volume do sélido formado por um cilindro circular reto, cuja
base tem centro na origem dos eixos cartesianos e é paralela ao plano

(,4,0) dentro de um raio de 4 unidades, sendo secionado por um
plano que passa pelos pontos (4:0:0) ¢ (0,0,3) equidistante do eixo ¥:

Retiramos as informacoes do problema proposto, que nos diz que:

e A altura do cilindro para cada valor de = é igual a da reta
determinada

pelos pontos que pertencem ao plano, uma vez que o plano é
perpendicular ao plano (£,0,2);

logo:
3

™=

que define a reta:

e Secoes do cilindro perpendiculares ao eixo r tem bases que
crescem a medida

que o valor de r aumenta, cujo valor pode ser obtido por:

B = 2v16 — 22

Diante disto podemos verificar que o solido pode ser definido por
secOes trangulares, perpendiculares ao eixo r , portanto fazemos:

0 B. - .
I»-"=U Bz, fB ? dr
2 0 2

Pois ha faixas onde Vx <0 o que nos obriga a aplicar a correcdo. Agora

_I_
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vamos calcular a integral indefinida:

2./116 — x2| - 21
oo -2l ke,

V= [
— 3
Vi =/1‘f|16 — r? - i—lrdr

Se tivermos:

u=16 — r’

du = —2rdr
du
rdr = —5

Substituimos:

3
Vu=fvﬁ-§du

3
Vu=§fﬁ-du

32 3
JSo—= — | —qg2
Y 8(3“‘)

1/ s
Vu=1(u2)
Redefinindo:

1 2 %
Vo=1 (16 _ r)
Ou seja

5.3 1 5. 3

V= 7](16 - 2%+ 7](16 - 2%

logo:

V= %‘(16:3% + i (16)2
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O volume é:
1= 32 unidades cubicas.
Pressao dos liquidos

Esta € uma aplicacdo bastante interessante... Considere que tenhamos
gue calcular a pressao que um liquido exerce sobre um objeto imerso
em algum liquido, se o objeto é plano o calculo dessa pressao e
conseqlientemente a forga total sobre a superficie é facil de ser
calculada, porém se o objeto é curvo e a forca se distribui ao longo do
corpo temos um problema complexo nas maos. Investigaremos agora
uma aplicacao da integral para solucao deste problema.

Adotemos as sequintes nomenclaturas para as definicdes que se
seguem:

P, - Pressdo volumétrica;

([ J

o F: - Pressdo superficial;
e F' - Forga;

o A - Area;

e V- Volume;

e h - Altura;

Entdo, da definicao de Fisica, a pressao em um liquido contido num
recipiente de volume V" é:

Ou seja, se o volume do corpo for unitario, a forca que atua sobre ele é
igual a presao volumétrica, porém se quisermos saber a forca exercida
pelo liquido sobre uma superficie fazemos:

F
P.=—h
=T
ou
F
P ==
*T A

Porém, imaginemos que o corpo é uma lamina mergulhada
verticalmente e desejamos obter a forga total exercida pelo liquido
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sobre o0 mesmo... Inevitavelmente veremos que a forga aumenta com a
altura e sua somatdria nao sera algo convencional se a area da
superficie do objeto for curva.

Consideremos que a largura do objeto ao longo da linha vertical que
define a altura seja f(z) e a altura seja r, se tomarmos uma particao
A onde tivervos diversos Ax; dentro de um intervalo [2,b] . Ainda temos

que, pelo principio de Pascal, a pressao € a mesma em todas as
direcoes em algum ponto do liquido, o que nos leva a concluir que:

F,=PFPrA

logo:
F =Y P&if(&)Ax;
i=1

E uma boa aproximacédo do valor da forca, porém se fizermos com que
n seja cada vez maior até valores que tendam a infinito, podemos
fazer:

F = nli_l‘l_‘_}{1 Y P&if(&)Ax;
1i=1

ou

n

F = lim Y P& f(&)Ax
1

|af—0=
O que nos leva a:

b
F— / P,rf(z)dr

Exemplo 6
Comprimentos de curvas

Esta € mais uma interessante aplicacao das integrais, com elas
podemos calcular o comprimento de curvas utilizando uma
generalizacdo da regra do calculo da distancia entre dois pontos, a qual
ja conhecemos da matematica de nivel médio.
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Sabemos que a distancia entre dois pontos é:

Dy = y,-f'fl‘b - Ta:JE + (s — yajg

Se existe uma curva entre os pontos a e b podemos subdividir o
intervalo entre os dois pontos de forma que tenhamos:

&I‘:Ib_rﬂ
ri

e

&y:yb_ya

ri
Propomos um indice para que tenhamos:
Ar; =1 — iy
e
Ay =y — U1
Para cada subintervalo dentro de
ToyT1,T2,..-Tpn-1,Th @
Ya, U, Y2y - - Un—-1, U
Se defirmos o ponto médio para cada subintervalo, como sendo:
&y (&3]

A distancia entre dois pontos dentro desse subintervalo é:

D; = y’x'fl”i — i1 )2+ (Y — vio1)?

Uma boa aproximacao do comprimento da curva pode ser encontrada
fazendo-se:

C == ; f'fﬁl”i:lz + (Ay;)?
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C == Z 1+ (i?)_&rl

1=0
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Definindo uma norma para a particao A no intervalo, teremos:

C= lim ) 1—|—(i‘yi
L'y

|A|—0 i=0

logo:

b 2
C=f 1+(@) dz
@ d.T
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