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Legge di gravitazione universale

1.1 Legge di gravitazione
Fin dall’antichità gli uomini hanno seguito il corso degli astri nel cielo; fin dall’antichità
l’uomo ha dovuto lottare contro la gravità, affinché potesse costruire edifici stabili. La
legge di gravitazione universale, studiata già da Galileo e poi enunciata da Newton,
lega i due fenomeni, unendo le cause del moto degli astri a quelle della gravità in
un’unica forza universale della natura.

1.1.1 La legge di gravitazione
La legge di gravitazione universale afferma che tra due punti materiali si esercita una
forza attrattiva direttamente proporzionale al prodotto delle masse e inversamente
proporzionale al quadrato della distanza.

Il modulo di questa forza attrattiva, che chiameremo forza di gravitazione, è:

|fg| = G
m1m2

r2

Dove m1,2 indicano le masse dei punti materiali e r la distanza tra essi. G è la
costante di gravitazione universale, ovvero è valida in tutti i fenomeni fisici
della natura, e vale:

G = 6.667259 · 10−11 N
m2

kg2

La direzione della forza è la retta congiungente i due punti materiali; il verso
è attrattivo, va quindi verso la massa generatrice della forza. Quindi, per scrivere
vettorialmente la formula della forza:

f⃗g = −G
m1m2

r2 r̂

Un altro modo per esprimere la forza è tramite le sue componenti cartesiane. Preso
un sistema di riferimento con origine nel punto in cui si trova la massa generatrice,
avremo che:

r⃗ = (x, y, z) r̂ = r⃗

r
→ r⃗ = r̂ r f⃗g = −G

m1m2
r3 r⃗

Possiamo quindi scrivere le componenti della forza, che saranno:

1
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f⃗g = −Gm1m2

(
x

(x2 + y2 + z2) 3
2

,
y

(x2 + y2 + z2) 3
2

,
z

(x2 + y2 + z2) 3
2

)

Un’ultima considerazione sulla forza di gravitazione: anche il corpo che subisce la
forza la esercita sul corpo generatrice. Questo può essere spiegato in due modi:

• sfruttando il terzo principio della dinamica;
• dallo stesso enunciato della legge di gravitazione si può intuire che i due punti

materiali esercitano l’uno sull’altro una forza attrattiva.

1.1.2 L’esperienza di Cavendish
È immediato chiedersi come sia stato possibile calcolare con precisione il valore della
costante G, anche alla luce del suo valore, nettamente inferiore alle masse con cui
di solito si ha a che fare in esperimenti diretti. Il calcolo preciso è stato effettuato
grazie all’esperienza di Cavendish, sfruttando il meccanismo in figura.

Il meccanismo è formato da un cavo inestensibile con una costante elastica di
torsione K conosciuta; al cavo è legata una semplice bilancia a due bracci, alle cui
estremità sono legate due piccole masse. Avvicinando delle masse più grandi, le due
piccole masse subiranno la forza attrattiva gravitazionale, e produrranno una coppia
di forze sulla bilancia, che la farà ruotare. A questo punto entra in gioco la costante
K, la quale impedirà al cavo di torcersi all’infinito e facendolo fermare in posizione
di equilibrio a un determinato angolo θ. Del problema sono noti tutti i parametri: le
due masse, la loro distanza, la costante di torsione e l’angolo finale, per cui è possibile
calcolarsi la forza di gravitazione e, quindi, la costante G.

1.2 Campo gravitazionale
Si definisce campo vettoriale una funzione vettoriale della posizione, ovvero che
associa a ogni punto dello spazio un vettore.

Dalla legge di gravitazione universale sappiamo che ogni corpo dello spazio esercita
su un altro una forza attrattiva; in più, per la Terra (o tutti gli altri corpi celesti),
sappiamo esistere la forza di gravità. Possiamo quindi legare le due forze:

f⃗g = ma⃗ ⇒ a⃗ = f⃗g

m
= g⃗ = −G

M

r2 r̂
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Chiameremo quindi g⃗ campo gravitazionale. Poiché il campo gravitazionale
corrisponde all’accelerazione della forza di gravitazione, possiamo concludere che
l’accelerazione è funzione della distanza, il che è una peculiarità propria della forza
di gravitazione universale.

1.2.1 Terra e forza peso

La forza peso P⃗ è un caso particolare della forza di gravitazione:

f⃗g = mg⃗ → g⃗ = −G
MT

R2
T

r̂ = 9.81 m

s2

Le costanti MT , RT sono rispettivamente massa e raggio della Terra, che valgono:

MT = 5.974 · 1021 kg

RT = 6371km

La scrittura f⃗g = mg⃗ può essere considerata un’altra scrittura della forza di
gravitazione universale, dove g⃗ è il campo gravitazionale g⃗ = −GM

r2 r̂.
Il problema riguardo la forza di gravità della Terra è che, nell’enunciato della

legge di gravitazione, venivano presi in esame due punti materiali. Nel caso della
Terra, però, è impossibile trascurare le sue dimensioni, tanto che il raggio della Terra
corrisponde alla distanza tra le due masse, perché viene considerata la massa terrestre
tutta concentrata in un unico punto, al centro, ovviamente, della Terra. Questo modo
di studiare la legge di gravitazione è legittimato dal teorema di Gauss per il campo
gravitazionale, che vedremo nel prossimo modulo.

1.3 Teorema di Gauss per il campo gravitazionale
Il teorema di Gauss per il campo gravitazionale mette in relazione diversi fattori;
uno di questi è il flusso di un vettore attraverso una superficie, che definiamo
immediatamente. Inoltre, la dimostrazione del teorema di Gauss prevede conoscenze
di analisi matematica in più variabili, di cui faremo a meno, cercando di dare una
dimostrazione egualmente valida.

♢ Definizione Dato un campo vettoriale v⃗ che attraversa una superficie S, si
definisce flusso di v⃗ attraverso S:

Φv :=
∫

S
v⃗ · n̂ dS

Diamo alcune spiegazioni e considerazioni su questa definizione.

1. Il flusso di un vettore non è un vettore, ma uno scalare, poiché risultato di un
integrale.

2. L’integrale è un integrale di superficie.
3. Si divide la superficie in infinitesimi dS, si calcola il flusso su ognuno di essi e

si sommano assieme, riunendo il tutto nel segno di integrale.
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4. n̂ è il versore normale all’infinitesimo di superficie e ha quindi modulo unitario,
direzione perpendicolare alla superficie nel punto e verso definito dal flusso
(uscente o entrante).

5. In ogni punto della superficie cambiano sia il vettore v⃗ che il versore n̂.

1.3.1 Teorema di Gauss per il campo gravitazionale
Il flusso del campo gravitazionale uscente da una superficie chiusa non dipende
né dalla superficie né dalla posizione del corpo che genera il campo ma dipende solo
dalla massa contenuta nella superficie.

La dimostrazione di questo teorema richiede conoscenze di analisi in più variabili
che, di solito, non sono in possesso dello studente quando affronta per la prima volta
lo studio della gravitazione. Diamo qualche definizione e strumento per procedere.

♢ Definizione Come per la definizione di angolo vale la relazione:

s1
r1

= s2
r2

= α

dove s1,2 sono gli archi di circonferenza e r1,2 sono i raggi, vale la seguente relazione
per archi di superficie:

S1
r2

1
= S2

r2
2

= Ω

dove S1,2 sono gli archi di superficie. Ω si chiama angolo solido e il suo valore
massimo è 4π, infatti:

Ωmax = 4πr2

r2 = 4π

(La superficie di una sfera vale 4πr2)

Inoltre, come per gli integrali di funzione a una variabile, vale che:∫
S

dS = S

Ovvero la somma degli infinitesimi di superficie corrisponde alla superficie stessa.
Allo stesso modo: ∫

S
dΩ = Ωmax

Perché la somma degli infinitesimi di angolo solido di una superficie chiusa, come
nel caso presente, è uguale a un angolo solido massimo.

Possiamo ora procedere con la dimostrazione del teorema.
Sfruttiamo la definizione di flusso:

Φv :=
∫

S
v⃗ · n̂ dS

Nel nostro caso, il vettore è il campo gravitazionale g⃗ = −GM
r2 r̂ = −gr̂, quindi:

Φg =
∫

S
g⃗ · n̂ dS = −

∫
S

gr̂ · n̂ dS



1.3. Teorema di Gauss per il campo gravitazionale 5

Il segno meno del campo gravitazionale è stato portato direttamente fuori dal
segno di integrale. Analizziamo il prodotto scalare r̂ · n̂. I versori hanno entrambi
modulo uguale a 1, quindi il loro prodotto scalare r̂ · n̂ = rn cos θ = cos θ, dove θ è
ovviamente l’angolo compreso tra i due. Quindi è lecito scrivere:

Φg = −
∫

S
g cos θ dS

Prendiamo adesso in analisi l’infinitesimo di superficie dS; posso tracciare un
infinitesimo di superficie che sia perpendicolare al raggio, che chiamerò dS⊥. Poiché
l’angolo tra l’infinitesimo della superficie chiusa e l’infinitesimo di superficie perpendi-
colare corrisponde all’angolo tra i versori r̂ e n̂, l’area dell’infinitesimo perpendicolare
dS⊥ vale proprio dS⊥ = dS cos θ. Quindi il flusso può anche essere scritto come:

Φg = −
∫

S
gdS⊥

A g sostituiamo il suo valore numerico, ovvero:

Φ = −
∫

S
GM

dS⊥
r2

A questo punto, posso confondere, nell’infinitesimo, la superficie perpendicolare
con quella di una sfera; quindi la somma totale, ovvero l’integrale, di tutti i dS⊥ è la
circonferenza di una sfera. A questo punto sfrutto la definizione di angolo, sostituendo
a dS⊥

r2 l’infinitesimo di angolo solido dΩ ottenendo la formula finale del flusso:

Φg = −GM

∫
S

dS⊥
r2 = −GM

∫
S

dΩ

Il valore finale calcolato è quindi:

Φg = −4πGM

Che è il valore del flusso del campo gravitazionale di una massa racchiusa in
una superficie. Come volevasi dimostrare, esso è indipendente sia dalla posizione del
corpo generante il campo che dalla superficie che lo racchiude: questo vuol dire che,
preso un corpo con massa, qualsiasi superficie chiusa che lo contenga avrà un flusso
di campo gravitazionale pari a −4πGM .

1.3.2 Considerazioni del teorema di Gauss

La prima domanda che ci si pone, dopo aver studiato il teorema di Gauss, è la
seguente: e se la massa fosse esterna alla superficie? Il teorema di Gauss parla
effettivamente di massa interna, ma può accadere di voler calcolare il flusso di una
massa esterna a una superficie chiusa attraverso la superficie stessa.

Il caso particolare è molto semplice. Della superficie chiusa prendo un piano che
sia perpendicolare alla congiungente con la massa. Questo piano divide la superficie
in due superfici S1 e S2 le quali hanno, rispetto alla massa, i versori n̂1,2 opposti in
versi opposti; quindi il flusso avrà modulo uguale per entrambe le superfici, dettato
dal teorema di Gauss, ma in un caso sarà positivo, nell’altro negativo. Quindi, per
calcolare il flusso attraverso la superficie totale, basta sommarli entrambi, ottenendo
che il flusso di un campo gravitazionale generato da una massa esterna attraverso
una superficie chiusa è nullo.
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Un’altra domanda che ci si pone è: e se le masse fossero più di una? In questo
caso anche il vettore g⃗ è diverso, infatti vale:

g⃗ = g⃗1 + g⃗2 + · · · + g⃗n =
n∑

i=1
g⃗i

Quindi il flusso totale vale:

Φtot =
∫

S
G⃗tot · n̂ dS =

n∑
i=1

∫
S

g⃗i · n̂ =
n∑

i=1
Φg1

Ricordando il valore del flusso dettato dal teorema di Gauss:

Φg = −4πGM ⇒ Φtot = −4πG
n∑

i=1
Mi

che è concorde con l’enunciato del teorema. Questa considerazione è molto importante
perché permette di calcolare facilmente il flusso gravitazionale di sistemi di punti
materiali il cui vettore campo gravitazionale potesse essere difficile da calcolare; un
caso immediato a cui poterlo applicare è per calcolare il campo gravitazionale della
Terra, la quale, come già detto nel capitolo precedente, non può assolutamente essere
approssimata a un punto materiale.

1.3.3 Il campo gravitazionale terrestre

Per calcolare il campo gravitazionale terrestre sfrutto il valore del flusso attraverso una
superficie chiusa che contenga la Terra. Per evidenti ragioni di comodità prenderemo
questa superficie sferica di raggio r e centrata nel centro della Terra, la quale, come
sappiamo, è in realtà un geoide e non una sfera perfetta (ma vedremo che questo
particolare è irrilevante). Ricordiamo che g⃗ = −g(r)r̂.

Calcoliamo prima il flusso partendo dalla definizione stessa di flusso:

Φ =
∫

S
g⃗ · n̂ dS

Sostituiamo a g⃗ il suo valore. Poiché la superficie chiusa presa in analisi è sferica,
i versori r̂ e r̂ sono paralleli, perché entrambi perpendicolari alla superficie in ogni
punto. In particolare, essendo versori, sono uguali, quindi il loro prodotto scalare è
r̂ · n̂ = 1 · 1 cos 0 = 1. Quindi:

Φ = −g(r)
∫

S
r̂ · n̂ dS = −g(r)

∫
S

dS = −4πr2g(r)

Adesso sfruttiamo invece il teorema di Gauss, che ci dice che il flusso attraverso
la superficie gaussiana presa in considerazione vale:

Φ = −4πGMT

Dove MT è ovviamente la massa della Terra. Eguagliando i due flussi trovati:

−4πGMT = −4πr2g(r)

Possiamo calcolare il campo gravitazionale terrestre in funzione della distanza
dal centro della Terra:
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g(r) = G
MT

r2

Poiché abbiamo preso una superficie sferica, esso sarà sempre uguale in modulo,
per simmetria sferica, con direzione radiale e verso entrante, quindi, per scrivere il
campo in forma vettoriale basta sfruttare la simmetria sferica ottenendo:

g⃗ = −G
MT

r2 r̂ con r > RT

Questo risultato è di importanza rilevante, perché qualsiasi oggetto in prossimità
della superficie della Terra è soggetto a un campo gravitazionale che dipende esclusi-
vamente dalla sua distanza dal centro della Terra: è quindi lecito pensare alla massa
terrestre come se fosse tutta concentrata al centro di essa, poiché il flusso del campo
gravitazionale non dipende da dove si trova la massa e, quindi, possiamo scegliere
per comodità quel punto privilegiato.

1.3.4 Il campo gravitazionale all’interno della Terra
Una domanda utile da porsi è: e se il punto in cui voglio calcolare il campo è interno
alla massa? Per esempio, si vuole calcolare il campo gravitazionale terrestre a 200
km di profondità. Avremo in questo che r < RT , dove con r calcoliamo la distanza
del punto dal centro della Terra. Come fatto per il calcolo del campo in un punto
esterno alla Terra, o in prossimità della sua superficie, calcoliamo il flusso del campo
in due modi: sfruttando prima la definizione di flusso, per poi passare al teorema di
Gauss, confrontando infine i due risultati ottenuti.

Partiamo dalla definizione di flusso. Prendiamo una superficie sferica, con centro
in corrispondenza del centro della Terra, che passi per il punto in cui si vuole calcolare
il campo. Avremo che il campo g(r) dipende solo dalla distanza dal centro; come
sopra, per simmetria sferica la direzione è radiale e il verso entrante, quindi possiamo
scrivere il campo in formula vettoriale:

g⃗ = −g(r)r̂
Sostituendo nella formula del flusso perveniamo allo stesso risultato calcolato

poco fa:

Φg =
∫

S
g⃗ · n̂ dS = −g(r)4πr2

Sfruttiamo adesso il teorema di Gauss; questo ci dice che il flusso uscente è pari
a:

Φg = −4πGm(r)
Perché in questa formula è presente m(r)? Ciò è dovuto al fatto che la massa

da considerare è solo quella contenuta nella superficie, che sarà quindi diversa dalla
massa totale della Terra; sarà essa una funzione della distanza dal centro r. Possiamo
calcolare il valore di questa massa solo facendo un’importante assunzione: assumiamo
cioè che la densità della Terra sia uniforme, e non dipenda dalla distanza dal centro.
Come sappiamo, ciò non è vero, ma possiamo per ora compiere questa assunzione
per giungere a un valore teorico valido.

Avremo quindi che la densità, definita come ρ = MT
V = M

4
3 πR3 , è uniforme;

calcoliamo m(r):
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m(r) = ρ V = M
4
3πR3 · 4

3πr3 = M
r3

R3

Si ricorda che con R si indica il raggio totale della Terra; sostituiamo questo
valore nella formula del flusso secondo il teorema di Gauss:

Φg = −4πGM
r3

R3

A questo punto, dobbiamo solo confrontare i due risultati:

− 4πGM
r3

R3 = −g(r)4πr2

g(r) = G
M

R3 r

Ricordando la formula vettoriale, possiamo infine scrivere vettorialmente il campo
gravitazionale all’interno della Terra, che sarà pari a:

g⃗ = −G
M

R3 r r̂ con r < R

1.4 Energia di campo gravitazionale

1.4.1 Energia gravitazionale

Sappiamo che una qualsiasi massa M esercita su un corpo di massa m una forza
attrattiva pari a f⃗g = −GMm

R2 r̂.
Per ovvi vantaggi prendo un sistema di riferimento con origine degli assi nel punto

in cui si trova la massa M generatrice della forza; il vettore r⃗ distanza delle due
masse sarà quindi il vettore posizione del corpo m in questo sistema di riferimento.

Se il corpo si muove lungo una traiettoria, allora la forza gravitazionale compie
un lavoro; vogliamo calcolarlo.

LAB =
∫ B

A
f⃗g · ds⃗ =

∫ B

A

(
−G

Mm

r2

)
r̂ · ds⃗

Il prodotto scalare r̂ · ds⃗ è la proiezione dell’infinitesimo di spostamento sulla
direzione radiale, e corrisponde a dr. Il lavoro diventa infine:1

LAB = −GMm

∫ B

A

dr

r2 = GMm

[1
r

]B

A

LAB = GMm

( 1
rB

− 1
rA

)
Quindi il lavoro della forza gravitazionale non dipende dal percorso compiuto ma

solo dagli estremi A e B. Per definizione di forza conservativa, la forza gravitazionale
risulta essere una forza conservativa. Posso quindi definire un’energia potenziale:

LAB = −∆U = Ui − Uf = U(A) − U(B)

1Si ricorda che
∫

dx
x2 = − 1

x
+ c.
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♢ Definizione Si definisce quindi energia potenziale gravitazionale

U(r) = −G
Mm

r
+ cost

Ricordiamo che la scelta dell’energia potenziale è arbitraria (simmetria di gauge
globale), quindi alla costante aggiunta può essere assegnato qualsiasi valore. Se
scegliamo il valore più comodo, ovvero cost = 0, poniamo che l’energia gravitazionale
all’infinito è nulla, ovvero:

lim
r→∞

U(r) = 0

1.4.2 Energia della forza peso
Sappiamo che la forza peso è un caso particolare della forza gravitazionale; preso
un sistema di riferimento S = (O, x, y, z), possiamo esprimere il vettore del campo
gravitazionale in prossimità della superficie:

g⃗ = (0, 0, −g)
Dove g = −GMT

R2
T

≈ 9.81 m
s2 . Possiamo calcolare il lavoro della forza peso, per

definire quindi una sua energia potenziale:

LAB =
∫ B

A
f⃗P · ds⃗ = −mg

∫ B

A
dz = mg(zA − zB)

Quindi avremo:

♢ Definizione L’energia potenziale della forza si definisce come:

U(P⃗ ) = mgz + cost

Anche in questo caso, la scelta dell’energia è arbitraria. Scegliere la costante nulla
vuol dire che l’energia sarà nulla quando la quota del corpo sarà nulla, rispetto al
sistema di riferimento preso (può essere preso un sistema di riferimento la cui quota
nulla sia al livello del mare, così come può esserne preso un altro con quota nulla a
100 metri di altitudine).

1.4.3 Velocità di fuga
Nel lancio di un grave che abbia una componente della velocità iniziale verticale, deve
esistere un limite per cui, se la componente verticale lo supera, il corpo sfuggirebbe
al campo gravitazionale terrestre; quel limite viene chiamato velocità di fuga. In
questo calcolo che faremo trascureremo le resistenze dell’aria e tratteremo la Terra
come un sistema di riferimento inerziale.

Per prima cosa, calcoliamo l’energia meccanica al momento del lancio, quando
r = RT :

Ei = K + U = 1
2mv2

0 − G
MT m

r
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Se il corpo sfugge al campo terrestre, arriverà a un punto in cui è così distante
da far sì che U possa essere trascurata; per semplicità, immaginiamo che, una volta
sfuggito al campo gravitazionale, il corpo proceda di moto rettilineo senza subire
altre forze. A quel lontanissimo punto, l’energia avrà solo la componente cinetica,
ovvero:

Ef = 1
2mv2

Poiché sappiamo che l’energia meccanica si conserva, l’energia iniziale sarà uguale
all’energia finale. Ma, poiché l’energia finale ha solo la componente cinetica che, per
definizione, è positiva, questo vuol dire che anche l’energia iniziale è positiva, ovvero:

1
2mv2

0 − G
MT m

RT
≥ 0 ⇒ 1

2mv2
0 ≥ G

Mtm

RT

Da questa formula possiamo calcolare che la velocità iniziale risulterà essere:

v0 ≥
√

2G
MT

RT

Il valore
√

2GMT
RT

si chiama velocità di fuga e, date le costanti:

G = 6.66t · 10−11 N
m2

kg2

MT = 5.97 · 1024kg

RT = 6.37 · 106m

possiamo calcolarla, e si avrà che:

vf =
√

2G
MT

RT
= 11200m

s
= 40000km

h

Qualsiasi corpo con velocità verticale superiore a questo valore sfuggirà quindi
al campo terrestre. È immediato notare che il valore è molto alto (quasi 40 volte la
velocità del suono) quindi, così come avviene per il lancio di razzi verso lo spazio,
è conveniente spingere il corpo lungo tutta la sua ascesa, piuttosto che fornire un
impulso tale da conferirgli quelle velocità fin da quando è sulla superficie terrestre.



2

Moto dei pianeti

2.1 Moto dei corpi celesti e leggi di Keplero
Lo studio dei moti degli astri è sempre stata una delle attività che l’uomo ha compiuto,
spesso legandole a mitologie o a religioni. Ci si è sempre chiesti che moto seguissero i
corpi celesti; fino all’età moderna, il sistema astronomico prevalentemente accettato
era quello aristotelico-tolemaico, anche chiamato geocentrico, che vedeva la Terra al
centro dell’universo e tutti i corpi celesti ruotare attorno a essa. Per descrivere con
cura i moti osservati empiricamente e, allo stesso tempo, restare fedeli al sistema
geocentrico, le orbite dei pianeti assumevano traiettorie strane, compiendo giri larghi,
poi più corti, poi restando a girare attorno a un punto. Evidentemente, non era il
sistema astronomico giusto.

Fu nel 1543 che venne pubblicato lo scritto di Niccolo Copernico in cui l’astronomo
poneva fine alla centralità della Terra, sia fisicamente che filosoficamente, asserendo
e dimostrando matematicamente come al centro del sistema solare, e dell’universo
fino ad allora conosciuto, vi fosse il Sole e non la Terra.

Gli studi di Copernico vennero continuati da celebri studiosi; nel regno papale, la
difesa dell’eliocentrismo da parte di Galileo gli costò il famoso processo che portò
all’abiura. Fu Keplero, contemporaneo di Galileo, che diede un forte impulso alla
teoria geocentrica: proseguendo nello studio degli astri, giunse a formulare tre leggi
empiriche che descrivono il moto dei corpi celesti. Isaac Newton, quando studiò la
gravitazione dei corpi, riuscì a dimostrare le tre leggi matematicamente, sfruttando
le leggi della meccanica che aveva studiato.

2.1.1 Le tre leggi di Keplero
Enunciamo ora le tre leggi di Keplero per il moto dei corpi celesti:

1. le orbite descritte dai pianeti attorno al Sole sono ellissi di cui il Sole occupa
uno dei due fuochi;

2. il raggio vettore che congiunge il centro del Sole al pianeta spazza aree
proporzionali ai tempi impiegati per descriverle;

3. i quadrati dei periodi di rivoluzione del moto attorno al Sole sono proporzionali
ai cubi dei semiassi maggiori delle loro orbite.

Come detto nel paragrafo precedente, Isaac Newton riuscì a dimostrare le tre
leggi di Keplero semplicemente partendo dallo studio della meccanica. Forniremo
adesso una dimostrazione matematica delle tre leggi.

11
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Dimostrazione della seconda legge

Partiamo col dimostrare la seconda legge di Keplero. Sia m il pianeta e M il Sole;
per semplicità, trattiamo il caso in cui m << M . Sappiamo che sul pianeta il Sole
esercita la forza di gravità, pari a f⃗g = −GMm

r2 r̂. Come primo passo, calcoliamo il
momento della forza, prendendo come polo il centro del Sole. Si avrà che:

τ⃗ = r⃗ ∧ f⃗ =
(

−G
Mm

r2

)
r⃗ ∧ r̂ = 0

Questo perché il vettore r⃗ e il versore r̂ hanno la stessa direzione e lo stesso
verso, quindi il loro prodotto vettoriale è nullo. Su questo dobbiamo soffermarci; dal
teorema del momento, sappiamo che:

τ⃗ = d⃗j

dt
= dmv⃗

dt

Quindi, se il momento della forza è nullo, il momento angolare deve necessaria-
mente essere costante. Ma il momento angolare è un vettore, che ha modulo, direzione
e verso; se il vettore è costante, vuol dire che queste tre grandezze lo sono a loro volta:
quindi direzione e verso sono costanti. Poiché il vettore momento è perpendicolare
al piano formato dai vettori r⃗ e v⃗, anche questo piano sarà a sua volta costante. La
conclusione, fondamentale, è che la traiettoria dell’orbita è sempre contenuta in un
piano.

Il vettore r⃗ ha spazzato un infinitesimo di area dA, il cui valore è:

dA = |r⃗|h
2 = |r⃗||dr⃗| sin θ

2 = |r⃗ ∧ dr⃗|
2

Ricordando che v⃗ = dr⃗
dt , da cui ricaviamo che r⃗ = v⃗dt, otteniamo che:

dA = |r⃗ ∧ v⃗|
2 dt

Come ultimo passaggio moltiplico e divido per m, la massa del pianeta:

dA = |r⃗ ∧ mv⃗|
2m

dt = |⃗j|
2m

dt

La conclusione è immediata:

dA

dt
= |⃗j|

2m

Il termine dA
dt viene chiamato velocità areolare, e abbiamo appena dimostrato

che essa è costante (poiché lo sono sia j⃗ che m); questo vuol dire che il raggio vettore
spazza aree uguali in intervalli di tempo uguali, concludendo la dimostrazione della
seconda legge di Keplero.

Dimostrazione della prima legge

Passiamo alla prima legge con una breve introduzione alla dimostrazione: questa
viene spesso fatta utilizzando il calcolo integrale. Forniremo qui una dimostrazione
alternativa ma la cui conclusione è la stessa, sfruttando le equazioni differenziali.

L’obiettivo è dimostrare che la traiettoria dell’orbita è un’ellisse, quindi dovremo
ricavarci la funzione r(ϕ), essendo passati allo studio del piano in coordinate polari.
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Facciamo delle considerazioni preliminari. Valgono anche qui le conclusioni della
dimostrazione scorsa, tra cui l’assunzione che m << M .

Il pianeta non possiede la stessa velocità lungo tutta la sua traiettoria; possiamo
quindi scrivere il vettore velocità come somma di due componenti, una parallela al
versore r̂ e una normale a esso:

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + r
dr̂

dt

Dove con ṙ si è indicata la derivata del raggio rispetto al tempo; dallo studio
del moto circolare, si è visto che la derivata di un versore corrisponde alla derivata
dell’angolo percorso lunga una direzione normale, ovvero dr̂

dt = φ̇n̂, dove n̂ ⊥ r̂.
Possiamo quindi scrivere la formula vettoriale della velocità come:

v⃗ = ṙr̂ + rφ̇n̂

Dalla precedente dimostrazione, abbiamo visto come il momento angolare del
pianeta sia costante nel tempo; possiamo esplicitarlo:

j⃗ = r⃗ ∧ mv⃗ = r⃗ ∧ m(ṙr̂ + rφ̇n̂)

Ricordiamo ancora una volta che r̂ ∧ r̂ = 0 e che r⃗ = rr̂, quindi:

j⃗ = rr̂ ∧ mrφ̇n̂ = mr2φ̇(r̂ ∧ n̂)

I versori n̂ e r̂ sono perpendicolari tra loro per definizione di n̂; il loro prodotto
vettoriale sarà quindi un versore perpendicolare al piano formato da entrambi, ovvero
l’ultimo vettore della terza disponibile, che chiameremo k̂. Il momento angolare ha
quindi espressione:

j⃗ = mr2φ̇k̂

Il cui modulo |⃗j| = mr2φ̇, ovvero costante. Definiamo a questo punto una nuova
grandezza del moto del pianeta, anch’essa costante, che chiameremo momento
angolare per unità di massa:

l = |⃗j|
m

= r2φ̇ = cost

Da questa definizione posso ricavarmi la derivata dell’angolo φ̇ = l
r2 , che dipende

da una costante del moto, l, e da una funzione del tempo r(t).
Passiamo alla seconda parte della dimostrazione. Calcoliamo l’energia meccanica

del pianeta lungo il moto; sappiamo che essa è la somma dell’energia cinetica e
dell’energia potenziale gravitazionale (per semplicità, consideriamo che il pianeta
non subisca altre forze):

E = K + U = 1
2mv2 − G

Mm

r

Per sfruttare questa espressione, dobbiamo calcolare v2, che possiamo anche
scrivere come v2 = v⃗ · v⃗. Svolgiamo i calcoli, ricordando che v⃗ = ṙr̂ + rφ̇n̂:
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v2 = v⃗ · v⃗ = ṙ2 + 2ṙrφ̇ (r̂ · n̂)︸ ︷︷ ︸
=0

+r2φ̇2 = ṙ2 + r2φ̇2

Ricordando che φ̇ = l
r2 , sostituiamo nella formula dell’energia questo valore

trovato per v2:

E = 1
2m

(
|ṙ|2 + l2

r2

)
− G

mM

r

Questa è l’espressione dell’energia in funzione del tempo. A noi interessa trovare
l’equivalente in funzione dell’angolo; per far ciò dobbiamo compiere qualche cambio
di variabile.

Per prima cosa, diciamo che la derivata rispetto al tempo viene indicata col punto,
quindi ṙ e φ̇ sono derivate rispetto al tempo; per indicare la derivata del raggio
rispetto all’angolo, ovvero dr

dφ , useremo l’apicetto, quindi

r′ = dr

dφ

ṙ = dr

dt

Possiamo esprimere ṙ in funzione dell’angolo, ovvero:

ṙ = dr

dt
= dr

dφ

dφ

dt
= r′φ̇ = r′ l

r2

Definiamo a questo punto una funzione dell’angolo:

u(φ) = 1
r(φ)

La cui derivata è u′ = du
dφ = − r′

r2

Poiché, dal calcolo fatto poco fa, abbiamo trovato ṙ = r′ l
r2 , possiamo infine

scrivere:

ṙ = −u′ l

Alla luce di tutto quel che abbiamo detto finora, andiamo a fare le dovute
sostituzioni nell’espressione dell’energia:

E = 1
2m

 |ṙ|2︸︷︷︸
=u′2l2

+ l2

r2︸︷︷︸
=l2u2

− G
mM

r︸ ︷︷ ︸
=GMm u

E = 1
2m(l2u

′2 + l2u2) − GMm u

che, finalmente, è l’espressione dell’energia in funzione dell’angolo. Da questa espressio-
ne posso semplificare la massa del pianeta m: come si è ormai visto, essa non influenza
il moto del pianeta; inoltre, poiché l’energia è costante, avremo semplicemente che:

1
2(l2u

′2 + l2u2) − GM u = E

m
= cost
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Quest’espressione finale è tutto ciò di cui avevamo bisogno. Ora, non ci resta che
derivarla.

d

dφ

(1
2(l2u′2 + l2u2) − GM u

)
= 0

1
2 l2 (2u′) u′′ + 1

2 l2 (2u) u′ − GMu′ = 0

l2u′′u′ + l2uu′ − GMu′ = 0

u′′ + u = GM

l2

Scritta così non è proprio il massimo; quel che voglio vedere, in realtà, è:(
u − GM

l2

)′′
+
(

u − GM

l2

)
= 0

Questa espressione la riconosciamo tutti: è la classica espressione di un oscillatore
armonico. Sappiamo la sua soluzione:

u − GM

l2
= c cos(φ − φ0)

La costante φ0, in realtà, è arbitraria: essa dipende dalla scelta del sistema
di riferimento. Poiché si può scegliere il sistema in qualsiasi modo lo si voglia, ne
prendiamo uno tale che 0φ0 = 0, in modo da poterla non considerare nell’espressione.
La costante c invece è un numero reale qualsiasi: quella che abbiamo scritto sopra
non è la soluzione particolare al problema, bensì la generale, che comprende tutte le
possibili soluzioni.

Dalla scorsa espressione mi ricavo u(φ):

u(φ) = GM

l2
(1 + e cos φ)

Cosa è quella e? Da dove è uscita? Non è la costante di Nepero, bensì viene
chiamata eccentricità, e il suo valore, in questo caso, è:

e = c l2

GM

È giunto finalmente il momento di ritornare a r(φ) = 1
u(φ) :

r(φ) = 1
u(φ) = a

1 − e2

1 + e cos φ

La costante a = l2

GM(1−e2) rappresenta, come vedremo tra poco, il semiasse
maggiore dell’ellisse. Abbiamo finito con i cambi di variabile in questa dimostrazione.

L’equazione finale di r(φ) è la funzione che definisce la traiettoria del moto
del pianeta. È stata ardua, ma ce l’abbiamo fatta. Ora dobbiamo solo fare alcune
considerazioni.

Per l’eccentricità e si distinguono tre casi:

0 ≤e < 1
e = 1
e > 1
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Nel primo caso, la traiettoria sarà un’ ellisse; in particolare, una circonferenza
nel caso e = 0. Nel secondo caso avremo invece una parabola, mentre nel terzo
un’iperbole. Poiché l’unica di queste traiettorie a essere chiusa è l’ellisse, e sappiamo
che i pianeti non vanno in altri sistemi solari, possiamo concludere che l’orbita dei
pianeti è un’ellisse. È dimostrata la prima legge di Keplero.

Prima di chiudere la dimostrazione, vediamo come a è il semiasse maggiore;
ricordando l’espressione r(φ) di sopra:

• se φ = 0, allora avremo r = a(1 − e) = r−, la minima distanza dal Sole,
chiamata perielio;

• se φ = π, allora avremo r = a(1 + e) = r+, la massima distanza dal Sole,
chiamata afelio.

Per tutto il moto, avremo che r− ≤ r ≤ r+; inoltre

r− + r+ = a(1 − e) + a(1 + e) = a(1 − e + 1 + e) = 2a

Quindi, in conclusione, a = r−+r+
2 è il semiasse maggiore dell’ellisse.

Dimostrazione della terza legge

La dimostrazione della terza legge sarà veloce. Valgono tutte le considerazioni e le
soluzioni trovate nelle precedenti dimostrazioni. Per semplicità di calcolo prendiamo
il caso in cui e = 0, ovvero la traiettoria è una circonferenza. Con qualche calcolo in
più è possibile compiere questa dimostrazione anche nel caso generale dell’ellisse, ma
non sentiamo la necessità di farlo.

Se la traiettoria è una circonferenza, il moto del pianeta sarà un moto circolare
uniforme. La sua accelerazione centripeta sarà:

ac = v2

r
= ω2r

La forza centripeta, nel moto di un pianeta, corrisponde alla forza di gravitazione:

fc = fg = mac

G
Mm

r2 = mω2r

ω2r3 = GM = cost

Ricordando l’espressione che lega periodo e velocità angolare ω = 2π
T , avremo

che:

4π2

T 2 r3 = GM

r3

T 2 = GM

4π2 = cost

Questo vuol dire che r3 ∝ T 2, come volevasi dimostrare.
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2.2 Considerazione col problema dei due corpi
Tutte le considerazioni fatte in questo corso hanno presentato un’importante assun-
zione: che m << M . Facciamo una bene considerazione finale, sfruttando il problema
dei due corpi.

Il caso della forza di gravitazione è un caso molto particolare: è una forza di
interazione che comprende, nel suo modulo, le masse dei due punti. Studiamo il moto
del corpo con massa minore, tenendo conto il problema dei due corpi:

f(r) = µ
d2r

dt2 = G
m1m2

R3 r⃗ = G
µMtot

R3 r⃗

In questo caso, il corpo di massa minore viene considerato come se avesse la
massa ridotta, mentre il corpo di massa maggiore viene considerato avere la massa
totale del sistema. Non rifaremo tutte le dimostrazioni di questo corso, basta sapere
che, tenendo conto di queste due considerazioni, i risultati ottenuti sono identici e
valgono quindi il teorema di Gauss e le leggi di Keplero, anche senza considerare,
come abbiamo finora fatto, la massa del pianeta trascurabile.
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