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Richiami di relativita ristretta

1.1 La non invarianza delle equazioni di Maxwell

In questo corso utilizzeremo il cosiddetto sistema di unita di misura di Gauss
razionalizzato. Con questa scelta, le equazioni di Maxwell si scrivono:

. . 10B . - 10E J
E4+—-—=0 B-——— ==
VX +08t VX c Ot c

Notare che, in questo sistema, i campi elettrico e magnetico hanno la stessa unita
di misura.! L’equazione per la forza di Lorentz, invece, é:

—

ﬁ:q@HXE)
C

Possiamo vedere anche da quest’ultima equazione che E e B hanno la stessa unita
di misura: ¥//c & infatti un termine adimensionale; inoltre, sfruttando quest’equazione
possiamo ricavare 1’espressione della carica in funzione di altre unita di misura del
Sistema Internazionale.

In ambito relativistico useremo anche unita di misura naturali, ponendo ad
esempio ¢ = 1; per reintrodurla nelle equazioni si utilizzano considerazioni di tipo
dimensionale.

Poste nella forma che abbiamo appena scritto, le equazioni di Maxwell sono
inconsistenti col principio di relativita galileiano. Mostriamolo.

Supponiamo dunque di avere due sistemi di riferimento, che chiamiamo K e K’,
cartesiani con assi paralleli. Consideriamo in K un punto di raggio vettore 7, al quale
associamo un istante t. Supponiamo che K’ sia in moto rettilineo uniforme rispetto
a K, e di modo tale che all’origine dei tempi i due sistemi di riferimento coincidano:
sia Ut il raggio vettore dell’origine di K’ in K (con 0, ovviamente, la velocita con
la quale K’ si sta muovendo rispetto a K). In K, lo stesso punto ha raggio vettore
7" e associato 'istante . In questo modo:

!Tuttavia, le espressioni di E e B diventano "strane", per la comparsa di fattori 47 dovuti alla

razionalizzazione di questo sistema. Ad esempio, in questo sistema il modulo del campo elettrico
e

42’

generato da una carica e puntiforme a distanza r da essa vale E =
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— — —
T =7 — gt L
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Vogliamo ora determinare delle trasformazioni fra K e K’ che lascino invariate
in forma le equazioni di Maxwell come le abbiamo scritte prima.

Supponiamo dunque che sia I’equazione della forza di Lorentz a restare invariata.”
Si ha:

K m6:q<ﬁ+vx§>
c

—

4
N U _,
K': mad=¢ <E’—|— ><B'>
c
Come conseguenza delle trasformazioni di Galilei e della legge di composizione
delle velocita, le accelerazioni sono le stesse nei due sistemi di riferimento, e quindi
d = a; sperimentalmente risulta anche che q = ¢'.

Dunque, in K

— = .
mﬁlqu<E/+va/> - md:q<El+U voxB/>
c c

Dobbiamo dunque trovare delle trasformazioni per £ e B che rendano invarianti
le equazioni di Lorentz per ogni ¥. Si dovra dunque avere:

B=B E=E+2xB
C

Adesso, sfruttando queste leggi di trasformazione, vogliamo verificare se le
equazioni di Maxwell siano effettivamente invarianti. Innanzitutto si ha:®

o 9oz oot D L, =
o " oror Totor ox V"V

0 _oor oo 9 9 __ o 0
ot~ oxior ' otor  oxt ° ot or " ot
Quindi, ad esempio, V' - B = V - B = 0. Inoltre:
., o 10B" o (= @ =5\ 1, = - 10B
l / - — -~ “(Un - -
VXE+c8t’ VX(E+CXB>+C(0 V)B+c<9t
. . 108 o = L
:vXE++V><(”°><B>+(*O V)B
c Ot c c
—_———

Ora, poiché in generale

—

V x (@xb)=av-b)— (@ -V)b—b\V-a)+(b-V)a

2Nota: nella seconda riga non compare c’. La velocita della luce nel vuoto ¢ infatti una costante
universale; in fondo ¢ come se al suo posto ci fosse semplicemente un numero.

3Questi risultati si ricavano applicando la derivazione composta alle leggi inverse di trasformazione
delle coordinate, ossia: ¥ =7 + vpt, t = t'.
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e considerando che % non dipende da nessuna delle tre coordinate cartesiane (dunque
V - 9y/c =0), si avra:

L. 5 =\ - 1 -
(V'B)—(UO-V)BJr(ﬁo-V)B:O
N—— & C
=0

Sembrerebbe dunque che tutto fili liscio. Pero, considerando che p’ = p (la carica

e i volumi si conservano):
.(”0 y g)
c

-,

X b), allora si ha:
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= 5 NN U = = o (7 10E
V'~E’:p+B-(V><CO)—UO-(VxB):p_UO.<3+ 9 )75/)

c c \c coat
—_—— -~
=0 20

Dunque, le equazioni di Maxwell non sono invarianti. Lo stesso risultato si sarebbe
potuto raggiungere imponendo che fossero altre equazioni ad essere invarianti, rispetto
a quella usata da noi (I’equazione della forza di Lorentz).

1.2 | postulati della relativita ristretta e il formalismo covariante

Come abbiamo appena visto, le equazioni di Maxwell non sono compatibili col
principio di relativita galileiana; per risolvere il problema bisogna "estendere" le
trasformazioni di Galileo, o meglio I'intera meccanica formulando la relativita
ristretta.

Quest’ultima si fonda su tre postulati:

1. lo spazio € omogeneo e isotropo, il tempo omogeneo;
2. le leggi della fisica sono le stesse in tutti i sistemi di riferimento inerziali;
3. la velocita della luce ¢ la stessa in tutti i sistemi di riferimento inerziali.

Il primo postulato & condiviso con la meccanica classica. Il secondo solo in parte:
stavolta sono tutte le leggi della fisica, elettromagnetismo compreso, a dover essere le
stesse fra osservatori inerziali. L’ultimo postulato, invece, € esclusivo della relativita.

Definiamo dunque spaziotempo 'insieme di tutti gli eventi fisici; si tratta di uno
spazio quadridimensionale, in quanto in un dato sistema di riferimento ad un evento
sono associati quattro numeri: uno per la sua localizzazione temporale e gli altri
tre per quella spaziale. Indichiamo questi quattro numeri con z# = (2%, 2!, 22, 2%)
(con la convenzione che gli indici greci rappresentino numeri variabili fra 0 e 3) ove
20 = ct, 0 2% =t se si usano unita naturali (nelle quali ¢ = 1); si pud anche scrivere
z" = (t,2%) (con la convenzione che gli indici latini rappresentino numeri variabili
frale3) ozt =(t2).

Definiamo poi intervallo fra due eventi infinitamente vicini z* e x* + dx* come:

ds® = dt* = Y (dz')* = ny, da* da¥

3
ove 1, € l'elemento (u,v)-esimo (cioe quello sulla p-esima riga e sulla v-esima
colonna) della matrice 4 x 4 7, detta metrica di Minkowski (“metrica” perché &
una generalizzazione a quattro dimensioni del concetto di “distanza” fra due punti):
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3
|
o O O =
]
|
—_

Da notare che il fatto che siano gli ultimi tre indici (quelli spaziali) ad avere
il segno negativo € una pura convenzione: in letteratura si puo anche trovare n =
diag(—1,1,1,1).

Per n*¥ si intende 'elemento (u, v)-esimo della matrice inversa di 7, e dunque:

77“”771//3 — 5up

ove ¢ ¢ la delta di Kronecker. Numericamente, pero, I'inversa di n coincide con 7
stessa.

Dato un evento, ogni sistema di riferimento inerziale associa ad esso una diversa
quadrupletta x*. Vogliamo dunque capire quali siano le trasformazioni fra sistemi di
riferimento inerziali. Non ripercorriamo tutto il ragionamento, perché lo abbiamo
gia visto in altri corsi. Si determina che, se K e K’ sono due sistemi di riferimento
inerziali, la legge di trasformazione delle coordinate di un evento da K a K’ ¢ del
tipo:

't = A* 2V + ot

con A* elemento (u,v)-esimo’ della matrice 4 x 4 A e a* elemento u-esimo di
un quadrivettore costante qualunque (che fisicamente rappresenta una traslazione
spaziotemporale). Si tratta dunque di una trasformazione lineare. Inoltre, poiché ds?
dev’essere invariante per il terzo postulato della relativita, la matrice A dovra essere
tale che:

da'" = AF dax”  ds® = ds? =
= N dz* dz” = nyda’™dz’ =, A¥ dxP N, dz” =
= Npodx’dz” = 1y, A, dz’ N dz® Vda", d2® =

= U#VAMpAVU - 77PO'

E dunque quest’ultima la relazione che devono soddisfare le matrici A, il cui
insieme ¢ detto gruppo di Lorentz.

Le relazioni con gli indici sono, ovviamente, relazioni componente per componente
fra matrici. In notazione matriciale, la condizione di appartenenza al gruppo di
Lorentz e:

n=A"nA

Spesso si indica il gruppo di Lorentz col simbolo O(1, 3), che indica il gruppo delle
matrici ortogonali (in realta le matrici del gruppo di Lorentz sono pseudoortogonali)
con i segni sulla diagonale non tutti uguali (il primo 1 indica che il primo termine
¢ positivo, e il 3 che gli altri sono negativi). Essendo ortogonali (in realta pseudo-
ortogonali), le matrici del gruppo di Lorentz sono invertibili, e si ha:

4Nota: I'indice di riga & sempre quello di sinistra, e 'indice di colonna & sempre quello di destra,
indipendentemente dalla loro posizione alto/basso.
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I=np'n=n"'ATpA = A '=y'ATp=nATy

In termini di indici, si ha:

(Ail)#u = 77“’) Aop Nov = Ky‘u =< Ay‘u
~—
(AT)G

L’insieme delle trasformazioni fra sistemi di riferimento inerziali ¢ pero piu
ampio del gruppo di Lorentz, perché puo contenere le traslazioni spaziotemporali.
Quest’insieme di trasformazioni pitt ampio (cioe il gruppo di Lorentz con comprese
le traslazioni spaziotemporali) ¢ detto gruppo di Poincaré.

Ora, per il secondo postulato della relativita ristretta, se riuscissimo a scrivere
una legge fisica in termini di tensori, questa sarebbe covariante a vista, ossia
invariante in forma fra sistemi di riferimento inerziali. Cosa significa?

Supponiamo che in un sistema di riferimento inerziale K una legge si esprima come
A = B. In un altro sistema di riferimento inerziale K’ alla grandezza rappresentata
da A in K sard associata una quantitd A’, e parimenti alla grandezza rappresentata
in K da B sara associata la quantitd B’. Se A = B ¢ una legge covariante a vista,
cio significa che in K’ si ha A’ = B’. Entrambi i membri dell’equazione, dunque,
possono variare singolarmente, ma 1'uguaglianza (o, piu in generale, la relazione fra
le grandezze) resta inalterata.

1.3 | tensori

Facciamo adesso una "digressione matematica' sui concetti di tensore e di campo
tensoriale, che come abbiamo in parte visto (e come vedremo approfonditamente
in seguito) sono fondamentali per poter formulare una descrizione relativistica
dell’elettromagnetismo.

Cosa si intende per tensore? Un tensore ¢ una quantita che rispetto al gruppo
di Poincaré si trasforma linearmente in maniera ben definita.” Vediamo di capirlo
meglio per esempi.

Il piu semplice tensore possibile ¢ uno scalare: si tratta di una quantita rappre-
sentata da un numero, chiamiamolo ¢, che non trasforma fra sistemi di riferimento
inerziali: ¢ = ¢’. Esempi di scalari sono la massa o la carica di un corpo.

I1 primo tipo di tensore non banale ¢ il quadrivettore (controvariante), ossia
una quantita che in un sistema di riferimento inerziale ¢ rappresentata da quattro
numeri, e si trasformano rispetto al gruppo di Poincaré tramite la seguente legge:

a* = A", a”

Se per esempio in K si ha V# = W*# allora in K’ si avra V' = W*; un esempio
di quadrivettore ¢ dz*. Se si hanno due quadrivettori, V¥ e WH, ¢ facile vedere che
la quantita 7, V¥W" e uno scalare. Infatti:

D VW = 0 AL VPN, WO =, A A, VWO =
=NgpVIW? =, VIWY =
= VW =, VEWY

5 . . . . 7 T
°Matematicamente, un tensore forma una rappresentazione del gruppo di Poincaré, cioé una
maniera di associare ad ogni elemento del gruppo una matrice.
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Dati due quadrivettori, dunque, la loro contrazione ¢ uno scalare.

Definendo V), = 1, V¥, allora la contrazione fra V# e W*# si puo scrivere V,,WW*;
ovviamente V,W# = VIV .

I quadrivettori del tipo V,, sono detti quadrivettori covarianti; per capire come
si trasformano sfruttiamo la legge di trasformazione dei quadrivettori controvarianti:

Vi =n,V"=
=V, = V" = nuA, VP = 0N 0" Vy = AV = AV, =
=V, =MAV,

Generalizzando: un tensore di rango (m,n) ¢ un oggetto con m indici "alti" e
n "bassi', che indichiamo con T#1;:#m  che si trasforma per il gruppo di Poincaré
secondo la legge:
B m A Avn P
Tll/ll...un = Agll U A,gm AZ'11 U Ayan Toefgn
Adesso, che operazioni si possono compiere fra i tensori?
Prodotto tensoriale. Dati un tensore di rango (m,n) e uno di rango (k,¢), il
loro prodotto tensoriale & un tensore di rango (m + k,n + ¢) che ha come componenti
i prodotti algebrici delle componenti dei due tensori di partenza:

U1l 1ok M1 Ptk YU1. 1.
V ul..TZTN W Vi...Up = T V1~--Vn+e_v 1/1...1/nW V1...p

Contrazione degli indici. Dato un tensore di rango (m,n), contraendo k dei
suoi indici controvarianti con k di quelli covarianti si ottiene un tensore di rango
(m — k,n — k). Ad esempio partendo dal tensore T ’\“ZU, di rango (3,2), e contraendo
gli indici p e p si ottiene il tensore

AV pApy
W =17,

che ¢ di rango (2,1).

Caratteristica importante dei tensori sono le loro proprieta di simmetria o
antisimmetria. Un tensore S*” si dice simmetrico se S*¥ = S¥*, mentre un tensore
AP si dice antisimmetrico se A#” = — AY*. Da notare che nel caso di un tensore misto,
come puo essere T non ha alcun senso chiedersi se sia simmetrico o antisimmetrico;
la condizione T%, =T", non ¢ infatti invariante sotto trasformazioni di Lorentz.

_ 14 /1 v
Th =T, = TV £T",

Se un tensore € simmetrico o antisimmetrico, tale € in qualunque sistema di
riferimento inerziale.

Le proprieta di simmetria si estendono facilmente a tensori di rango maggiore:
un tensore si dice completamente simmetrico o completamente antisimmetrico se
valgono le relative proprieta di simmetria o antisimmetria per lo scambio di una
qualsiasi coppia di indici.

Dato un tensore 7},,, si definisce la sua parte simmetrica come

1
Ty = §(T;w + Top)

e la sua parte antisimmetrica come
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1
Tiyw) = i(TMV —Top)

Ovviamente, 77, e 1}, sono rispettivamente simmetrici e antisimmetrici, anche
se il tensore di partenza T}, non lo era.
Altro fatto importante € che la contrazione di un tensore simmetrico con uno anti-

simmetrico vale zero. Supponiamo infatti che S, sia simmetrico e A, antisimmetrico.
Allora:

S A = —8,, A = 8, A"V

cambiamo ora il nome degli indici (operazione lecita in quanto sommati, e dunque
muti): p — v, v — p. Allora:

S A = —8,, A" = §,, A" =

Per tensore invariante si intende un tensore che ha le stesse componenti in
ogni sistema di riferimento. In altre parole, T si dice invariante se T = THV--
Vediamo alcuni esempi:

U s . . . o v oo
e pM¥ & un tensore invariante, infatti: " = A“pA NPT = nhv.
« 0%, non ¢ un tensore invariante, infatti 6'*, = A¥,AY 677 # o,

o Il tensore di Levi-Civita ¢#7?, che ¢ un tensore completamente antisimme-

trico con £9123 = 1. Verifichiamo che ¢ invariante:

5/,Lu/po — A#(XA'V/BAP'\/A'U(s gaﬂ'yé

Quest’ultimo oggetto &€ completamente antisimmetrico rispetto allo scambio di
una qualsiasi coppia di indici; infatti, scambiando u con v:

Imvpo _ AV AR AP AO. Payd _ _ IHVPO
€ = A" A" AP A% ¢ =—¢
_gBavs
Ma di un tensore completamente antisimmetrico a quattro dimensioni, a meno

di multipli, ce n’¢ solo uno (fissata una “casella” del tensore, tutte le altre sono
automaticamente determinate). Dunque:

vpo
E/u po _ Lo

)

E un fatto (in sostanza ne & la definizione) che 2 = detA. Lo si pud “vedere’
facilmente in due dimensioni:

e se poniamo ad esempio u = 1 e v = 2 allora, tenendo conto che €2 = 1 e che
epup =0, si ha

AoA5e® =2 — 1= A A% + AToA? 2% = AT A% — ATpA%) = det A
Dunque:

g/MP? — det A eMP?
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Ma come conseguenza del fatto che A deve soddisfare la condizione del gruppo di
Poincaré si ha' che det A = 41, e quindi:

1
5/# pPo — :tg,uupo

In realta, quindi, € € invariante rispetto a tutte le trasformazioni di Lorentz con
det A = 1, mentre cambia di segno per quelle con det A = —1; & per questo che la
dicitura corretta per € € quella di pseudotensore invariante.

Ora, esistono altri tensori invarianti diversi da quelli visti? Ossia, esistono tensori
invarianti che non siano combinazioni lineari di n** e e*#79? La risposta, contenuta
in un teorema che noi non dimostriamo, € negativa: se T#”?? & un generico tensore
invariante, questo non puo che essere una combinazione lineare di € o di prodotti di
7, Ossia:

THYPO — qghvPo | bnuunpa + Cnppnua + dn,uanup

1.4 Campi tensoriali

Per campo tensoriale si intende un tensore le cui componenti sono funzione del punto
dello spaziotempo in cui vengono considerate.
Un campo scalare, dunque, sara uno scalare del tipo ¢(z) e che trasforma come:

p(z) = p(2')
Un campo vettoriale & una collezione di quattro numeri V#(z), ognuno dei quali
dipende appunto da x. I campi vettoriali trasformano come:

VIa) = MV (e) Vi) = AV ()

ma poiché 2/ = Az = 2 = A~ !2/, allora:

V@) = AR V(AT Vi) = AV (AT

e rinominando z’ con x:

VH(z) = AM VY (A ) Vi(x) = AV, (A )

Il gradiente di un campo tensoriale T},}/,% (x) si trasforma anch’esso come un
tensore, e lo si indica in questo modo:
0
i a1
BIeT TP = 0,TH
Questa notazione e consistente col fatto che il gradiente trasformi come un tensore
covariante; infatti considerando che ¥ = (A7!)” ,2’* si ha:

9 o 0 02¥
S Y G ) )

che ¢ proprio la legge di trasformazione di un tensore covariante. Percio:

= (A7)0, = A,V 0,

~ !
VA S A VA M1 2N oy
S W R ¥ b

SATHA = = det(ATnA) = detn = detAT detndetA = detn =—> detAdetA =
(detA)’ =1 = detA =41
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e quindi il gradiente di un tensore di rango (m,n) ¢ un tensore di rango (m,n + 1).

Tutto cio noi lo abbiamo appena visto in quattro dimensioni, ma puo essere
generalizzato a qualunque dimensione. Se per esempio passiamo da quattro a tre
dimensioni, tutto cio continua a valere con la differenza che la metrica, invece di
essere 1), ¢ 0;;, e le trasformazioni fra sistemi di riferimento sono le rotazioni
tridimensionali (che, come noto, sono rappresentate da matrici R tali che RTR = I).
In tre dimensioni, poi, non c’¢ piu differenza fra vettori covarianti e controvarianti
(per passare dall'uno all’altro si moltiplica per una &), A; = A’; per non confonderci,
pero, useremo sempre indici controvarianti anche per tensori tridimensionali.

Anche in tre dimensioni possiamo definire il tensore %%

completamente anti-
simmetrico con €23 = +1. Questo tensore & utile per definire i prodotti vettoriali;
p p

infatti, in termini di €%, se @ e b sono vettori si ha che:

~ i ijk = =i ijk 0
axb)=¢e"%a;b Vxad)'=e""—a
@x B = <ot (Fxa) =< o,
In questo modo, molte relazioni vettoriali sono piu facili da ricavare, tenendo
anche a mente alcune proprieta di €Y%, Queste sono (le si verificano "brutalmente"):

5ijk5ij€ = 25k€ 5ik£5imn = 5km6€n - 5knézm

Analoghe relazioni valgono in quattro dimensioni:

Vpo g
M7 pa = =607 o

(e analoghe per un numero diverso di indici controvarianti). Infine, in tre dimensioni
gli unici tensori invarianti sono € e §.

1.5 | gruppi di Poincaré e di Lorentz

Le trasformazioni di Poincaré sono caratterizzate dalla coppia (A,a) con ATnA = n;
queste costituiscono un gruppo, con la legge di composizione:

(A2, a2) - (A1,a1) = (A2Aq, Agaq + a2)

L’insieme (A,0) ¢ il sottogruppo di Lorentz, ed ¢ non-abeliano (cioé¢ non
commutativo); ¢ anche detto "gruppo di Lie", cio¢ ¢ un gruppo che puo essere
parametrizzato in modo continuo (le A formano uno spazio continuo di matrici).
Possiamo dunque chiederci se questo gruppo formi una varieta connessa (ossia tale
che si possa passare con continuita da un elemento all’altro) oppure no. Cosi come lo
abbiamo definito, il gruppo di Lorentz non & connesso; vediamo dunque meglio qual
¢ la sua struttura.

Abbiamo gia visto che per il gruppo di Lorentz vale det?A = 1, e dunque ci
sono elementi per i quali det A = 1 e altri per i quali det A = —1: variando in
modo continuo i parametri di una A con det A = 1, esso non potra che variare in
maniera continua, e pertanto con una trasformazione del genere sara impossibile
avere det A = —1. Questi due sottoinsiemi del gruppo di Lorentz sono pertanto
sconnessi fra loro. Consideriamo ora la componente (0,0) dell’identita ATnA = 7. Si
ha:

(A00)2 - (Aio)2 =1 = (A00)2 >1
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Dunque si presentano due nuove possibilita: o A% > 1 oppure A% < 1, e anche
stavolta con una trasformazione continua non sara mai possibile passare da una A
con A% > 1 a una con A% < 1.

Il gruppo di Lorentz ¢ quindi sconnesso, e composto da quattro componenti.
Di queste solo una pud essere un sottogruppo, ed & quella che contiene 'identita’;
questa & la componente con det A = 1 e AY% > 1, che di solito si indica con SO(1, 3).
e ha il nome di (sotto)gruppo proprio di Lorentz. Si verifica che SO(1;3). ¢
effettivamente un sottogruppo, e che & connesso. E questo il vero gruppo di simmetria
della natura: ’elettromagnetismo sarebbe infatti invariante per tutte le trasformazioni
del gruppo di Lorentz, ma altre interazioni fondamentali non lo sono, e I'unico insieme
di trasformazioni per le quali tutte le interazioni ad oggi note sono invarianti & proprio
SO(1;3)ec.

Per "saltare" alle altre componenti del gruppo di Lorentz partendo da SO(1, 3).
servono due trasformazioni discrete:

e la paritd P: (29, 2%) — (29, —2%)

« linversione temporale 7T : (z°, %) — (—29, 2%)

1.6 Le trasformazioni infinitesime

Poiché SO(1,3). & connesso, ha senso parlare di trasformazioni di Lorentz
infinitesime, ossia di trasformazioni "molto vicine" all’identita. Lo studio di esse
¢ molto utile per capire la struttura del gruppo e per ricavare ’espressione delle
trasformazioni finite.

Una trasformazione infinitesima sara del tipo:

AML/ = 5My + QMV

con |Q* | < 1; in notazione matriciale, A = 1 4+ Q. Vediamo dunque quali sono le
proprieta che deve soddisfare 2 affinché questa sia una trasformazione di Lorentz.
Poiché |OQ#,| < 1, nei conti trascureremo tutti i termini non lineari in €. Dunque,
partendo dalla condizione di appartenenza al gruppo di Lorentz:

AMpA=n = A+0)A+Q) =3 =
== 17+QT17+7)Q+QT7)Q:77 =
——
0(92)
— QTn = —nQ2
Se dunque definiamo w = {2, questa condizione & equivalente all’antisimmetria

di w:wl = —w = VT = —nQ = 97;7 = —n$2. Dunque, affinché una matrice
rappresenti una trasformazione infinitesima e necessario che

Wy = Mupf’,
sia antisimmetrica
Sfruttando questo fatto possiamo dedurre la dimensione dello spazio delle matrici
di Lorentz. Essa infatti & uguale alla dimensione dello spazio delle matrici antisim-
metriche 4 x 4, che & 6. Di questi 6 parametri liberi, 3 corrispondono alle rotazioni
tridimensionali e gli altri 3 ai boost lungo i tre assi. Il legame fra queste e w é:

"Per definizione, un gruppo deve contenere I’identita al suo interno.
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« Rotazioni: in questo caso w ha entrambi gli indici spaziali, w;; = —wj; e
wij = eijkgok , ove ©* ha il significato di angolo di rotazione attorno all’asse k.

e Boost: in questo caso gli indici di w sono uno temporale e uno spaziale,
win = —wo; = Bi, ove B; & la velocita del boost lungo ’asse 1.

Ora, come possiamo ricavare le trasformazioni finite da quelle infinitesime?
Definendo:

A:eQ:iQ—T<:1+Q+O(Q2)>

n=0 """

allora vale la seguente proposizione.

Proposizione. La matrice A cosi costruita ¢ una matrice del gruppo di Lorentz,
cioe vale (e2)Tne? = 1.

Dimostrazione. Definiamo A(t) = e!* e f(t) = ATnA — 7. Vogliamo dunque
dimostrare che f(0) = 0 V¢ Innanzitutto si ha:

f0)=0=A"(0)nA0)—n=n—n=0
—— O~

=1 =1
Inoltre,
9 O o\t 10 o, 9 w0
—f(t)= (e -ne e e
1) = o (e et 4 ()T
e poiché®
0
aetﬁ _ etQQ _ Qetﬂ
allora
0
a (t) — (etQ)TQTT] 6tQ + (etQ)TT]Q etQ _
— (etQ)T(QTT’ + nQ)etQ =0
ove I'ultimo passaggio ¢ dovuto al fatto che Q7n = —nQ.

Si puo verificare che, applicando questa procedura a casi particolari, ci si riconduce
alle rotazioni e/o ai boost. Ad esempio, se w ¢ tale che wis = —wo1 = @3 e Wy, =0
se pu,v # 1,2, allora calcolando 2 e €% si trova una rotazione di angolo @3 attorno
all’asse 3; partendo da wyg; = —wig = B1, invece, si ricava un boost di velocita 3

lungo l'asse 1.

8La prima uguaglianza la si verifica direttamente con la definizione di esponenziale di una
matrice, mentre la seconda vale perché 2 commuta con il proprio esponenziale, e anche questo lo si
puo verificare con la definizione stessa.
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1.7 Le grandezze del moto

Passiamo ora allo studio della cinematica relativistica.

La "traiettoria" di una particella si descrive in modo relativisticamente covariante
fornendo una curva z*(\) nello spaziotempo, ove A & un parametro. Questa curva
descrive effettivamente la traiettoria di una particella se sono soddisfatte le seguenti
condizioni:

dz? ( dx* ) 2 dzt dx¥
>

a0 o) Ty

La prima condizione implica che 2°()) (il tempo) sia funzione monotona crescente
del parametro A, e percio puo essere invertita per determinare A in funzione del
tempo. In questo modo la legge oraria Z(t) puo essere ricavata eliminando \ in favore
del tempo in x*. Se riscriviamo in questo modo la seconda condizione:

do doy <dt>2wm = <dt>2(1—v2) >0 = v <1
dX dX\ dA dt dt dA

ci rendiamo conto di come essa sia necessaria affinché la particella non assuma
velocita maggiori di c. Dato che in generale il cono luce di un quadrivettore A* ¢
I'ipersuperficie individuata da A*A,, = 0, la seconda condizione seleziona per ogni A
I’interno del cono luce della particella, mentre la prima condizione ne seleziona la
meta che si trova nel futuro. Dunque, queste due condizioni assicurano che per ogni
valore del parametro A la linea d’universo della particella sia sempre causale (cioe
interna al cono luce, e tale che anche il suo vettore tangente lo sia) e diretta verso il
futuro.

Vale inoltre 'invarianza per riparametrizzazione, ossia ¢ sempre possibile effettuare
il cambio di parametro A — A’ invertibile di modo tale che z#(\) — z*(N'(\)) =
ZH(\), e T rappresenta sempre la stessa traiettoria. Per via di questa "ridondanza', fra
queste quattro le funzioni fisicamente rilevanti sono tre (si ha la stessa informazione
che nel caso non relativistico): infatti una delle z#(\) rappresenta il tempo della
particella, e chiamandola ovviamente 2°()\) si pud porre:

PN =t—=A=Xt) z'(t) — ' (A1)
L’informazione fisica rilevante ¢ dunque contenuta in tre delle quattro funzioni.
Questa ridondanza puo essere sfruttata per fare scelte particolarmente utili. Le
due piu importanti sono:
A=t

Questo tipo di descrizione rompe esplicitamente l'invarianza di Lorentz. Con
questa scelta si ha:

. At .
P =) = 1)

Notare che quest’ultimo non € un quadrivettore.

A=3s

In questo caso s ¢ il cosiddetto tempo proprio della particella, ossia il tempo
misurato in un sistema di riferimento inerziale istantaneamente solidale con la
particella. In questo caso si ha:
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%:\/I—UQZV_I

Dal punto di vista geometrico, il ds € la distanza invariante fra due punti
infinitamente vicini sulla traiettoria spaziotemporale del corpo. Dunque:

[dxt dxV
ds = K a?’]uy d\

e, come noto s € uno scalare di Lorentz, e questo ¢ il motivo per il quale lo si usa
molto spesso. Pertanto, dz*/ds ¢ un quadrivettore, detto quadrivelocita:

dzt
po_ &
Y ds
Si ha che:
dz* dt dx* dz* dx ds ds
po_ 7 s 14 :77#’:77:
=y T a0 = e = e s

In base a cio si possono definire altre grandezze:

e Il quadrimomento: p* = mu*. Si ha che la sua componente temporale & I’energia
della particella, mentre quella spaziale € il suo impulso

o La quadriaccelerazione: w* = % = %%7(1; 7). Si vede facilmente che
whu, = 0. Infine, wH|z—o = (0,a), ossia la quadriaccelerazione nel sistema
di riferimento istantaneamente solidale con la particella ha come componen-
ti spaziali I’accelerazione stessa della particella in un sistema di riferimento

inerziale.

1.8 L'equazione del moto
Alla luce di quanto visto, I’equazione del moto della particella diventa:

%t

ds?

ove f# ¢ la quadriforza. Vogliamo considerare il caso in cui quest’ultima ¢ generata da
campi elettromagnetici. In formalismo non covariante le equazioni dell’elettrodinamica
sono scritte in termini di E e B ; per riscriverle in termini covarianti dobbiamo "creare"
un tensore a partire da essi. In questo caso, pero, non possiamo "estendere" EecBa
quadrivettori, perché non abbiamo niente da usare come loro eventuale componente
temporale. "Incorporiamo", dunque, questi due campi in un tensore antisimmetrico
FH: e necessario che F'*¥ sia antisimmetrico perché in questo modo non abbiamo
problemi di gradi di liberta: E e B in totale hanno sei gradi di liberta’, tanti quanti
quelli di un tensore antisimmetrico'’. Definiamo dunque questo tensore di modo che:

ffr=muw"' =m

In termini di questo tensore, le equazioni di Maxwell si scrivono:

9Tre per le componenti del campo elettrico e tre per quello magnetico.

107, condizione F"¥ = —F"* fissa infatti i valori della "diagonale del tensore" (si dovra avere
F#* =0), e fuori da essa rimangono 12 componenti vincolate fra loro: fissati i valori di sei di queste,
tutto il tensore € automaticamente determinato.
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N P N

le prime sono dette identita di Bianchi'', e sono le equazioni di Maxwell prive
di sorgenti (divergenza di B e rotore di E), mentre le seconde sono propriamente
dette equazioni di Maxwell (in seguito quando diremo "equazioni di Maxwell" ci
riferiremo a queste), e sono quelle in presenza di sorgenti (divergenza di E e rotore
di B ). Inoltre, nelle equazioni di Maxwell j” & la quadricorrente:

-,

3¥ = (pJ)

Dunque, tornando all’equazione del moto, si ha:

detta equazione di Lorentz. Queste tre equazioni che abbiamo visto sono "accop-
piate" fra loro: mentalmente possiamo pensare che le prime due (Bianchi e Maxwell)
servano per ricavare i campi date le sorgenti, mentre I'ultima (Lorentz) permetta di
ricavare il moto noti i campi. In realta il mondo € un po’ piu complicato: le particelle
generano si i campi, ma questi influenzano il moto stesso delle cariche che li generano;
cercare di risolvere esattamente il problema ¢ estremamente complicato, e lo vedremo
alla fine del corso. Ai fini pratici, possiamo tranquillamente trascurare ’azione di un
campo sulla particella stessa che lo genera.

1.9 Problema di Cauchy per le equazioni del moto

1.9.1 Equazioni di Lorentz

Vediamo ora alcuni metodi per risolvere le equazioni che abbiamo appena visto;
iniziamo dalle equazioni di Lorentz.

Vogliamo cercare di capire se in linea di principio le equazioni di Lorentz sono
risolvibili, e con quali condizioni iniziali.

d?zH dz,
Y /117
d82 eF (:L'(S)) ds

Sono quattro equazioni differenziali del second’ordine per x*(s), e pertanto

ammettono univocamente una soluzione con due condizioni al contorno, ossia ci

. . . . . . H . .
aspettiamo che la soluzione esista e sia unica se sono noti z#(0) e dd%(O). Fisicamente,

m

pero, conosciamo solo posizione e velocita iniziali della particella, ossia Z(0) e fl—f(O) =
7(0); abbiamo dunque 6 (3 4 3) condizioni iniziali, mentre dalle equazioni di Lorentz
ce ne aspetteremmo 8 (4 + 4). In realta, il problema é risolvibile, e lo si puo vedere
in due modi: covariante e non covariante.

Covariante

Dobbiamo "costruire" le 4 4+ 4 condizioni iniziali a partire dalle 3 + 3. Innanzitutto, s
deve soddisfare:

"'Nota: I'identita di Bianchi si puo scrivere come la permutazione ciclica 8, F, 40y Fppu+0p Fuw = 0
Infatti, poiché e#”*? ¢ completamente antisimmetrico: €"*??0, Fjs = €"?? 0}, F,5 = 0 e poiché ¢
non ¢ un tensore identicamente nullo, si deve avere 9}, F,,] = 0. Svolgendo il calcolo esplicitamente
(e rinominando gli indici) si ritrova la permutazione scritta sopra.
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dxt dx”
EEUW
Ci basta pero imporre questa condizione per s = 0. Vediamo perché. Se infatti
vale ’equazione di Lorentz:

=1 Vs

d (dx“ dxu> _ At day, 2 da” dat)

@ axu Y _ 2R
ds\ ds ds ds? ds m® o (2(5)) ds ds
dzt dz¥

Quindi, supponendo valide le equazioni di Lorentz, la quantita -7, €
costante, e se vale 1 per s = 0 varra 1 per ogni s. La quadrivelocita, dunque, dovra
essere tale per cui inizialmente u*u"n,, = 1, e dunque non ¢ un quadrivettore
arbitrario. Supponiamo dunque di conoscere Z(0) e ¥(0), allora posto ad esempio

21(0) = (2°(0) = 0; #(0)), si ha:

E oy = L1 w0y
as VT i

In questo modo ¢ soddisfatto il vincolo uu"7,, = 1 per s = 0, e dunque per ogni

Non covariante

Passiamo dalle incognite a#(s) a Z(t), esprimendo tutto in termini di ¢ invece che di
s:

dut d ( dxt dx
— K . _ 12% — _ 124 v
0=H":=m I eFH (z)u, = V{mdt <V o > eFH (z) o ]

Queste sono quattro equazioni differenziali del second’ordine rispetto alle tre

di(t) 1

incognite Z(¢). Quindi, al posto di % si trova <1; o ), ey = - Vediamo
1-(&)

ora che una di queste equazioni e ridondante:

u, H = muu% — eF[W]u(“u") =0
Esiste dunque una combinazione lineare delle H* che € nulla, e pertanto basta
risolverne tre per risolverle tutte (I'ultima & determinata da questa combinazione
lineare). Infatti, ad esempio:

Basta quindi risolvere le componenti spaziali di H=0:
d v(t) . -
— | ——=——= | = e|E(Z(t),t U(t B(Z(t),t
mﬁ<1ww> e| E(@(t), 1) + 0(t) x B#(t),1)]

che sono equazioni differenziali rispetto alle incognite Z(t) per le quali conosciamo le
condizioni iniziali; pertanto, sono risolvibili. Inoltre:

dt| /1 — o2

d .
Hy=0 = — [m(t)] = eE(Z(t), 1) - 7(t)
(che ¢ I'equazione della potenza). Poiché per quanto appena visto H=0 implica

Hy = 0, 'equazione della potenza ¢ implicata dall’espressione di m% (ﬁ(t)>

1-72(t)
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1.9.2 lIdentita di Bianchi e invarianza di gauge

Vediamo ora invece come si risolvono in generale le identita di Bianchi:

4778, Fpy = 0

Il lemma di Poincaré ci permette di risolvere in generalita queste equazioni: questo
lemma asserisce che ’equazione ¢ vera se e solo se il tensore antisimmetrico F},, si
puo scrivere come:

F, =0,A, — 0,4,

ove A, ¢ un quadrivettore. Cio ¢ inoltre vero localmente, ossia in un intorno sufficien-
temente piccolo del punto considerato; globalmente, invece, cid pud non essere vero.
Nel nostro caso (cioe in spazi del tipo di R™), tuttavia, cio € sempre verificato; A, &
detto quadripotenziale. Non verifichiamo qui il lemma, ma ci limitiamo a dimostrarne
una implicazione, ossia che se F},,, puo essere scritto come F),, = 9,4, — 0, A,,, allora
valgono le identita di Bianchi. Vediamolo:

P, Fpy = €M7 0, (0p A — 95 A,) = 26"P99,0,) Ay = 0

ove alla seconda uguaglianza abbiamo eseguito la moltiplicazione e nel secondo
termine rinominato p con o e o con p. Il quadrivettore A,, pero, ¢ particolare: non
¢ univocamente definito. Cio significa che dato un F),, esistono pin A, tali che
F,, =0,A, —0,A,. Questa "ridondanza" per A, ¢ detta invarianza di gauge; per
comprenderla meglio, consideriamo la trasformazione:

Ay — A+ A

con A(x) campo scalare generico. Allora si ha:

Fu — 0,(Ay + 0,A) — 0, (A, + 0,A) = 0, Ay — 0 AL + 0,0, A — 0,0, A = F,,

e quindi la trasformazione A, — A, 4+ 0,A lascia invariato F),,, ossia i campi
elettrico e magnetico. Da notare che mentre F),,, ha un significato fisico effettivo
(ossia lo si puo misurare), A, no (perché i potenziali sono definiti a meno di invarianza
di gauge). Si possono, volendo, imporre condizioni (dette di gauge fixing) che rendano
A, ben definito. Un esempio di gauge fixing ¢ la gauge di Lorenz:

0, A" =0
In questo caso, infatti, applicando la trasformazione di prima si ha che:
oA = 9, A" +9,0"\ = 9,0'A # 0
=0

Quindi in questo caso, a meno che A sia tale che 9,0"A = 0 (in questo caso si
parla di gauge residua), A, € univocamente definito.
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1.9.3 Equazioni di Maxwell e quadricorrente

Ora, invece, come si risolvono le equazioni dinamiche?

O FM = j¥
Innanzitutto, affinché quest’equazione sia soddisfatta, 7¥ non puo essere un
quadrivettore arbitrario. Infatti:
80,0, F" = 0,j" = 0,j" =0

Quest’equazione esprime la conservazione della carica. Espressa in notazione
tridimensionale diventa:

che e proprio I'equazione di continuita della carica. Ci chiediamo ora: che espressione
esplicita ha j¥? Il caso piu semplice possibile ¢ quello di una particella carica in moto.
Se e ¢ la sua carica, Z(t) la sua traiettoria e ¥(¢) la sua velocita, allora in notazione
tridimensionale si ha:

-

p(#t) = ed®(F—3(1) (@ 1) = et(1)6® (& — #(1))

ove 6 & la delta di Dirac tridimensionale. In generale, quindi, la quadricorrente &
un quadrivettore le cui componenti sono distribuzioni matematiche.

1.9.4 Cenni sulle distribuzioni

zeri dif ‘fl(xn)‘

f(@)d(z —a) = fa)é(x — a)
Il prodotto di due distribuzioni non ¢ una distribuzione: §(z)d(x) = §(0)d(x),
infatti, non ha senso. La ¢§ inoltre si puo generalizzare a piu dimensioni:
§D(z—a) =0’ —a%)---6(z° — a®)
Trasformata di Fourier di una distribuzione F(z):

F(k) = (2;)2 / TR p(g)dtes F(z) = @ / e*r B (k) d*k

Una trasformata notevole ¢ quella della §:
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1.10 Le distribuzioni in elettromagnetismo e le leggi di conservazione

Dunque, le grandezze con cui si ha a che fare in elettromagnetismo sono comunque
da considerarsi distribuzioni. Ad esempio, per una carica puntiforme ferma si ha:

con r = |Z|. Vediamo cosa succede se proviamo a verificare la validita delle equazioni
di Maxwell fuori dall’ambito distribuzionale. Innanzitutto notiamo che:

o e [ . iy
B = oY —3
ozt Amy3 ( r2 )

Pertanto:
V x E=c"%9,E, =0
perché £9* ¢ contratto coi tensori simmetrici dji € x;x). Inoltre:
V- E=8E =—"_(3-3)=0
473

Trattando quindi i campi come funzioni e non come distribuzioni si giunge ad
assurdi; le relazioni che abbiamo usato sono infatti ben definite solo per r # 0.
Vediamo quindi cosa cambia in ambito distribuzionale':

/ OE o(T)d3% = — / FEI aii‘p(f) 37 = — lim EJ aiigp(f) B3z =

e—0 || >e

Ove l'ultimo passaggio ¢ lecito in quanto l'integrale ¢ convergente (E7 ~ 1/r?);
da notare anche che il primo integrale, pensato come integrale di funzioni, non & ben
definito in quanto 0;E7 ~ 1/ r3 per r — 0. Dunque:

o _. 0 ,
= lim 7 ) p(Z) d*% — lim (B (7)) d*F
£230 |x>e<8x’ ) #(@) £230 |z|>e 0T ( #l )>
Il secondo termine si calcola applicando il teorema di Gauss e trasformandolo
in un integrale di superficie. Il contributo sul bordo all’infinito ¢ nullo perché sia il
campo elettrico sia ¢ si annullano all’infinito. Del secondo integrale resta dunque il
contributo:

li Ep(7) d¥;

851’(1) |a’;‘:5 gp(l‘) ’
ove d¥; = n; d¥ = n; dQe?, e n' = x'/r versore radiale (da notare che il contributo
cambia segno perché n' ¢ diretto verso l’esterno della palla di raggio €, mentre il
versore uscente dal dominio |z| > & punta verso il suo interno). Dunque, questo
contributo & uguale a:

lim EQin—jni@(f) dQ) = lim / ininj«p(:i_f) s
e—0 47 g2 e—0 4

121] conto & impostato di modo tale che, dopo, ponendo giuste condizioni, si possa ricavare sia
V-E che V x E.
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A questo punto, per determinare V x E si deve moltiplicare 'ultima espressione
trovata di [ 0;F7 (%) d3% per £7*, e il risultato ¢ 0 perché il tensore antisimmetrico
€7k viene contratto con dei tensori simmetrici (5j k, 2z e nind ); per determinare V-E
invece si pone i = j, e quindi il primo integrale nell’espressione di [ 8;F7 (%) d3% &
nullo, come avevamo gia calcolato (stavolta il calcolo € lecito in quanto 1’origine non
appartiene al dominio d’integrazione). Resta dunque:

8,E! o(7) d3Z = i  ning (&) dQ =

/ p(7) d°F = lim L ©(Z)
e e e

—_ — 1' r Q —_ — Q —_ — . 4 pr—
1 i \x|:€90(x)d 1?0 /|Hd 1. P(0) - dm

—epl0) = [ 6 (@)p() 7

Dunque, abbiamo mostrato che:

. | 1
V.o =-V. (v) =V’ = dni(x)

z
r3

1.11 La quadricorrente

Consideriamo ora una sorgente di campo elettromagnetico a simmetria sferica. Cio
significa che:

—

. i . N - i T . o
3 =17 5E) =t 1)

Assumiamo anche che le sorgenti di campo siano tutte confinate in una sfera di
raggio rq, ossia:

P =0 Gt #) =0 sel >ro

Il teorema di Birkhoff sostiene (non lo dimostriamo) che allora il campo generato
da questa distribuzione di carica al di fuori di rg € uguale al campo coulombiano:

e T -,

E(t,T) = w3 Bt =0 r>r

con:
e /jo(t, ) &%
La quadricorrente di una particella carica che si muove lungo la traiettoria Z(t) é:
7. 7) = e (0@ — #(1)); 5(1)0") (F - 7(1)))

Vogliamo dunque verificare che:

1. j# & un quadrivettore
2. j# ¢ conservato, ossia soddisfa 9,,7* = 0
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Per mostrarlo dobbiamo riscrivere j# in una forma che sia covariante a vista:

. S dxt
]“(t7 x) d)\

ovviamente questa formula e invariante per riparametrizzazioni. Verifichiamo che ¢
equivalente alla forma che abbiamo scritto prima:

——6W(x — z(N)) dX

“w
70,8 = e [ 80— 000 - E0)) d
I H
_ L 5O — 2 1)) = e P8O @ — #(1)) = 6D (1; 3(t))

=Z(t)

che € proprio la forma con la quale avevamo espresso j# prima. Vediamo ora che
trasforma come un quadrivettore; scegliendo come A un parametro invariante, si ha:

ot da™ (4)
JjH() =e d/\cs (@ —2'(\ d/\—e/A“ (A(z —x(XN))) dA
dz’ 6W(z — z(N))
— AM, g nA)
¢/ ax aetn P
dz” Ly v
=ANye ™ (x —x(N))d\ = A¥, 5" ()

Poiché siamo in ambito distribuzionale, dobbiamo mostrare che:

[ e@0u @) dz =0

Dunque:

/go(:v)@ j”d4$ = —/j“ﬁﬂgp(m) dz
= —6//6%0 5z — z(\) dA d*z

:—e/auap —d)\——e/d)\go ))dA=0

perché l'integrale di una derivata totale nel senso delle distribuzioni & nullo (sarebbe
la ¢ valutata sul bordo del dominio, che ¢ all’infinito, ove la ¢ si annulla).

1.12 Le leggi di conservazione

1.12.1 La carica

In generale supporremo di avere una qualche distribuzione di cariche e che valgano
le due proprieta appena dimostrate di j*; supporremo inoltre che la quadricorrente
si annulli all’infinito in modo che abbia senso parlare di carica totale, ossia:

lim (¢, )|7]* =
|Z]|—00

(in questo modo, tutti gli integrali su R? che coinvolgono la quadricorrente sono ben
definiti). Queste considerazioni hanno le seguenti conseguenze.
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Esiste una carica conservata

Infatti:
Bt = L+Vj
W' =0 = —+V.j=0
¢ definendo:

Qv ZZ/VP(t,f) &7

allora:

dQV 8/) 3 — / = 7 13 / =
dt at v Joz (V) J

ove X(V) & la superficie che contorna V. Ora, se V = R3:

d — —
Q:/ o33 Q:—/ a5 -7 =0
R3 dt Z(R3)

perché j si annulla all’infinito.

() € uno scalare di Lorentz

Vediamolo:

o= [ iz d%?:/ 00, 7) Bz
R3 R3

ove I'ultimo passaggio € dovuto al fatto che Q non dipende da ¢, e quindi I'integrale
puo essere valutato in qualunque istante. Cerchiamo ora di scrivere questa quantita
in termini di entita covarianti a vista. Si ha:

Q= [, o 9)5°@, 2) d'x

A questo punto, definendo:

H(z%) =

1 sez® >0
0 sex’ <0

la funzione theta di Heaviside (la cui derivata ¢ la delta di Dirac) allora:

Q= /30H 3020, &) d*x

Infine, poiché si ha 9;H (z") =
Q= / OuH (2°)j" () d'
Dunque:
Q= [ MO HE ' = [ A @R 0,H (@) det Al d'
R R

— / 8 3% (x)0,H (z"°) d*x = / 7Y (x)0, H(2"°) d*x
R4 R4
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A questo punto, vogliamo mostrare che la grandezza

Q-Q= [ 7 [0H") - 9,H:")] d'a

e nulla. Il problema & che la H non & uno scalare di Lorentz; riscriviamola quindi in
una forma pitt maneggevole. Sfruttando il fatto che 9, j" = 0:

@ -Q= [ 0.[1"@) (HE") - HGY)] '
= /R4 [00(°(2) (H (") = H(2%))) + V- (@) (H("°) - H(z")) )] da d*3

Sfruttando ora il teorema di Gauss:

x0=4o00
&z

Q' -Q= /R:s {jo(fc) (H(xlo) - H(IO)>]:E0:7OO
[ () - ) - ds

L’integrando del secondo contributo €& nullo perché j si annulla all’infinito. Per
quello che invece riguarda il primo contributo, per 2% — 400 si ha 20 = A%z0 +
A%z — 400, e dunque in questo limite H(2°) = H(2") = 1. Analogamente, per
2Y — —oo si ha 2% — —o0, e quindi H(z"0) = H(2") = 0. Pertanto:

/ /
Abbiamo dunque dimostrato che la carica si conserva per trasformazioni di
Lorentz proprie; si puo verificare che cio continua a valere anche sotto inversione
temporale.

1.12.2 Il quadrimomento e il tensore energia-impulso

In analogia a quanto fatto con la carica, si dimostra che si conserva anche il
quadrimomento:

py = (Ea pz)

Prima, alla carica avevamo associato una corrente j* tale che d,j* = 0; ora invece
abbiamo un quadrivettore, al quale possiamo ad esempio associare una quantita T
(fissato v, € lequivalente della corrente per la carica) che, affinché p” si conservi,
sia un tensore (detto tensore energia-impulso) e soddisfi 9, 7" = 0. Analogamente
a prima, supponiamo anche che T — 0 per |¥| — oo abbastanza velocemente.
Sempre in analogia con j#, a partire da TH" possiamo costruire la quantita:

= [ TV
v \%

che ¢ tale che:

B _ [ pings,
dt oV
Se V = R3, allora P* = Pﬂgg sara conservato e sara pure un quadrivettore. Non
ci riaddentriamo in questi conti, che sono gia stati fatti in altri corsi.
Le varie componenti di 7" hanno diversi significati fisici:
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1. T9 ¢ la densita d’energia

2. TY% ¢ la densita di quantitad di moto lungo i
3. T & il flusso di energia

4. T ¢ il flusso di quantita di moto lungo j

In una teoria Lorentz-invariante si pud sempre fare in modo (lo vedremo piu pre-
cisamente in seguito) che TH” sia simmetrico. Cio implica, ad esempio, che T = T%:
apparentemente pero queste due componenti del tensore energia-impulso sembravano
avere significati fisici diversi. In realta cio non ¢ del tutto vero: consideriamo infatti
un carrello che puo scorrere su dei binari in assenza di qualunque tipo di resistenza
(attriti ecc.). Supponiamo che su questo carrello sia presente una lampadina, che
a un certo punto emette luce: sara quindi osservabile un flusso di energia 7% # 0
attraverso il carrello, ossia equivalentemente un flusso di massa, e pertanto sembre-
rebbe che il centro di massa del sistema si sposti senza 'azione di forze esterne. Nel
momento in cui la lampadina viene accesa, pero, per la conservazione della quantita
di moto il carrello acquistera un certo p, e pertanto sara osservabile anche un 7% # 0.
Imponendo che il centro di massa del sistema non si sposti risulta proprio 7% = 7.

Ricaviamo ora ’espressione esplicita di T#¥. Consideriamo dunque 1’equazione di
Maxwell in forma covariante, e moltiplichiamola ad ambo i membri per F,*:

FIIA auF“V = jllFl/A
Dunque, considerando il primo membro:
E) 0, F™ = 9,(F F™) — (8,F,)F™
Il secondo contributo ¢ pari a:
1
—UAa(avaa)FW - _577M<8#Fm — Oy Fua) F" =

ove 'ultimo passaggio ¢ dovuto al fatto che, rinominando gli indici, 0, F, """ =
O F o F'F = =0, F,o 'Y, Dunque:

1 1
= 7*'0)\&(8#}71/04 + &/Fa,u)F'uV — QnAa(aaFMV)Fpu _

2
ove l'ultimo passaggio € dovuto al fatto che, considerando I'identita di Bianchi scritta
come permutazione degli indici, 0, F, + 0, Fy = —0aF),,. Dunque:

1 , 1
_ anaaa(Fu F,uzz) — au(477>\MFaBFaﬁ>

ove nell’ultimo passaggio abbiamo rinominato gli indici. Pertanto:

1
F 0, FM = +0, (F‘“’FM - 477*“F0‘5Faﬂ)

Cerchiamo ora di riscrivere il termine dell’equazione con j”; considerando il caso
in cui j” sia generata da una particella carica (nel caso generale di piu particelle
cariche la quadricorrente totale sara ovviamente la somma delle quadricorrenti delle
singole particelle):

j'(x)=e Cf;;\y<5(4)(ac —xz(N)dr = e/u”5(4)(a: —x(s))ds

Dunque:
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Y (@)F A (x) =e / w6 (2 — x(s)) F, N (x(s)) ds

ove abbiamo potuto scrivere F, M x(s)) al posto di F,*(z) per la presenza della 4.

Per I'equazione di Lorentz'’, m%" = eF),, (z(s))u,; dunque:

iV ()F A (x) = —m du’ — ()6 (x — x(s)) ds = m/u)‘d5(4)(x — x(s))ds =
ds ds
= —m/ $)0 5(4)(:U —x(s))ds
ove 'ultimo passaggio & dovuto al fatto che:
d dzt 0
D (p — - D (p = w0 W
ds(S (x — z(s)) 1o axﬂ(s)d (x —x(s)) u’0,0\ (x — x(s))
Dunque:

3 (x)F, N (x) = —0, [m/u)‘(s)u"(s)é(4) (x —x(s))ds

Per concludere, quindi, ponendo:

1
THY — P Fp” _ ZUW FeB Fa.p

emg
Th = m/u“(s)u”(s)5(4) (x —z(s))ds
si ha:

O (T +TH) =0

emg

Prendiamo quindi come tensore energia impulso:

TH = THY 4 TH

emg

Il tensore energia-impulso delle particelle puo essere riscritto come:
T (z) =m / wu’ 6D (z — x(s)) ds = m/u“u”&(:po —2%(5))08)(Z — Z(s)) ds
Usiamo la prima d per ricavare s = s(2%) = s(t); dunque:

ubu?

LoV
TE () = mutn’ 803 — (s()) = m 60— (1)) = DL 500 - (1)
“ds

ove nell’ultimo passaggio si € moltiplicato e diviso per m.
Il quadrimomento totale avra un contributo dal tensore energia-impulso dei campi
e delle particelle:

Pt = / IOk, d*F / Ty d*%

emg

(ed ¢ ovviamente una quantita conservata).

13Stiamo implicitamente supponendo che la carica che genera il campo sia esattamente uguale a
quella che interagisce con i campi (talvolta dette, rispettivamente, carica attiva e passiva). E un fatto
sperimentale che le due coincidano (o meglio, che il loro rapporto sia costante e posto pari ad 1).
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1.12.3 Il momento angolare

L’ultima legge di conservazione che ci resta da trattare ¢ quella del momento an-
golare. Assumiamo che esista il tensore energia-impulso 7" con le proprieta che
abbiamo detto (& conservato e simmetrico). Definiamo allora una nuova quantita,
che chiamiamo tensore densita di momento angolare:

MHB(z) = 2T () — 2PTH (2)

Si vede che ¢ un tensore antisimmetrico in a e f: MH#8 = —MHB*: ¢i sono
pertanto sei correnti conservate (le possibili scelte per i valori di « e 3 sono sei). Si
verifica che effettivamente queste sei correnti sono conservate:

OuMHP =0 Ya,p
Infatti:

8 MFF = 61, T,P + 2% 9,TH —6#3T,~ — 2P 9, = T°% — TP =
N—— N——
=0 =0
Ora: cosa sono le cariche associate a queste correnti? Sono (prevedibilmente) i
momenti angolari:

L= [ s gy — 4
R3 dt
Tre di queste correnti sono effettivamente momenti angolari, le altre tre le vedremo
in seguito (corrispondono a boost).
Supponiamo dunque di avere delle particelle cariche. Esplicitiamo L*? (sfruttiamo
Pespressione esplicita di TH" trovata prima):

=0

I3f = / (20T’ — P TE) a7 = 2 (1)p" () — 27 (1)p° (1)

Dunque:

LY =2 ()p/(t) — 27 (t)p'(t)

¢ un tensore antisimmetrico in tre dimensioni. "Costruiamo" con esso il vettore:

Lip = Se L = €023 (0)ph (1) = (1) x (1))

che & proprio il momento angolare della particella.

Da notare che la generalizzazione relativistica del momento angolare, che ovvia-
mente € un vettore, non ¢ un quadrivettore, come invece avviene per il quadrimomento.

Per ogni altro sistema, oltre alla particella libera, con tensore energia-impulso
simmetrico e conservato esiste un momento angolare come quello che abbiamo definito.
Ad esempio, nel caso dei campi elettromagnetici:

. 1 .. . . . . - 71
Limg = 567 Lk = £ / T, B3 = / |7 x (B x B)| &*z

Ove & x (E X é) =7 x § ¢ la densita di momento angolare del campo elettroma-
gnetico, che ovviamente & conservata. Cosa significano le altre componenti di L®?, in
particolare L%?
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K= L% — ¢ / T (1) d 7 — / H(OTO(F, ) &

Dunque, i K* dipendono esplicitamente da ¢, a differenza di quanto visto finora.
D’altra parte sappiamo che:
dK'
=0
dt

perché L®? & conservato. Qual ¢ il significato fisico di queste leggi di conservazione?

K'=1tP'— &y, (1)

cdm
ove x. 4, ¢ l'i-esima coordinata del centro di massa del sistema, e £ ¢ ’energia totale.
In meccanica non relativistica, infatti, si definivano le coordinate del centro di massa

di un sistema come:
_ [2p(Z,t) BT
- [ (@) d3F

In relativita si sostituisce alla densita p la densita d’energia, e dunque anche di
massa, 7%, Dunque:

Team(t)

cdm

o [T ) dE

T =
cdm £

Da notare che in questo modo, pero, il centro di massa relativistico non & piu un

¢ ) non trasforma come un quadrivettore. Sappiamo dunque

invariante, perché (¢, z%,,,

che:
e poiché dK*/dt = 0, K'(t) = K*(0) e quindi:
i
ti
E
Anche in meccanica relativistica, dunque, per un sistema isolato il centro di massa
si muove con velocita costante P*/€.

K'0) = —E2%4,(0) = 2ty (1) =

cdm cdm

+ xédm(o)



Il metodo variazionale

2.1 Sistema con gradi di liberta finiti

Andiamo ora a studiare come le equazioni del moto di un sistema (con gradi di
liberta sia finiti che infiniti, e quindi stiamo considerando sia sistemi composti da
particelle che campi) possano essere ricavate con un principio variazionale.

Le leggi di conservazione che abbiamo visto finora non sono un “caso” dovuto
alla struttura particolare delle equazioni del moto, ma derivano da un principio piu
profondo.

Supponiamo di avere un sistema con un numero finito N di gradi di liberta,
che indicheremo con ¢, (t) (n = 1,...,N). Come sappiamo, il nostro sistema sara
descritto dalla lagrangiana

N
L(on(t), on(t)) = Z Ly (n(t), #n(t))
n=1

A partire da questa si puo costruire I'azione del sistema:

= L(pn(t), (b)) dt

che ovviamente & definita una volta determinati ¢, e ¢,. Da un punto di vista
matematico, si tratta di un funzionale:

I = Ifpn(t)]

Le equazioni del moto del sistema sono equivalenti alle condizioni da porre sulle
p, in modo da rendere I stazionario:

STlpn(8)] = ~- Tlpn(t) + edpn()] =0 Vilpy

ove d¢,, sono funzioni qualunque di ¢ ma tali che dp,(t1) = dpn(t2) = 0.
Spesso si scrive anche:

61 pn(t)] = (I[Qon + d¢n] — I[‘Pn])

parte lineare in ¢,

La condizione dI[¢,(t)] = 0 restituisce come condizioni sulle ¢, le equazioni di
Eulero-Lagrange:

27
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oL _doL _
oo, dtOp,

Il metodo variazionale & conveniente perché ’'uso di una lagrangiana permette
di capire facilmente le simmetrie di un sistema, e le simmetrie della lagrangiana
“discendono” (vedremo poi come) alle equazioni del moto.

2.2 Sistema con gradi di liberta infiniti

Vogliamo ora estendere il tutto a sistemi con infiniti gradi di liberta, come i campi.

Supponiamo dunque di avere dei campi di qualunque tipo ¢, (¢, &) (con r indice
discreto del campo); assumiamo ad esempio che ¢, viva su una retta, e consideriamo
dei punti z; su questa retta a distanza fissa a fra di loro, e forniamo i valori (¢, z;)
del campo in corrispondenza degli x;. Si considera poi il limite a — 0.

In generale un campo, dunque, puo essere considerato come una collezione di
funzioni pz(t), una per ogni 7; la dipendenza di ¢ da & puo essere dunque pensata
come un indice (stavolta continuo, non piu discreto). La lagrangiana di un sistema
del genere, dunque, sara del tipo:

L= . L(p(t, T), 0up(t, 7)) &%
ove L ¢ detta densita di lagrangiana, e la derivata del campo ¢ 9, e non solo Jy
perché altrimenti non sarebbe invariante. La relativa azione sara dunque:

to
1= [TLit= [ L), 0up (o)) d'a
t1

In linea di principio, I potrebbe dipendere esplicitamente da z, ma nei casi che
considereremo cid non avverra.

L’integrale in d*z che definisce I ¢ esteso alla regione di spaziotempo compresa
fra gli istanti t; e to: la possiamo pensare come un cilindro le cui basi I'y e I's sono
lo spazio tridimensionale agli istanti ¢t = t1 e ¢ = t9, e il "bordo laterale" di questo
cilindro e la sfera all’infinito, che indicheremo con ¥ ..

Infine, le condizioni al contorno per i campi sono le solite: si assume che

lim (¢, Z) =0
|Z| =00

abbastanza velocemente. Anche in questo caso le equazioni del moto discenderanno
da:

0 p,0up] =0

Le variazioni d¢ dei campi sono funzioni che, come i campi, si annullano all’infinito
abbastanza velocemente, ma si devono annullare anche agli istanti t; e t9; percio, si
dovra avere 0p(t1, %) = dp(te, ) = 0 VZ. La variazione di I ¢ definita esattamente
come prima:

d
I == 7[ o=
I = ——1[p + adplla=o

Vediamo dunque che forma assumono le equazioni del moto dei campi:
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[ oc oL
oI = / a@(x)&p(x) + 08#90(33)58“80(@] d*r =

~ rloc 9,0L oL B
_/_8¢5¢_ 90,07 T O (aa 5¢> dla =
_ [loc _duoc 4 L 4
—/_&0 88“@]59061%4-/8#(88 (5<p>d:v
=A
E poiché:
t2 oL
A= / 5 d3*+/ dsy ~0
0000 1, T 00,

(il primo contributo si annulla perché le variazioni di ¢ si annullano su I'y e I'g,
mentre il secondo perché le variazioni di ¢ si annullano all’infinito) allora si avra:
oL  0,0L
L2\ Spdie =0 Vop — — =0

5I = / 9L _
dp 90 Op(r)  00up(r)

che sono proprio le equazioni di Eulero-Lagrange per i campi.

Affinché la nostra teoria abbia senso, bisogna che le equazioni del moto siano
covarianti. Cio avviene se I ¢ invariante di Lorentz; a sua volta, cio accade se e solo
se la densita di lagrangiana £ ¢ uno scalare di Lorentz:

oL 0,0L

1)

I'= s L(p(x), dup(x)) d'z

I, Iy
1= [ L@ e ds = [ L, o )t

O I

e affinché I = I’ & necessario che:

L(¢'(2'),0,¢(2")) = L((z), up(z))
(ricordiamoci che i campi non sono necessariamente scalari, possono essere di
qualunque tipo).

La densita di lagrangiana, poi, dev’essere locale. Cio significa che dev’essere una
funzione dei campi e delle loro derivate calcolati tutti nello stesso punto: 1’evoluzione
di un campo nel punto x infatti puo essere influenzata solo dai valori del campo e
delle sue derivate prime in x. Ad esempio, la densita di lagrangiana:

L= /w(x)w(y)(w —y)*d'y

non ¢ locale perché ¢ dipende sia da x che da y, anche se ¢ invariante di Lorentz.

La densita di lagrangiana, inoltre, non € unica: esistono piu densita di lagrangiana
che generano le stesse equazioni del moto, ad esempio moltiplicando i campi per una
costante o aggiungendoci una derivata totale. Supponiamo ora che:

L' =L+ 0,X"(p)

con X funzione generica. Allora:
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I'= /E’d%z[—i—/@MX“(go) dz =

T2 to .
— I+ / XO(p(a) 2| + / X' dSi(p) dt
I t1 Yo

Ora, il secondo integrale ¢ nullo perché, poiché i campi si annullano all’infinito,
anche una qualunque loro funzione lo fa. Il primo integrale, invece, € un funzionale
dipendente dai valori di ¢ su I'; e I'y: la variazione di questo termine ¢ dunque nulla,
perché nell’eseguirla si valutano variazioni dei campi sulle due ipersuperfici, dove si
annullano. Pertanto:

oI =461

2.3 Azione di una particella libera

Vogliamo ora scrivere esplicitamente la lagrangiana dell’elettrodinamica. Poiché
campi e particelle interagiscono, scriveremo prima separatamente le lagrangiane di
particelle e campi liberi per poi aggiungere il termine d’interazione.

In questo caso le variabili dinamiche sono le 2#()), e quindi abbiamo un sistema
con gradi di liberta finiti. Vogliamo dunque scrivere un’azione, cioé un funzionale di
x#(A), la cui variazione produca le equazioni "banali" della particella libera, cioe:

at _
ds

Questo funzionale dovra essere invariante di Lorentz, ma anche di Poincaré (cioe
invariante per traslazioni spazio-temporali); nella lagrangiana non potra dunque
comparire esplicitamente x*, ma solo le sue derivate. Inoltre, dovra essere quadratica
in dz#/d\, perché le equazioni del moto devono essere lineari.

L’unico invariante di Lorentz che possiamo costruire con le derivate di z* & il

tempo proprio:
dzt dx,,
ds=\" a P

I:/f(s)ds

Che forma ha dunque f(s)? La si determina imponendo che nel limite non
relativistico I si riconduca all’azione classica di una particella libera, cioé:

1
Tgass = /<2m02) dt + cost.

v 1
ds:\/l—Uth—<§—> (1—2v2>dt

Dunque, per confronto si ha f(s) = —m (il termine che moltiplica 1 & costante,
dunque lo si trascura perché la sua variazione ¢ nulla). Pertanto:

0

Si dovra quindi avere:

Dunque:
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I:—m/ds

Poiché pero I ¢ funzionale di z#(\), rendiamone esplicita la dipendenza:

A2 [dxk dx
B\ = — ——
I[z#(N)] m/\l FTP)\ d\

A questo punto, supponendo ovviamente dz# (A1) = dz#(A2) = 0, facciamo la
variazione di quest’azione:

dx“
SI[z"(\)] = —m LTI

A\ /dx; d;; d)\ dX A Md)\

Sfruttiamo ora l'invarianza per riparametrizzazione, usando s come parametro:

530” d\

S2 14
oIzt :—m/ d” d5a:uds—

52 d“ 52 d (dxt
—m/ <x>5mﬂds m/ (jéu)ds—
s

=0
52 . d (dxt
:m/51 ds(d )6:vuds 0 Voéz"

2zt _dp!
ds2  ds
Pertanto, I’azione di una particella libera e effettivamente:

A2 [dxh dx
I[z"(\)] = — T
()] nljil S

2.4 Azione del campo elettromagnetico libero

= m =0

Le nostre variabili dinamiche sono ora i campi. Potremmo ipotizzare che queste
variabili siano direttamente le componenti del tensore F*(z), e quindi potremmo
provare a scrivere un’azione come funzionale di F*(x). Cid perd non & possibile,
perché le equazioni di Maxwell sono otto (quattro date da e#*#?9,F,, = 0 e quattro
da 0,F" = 0), mentre F'*” ha solo sei componenti indipendenti: effettuando la
variazione di un funzionale di F'*¥ otterremmo quindi solo sei equazioni. Per utilizzare
il formalismo lagrangiano in elettrodinamica ¢ necessario pensare ai potenziali A*(x)
come variabili dinamiche: si tratta infatti di quattro variabili, e in termini di esse
eMP?9,F,; = 0 ¢ un’identita, e dunque le uniche equazioni che restano da imporre
sono 9, F'" = 0, che sono proprio quattro. Dobbiamo pensare all’azione di un campo
elettromagnetico libero come un funzionale di A*(x), ossia:

T[4 (2 /LA“)@N%»#

Dobbiamo quindi lavorare con entita che non sono direttamente quantita fisiche,
per via dell’invarianza di gauge.
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Come possiamo dunque scrivere I di modo che sia invariante di gauge? Sicura-
mente non potra comparire direttamente A,; I'unico oggetto costruito con esso che ¢
gauge-invariante ¢ F*¥. Pertanto £ potra dipendere solo dalle derivate prime di A,
e nella forma di F*:

L= L(F™ ()

Inoltre, siccome le equazioni dei campi sono lineari in F*¥, la lagrangiana che
cerchiamo dovra essere quadratica in F*”. Gli unici invarianti quadratici che si
possono costruire con F'*” sono F*Fy,, e et"P? F),, F,;. Dunque:

L= aF"F,, + Be"" F,F,,

In realta pero dev’essere 5 = 0, perché 'elettrodinamica e invariante sotto parita,
mentre e#P? & pseudoscalare sotto parita. Se anche fosse 5 # 0, il secondo contributo
non avrebbe effetti sulle equazioni del moto: ¢ infatti possibile dimostrare che esiste
un quadrivettore X* tale che e"*?F,, F,, = 0, X".

Anche la costante « non ha effetti sulle equazioni del moto, perché infatti
moltiplicare la lagrangiana per una costante non ne altera le equazioni di Eulero-
Lagrange; convenzionalmente (vedremo fra poco perché), si pone o = —1/4. Quindi:

1
E - _ZF!LVF/LV
e le sue equazioni di Eulero-Lagrange sono:

oL
O ga,d, =

(infatti il termine contenente 0A, ¢ nullo perché £ non dipende da A, ma dalle sue
derivate). Calcoliamo dunque la variazione dell’azione:

§Ia[A,] = 5(—1 / FWE,, d%«) = —% / FM§F,, d's =
- —% / FI (0,64, — 0,64,) dc = — / Fo,64, de =
- / 0, FH§A, d'e
(i termini di bordo si annullano perché A, si annulla all’infinito). Dunque:

04 =0VY6A, <= 0, F" =0

2.5 Azione d'interazione campo-particella

Vogliamo ora riprodurre i termini d’interazione campo-particella, ossia vogliamo
riprodurre le equazioni di Maxwell nella forma 9, F*” = j”. Supponiamo che j* sia
una sorgente esterna, cioé non dipendente dai campi, tale che 0,j% = 0. Dobbiamo
dunque aggiungere alla lagrangiana dei campi liberi il termine j¥ A, :

1
L=~ 3P Ey - j,A"

Infatti:



2.6. Azione totale dell’elettrodinamica 33

1
6T = —0 / FE,, d'e — 6 / VA, ds =
= [oupsa,dia [ 76A, d'

ove 'ultimo passaggio ¢ dovuto al fatto che j” non dipende dai campi, e quindi la
variazione agisce solo su A, . Pertanto:

0l =0 VoA, < 0, F" —jV =0 = 9, F" =4

Si potrebbe obiettare che si € aggiunto a £ un termine contenente direttamente
A,. In realta cido non ha effetti sulle equazioni del moto; se infatti effettuiamo la
trasformazione di gauge A, — A, + 0, A si ha:

L— L =L—58,A=L—0,(j*A)

e dunque poiché £ ¢ invariante di gauge a meno di quadridivergenze, ’azione ¢
invariante di gauge.

2.6  Azione totale dell’elettrodinamica

Vogliamo dunque scrivere esplicitamente la lagrangiana dell’elettrodinamica, ossia
quella contenente i termini relativi sia ai campi che alle particelle. Chiamiamo
innanzitutto £4 = —%F‘“’ w e Lr = —j,A”. Poiché stavolta j” dipende dalle
traiettorie delle particelle:

dzt

hadlly { CO OV
d)\é (x —z(N)d\ =

jH(x) =e

w
— I = /51 d*z = —e/ %AM(@«)&(‘*)@ —z(\)d'zd\ =

= [ G ar (= e [ a.a)

Questa scrittura ha anche un significato geometrico semplice: e 'integrale di linea
di A, lungo la linea d’universo della particella.
Dunque, ’azione totale dell’elettrodinamica sara:

Iror[Au(z), " (MN)] = La[Au(@)] + Ip[a" (N)] + [1[Au(2), 2" (A)]

ove Ip e l'azione della particella libera. Le equazioni del moto discenderanno dalla
condizione che la variazione di Itor sia rispetto ad A, che a * sia nulla. Dunque:

5AMITOT =0 = 8MF“” = jy

(e lo avevamo gia visto). Inoltre:
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695“ITOT = 5mufp[$u<)\)] + 513“[1[‘4#(‘73)7 a:“()\)]
dat
A

_ —e/<dd)\5:c“ A (V) + ‘il”’;aAu(x(A))) ) =

= —e/<j)\5:1:” Ay (z(N) + ﬁauAu($(A))5$V) dA =

—cf 6x”<ci\Ay(x()\)) - C?:QVA#(m()\))) r =

_ 6/595”(%8“,4”@@)) _ ddx;a,,Au(x(A))) dr =
dx

F sz” de? o 5z
= e K W,(x()\)) X d)\—e/g ;U'V(x(s)) x¥ ds

S I1[ A (), 2 (\)] = Son [—e A (z(\) dA] _

Dunque:

d 14
OgnlroT = /(f + eFJ(ar(s))u“) o0z, ds
s
Pertanto, la condizione d.u.lTor = 0 per ogni variazione di z¥ restituisce le
equazioni di Lorentz (dp*/ds = eF"  ,ut).
Pertanto, la lagrangiana totale dell’elettrodinamica é:

dxt dz 1 .. dxt
LtoT = —mq/ﬁd—; - ZF“ F — 6ﬁ5(4) (z — x(\) A, (z(N)

2.7 |l teorema di Noether

Una generica teoria di campo descrivera un sistema attraverso delle funzioni ¢, (z)
e una densita di lagrangiana L£(y,, ¢, ). Supponiamo che questa teoria abbia
delle simmetrie che costituiscono un gruppo continuo, ossia connesso con continuita
allidentita (per cui ha senso parlare di trasformazioni infinitesime).

Vogliamo dimostrare che in conseguenza di questa simmetria, se valgono le
equazioni di Eulero-Lagrange esiste una corrente J* conservata, ossia tale che 9, J" =
0. Questo risultato va sotto il nome di teorema di Noether.

Consideriamo dunque una trasformazione infinitesima del tipo z# — 2/* =
xt + dz#(x), e sulla correzione dx* per ora non supponiamo nulla. Assumiamo pero
che anche i campi si trasformino: ¢,.(z) — ¢..(z') = ¢.(z) + dp,(x). Definiamo:

dpr(x) = @i (2) — pr()

detta variazione in forma del campo; questa definizione & dovuta al fatto che oy, (z)
non commuta con le derivate rispetto a x* perché in essa i campi sono valutati in
punti diversi. Con questa definizione, invece:

60upr(w) = Dby ()

Ovviamente, poi, si ha (trascurando termini di ordine superiore in dx e dp):
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on(z) = l(z + 6z) = @ (x) + 62"yl (x) + O(6z)?
= ¢l.(x) + 02" Oppr (z) + O (6, 5¢p)?

e d¢ e dp risultano collegate:
5g07~(a:) = @;(1") - (51‘“8“()07,(1') - (Pr(x) = 6SOT(1.) - 5xuau90r(x> =

= Spp(x) = dpr(z) — Szt Ouepr ()

Supponiamo poi che I'azione I = [ L d*z sia invariante sotto le trasformazio-
ni infinitesime che stiamo considerando; in particolare, assumiamo che £d*z sia
invariante. Cio significa che la parte lineare di

L) (a), 0,0, (a)), ") d*a’ — L(¢r(x), Opepr(x),2) d'a

¢ nulla.
Trascurando i termini in 9,,0x# oltre il primo ordine:

oz’

d4$/ = % d4fl?
1 + 8051'0 81(51‘0 62(5230 635.%'0
8736/ ~ det Dot 1+ 010zt Dbzt O30z
ox Dpdx? 01012 1+ 0902 05022
Dpdx 016z Do 1+ 036>
=1+ 9yoz" + O(dx)?
— d'2’ = (1 +0,02") d*z + O(dx)?
Dunque:

L(gr(2), a;/ﬁp;" (z'),2') d'a’ — Ler(@), Ouspr(z), ) d4x‘l. =
= L(pp(2), 8, (2), a") d'x(1 + uba™) — L(pr (@), dupr(x),x) d'

::A IZB

= L(¢n(x), 0 (1), 2) d*z + L(¢(2), Oupr (@), ) d'x

—C —D lin
oL — oL
— p 1 dad = dr =
52t9,L + 8,0 £+§Tj< 6%5%+ aana““”T) d*z
A+C
B+D

= {(9#(6x“£) +>

oL - o oL\~ 1\
a”<08wr M) ) (a”aauvr ) 8%) 5%1 } w
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Dunque, se £ d*z ¢ invariante rispetto alla simmetria e sono verificate le equazioni
del moto, allora:

oL

8;,;]” =0 con J“ = 51’“,6 + Z méﬁpr
r KT

La corrente J* non e univocamente definita; consideriamo infatti:

i = J0 4 9, X

con X" generico tensore antisimmetrico funzione dei campi e/o delle loro derivate.

Allora:

Opd" = 8 J" + 0,0, XM =0

e pertanto anche J & conservata.
Alla corrente JH & associata una carica conservata (se i campi si annullano
abbastanza velocemente all’infinito):

dQ
= 043z LA
Q /J T L 0

11 dubbio che dunque pud sorgere &: J* e J* generano cariche diverse?

Q:/jod?’f:QJr/a,,XO”d?’f:Q+/8iX0id3f:Q+ X0 gy,
Yoo

Ma X si annulla all’infinito perché cosi fanno i campi dei quali e funzione. Pertanto
I'integrale e nullo e:

Dunque, anche se la corrente conservata non & univocamente definita, la relativa
carica lo e.

2.8 Simmetrie interne e esterne

Sappiamo dunque che per il teorema di Noether se un sistema ha un gruppo di
simmetria ¢’¢ una corrente conservata, la cui forma é:

oL

T = G L+ bpr
wr

Considerando anche le variazioni:

dor = @ (a) —or(z)  Spr = () — or(x)

e tenendo conto del fatto che:

dpr = SSOT — 02" Oypr

possiamo scrivere:
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JH = §g¥ (5%5 — a,,wa(?fo) +0p,
u¥'r

oL
D0y

::T“V
ove abbiamo definito il tensore energia-impulso:
v _ oL
00,y

Considereremo due tipi di simmetrie:

0" Pr — U“Vﬁ

e simmetrie interne: sono trasformazioni che agiscono sui campi ma non sui punti
dello spaziotempo. Si ha dunque dz* =0 e dp, # 0
o simmetrie esterne: agiscono anche sui punti; dx*, dp, # 0

Nel caso dell’elettrodinamica non ci sono simmetrie interne (le trasformazioni di
Poincaré sono simmetrie esterne).

2.8.1 Simmetrie interne

Per trattare simmetrie interne dobbiamo dunque considerare altre teorie di campo.
Un esempio di questo tipo di teorie ¢ una teoria con campo ®(x) scalare e complesso
(®'(2') = ®(x) per trasformazioni di Lorentz, e ®(x) = ¢1(x) + iwa(x) con p1, o
campi reali). Indichiamo con ®* il complesso coniugato di ®. Si tratta di campi
utili per formulare "teorie efficaci", cioe teorie valide solo a determinate scale di
energia (ad esempio, i pioni possono essere descritti da campi scalari complessi). La
lagrangiana di una tale teoria dovra essere nella formas:

A
L=0,00"d* —m’d P — Z(<1>*<I>)2 +oe
ove il primo addendo & l'oggetto piu semplice che sia invariante di Lorentz e che
coinvolga le derivate di ®; inoltre compaiono ® e ®* perché vogliamo che la densita
di lagrangiana sia reale. Considerando ® e ®* come campi indipendenti, possiamo
prendere la variazione di £ rispetto a ® e ®*. Si avra dunque:

oL oL oL 0,0L

o =0 "% T 90,0

S99 T M99, 0

ove la prima e ’equazione del moto per ® e ’altra, la sua complessa coniugata, quella
per ®*. Scriviamo esplicitamente la prima:

A
m?® + 2 (®"®)D +0,0"® =0

In generale, quest’equazione non € semplice da risolvere per via del termine
contenente A, detto termine d’interazione. Nel caso A = 0, ’equazione ¢ lineare in
® e descrive la cosiddetta teoria libera, ossia quella nella quale le equazioni sono,
appunto, lineari:

9, 0"® + m*® =0

Una soluzione di quest’equazione pud essere ® = ®ge’?* con ®g e p costanti.

Inserendola nell’equazione:
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—p’ e+ m*e =0 = p’ =m’

e dunque p soddisfa la relazione tipica del quadrimomento di una particella di massa
m. La lagrangiana £ ha sicuramente tutte le simmetrie del gruppo di Poincaré (che
poi vedremo), ma anche la simmetria interna:

at — o O(z) — () = D(x)
con a € R costante indipendente da x; ovviamente vale anche la relazione complesso
coniugata:
d*(z) — ¥ (x) = e 2D* ()
e si ha anche:

oud — ema@

9,8 — eingar - Lk

Applichiamo dunque a questa simmetria il teorema di Noether. Per farlo, consi-
deriamo trasformazioni infinitesime, ossia con o < 1:

e =1+ia+o(a®) = ¥(z) = (1+ia)®(x) + o(a?)
= 0®(z) = ®'(z) — ®(z) = iad®(z)

(in questo caso d¢ = §p perché dz* = 0). Dunque:

__ oL -, oc
/J/: —_— * pr— ) 'LL *— * /J/
J 5%6@ +30 R ia(® OHD* — D*OMP)

Si verifica che se valgono le equazioni del moto allora d,J* = 0. Esiste dunque

una carica conservata:

aQ
= [J°¢F —F=0
“ / 7

Non possiamo mostrare qual ¢ il suo significato fisico perché abbiamo bisogno
di concetti di meccanica quantistica dei quali ancora non disponiamo, ma sarebbe
la differenza fra il numero di particelle e di antiparticelle del sistema (il campo, se
quantizzato, ¢ descritto da un sistema di particelle e antiparticelle).

2.8.2 Simmetrie esterne

Vediamo ora un’applicazione del teorema di Noether su simmetrie esterne, come le
trasformazioni di Poincaré. Dobbiamo dunque determinare dx* e dy,:

oxt = A ¥ 4+ ot — 2t = (¥ + wh))z” + at — 2t = a + Wt
con |a| < 1 e wh” = —w"*. Per quanto riguarda invece d¢,:
o se p ¢ scalare: ¢'(2') = p(x) = dp=0 .
e se ¢, & un campo vettoriale, ad esempio ¢, = A¥: A) (z') = AVAL(2) =
(6,7 +w,)A(z) = 0Au(z) = wp” Ay () = WP Ap()
e se p, & un campo tensoriale, in generale: dp, = %ww(zuu)rs% con (X)),
tensore.
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Assumiamo, senza ledere in generalita, che:

(D), = = (=),

Infatti, se ¥ avesse una componente simmetrica, questa non contribuirebbe alla
&, perché & moltiplicato per w, che ¢ antisimmetrico. Che forma ha X? Dipende
dal "significato" dell’indice r, ossia dal tipo di campo in questione. Se ad esempio il
campo ¢ scalare (3,,,)"s = 0; se invece ¢, = Ay:

_ 1
0Aq = WaunyﬁA,B = WuuéuanuﬁAB = §Wuu(5“anuﬂ - 51/0477“6)"4,8
Dunque:
(ZW)aﬁ — 5ua,7u6 _ 5”a77“ﬂ

2.8.3 Simmetrie di Poincaré

Deriviamo dunque la forma esplicita della corrente associata alle simmetrie di

Poincaré:
~ - oL
JH = =0z, TH 4+ dp
v Taa/ﬁor
ove abbiamo definito il tensore energia-impulso:
- oL
[ oY —pvr
00 YT
Quindi:
- 1 oL
J,U, = —(CLV + WVA.’II)\)TMV + iwl,)\(E'/)‘)rScpsm
S | ~ ~ y oL
= T G (ﬂATW + 2T+ (57) s a@%)
Definendo il tensore densita di momento angolare':
- - - oL
M/j,l/)\ - _ )\T/u/ VT,u)\ 21/)\ s
x + + (X2, %788#%
si ha dunque:
7 Lo ox v
JH = —a"TH + iw” M+
Da notare che M & antisimmetrico in v e A (M** = —M#) e vale inoltre:

OJ" =0 VYa,, wyy

Quindi, le quantita a, T* e w,\M"* sono conservate:

oI =0 0M"*=0

1 . . UV v\ s oL
Poniamo anche: Y#** = (X¥%),° ¢, 50, 0r
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La prima segue in realta dall’invarianza della lagrangiana per traslazioni, mentre
la seconda & conseguenza dell’invarianza per trasformazioni di Lorentz.

Dunque, in una teoria di campo invariante per trasformazioni di Poincaré esistono
un tensore energia-impulso 7" e un tensore densitd di momento angolare MH**
conservati. In realta, queste due grandezze che abbiamo ricavato ora non sono
direttamente uguali a quelle che avevamo determinato precedentemente. Innanzitutto,
si aveva THY = T"F. Poiché:

Fuv _ oL
00,7
L’eventuale simmetria di 7" dipende dalla forma di £, e non & evidente. Conside-

riamo dunque degli esempi.
Se ¢ € un campo scalare reale (il fattore % & messo per convenienza):

" or =L

1
L= 30up oMo —V(p)

TH =l p — L = TH = T""

Dunque, in questo caso il tensore energia-impulso & simmetrico.
Se ¢, ¢ un quadrivettore, ad esempio A,:

1
= ——F°FF,
L=—1 B
e allora:
. oL
T = " or — "L
09,4, Fr
Poiché:
oL 1 OF, 1
= ——FP 08 CpaB (5 reat — 5,065M) = —FHA
00,4y 20 00,4, 2 (935" = 8a"05")
allora:

% v 1 v
TH = —FMQY Ay + Znu F“/BFQB
Si presentano pero due problemi:

e TH non e simmetrico
e TH non ¢ invariante di gauge

La prima questione deriva dal fatto che Y#** non & nullo perché (E")‘)Ts # 0.
Se pero valgono entrambe le conservazioni del tensore energia impulso e densita di
momento angolare, allora:

aﬂM/u/)\ _ TV)\ o T)\V + auy;u/)\ -0

Se poi la teoria ¢ invariante di Lorentz, Y#* = 0 (perché d¢ = 0) e dunque
Tzz)\ _ T/\z/.

Ci chiediamo dunque che relazione ci sia fra T e il tensore energia impulso 7' che
avevamo determinato precedentemente. Ricordiamoci innanzitutto che la corrente di
Noether non ¢ univocamente determinata: J* e J* + 0y X, con X antisimmetrico,
danno luogo alle stesse equazioni del moto. Potremmo dunque scrivere:
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THY = T 4 gy XMV

con XM = —XHW: in questo modo, siamo sicuri che vale 0,TH =0, e la carica
associata a T ¢ la stessa di T

/ T 37 — / T g3

Dobbiamo dunque capire che forma abbia X affinché T* sia simmetrico.
Poiché sappiamo che:

TH _TVE L 9 YM =0 con YW = —YMH

potremmo porre:

X)\,uz/ — a(y)\m/ . Yu)\u)

(in questo modo X & antisimmetrico in A e p). Con questa scelta si ha:

TH = TH 4 (@Y — YY) = TH 4 a(—TH + T) — adyYH

Ora, se «a fosse uguale a %, i primi due termini darebbero luogo alla parte

simmetrica di T*, ossia si avrebbe:

1 | 1
T = (T 4+ T = SOy

Il secondo termine pero non & simmetrico, a meno che al suo posto non ci sia
Ox(YHY 4 YY) Dobbiamo dunque porre:

X/\;UJ _ E(Y)\/u/ . Yu)\u _ YI/)\H,)
2

di modo che:

1 - ~ 1
THY — 5(Tv,uzz + Tzz,u) o 5@)\(}/;1)\11 + Yl/)\,LL)

e pertanto T* stavolta risulta effettivamente simmetrico. Ci resta pero da verificare
se XM & antisimmetrico rispetto a p e A: questo perd & sicuramente vero, perché
la differenza dei due primi Y lo ¢, cosi come 'ultima Y lo & per quanto visto poco
sopra. In generale, dunque, il tensore energia-impulso non e simmetrico, ma se il
sistema, ¢ invariante per trasformazioni di Lorentz allora vale

TR TR L Y M =0 con Y =y WH

e quindi 7" puo essere reso simmetrico come abbiamo visto (o meglio, esiste un T’
simmetrico equivalente a T').

Verifichiamo ora che nel caso dell’elettromagnetismo questa "ricetta" funziona.
Abbiamo che:

5 1
TH = —FrY Ay + Zn“”FagFaﬁ

Inoltre:
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oL
00, Ay

Y/w)\ _ (EV/\)aﬁAg (5uanAﬁ_5aAnuﬁ)A6(_Fua) _ _F/U/AA_i_F/L)\AV —_—
= XMW = —FMAY

Percio:

1
T = —FI0" Ay + 0" FapF? — 0\(FM'AY)

e dalla validita delle equazioni di Maxwell per il campo libero (0\F A — 0) si ha che
—O\(FMAY) = —(O6\FM)AY — FMOyAY = —F My AY. Allora:

1
T = —F*N 9" Ay — hA”) + 1" Fog PP =

1 1
—FMAFY 4+ Znﬂ”FWFaB = FMF\Y + Znﬂ”FaﬁFaﬂ

e risulta proprio TH = T"F,
Sappiamo che l'invarianza del sistema per trasformazioni di Lorentz implica
I'esistenza di un tensore M*** conservato, ossia tale che O M+ A =0, e inoltre:

MMV/\ _ xujvu/\ o x)\jwuu + Y/,Ll/)\

Abbiamo poi gia visto che se disponiamo di un tensore energia-impulso simmetrico
e conservato, possiamo definire il tensore:

Muu)\ _ xVT[l)\ _ l,)\T;UJ

che, come conseguenza della simmetria di T, & conservato anch’esso; le sue componenti
corrispondono ai momenti angolari e ai boost. Sembrerebbe dunque che abbiamo due
correnti distinte, M e M, ma in realtd sono fisicamente equivalenti; si pud infatti
verificare che:

M;u/)\ — M;w)\ + 8po'uV>\ con Xp,uuA — :EI/Xp,u)\ _ x)\Xpul/

(e dunque xP*** & antisimmetrico in p e ).
Se il campo non & piu libero, ossia se ci sono anche delle sorgenti, si dovrebbe
ripercorrere lo stesso ragionamento a partire dalla lagrangiana:

Lror=La+Lp+ L

Non ripercorriamo tutte le argomentazioni. Diciamo soltanto che risulta:

Tror = Thy + Tp" + j* A"

emg

ove il tensore energia-impulso delle particelle Tﬁ” risulta automaticamente simmetrico.
Si pone poi:

Tror = Trot + XM

con lo stesso X di prima. Percio:

1
T = Th + Znﬁ“fFoéﬁW’ — FFAQY Ay + jHAY — Oy (FMAY)
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e poiché:

GRAY — O\(FMAY) = jRAY — (O\FM) AV — FMO\AY = —FMo\AY
N——
gH

risulta:

Tt = T4 + T2

emg

che e proprio quello che avevamo trovato precedentemente.

2.8.4 Perché un tensore energia-impulso simmetrico?

Perché abbiamo speso cosi tanto tempo per dimostrare che in una teoria invariante per
trasformazioni di Poincaré esiste un tensore energia-impulso simmetrico? Un primo
motivo I'avevamo gia visto: la simmetria di 7% implica I'uguaglianza T% = T%,
ossia implica che densita di quantita di moto e flusso di energia siano la stessa cosa.
Un altro motivo, pitt importante, € che vorremmo introdurre in una teoria di campo
la gravita, e per fare questo & importante che T#” sia simmetrico. Vediamo un attimo
perché facendo una piccola analogia con ’elettromagnetismo.

Le sorgenti del campo elettromagnetico sono le cariche, e ad esse ¢ associata la
corrente conservata j*; questa genera il campo A*, e il termine della lagrangiana
che "concretizza" quest’interazione ¢ Lr = —j*A,. Nel caso della gravita, invece,
dovrebbero essere le masse le sorgenti del campo; poiché pero massa ed energia sono
la stessa cosa, e l'energia relativistica (ivi compreso anche il momento) si conserva,
le "vere" sorgenti del campo gravitazionale sono p*, la cui conservazione deriva dalla
conservazione di un tensore T (I’analogo di j#). Se dunque sapessimo scrivere
le equazioni del moto del campo gravitazionale si dovrebbe avere (cfr equazioni di
Maxwell) "qualcosa = TH”". Non ¢ poi difficile capire quale sia ’analogo di L per la
gravita: ’analogo di A* ¢ la metrica g"(x) dello spazio, che ovviamente ¢ un oggetto
simmetrico in p e v (come n); percio, I'analogo della lagrangiana d’interazione per la
gravita eé:

Lr o< T g

(in realta questa relazione vale solo per campi gravitazionali deboli). Cio ha pero
senso solo se T e simmetrico: & per questo che € importante riuscire a dimostrare
che un T simmetrico esiste.






Soluzioni delle equazioni di Maxwell

3.1 Problema di Cauchy

Passiamo ora allo studio dei metodi di risoluzione delle equazioni di Maxwell:

0 FM = j

pensate come equazioni per A,,.

Vogliamo risolvere il problema di Cauchy per le equazioni di Maxwell. Notiamo
preliminarmente che risolvere il problema alle condizioni iniziali & equivalente a
determinare quanti (e quali) siano i gradi di liberta del campo elettromagnetico.

Esempio: Consideriamo una particella in una dimensione. La sua equazione
dinamica sara:

d*x
F=m—s
dt
che ¢ un’equazione del second’ordine per z(t): dunque la soluzione esiste ed ¢ unica

se sono note x(0) e ‘fl—f(O). Cio ¢ equivalente a dire che il sistema ha un grado di

liberta (del second’ordine).

Possiamo dunque dire che un sistema ha n gradi di liberta (del second’ordine)
se possiamo determinare univocamente una soluzione delle sue equazioni dinamiche
con 2n condizioni iniziali. Sara questa la nostra definizione di gradi di liberta di un
sistema.

Proviamo a generalizzare il tutto ai campi, che in linea di principio avrebbero
infiniti gradi di liberta. Diciamo che un campo ha n gradi di liberta se & necessario
fissare 2n funzioni di ¥ per determinare univocamente una soluzione delle equazioni
del moto dei campi. Queste 2n funzioni possiamo pensarle come i valori di ¢,(0;Z) e
dopr (05 Z).

Esempio: supponiamo di avere un campo ¢(¢; Z) che soddisfa:

Oe = P(p)

con O = 949, = (0p)? — V? operatore d’alembertiano e P funzione generica di ¢ ma
non delle sue derivate. Per determinare univocamente una soluzione di quest’equazione
e necessario fissare ¢(0; %) e dyp(0; Z). Dunque, detta (t; £) una soluzione:

82

5P (tT) V2p(t; T) = P(p(t; 7))

45
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e sviluppandola in serie di Taylor attorno a ¢ = 0:

. . Lot Lot .
p(t:7) = 9(0;7) +t000(0: %) + T 95(0: ) + 5;000(0; F) + -

Ora, ¢(0; %) e dop(0; ¥) sono noti. Specificando I’equazione per la ¢ a t = 0 si ha:

95p(0; 7) = V2 (0; &) + P(0(0; 7))

e dunque anche 92¢(0; &) & noto. Pertanto, prendendo pitt volte dy ad ambo i membri
di quest’ultima equazione, tutti i termini dell’espansione in serie di Taylor di ¢ sono
noti. In sostanza, quindi, noti ¢(0; Z) e 9y (0; &) si puod "ricostruire” tutta la soluzione
©(t; Z) a partire dall’equazione dinamica. Questo risultato si puo inoltre estendere
anche a P qualunque, ossia funzione anche delle derivate di ¢.

Vogliamo dunque capire quanti e quali gradi di liberta abbia il campo elettroma-
gnetico. Le equazioni di Maxwell si possono riscrivere come:

0u(0"A, — O AF) = ¥ = DA - oAr =

Sembrerebbero quattro equazioni differenziali del tipo A = f(A), e dunque
potremmo pensare che il campo elettromagnetico abbia quattro gradi di liberta. In
realta, cio non & vero per due motivi:

1) Non tutte le equazioni sono indipendenti. Scritte infatti nella forma:

G” = 9, F" — ¥ =0

si ha:

0,G” = 8,0, F" — 0,5" =0

e pertanto le equazioni non risultano linearmente indipendenti. In particolare, si puo
scrivere:

G+ 0,G'=0 = G’ =—-9,G"

Dunque, se Gi(t; &) = 0 Vt,Z e G°(0; F) = 0, allora 9pG® = 0, ossia GV(t; 7) =
GY(0; Z) Vt, Z; in altre parole, basta richiedere GO(¢; ¥) = 0 solo per t = 0, perché G°
non dipende dal tempo. Quindi, ponendo G*(t; %) = 0 V¢, ¥ e G(0; %) = 0 VZ si ha
G¥ = 0, ossia le equazioni di Maxwell sono risolte.

La prima ¢ una vera e propria equazione dinamica, mentre la seconda non lo ¢: si
tratta di un vincolo sui valori iniziali di A*(¢;Z). Si ha infatti:

GO :aiFiO_jO — _v2A0_aiaOAi_j0

che non coinvolge derivate seconde rispetto al tempo (e quindi non & un’equazione
dinamica); ci basta dunque porre un vincolo su A” e 9y A’ per t = 0. In realta, dunque,
non abbiamo quattro equazioni e quattro incognite, ma tre equazioni, un vincolo e
quattro incognite.

2) L’invarianza di gauge. Il quadripotenziale & definito a meno di una trasfor-
mazione di gauge, e dunque esistono infinite soluzioni delle equazioni di Maxwell
che sono fisicamente equivalenti. Per rimuovere questa "indeterminazione", poniamo
una condizione di gauge fixing, ossia scegliamo fra tutti i possibili quaripotenziali
associati a un dato campo elettromagnetico F},, un unico rappresentante. La scelta
piu conveniente in questo caso ¢ la cosiddetta gauge di Lorenz:
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9 Al =0

Mostriamo pero che questa scelta della gauge € consistente, ossia mostriamo che a
partire da un quadripotenziale arbitrario (dunque con d,A* # 0) ¢ sempre possibile
eseguire una trasformazione di gauge tale che il nuovo quadripotenziale A’* soddisfi
la condizione di gauge-fixing, ossia 9* A’* = 0. Supponiamo dunque di avere un A*(x)
dato con 9, A*(z) # 0; allora A} (z) = Ay(x) + IuA, e:

DA = AP + 9,0MA =0 = OA=—9,4"

ove il secondo membro € noto. Sappiamo dunque che una soluzione di questa equazione
esiste ed & unica una volta specificati A(0; Z) e 9yA(0; £). Sorge perd un problema: la
gauge di Lorenz non permette ancora di determinare univocamente il quadripotenziale.
Infatti, se A soddisfa [JA = —0, A" allora anche A + AconOA=01o fa. La A &
detta trasformazione di gauge residua, e poiché come vedremo piu avanti OA =0
ammette infinite soluzioni, c¢’¢ una nuova "indeterminazione" in A, in quanto sia
Ay, che A, + 8M/~X individuano gli stessi campi, ed esistono infinite A che soddisfano
questa proprieta. Dobbiamo dunque porre nuove condizioni per fissare anche la gauge
residua, ed esistono infiniti modi equivalenti per farlo. Ad esempio, possiamo porre
A3(0; %) = 9pA3(0; F) = 0; mostriamo che & anche questa una scelta consistente:
sia dunque A, un generico quadripotenziale (quindi in particolare con A3(0;%) e
00A3(0; Z) non necessariamente nulli), e mostriamo che esiste un’unica trasformazione
di gauge (ossia un’unica A) con la quale A”(0; %) = 9y A"(0; F) = 0. Si ha:

AL(0:7) = As(0;7) + O3A(0;5) =0 =

+o00 -
=  A0;7) = — A3(0; 7)di?® + cost.
—0o0
e poiché (& sottinteso) vogliamo che le soluzioni (A* e A) tendano a zero all’infinito,
il valore della costante ¢ determinato, e pertanto anche A(0; Z).
Con la stessa logica, si puo determinare JgA:

8014%(0; ZL_") = 60A3(0; Zl_f) + 8300/\(0; f) =0

e integrando su a2 si esplicita dyA(0; &). Cosi, poiché abbiamo determinato A(0; ) e
JoA(0; ©), A ¢ completamente determinato.

Ricapitolando, con la condizione di gauge 9,A* = 0, le equazioni di Maxwell
diventano (JA* = j*. Per determinarne una soluzione dobbiamo:

1. imporre JA" = j¢ Vt, &

2. imporre 9, A" = 0 Vt, ¥

3. imporre G°(0;7) =0 = —V2A°4+9,0°A" + j° = 0 per t = 0; V&
4. imporre A3(0; %) = 9y A3(0; F) = 0 per t = 0; V&

Mostriamo che esiste dunque un’unica soluzione se sono determinati A%(0; )
e 0pA%(0; %) con a = 1,2. Infatti, una volta specificate queste condizioni sono
noti A%(0;%) e 9pA*(0;Z) (grazie anche al punto 4), e pertanto esiste un’unica
soluzione della condizione 1, e pertanto sono determinati gli A*(t;Z) Vt, . Per la
terza condizione, "invertendo" il laplaciano anche AY(0;F) & noto; sfruttando la
condizione 2, 9yA° = —9; A?, che ¢ un’equazione del prim’ordine per A° della quale
conosciamo la condizione iniziale. Pertanto, anche A%(¢; ¥) & noto. I gradi di liberta
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del campo elettromagnetico sono dunque due. Ci proponiamo ora di costruire delle
soluzioni esplicite delle equazioni di Maxwell.

3.2 Soluzioni dell’equazione di d'Alembert

Passiamo ora a studiare e risolvere le equazioni di Maxwell nel vuoto, ossia in assenza
di cariche esterne.
OA* =0 0uA" =0

Ognuna delle quattro equazioni [JA* = 0 sono del tipo [y = 0, con ¢ campo
scalare. Dobbiamo quindi risolvere:

|z| =00

Op =0 () 0

detta equazione di d’Alembert. Sappiamo che [ = 7#¥0,0,, e questo operatore ¢
sostanzialmente 1’estensione quadridimensionale del laplaciano V2 = §79%07.
Supponiamo quindi di voler risolvere ’equazione di Laplace:

| F|—o0
(@) ——

V3p(Z) =0

L’unica soluzione di queste equazioni con queste condizioni, pero, ¢ ¢(&) = 0.
Infatti, se vale ’equazione si avra:

0:/ (Z)V2p( /a,(p d3x+/ o(2)Dip(2)dE! =

=0

- / D10(F) o (&)d*F = 0

Poiché l'integrando & una somma di quadrati, cio significa che ;0 = 0 Vi, Z;

pertanto & costante, e dovra essere necessariamente nulla affinché venga soddisfatta

la condizione ¢(%) M 0.

Dunque, I’equazione di Laplace non ammette soluzioni che si annullano all’infinito
che non siano banali.

Se pero rieseguiamo lo stesso ragionamento per [l = 0, ¢ido non & piu vero; risulta
infatti:

/aucp("),,gon“l’d4x =0

e poiché n non & semidefinita positiva non si puo concludere nulla (I'integrando non
¢ pitt una somma di quadrati, o comunque non ¢ in generale una quantita positiva).
Per risolvere I'equazione di d’Alembert (supponendo ovviamente ¢ scalare di Lorentz,
e che sia una distribuzione), passiamo alle trasformate di Fourier:

1

o) = gz [ el@ats  pla) = g [ e

Notiamo innanzitutto che se ¢ ¢ scalare di Lorentz anche la sua trasformata di
Fourier lo &; infatti:
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(ﬁ/(k,) _ (2711.)2 /e_ik/xltp/(x/)d4x/ _ (2711.)2 /e_ikx(p(m)d4m _ (ﬁ(k)

perché d*z’ = d*z per le proprieta delle trasformazioni di Lorentz, e kx = kuxt e @
sono scalari di Lorentz. Le trasformate di Fourier in questo caso sono estremamente
utili perché:

1 ikx . A a A
Oup = o) /ek (—ik)@(k)dk = Oup = —ik,p

Dunque:

Op = 8,000 = (ik,) (ik")p(k) = —k'kup(k) =  Op =0 kk,@(k) =0

Ora, I'insieme dei punti con k#k, = 0 ¢ il cono luce dello spazio dei momenti k:
cio significa che ¢(k) ¢ non nulla solo su questo cono luce. Poiché ¢(k) & scalare di
Lorentz e le uniche sottovarieta invarianti del cono luce k#k, = 0 sono l'origine e il
cono stesso privato dell’origine, esistono due sole scelte possibili.

1) p(k) # 0 solo se k* = 0; si potrebbe dunque avere qualcosa del tipo':

d
@(k):c5(4)(k:)+cﬂm5(4)(k)+--- = (1) = 5+

Ma in questo caso ¢ non si annulla all’infinito. Pertanto, non considereremo
queste soluzioni in quanto non fisicamente rilevanti
2) ¢(k) # 0 VK* | k*k, = 0 con k* # 0. In questo caso, invece, si avra:

B(E) = S(K"k,) F (k) = 6((R0)? — [F2) () =
_ lé(ko ), 80 S IED] ooy

2|K0| 2|K0|

1 7 PO = - -
= 3F [ — (1) R R+ 6k -+ 1F]) £ (— ] )]
Quindi:

1 1 L o .
pla) = (27)? /2“;,6”“ [5(k°— !k\)f(\k\;k)+5(k0+\k|)f(—yk\;k)} Ak d*k =
- <271T)2 / 2|1k, [cH R~ (] ) + o0 () )] oF =

1 1 ) - - ) - o
= e | 3 [ FOBR) AR )

ove nella penultima riga abbiamo effettuato il cambio di variabile k — —F nel secondo

addendo.

'Ricordarsi che le distribuzioni a supporto in un punto possono essere soltanto combinazioni
lineari di e delle sue derivate.
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Aﬁnché p sia rgalg, per le proprieta delle trasfclrmjxte di Fourier, si deve avere’
f(=1lk|; —=k) = f*(|k|; k), e per brevita poniamo f(|k|; k) = e(k).

In questo caso, dunque:

o 1 1 N —ikx %7\ ikx 37,
p(x) = (271_)2/2“2| [e(k)e +e*(k)e }Ik():llgl d’k =

o 1 1 N\ —ikx 37
= (277)2/2|E {e(kz)e +C.C.Lk0:|’;| d’k

ove c.c. sta per "complesso coniugato". Notiamo che, poiché ¢ & sicuramente scalare
di Lorentz, dalla sua espressione segue che anche dSE/ |l§| ¢ invariante di Lorentz,
fatto assolutamente non ovvio a priori. Ora, sappiamo gia che ¢ ha un grado di
liberta, cioé deve dipendere da due funzioni indipendenti; essendo pero € complessa,
questa sara esprimibile come una opportuna somma di due funzioni reali: ci deve
dunque essere una relazione univoca che lega (0; %) e dye(0; F) con (k).

La soluzione piu generale possibile di gy = 0, dunque, é:

_ 1 1 N ikx 37,
o(x) = )2 /2“2' {5(k)e —i—c.c.} d”K o

Questa puo essere vista come una sovrapposizione di soluzioni elementari ¢ =
e(k)etrr + C'C"k0:|l¥|’ dette onde piane; se ad esempio k = Z|k|, allora:

pn() = (B e,

e i punti con fase costante, cio¢ i punti tali che |k|(t — |2]) = cost. rappresentano
dei piani ortogonali a 2, detti fronti d’onda, che si propagano alla velocita della
luce. Queste onde sono anche monocromatiche, perché posseggono una frequenza
ben precisa (f = |k|/2m = 1/)); ¢’& da dire perd che una singola onda piana non si
annulla all’infinito, e pertanto considereremo, come soluzioni generali dell’equazione
Ly = 0, sovrapposizioni di onde piane, dette pacchetti d’onde.

3.3 Soluzioni delle equazioni di Maxwell nel vuoto: le onde elettro-
magnetiche

Alla luce di cio, consideriamo le equazioni di Mawxell:

A, =0

Si tratta di quattro equazioni identiche a quelle che abbiamo appena visto, una
per ogni componente di A,. In modo analogo si determina che:

1 1 - -
o _ i ikx 3
4) (2w)2/2l§\ [ (B e oy

ove stavolta e* ¢ un quadrivettore (detto vettore di polarizzazione), e quindi cambiera
sotto trasformazioni di Lorentz come

(k') = AMe” (k)

2Infatti, dalla definizione stessa di trasformata di Fourier si verifica che se ¢ ¢ reale allora
@* (k) = ¢(—k). La condizione f(—|k|; —k) = f*(|k|; k) deriva dunque dal fatto che f & la trasformata
di Fourier della ¢, che & reale (lo avevamo implicitamente supposto).
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In questo caso, dunque, sembrerebbe che il campo elettromagnetico abbia quattro
gradi di liberta (uno per ogni componente di A, ossia uno per ogni funzione complessa

—.

che costituisce €,(k)); dobbiamo pero imporre la gauge di Lorenz d,A* = 0, ossia
kuef‘(lg) = 0, e pertanto * ha solo tre componenti indipendenti. Tuttavia, come
abbiamo gia visto porre 9, A" = 0 non fissa completamente la gauge, perché possiamo
ancora eseguire trasformazioni di gauge residue del tipo A* — A* + 9*A con OJA = 0.

. . . s
La generica soluzione di LJA = 0, pero, &°:

o 1 1 ikx (10 37,
M) = o / Y [ a(F) — c.c.] d*F po_z

e quindi sotto la trasformazione A* — A* + O* A, il quadrivettore € diventa:

(k) — e (k) + k' a(k) := &"(k)

Inoltre:

k&t (k) = ket (k) + k kP a(k) =0

perché ambo gli addendi sono nulli. Pertanto neanche tutte le componenti di 5“(/2)
(e quindi neanche quelle di e#(k)) sono linearmente indipendenti; risulta quindi che
delle quattro componenti di 5“(12) solo due sono linearmente indipendenti, in quanto
una viene eliminata dalla gauge di Lorenz, e I'altra dalla gauge residua. Pertanto,
A* e quindi F* ha due gradi di liberta, come gia avevamo visto.

Introduciamo ora delle notazioni che ci saranno utili in seguito. Dato k* con
kyk* = 0, poniamo:

kM

1d

|

nt = nfn,=0 n'=1 7= 7| =1

S

che altro non ¢ che il versore che indica la direzione di propagazione dell’onda. Poiché
si ha (sottintendiamo il pedice k):

OpAF = ik,ete™™ + c.c.
allora:
Al = 9pA* = i|k|ete™*® 4 c.c.
Confrontando queste ultime due equazioni, risulta:
OuA” = nHA”
e si ha anche:
nHA“ =0 n,nt =0

Queste ultime si chiamano relazioni delle onde, e valgono per ogni onda elemen-
tare.

3Rispetto a quanto visto prima, ridefiniamo la A in modo che compaia la ¢ a denominatore, di
modo che poi si semplifichi e non appesantisca inutilmente la notazione.



52 Capitolo 3. Soluzioni delle equazioni di Maxwell

3.4 Espressione esplicita dei campi in un'onda elettromagnetica

Calcoliamo dunque ’espressione di EeB per un’onda elettromagnetica elementare.
Innanzitutto:

FH — gHAY — ¥ AP = pt AV — n¥ AH

Dunque per il campo elettrico si avra:

Bl =FO0 =piA" —n0A" = nind AV — A" = (n'n’ — §Y) A;
—_———
=P
= E=i(ii-A)— A= —iix (i x A
ove P ¢ il proiettore sul sottospazio ortogonale a n’; infatti P¥n/ = ninind —n’ =
n*—n*=0.
Per quanto riguarda il campo magnetico, invece:

Bi — _%giijjk — _gkpijk =~ B =_fx fI

Notiamo dunque che:

1. una trasformazione di gauge non cambia i campi elettrico e magnetico (perché
non cambia F),,);

2. le componenti di A lungo 7 non contribuiscono al valore di B’; infatti se
AF o n¥ allora B* o« —e¥Fnink =0

Inoltre, i vettori E e B risultano ortogonali alla direzione di propagazione 7:

S

E= n'(n'n? — §9)AI =t AV —nl AT =0

it- B = —n'ekpi Ak =
Dunque E, B L ii. Risulta inoltre:
(1 x E)Z = cURpIER = ckpi(nknt — §*H AL = —ciikpi AF = B
ossia B = x E: i campi, oltre a essere ortogonali alla digeziong di propagazione,
sono ortogonali fra di loro. Infine, poiché |7i| = 1 risulta’ |B| = |E].

3.4.1 Impulso di un'onda elettromagnetica

Cerchiamo ora di determinare le quantita conservate associate a un’onda elettro-
magnetica. Queste saranno necessariamente associate al tensore energia-impulso e
densita di momento angolare dell’onda. Considerando dunque il primo:

emg

1
THY = Fl,FO 4 Znﬂ"FGﬁf}raﬁ

ma F*F,5 = 0 perché |B| = | E|. Dunque:

“Nota: B E e |E|> — | B|? sono proporzionali agli invarianti che si possono costruire con F,,. In
particolare, poiché F**F,, o |E|*> — |B|?, per un campo elettromagnetico libero si ha F**F,,, = 0.
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T — PHFOY — (p A, — g AR (n® A7 — n¥ A%) = nPn? A A% =

emg

= n“n”(A’AZ o AOAO) — n“n”(A’Az o nlAZn]A]) _
= nkn? APAV (69 — nind) = nfn” (]fﬂ? — (7~ E)2>

Possiamo sempre scegliere gli assi di modo che 77 = (0,0, 1); in questo modo:

—

Thw, =it [(AN? 4 (422 E= (-4l -4%0) =

emg

. EI2 + |B|?
= Te“nfl’g = n“n”|E!2 = n“n”7| | 5 5] = Tfnll’g = nfn"W
ove abbiamo sfruttato il fatto che |E| = |B|, e con W =T, g abbiamo indicato la

densita di energia del campo elettromagnetico.
Si avra dunque che il quadrimomento trasportato dall’onda é:
0 13 3
Pt = /Té‘mgd = /n“Wd Z=nl¢E

con & energia totale dell’onda (ovviamente per un’onda piana si avrebbe & = 400,
ma abbiamo gia detto che le uniche soluzioni fisicamente sensate delle equazioni di
Maxwell sono pacchetti d’onde). Poiché dunque n,n#* = 0, si avra P*P, = 0; ¢ per
questo che, nella quantizzazione dell’elettrodinamica, si possono associare ai campi
particelle (i fotoni) prive di massa.

3.4.2 Momento angolare di un'onda elettromagnetica

L’altra quantita che resterebbe da studiare ¢ il momento angolare:

UV vpA A puy
MM = 2" Tl e — o7 T,

LV)\ — /MOV>\d3—*: /(wun/\ _ J?ATLV)de.f

L= %sijijk = /sijkxjndegf

e se ad esempio 7 = (0,0, 1):
L= / EPIWdE =0

Sembrerebbe dunque che le onde non trasportino momento angolare nella loro
direzione di propagazione. Anche con le altre componenti si ottiene lo stesso risultato:

Lt = / e BIWdE = / e BPWdBE = W(z) / 22dP% = 0

ove la penultima uguaglianza e dovuta al fatto che in un’onda che si propaga lungo
z le sue grandezze (in questo caso W) dipendono solo da z, e analogamente si trova
L? = 0. Cio perd ¢ falso: le onde elettromagnetiche possono essere polarizzate, e quelle
polarizzate circolarmente trasportano momento angolare. Questo problema sorge
perché abbiamo fatto il conto non sul tensore che deriva direttamente dal teorema
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di Noether, ma su quello simmetrico. Abbiamo visto che nella determinazione del
tensore energia-impulso simmetrico & fondamentale 'ipotesi che i campi si annullino
all’infinito, cosa che le onde piane come gia evidenziato non fanno. In realta, si puo
vedere che le onde elettromagnetiche trasportano momento angolare lungo la loro
direzione di propagazione anche con ragionamenti indiretti, che ora seguiremo.

3.4.3 Stati di polarizzazione di un'onda elettromagnetica

Cominciamo definendo lo stato di polarizzazione di un’onda, che sara legato alle
proprieta del quadrivettore €,,. Ricordando che nella gauge di Lorenz si ha k*e, (k) = 0,
e supponendo che 'onda si propaghi lungo z, allora k, = |k|(1,0,0,1) (in questo

modo k*k, = 0) e dunque:

en=(2el,e% %) = ket = K| (2 — %) 20 = =¢8
e quindi:
<0
et = (9,e1,62,6%) = @k“ +(0,¢t,€2,0)
—_————
N——" =ep
=elf

ove e ¢ la parte longitudinale (ossia diretta come k) e EE quella trasversa del vettore
di polarizzazione €,. Di queste due, I'unica fisicamente rilevante ¢ quella trasversa,
perché quella longitudinale puo essere eliminata con un’opportuna trasformazione di
gauge:

et raB)k k) = ——— = =k

Sono dunque solo ! e €2 che determinano lo stato di polarizzazione dell’onda.
Vediamo dunque quali possono essere i possibili stati di polarizzazione per un’onda
elettromagnetica. Inserendo I’espressione del quaripotenziale di un’onda elementare:

AM(z) = M (k) + c.c.|/,€0:|l,;|
in E = (it - ')—fi si ha:

E = et 4 cc.

con € vettore complesso tale che E-it= 0, dunque £ x €r. Scegliamo dunque due
versori €] e €3 ortogonali a 7 e fra di loro. In questo modo (£1,& € C, e 'l /2 compare
per convenienza):

1
2

con ¢ fase di & e ¢ differenza di fase fra & e &;. Tuttavia o & irrilevante, perché:

N . . 1 = . , .
&= (5161 + 5262) = 5616(‘51|61 + 615|52|€2)

L1 .
E = 56166““6(‘51’51 + €9&)E) + c.c.

e dunque ridefinendo Porigine dei tempi (z° — 29 —§/k°) si puod porre 6 = 0. Dunque:

E = |&1| cos(kx)éy + |E2] cos(kx + 6)és



3.4. Espressione esplicita dei campi in un’onda elettromagnetica 55

I casi possibili sono quindi:

allora:

E = (|&1|€1 + |&2é2) cos(kx)

e dunque in ogni istante F oscilla lungo la stessa direzione: il campo si dice polarizzato
linearmente

6 =£m/2,|61| = |&]

in questo caso:

E = |&|(cos(kz)é) T sin(kz)&)

e dunque al variare di z, E descrive un cerchio, in senso orario o antiorario a seconda
se § = +7m/2 0 = —7/2: il campo si dice polarizzato circolarmente (destro o
sinistro).

Nel caso in cui un’onda sia polarizzata circolarmente, allora:

el o< (0,1, £i,0)

Cio che vogliamo dunque mostrare € che un’onda polarizzata circolarmente
trasporta momento angolare nella direzione di propagazione (si dice anche che porta
elicitd), e che puo assumere valori +1 o —1. Mostriamolo in un contesto pit generale,
ossia considerando anche il caso delle onde gravitazionali.

3.4.4 Onde gravitazionali

Il campo gravitazionale (nel limite in cui questo sia debole) ¢ descritto dal tensore
simmetrico Hy,(x) (cosi come il campo elettromagnetico ¢ descritto da A,(x)).
Fisicamente, H,,, rappresenta le piccole deformazioni della metrica dello spaziotempo
rispetto alla metrica di Minkowski dovute alla gravita. Se ¢’¢ campo gravitazionale,
infatti, la metrica dello spaziotempo é:

ds? = g, (x)dz"dz”

con g,,,, funzione di z e simmetrico in p e v. Quando il campo gravitazionale ¢ molto
debole (ossia a grandi distanze dalle sorgenti):

2

In analogia con le onde elettromagnetiche, le equazioni differenziali a cui H dovra
obbedire saranno:

G (@) = Ty + (Hw:) - 1anpp<x>) +o(H?)

OH,, =0  8,H" =0

Se fossimo in presenza di sorgenti, si dovrebbe avere JH,, = 167G1T),, con
T, tensore energia-impulso (altro motivo in pitl perché T}, dev’essere simmetrico).
Inoltre, H,,, ¢ legato al potenziale gravitazionale classico ¢ da:

1
= ——H,
'Y 4 00
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e cio accade perché nel caso newtoniano v < 1, e risulta Tog > Tj; (infatti Tfy x
oV . .
PP5G) = 7L ocm, T o« p' oc mat).
Per semplice analogia con l'elettromagnetismo possiamo scrivere le equazioni
differenziali che descrivono il campo gravitazionale:

OH,, =0  §,H" =0

ove la seconda equazione fissa univocamente la gauge del campo, come vedremo fra
poco. Sappiamo dunque che se il campo gravitazionale e debole:

1
.g,uu = 77/.111 + H'u,ll - inMVpr + O(HQ)

In relativita speciale il gruppo di simmetria "naturale" & I'insieme delle trasforma-
zioni di coordinate che lasciano invariata la metrica, ossia il gruppo di Poincaré; in
relativita generale, invece, questo gruppo € molto pitt ampio: si possono considerare
trasformazioni qualsiasi delle coordinate x# — Z#, detti diffeomorfismi. Se dunque in
relativita speciale le trasformazioni erano definite complessivamente da 10 parametri,
adesso ci sono infiniti gradi di liberta, e possiamo intendere questo fatto come una
sorta di invarianza di gauge. Abbiamo, insomma, che le Z* sono le trasformazioni
di gauge della relativita generale (non vediamo come agiscono sui campi perché &
troppo complicato). Affinché in relativita generale il ds? sia invariante sara dunque
necessario che anche g, () trasformi in modo ben preciso (che non ricaveremo) sotto
a#. L'equazione 9, H"” ¢ quindi proprio la condizione che poniamo per fissare questa
gauge.

Dobbiamo anche tenere in conto che, come gia detto, le equazioni che abbiamo
scritto non sono le equazioni esatte del campo gravitazionale, ma una loro approssi-
mazione per campi deboli: ’elettromagnetismo e infatti lineare, mentre la gravita no
(nell’espressione di H,, compaiono infatti termini O(H?)). L’origine fisica di questa
differenza fra campo elettromagnetico e gravitazionale risiede nel fatto che il campo
elettromagnetico non ¢ "carico", mentre quello gravitazionale lo ¢. Spieghiamo meglio
cosa intendiamo con quest’ultima affermazione: il campo elettromagnetico € generato
da cariche, ma non trasporta carica elettrica, nel senso che fra le varie quantita che
si possono associare a questo tipo di campo (quantita di moto, momento angolare
ecc.) la carica elettrica non compare; da un punto di vista quantistico, cio significa
che i mediatori di questo campo, i fotoni, non hanno carica. Il campo gravitazionale,
invece, € generato da massa, che ¢ equivalente all’energia, e il campo gravitazionale
(come tutti i campi in una teoria relativistica, grazie al teorema di Noether) trasporta
esso stesso energia: H,,,, dunque, influisce su sé stesso modificando la struttura stessa
del campo, che non risulta piu lineare.

Considerando I'equazione [JH,,, = 0, sappiamo dunque che H,, ¢ sovrapposizione
di onde elementari (ossia piane monocromatiche):

H/W(x) = SHV(E)BMI + C-C~’]€ukuzo

ove €, ¢ detto tensore di polarizzazione. Ponendo d,H"” = 0, dunque, risulta
kte,, (k) = 0. Anche in questo caso, inoltre, dobbiamo considerare le possibili
trasformazioni di gauge residue:

E#V(E) - 5/11/(];) = E,LW(E) + ku)‘V(E) + kv}‘u(E) v Apk”
=A
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ove A ¢ stato inserito affinché &, sia simmetrico (infatti €, lo € perché tale ¢ H,, ),
e I'ultimo addendo serve affinché &, soddisfi ancora la condizione di gauge:

k& (K) = ke () + KPR (F) + ko kP (k) — kP, (R)kP =
=k kM (F) = kA (K)kP =0

Ci chiediamo dunque: un campo del genere quanti gradi di liberta ha? Sono le
componenti di €,,,, che sono 10 funzioni complesse (poiché & simmetrico) delle tre
variabili k. Si deve poi avere k*e,,, = 0, che sono quattro vincoli (uno per ogni valore
di v); pertanto €., ¢ composto da 10-4=6 funzioni complesse indipendenti. Poiché
inoltre ci sono quattro trasformazioni di gauge residue (corrispondenti alle quattro
funzioni A,), rimangono 6-4=2 funzioni complesse indipendenti che compongono €,
ossia H,,, ha due gradi di liberta, proprio come il campo elettromagnetico. Scegliamo
dunque gli assi di modo che k* = w(1,0,0,1), ove w = ]E\ In questo modo da
kte,, = 0 segue che e = £3Vy. Pertanto, le componenti indipendenti di € SONO
tutte quelle dove non compare l’'indice 3; vediamo quali di queste possono essere
eliminate per I'invarianza di gauge. Poniamo €, = €,,, + d¢,,; allora:

6290 = WAV + \3) 6% = wAl 092 = w2

S =w\ =X s =0 e =w(\0 - N3

Scegliendo opportunamente A1 e Ao, quindi, si puo sempre porre’ &
analogamente, scegliendo opportunamente A\° e A3, si puo porre €% = 0 e ¢! +%2 = 0.
In generale, invece, €12 # 0. I gradi di liberta che abbiamo a disposizione sono dunque
e12 e !l (fissato quest’ultimo, anche €22 & automaticamente fissato dalla relazione

appena vista). Pertanto:

01 — 02 _ ).

0 0 0 O
0 611 <€12 0
S =1 12 _ 11
0 O 0 0

3.4.5 Elicita

Mostriamo ora che, in generale, i campi elettromagnetico e gravitazionale trasportano
momento angolare, detto elicita. Consideriamo dunque tre tipi di campo: scalare,
quadrivettoriale e quadritensoriale. Ad ognuno di essi sara associato, rispettivamente,

un campo scalare €(k), uno quadrivettoriale EM(E) e uno quadritensoriale €., (k).
Sotto trasformazioni di Lorentz si avra:

K'* = ARV e'(K') = e(k)

EH(K) = Ayt (k) MK = AF,AY e (k)

01 01

®Attenzione: dovremmo scrivere in realtd, ad esempio, €' = 0; tuttavia, poiché €% e &’
sono collegati da una trasformazione di gauge, sono fisicamente equivalenti, e dunque si pud porre
. 1
direttamente £°! = 0.
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e queste trasformazioni agiscono su uno spazio vettoriale di dimensione infinita (¢ &
infatti una funzione di k). Consideriamo ora il sottogruppo del gruppo di Lorentz,
spesso detto piccolo gruppo, formato dalle matrici A tali che:
k' = kM S
ove kM & un quadrivettore fissato. Se dunque A appartiene al piccolo gruppo, le leggi
di trasformazione dei tensori di polarizzazione saranno:
g'(k)y=¢e(k)  "(k)=A",e"(k) e (k) = A*,AY e (k)

pertanto, € forma una rappresentazione finito-dimensionale del piccolo gruppo, o in
altre parole le coordinate dei tensori di polarizzazione trasformano linearmente fra
loro. Si puo dimostrare che, note le trasformazioni del piccolo gruppo, si possono
ricostruire tutte le trasformazioni possibili. Studiamo dunque com’e fatto il piccolo
gruppo in casi particolari. Ne distinguiamo due:

K2 =m2#0
in questo caso esiste sempre un sistema di riferimento nel quale si ha:

k" =m(1,0,0,0)

Dunque, le trasformazioni di Lorentz che agendo su k* non lo cambiano (in altre
parole, le trasformazioni del piccolo gruppo) dovranno essere tali che:

K =k= A% =0periz#0;A=0peri#0

Dunque:
10 0 0
0
A= 0 R
0

con R matrice di rotazione tridimensionale.

k=0
possiamo allora scegliere gli assi di modo che k* = w(1,0,0, 1). Pertanto:

1 0 0 0
0 cosg sing 0
0 —sing cosep O
0 0 0 1

Infatti, in questo modo, la rotazione coinvolge solo le componenti 1 e 2 di k, che
sono nulle, e pertanto k£ non viene alterato.

In realta esisterebbero altri due tipi di trasformazione che appartengono al piccolo
gruppo, ma le ignoriamo in quanto non hanno significato fisico.

Vogliamo dunque capire come trasformi € sotto il piccolo gruppo. Se infatti ¢, ¢
ad esempio un vettore di polarizzazione che sotto queste trasformazioni cambia nel
seguente modo:

A=

(k) L et (k)eime
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si dice che il campo ha elicita n, che & la componente lungo z del momento angolare
trasportato dall’onda’. Calcoliamo dunque quanto vale ’elicita per i vari tipi di
campo che stiamo considerando.

Campo scalare. Si ha:

e(k) »elk) = n=0

Pertanto, i campi scalari non hanno elicita, ossia non trasportano momento
angolare.
Campo elettromagnetico. Sappiamo che possiamo scrivere:

€y = €(1,0,0,1) + (0,e',£%,0)

Dunque:

0
e =¢l

che effettivamente & un risultato inutile in quanto €° non ha significato fisico. Inoltre:

1 . 2 .
" = cos pe! + sin pe? €' = —sin el + cos pe?

Cerchiamo dunque una base di autovettori che diagonalizzi questa trasformazione.
Si determina che questa base é:

0
o = :iz
0
Dunque:
0
0

Pertanto n = +1: il campo elettromagnetico ha elicita +1. Notiamo anche che 6%)
corrispondono ai vettori di polarizzazione di un’onda polarizzata circolarmente. Pos-
siamo dunque concludere che il campo elettromagnetico, se polarizzato circolarmente,
trasporta momento angolare.

Campo gravitazionale. Abbiamo visto che come componenti fisiche di "

possiamo usare 811 [§] 512. Dunque:

/11 2 11 Lo 12 a2 22 11
= 2 = — =
£ cos” e + 2 cos psin pe < + sin” pe €
= (cos? ¢ — sin? p)e!! + 2 cos psin pe'? = cos(2p)et! + sin(2¢p)e!?
Analogamente:

Tn realtd cid non & evidente e infatti non lo si pud vedere a questo livello della trattazione,
perché é collegato con ’elettrodinamica quantistica. In breve, si pud mostrare che se un campo ha
elicita n allora i suoi mediatori (i fotoni nel caso dell’elettromagnetismo, ad esempio) hanno spin n.
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e? = cos(2¢)e!? — sin(2¢p)e!

Gli autovettori della trasformazione sono gli stessi di prima, percio:

0
+i2¢p )
(£ _ | ¢ _ Fi2p_(£) _
ey’ = Litize | =€ Cep = n=42
0

Il campo gravitazionale ha dunque elicita +2.

3.5 Effetto Doppler relativistico

Studiamo ora come vari la frequenza di un’onda elettromagnetica nel passaggio da un
sistema di riferimento a un altro. Nello studio dell’effetto Doppler non relativistico in
genere si considerano tre sistemi di riferimento: quello della sorgente, quello del mezzo
e quello dell’osservatore; le velocita rilevanti, poi, sono due: quella delle onde rispetto
al mezzo e quella dell’osservatore rispetto al mezzo. Nel caso relativistico esistono
invece due soli sistemi di riferimento: quello della sorgente e quello dell’osservatore;
I'unica velocita rilevante, poi, & quella relativa fra sorgente e osservatore.

Consideriamo dunque una sorgente nel suo sistema di riferimento di riposo K’
che emette un’onda elettromagnetica elementare con vettore d’onda Eo. In un altro
sistema di riferimento K, rispetto al quale K’ si muove con velocitd costante ¥,
un osservatore misura ’'onda emessa dalla sorgente, o meglio misura il suo vettore
d’onda K. Supponiamo ovviamente che i due sistemi di riferimento siano orientati
nello stesso modo, e non ¢ restrittivo supporre ¥ || Z.

In K si avra dunque un campo elettromagnetico descritto das:

Ay(x) = EIL(E)eikI + c.c.
con k# = (w,k) e w = |k|. In K, invece:

-

A (') = eg(k’)eik/x/ + c.c.

con k" = (wo, ko), € wo = |ko| & detta frequenza di riposo. Ora:

v =By 00
T AH LV [ *57 Y 0 0
& Ak A%y 0 0 1 0
0 0 01

Consideriamo dunque la componente p = 0 di questa trasformazione, perché ci
interessa sapere come trasformi la frequenza dell’onda:

1
V1 —0?

Detto ora a ’angolo relativo fra v e k misurato in K (ossia I’angolo relativo fra
I'osservatore e la velocita della sorgente), allora k' = |k|cos @ = w cos a. Pertanto:

w (1 ) = Vv1—0?
—— (1—wvcosw w =
V1 —12?

wo = (w — vk!)

wo = =—Wwp
1 —vcosa



3.5. Effetto Doppler relativistico 61

Esistono dunque alcuni casi particolari interessanti.
a = 0: in questo caso la sorgente si sta avvicinando all’osservatore, e vale:

V1—1? 1
w= livwg 'S (1 + v)wo
-0

a = m: in questo caso la sorgente si sta allontanando dall’osservatore, e vale:

V1—v?2 <
w=-——wy ~ (1—v)wy
14w
a = 7/2: in questo caso la sorgente si muove perpendicolarmente all’osservatore,

e si parla di effetto Doppler trasverso. Vale:

2
vl [
w=+vV1—-2%w = (1—>w0

2

Nel caso non relativistico, questo tipo di fenomeno non ¢ osservabile proprio
perché ¢ dell’ordine di v2.

Notiamo dunque che se la sorgente si avvicina all’osservatore, la frequenza
osservata dell’onda ¢ maggiore di quella di riposo, e viceversa se la sorgente si allontana.
Si ha dunque il redshift cosmologico: se una sorgente di onde elettromagnetiche (come
ad esempio una stella) si allontana da noi, osserviamo delle frequenze minori di quelle
effettivamente emesse dalla stella. In particolare, nel visibile, lo spettro della stella si
"spostera" verso il rosso: per la legge di Hubble, dunque, misurare il redshift di un
oggetto equivale a misurarne la distanza da noi. Il redshift & definito come:

>\—>\0_ 1+wv o 1—1—1}_
Ao V102 SV 1-vw

Un’altra applicazione interessante di quanto visto sono le guide d’onda. Consideria-
mo delle onde elettromagnetiche che si propagano nel vuoto, ma con delle condizioni
al contorno: ad esempio, possiamo "vincolare" le onde a propagarsi all’interno di una
guida metallica.

All’interno di questa guida le onde dovranno soddisfare le equazioni di Maxwell
nel vuoto, ma sulla guida dovranno soddisfare delle date condizioni: ad esempio,
essendo la guida metallica, non potranno esserci componenti del campo elettrico
ortogonali ad essa. Consideriamo dunque delle onde monocromatiche che si propagano
lungo la direzione dell’asse z:

1>0

z =

—

E = e e By (2, y) + c.c. B = e e By(z,y) + c.c.

Nel caso delle onde elementari, E’b e Eo erano vettori costanti, ma in questo
caso per le condizioni al contorno dovranno essere funzioni di « e y. Non trattiamo
approfonditamente il problema, ci limitiamo a dire che risulta che la relazione fra k e
w non ¢ piu quella semplice delle onde elementari (k = w), ma sara del tipo w = w(k)
con w funzione generica. Possiamo dunque definire la velocita di fase dell’onda come
vf = w/k, che in alcuni casi puo anche risultare maggiore di 1; non si tratta pero di
un paradosso, perché in realta la velocita di fase non ha un vero e proprio significato
fisico, in quanto le grandezze trasportate da un’onda si muovono con la velocita di
gruppo, definita come vy = dw/dk, che risulta sempre minore di 1.
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3.6 Equazioni di Maxwell in presenza di sorgenti: il metodo della
funzione di Green

Ci proponiamo dunque di risolvere:

OAF = j# 9,4" =0

ove j# ¢ una sorgente nota, che ovviamente soddisfa 0,,j# = 0. Si tratta sempre
di equazioni differenziali lineari, ma stavolta contengono un termine noto. Il metodo
col quale si risolve questo tipo di equazioni ¢ il metodo della funzione di Green.

3.6.1 Equazione di Laplace

Consideriamo innanzitutto I'analogo tridimensionale di questa equazione per un
campo scalare ¢ indipendente dal tempo:

|Z]—o0

—V3o(@) = p(&) (@) 0

ove p & una funzione nota. Con queste condizioni, esiste un’unica soluzione dell’equa-
zione. Supponiamo infatti che % sia una soluzione particolare dell’equazione; allora
la soluzione generale sara ¢ = © + g, ove ¢y € soluzione dell’equazione omoge-
nea. Abbiamo gia visto, pero, che 'unica soluzione dell’equazione omogenea con le
condizioni che abbiamo imposto € ¢g = 0. Poiché ’equazione di Laplace ¢ lineare,
supponendo di conoscere due funzioni o1 e g tali che —V2p1 = p; e —V2ps = po,
allora ¢ = ¢ + s risolvera l'equazione —V2p = p = p1 + po.
Poniamo dunque:

(¢ una definizione tautologica). Allora, se conosciamo la soluzione dell’equazione di
Laplace per una 6, dalla p possiamo ricavare la soluzione generale dell’equazione (la
p € infatti una "sovrapposizione" di § (3)). Cerchiamo dunque di risolvere I’equazione
per py(#) = 0 (& - ).

Chiamiamo G(Z; %) (che ¢ detta funzione di Green) la soluzione di quest’equazione,
ossia:

~ViG(# ) = (& — 7))

ove il pedice ¥ sul laplaciano indica che quest’ultimo agisce solo sulla &, e non
sulla §/. Se interpretiamo fisicamente quest’equazione, G & il potenziale elettrostatico
corrispondente a una carica puntiforme posta in ¥, che va considerato come una
sorta di "parametro". Nota dunque G, allora si avra:

o@) = [ oG @

che & una "sovrapposizione" di piu soluzioni elementari, pesate con la p. Infatti:

V(@) = =V [ oGl )5
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Notiamo ora che in realta la G ¢ funzione di una sola variabile come conseguenza
dell’invarianza del laplaciano sotto rototraslazioni:

0? ok
- - <, = 2 2 } : 2
FT—¥=Ri+da = Vi= E pye — Vz = E: P A D’ = Vs

(perché |det R| = 1). Ora, l’equazione:

~VEG(#:3) = 60 (@ - §)

dev’essere vera per ogni T e 7, e dunque anche per ogni 7’ e /':

—VIG@:7) = 0F ~7) = -VIGE:§) =69 - )

ove l'ultimo passaggio ¢ dovuto alle proprieta della ¢ (il modulo del determinante
della matrice di una rotazione ¢ 1). Poiché la soluzione di quest’equazione & unica, si
dovra avere:

G(@7) = G(:9)

Insomma, la funzione di Green "eredita" sempre le simmetrie dell’operatore che
agisce su di essa. Poiché dunque G ¢ invariante per traslazioni, allora potra solo essere
funzione di Z—7, ossia G(&; 7)) = G(Z—7) := G(&) (ove nell’ultimo passaggio abbiamo
rinominato & — ¢ con Z). Poiché & anche invariante per rotazioni, poi, la G dovra
essere funzione del solo modulo di Z, ossia G(Z) = G(|Z|). Dunque, ricapitolando:

—VzG(17)) = é(|1)

Sappiamo, per analogia con l’elettrostatica, che la soluzione di quest’equazione é:

. 11
G(|Z]) = Eﬁ
Cerchiamo pero di derivarla sistematicamente; per farlo, passiamo alle trasformate
di Fourier:
GUlT) = s [ @FEGEPR
(27)3/2
g ~ 1
3) (= _ kT 33 (3) - =
@) = G /e P = )= G

Pertanto, prendendo la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione
~ViG(|7) = o(|2)):

1
(2m)?

k*G (k) =

Per calcolare quest’ultimo integrale conviene pensare & come un vettore fisso e k
variabile, e prendere coordinate polari per k rispetto a I.
Dunque:

&k = dkdfde - K*sin = d°k = k*dkd(cos 0)dy



64 Capitolo 3. Soluzioni delle equazioni di Maxwell

e quindi:

= 1 oo b 2w g2 ik|Z| cos O
G(Z|) = (27r)3/0 /_1/0 e dpd(cos0)dk =

1 oo rl k| 0 1 o 1 ikl A
_ ik|Z| cos 0 7 Ndk = ik|Z| _ —ik|Z| dk =
s 0 = G [ ()
1 e 1

(eik|:€| B 6—ik|:€|> g — 2 {/m sin(k|Z]) . _
|| Jo k

T (2n)2 /0 ik|Z|

(27)?
2 1 Oosink:’dk,_ 2 1
S @m)PlE b K (2m)? ]2
—_—
=r/2

ove nel penultimo passaggio abbiamo effettuato il cambio di variabile k|Z| = k.

Dunque:
11
G(Z]) = ——=
e notiamo che effettivamente
|Z|— 00

G

3.6.2 Equazione di d'Alembert per A,

Passiamo dunque all’analogo problema per il campo elettromagnetico:

OA, =j,  0"4,=0

Dobbiamo cercare dunque la funzione di Green per il d’alembertiano:

O.G(z;y) = 6W (@ - y)

In questo caso, G "ereditera" le simmetrie di [J, ossia sara invariante per trasfor-
mazioni di Poincaré. Pertanto, G(z;y) = G(2';y'); per I'invarianza per traslazioni si
dovra avere G(z;y) = G(x —y) := G(z), e per quella sotto trasformazioni di Lorentz
G(Az) = G(x). Sembrerebbe dunque che G sia funzione di #z,; € vero, ma in realta
¢ anche funzione del segno di 20, perché anch’esso & invariante di Lorentz. Nota
dunque G, si avra:

@) = [ )G = y)d'y

Infatti:
A% @) = [ () DaGlo — y) d'y = (@)
=6W(z —y)
Inoltre:
9 , . ,
OpA(w) = oA (w) = [ () 956w =y d'y = — [ P W)ILG( — y)d'y
T N————’
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Adesso integriamo per parti sfruttando le proprieta delle distribuzioni (& sottinteso
che tutto ciod che stiamo maneggiando sono distribuzioni). Dunque:

0iA" (@) = [ 95" (y) Gla—y)d'y =0
=0

Pertanto, poiché A, come definito sopra soddisfa effettivamente la gauge di
Lorenz, ¢ la soluzione che stavamo cercando.
Ci resta dunque solo da determinare G:

|Z|—o00

OG(z) = d(x) G(x) 0

Il problema ¢ che con queste condizioni la G non ¢ univocamente determinata:

se infatti G & soluzione particolare dell’equazione, anche G = G + Gy con OGy =

Z|—o0 . e .
0 e Gy ‘% 0 lo e. Dovremo dunque porre altre condizioni per determinare

univocamente G. Passiamo alle trasformate di Fourier:

1

Glz) = (2m)?2

/ P Gkyd e W (x) = (2i)4 / e*r ik

Pertanto:

1
()2

OG(z) =6(z) = -—KG(k)=

1 eikac 1 el(kol’o—’;'f) o
- [ = // PRk =
= G(CU) (27‘(’)4 / 2 (27-‘-)4 (kO)Q _ |]{7’2

1 N eikoxo
— e—zk-xd?)k 7_,dko
27)4 2 2
(2) (ko)? — |K| et

L’integrale Z non & pero definito, perché I'integrando ha dei poli in k% = :I:|E| Ci
sono pero vari modi per "dare senso" a quest’integrale (ad esempio la parte principale),

ma non sono metodi univoci. Cido e conseguenza del fatto che, come gia detto, la
condizione G(x) — 0 non fissa univocamente G.

Per calcolare Z, integriamo nel campo complesso (dunque k° € C). Volendo
deformare il cammino d’integrazione "scavalcando" i poli, non sappiamo pero quale
dei seguenti cammini possibili conviene usare: Possibili cammini d’integrazione

Poiché in Z e presente eikoxo, si presentano due casi:

2% > 0: in questo caso il cammino va chiuso nel semipiano Im &% > 0

20 < 0: in questo caso il cammino va chiuso nel semipiano Im k° < 0

Cerchiamo ora di capire in che modo "scavalcare" i poli (cioe se scavalcarli dal "di
sopra'" o dal "di sotto"). Ricordiamoci del significato fisico di cio che stiamo facendo:
determinare GG equivale a trovare il segnale generato da una carica puntiforme posta
in # = 0 all’istante 2°; per il principio di causalita, dunque, G(z) = 0 se 2° < 0 (ossia,
prima che la sorgente emetta un segnale non c¢’¢ alcun campo). E questa la condizione
aggiuntiva che dobbiamo porre su G per risolvere il problema. Una funzione di Green
G, che soddisfi la condizione G, (z) = 0 se 2° < 0 & detta funzione di Green ritardata.
Si potrebbe, analogamente, definire la funzione di Green anticipata G, come una
funzione di Green tale che G,(z) = 0 se 2° > 0; matematicamente entrambe sono
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sensate, ma fisicamente la G, non lo & (viola palesemente il principio di causalita,
perché il suo significato fisico sarebbe quello di rilevare un campo prima ancora che
la particella lo emetta).

Dunque, poiché dobbiamo scegliere un cammino di integrazione con z° < 0,
dobbiamo chiuderlo nel semipiano inferiore. Se dunque scavalcassimo i poli dal "di
sotto" (chiamiamo I, questo cammino di integrazione) allora G,.(x) = 0 per 20 < 0: il
cammino di integrazione non conterrebbe infatti poli, e pertanto I, e quindi anche G,
sono nulli; se invece li avessimo scavalcati dal "di sopra" si avrebbe avuto G,(x) # 0
(in questo caso I non sarebbe stato nullo).

E dunque chiaro che la condizione G, (z) = 0 per 2° < 0 fissa univocamente la G.

Supponiamo ora z° > 0; il cammino d’integrazione, che chiamiamo 7, dovra essere
chiuso nel semipiano superiore perché z° > 0, ma i poli vanno scavalcati dal "di
sotto" per il ragionamento appena fatto.

In questo caso, dunque:

—i|k|x0 i|k|aO 2
—f{ < 2:2m<6 4+ 6 ﬁ> T sin(|F[2°)
(k)% — k| 21k —2[k| \k\

Percio (inseriamo una © di Heaviside per "ricordarci' che G,.(x) = 0 per z° < 0):

_ 6@ _asin(k[z°) g2 ©@%) [ pesin(kla®) 4o
Go(z) = — (—27‘1’)/ 3 Td%_ (%)3/6 F T L

Quest’ultimo integrale lo si calcola come abbiamo gia visto, ossia pensando ¥
come vettore fisso e prendendo coordinate polari per k rispetto a I:

+oo 1 k 2 AT = 7
—1
ElzD -
T x
o0 2 too - . 2= I
_ <z(ﬁ>3m/o ) sin 12l

Poiché I'integrando ¢ pari, e scrivendo k per |E |:

+oo gika? _ —ika® jik|F| _ o —ik|Z|
G’"(‘“):( 2 ]f|/ 2 =
o) 1 ( )/*‘” RO+ _ _ik(a®—|])
— — 2 1R(T xr _el €T x d]f
e 1)L 2 )

Ricordando la rappresentazione integrale della delta di Dirac:

allora:
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La seconda delta di Dirac, perd, non contribuisce perché imporrebbe z° < 0,
mentre la © impone G, (z) = 0 per 2° < 0. Pertanto (adesso possiamo evitare di
scrivere la ©, in quanto l'informazione 2° < 0 & contenuta nella §):

1
 4r|7|

Gr(z) o(a? —|&)

E un risultato identico a quello che avevamo trovato per equazione di Laplace, a
meno della delta di Dirac. La presenza di §(2° — |Z|) ha un preciso significato fisico:
¢ un modo per esprimere il fatto che il segnale emesso dalla carica si muove alla
velocita della luce: se infatti la carica emette segnale dalla posizione & = 0 all’istante
2% = 0, un’osservatore in Z potra misurare il campo solo a 2° = |&|. Potrebbe sorgere
pero il dubbio che G, non sia un invariante di Lorentz (si dovrebbe avere, infatti, che
G(r) = G(Ax)). Anche quando avevamo definito G, inoltre, la condizione 2% < 0
non ¢ apparentemente invariante di Lorentz; in realta tutto cio non ¢ vero, e sia G,
che la condizione 2 < 0 sono Lorentz-invarianti. Per mostrarlo, consideriamo &(z?)
(ove 22 & il quadrato di = nel senso di Minkowski); si ha che 6(z?) & sicuramente un
oggetto invariante, e vale:

2) = 0(a® — |7]) +0(a° +|7]) _ 6(2° — |&]) + 8(=° + |&])
2|20 2|7

(=%
—~
8
[v)
~—
Il
(=%}
—~
—
8
o
~—
[\
[
B

20 — |7 20 + |7 20— |7 20+ |7
(%) — 8((a0)? — a2y — D@0 F) + 060+ |F) 2~ 7 +8(a” + |7)

2|20 2|z
Pertanto, poiché:
@(xO)é(x2) 5(330 B |f)
2|7
&( + |])
.0 2
O(—z")o(x*) o
allora:
Gr(2) = =—O(a")o(x?)
2T

che ¢ un’altra forma della G, equivalente a quella vista precedentemente. Mostriamo
ora che O(z") ¢ invariante di Lorentz come conseguenza del fatto che 22 < 0. Poiché
x? < 0 stiamo considerando gli eventi all’interno del cono luce di z; consideriamo
dunque un evento nel cono luce con 2° > 0. Allora non esiste alcuna trasformazione di
Lorentz tale che (2/)? < 0: infatti, ricordandoci che A € SO(1, 3)., se per assurdo una
tale trasformazione esistesse dovrebbe esistere tutta una serie continua di trasforma-
zioni (SO(1,3). € un gruppo di Lie), ossia dovrebbe esistere un cammino continuo che
connette i due eventi (quello con z° > 0 e quello con (') < 0), che necessariamente
dovra passare per l'origine del cono luce (una trasformazione di Lorentz, infatti,
non puo far uscire dal cono luce). Cio pero significa che la trasformazione non &
invertibile, mentre invece tutte le trasformazioni di SO(1,3), lo sono (o, in altre
parole, se z* # 0 allora (Az)* # 0): pertanto, non esiste alcuna trasformazione che
cambia il segno di z°.
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3.7 Soluzione delle equazioni di Maxwell

Tornando dunque al problema delle equazioni di Maxwell, vogliamo risolvere [1A* =
J* con la condizione 9,A* = 0 e j* noto. Sappiamo gia che si dovra avere:

~ [ Gulo =)'y

Usando
Go () = ——6(2° — &)
TR
dunque:
62—y =17 -7 ., s x—\w—*\y 3
A (z) = 37
(=) / Arli—q] 7 ") 47r/ 17— 7] Y

Pertanto, la soluzione piu generale possibile delle equazioni di Mawxell é:

jH (" —!rr—y! y>d3~
T 4r |z — g

AX(

Il termine 2° — | — 4] in j# tiene conto del ritardo dovuto al fatto che il campo
si propaga alla velocita della luce, e non istantaneamente. Reintroducendo le c,
quest’ultima equazione si puo riscrivere come:

= o [O6" — (e - )Wty



Campo elettromagnetico di una carica
in moto qualunque

4.1 Potenziale di Lienard-Wiechert

Consideriamo dunque una particella carica in moto qualunque con linea d’universo
y*(s). La quadricorrente ad essa associata sara:

7w = [ w50y~ y(s))ds
e inserendola in A*:

e
o7

(@) = o [ [0~ — ) ()60 y — yls))dyds

= Aa) = o [~y ) — ()t (5)ds

Cerchiamo di interpretare "geometricamente" la situazione, per capire meglio
cosa stiamo facendo. L’evento che abbiamo chiamato x & quello nel quale si misura il
campo emesso dalla particella.

Consideriamo poi il cono luce di z; la particella descrivera una certa linea
d’universo nello spaziotempo, che intersechera il cono luce in due punti (questo fatto
lo dimostreremo fra poco), che sono proprio i punti che soddisfano (z — y(s))? = 0,
ossia quelli "selezionati" dalla §. La © nell’integrale, poi, di questi due punti seleziona
solo quello con 2° — y%(s) > 0; sia dunque 5 il tempo proprio della particella tale che
(x —y(5))2 =0e 2 —y%(5) > 0 (ovviamente 5 = 5(z), ossia 5 dipende dal punto di
osservazione x). Allora:

Si ha:

=) Ploms = 260 — ) (~22) = 20— y(3)) - uts)

Ora, poiché (z — y(5)) - u(s) & un’invariante di Lorentz, possiamo valutarlo in
qualunque sistema di riferimento: scegliamo quello di quiete istantanea della particella;

69



70 Capitolo 4. Campo elettromagnetico di una carica in moto qualunque

cio che vogliamo fare ¢ determinarne il segno, di modo da non inserire moduli
nell’espressione di A*. In questo sistema di riferimento, poiché u*(s) = (1,0,0,0):

—2(z = y(5)) - u(5) = —2(" — 4°(3))
e poiché 20 — y°(5) > 0 per ipotesi:

d

S = () oms| = 20 — 9(5)) - u()

Percio:

Ab(z) = = U“_(g) _
Ar (x —y(5)) - u(s)

Per rendere completamente esplicita la formula bisogna conoscere s, cosa possibile
solo se si conosce la linea d’universo della particella. Riscriviamola ora in un’altra
forma non completamente covariante: scegliamo come parametrizzazione della linea
d’universo della particella il tempo #', ossia y*(s) — y*(t') = (t;¢(t')). Con questa
scelta:

(2—y(e)? =@t -t -7 -gt")° = (2-y(s)*=0st-1=7- )

ove t & il tempo che corrisponde a 5 (non abbiamo messo & di fronte al modulo
perché sappiamo gia che 2° — y%(5) > 0). L’equazione ¢t — t = |Z — ()| determina
dunque ¢ come funzione di t e Z, ossia t = t(t; Z). Ricordando inoltre che u* = ~v(1;7),
allora:

u(s) - (@ —y(3) =t =t =7 (@ = g(t)] =7 - JO)| - 7 (Z - §(1))]

Dunque:

che & detto potenziale di Lienard-Wiechert.
Prima di passare alle sue applicazioni, dimostriamo ’esistenza e I'unicita di s.
Consideriamo dunque particelle con massa a riposo non nulla, e tali che:

lim (z —y(s))? = 00

s—Foo
Ad esempio, se la traiettoria della particella & tale che:
. 17 — y2

con v/ quadrivettore costante, allora la condizione ¢ soddisfatta. Infatti:

—+ —+
yH(s) 52wk s T fo00

e dunque:

—x —+
TR 2?4 82 - 2srufl T 400

(z = y(s)* = 2 +y* — 2w,y"(s)
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Con questa condizione escludiamo casi fisicamente non riproducibili, come ad
esempio il caso di una particella accelerata indefinitamente. Dimostriamo dunque
I'esistenza e I'unicita di 5 a partire da queste ipotesi. Sia dunque f(s) = (z — y(s))%
vogliamo dimostrare che f ha uno e un solo zero con 2" — 4°(s) > 0. Per ipotesi, f
tende all’infinito per s tendente a +oo: pertanto f dovra avere almeno un minimo
(locale). Esiste dunque un a tale che f’(a) = 0. Mostriamo ora che tutti gli eventuali
massimi o minimi locali si trovano nel semipiano inferiore (ossia sono tali che f(s) < 0).
Poiché f ¢ invariante di Lorentz, possiamo valutarla in un qualunque sistema di
riferimento; scegliamo quello di quiete istantanea della particella per 5§ = a. In questo
sistema di riferimento si ha u*(a) = (1,0,0,0); inoltre:

f'(s) = =2(z — y(s)) - u(s)

e dunque, nel sistema di riferimento di quiete istantanea della particella, a s = a:

f'(a) = =2(2" = y°(a))

I massimi o minimi di f sono dunque i punti per i quali z° — y%(a) = 0. Si ha
quindi:

fla) = (2° = °(a))? = |7 — F(a)|* = |7 — F(a)]* <0

In realta, consideriamo solo il caso f(a) < 0, ignorando i casi "patologici" nei
quali vale I'uguaglianza. Esistono pertanto due (e due soli) zeri di f, che chiamiamo
stes:

E chiaro che f/(st) < 0e f/(s~) > 0; d’altra parte, pero, nel sistema di riferimento
di quiete istantanea della particella si ha f'(s) = —2(2° — 4°(s)), e pertanto:

flsT) ==2(2" = 4°(s") <0 = 2% =4 (s") >0

La dimostrazione ¢ quindi conclusa.

Vediamo ora, per completezza, dei casi nei quali le ipotesi di questo teorema
non sono verificate. Consideriamo dunque una particella in moto uniformemente
accelerato in una dimensione x; si ha (a > 0):

a
dt
Poiché risulta:

(yw)y=a = y"(s)= %(sinh(as),cosh(as),0,0)

as
(= y(s)* ¥ — (@~ 1)
il limite di (z — y(s))? per s — 00 non ha segno definito (vale infatti +oo se x > ¢
e —oo se x < t). Pertanto le ipotesi del teorema non sono soddisfatte. Questo fatto
puo essere inteso anche dalla figura: se si misura il campo emesso dalla particella
(ovviamente supponendo che sia carica) in determinati punti dello spaziotempo si
vede che il teorema non vale piu:

I problemi, insomma, nascono se x si trova nel secondo o nel terzo quadrante.
Anche se questa situazione non ¢ fisicamente realizzabile, ¢ comunque interessante, e
ha rilevanza ad esempio nello studio della relativita generale, e in particolare dei buchi
neri: la parte di universo evidenziata in figura, infatti, & completamente inaccessibile
alla particella (un eventuale segnale di un osservatore in quella zona non puo essere
ricevuto dalla particella, o un segnale emesso dalla particella non puo raggiungere
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Posservatore). Un osservatore solidale con la particella, dunque, vede un orizzonte
degli eventi (apparente perché dipende dal sistema di riferimento). Per il principio
di equivalenza in relativita generale, dunque, questo ¢ anche cio che rileverebbe un
osservatore non accelerato ma in presenza di gravita.

4.2 Espressione esplicita dei campi

Vogliamo dunque esprimere esplicitamente EeBa partire dal potenziale di Lienard-
Wiechert:

7 i uu(s)
4m u(s) - (x = y(8))
Poniamo per brevita L* = 2 — y#(5); dunque, 5 = 5(x) ¢ tale che L'L, =0 e
L% > 0. Quindi:

e [OHu”(S) u”
FHW =9l A, — 9V AH = — — Hlu- L) — (u
0 0 dr | w- L (u- L)28 (w-L) = (nev)

ove con (p < v) si intendono gli stessi termini precedenti con gli indici p e v scambiati.
Si ha:

du” dy"
Ot = s L = — S0 = — w0

(P Ly) = (0*u?) Ly +up0* L = (w*0*5) Ly +ut —upu0'5 = (wLy—1)O*5+ut

Per determinare 03, deriviamo ’equazione che la definisce:

L~
WL Ly) = 2L\0"Ly = 2(LF—uyL! 1g) = g = —
OM(L"Ly) ALy =0 = 2( uyxL'ambdad*s) =0 = 0OMs i Llambda
Quindi:
/W:i# . VIH — yuM(y - Iz T — vo_ —
F i (uL)3[(u Lyw"LF —ut(u- L)+ LM (w - L — 1))u” — (pu <> v)]
e
= MY+ L ((u- D’ — (w- L) —
Tl D e = (- D) = (5 v)

Separiamo dunque i termini che dipendono da w, che chiameremo termini di
accelerazione, da quelli che non ci dipendono, che diremo termini di velocita:

FH = F" 4+ Fiv

Per rendere piu comprensibile la notazione, chiamiamo R la distanza fra il punto
di osservazione e la posizione della particella all’istante s, ossia R = |Z — ¢(5)[; per
definizione, dunque, R =t — y°(5) = L. Introduciamo poi il quadrivettore:
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(la sua parte spaziale ¢ il versore della direzione d’osservazione). Per costruzione,
mtmy, =0, e u-L = R(u-m) e u-m non dipende da R. Pertanto, i termini di
velocita vanno come 1/R?, mentre quelli di accelerazione come 1/R: si annullano
dunque in modo diverso all’infinito. Infatti:

B = oa P i —mw)
B = et () = ()

Immaginiamo dunque che la particella si muova in una regione finita di spazio e
di osservarne il campo emesso a grandi distanze.
Poiché |Z] > |y(5)|, allora R ~ |Z|. Dunque:
1 1
wo ., o,
Fv R2 Fa R
Vedremo poi che i termini di accelerazione sono i responsabili del fenomeno
dell’irraggiamento.
Cerchiamo quindi 'espressione esplicita di £ e B. Notiamo innanzitutto che:

Flﬁt/l:l =m" vV/a - myvvi;a

per un opportuno V#, che dipende dalla situazione. In particolare:

e € 1wt Ve € 1 (u-m)w” — (w-m)u*
Y Ar (u-m)3 R? “ Ar (u-m)3 R
Dunque:

Bl — —*Eiijjk — ik ik — ik, gk
L’ultima rappresentazione scritta per B? vale infatti perché:

ciikmi Bk = sijkmj(mkvo — Vk) = —gkpiyk

Cio implica che B=mx E; dal modo in cui 'abbiamo ricavata, deduciamo che
€ un’espressione valida sia per i campi di velocita che per quelli di accelerazione.
Calcoliamo dunque E,e Ea, per poi ricavare B con B =1 x E. Sostituendo u con
la sua espressione in termini di ¥ e reintroducendo le c:

2 3T
fe (1)

con 7 = ¥(t) e R = |Z — §(t)|. Notare che, per ¢ — oo, E, si riconduce all’espressione
classica del campo elettrostatico di una particella puntiforme. Vale poi:

—

B,=mx E, =

ol

x E,
perché 1 x (M x ) = ¥ — (i - 7). Da cid vediamo innanzitutto che |B,| < |E,| se
v <L
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Passiamo ora ai campi di accelerazione. Per quanto riguarda il campo elettrico si
ha:

Vogliamo dunque esprimere Ea in termini di quantita misurabili. Poiché si ha:

wh =G - vut + 4% (0; @)

allora il termine proporzionale a u* si semplifica nell’espressione di V}*, e non
contribuisce al suo valore. Per i nostri scopi, dunque, possiamo porre w* = v2(0; @),
e pertanto, poiché w - m = —v2m - @

o_¢ 1 1oz
Vo= Gi—m-opr™ @
- e 1 1
Vo=— 1—m v n-a
¢ 477(1—77”2-27)3R[( o)+ (- a)]
Dunque:
= e 1 N I
E, R m_l_},)3[(m a)(m x v) — (1 —m - v)d]

1
@
—_

—

m x [(m x ¥) x d]

E =
“ AnR (1 —m - 0)3

—

(ovviamente poi B, = 11 x E,). Reintroducendo i fattori c:

B e 1 L U o
T TmREA—m (TP Km % c> % “}

Si tratta dunque di un tipo di campo puramente relativistico: nel limite ¢ — oo,
infatti, E, — 0. Poco fa, nel caso dei campi di velocita, avevamo visto che se v < ¢
allora |B | < |Ey|; nel caso dei campi di accelerazione, invece, cio non avviene: infatti
poiché E, & ortogonale a m e B, = i X Eg, allora |Ey| = | By, ossia per i campi di
accelerazione, anche nel caso di velocita molto piccole, i moduli del campo elettrico e
magnetico coincidono. Non € un caso, e vedremo fra un po’ perché. Vediamo ora un
paio di applicazioni.

4.3 Campo di una carica in moto uniforme

Il potenziale del campo coulombiano di una carica ferma e:

e 1
4 |7

AIO( )

ove abbiamo indicato con K’ il sistema di riferimento solidale alla carica, ove dunque
A"(z') ha D'espressione appena vista, e A'(2/) = 0.
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Come sappiamo, per determinare il campo in un sistema di riferimento K nel quale
la particella si muove di moto rettilineo uniforme applichiamo una trasformazione di
Lorentz:

Al(x) = (A7, A" (a)

ove A : K — K'. Ricaviamo ora perd questo risultato a partire dal potenziale di
Lienard-Wiechert:

e ut

TR e C)

con uM costante, (z — y(5))2 =0 e 2° — y%(5) > 0. Dobbiamo dunque determinare 5.
La linea d’universo della particella & y*(s) = uts, e dunque:

(x—ys)? =022 uws+u’s?=0 = s=(r-u)+/(z u)?— a2

Per verificare che questo risultato abbia senso dobbiamo vedere se il radicando
& negativo o meno; poiché & una quantita invariante, calcoliamolo nel sistema di
riferimento di quiete istantanea della particella, ove u* = (1,0,0,0):

(2-w)® =2 = (%)% = (@) + |* = |7* > 0

Pertanto esistono due 5 tali che (x — y(5))? = 0, come gia avevamo dimostrato.
Ci resta dunque da capire quale di queste due soluzioni & tale che z° — 3°(5) > 0:

2% —90(3) = 20 — 05

Il segno di questa quantita ¢ invariante, e pertanto lo valutiamo in K:

0 0

20 — 405 = 20

—(z-w) F 12 = 2° - 2° F |2 = F7]

Dunque, affinché 2° — 4°(5) > 0 si deve avere:

Percio:

w- (@ —y(8) = (u-a) —u-y(s) = (u-) — (u-w)s = (u-a) — 5=

= (u-2) = (z-u) + /(2 w)? — a2 = /(@ w)? — 22

e dunque:

a6
Cdm (x-u)2 — a2

Quest’oggetto si trasforma come un quadrivettore (com’e giusto che sia), e se lo
valutiamo in K’ ci si riconduce al potenziale coulombiano:

e

Al () = (1

=1 m,0,0,0)
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Il risultato che abbiamo trovato coincide dunque necessariamente con quello
determinato con le trasformazioni di Lorentz. A questo punto, esplicitiamo il campo
elettrico attraverso il tensore elettromagnetico:

e u” 1
PR o= R AY - A = iy
A7 [ ((u- )2 — 22)3/2 2

2(z - uw)u* —22") — (p+v)| =

o g € ahu?’ — xVut
4w ((u - x)? — 22)3/2

Dunque, esprimendo F in termini di quantita misurabili, risulta:

— e xr — vt
E=_—(1-v" NP2 1 (7. P \213/2
Am [(1 —v2)RE + (- Ro)?%
ove:
5 S o 2 2 2 (ﬁ‘ﬁo)2
Rozaj—vt (‘TU) — X :Ro—f‘ﬁ

(la verifica della seconda relazione ¢ lasciata per esercizio). Da notare che Ry # R:
uno & valutato in ¢ e l’altro in ¢. Questa formula dipende dai due vettori Ry e ¥: se
chiamiamo « I’angolo fra di loro, allora ¢+ Ry = |¥/]| Ro| cos c, e quindi:

e 1-v R
4 (1 — v?sin® a)3/2 R}

Osserviamo che questa formula senza il fattore centrale si riduce al campo
coulombiano non relativistico; € inoltre radiale, ossia diretta come la congiungente
osservatore-sorgente nello stesso istante (¢ "un caso" che sia cosi). Studiamo ora la
dipendenza di Edaa.Sea= 0, ossia se si osserva il campo in direzione parallela al
moto della carica, allora:

E =

= (& ﬁo e 1 éo
Ej=—1-v)==——>5—
= 4r ( ) R} 4w ~? R}
Se invece ¥ = 7/2, ossia se si osserva il campo in direzione perpendicolare al
moto della carica, allora:
- e 1—12° ﬁo e 1 ﬁo e ﬁo

Fl=f££_--vY Mw_°¢ - MM_ °
LT (- ?PRPR T V- R in R

Pertanto, maggiore ¢ la velocita della particella, piu intenso e E | e piu debole &
E||; questo fatto ¢ conseguenza della contrazione delle lunghezze.

4.4 L'irraggiamento

Finora abbiamo studiato il campo generato da una singola particella. Se invece ne
sono presenti piu di una, poiché le equazioni di Maxwell sono lineari il campo totale
¢ la somma dei campi delle singole particelle. Dunque, se s ¢ I'indice che denota le
particelle:

E’(’_IZ"OT _ Z E'(Ss) B’Z“OT _ Z B’((ls)
s s
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Definendo per ogni particella il versore:

(ossia il versore della direzione di osservazione della singola particella), sappiamo che:

7). B —

a

BE) — ) x B

Il problema ¢ che la determinazione del campo totale puo essere terribilmente
complicata, in quanto non esiste un unico versore 7 di propagazione dell’onda, e in
generale BTOT pon & ortogonale a ETOT  Nel caso pero in cui si osservi il campo a
grandi distanze dalle cariche (che, come vedremo fra poco, ¢ il caso fisicamente pit
interessante), ossia se |Z| > |7(*)(¢)], allora:

=1
e le formule precedenti, in questo limite, si semplificano notevolmente:
ii- ETOT = ¢
STOT _ = ., fTOT
B,"" =nxE,

Vogliamo dunque studiare ’emissione di quadrimomento da parte di un sistema
di cariche in moto, fenomeno che va sotto il nome di irraggiamento.

Sappiamo che se in una certa regione di spazio c¢’é del campo elettromagnetico,
allora ad esso si puo associare un quadrimomento P* tale che:

dP* )
— = | T d¥;
dt /F emg

ove I' ¢ il bordo della regione di spazio contenente il nostro insieme di cariche in
moto (che dunque non usciranno mai da I"). Il secondo membro di quest’espressione
& pero proprio il flusso di quadrimomento attraverso I'; in genere interessa conoscere
il flusso di quadrimomento totale emesso da un sistema di cariche: per determinarlo
basta prendere come superficie I' una sfera di raggio r e far tendere r all’infinito.
Allora si avra d¥! = nir2dQ, e:

dpPH 9 in i
R Bopi
7 Tlggo T / Temgn'dS2

Spesso puo interessare anche conoscere la distribuzione angolare del quadrimo-
mento emesso, ossia la dipendenza dell’emissione di quadrimomento dall’angolo.
Allora;:

dP* Yins i

=l B i

ddf) ~ 5 Teme”
Per determinare queste quantita, tuttavia, basta conoscere I’andamento dei campi
all’infinito per via della presenza del limite: € per questo che prima abbiamo detto
che la situazione fisica piu interessante ¢ lo studio dei campi a grandi distanze dalle
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cariche che li hanno generati. Affinché quelle appena definite siano quantita sensate,
si dovra avere:

; 1
ip T—roo L
Temg ~
T
e poiché THY, oc (FH )2, allora si dovra avere:

v T—>00 1

F ~T =

r

Gli unici campi che vanno come 1/7 all’infinito sono pero i campi di accelerazione:
e per questo che solo loro contribuiscono al fenomeno dell’irraggiamento. In altre
parole, una carica puo irraggiare solo se ¢ accelerata.
Un’altra quantita di grande interesse fisico ¢ I’energia emessa per unita di tempo
e angolo solido, ossia la componente = 0 di dP*/dtdS:
¢ dw

ac AW 90 i e 2qi i
dtdQ — dQ _rlggor Temgn —TIEIC}OT S'n

ove S ¢ il vettore di Poynting'. Poiché si ha:

r—00 =00

Notiamo che poiché S || 7, Penergia ¢ sempre emessa, e mai assorbita: cio &
conseguenza del fatto che abbiamo scelto la soluzione ritardata per risolvere le
equazioni di Maxwell. Inoltre, poiché \Ea\ "% 1/r il limite ¢ finito, e pertanto per r
abbastanza grande 'energia emessa fluisce conservandosi (in quanto non dipende pit
da r).

Per poter rendere concretamente utili queste formule dobbiamo avere un modo per
calcolare il campo E,a grandi distanze dalle cariche. Potremmo sfruttare direttamente
le espressioni del campo di Lienard-Wiechert per determinarlo, ma la cosa diventa
troppo complicata e spesso intrattabile. Per calcolare E, useremo invece I’espressione

generale del potenziale di Lienard-Wiechert nel limite di grandi distanze.

4.5 Campo nella zona delle onde

Supponiamo di avere una quadricorrente j#(¢; Z) contenuta in una regione finita di
spazio:

JH(t;Z) =0 selZ| > £ Vit

Vogliamo studiare il campo per |Z| := r > ¢, detta zona delle onde (vedremo fra
poco perché). Il quadripotenziale relativo a j* eé:

1 [t —|Z—G1:9) 4.
A’u(l‘)zf/'] ( _’| _’y‘ y)d?)y
47 |7 — g

'Ricorda che S* = T;'S]g.
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Vale inoltre:

N 72
S - . - - Z-
731 = (P 28 g+ ) = 1 (1220 1T
72 |7
Poiché consideriamo il caso |§] < £ < |#], il termine |7]%/|Z|? & trascurabile, e si
puo espandere in serie di Taylor:

= o\ 1/2 R
S = Z-y S -y 1
— 4] = 1-2-2 ~ 1-2 —
|7 — 4] = |Z] ( IfIQ) |Z] ( !a?\?) +o0 (Tz)

e dunque il quadripotenziale &”:

1 . 3o 1
AM(JU)—W/J”(t—"”+n'y;y)dgy+0(rg)

I termini di ordine 1/7? contribuirebbero solo ai campi di velocita, e dunque li
trascuriamo in quanto siamo interessati ai soli campi di accelerazione; il termine 7 - §
(detto ritardo microscopico), va invece tenuto perché in generale ¢ — r puo essere
arbitrariamente grande o piccolo; come vedremo, 71 - i/ si potra trascurare solo se j*
varia abbastanza lentamente. Vorremmo dunque dimostrare che il quadripotenziale
che abbiamo trovato soddisfa le relazioni delle onde; € per questo che la zona a grandi
distanze dal sistema di cariche in moto ¢ detta zona delle onde.

Verifichiamo dunque che A* soddisfi le relazioni delle onde, in particolare 9, A" =
nﬂA”, con n#* = (1;7). L’unica componente non banale di quest’equazione & pu =i
(l'altra & immediata); poiché inoltre vogliamo trascurare i termini di ordine 1/r2
l'unica derivata che contribuisce & 9;r = z*/r = n’. Dunque:

( 1 ) . .
O AP = — :er /aoj“(t —r+ -7 9)d G+ o (73> = —n'OygA* = n'A¥ = n' A*

4

I W

Alla luce di questo e considerando che per la gauge di Lorenz si ha 9, A" = 0,

l'altra relazione delle onde, n,A* = 0, ¢ immediata:

nMA“ =0,A" =0

Ora, il fatto che A* cosi come definito prima soddisfi le relazioni delle onde
non implica che si comporti esattamente come delle onde piane: in realta il campo
nella zona delle onde ¢ composto da onde "quasi" sferiche (il termine 7 - ¥ rompe
la simmetria sferica). Ovviamente, se si osserva una porzione abbastanza piccola di
un’onda sferica a grandi distanze dalla sua sorgente, localmente la si pud approssimare
con un’onda piana.

Dunque, poiché A* soddisfa le relazioni delle onde, valgono tutte le considerazioni
che abbiamo fatto per le onde piane (quelle, infatti, discendevano dalla sola validita
delle relazioni delle onde, e non dalla particolare forma di quest’ultime). Sappiamo
pertanto come sono fatti i campi elettromagnetici nella zona delle onde:

> >

E:ﬁx(ﬁxA)—X:fﬁx(ﬁxA)

2Nel denominatore abbiamo sostituito solo ||, perché il resto contribuirebbe a termini di ordini
superiori.
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B=ixE

Inoltre, il tensore energia-impulso e:

ThY, = nin”|E? = nin”|i x A]?

Sappiamo inoltre che:

dPH* . . ) . . o . . - d
——— = lim 7*T%# n' = lim r*n'n"|E*n’ = lim r*n#|7 x AJ?
dtdf)  r—oo g T—00 r—00

con:

7 1 = N g
A= —/8oj(t—r+n-y;y)d3y
4dmr
Questa e la formula generale per determinare il quadrimomento irradiato da un

sistema di cariche. Il problema & che l'integrale che definisce A & molto complicato
da calcolare per via della presenza del ritardo microscopico 7 - if. Vogliamo dunque
cercare di sviluppare dei metodi approssimati per calcolare quest’integrale; il tipo di
approssimazione che si puo fare, in generale, dipende da quanto ¢ "importante" il
ritardo microscopico. Esistono due casi limite, che approfondiremo fra poco:

o limite non relativistico in questo caso (v < ¢) vedremo che 7i - ¥ si puo espan-
dere in serie di Taylor, perché ¢ molto piccolo; questo caso trova applicazioni
ad esempio nell’irraggiamento atomico

o limite ultra-relativistico in questo caso (v ~ ¢) 7 - § € molto grande, e
vedremo poi come semplificare il calcolo; questa situazione trova applicazioni
ad esempio negli acceleratori di particelle

4.6 Sviluppo in multipoli

Cominciamo dal caso non relativistico. Supponiamo che la corrente j# vari apprezza-
bilmente su scale di tempo dell’ordine di un dato Tp, ossia Ajt ~ j* se At ~ Tj. Se
dunque 71 - ¢ fosse piccolo rispetto a Ty potremmo trascurarlo nella valutazione di j*;
ma quand’e che questo ¢ vero? Cerchiamo innanzitutto un modo per stimare 7Tj.

Esempio: j* e la corrente generata da particelle cariche in moto con velocita
U contenute in una regione di spazio finita di dimensione £. In questo caso 'unica
stima ragionevole di Tj é:

Tp = -
v

Per poter eseguire I'approssimazione non relativistica, dunque, abbiamo bisogno
che 7 - § < Tp. Poiché |g] < ¢, cio e verificato se £ < Ty = £/v, ossia se v < 1, che &
proprio il caso non relativistico.

Esempio: j* ¢ una corrente di lunghezza d’onda A\, ossia di periodo Ty = A, che
e anche il tempo caratteristico. Pertanto, 77 - ¢/ & trascurabile se & piccolo rispetto a A,
e cio e vero se £ < A, con ¢ dimensioni del sistema.

In casi come questi, dunque, si puo espandere 7 - 4

Ni

A(z) ~ Ay

. 2 1 o e 3L L
/J“(t— ) d g + H/n-yaoy“(t—r; §)d>F + O((7i - §)?)
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o, reintroducendo le c¢:

1 ) T, . 1 o an T o
Al(@) = — /J“ <t - C;y) d*ij + Trrc /n - §0o " (t - c;y> g+

wo(())

I termini di questo sviluppo si dicono multipoli, e il tipo di approssimazione
prende un nome diverso in base a quali termini si trascurano e quali no.

4.7 Approssimazione di dipolo

L’approssimazione di dipolo corrisponde a tenere solo il primo termine nell’approssi-
mazione di A¥, e considerare solo i termini spaziali:

—

1 > L 3o
)= [ Je =i’y

Infatti, se volessimo valutare il termine relativo alla componente temporale di
AF | tenendo conto che j° = cp:

1 r 1 r
= e [ (0= 57) 7+ g [0 (¢~ i) &5
dmre c drre c
—————

~a(-)

A=)

ove () ¢ la carica elettrica totale. Questa non € una vera e propria approssimazione
di dipolo, in quanto & presente anche un termine di ordine 1/c¢2. Ora, per dipolo
elettrico si intendono due cariche +¢q e —¢ tenute a una distanza fissa d fra loro; il
momento di dipolo ¢ definito come:

ﬁqucz

con d versore diretto come la congiungete le due cariche. Con una distribuzione
generica di cariche, invece:

D)= [y oty

e si ricade nel caso precedente se l'origine delle coordinate & posta a meta fra le due
cariche, e p & la somma di due §, una per +q e una per —q. A prima vista, dunque,
sembrerebbe che A sia riconducibile a D? (il secondo integrale che compare in A° &

invece esattamente 7 - D) Prendiamo dunque la derivata temporale di D?, tenendo
conto che dyp = —0;j° per la continuita della corrente:

D) = [y top(ts a’y =~ [ 4 (0u7 )5 =
— - [youtdi= [Ouw)idi- [ oy'h)d

il secondo integrale, sfruttando il teorema di Gauss, € nullo perché la corrente si
annulla all’infinito. Dunque:
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0 = [otdy= [ iy

Aw) = ﬁD(t )

Pertanto:

L’espressione esplicita dei campi di dipolo, dunque, é:

1
Blt—r)=@ixE=——fxD
r

Pertanto, E appartiene al piano individuato da D e , ed ¢ ortogonale a
quest’ultimo.

Detto quindi 0 I'angolo fra 7 e D, la potenza irradiata &

% =Bl = 1672

T

Il fatto che dW/dQ o sin? 6 & tipico dell’approssimazione di dipolo. La potenza

emessa massima si ha dunque per § = 7/2, ossia in direzione perpendicolare al dipolo,

mentre ¢ nulla per § = 0, ossia nella direzione del dipolo. Per determinare la potenza
totale emessa, tenendo conto che df) = dpd cos 0:

:’|2 _

1 e
Wh_ix D |D|2Sin29
m

2 2o 1o L 30 L 202
W= / 0= =" || / sin28dcosf = —|DI> = W =—|D|
1672 1 67 67
—_—
—1/3

Un’altra caratteristica importante dell’approssimazione di dipolo ¢ che la quantita
di moto totale emessa & nulla. Infatti, si ha’:

dP’ dW dP’
= - DJ2d6
datd ~ " A dt / / Tor2 /% Pl

Ora, dW/d) & una funzione pari di 77 (il che ¢ un’altra caratteristica dell’appros-
simazione di dipolo), dunque 7dW/d) & dispari in 7, e quindi l'integrale & nullo
perché esteso a un dominio pari. Quindi:

dP’
dt
Esempio. Sistema di cariche in moto. In questo caso:

=0

t) = ed({T— () = ﬁ(t):Zergr(t) = Dt Zerar

3 s . .
Quest’espressione di 2 dt = _ la si ottiene inserendo < dt dQ nell’espressione del tensore energia-impulso
nella zona delle onde.
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Dunque:

2
1
W= —
61

§ eray,
r

Nel caso in cui ci sia una sola particella:

W= L eap
67

nota come formula di Larmor. Da notare che i campi sono lineari, mentre la potenza
no: il campo totale di un sistema di cariche ¢ la somma dei campi delle singole
particelle, mentre cid non accade per la potenza emessa.

Ci sono alcuni casi nei quali, in approssimazione di dipolo, la potenza totale
emessa ¢ nulla, e dunque non c’¢ irraggiamento.

Esempio. Un sistema isolato di particelle identiche; in realta basta molto meno,
ossia che il rapporto carica/massa sia lo stesso per tutte le particelle, ossia e, /m, =
e/m Vr. Infatti in questo caso:

= - €r € € - €
D = Zeryr = Zmrmiryr = Zmrgyr = E Zmr’yr = EycdeTOT =
r r r r

e e . =2 e -
= D= EMTOTycdm = D= EMTOTycdm =0

e MTOng’Cdm = 0 per via del fatto che il sistema ¢ isolato.
Esempio. Distribuzioni sferiche di carica. In questo caso, infatti:

o) = pltlgl) D' = [yiel lil)d =0

ove 'ultimo passaggio ¢ dovuto al fatto che p ¢ pari in ¢, dunque gp(¢, |7]) ¢ dispari
in ¢, e l'integrale ¢ esteso a un dominio pari. Dunque:

aw

-

In realta, per distribuzioni sferiche di carica non c’¢ irraggiamento in nessun
ordine dello sviluppo in multipoli; cio lo si puo verificare calcolando i momenti di

dipolo di ordine superiore (vedremo poi cosa sono), oppure sfruttando il teorema di
Birkhoff.

0

4.8 Diffusione (o scattering) Thomson

E un processo fisico importante in molte situazioni, che poi analizzeremo. Si tratta
di emissione di radiazione da parte di particelle cariche. Consideriamo una particella
carica libera, che a un certo istante viene investita da un’onda elettromagnetica che
si propaga lungo l'asse z, che per semplicita supporremo piana monocromatica e
polarizzata linearmente.

Quando l'onda incide sulla particella, questa verra accelerata nella direzione
del campo elettromagnetico, emettendo radiazione. Vogliamo determinare 1’energia
emessa dalla particella in funzione della direzione, cioé dell’angolo rispetto all’asse z.
In processi di diffusione come questo ¢ utile descrivere il sistema attraverso la sezione
d’urto (differenziale):
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do  1dW

dQ Iy dQ
(il termine "sezione" & dovuto al fatto che ha le dimensioni di un’area) ove I & il
flusso di energia incidente, ossia I’energia per unita di tempo e superficie dell’onda
incidente. Cominciamo calcolando Iy. Poiché 'onda € piana e polarizzata linearmente:

—

Ein = Egcos(w(t — 2))

Bin =2 X Ein

Per calcolare il flusso incidente, prendiamo la media temporale’ di ]5 |:

To = {131y = (1BP) = (1 By coslew(t — 2))) = 33

Passiamo dunque al calcolo di dIW/dS). Assumiamo innanzitutto che la velocita v
della particella, quando viene messa in moto, sia molto minore della velocita della
luce, ossia v < 1 (vedremo poi quali sono le condizioni quantitative per soddisfare
quest’ipotesi). Possiamo dunque valutare dW/dS2 usando I’approssimazione di dipolo,
e quindi dobbiamo innanzitutto determinare il momento di dipolo della particella
una volta messa in moto. Si ha:

d? - L=
dto(t) = e(Ein + U X Biy)
Poiché | Ey,| = | Bin| e v < 1, il termine relativo al campo magnetico & trascurabile.
Dunque:
d? - -
m@g’(t) = eEi(t; (1)) ~ eEin(t;0)

ove 'ultima approssimazione vale per due motivi:

1. poiché v < 1, la variazione della posizione della particella una volta messa in
moto non ¢ rilevante;

2. poiché E, B 1 z, la particella si muove solo in direzione ortogonale a z, mentre
i campi dipendono solo dalla coordinata z.

Quindi:
2 . e .
mwﬁ(t) =eEpcos(wt) = ¢t) = _WEO cos(wt)
e poiché:
. e = . e =
U(t) = —Epsin(wt) = |Umax| = —|Eo|
mw mw
allora la condizione v < 1 ¢ soddisfatta quando:
2,2
~ mw mew
Bl < — = < —5
e 2e

Notiamo inoltre che in quest’approssimazione:

) = % [ f(t)dt
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. e = 2T
|Ymax| = 72|E0’ KA=—
mw w

ove A e la lunghezza d’onda della radiazione. Pertanto, l’approssimazione non relati-
vistica vale o per campi sufficientemente poco intensi o per frequenze abbastanza
basse.

Dunque, si ha:

—

B = eglt) = 5(t):egj’(t):ez%cos(wt)

Detti quindi EeBi campi emessi dalla particella:

62 -

[Eo — (7t - Eg)i] cos(w(t — 2))

Blt;r) = ———[D— (@ D)ii] =

4dmmr

B(t;r) =i x E(t;r)
Pertanto la potenza emessa dalla particella (o meglio la sua media temporale) é:

dwW 2212 _1 012 U R Y
(S ) = UER) = 5ol Bol? - (- Eo)?)

Si ha:

4
<dW> = _|Bsin20
d§2 32m2m?2

(da notare che anche stavolta c’¢ una dipendenza della potenza emessa da sin? 6,
come avevamo gia detto). Notiamo anche che, poiché Eo ¢ polarizzato linearmente,
anche E lo e; inoltre, nelle nostre approssimazioni la frequenza dell’onda emessa &
uguale a quella dell’onda incidente. In generale, pero, questo non e vero.

Dall’espressione di <%> vediamo anche che le particelle piu leggere sono anche
quelle che emettono piu efficacemente; per questo motivo, ad esempio, in un plasma
si puo trascurare la radiazione emessa dai protoni (in quanto circa 2000 volte piu
pesanti degli elettroni) e considerare solo quella dovuta agli elettroni.

Possiamo anche generalizzare questa situazione al caso in cui la radiazione
incidente non sia polarizzata. Consideriamo dunque un’onda incidente non polarizzata,
ossia tale che la direzione di Ej nel piano ortogonale all’asse Z & del tutto arbitraria
(la sua distribuzione di probabilita rispetto all’angolo azimutale & costante). Per
determinare i risultati precedenti in questa situazione dobbiamo mediare su Eo.
Indicando con ((-)) la media sulle direzioni, si ha:

((Boo)) = ((Eog)) =0 ((Ej.)) = ({(Ed,)) = %!Eo\Q

({Eo,sEo,y)) =0

(ove 'ultima relazione & dovuta al fatto che Ey,Ep, € una funzione dispari in
e y). Dunque, per determinare dW/dS) in questa situazione dobbiamo calcolare

(7 Eo)*)):

(7 - Eo)?)) = n2{{E§ ) + ny ((EG,)) + 2nany ((BoaFoy)) =
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L=, 9 2 Lz o . 9
:§|E0| (nx+ny):§|E0| sin“ 6

(infatti stavolta I’angolo 6 perde di significato perché Ej non ha piu direzione definita).
Dunque (np sta per "non polarizzata"):

dW et 1 et
@or :7E2 1— = Bol2(1 + cos?
<dQ >np 39 |Eo ( 2s1n 9) Py 5| Zo2(1 + cos? )

In questo caso, (dW/dQ)y, € massima per § =0 e § = 7, ossia la potenza emessa
¢ massima lungo 'asse z (situazione opposta a quella di prima, dove la potenza
emessa ¢ massima in direzione ortogonale a z). Dunque:

dony  1dW,, € 9 ol+cos?f
0 "L o szmEmpTees ) =iy

ove (reintroducendo c):

62

rg = ———=
4rmc?

¢ detto il raggio classico della particella (per I’elettrone, ad esempio, ro = 2.8 x 10713

cm), e ci permette di capire il significato fisico della sezione d’urto differenziale.
Infatti, do/dQ o< r¢, e dunque ai fini dell’interazione elettromagnetica & come se la
particella "occupasse" una superficie di area 7‘0 Per comprendere meglio quest’ultimo
concetto, calcoliamo la sezione d’urto totale’:

/dande_2 / 70 pdcos«9—

L )1+ cos?6 4 8
:27T/ rg;dcosez%rrgf WT(Q)
1 2 3 3
e dunque anche la sezione d’urto totale € proporzionale al quadrato del raggio classico
della particella.
Ora, in generale la sezione d’urto totale e:

Wror
Iy

Questa formula ha un’interpretazione intuitiva abbastanza evidente: Iyoror €
I’energia per unita di tempo che fluisce attraverso l'area oror. Da Wror = ororiy
si deduce che tutta questa potenza viene diffusa; pertanto, la diffusione Thomson puo
essere interpretata in questo modo: tutta la radiazione presente nel cilindro di base
oror interagisce con la particella e viene diffusa, mentre il resto passa inalterato;
insomma, oot € la dimensione effettiva del "bersaglio”.

Vediamo un po’ di applicazioni di questo fenomeno.

Nel Sole, una volta che un fotone® viene creato in una reazione nucleare, viene
continuamente scatterato all’interno del Sole stesso, prima di poter uscire nello spazio
aperto. Poiché la materia all'interno del Sole si trova allo stato di plasma (ossia gli

oTOoT = =  Wror = ororlo

®Dopo la seconda uguaglianza si sono prese coordinate polari rispetto all’asse z.
5In questo paragrafo parliamo di fotoni, che non abbiamo ancora mai visto, ma ovviamente
intendiamo radiazione elettromagnetica
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atomi sono scissi in nuclei ed elettroni liberi), vogliamo dunque calcolare il cammino
libero medio £ di un fotone in un plasma.

Possiamo dunque pensare che il fotone si "porti dietro" un "dischetto" di area o:
se un elettrone vi passa attraverso il fotone viene diffuso, altrimenti no. Equivalen-
temente, se in media in un cilindro di base o7 e altezza £ ¢’¢ un elettrone, allora
il fotone viene scatterato. Detto ny il numero di elettroni per unita di volume, la
condizione che definisce il cammino libero medio é:

nopl ~1 = [~ b
nyor

Nel Sole, ny = 103° m~3 (¢ una densita simile a quella dell’acqua), e utilizzando
la o dell’elettrone risulta £ ~ 1 cm. Tenendo conto del fatto che il raggio solare e
R ~ 10 m, si puo stimare che un fotone impiega qualche migliaio di anni prima di
uscire dal Sole.

Altra applicazione risiede nello studio dell’'universo primordiale.

Inizialmente 'universo era abbastanza caldo da impedire la formazione di atomi
(tutta la materia era plasma), e dunque era anche "opaco" rispetto alla radiazione,
perché i fotoni potevano essere diffusi con molta facilitd. A un certo punto la
temperatura si ¢ abbassata a sufficienza per permettere la creazione di atomi: pertanto
I'universo & diventato "trasparente' alla radiazione e i fotoni hanno smesso di essere
scatterati. Cio ha dato origine alla CMB (cosmic microwave background, radiazione
cosmica di fondo): da quell’istante la radiazione ha cominciato a viaggiare liberamente,
e tutt’oggi la possiamo vedere (si tratta di una sorta di "fotografia istantanea'
dell’universo in quel momento).

Se Telettrone invece di essere libero ¢ legato a un atomo si ha lo scattering
Rayleigh; il conto in questo caso € identico a quello che abbiamo fatto, con la
differenza che ora va inclusa una forza di tipo elastico che lega ’elettrone al nucleo.
Risulta che:

wh

=R

ove w ¢ la frequenza della radiazione incidente (che ¢ uguale a quella emessa), e wy €
la frequenza di oscillazione caratteristica del sistema nucleo-elettrone. In questo caso,
dunque, la sezione d’urto dipende dalla frequenza:

OR X

e w > wo: ci si riconduce alla situazione dello scattering Thomson;

e w <K wp: si ha op x (%)4 < 1 ossia, particelle non libere diffondono molto
meno efficacemente di quelle libere, a piccole frequenze;

e w ~ wy: in questo caso, detto risonante, la radiazione emessa € piccata su wy
(in realta il valore della sezione d’urto non diverge, come potrebbe sembrare

dalla sua espressione).

Torniamo allo scattering Thomson. Abbiamo trascurato una cosa: non abbiamo
considerato 'effetto della radiazione emessa dalla particella sulla particella stessa.
E la reazione di radiazione, che vedremo alla fine del corso. Possiamo perd renderci
conto che questo effetto c’e tramite la verifica di alcune leggi di conservazione:

Energia W = [yo, pertanto 'energia della radiazione incidente & uguale a quella
della radiazione emessa. L’energia ¢ pertanto conservata.

Quantita di moto Si ha un certo flusso di quantita di moto incidente, dovuto
alla radiazione, che & uguale al flusso di energia:
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dPZ(in)
7 = Iyo
Tuttavia:
sz(out)
=0
dt

perché siamo in approssimazione di dipolo (in questo caso, come abbiamo gia mostrato,
non c’¢ emissione di quantitad di moto). D’altra parte, pero, la particella mantiene in
media la sua quantita di moto, dunque non ne assorbe: c¢’é¢ quindi della quantita di
moto incidente ma non ce n’¢ di emessa.

Cio e proprio dovuto al fatto che ci siamo "dimenticati" dell’effetto dei campi
diffusi sulla particella stessa: pertanto, su di essa dovra agire una forza F, tale che:

dt 3

e questa forza va proprio interpretata come quella esercitata sulla particella dai
campi emessi dalla particella stessa (d’altronde non ¢’ nessun altro agente fisico al
quale la si potrebbe associare). Questa "dimenticanza', pero, non inficia sulla validita
dei conti che abbiamo fatto perché F, ]50]2, e abbiamo supposto che i campi siano
poco intensi (altrimenti non sarebbe soddisfatta la condizione v < 1), e dunque F, &
trascurabile.

Precisiamo infine un’ultima cosa: nella discussione che abbiamo fatto sullo scatte-
ring Thomson abbiamo supposto che il campo elettromagnetico sia "classico", ossia
non quantistico: quest’approssimazione ¢ valida se la frequenza w della radiazione
incidente € molto piccola, di modo che I'energia fiw dei fotoni sia piccola rispetto alla
massa della particella. Se dunque fw < mc? vale lo scattering Thomson come I’ab-
biamo visto; se invece fw ~ mc?, la diffusione di radiazione da parte di una particella
carica ¢ descritta dallo scattering Compton (nel quale la diffusione ¢ descritta come
un urto fra due particelle), nel quale la frequenza della radiazione diffusa differisce
da quella incidente.

49 L'atomo di idrogeno

Vediamo ora un’importante applicazione dello scattering Thomson. Consideriamo
un atomo di idrogeno, composto dunque da un protone e un elettrone che gli orbita
intorno. Sappiamo che, classicamente, particelle accelerate irradiano, e dunque ci
aspetteremmo che gli elettroni, all’interno dell’atomo, siano instabili e emettano
radiazione. Vogliamo studiare proprio questa emissione, detta Bremsstrahlung (non
relativistica): si tratta della radiazione emessa quando due particelle interagiscono
attraverso la forza coulombiana. Si possono distinguere dunque due casi: quello in
cui le orbite delle particelle sono aperte (come in un urto contro un bersaglio) e
quello in cui sono chiuse (come ’elettrone in un atomo). Come abbiamo detto, il
caso fisicamente piu interessante ¢ il secondo, e dunque ci occupiamo di questo.

Consideriamo quindi ’atomo di idrogeno nello stato fondamentale; allora si puo
considerare il protone fermo nel sistema di riferimento del laboratorio (dal momento
che & molto piu pesante dell’elettrone) e I’elettrone in orbita attorno ad esso lungo
traiettorie circolari.

Il raggio di quest’orbita ¢ il raggio di Bohr:
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A h?
TR = 7T2 ~53x107? cm

me

Se a questo sistema fossero applicabili i principi della meccanica classica’, essendo
accelerato 'elettrone dovrebbe emettere. L’equazione del moto dell’elettrone é:

mwrp = 5 o= — = w- = —3 = -3
TH 47 mry Ty

ove rg = e2/4mm ~ 28 - 10713 cm & il raggio classico dell’elettrone. Dunque:

7
v:er:,/Ti<1
B

(perché ro < rp), e pertanto la potenza emessa dall’elettrone ¢ (usiamo la formula
di Larmor):

e? e? o?

w="g= 0
67 67 m27"4B

Quindi, l’energia emessa in un periodo T' = 27 /w di rotazione é:

T
AE = / Wdt =WT
0
Detta ora £ 'energia iniziale posseduta dall’elettrone, allora:

1 a a
E=-—mwiry — —=——
2 TR 2rp

e inoltre:

AE _2me’ o 2rp 8W(T°)3/Q~3 1076
€] wbrmry o 3 N

B

L’elettrone, dunque, perde pochissima energia ad ogni giro, e il fatto che la varia-
zione percentuale dell’energia per giro AE/|E| sia piccolissima giustifica a posteriori la
validita della nostra approssimazione. Ora, pero, il periodo di rotazione dell’elettrone
& T ~ 1.5 x 10716 g; nella nostra approssimazione (che & la pitt "cruda" possibile),
dunque, in circa t ~ 1070 s P’elettrone perde tutta la sua energia, collassando sul
protone. Se dunque la meccanica classica fosse applicabile a questo sistema fisico, gli
atomi collasserebbero e la materia non potrebbe esistere. Inoltre, I’elettrone dovrebbe
emettere con frequenza w, perché il moto dell’elettrone ¢ armonico semplice; infatti
E D, e D ha la stessa frequenza del moto dell’elettrone. Pertanto, dovrebbe essere
emessa la sola frequenza w, ma in realta cio € vero solo in approssimazione di dipolo.
Volendo "raffinare" questo modello, si puo tener conto del fatto che in realta il raggio

varia col tempo (€(t) = —e?/(2r(t)); in questo caso si avrebbe, dunque:
Ldr __1d&
rdt Edt

(ossia, la variazione percentuale del raggio ¢ opposta a quella dell’energia), e poiché
d€/dt = —W:

"Nota: per "classica" si intende "non quantistica'; per "meccanica classica" intendiamo dunque
anche quella relativistica.
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ldr 1. 2r2 ol B 47“(2)
rdt € S a3mt s 308

Se stimiamo il tempo  al quale 73(f) = 0, risulta £ ~ 107! s, in accordo con
quanto visto prima. In realta anche in questo caso abbiamo tralasciato il fatto che via
via che il raggio diminuisce, la velocita dell’elettrone aumenta, e ad un certo punto
diventano importanti gli effetti relativistici. Volendo, quindi, si potrebbe apportare

anche questa correzione, ma il risultato non cambia di molto.

= () =1 —drdt

4.10 Approssimazione di quadrupolo

Vogliamo ora capire come "migliorare" I’approssimazione di dipolo. Ci fermeremo solo
ai termini immediatamente successivi, detti di quadrupolo elettrico e di dipolo magne-
tico. Partiamo dunque dall’espressione di A* nella zona delle onde (reintroduciamo

le ¢):
1 ,- r n-y o 1
(-t ()
drre c c r

Dunque, sviluppando il ritardo microscopico in serie di Taylor, arrestandoci ai
termini quadratici:

1 T = 1
el [ o)
wrc C C C
1 ..ok » ro .
=1 [D“r —ao/ykj’ (t— ;y> a3
wrc C C

E conveniente scrivere l'integrale fra parentesi come somma di un termine
simmetrico e di uno antisimmetrico:

Ai

i3s 1 i ;. L1 g i L,
/ykﬂd3y =3 /(y’“ﬂ +y' T+ /(ykj’ —y'*)d>y
Il primo addendo ¢ un termine detto di quadrupolo elettrico, mentre il secondo

di dipolo magnetico. Consideriamoli separatamente. Il tensore di dipolo magnetico e
definito come:

1 . ol
M= /(yljk —y"j")d%

(¢ P'opposto del secondo addendo dell’integrale in A?); si tratta di un tensore antisim-
metrico tridimensionale, dunque ad esso & associato il vettore tridimensionale M*
definito come:

. . L1 .
ME =Nt s dE =[xy

detto dipolo magnetico, in quanto ¢ definito in modo analogo al dipolo elettrico (con
3 al posto di p e il prodotto vettore al posto di quello scalare); si tratta del momento
di dipolo magnetico. Se invece di una distribuzione continua di carica si considera
una particella carica in moto, si ha:

M = iy XU

|
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Il quadrupolo elettrico e invece definito come:

D = [yt )’y

(che & ovviamente un tensore simmetrico). Si ha allora, sfruttando 1’equazione di
continuita della carica:

o . o LD s
DY = /y v dop(t; §)d°F = —/y yjafykjkd?’y

Integrando per parti, uno dei due termini si annulla grazie al teorema di Gauss e
al fatto che la quadricorrente si annulla all’infinito. Si ha quindi:

DV = /(yjj" +y'i)dy

e pertanto:

Il quadripotenziale nella zona delle onde puo dunque essere espresso come:

) 1 71.. 1 /1 . . 1
Al= — |=D'+ = ( =Dy — My, ) n® =
A7y {c + c? (2 k k)n +O<c3>]

Per il teorema di Birkhoff, se il campo ha simmetria sferica si dovrebbe avere
che A* & un quadripotenziale di tipo coulombiano, e dunque i termini contenenti
Mik e D; dovrebbero essere nulli. Infatti, nell’ipotesi che i campi abbiano simmetria
sferica si ha ji(t; %) = j'(¢,|7]) e quindi M¥ = 0 (& I'integrale di una funzione dispari
su un dominio pari); dalla definizione di quadrupolo elettrico, invece, non emerge
evidentemente che esso € nullo per una distribuzione sferica di carica. In generale,
dunque, D¥ # 0, ma si tratta solo di un effetto di gauge (ossia, la gauge che stiamo
usando non ¢ la pin "furba" possibile). Infatti, sotto la trasformazione:

A'—- A" -9 | ——=DV [t — -
- (87r7“c3 ( c))

il quadripotenziale diventa, trascurando i termini di ordine 1/72:
) . 1 1. T 1
A=A — n' =D’ (t — ) +o ()
8rrc? 3 c r2
Questa trasformazione di gauge € quindi equivalente alla trasformazione:

DY — D' = / <yly] - 35”|?7!2) P (t - Zﬂ) >y

(ove D' & detto momento di quadrupolo ridotto), di modo che I’espressione di A’

diventa:
. 1 M. 1 /1., . 1
A= — | 2D - 7D/zk . Mzk) k <>}
Ay {c + c? <2 nto c3

Se ora la distribuzione di carica ¢ a simmetria sferica, passando a coordinate
polari si ha d*y = |7]2d|7]dS?, 3 = |7|n’. Dunque:

ij 2| - L _ i Loy
D = [1g1520 (¢ = 2171 ) digl [ (wind = 507 a2
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L’ultimo integrale, perd, & nullo; infatti si deve avere® [n'nfdQ = k&Y, e
[nintdQ) = 47 = ké;; = 3k, dunque k = 47 /3. Pertanto:

. A7 .. 1 .. A ..
/ ninddQ = —X §ii / S50 = X §id
3 3 3

Dunque, D' = 0.

Studiamo dunque ’emissione di questa distribuzione sferica di carica. In appros-
simazione di dipolo si ha:

2 - 2
% = %|ﬁ x A2 = %(5’7 —nind)A'AI

(notiamo che il termine % —n’n? & quello che determina la dipendenza della potenza
emessa da sin® #). Nel caso dell’approssimazione di quadrupolo, invece, per studiare la
dipendenza della potenza irraggiata bisogna considerare anche che A’ stesso dipende
da n*; possiamo soltanto dire, dunque, che in approssimazione di quadrupolo la
dipendenza dalla direzione della potenza irradiata & pitt complicata di sin? 6. Per
determinare inoltre le frequenze emesse, notiamo che la relazione che lega il momento
di quadrupolo a ¥ per una particella in moto & piu complicata che in approssimazione
di dipolo. Si ha infatti:

DY = e(y'y’ —7|g)

che & quadratico in y (e non lineare come nel caso D’ = ey'), e analogamente per il
dipolo magnetico M. Pertanto, se ad esempio il moto della particella & armonico
semplice di frequenza w, la radiazione emessa in approssimazione di quadrupolo
elettrico e di dipolo magnetico contiene anche frequenze multiple di w. In generale,
piu ci si avvicina, nelle approssimazioni, a velocita relativistiche, piu & grande la
frequenza emessa (sempre come multiplo di w).

Notiamo poi che dW/d) ¢ quadratico in A, dunque in approssimazione di qua-
drupolo dovremmo anche considerare i termini di ordine 1/¢3, perché nell’eseguire il
quadrato di A ci sono dei termini di ordine 1 /c* che provengono dal prodotto di Dt /c
con i termini di ordine 1/¢3. Pertanto, per consistenza, supponiamo che i termini di
ordine 1/¢, ossia i termini di dipolo, siano nulli.

Per calcolare la potenza totale emessa si procede come al solito. Saltiamo il conto
perché ¢ lungo e noiso; risulta:

dW 1 = 1 = ij = ,ij
W=[-=dd=_—|M?+_-——D"D
/dQ 67r| | +807T

4.11 lrraggiamento ultrarelativistico

Vogliamo ora studiare ’emissione di quadrimomento nel caso ultrarelativistico, e
cerchiamo di farlo col minor sforzo possibile (ossia senza fare troppi conti). Sappiamo
che per una singola particella con v < 1 valgono le formule di Larmor:

& e , dP

La prima di queste due espressioni, pero, ¢ la potenza rilevata all’istante t a
distanza r dalla carica. Consideriamo invece:

8Infatti, se ¢ = j allora n'n = n'n’ = 1, altrimenti n'n’ = 0.
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s e* .,
T o at)|

che ¢ la potenza emessa al tempo ¢ che raggiunge I'infinito. Questa sottile distinzione
¢ necessaria perché per studiare I’emissione di quadrimomento vorremmo usare
ragionamenti basati sull’invarianza di Lorentz, e quindi € conveniente avere espressioni
valutate tutte nello stesso istante. Vogliamo dunque determinare le formule analoghe
a quelle di Larmor nel caso v ~ 1. Supponiamo quindi di porci nel sistema di
riferimento di quiete istantanea della particella; in questo, la particella & ferma per
definizione, e dunque in esso valgono le formule di Larmor:

2 2
T 132,0,0,0) = < JalPu
dt 67 67
ove tutte le grandezze sono valutate in ¢, e u, = (1,0,0,0) ¢ la quadrivelocita della
particella in questo sistema di riferimento. Il nostro scopo, adesso, ¢ quello di riscri-
vere quest’espressione in termini di grandezze covarianti (in particolare, dobbiamo
"aggiustare" |@]?): in questo modo avremo anche determinato il quadrimomento
emesso nel sistema di riferimento del laboratorio, in quanto 'uguaglianza continuera
a valere anche in esso (anche se le espressioni delle grandezze coinvolte cambieranno).
Sappiamo che la quadriaccelerazione w* & un oggetto covariante, e che si riduce
a (0;a) nel sistema di riferimento di quiete istantanea della particella; pertanto
w’w, = —|@|? & uno scalare di Lorentz. Sostituendo inoltre dt con ds nell’espressione
del quadrimomento (perché dt non & covariante):
apr e? u
— = —w'w,u
ds 6T
E questa la formula che cercavamo, detta formula di Larmor relativistica. Come
abbiamo gia accennato, essendo un’uguaglianza fra quadrivettori, & vera in ogni
sistema di riferimento inerziale; esprimendo tutto in termini di ¢ anziché di s”:

dP* ez .
el wy, (1;7)

In particolare, dunque, ’energia emessa €:
€ e
— =——w"w
dt 67 v
e notiamo anche che in questo caso dpP /dt # 0, al contrario di quanto accade nel
caso non relativistico. Vediamo adesso delle applicazioni di questa legge.

4.12 Acceleratori di particelle

In un acceleratore, delle particelle vengono soggette a campi elettromagnetici esterni,
che le accelerano a velocita prossime a quelle della luce. Detto F),, il campo elet-
tromagnetico esterno (tutti i campi che nomineremo in questo paragrafo saranno
esterni), sappiamo che ’equazione di Lorentz per la particella é:

dP#
ds

“Ricorda che: & = -4 u* = ~(1;9)

v
=eF*u,




94 Capitolo 4. Campo elettromagnetico di una carica in moto qualunque

e vale:

L 1 dP* e
wHt = — =
m ds m

La potenza emessa € pertanto:

2 4 1

€ 14
=——wwy, = ————
6mm2 1 — v?

6

Per la presenza del termine v2/(1 — v?), se v ~ 1 la potenza emessa dalla

particella € enorme; in altre parole, la potenza emessa in regimi ultrarelativistici e

molto maggiore di quella emessa nel caso non relativistico. In termini dell’energia
della particella:

el
W =

EY|E+ 0 x B> - (7 E)?
e 2~ (@ By
notiamo dunque che W o 1/m*: a parita degli altri parametri, particelle leggere
emettono molto piu di quelle pesanti, e dunque ad esempio se vengono accelerati
elettroni questi emetteranno moltissima energia. Consideriamo ora i due tipi di
acceleratori di particelle: lineari e circolari.

4.12.1 Acceleratori lineari

In questo caso e sufficiente un campo elettrico per accelerare la particella, dunque
B=0eFE| dl 9. Sihadunque:

et et

Gl EP(1—?) = W
v =
6mm21 — 112

~ 6rm21—

E*—|0)%|E E?
— S IEP—IaPIEP) = 1B
Per capire se questa potenza emessa € rilevante o meno, valutiamo il suo rapporto
con la potenza fornita dal campo elettrico, Weyy = ev|E|:
W et P 1 et |E| 2, ro |E|
Wext  6mm?2 ev]E] “6rmZuv 3 mu

ove 1¢ ¢ il raggio classico della particella. Detta dunque d€/dx I'energia fornita dal
campo alla particella per unita di lunghezza'’:

W 2mrgldE
Wet 3 moudz

Pertanto, la potenza dissipata per irraggiamento diventa rilevante se il campo for-
nisce alla particella, per unita di lunghezza, tanta energia quanta m/ry. Tipicamente,
negli acceleratori si ha d€ /dx ~ 100 MeV /m; nel caso in cui la particella sia un elettro-
ne (che ¢ il caso piu sfavorevole possibile, proprio perché particelle leggere emettono
moltissimo), m ~ 0.5 MeV e 79 ~ 3 x 107! cm, dunque W/Wey =~ 10713, Pertanto,
negli acceleratori lineari 'emissione di energia per irraggiamento ¢ irrilevante.

1
0dé _ 1dB _ o¢

dx v dt
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4.12.2  Acceleratori circolari (o "sincrotroni")

In questo caso B # 0; ci dovrebbe essere anche un campo elettrico, necessario proprio
per accelerare la particella, ma consideriamo il caso in cui questo sia assente, ossia
consideriamo la particella avente gia altissima velocita. Se dunque E=0e B | v:

4 4 4 2
1 - e 1 - e v -
67rm21—v2‘v | 67Tm21—v21) |5l 67'('777,21—1)2’ |

e

Sappiamo che il moto relativistico di una particella in un campo magnetico & tale
che la sua frequenza sia:

p }
P/ e A
m £

Conviene a questo punto esprimere W in termini di wg invece che di |B|; dunque:

e? v?

=W
6m (1 —0v2)2 Y
Se ora R ¢ il raggio della circonferenza percorsa dalla particella, poiché v = woR
allora wg = v/R, e dunque l'energia AE emessa in un periodo é:

2t €2 3 (€& 4
AS_WT_WQTO_ﬁU <m)
Poiché AE  1/R, in un acceleratore grande si dissipa meno energia; come prima,
poi, AE o 1/m*. Per renderci conto degli ordini di grandezza, valutiamo A€ nel caso
di due importanti acceleratori:
LEP era un acceleratore di elettroni, con R = 4.3 km, £ = 100 GeV e m = 0.5
MeV. Allora:

A
?522><10_2

Puo6 non sembrare molto, ma in realta € tantissimo perché gli elettroni in esso
compivano circa 11.000 giri al secondo.

LHC ¢ un acceleratore di protoni, con R = 4.3 km, £ =14 TeV e m = 1 GeV.
Allora;:

AE

£
non ¢ dunque rilevante, ma nemmeno trascurabile (corrisponde a circa una perdita
del 2% dell’energia in un’ora).
Il problema tecnico di LHC & che B o< E/(eR), e dunque servono campi magnetici
intensissimi.

~3x%x107?

4.13 Distribuzione angolare

Studiamo ora la distribuzione angolare della radiazione emessa nel caso ultrarelativi-
stico. Come abbiamo visto, nel caso non relativistico la potenza emessa dipendeva
dalla direzione relativa all’accelerazione della particella, e dipendeva in particolare
dal quadrato del seno dell’angolo fra la direzione di osservazione e quella dell’ac-
celerazione. In particolare, dunque, la potenza emessa era massima in direzione
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perpendicolare all’accelerazione della particella. Vedremo ora che nel caso ultrare-
lativistico la situazione ¢ completamente diversa. La formula esatta per la potenza
totale emessa per unita di angolo solido ¢ (sfruttando ’espressione di E data dai
campi di Lienard-Wiechert):

M _ 7,2’ _“‘2 _ e? |ﬁ X [(ﬁ_ﬁ) X d]‘Q
ds) 1672 (1—v-n)b

Nel caso non relativistico avevamo 1 — ¥ - 7 = 1; nel caso ultrarelativistico ¢
invece proprio questo termine che ci consente di capire la distribuzione angolare
della radiazione. Se infatti si ha @ ~ ¢//v, allora 1 =07~ 1—v KN 0; dunque, la
potenza emessa tende a divergere se 71 € circa collineare alla velocita della particella.
La direzione "di riferimento" in questo caso, dunque, € quella di ¥. A numeratore, poi,
¢’¢ un termine 77 — ¥, che per 7 &~ ¥//v tende a zero, compensando la divergenza del
denominatore. Per comprendere meglio la situazione, riscriviamo la formula come:

dw e |i x (i - 9) x d]|? 1
Q1672 (1-7-9)2 (1—i-0)4

Se dunque 7 & /v, si avra:

Pertanto, il termine centrale nell’espressione di dW/dS) & costante, e quindi:

— o~ nx (A xa)|*——=—==
aQ 1672 (1—v-m)?
e poiché |1l x (71 x @)| = |7 x d|:
deV n~v/v € ‘ﬁ y &,’2 1
Q) 1672 1-7-7i)

Dobbiamo dunque distinguere due casi:

a-v#0
(ossia @ non & parallelo a ¥) se 71 & ¥/v, allora |7l x @| # 0:
dw e 19 1
@@ e

Pertanto, per v &~ 1 il termine piu rilevante nell’espressione della potenza emessa
per irraggiamento ¢ 1/(1 — v cos a)*. Espandendo per piccoli valori di o

(1 —wvcosa)t

Fa) = 1 _ 1 _ 1 vl 1
S Ovesa)t (o)) (1—ereg) (1—v+g)

Dunque, f(«) & una funzione piccata attorno ad a = 0, e il picco & sempre piu

marcato piu il valore di v si avvicina ad 1.

La larghezza a meta altezza della campana, poi, & dell’ordine di v'1 — v2 ~ /1 — v.
Concludiamo dunque che se v ~ 1, la maggior parte della radiazione emessa ¢ tutta
concentrata in un cono di angolo solido centrato sulla direzione di ¥:
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Dunque:

aw e? a?sin? o
dQ 1672 (1 —wvcosa)b

E una situazione leggermente diversa dalla precedente: se a = 0, infatti, la
potenza emessa € nulla. Detta:

sin? o

fle) = (1 —wvcosa)b

In questo caso, dunque, nella direzione esatta della velocita non viene emessa
energia, ma comunque la quasi totalita della radiazione ¢ contenuta in un cono di
angolo solido a ~ y/1 — v centrato nella direzione della velocita (che in questo caso
coincide con quella dell’accelerazione).

I due casi, dunque, anche se a priori diversi sono sostanzialmente equivalenti.

4.14 Analisi spettrale

Finora abbiamo studiato la dipendenza della radiazione emessa dalla direzione di
osservazione. E perd interessante anche sapere come ¢ distribuita la radiazione
in funzione della frequenza. Vogliamo dunque cercare di capire quantitativamente
la distribuzione spettrale della radiazione emessa per irraggiamento. Detta w la
frequenza della radiazione, la sua distribuzione spettrale é:

d’&
dwd$)
ossia l'energia emessa per unita di frequenza e di angolo solido; volendo possiamo
studiare anche d€ /dw, ossia 'energia totale emessa per unita di frequenza. Dobbiamo
dunque distinguere due casi: quello in cui i fenomeni coinvolti sono periodici e quello
in cui non lo sono. Dall’analisi di Fourier sappiamo che una funzione non periodica
ha spettro di frequenze continuo:

f0)= = [ e
= (& w)aw
21 J—o0
mentre nel caso di fenomeni periodici, detto T il periodo e wq la relativa frequenza,

si avra:

“+o00
fE+T)=f(t) = fO)y= Y e "Ny
N=—o0
ove fy sono i coefficienti di Fourier della serie. E utile anche lidentita di Parsifal:

[ isopa= [ e pas

—00 —0o0

Inoltre se f & reale, ossia f(t) = f*(t), allora f(w) = f*(—w). In questo caso,
dunque:
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+
/ \dt—Q/ w)2dw

L’analogo di questa relazione nel caso di spettro discreto (ossia di fenomeni
periodici)

S MFCIEE Z Il + 1fol?

Supponiamo dunque di avere a che fare con un fenomeno non periodico; allora la
quadricorrente j*(¢; ¥) non sara periodica, e quindi:

gH(t; @) / et (w; Z)dw
\/271
Si avra quindi anche:
B =~ [

Le formule che abbiamo usato finora ci hanno permesso di stabilire che:

dW _ 2 - 2
a0 " |E(1)]

—+o0 dW —+o00 . 9
dQ /Oo gt =r /m \E()[2dt

e per I'identita di Parsifal:

Dunque:

d(C/‘ +oo
— =27 / E(w)|?
0 r ; |E(w)|“dw
Pertanto:
d*E 2 2
= 2r°|E
doan ~ 2B

Nel caso periodico (indichiamo con z la media temporale di z):

aw 1 [Taw dWy =
—— == —dt — = = 2| En|?
i@ T aat T Tag T IEN
ove N ¢ un intero, che indica il multiplo della frequenza fondamentale.

Dobbiamo quindi calcolare E(w), e lo facciamo partendo dall’espressione del
quadripotenziale:

ARt 7) = —/ (t—r+i- g5y )d3y+0<:>

In termini della trasformata di Fourier della quadricorrente:

'M(t‘_’ _ 1 too wt - -7)d
J ,y)—i\/ﬂ e (w; ) dw

allora:
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A (t; T) ! / e s / Wi (w; ) d g d
L) = —F— & € w; W
I \/ﬁ oo 47['7" j/L ’y y

(ove il termine fra parentesi ¢ A*(w; ¥)). Ora, poiché:

E(t; %) =i x (it x A)
(che & un’espressione conseguenza della relazione delle onde, dunque valida per grandi
r, come stiamo supponendo noi), allora:

. . e—iwr
E(w; @) = —iwii X (1 X Alw; T)) = —iw

i x (ﬁ X / e (w; g)d%j)
4drr
In linea di principio, dunque, il problema & risolto; la questione € se riusciamo a
calcolare 'integrale o meno. Vediamo dunque di capire in quali contesti possiamo
estrarre informazioni qualitative sullo spettro emesso. Al solito, consideriamo i regimi
non relativistico e ultra-relativistico.

4.15 Caso non relativistico

Abbiamo gia visto in [[Elettrodinamica classica/Approssimazione di dipolo/Approssimazione
di dipolo]] che se la frequenza caratteristica del fenomeno & w, anche la radiazione
emessa ha frequenza w. Il limite in cui quest’approssimazione & valida ¢ v < 1,
equivalente alla richiesta wf < 1, con ¢ dimensioni caratteristiche del sistema. In
questo regime, wii - ¢ & trascurabile, perché wii - i < wl < 1. Dunque, in questo caso:

wr

. 6—iwr .
E(w; %) = —iw 1 7 X (ﬁ X /j(w;gj)ngj)
Quest’integrale si puo calcolare con la trasformata di Fourier del momento di
dipolo:
Bt = [it:pds = —wbw) = [jwindy
Pertanto:
5 e—iwr ~ d25 w4 .

=B _w o 2
ph (M x D(w)) = Todq — 82 |77 x D(w)]

Dunque, le frequenze emesse sono quelle per le quali ﬁ(w) # 0. Se il tempo
caratteristico del fenomeno & T', allora D(w) # 0 se w < 1 /T; quindi, le frequenze
emesse in quest’approssimazione sono w < 1/7. Se il fenomeno ¢ periodico, allora
I'unica frequenza emessa € w, in quanto ﬁ(w) ¢ non nullo solo per quella frequenza.

4.16 Caso ultra-relativistico

In questo caso v ~ 1. Per semplicita, consideriamo una particella carica in moto.
Sappiamo che, per I'espressione dei campi di Lienard-Wiechert:

E(t)_iﬁx[(ﬁ—ﬁ)xﬁ]
Cdmr (1-T-A)3 |,
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ove U e @ sono calcolate al tempo ¢/, definito dalla relazione:

t=t+r—a-g{t)

(valida per grandi r). Cercare di fare il conto esatto (cioé estraendo t’ e sostituendolo)
¢ estremamente complicato, ma qualcosa si riesce comunque a dire. Si ha:

—»

uutE d

w

=l

per semplificare l'integrale, cambiamo variabile da t a t’. Allora si ha (gli estremi
d’integrazione non cambiano se 7 ¢ una traiettoria al finito):

dt =dt' —ii-v(t)dt' = dt=dt'(1—-7- 9{t))

4

—

- E —zw(t’—&—r—’r’iﬂ(t’)) 7 X [(ﬁ — U) X a]

=l (-7 ap

Quindi (cambiando nome alla variabile d’integrazione in t):

d2& e2 | [t 1 2

et 7T X [(7 = v) x d]
dwdQ) 8w

e 1
V2r (1—7-7)2

Questa ¢ ancora una formula esatta (non abbiamo introdotto nessuna approssi-
mazione). Supponiamo ora che il moto della particella sia "quasi rettilineo", nel senso
che ora specifichiamo (in realta si pud mostrare che quello che troveremo vale per
un moto qualunque; facciamo quest’ipotesi per semplificare i conti). Chiamiamo x
I’angolo di deflessione della particella durante il moto (nella figura, & 'angolo fra v; e
vy). Abbiamo gia visto che la quasi totalita della radiazione emessa dalla particella ¢
contenuta in un cono di angolo solido o ~ v/1 — v2; diremo dunque che il moto della
particella & "quasi rettilineo" se y < «.

In quest’approssimazione possiamo valutare l'integrale in d€ /dwd2, e lo facciamo
prendendo 77 ~ ¥/v, a meno di angoli di ordine . Pertanto, 7 — ¥ ~ 7i(1 —v) e
1—17-7¥ ~ 1—v; possiamo poi approssimare il moto come rettilineo, e dunque ¥ ~ Ut
etn v~ (1 —w)t, conv= 1. L'unica quantita che dipende significativamente dal
tempo nell’integrale & @. Dunque:

dt

oo 1 2
7zw(1 v)t—» dt
Wors a(t)

Ma il termine nell’integrale ¢ la trasformata di Fourier di @ valutata in w(1 — v).
Pertanto:

O
dwdQ — 872 (1 —v)?

d*E e2 1 L
e = S72 (1) |7 x d(w(l —v))?

Nelle nostre approssimazioni, poi, 1—v a2 1—v2. Il fattore 1/(1—wv)? nell’equazione
precedente e espressione del fatto che in regime ultra-relativistico viene emessa molta
piu energia rispetto al caso non relativistico. Il termine @(w(1 — v)), invece, aumenta
le frequenze emesse dal sistema: infatti, se il processo ha un tempo caratteristico
T, allora d(w) # 0 se w < 1/T; poiché pero nel caso ultrarelativistico compare
d(w(1l —v)), cio significa che I'energia emessa per unita di frequenza e angolo solido
¢ significativamente diversa da zero se (1 —v)w < 1/T, ossia:
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11 11 EN% 1
w < — —=(=] =
~1—ovT 1—02T (m) T

Dunque, nel limite v ~ 1, le frequenze emesse sono molto piu grandi di 1/7" (cio
puo anche essere visto come una sorta di effetto Doppler).

Come detto, anche se abbiamo ipotizzato il moto quasi rettilineo, tutti i risultati
che abbiamo appena trovato si applicano a moti qualunque. In un sincrotrone, ad
esempio, detta wp la frequenza di sincrotrone, ci aspetteremmo 7' ~ 1/wp; in realta
cio non ¢ corretto, e si ha 7'~ 0 /wy (il tempo caratteristico ¢ quello che la particella
impiega a percorrere un arco di circonferenza dell’ordine di ), ossia:

Vv1—1v2 m
T Y """ ™
wo &

Dunque:

d*E EN3 1 /EN?
< [ = ~ — | —
dwd$) 70 = w3 (m) wo R (m)

Ad esempio, a LEP si ha 1/w = A = 1072 nm, mentre a LHC X\ ~ 1 nm.

4.17 Effetto Cerenkov

E la prima (e I'ultima) applicazione che vedremo dell’elettromagnetismo in un mezzo
materiale. L’effetto Cerenkov consiste nell’osservazione di radiazione emessa da
parte di una soluzione dielettrica (tipicamente acqua) quando questa viene investita
da radiazione altamente energetica, ad esempio raggi . La radiazione osservata
¢ tipicamente bluastra (vicina all’ultravioletto) e viene emessa con un angolo ben
preciso rispetto alla direzione della radiazione incidente, e quest’angolo dipende solo
dall’energia dei raggi e dall’indice di rifrazione del mezzo. Cid che accade ¢ che i
raggi v urtando gli atomi d’acqua possono mettere in moto gli elettroni (per effetto
Compton), i quali iniziano dunque a muoversi a velocita sostanzialmente costante nel
mezzo; questa velocita puo pero essere molto grande; come vedremo, se v ¢ la velocita
degli elettroni e ¢, ¢ la velocita della luce nel mezzo (¢, = ¢/+/€, con € costante
dielettrica del mezzo, e n = /¢ indice di rifrazione dello stesso; dunque ¢, = ¢/n < ¢,
perché tipicamente n > 1), allora se v > ¢, si ha emissione di radiazione, anche
se la velocita delle particelle & costante. L’effetto Cerenkov ha anche interessanti
applicazioni teoriche (ad esempio, se esistessero particelle che si muovono a velocita
maggiori di quella della luce nel vuoto, i cosiddetti tachioni, allora questi dovrebbero
emettere per effetto Cerenkov), ma noi non ce ne occuperemo.

Cominciamo, dunque, riscrivendo le equazioni di Maxwell nel mezzo. Trascurando
qualunque effetto dovuto alla suscettibilita magnetica (dunque p = 1), possiamo
riscriverle effettuando le seguenti sostituzioni:

EsnE BB =< p— 5 j—
n n

3>

Dunque (tralasciamo le equazioni relative alle identita di Bianchi, perché come
gia detto piu volte non sono vere e proprie equazioni dinamiche):

n20E - .
———+VxB=
c Ot TV

- - p
V.E="1
n2

[SASN]
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A partire da queste, vogliamo studiare la radiazione emessa da una particella
carica con velocita costante!' v > ¢/n. Poiché tutti i risultati che abbiamo ottenuto
nel vuoto relativamente alle onde elettromagnetiche erano conseguenza delle equazioni
di Maxwell (nel vuoto), e che quelle in un mezzo materiale si ottengono attraverso
le sostituzioni viste sopra, allora tutte le proprieta delle onde elettromagnetiche in
un mezzo si otterranno da quelle del vuoto con le stesse sostituzioni. Se chiamiamo
y*(s) la linea d’universo della particella, nel vuoto si avra:

e 0
= [0 — (s — yls))ds

Le dimensioni di A° devono essere quelle di una carica fratto una lunghezza;
verifichiamo se € cosi anche in questo caso, e se cosl non fosse inseriamo delle
opportune potenze di ¢. Si ha:

0 9 1 1
W=t = WI=L ey = e =
ove abbiamo sfruttato il fatto che la § ha sempre come dimensione I'inverso della
dimensione del suo argomento (altrimenti I'integrale della § su tutto il suo dominio
di definizione non potrebbe essere un numero puro). Pertanto, effettivamente, [A°] =
e/L, e dunque non ¢ necessario introdurre nessuna c. Nel mezzo, quindi:

nA? = 27['6n2 Cizi (2"~ y°()8 [(@ — y(s))2] ds =
- 27Tn3/dy o( x — (s ))d {(ﬂﬁ—y(s’))ﬂ ds

Il pedice n all’interno dell’argomento della ¢ sta a indicare che il prodotto
scalare non e quello di Minkowski, ma & diverso per via della comparsa di fattori ¢
nell’argomento, i quali si "portano dietro" delle n nell’applicare le sostituzioni viste
prima; in particolare, abbiamo posto:

Supponendo ora che la particella che stiamo considerando si muova lungo 1’asse
z, poiché il suo moto ¢ rettilineo uniforme allora y#(s) = uts, con u* = (1 0,0,v).
A questo punto, dobbiamo determinare i valori di s tali che (x — y(s))2 = 0 e
z0 — Y ( ) > 0. Se fossimo nel vuoto sappiamo che queste due condizioni ammettono
un’unica soluzione; vedremo adesso che cio non e pill vero nel mezzo, come conseguenza
del fatto che il prodotto scalare non e piu quello di Minkowski. Si ha:

(z—y(s))? =22 —2(z - u)ps + s°u> =0

ove:

1 1
2 _ 2
Un =12 (nQ_v><O

Se ora chiamiamo ¥ = (z,y, ), poniamo r = y/x2 + y2.

"Nota: stiamo considerando n come una costante. In realta cid non & vero: I'indice di rifrazione
del mezzo ¢ una funzione della frequenza della radiazione che lo attraversa, ossia n = n(w). Questa
considerazione ci servira poi in seguito.



4.17. Effetto Cerenkov 103

Allora:
¢ 1 t
2 _ U 2 2 . _ L
=g S (@ = W(n2 ”Z)
L’equazione (z — y(s))2 = 0 ha soluzioni reali se e solo se il suo discrimimante &
non nullo:
72 1
<
(z—wt)2 412 " vn?

(x-u)?—-22u2>0 = ... =

Scritta cosi, quest’espressione non ¢ molto illuminante; cerchiamo di comprenderne
meglio il significato.

Con queste notazioni, I’espressione diventa |sina| < 1/(vn) (notare che affinché
cio abbia senso ¢ necessario che v > 1/n, ossia che la particella si muova a velocita
maggiori di quella della luce nel mezzo). Dobbiamo perd imporre anche la condizione
2% —4%(s) > 0. Si verifica (il conto & lasciato per esercizio) che questa condizione &
soddisfatta se e solo se z — vt < 0.

Inoltre, gli s che soddisfano (z — y(s))2 = 0 e la condizione z — vt < 0 sono due:
esistono quindi due soluzioni distinte (e non una come nel vuoto).

Possiamo anche capire intuitivamente perché cio accada: nel mezzo materiale il
cono luce di = sara piu "stretto" di quello che si avrebbe nel vuoto (perché la velocita
della luce € minore), e la linea d’universo della particella sara una retta (perché si
muove di moto rettilineo uniforme). Poiché pero la retta ha un’inclinazione maggiore
di quella delle pareti del cono luce nel mezzo (ma ovviamente minore di quello nel
vuoto) lo interseca in due punti.

Supponiamo ora di iniziare a osservare il fronte d’onda emesso dalla particella
all’istante ¢ = 0; questo fronte si propaghera a velocita 1/n, mentre la particella a
velocita v > 1/n. Dopo un tempo ¢, la particella ha coordinata z pari a vt, e il fronte
d’onda si ¢ propagato fino alla distanza t/n dal punto in cui ¢ stato generato.

Nei punti intermedi possiamo disegnare i fronti d’onda emessi, perché la retta
che congiunge il primo fronte alla particella ¢ quella che (ovviamente) delimita tutti
i fronti emessi successivamente; la radiazione, insomma, ¢ visibile solo nel cono
composto dagli inviluppi dei fronti d’onda. Valutiamo ’apertura angolare di questi
fronti:

t/m 1

sihnog = — = —
vt nv

che & proprio ’angolo che abbiamo determinato in precedenza. Quando i fronti d’onda
si espandono, le onde risultanti si propagano lungo la direzione perpendicolare al
fronte:

cosbo =sina = —
un
ove Hc & detto angolo di Cerenkov, ed & quello che individua la direzione di emissione
della radiazione Cerenkov. Come avevamo gia detto all’inizio, risulta proprio che ¢
dipende solo da v e da n.
Non ci addentriamo maggiormente nell’argomento, limitandoci a riportare dei
risultati.
Guardando il campo a grandi distanze, ad esempio A%, o meglio la sua componente
di frequenza w, allora si ha:
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AO o COSt'eiwtfi(kzerkTr)
N

ove k, = w/v e k, = (w/v)Vv?n? — 1. Se dunque v > 1/n non ci sono problemi (la
radice ¢ reale), mentre se v < 1/n si ha un’onda evanescente'”. Questo, dunque,
conferma che c¢’é emissione solo se la velocita della particella ¢ maggiore di quella
della luce nel mezzo. I campi elettrico e magnetico vanno dunque all’infinito come
1/4/r, e cio & dovuto alla simmetria cilindrica del sistema; come conseguenza di cio
si ha un flusso di energia non nullo all’infinito. Risulta infatti che la potenza totale
emessa €:

WN/ |E>rdrdzdy
b

che ¢ stata ottenuta integrando il vettore di Poynting S su una superficie cilindrica
¥ coassiale con I'asse z. La misura in questo caso contiene r e non 2 proprio perché
stiamo usando coordinate cilindriche. Ora, poiché |E[? o 1/r, nel limite  — oo si
ha un risultato finito.

Si puo anche vedere che:

3 2
dzcclindQ = 87r€2nv (n*v? — 1)wd(1 — nv cos h)

(infatti, d?€/(dwdS?) non sarebbe una quantita ben definita per la simmetria del
sistema; integrando infatti anche in dz divergerebbe). La presenza della § conferma
il fatto che c’¢ radiazione solo in una precisa direzione cosfc = 1/(nv). Inoltre,
I’energia emessa dipende da w: c¢’@ tanta piu energia emessa quanto piu grande e
la frequenza. Si potrebbe quindi pensare che ci siano delle divergenze: in realta,
abbiamo gia notato che 'indice di rifrazione n(w) & una funzione della frequenza, e
tende a 1 per w — oo; per grandi frequenze, dunque, il mezzo tende a comportarsi
come il vuoto, e dunque non c’¢ emissione. Insomma, il fatto che n dipenda da w
evita che ci siano divergenze nell’energia emessa per grandi frequenze. Il picco delle
frequenze nella radiazione emessa avviene per w abbastanza grande ma tale da non
rendere n(w) apprezzabilmente simile a 1, ed & (come osservato) nel blu, tendente
all’ultravioletto.

Applicazione pratiche dell’effetto Cerenkov si trovano negli acceleratori: in Super-
Kamiokande, ad esempio, dei neutrini cosmici impattano contro dell’acqua, e se hanno
abbastanza energia mettono in moto gli elettroni, che dunque emettono radiazione
Cerenkov. Studiando questa radiazione, & possibile risalire a informazioni relative ai
neturini.

121 realta, in questo caso si ha che vv2n2 — 1 = iy/1 — v2n2. Sostituendo in A°, otteniamo
due soluzioni: un’onda che aumenta esponenzialmente all’infinito, che non ha senso fisico, e una
evanescente. La prima va dunque scartata.
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5.1 Reazione di radiazione

Fino ad ora abbiamo risolto le equazioni di Maxwell e di Lorentz:
O = jv

dp*
A IO

e le abbiamo considerate come completamente indipendenti (per risolvere 1'equazione
di Maxwell supponevamo j” noto, e viceversa per risolvere l’equazione di Lorentz
supponevamo F* noto). In realta, il tensore elettromagnetico F*” che compare
nell’equazione di Lorentz & la somma di due termini: Fl.;, dovuto ai campi esterni, ed
& la componente che abbiamo sempre supposto nota, e Fﬁ;ﬁ, il campo di radiazione
prodotto dal moto delle cariche. Fino ad adesso, insomma, abbiamo trascurato F'oy;
considerandolo, pero, il sistema di equazioni appena visto diventa praticamente
irrisolvibile, perché ¢ un sistema di equazioni accoppiate. Il problema fondamentale
che rende malposta tutta 'elettrodinamica & che F!” ¢ valutato in y(s), ossia nel
punto in cui si trova la particella, e tipicamente i campi di radiazione divergono in
quel punto.

Cerchiamo dunque di capire quando la reazione di radiazione & trascurabile,
istantaneamente; vogliamo insomma capire quando e corretto trascurare, istante per
istante, Fg”d nella risoluzione delle equazioni di Maxwell e di Lorentz. Supponiamo
di studiare cio che avviene nel moto di una carica in un tempo At, con At tempo
caratteristico del fenomeno in esame (ossia Av ~ v in At), e cerchiamo di capire
quando & lecito trascurare i termini di radiazione. Sono coinvolte due energie: Ae,
I’energia irradiata nel tempo At, e Agg, la variazione di energia dovuta alla forza
esterna. Chiaramente, la reazione di radiazione & trascurabile se Ae <« Agg. Per
semplificare il tutto, supponiamo di essere in regime non relativistico, ossia v < 1;
in caso contrario le conclusioni sarebbero comunque le stesse perché ci si puo sempre
portare nel sistema di riferimento di quiete istantanea della particella (consideriamo
insomma il regime non relativistico perché i conti sono piu semplici). Allora:

Aegg = A (%va) = mvAv ~ m(Av)?
e poiché Av = aAt:
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Agg = ma’*(At)2.

Inoltre, sfruttando la formula di Larmor:

2
Ae = —a’At
61
Dunque:
o2
Ae <€ Agg = — <AL
6mTm

Se quindi questa condizione ¢ soddisfatta, la reazione di radiazione ¢ trascurabile.
Vediamo se ¢ verificata nei casi concreti. Ricordando la definizione di raggio classico
di una particella:

o2

Tn =

07 drm’

la condizione diventa, reintroducendo le c:

2r

D<At
3c

Per brevita, poniamo 7 := 23%0; ad ogni particella abbiamo dunque associato

un tempo, che & quello che impiega la luce a percorrere una distanza dell’ordine
di rg. Poiché rg € piccolissimo, in generale, allora anche 7 € piccolissimo, e quindi
7 < At. Ad esempio, per Uelettrone ro ~ 10~ ¢cm, e dunque si ha 7 ~ 10723 s; se
dunque il tempo caratteristico di un fenomeno & molto maggiore di 10723 s (cosa che
avviene praticamente in qualunque fenomeno fisico), allora la reazione di radiazione
¢ trascurabile. Per questo motivo, ai fini pratici questo processo pud non essere
considerato.

5.2 Le divergenze ultraviolette

In linea di principio, pero, questo problema & sempre presente. Ci chiediamo dunque
se c’¢ un modo di formulare l’elettrodinamica tenendone conto; in altre parole,
dobbiamo dare senso a:

lim F!"(z)

z—y(s) rad

Si ha che F'%(z) ~ 1/|z — y(s)|* (ove compare il modulo quadro in quanto
stiamo valutando il campo a piccole distanze dalla carica, dove dominano i termini
di velocita), e se  — y(s) allora s — s (il ritardo si annulla avvicinandosi al punto
di emissione). Dunque, il limite considerato diverge.

Questo tipo di divergenze sono dette “ultraviolette” perché hanno origine a piccole
distanze dalla carica (e in meccanica quantistica, piccole distanze corrispondono a
grandi energie). In elettrodinamica classica ¢’¢ un’altra divergenza ultravioletta legata
a questa, detta problema dell’auto-energia di una particella, ad esempio di un elettrone.
Data infatti una particella carica, questa genera un campo elettromagnetico che
trasporta energia &, detta auto-energia della particella. Detto dunque r = |z — y(s)|,
si ha:
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£= / Tong d*r
€
o 1
T, ~ (P T

Dunque:

1 +oo g2
5~/—d3r:// " drdQ = o
7"4 0 7«4

ove l'integrale converge per r — oo, ma diverge per » — 0. La divergenza, poi, €
lineare perché l'integrale va come 1/r. E, questa, un’altra inconsistenza dell’elettro-
magnetismo classico, che rende il concetto stesso di massa di una particella non ben
definito (poiché infatti massa e energia sono equivalenti in relativita, la massa delle
particelle dovrebbe essere infinita).

Come si possono risolvere questi problemi? Cio che in genere si fa in presenza di
una divergenza € introdurre una rinormalizzazione, ossia si modifica la teoria per
cercare di eliminare la divergenza. Vediamo meglio di cosa si tratta.

5.3 La rinormalizzazione

Dobbiamo riuscire a dare senso al limite

li FH
Jm rad (2)

Sostituiamo dunque F'.(z) con un’altra funzione F'. _(z), ove € & un para-

rad,e
«1s . . 3 . . uv  €—0 uv
metro detto “di regolarizzazione”, definito in modo tale che F) ; = —— F; ] e che
. uv . . .. . . uv
limg .y (s) Frad,a(m) sia finito per ¢ # 0. In generale si richiede, poi, che I ; _ non
rompa l'invarianza di Lorentz (anche se in generale non risolvera piu le equazioni di
Maxwell). In questo caso, una rinormalizzazione funzionante la si determina conside-
rando il campo di Liénard-Wiechert e modificando le condizioni (z — y(5))2 =0 e

2% —4%(5) > 0 con:

—\\2 2 —
(2 -y(3)* =€ 2°—3°(3)
(che ¢ una richiesta invariante di Lorentz). In questo modo, la soluzione s, ¢ funzione di

¢ e tale che s =0 5 A questo punto, ’equazione di Lorentz della teoria regolarizzata
sarebbe:

m—— = eFgi(y(s))uy + eFlog (y(s))uy

e Fr‘;lé’ . © ben definito. Rifacendo tutti i conti (che non vediamo), si trova che il limite

di Fr‘;'i . per € — 0 ¢ ancora divergente. Sono dunque necessarie altre modifiche, ad
esempio in modo tale da introdurre nuove divergenze che eliminino quelle presenti.
Cio che si fa ¢ modificare la massa della particella, ossia sostituire a m la grandezza
me, di modo che 'ultima equazione abbia un limite finito per € — 0. Non € ovvio
che questa strategia funzioni: cid accade infatti solo se le divergenze dovute a F"

rad,e
sono proporzionali a du*/ds. Risulta che m. dev’essere definita come:
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62

Me =M — ——
8me’

In questo modo, infatti, la divergenza introdotta da m. si semplifica con quella
di F*” rad e Una possibile interpretazione di questa definizione & che m. & la massa
della partlcella alla quale viene sottratto il contributo infinito dell’auto-energia. In
conclusione, una soluzione completamente soddisfacente di questo problema non c’e.
Vediamo ora ’equazione che risulta nel limite ¢ — 0. Sappiamo che:

dP* e?
““rad _ _ 7w2uu
ds 67

(¢ la formula di Larmor relativistica). Se vogliamo scrivere un’equazione che esprima
dpt/ds, questa sara del tipo:

" R

dp* e?
_ v 2
i el vy —

rad+ = eFtiu, + —w uf + -
6

ds T ds

I puntini sono necessari perché altrimenti I’equazione non sarebbe consistente; se
questi infatti non ci fossero, dato che w,dp"/ds = 0, moltiplicando ’equazione per
u,, il primo membro sarebbe nullo, mentre il secondo no. E questa la pit semplice
equazione che possiamo scrivere che soddisfi la conservazione del quadrimpulso.
Vogliamo vedere ora che, aggiungendo un termine, 1’equazione diventa consistente, e
prende il nome di equazione di Lorentz—Dirac, che & la stessa che si otterrebbe con
la rinormalizzazione. Cerchiamo dunque di capire com’e fatto questo termine:

d dwt
whu, =0 Vs = £(w“u#) = Un +whw, =0
Ora, pero, w2u“uu =w? = —%uu. Dunque:
dp* e? e? dw
— =eF i u, + —wut + ———.
ds et 6 6m ds

e adesso I'equazione € consistente; il termine che abbiamo aggiunto e detto termine
di Schott. Notiamo che nell’equazione non consistente compare solo il quadrimpulso
emesso all’infinito (¢ quello dovuto ai campi di accelerazione, che vanno come 1/r e
quindi danno un contributo non nullo all’infinito), mentre il termine di Schott puo
essere pensato come il quadrimpulso emesso dalle particelle trasportato da campi che
non sono di accelerazione (si tratta di impulso che “si perde” all’infinito). Notiamo poi
che se assumiamo che all’infinito la quadriaccelerazione si annulli (com’e fisicamente
ragionevole), oppure se il moto ¢ periodico (integrando su un periodo), il termine di
Schott non altera il quadrimpulso della particella:

400 o 2 +00 M 2
/ did‘s: ce= e—/ dﬂds— ¢ (wh(+00) — wh(—00)).

oo ds 67 J_0o ds 67

5.4 L'equazione di Lorentz-Dirac e le sue conseguenze
Pertanto, I’equazione di Lorentz—Dirac é:

dpt e? 5 e? dw
— =eFlu, + —wut + ———
ds T 6 +
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Si tratta dell’equazione che, dati i campi esterni, determina la traiettoria della
particella tenendo conto della reazione di radiazione. Notiamo pero che a differenza
di tutte le equazioni del moto che conosciamo, questa ¢ un’equazione del terzo
ordine: ci0 € molto strano, perché significa che per determinare la traiettoria di
una particella non ¢ sufficiente conoscere posizione e velocita iniziali (serve anche
Paccelerazione iniziale). L’equazione di Lorentz—Dirac, infatti, porta a conseguenze
patologiche e paradossali: cio € espressione del fatto che I'elettromagnetismo classico
non & completamente consistente.

Per analizzare queste conseguenze paradossali, consideriamo le componenti spaziali
dell’equazione di Lorentz—Dirac nel limite non relativistico (ossia w* — (0,a),
ut — (1,0,0,0) e s — ¢ nel sistema di riferimento di quiete istantanea):

(il termine con B ¢ trascurabile). Consideriamo il caso in cui non ci sia campo esterno,
ossia E' = 0; ci aspettiamo dunque che @ = 0 (ossia la particella si muove di moto
rettilineo uniforme). In realta, se E' = 0 quest’equazione diventa:

e? da _ da
Grm dt | dt
e quindi d(t) = &’oefz secondo la parte spaziale dell’equazione di Lorentz—Dirac nel
limite non relativistico una particella in assenza di campi esterni accelererebbe, con
un’accelerazione che peraltro diverge all’infinito (questo tipo di soluzioni sono dette
“run-away”). Si tratta, ovviamente, di soluzioni fisicamente insensate, a parte il caso
ap = 0. Se dunque aggiungessimo la condizione ag = 0 si avrebbe effettivamente:

a=

A5, 8 =0

e quindi teoricamente avremmo risolto questo paradosso (anche se il fatto di dover
aggiungere una condizione ad hoc & decisamente poco soddisfacente). Il problema & che
esiste un altro paradosso, decisamente piu grave, detto “preaccelerazione”: in pratica,
risolvendo esplicitamente 1’equazione di Lorentz—Dirac risulta che ’accelerazione
della particella anticipa la forza, ossia risente della forza prima ancora che questa si
sia effettivamente esercitata; si tratta insomma di una palese violazione del principio
di causalita. Vediamo un modo approssimato per renderci conto di questo paradosso.
Riscriviamo I’equazione di Lorentz—Dirac come (7 := e2/67m):

duw” 2
m(w“ — T:;;) = eFtiu, + g—ﬂw2u“ = Fli(s)

ove abbiamo rinominato il secondo membro come una forza effettiva. I termine fra
parentesi ¢ lo sviluppo in serie di Taylor fino al primo ordine di w*(s — 7); si ha
insomma;:

mw”(s — 1) + O(1%) = F'§ (s)
e, rinominando s — 7 con s:
muwt(s) ~ Flf (s + 1)

Un altro modo per vederlo (lo si lascia come esercizio) ¢ risolvere 'equazione di
Lorentz—Dirac con E(t) = EO(t). Risulta:
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d(t) = doer + —EO()(1 — e7)
m
Stavolta va richiesto che lim;_,~ @(t) sia finito (non nullo), e risulta:

i(t) = —Eler(1—0(t) + 0(t)] = —Eler0(—t) + O(1)]
m m

C’¢ dunque un termine (quello con ©(—t)) che non & nullo quando il campo
ancora “non esiste”.

La situazione, pero, non é cosi tragica come sembra, perché i tempi per i quali
avviene la violazione sono dell’ordine di 7, che come sappiamo ¢ molto piccolo.
Insomma, formalmente ’equazione di Lorentz—Dirac crea problemi, che non sono
pero fisicamente cosi rilevanti.

Cerchiamo, dunque, di capire fino a che punto possiamo usare ’equazione di
Lorentz—Dirac, ossia quand’e che diventano importanti gli effetti quantistici. Suppo-
niamo dunque di avere un fenomeno di tempo caratteristico AT'’; a questo corrisponde
un’indeterminazione sull’energia pari a AE ~ h/AT. Se AE ¢ talmente grande da
poter creare coppie particella—antiparticella, allora quest’incertezza non ¢ piu trascu-
rabile, o in altre parole gli effetti quantistici non sono piu trascurabili se AE 2 2m.
Quindi, quando

h
AT < —
2m
la meccanica classica (e quindi 1’equazione di Lorentz—Dirac) non ¢ piu utilizzabile.
Confrontiamo dunque AT con 7:

ar< b dmh e r
2m €2 6rm  «

ove a = e? /4nh & la cosiddetta “costante di struttura fine”; o & un numero piccolo

(in particolare « ~ 1/137). Quindi:

AT <1377

Pertanto, ’equazione di Lorentz—Dirac ¢ “valida” solo per tempi molto maggiori
di circa 1377 (al di sotto di questi non lo & pit1). Abbiamo anche visto che per tempi
molto maggiori di 7 la reazione di radiazione e trascurabile: pertanto, non ha senso
risolvere ’equazione di Lorentz—Dirac perché il termine

e? da
67 dt
¢ molto piccolo (tutti questi discorsi valgono anche per I'equazione di Lorentz—Dirac
nel caso relativistico). Pertanto, ’equazione di Lorentz—Dirac va risolta considerando
il termine di Schott come una piccola perturbazione; in particolare, si risolve prima
I’equazione senza la perturbazione, e poi la si “reinserisce”:
2
. = L-D_ =, e d ez
mad ~eE — md ~eF + —— <E) +0(7?)
6 dt \m
In questo modo, i paradossi dell’equazione di Lorentz—Dirac scompaiono. In-
somma, per ricapitolare, le conseguenze paradossali dell’equazione di Lorentz—Dirac
scompaiono se la si pensa come equazione approssimata.
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5.5 La dualita elettromagnetica e le sue conseguenze

Analizziamo infine un altro argomento di grande interesse dal punto di vista teorico
(anche se sperimentalmente, ad oggi, non ne esistono conferme): l'esistenza e le
proprieta di cariche magnetiche.

Nelle equazioni di Maxwell non compaiono cariche magnetiche, che peraltro non
sono ancora state osservate sperimentalmente. Dal punto di vista teorico, pero, ci
sarebbe la forte tentazione di introdurle, perché renderebbero le equazioni di Maxwell
simmetriche (in un senso che ora specificheremo) e permetterebbero di spiegare
perché le cariche elettriche sono quantizzate. Consideriamo le equazioni di Maxwell
nel vuoto:

I F* =0 Oy J -

ove

- 1
o — 3 MR,

(sono le identita di Bianchi). Queste equazioni ammettono una simmetria: se F* —
Frv o fhv _, FW le _equazioni restano inalterate. In termini di campi, cio equivale
alle sostituzioni E — B e B — —E. Questa simmetria ¢ detta “dualita elettromagne-
tica”; si tratta di una simmetria discreta, che perd puo essere estesa a una simmetria
interna:

uy ~
g“?w B 8 — O F"+iF")=0 =
3 —

=  FM 4 iFW — e (FM +4iF"), peR

B —siny cosy B

Questa pero, non ¢ una simmetria della lagrangiana, ma solo delle equazioni
(insomma, non esiste nessuna quantita conservata relativa a questa simmetria). Se
pero consideriamo le equazioni di Maxwell con sorgenti, questa simmetria ¢ rotta.
Possiamo modificarle in modo da renderle simmetriche? La risposta ¢ affermativa;
ad esempio:

In termini di campi:

OuFH =358, OuFM =

ove gli indici e e m stanno, rispettivamente, per “elettrico” e “magnetico”; in- somma,
B = (pm,Jm), con p,, densita di carica magnetica e j,, densita di corrente magnetica.
Pertanto, le equazioni sono ora simmetriche rispetto alle trasformazioni

PR L GFRY s &9 (FIY 4 iF) e P 4 il — e (jF + ijh)

Per essere precisi, volendo una teoria completamente simmetrica sotto questa
trasformazione dobbiamo modificare anche ’equazione di Lorentz:

dp“

= eFMy, + gF™u,
ds
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ove g ¢ la carica magnetica. Si puo verificare che il tensore energia—impulso di questa
teoria € identico a quello che gia conosciamo.

Dal punto di vista quantistico, pero, non ¢ evidente che questa teoria sia consisten-
te: abbiamo infatti modificato I'identita di Bianchi, che era quella che ci permetteva di
introdurre il quadripotenziale. Questo ¢ un problema perché ’equazione di Schrédin-
ger in un campo elettromagnetico si puo esprimere solo in termini del quadripotenziale.
Consideriamo il caso piu semplice possibile: un monopolo magnetico, ossia una carica
magnetica puntiforme Cerchiamo di capire cosa accada al quadripotenziale. Si ha
pm = g0 (Z) € Jp = 0; in termini di B ed E, si ha:

V-B=gs®(&), E=0
Una soluzione per 'equazione in B (Pequazione ¢ formalmente identica a quella
di Coulomb):

B=Y r
4713

(le altre equazioni non cambiano). Sicuramente, dunque, poiché V-B = 0, non
esistera nessun campo A tale che B = V x ff; tuttavia, la divergenza di B @ non nulla
solo nell’origine: potremmo dunque definire A in D := R? \ {0}. Il problema & che D
¢ uno di quei domini nei quali molti risultati teorici (come il lemma di Poincaré) non
si possono pit applicare. Si ha che:

Yy
— g z
A= —
A r(x? + y?) Oac
e il campo che cerchiamo. In coordinate polari:
~ 1 cos 0 08
A=9° C?S —sinp
41 sin 6 0

Esistono due singolarita: » = 0 (e non ce ne dobbiamo preoccupare, perché 0 ¢ D),
e = 0,7. Quest’ultimo & solo un fatto matematico, che non ha senso fisico. Ci
chiediamo dunque se esistano altre soluzioni che non siano singolari. La risposta ¢
negativa, ma con una trasformazione di gauge si puo eliminare o la divergenza per
0 = 0 o quella per 8 = 7. Infatti, se:

QR S v -9 9 r
A'=A+ V), )\—47Tg0 47rarctan(y)

allora risulta che:

cos
- g cosf—1 )
R b
dmr  sinf s(l)ngo

che non & pit singolare in = 0 ( cosf ~ 1 — §? “/2, quindi cos#/sinf ~ 6 ), anche se
la singolarita' per # = m permane. Se invece A= A— V/\ si ha:

'Le semirette § = 0 0 § = 7 sono dette “stringhe di Dirac”.
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~ 041 CoS
g gcost+1 7
47 sind S(I)Il(p

che stavolta e singolare in # = 0 e regolare in 6 = 7.

Non ¢ dunque possibile trovare un potenziale regolare dappertutto.

Un altro modo per vederlo ¢ il seguente: chiamiamo Cjy la circonferenza composta
dai punti di ascensione 6 e Al quadripotenziale regolare per 6 = 0; allora:
/T-df:/ (V- A)-d5
S N——

B

Co

ove il passaggio & Iapplicazione del teorema di Stokes, con S la calotta sferica
“superiore” (ossia quella che sta “sopra” Cp). Facciamo dunque aumentare 6 finché
0 = (se § = m, Cy & un cerchio piccolissimo attorno alla semiretta § = 7); si ha
ancora:

E-df:/é-dizg;éo
Cr S
ove abbiamo applicato il teorema di Gauss. Ma allora poiché la circuitazione di Ae
non nulla su Cy, si ha che Ae singolare per § = 7. Analogamente per il viceversa,
ossia se consideriamo A singolare per 6 = 7.

Dunque, il meglio che possiamo fare e “coprire” D con due carte e definirci sopra
un A regolare. Ad esempio:

D_=R*\{0=n} — A Dy =R*\{#=0} — A"

Nell'intersezione dei domini, A’ e A” sono legati dalla trasformazione di gauge
A" — A” = 2V . In termini di geometria differenziale, A ¢ la sezione di un fibrato
non banale.

5.6 La quantizzazione delle cariche

Cerchiamo ora di scrivere ’equazione di Schrédinger di una particella in moto in
presenza di un quadripotenziale A. L’equazione di Schrodinger per una particella
libera e:

P00
2m ot
Se la lagrangiana del sistema e
1
L= —mi?
5Me
il momento coniugato a x €
= 8—'6 =mT
P=9: =

Nel caso quantistico, [z, p] = ih, se p ¢ il momento coniugato a z. Dunque, p puo
essere rappresentato come
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., 0
p= —2ha—x
e percio:
R, O
—%V 1/1 = ’Lha

Con un campo elettromagnetico, la lagrangiana del sistema diventa:

1 )
L= §mj32 —eA; T’

e quindi il momento coniugato a = e:
oL
o’

che, in meccanica quantistica, si rappresenta come

=ma"' —eA"

P =

0
oxt
In questo caso, 'hamiltoniana del sistema e:

—ih

_ 9L _1 a_ 1 NN S N2
H—p% L= gmi —Qm(p +eA') _Qm( ihV +eA)” =

h

Quindi, ’equazione di Schréodinger per una particella in moto in un campo
elettromagnetico é:

h2 . . 2
— H = (V+z’€A>
2m

th— =
ot  2m h

Affinché quest’equazione sia invariante di gauge, si devono effettuare le trasfor-
mazioni A — A+ VA, ¢ — we*w’\/ " In D,, dunque, ci sara una soluzione )’ dell’e-
quazione di Schrédinger, e in D_ un’altra ¢; nell'intersezione si ha ¢ = /e ="M,
Poiché

o _ I <ﬁ+z‘€/‘1’>2¢

g
A=—
47r('0
allora le soluzioni devono essere periodiche in ¢, ossia invarianti sotto ¢ — ¢ + 2m:

in particolare, anche I’esponenziale deve esserlo. Si ha percio:

e iR2an P = e iR 2ax (p12M) o 9 _ n, nez
2mh
Questa condizione, che rappresenta la quantizzazione delle cariche (elettriche
e magnetiche), ¢ detta “condizione di quantizzazione di Dirac”. Come anticipato,
I’esistenza delle cariche magnetiche giustifica la quantizzazione delle cariche elettriche.
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