Calculo Proposicional Classico

O Calculo Proposicional Classico (CPC) consiste num sistema simbolico de Logica
Classica. E como todos os sistemas de logica classica, segue os seguintes
principios:

Bivaléncia: Cada formula recebe apenas um de dois valores distintos e absolutos,
verdadeiro ou falso.

*Nao-contradicao: Dadas uma formula e sua negagao, uma delas ¢ falsa.
*Terceiro Excluido: Dadas uma férmula e sua negacao, uma delas ¢ verdadeira.

«Identidade: Se uma féormula é verdadeira, entdo esta formula é verdadeira.

O CPC se distingue de outros sistemas de Légica Classica por lidar apenas com:

Letras sentenciais: No CPC, letras do alfabeto romano maitsculas sdao usadas para
representar as proposicdes.

Este sistema foi desenvolvido para propésitos matematicos, tendo, portanto,
limitacdes no que se refere a analise de raciocinios. Ainda assim, podemos aplica-
lo a filosofia, as ciéncias e ao conhecimento ordinario, desde que sempre
estejamos cientes de suas limitagdes.

Por ser um sistema de logica simbdlica, devemos ter varias consideragdes tanto
para formalizar proposi¢cdes da linguagem natural, quanto para interpretar suas

formulas na linguagem natural.
Proposicoes

Proposi¢coes sao estruturas linguisticas passiveis de serem julgadas verdadeiras
ou falsas, tais como “Todos homens s&do mortais”, “Socrates € homem”, “A agua
sob uma atmosfera ferve a 100°C”, “Siegfrid matou Fafnir”, “2 + 2 = 4” etc. Nao séo
proposi¢cdes as estruturas linguisticas interrogativas (ex: “Quem €& vocé?”) ou
imperativas (ex: “Facga isto”), pois elas ndo sdo passiveis de serem julgadas

verdadeiras ou falsas.



Termos, Operadores, Conectivos e Valoragdes

No CPC, férmulas atdmicas representam proposicdes de uma linguagem L. Para
escrevé-las, sdo usadas letras do alfabeto latino maiusculas (A, B, C, D, E etc.).

Os operadores alteram os valores das formulas, constituindo assim férmulas
moleculares. Os conectivos sdo operadores que relacionam duas formulas. Os 5
operadores mais usuais sdo: a negacgao (™), a conjuncao (A), a disjungao (v), a

implicacao (—) e a bi-implicagao ().
Definigao de Férmula

Férmulas atébmicas sao formulas bem formuladas.

Se ae Psao formulas bem formuladas, entdo —a, & /A .ﬁ, oV .ﬁ, a— 0 e
@ + Bsa0 formulas bem formuladas.

Se @ é uma férmula bem formulada, entdo < é subféormula de —x .

Se xe .ﬁséo formulas bem formuladas, entdo e .ﬁséo subférmulas de @ /A .ﬁ,
aVpa—feacf

Tabelas de Verdade

Seja Luma linguagem que contenha as proposicées A BeC.
O que podemos dizer sobre proposigao A 2 Para comecar, segundo o principio

de bivaléncia, ela ou é verdadeira ou é falsa. Isto representamos assim:
A
AY/
F

Agora, o que podemos dizer sobre as proposigdes A e B ? Oras, ou ambas sdo
verdadeiras, ou a primeira € verdadeira e a segunda é falsa, ou a primeira é falsa

e a segunda € verdadeira, ou ambas sao falsas. Isto representamos assim:



< < P
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Como vocé ja deve ter reparado, uma tabela para A , Be ('é assim:
ABC
VVV
VVF
VFV
V F F
FVYV
FVF
FFV
FFF

Cada linha da tabela (fora a primeira que contém as férmulas) representa uma

valoragao.

Agora, o que dizer sobre férmulas moleculares, como —-A, BV Cou
(B A C} — (A B:] ? Para estas, podemos estabelecer os valores que elas
recebem em vista do valor de cada formula atdmica que as compde. Faremos isto
por meio das tabelas de verdade.,

Os primeiros passos para construir uma tabela de verdade consistem em:

1°) Uma linha em que estao contidos todas as subférmulas de uma férmula e a
prépria formula. Por exemplo, a féormula ((AA Bj’ - Cj tem o seguinte
conjuntos de subférmulas: {'[A ANB)—C JANB A B, (Y

2°) [ linhas em que estdo todos possiveis valores que os termos podem receber e
os valores cujas as formulas moleculares tem dados os valores destes termos.

O numero destas linhas é [ = nf , sendo 1o numero de valores que o sistema
permite (sempre 2 no caso do CPC) e o nimero de termos que a férmula
contém. Assim, se uma formula contém 2 termos, o numero de linhas que

expressam a permutacoes entre estes sera 4: um caso de ambos termos serem

verdadeiros (V V), dois casos de apenas um dos termos ser verdadeiro (V F , F V)



€ um caso no qual ambos termos sao falsos (F F). Se a formula contiver 3 termos,
o numero de linhas que expressam a permutagoes entre estes sera 8: um caso de
todos termos serem verdadeiros (V V V), trés casos de apenas dois termos serem
verdadeiros (VV F,VFV,6 FVYV), trés casos de apenas um dos termos ser
verdadeiro (VF F,FV F, FF V)eum caso no qual todos termos sao falsos (F F
F).

Entao, para a féormula ' ((AA B} — Cj’, temos:

A B C AAB (AAB)—C —((AAB)—C)
VVV
VVF
VFEV
VFF
FVV
FVF
FFV
FFF

Para completar esta tabela precisamos definir os operadores logicos. Ao fazé-lo,

vamos aproveitar para explicar como interpreta-los.
Negacéao

A negacéao tem o valor inverso da formula negada. A saber:
A A
V F
F V

Interpretacées: "Nao A ", "Nao ¢ o caso de A ", "A proposi¢ao 'A ¢ falsa".

Assim, em uma linguagem £ na qual A significa "Socrates é mortal", —A pode
ser interpretada como "Sdcrates ndo é mortal', e, se o primeiro € verdadeiro, 0
segundo ¢ falso; e se o primeiro é falso, o segundo é verdadeiro.

Interpretar a negacgao por meio de antébnimos também é uma alternativa, mas
deve-se ter cautela, pois nem sempre ¢é aplicavel em todos os casos. No exemplo

acima a interpretagao por meio de antdbnimos € perfeitamente aplicavel, ou seja, se



A significa "Socrates € mortal', —A pode ser interpretada como "Socrates €
imortal'. Por outro lado, em uma linguagem £ na qual E significa "Jodo é bom
Jjogador", a proposicao "Jodo € mau jogador' nao é a melhor interpretagao para
— B (Jodo poderia ser apenas um jogador mediano).

Pode-se adicionar indefinidamente o operador de negacao:
VF V F
F V F \%

“——A " significa “— A ’ é falsa”.

“=——A " significa “——A * é falsa”.

E assim por diante.

Repare que ——A é equivalente a A | assim como = ——1A4 é equivalente a = A .
A negacgao multipla tras alguns problemas de interpretagao. Interpretando mais
uma vez A por "Socrates € mortal', podemos perfeitamente interpretar ——A4 de
diversar formas: "N&o é o caso de que Socrates ndo € mortal', "Nao € o caso de
que Sdcrates é imortal', "E falso que Sdcrates ndo é mortal', "E falso que
Socrates e imortal' etc. Contudo, nem sempre na lingua portuguesa a dupla
negacao de uma proposi¢cao equivale a afirmacao desta. Muitas vezes a dupla

negacao é uma énfase na negacao. Exemplos: "N&o veio ninguém", "N&o fiz nada

hoje" etc.
Conjungao
A conjungdo entre duas formulas s6 ¢ verdadeira quando ambas sdo verdadeiras. A
saber:
A B AAB
VvV V
VF F
FV F
FF F

«Interpretacio: "ANBr pode ser interpretada como "A ¢ B " "Tanto A quanto
B ", "Ambas proposigoes 'A e B ' sdo verdadeiras" etc.



Assim, em uma linguagem L na qual A significa "Sou cidadzo brasileiro" e B
significa "Sou estudante de filosofia", AnNB pode ser interpretada como "Sou
cidadao brasileiro e estudante de filosofia"; o que so é verdade se A ¢ verdade e
B ¢ verdade.

Repare que a conjungéo é comutavel, ou seja, AnBe equivalente a B A A a

saber:
A B AAB BAA
VV V AV
VF F F
FV F F
FF F F

A comutatividade da conjungao tras um problema para formalizar proposi¢des da
linguagem natural no Calculo Proposicional Classico, pois a ordem em que as
oragbes aparecem pode sugerir uma sequencia temporal. Por exemplo "/sabela
casou e teve um filho" é bem diferente de "/sabela teve um filho e casou'. Repare
gue 0 mesmo problema nao acomete a proposicao "/sabela é casada e tem filhos",
que é equivalente a "/sabela tem filhos e € casada". Esta sentenca é, portanto,
perfeitamente formalizavel no Calculo Proposicional Classico por meio de uma
conjungao.

Proposicoes que levam a palavra "mas" também podem ser formalizadas pela
conjungado. Por exemplo, em uma linguagem £ na qual Csignifica "Jodo foi
atropelado" e D significa "Jodo sobreviveu ao atropelamento", as sentencas
"Jodo foi atropelado e sobreviveu" e "Jodo foi atropelado, mas sobrevived' podem
ambas serem formalizadas assim: C' A D

Afinal, ambas proposi¢des afirmam os mesmos eventos na mesma sequencia: o
atropelamento e a sobrevivéncia de Joado. A uUnica diferenca entre ambas é que
aquela que leva "mas" expressa que uma expectativa subjetiva ndo foi satisfeita, o

que nao importa para a légica.



Disjun¢ao

A disjuncao entre duas formulas s6 ¢ verdadeira quando ao menos uma delas ¢
verdadeira. A saber:

A B AvB
VvV V
VF V
FV V
FF F

Repare que a disjungao também é comutativa:

A B AvB BVA
VvV V A%
VF V A%
FV V A%
FF F F

«Interpretacao: " Av Br pode ser interpretada como "A ou B ", "Entre as
proposicdes A ¢ B, a0 menos uma ¢ verdadeira".

Assim, se A significa "Fulano estuda filosofia" e E significa "Fulano estuda
matemética", A\ B pode ser interpretada como "Fulano estuda filosofia ou
matematica"; o que so é falso se nem A nem B forem verdadeiras.

Com a disjungao € preciso tomar muito cuidado tanto na interpretacédo de formulas
quanto na formalizacao de proposi¢oes, pois na linguagem natural muitas vezes
os disjuntos sao excludentes. Por exemplo: "Uma moeda ao ser langada resulta
em cara ou coroa", "Nestas féerias eu vou viajar ou ficar em casa".

Para estes casos usamos a disjung¢ao exclusiva ou a bi-implicagao combinada

com a negagao, como veremos mais adiante.



Implicagao

A implicacao entre duas formulas so é falsa se a da esquerda (antecedente) for

verdadeira e da direita (consequente) for falsa. A saber:

A B A—B
VvV V
VF F
FV V
FF V

Repare que a implicagdo ndo € comutativa:

A B A—B B—A
VvV V A%
VF F \Y
FV V F
FF V \

«Interpretacio: "A— B pode ser interpretada como "Se A | entio B " "A
implica em B "Sea proposi¢do ' A ' ¢ verdade, entdo a proposicdo ' B ' também é
verdade", " A partir de ' A " inferimos ' B ' " n A satisfaz B " nA g condicdo
suficiente de Er

Assim, se, em uma linguagem £, A significa "O botdo vermelho foi apertado" e
E significa "O lugar todo explode", A— B pode ser interpretada como "Se o
botdo vermelho foi apertado, o lugar inteiro explode", o que sé é falso se o botdo
vermelho for apertado (verdade de A ) e o lugar ndo explodir (falsidade de B ):
A interpretacao da implicagao € uma das mais complicadas. Talvez vocé tenha
estranhado que a implicacao seja verdadeira quando o antecedente ¢é falso. Ou
ainda, vocé poderia objetar "mas e se o botao for apertado, o lugar explodir, mas
uma coisa nao ter nada a ver com a outra?".

Quando temos na linguagem natural uma proposi¢ao que afirma que, a partir de
um evento, outro segue inexoravelmente (por exemplo: "Se vocé sair na chuva

sem guarda-chuva ou capa de chuva, entdo vocé vai se molhar') ou uma



proposi¢ao que afirma que podemos deduzir um fato de outro (por exemplo: "Se
fodo numero par é divisivel por 2, entdo nenhum numero par maior que 2 é
primo"), podemos seguramente formalizar estas proposi¢coes por meio da
implicagao.

Mas o contrario, ou seja, interpretar uma implicagao a na linguagem natural, &
problematico. Podemos estar lidando com uma implicagao cujo o antecedente e o
consequente nao tem relagao alguma. Bastando que o antecedente seja falso ou o
consequente seja verdadeiro para que a implicagao seja verdadeira. Nestes casos,

€ bem dificil dar uma interpretacao satisfatéria para a implicagéo.
Bi-implicagao

A bi-implicagao entre duas formulas é verdadeira quando ambas s&o verdadeiras

ou ambas sao falsas.

A B A—B
VvV V
VF F
FV F
FF V
Repare que a bi-implicacdo € comutativa:
A B A—-B BoA
VV V A%
VF F F
FV F F
FF V Vv

«Interpretacio: "4 ++ B" pode ser interpretada como "A se e somente se B " "A
é equivalente a B, "A ¢ B possuem o mesmo valor de verdade".

Assim, se A significa "As luzes estdo acesas" e E significa "O interruptor est
voltado para cima", A < Bpode ser interpretada como "As luzes estdo acesas se
e somente se o interruptor esta voltado para cima", o que so6 é falso se as luzes
estiverem acesas e o interruptor ndo estiver voltado para cima (verdade de A
falsidade de B ), ou se as luzes ndo estiverem acesas e o interruptor estiver

voltado para cima (falsidade de 4 e verdade de B ):



Outros conectivos

Ainda ha outros conectivos interessantes, mas, por motivos explicados mais para
frente, ndo trabalharemos com eles. Vamos apenas nos familiarizar com alguns
deles agora.

Adaga de Quine

A|B

€ verdadeiro somente se ambos, Ae B , forem falsos. Trata-se, portanto,

da negacao da disjungao:

A B AVB A|B
VV V F
VF V F
FV V F
FF F V

Disjungdo Exclusiva

A disjungao exclusiva entre duas formulas € verdadeira somente se apenas uma

delas for verdadeira. Trata-se, portanto, da negacao da bi-implicagao:

A B A—B AvB
V VYV F
V FF A%
F VF A%
FFV F
Trago de Sheffer
A|B

s6 é falsa se ambos A e Bforem verdadeiros. Trata-se, portanto, da

negacao da conjungao.

A B AAB AB
VV V F
VF F

A%
FV F V
FF F V




Uso de parénteses e formulas com mais de um operador

Assim como na aritmética e algebra, os parénteses na logica indicam o que
considerar primeiro. Portanto, a formula (A A B )consiste na negagao da
conjungdo entre Ae B, enquanto a formula —A N B consiste na conjungdo entre
a negacao de AeB.

A diferenga entre as férmulas fica clara na tabela de verdade:

A B —A AAB —(AAB) —AAB
VVF V F F
VFF F \% F
FVV F \% \%
FFV F \% F

Da mesma forma, A— '[B - Cjé distinta de '[A - BJ - C. A saber:
A B C A—-B B—C (A—B)—»C A—(B—C(C)
VVV
VVF
VFV
V FF
FVYV
FVF
FFV
FFF
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Contudo, tem-se que a formula AN EB e )é equivalente a ':A AN B \] NC ,
pois ambas s6 serdo verdadeiras se A, Be C'forem verdadeiras.

AV [:B v )é equivalente a (Av B j v (ambas so6 sdo

falsas quando todos termos sdo falsos), e A (B« C:]

IfA-*.—.*-B:J-*.—:-C'

. . ~ . ~ A
Devido a isto, vale como convencdo informal as construgdes A A B A C)

AUBUCGA-’—‘*B-’—‘*C

Da mesma forma,

¢ equivalente a



Completando a tabela de verdade

Agora vejamos como completar a tabela de verdade da férmula

~((ANB)— C)

Uma vez que ja estabelecemos todas valoragdes de A , Be C'vamos completar
cada coluna, comegando pela subférmula mais simples até chegar a formula em
questao.

Neste caso, vamos comegar por AN B . Pela definicdo de conjuncao, em cada
linha nas quais tanto A quanto Bforem verdadeiras, A N B sera verdadeira. Em

todas as demais, sera falsa:
A B C AAB (AAB)—C —((AAB)—C)
VVV
VVF
VFV
V FF
FVYV
F VF
FFV
F F F

Hmm T H < <

Agora vamos considerar a coluna da subformula (AA B)—=C . Pela defini¢ao

de implicagao, em cada linha na qual o antecedente A N B for verdadeiro

(ANB) = C

enquanto o conseqiiente C'for falso, sera falso. Em todas as

demais, sera verdadeira:

A B C AAB (AAB)—C —((AAB)—C)
VVV
VVF
VFEV
VFF
FVV
FVF
FFV
FFF

M <<
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Por fim, resta a coluna da formula ':':A A B:] — C:]. Pela definicao de

negacao, em cada linha na qual (AN B:] —C for verdadeira,
= ((ANB)—C) ':A’“‘"B:]_?‘Cforfalsa,

~((AAB) = C)

sera falsa; e em cada linha na qual

sera verdadeira:

A B C AAB (AAB)—C —((AAB)—C)
VVV F

VVF
VFEV
VFF
FVV
FVF
FFV
FFF

Mo Hm T <<
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\%
F
F
F
F
F
F
= (

Por meio desta tabela podemos ver que a férmula (AN Bj — Cj-' sé é
verdadeira em um unico caso: o qual A e Bszo verdadeiras enquanto (¢ falsa.
Esta € uma das aplicacbes da tabela de verdade: determinar em quais valoragoes

de suas subférmulas uma férmula é verdadeira ou falsa.

Exercicios

Seja Luma linguagem na qual:
A significa "Russell desenvolveu a teoria das descrigbes”.
Bsignifica "Gédel é matemético”.
(significa "Estd chovendo".
Formalize no CPC as seguintes proposicoes e faga a tabela de verdade de cada
uma delas:
1."Ndo esta chovendo".
2."Russell desenvolveu a teoria das descri¢oes e Godel ¢ matemdatico".
3."Russell desenvolveu a teoria das descri¢oes ou Godel ndo é matematico”.
4."Se Godel é matematico, entdo esta chovendo”.
5."Se ndo estd chovendo, entdao Godel ndo é matematico".

6."Nem esta chovendo, nem Russell desenvolveu a teoria das descricoes”.
7."Russell ndo desenvolveu a teoria das descricoes se e somente se esta chovendo”.



Férmulas Contingentes, Contradigdes e Tautologias

Férmulas contingentes sdo aquelas cuja valoragao pode ser verdadeira ou falsa,
dependendo da valoragao de suas férmulas atdbmicas. Todas férmulas descritas na

secao anterior sao contingentes:
A B A AAB AvB A—>B A-B
VVF VvV V A% \Y

VF F F Vv I F
FVV F Vv Vv F
FFV F F \ \Y

Contradigdes sao formulas que, independente da valoragao de suas férmulas
atbmicas, sua valoracao € “Falso”. Um exemplo de contradi¢ao é An A

A A AATA
V F F
F V F

Tautologias séo formulas que, independente da valoragéo de suas férmulas

atdmicas, sua valoragdo é “Verdadeiro”. Bons exemplos de tautologia sdo A — A

S (AN-A)g Av A

A A A—A ~(AA—A) AV-A
VF V \Y% \%
FV V \% \%

Nota: Toda nega¢do de uma contradi¢do consiste numa tautologia e toda negagdo de
uma tautologia consiste numa contradicao.

Exercicio

Faca a tabela de verdade das seguintes formulas e determine se elas sé&o

contingentes, contraditorias ou tautologicas.

1.A— A
2,1‘-1-’.—.‘-—|A



3.7 (FVaF)
4 A—(B—A)
s(A—B)— A
c(AVE)— A
2 A— (AV B)
g (CAND)—D
oD — (CAD)
10.7—A

Lista de Tautologias

Antes de listar as tautologias mais usuais, faz-se necessario um esclarecimento.
Se dada uma formula tautologica, seus termos sao substituidos por quaisquer
outras férmulas, ela continua sendo uma tautologia. Exemplo:

A — Aé uma tautologia.

Substitui-se o termo A pela férmula molecular (BAC) = (DVE)
(BAC)« (DVE)) — ((BANC)« (DV E))

Esta formula também é uma tautologia.

Assim, a fim de expressar abrangentemente as formulas tautoldgicas, ao invés de
usar letras romanas (A, B, C, D etc.), usar-se-a letras gregas minusculas (a, 3, Y,
0, € etc.) que representam formulas quaisquer (atdbmicas, moleculares,
contingentes, contraditorias ou tautologicas).

Lembre-se que as letras do alfabeto grego ndo tem um significado especifico em
uma linguagem L. Elas consistem em varidveis metalingiiisticas. As estruturas
linguisticas formadas por elas ndo sao formulas ou teoremas, mas esquema de
formulas ou esquema de teoremas. Porém, os préprios légicos, por economia de
linguagem, se referem aos esquemas de férmulas por “formulas” e idem para os
esquemas de teoremas. Esta economia de linguagem também ocorre ao longo

deste wikilivro.



Principio de identidade
Principio de nao-contradicio
Principio do terceiro excluido

Dupla negacao

Idempoténcia da conjuncio
Idempoténcia da disjuncio
Comutatividade da conjunc¢ao
Comutatividade da disjuncao
Comutatividade da equivaléncia
Associatividade da conjungao
Associatividade da disjuncio
Associatividade da equivaléncia

Leis de DeMorgan
Contraposiciao
Distributividade

Modus ponens

Modus tollens
Silogismo disjuntivo
Silogismo hipotético
Lei de Peirce

Lei de Dun Scot
Prefixacao

Antilogismo
Exportacao/Importacgio
Principio da Explosao

aed
(o A )
oV o

ayva

o« 0

(aAa)—a

(aVva)—a

(@A) (PAa)

(@VPB) BV a)
(ae=p)eo@Beoa
(@aAB)Ay) = (@A PBAy)
((avp)vy) = (@v(Pvy)
(ae=P) ey e(@ao@Beoy)
~(aAB) e (Cav—P)

~(avp) e (tanp)
(@ —p) < (B — ~a)
(@A @vy) e (@arp)v(ary)

(@v(Bay)e (avp)a(avy)
(an(a—Pp)—B

(B A (0—=P)) — ~a
((wvp)Ar—a)— P

(=P AB—=7)— (=)
(a—=P)—au)—a

—o— (a—P)

a— (B — o

(@A B)=7) < (ar—y)—B)
(@rB)—=y)=@=>B—=7)

(aA—0a)— P




Implicagdo semantica

Um conjunto I de formulas implica semanticamente - ou "materialmente" - numa

I' E a)

formula €, ( /', sempre quando todas as formulas de I' forem verdadeiras,

(¥seja verdadeira.

Por exemplo, digamos que I' = [Cl } (Gama é o conjunto unitario da formula
alfa). Se (¥¢ verdadeira, entdo (¥¢ verdadeira. Assim:

a F a (alfa implica semanticamente em alfa)

Ainda utilizando o conjunto I' = {ﬂ } , podemos dizer que:

a F ——a (alfa implica na negagdo da negacdo de alfa).

Afinal, sempre que uma féormula ¢ verdadeira, a negagdo de sua negacdo também ¢é
verdadeira. Como esta ilustrado na tabela adiante:

o "o T
VF V

Agora digamos que I' = {ﬂ B8 } (Gama é o conjunto binario das formulas alfa
e beta). Revejamos algumas tabelas de verdade, apenas a linha que representa o
caso de cre Jserem ambas verdadeiras:

a B arf avp a—P a—p
vv v vV V 'V

Podemos ver que, sempre que duas formulas sdo verdadeiras, a conjuncao,
disjuncao, implicagao e bi-implicacao entre elas também sdo verdadeiras. Assim
sendo:

I' ={a,8}

T'EanB

T'Eavp

I' E a—{

' a3

No caso da conjungao, é valido o seguinte:
aNB E B
ahd F a
Afinal, sempre que a conjung@o entre duas formulas ¢ verdadeira, ambas as

formulas sdo verdadeiras. Isto ndo acontece com as outras operacdes ldgicas (reveja
as tabelas de verdade).



As tautologias

Dada qualquer formula %, esta implica semanticamente em qualquer tautologia:

I' ={}

I' E oo —a

I' E —||:le\—|ﬂ::|
I' F aVv-a«a
etc.

Afinal, se as tautologias sdo sempre verdadeiras, entdo sempre que V¢ verdadeiro
uma tautologia também ¢ verdadeira.

v ~(eA—a) avTo a—a
A% A% v \Y%
F \% \% \Y
Aliés, até um conjunto vazio de premissas implica semanticamente numa tautologia:
I' =@

I' E o —«

I' E = I[Cl M —lfl::l

I' E aV -«

etc.

Portanto, podemos indicar que uma féormula € tautoldgica assim:

F a— a

E = Iflil M —|Cl::l

F aV-a

etc.

Teorema da deducgao

' Fa — B e somente se IV {‘T} F G

Ou seja, um conjunto I de formulas implica tautologicamente em & — € se e

somente se 1 acrescido de € implica tautologicamente em /
No caso em que I" = &, segue que:

Fa—0 se e somente se < IZJ
Ou seja, se @& — .ﬁconsiste numa tautologia, entdo um argumento onde o

antecedente (¥ ) seja a premissa € o conseqiiente (-*'3 ) seja a conclusdo ¢ valido. A
reciproca também ¢ verdadeira. Ex:

Fa— a

akFa

Fa— —a

a FE ——a

F—-a — a

——a Fa



Argumentando com o CPC

Agora passemos para casos de implicagdo semantica mais interessantes. Vejamos o
seguinte conjunto de formulas:

I ={A A— B}

Podemos dizer que:

I' F B

O que fica evidente na tabela:

A B A—B
VvV V
VF F
FV V
FF V

Na unica linha na qual as formulas A e A — Bsao ambas verdadeiras, a formula

Btambém é verdadeira.

Agora podemos usar o CPC para verificar a validade l6gica de uma infinidade de
raciocinios ou argumentos. Como acabamos de ver, é valido todo raciocinio com a

seguinte estrutura:
A— B
A
- B
Por exemplo:
Se choveu, entdo o chio esta molhado.
Oras, choveu.
Logo, o chdo estd molhado.
Se ele estudou muito, entdo conseguiu uma boa nota.

Ele estudou muito.
Logo, ele conseguiu uma boa nota.

Também podemos apontar que um raciocinio é logicamente invalido, ou seja,

falacioso. Por exemplo:
Se ele estudou muito, entdo conseguiu uma boa nota.
Ele conseguiu uma boa nota.
Logo, ele estudou muito.
Consideremos que A significa “Ele estudou muito” e Bsignifica “Ele conseguiu
uma boa nota”. A estrutura do argumento entdo ¢ esta:

A— B
B
A



Agora fagamos uma tabela de verdade para verificar se sempre que A — Be B

sao verdades, A também é verdade:

A B A—B
VvV V
VF F
FV V
FF V

Como podemos ver, existe uma valoracdo na qual A — Be Bsao verdades e A

€ uma falsidade. Portanto, o raciocinio & invalido.

Lista de argumentos validos usuais

Modus ponens

(A— B AYEB
Ex:

Se choveu, entdo o chio esta molhado.
Oras, choveu.
Logo, o chdo estd molhado.

Modus tollens

{A — B ) —-E } = —|A
Ex:
Se ele estudou, entdo ele tirou uma boa nota.
Ele nao tirou uma boa nota.
Logo, ele ndo estudou.

A B A B A—-B
VVF F V
VF F V F
FVV F V
FFV V V




Leis de Morgan 1

~(AAB)E—-AV-B
Ex:

Nao € o caso de virem ambos Fulano e Beltrano para a reunido.

Logo, ndo vird o Fulano ou ndo vird o Beltrano.

Obs: Como a disjung¢do ndo é exclusiva, ela ndo exclui o caso de ndao virem ambos.
A B A “B AAB —~(AAB) “Av B
VVF F V F
VF F V F \Y
FVV F F \Y
FFV V F \Y%

<< <m

Observe que também é valido o seguinte:

~AV-BE-(AAB)

Leis de Morgan 2

~(AV B)E-AA-B

Ex:

Nao ¢ o caso de vir Fulano ou vir Beltrano para a reuniao.
Logo, ndo vird o Fulano e ndo vird o Beltrano.

A B —A -B AVB —~(AVB) A A B
VVF F V F F
VFF V V F F
FVV F V F F
FFV V F \% \Y%

Observe que também ¢ valido o seguinte:

~AAN-BE=(AV B)



Silogismo Disjuntivo

(AvV B,-A}E B
Ex:
Certamente eu comprarei bolo de chocolate ou torta de limao.
Nao comprarei bolo de chocolate desta vez.
Logo, comprarei torta de limao.
Repare que AV Bg equivalente a =4 — B, de forma que o silogismo disjuntivo
consiste num caso do Modus ponens.
A B ~A AvB ~A—B
VV F V \Y

VF F V A%
FVV V A%
FFV F F

Silogismo hipotético

{A-BB—=C}EA=C
Ex:

Se o buraco na camada de 0z6nio aumenta, a incidéncia de raios UV também
aumenta.

Se a incidéncia de raios UV aumenta, o risco de contrair cancer de pele também
aumenta.
Logo, se o buraco na camada de 0zonio aumenta, o risco de contrair cancer de pele
também aumenta.

A B C A—»B B—~C A—C
VVYV A% A%
VVF
VFV
VFF
FVV
FVF
FFV
FFF

<E

< B T
<<m<< <™
< B <




Contraposigéo

A—“Blz_lB—"_lA
Ex:

Se tudo esta calmo, entdo estou entediado.

Logo, se ndo estou entediado, entdo nem tudo est4 calmo.
A B A B A—B B—->—A
VV F F V A%
VF F V F F
FVV F V A%
FFV V V \%
Repare que o inverso também ¢ valido:

B —--AEFA—EFE

Argumento Conjuntivo

{(-(AAB),A}E B
Ex:

N3ao é o caso de virem ambos Fulano e Beltrano a reunido.
Fulano veio a reunido.
Logo, Beltrano nao veio.

A B -B AAB —(AAB)
VVF V F

VFV F v
FV F F Vv
FFV F \Y

Repare que o inverso também ¢ valido:

(~B,A}E - (AA B)



Falacias

Uma falacia (ou sofisma) € um raciocinio ou argumento invalido.

Desde a antiguidade fildsofos como Platéo e Aristételes buscavam distinguir entre
argumentos validos dos sofismas, que ndo passam de malabarismos retdricos que
podem nos afastar da verdade.

Na literatura especilizada, assim como em varios sitios pela internet, constam
varias listas de falacias, das quais vao da quebra de decoro retérico até o
desrespeito a metodologia cientifica.

Nosso interesse aqui sao as falacias légicas, ou seja, o desrespeito as regras da
l6gica para a construcdo de raciocinios validos. No caso da logica classica, o
raciocinio invalido é aquele que tem uma estrutura a qual ndo garante que a
conclusao seja verdadeira caso as premissas sejam verdadeiras. No Calculo
Proposicional Classico isto significa ter ao menos uma valoragdo na qual as
premissas sao verdadeiras enquanto a conclusao é falsa.

Antes de listar as falacias mais freqlientes, ha uma ressalva que precisa ser
exposta: Muitos logicos discordam que as falacias (mesmos as légicas) estejam no
escopo do estudo de loégica. Eles tém uma otima razdo para afirmar isto. Os

argumentos logicamente invalidos podem ter varias formas, tais como:

A.
Logo, ndo A.

Se A, entdo B.
Nao A.
Logo, Nao B.

Ambos argumentos s&o logicamente invalidos. Mas enquanto ninguém seria tolo o
suficiente para enganar-se, ser enganado ou tentar enganar alguém com o
primeiro argumento, o segundo é freqlente. A razdo para tal ndo é légica, mas
psicolégica. “Por quais argumentos logicamente invalidos as pessoas geralmente

sdo enganadas?’ Nao € uma questao estritamente logica.



De qualquer forma, cabe num livro de introducio a légica demonstrar que certos
argumentos que por alguma razdo parecem logicamente validos, de fato ndo o

sao.

Afirmacéo do conseqiiente

Se A, entdao B. (A—B)

B.

Logo, A.

Exemplos:

Se Joao estudou muito foi bem na prova.
Jodo foi bem na prova.

Logo, Jodo estudou muito.

Se Pedro foi atropelado, entdo ele morreu.
Pedro morreu.

Logo, Pedro foi atropelado.

A B A—B
VvV V
VF F
FV V
FF V

Repare que em uma linha, as formulas A—B e B sdo verdadeiras mas a formula A ¢
falsa. Ou seja, Jodo pode ter ido bem na prova, mas talvez ndo tenha estudado
muito; e Pedro pode ter morrido, mas talvez nao tenha sido atropelado.

Um raciocinio semelhante ¢ valido:

A se e somente se B. (A—B)

B.

Logo, A.
A B A—B
Vvv V
VF F
FV F
FF V

Exemplos:

(Dado que ndo havia como colar, a prova estava muito dificil e o professor ndo é condescendente).
Jodo foi bem na prova se e somente se estudou muito.

Jodo foi bem na prova.

Logo, Jodo estudou muito.

(Dado que Pedro é um Highlander).

Pedro morreu se e somente se foi decapitado.

Pedro morreu.

Logo, Pedro foi decapitado.



Negac&o do antecedente

Se A, entdo B. (A—B)
Nao A. (—A)

Logo, ndo B. (—B)
Exemplos:

Se Jodo estudou muito, entdao foi bem na prova.

Jodo ndo estudou muito.
Logo, Jodo ndo foi bem na prova.

Se Pedro foi atropelado, entdo ele morreu.

Pedro nao foi atropelado.
Logo, Pedro ndo morreu.

A B A B A-B
VVF F V
VF F V F
FVV F V
FFV V V

Repare que em uma linha, as formulas A-B e —A sao verdadeiras mas a férmula

B é falsa. Ou seja, Jodo pode nao ter estudado muito, mas talvez tenha ido bem

na prova; e Pedro pode nao ter sido atropelado, mas talvez tenha morrido.

Um raciocinio semelhante é valido:
A se e somente se B. (A—B)
Nio A. (—A)
Logo, nao B. (—B)

A B ~A B A-B
VVF F V
VF F V F
FVV F F
FFr Vv Vv V

Exemplos:

(Dado que ndo havia como colar, a prova estava muito dificil e o professor ndo é

condescendente).



Jodo foi bem na prova se e somente se estudou muito.
Jodo nao foi bem na prova.

Logo, Jodo nao estudou muito.

(Dado que Pedro é um Highlander).

Pedro morreu se e somente se foi decapitado.

Pedro ndo morreu.

Logo, Pedro ndo foi decapitado.

Afirmacgéo do disjunto

A ouB. (A VB)

A.

Logo, ndo B. (—B)

Exemplo:

Nestas férias, Renata vai para Londres ou Paris.
Ela ja comprou passagem para Londres.

Logo, ela ndo vai para Paris.

A B “B AvB
VVF V
VFV V
FVF V
FFV F

Na primeira linha vemos um caso de A v B e A serem verdadeiros mas —B ser falso.
Ou seja, talvez Renata tenha ido tanto a Londres quanto a Paris nas férias.

Mas caso a disjungao seja exclusiva, o raciocinio € valido:
OuAouB.(AyB)

A.

Logo, nao B. (—B)

A B "B AvB
VV F F
VFV V
FVF V
FFV F




Comutagéo dos condicionais

A implica em B. (A—B)

Logo, B implica em A. (B—A)

Exemplo:

Se Luana tem carteira de motorista, ela € maior de idade.
Logo, se Luana ¢ maior de idade, ela tem carteira de motorista.

A B A—B B—A
VvV V \Y
VF F \Y
FV V F
FF V \Y

Numa linha, A—B ¢ verdadeira mas B—A ¢ falsa. Ou seja, Luana pode ser maior

de idade, mas ndo ter carteira de motorista.
A comutagdo ¢ valida no caso da conjuncao, disjuncao e bi-implicacao.

Contraposi¢do imprépria

A implica em B. (A—B)

Logo, ndao A implica em nao B. (—A — —B)
Exemplo:

Se as condigdes forem favoraveis para o fenomeno ocorrer, ele ocorrera.
Logo, se as condi¢des forem desfavoraveis, o fendmeno ndo ocorrera.

A B A B A—»B ~A—>—B
VV F F V A%

VF F V F \Y
FVV F V F
FFV V V \Y

Numa linha A—B ¢ verdadeira enquanto ~A——B ¢ falsa. Ou seja, talvez o
fendmeno pode ocorrer mesmo que as condi¢des nao sejam favoraveis.
Um exemplo que tornaria o carater falacioso deste argumento evidente é:
Se decapitarmos Luis X VI, ele morrera.

Logo, se ndao o decapitarmos, ele ndo morrera.



Negacgdo de um termo conjunto

Nao ¢ o caso de ambos A e B. 7(AAB)
Nao A. (—A)
Logo, B.

Exemplo:

Nao ¢ o caso do clima estar ensolarado e estar nublado ao mesmo tempo.
Nao esta ensolarado.

Logo, esta nublado.

A B A AAB —(AAB)
VV F V F
VF F F A%
FVV F A%
FFV F \Y

Ha uma linha na qual as férmulas A e 7(AAB) sao verdadeiras mas B é falsa. Ou

seja, o dia poderia nao estar nem ensolarado e nem nublado.
Links Externos
*Sobre Falacias

Guia das falacias de Stephen Downes no Critica na Rede
Fallacy Files



http://www.fallacyfiles.org/
http://www.criticanarede.com/falacias.htm

Todas fungdes de verdade e a interdefinibilidade das operagdes

Como vocé deve saber, funcbes sao procedimentos que, aplicados a cada
elemento do dominio, remetem a um unico elemento do contra-dominio. Dado isto,
é facil entender que os operadores logicos no CPC sao fungdes de verdade. Seja
qual for o valor de uma formula (ou os valores de duas), uma fungcédo de verdade
remetera este(s) a um e apenas valor: verdadeiro ou falso.

Anteriormente apresentamos uma fungao de verdade unaria (a Negacao) e seis
fungdes de verdades binarias, apesar de estarmos trabalhando apenas com quatro

destas. Vejamos agora todas as fungdes de verdade do CPC.
+ As fung¢des unarias

Al2 3 4

VVV F F

FVF V F

Vocé provavelmente reconheceu na linha 3 a negacgao.
+ As fungdes binarias

AB123456789101112131415 16
VVVFVVVFFFVV VYV

VFVVFVVFVVVFFF
FVVVVFVVFVFVFF
FFVVVVFVVFFFVFFFYV

Ja conhecemos algumas destas fungdes:

<
< ™
o ™
o ™ o™

Na coluna 2 temos o trago de Sheffer, A | B .

Na coluna 3 temos a implicacio, A — B.

Na coluna 5 temos a disjuncao, AV B,

Na coluna 8 temos a disjuncao exclusiva (também conhecida como disjun¢ao forte),
AVB

Na coluna 11 temos a bi-implicagio, A ++ B.

Na coluna 12 temos a conjungao, ANBE.

AlB

Até existem conectivos pouco usuais para algumas destas fungées. Por exemplo,

Na coluna 15 temos a adaga de Quine,

a funcao da coluna 4 pode ser representada assim: A— B,

Ha bons motivos para ndo adotarmos conectivos para cada uma das fungdes de
verdade, assim como para nao utilizar todos conectivos:

1°) Algumas fungdes expressam relagdes desinteressantes entre as férmulas,

sendo algumas muito dificeis de interpretar.


http://pt.wikibooks.org/wiki/Matem?tica_Fun??es:_?ndice

2°) Como veremos adiante, precisamos estabelecer regras de construgéo de
tablds, regras de deducao natural e axiomas para cada conectivo que adotarmos.
3°) Os operadores sao interdefiniveis, bastando adotar alguns deles (inclusive
menos do que adotamos aqui) para expressar todas as fungdes de verdade.

Eis alguns exemplos da interdefinibilidade dos operadores:

(A—=B)=—-(-mAAB)=(-AvB)=-(-4A] B)

Ey

A B A B A—»B AA—B —(—AAB) —AVB
VVF F V F A% A%
VFF V F Vv F F
FVV F V F \% A%
FFV V V F \Y \Y

Da mesma forma:

[A,-"\B:JE_I(B—“_l.A::lE_Il:_lAV_lB:]E(_lA L —lB::I

A B —A -B AAB B>—A ~(B——A) (—A|-B)
VVF F V F \% \Y%
VFFV F V F F
FVV F F V F F
FFVV F V F F

S6 mais um exemplo:

I[AUB‘]EﬁIIﬁAﬂﬁB‘]EI{ﬁA—‘*B‘]Eﬁ{A|, B:]

A B A -B AVB —AA-B —(—AA-B) —A—B
VVF F V F \% \Y%
VFF V V F \% \%
FVV F V F \% \%
FFV V F \Y% F F

Com a Adaga de Quine podemos prescindir até da negacao. Ela sozinha ¢ capaz de
expressar todas funcdes de verdade:

-P=P | P
PAQ=(P|P)|(Q|Q)
PvQ=(P1Q L (P|lQ)
P—-Q=(PlQLlQL((PLQLQ)
P=Q=(P[P)[Q[(PL(QLQ)



O mesmo vale para o traco de Sheffer:
AA B = (A|B)|(A|B)
AV B = (A|A)|(B|B)
A — B = A|(B|B) = A|(A|B)

A escolha de quais operadores serdo usados é uma faca de dois gumes. Se por
uma lado o excesso de operadores nos obriga a lidar com mais axiomas, regras
de inferéncia e de construcao de tablds; por outro, a economia de operadores nos
obriga a lidar com férmulas mais complexas, mais dificeis de serem lidas e
interpretadas.

No restante deste capitulo trataremos apenas da conjungao, disjun¢ao, implicagao,

bi-implicagao e negacéo.
Valoragbes

Valoragbes sao fungcbes que estabelecem um valor de verdade arbitrario para
cada féormula atdmica de uma linguagem L e um valor para cada férmula
molecular em vista dos valores das formulas atdbmicas. Basicamente, em cada
linha da tabela de verdade estamos trabalhando com uma valoracéo.

Para simbolizar as fungdes de valoragdo, usaremos a letra 0. Trabalharemos com
elas por meio de simbolos metaldgicos bem parecidos com os operadores l6gicos
que conhecemos.

Exemplo:

'[]1(.("1) =V,U1[:B) =V = Ull:flﬂB) =V
Isto quer dizer, se em uma valoragao 1 a formula A ¢ verdadeira e a formula Bé

verdadeira, entdo na mesma valoragao 1 A N B é verdadeira.

v, (A) =V,0,(B)=F =0, (AANB)=F
Isto quer dizer, se em uma valoragao 2 a formula A ¢ verdadeira e a formula Bé

falsa, entdo na mesma valoragao 2 A AN B éfalsa.



Agora estabeleceremos, para quaisquer formulas, as condi¢gdes para que uma
negacao, uma conjuncado, uma disjuncao, uma implicacdo e uma bi-implicagao

sejam verdadeiras ou falsas.

A valoragao de —@x € verdadeira se e somente se a valoragao de < é falsa:
b(-a)=V <= v(a)=F

A valoragao de —@x é falsa se e somente se a valoragao de & é verdadeira:
p(-a)=F < v(a)=V

A valoragéo de ¥ N B¢ verdadeira se e somente se a valoragédo de @ é verdadeira

e a valoracao de B¢ verdadeira:

b(@AB) =V + v(a)=V,0(8 =V

A valoragdo de & N Bé falsa se e somente se a valoracao de @ é falsa ou a

valoragao de B¢ falsa:

b{aANf)=F <= v{a)=F ou v(f)=F

A valoragdo de & V' B¢ verdadeira se e somente se a valoracao de o é verdadeira

ou a valoracgao de B¢ verdadeira:

p(avi@) =V <= v(a)=Vouv(f) =V

A valoragdo de & V O¢ falsa se e somente se a valoracao de t é falsa e a

valoracao de Bé falsa:

blavi@)=F <= v(a)=F, v(3)=F

A valoragdo de @ — 3¢ verdadeira se e somente se a valoracao de o é falsa ou

a valoracao de B¢ verdadeira:

bla— F)=V < v(a)=Fouvn(f)=V



A valoragéo de & — 3¢ falsa se e somente se a valoracado de ¢ é verdadeira e a

valoragao de B¢ falsa:

bl —F)=F <= v(a)=V, 0(f)=F

A valoragdo de & B¢ verdadeira se e somente se a valoracao de o é igual a

valoragao de Je
o(a e )=V <= b(a)=1(f)

A valoragdo de @ 3¢ falsa se e somente se a valoragao de @ nao € igual a

valoracao de e}

b(a e« f)=F < v(a) #0(f)

Tablos semanticos

Como vimos, as tabelas de verdade sdo uma ferramenta que nos permite analisar
as formulas para cada caso de valoragcdo, o que nos permite determinar se elas
sao tautologias, contradicbes ou contingentes. Também podemos usar as tabelas
de verdade para comparar formulas, e assim dizer se sdo contraditérias entre si,
equivalentes ou se uma é consequéncia légica da outra.

Contudo, digamos que nosso interesse seja apenas determinar se uma formula &
tautolégica ou um argumento é valido. Caso a férmula ou o argumento seja
complexo, poderiamos demorar muito até terminar a tabela, ou, no caso de ser
uma contingéncia ou um argumento invalido, encontrar a valoragdo na qual a
férmula é falsa, ou a premissa seja verdadeira enquanto a conclusdo é falsa,
respectivamente.

Neste caso, seria interessante um método que permite rapidamente determinar se
existe alguma valoracdo na qual a férmula seja falsa ou a premissa seja
verdadeira, ou uma valoragao na qual a premissa seja verdadeira enquanto a

concluséo seja falsa. Este método é a construcao dos tablés semanticos.



Tablés semanticos - também conhecidos como tableaux ou arvores - consistem
num método de provar que uma férmula € tautologia ou que um argumento é
valido por contradigao.

Provar por contradicdo consiste em provar a verdade de v supondo que e
falso, desenvolvendo a idéia da falsidade até chegar a uma contradigdo. Oras, se
% & falso & contraditério, entdo % é verdadeiro.

Em outras palavras, se ()=F=v(p)=V, v(¢)=Fniz0 devemos
b)) =V

inferir
Tabldés de Féormulas

Exemplo 1

Comecemos entdo com as tautologias. Vamos provar que a formula (ou mais

precisamente, esquema de formula) a— (8 — aj ¢ uma tautologia.

O primeiro passo consiste em supor que ela seja falsa:
F a— (8—=a)
Agora desenvolveremos esta suposi¢cdo. A formula consiste em uma implicagdo que

o — 3 . .
tem Cf como antecedente ¢ ~ como conseqiiente. Como vimos

anteriormente, o valor de uma implicacao ¢ falso se e somente se o antecedente ¢
verdadeiro e o consequente, falso. Portanto, vamos inserir isto no tablo.
a— (68— ajw

8— a

4 . i , . ~
E feita uma marca () nas formulas usadas, pois estas ndo podem ser usadas
novamente.

. 4 , o , .
Mais uma vez, se *3 " Q¥ ¢ falso, entdo o antecedente .ﬁe verdadeiro enquanto o

conseqiiente Ct ¢ falso:
F on— [:ﬁ — ae)- P
Vv

o)
F §— av
vV 3
F «
o

Este tablé nos mostra que
v(a— (B—=a)=F=0v(a)=V,v(a)=F



Oras, a formula @ estd com dois valores. Isto € contradi¢do. Supor que

a— (8— a:] seja falso nos leva a uma contradi¢dao. Assim sendo,

a— (B — ﬂj sempre ¢ verdadeira, ou seja, ¢ uma tautologia.

Exemplo 2

Passemos agora para um caso mais complicado. Vamos provar que a formula que

=3 Al — 3)) — -a

descreve o modus tollens, ( , € tautologica.

O primeiro passo. Supor que ela seja falsa:

F Ifﬁ_ﬁf\ Ilrtfl — J:]:] — T

Ja sabemos como proceder no caso da falsidade de uma implicagao:
F (28A(a—f)) = —av?
V —|_,L'3 ANla — IL:,'} 1]
F -«
Na terceira linha temos a falsidade da nega¢do de < . Oras, se estamos supondo que
a negagao de uma formula ¢ falsa, entdo temos que supor que a formula seja
verdadeira:
F (28A(a—f)) = —av?
V —|_,L'3 ANla — IL:,'} 1]
F  —a%
V a

Como acabamos com o fragmento —1C¢ , marcamos isto. Agora voltemos nossa
aten¢do a segunda linha, na qual temos a verdade de uma conjun¢ao. Uma
conjuncao ¢ verdadeira se e somente se as subformulas conjuntas sao verdadeiras:
V' —GA(a—
F  —a%
V a
V -8
V a—73

Na quinta linha temos a verdade da negacdo de o Oras, se estamos supondo que a
negacao de uma férmula € verdadeira, devemos supor que a féormula seja falsa.
F (=fA(a— () = —av?
V' -G (a— B

F —-a%
V «a
V 0w
V a—=7

F 0



Agora, lidar com a verdade de & — & mais complicado. Afinal, uma implicagao
entre duas férmulas ¢ verdadeira em dois casos, quando o antecedente ¢ falso ou o
conseqiiente ¢ verdadeiro.

O tablo fica, entdo, desta forma:

F (— _‘E Vi — ._'3 ) — = @
V -8A(a—8) @
F -a «
V O
V -3¢
V a—= 3«
F 3
F a vV g
* =

Sempre que uma férmula tem duas condigbes alternativas para receber uma
determinada valoragao, o tabld é ramificado; e é necessario que todos os ramos

caiam em contradi¢ao para que a formula seja tautologica.

Exemplo 3

aV @)« (maA-B)

Fagam mais usuais. Uma das leis de Morgan, (
parece bastante adequada para este fim.
O primeiro passo ja sabemos muito bem qual ¢:

F - Iflﬂ A ,L_:j:] — Il(—nil M —|,3:]
Se estamos supondo a falsidade da bi-implicagao entre duas subformulas, temos que
supor que uma ¢ falsa e a outra ¢ verdadeira. Ja temos uma ramificacao:

V =(aVg) F (V)

Analisemos primeiramente no ramo da esquerda, a formula (‘T Vg ), que esta
marcada como verdadeira. Ja sabemos bem como lidar com a verdade de uma
negacao:



F —(aVB) <« (an-0) &

-

V —(avg) ¢ F -(aVp)
F -aA-S3 V —oaon-3
F avg

Agora temos uma situacao nova: a falsidade de uma disjung¢do. Oras! Se estamos
supondo que a disjuncdo entre duas féormulas ¢ falsa, temos que supor que ambas

sdo falsas:

F - (o ""u'llljl‘:l 4 |:_|C|'..,-'ll.."'. —|3\] s

-

¥y
V —(avi) « F —(aVv3)
F -anA-S3 V —-aA-8
F av3 ¢
F «
F g

Mais uma novidade para nos: a falsidade de uma conjun¢ao. Sabemos que a
conjunc¢ao entre duas formulas ¢ falsa quando ao menos uma delas € falsa, o que nos

obriga a ramificar o tablo:

F ﬁl{ﬂ"‘ﬁ,@} - {ﬁ&f"x—l,@} w

-

.-"'-f

-
-

Vv ﬁ{av;ﬂ} < F —llil_’lVS:J
F —-an _‘3 « V —an —|3
F avi3e
F «
F 3
,x'ﬁ \\\\

F ﬁﬂx%‘? F —|3 o

V a VvV 2
X X

Fecharam todos ramos do lado esquerdo. Voltemos nossa atencao para o direito:



F —(aV3)« (qah3)«

-~

P
o

.—-’"f .
o
V —(avi) ¢ F -(avi) ¢
F —aA-3 ¢ V —aA-8«
F avi3e V o«
F a V 8«
F 2 F a
e H\M F &
F aew F -3¢ V avg
V o vV 8
X X

Ja estdo feitos todos casos conhecidos até chegarmos a um caso novo: a verdade de
uma disjun¢do. Sabemos que uma disjuncdo entre duas féormulas ¢ verdadeira se e
somente se a0 menos uma das formulas for verdadeira. Isto nos obriga a ramificar o

tablo:
F —llitfl‘u'f&\'l*—‘- |:_|Cl;"ﬂ"-._|.3::| o’
f’f’j -
~
V —(aVvi)« F -(av 3¢
F -aA-(3 < V —aoA-8«
F avi3e V o«
F a N =8 &
F 2 F «
# Se F 3
F -aw F -3¢ V avige
V « V 8 A
X X V o vV 3
> >

Como podemos ver, o tablé fechou em todos os seus ramos. A formula é,
portanto, tautologica.
Obs: Na verdade estamos trabalhando aqui com esquemas de formulas. Como ja

foi explicado, chamar "esquemas de formulas" por "formulas” é uma economia de
linguagem.



Exemplo 4

Agora vejamos como fica o tablo no caso de uma contradi¢do, tal como a negagao

da primeira tautologia que fizemos tabld, ' (@ — (8—0a)).

F -(a—=(8—=0)) &
V a—=(8—=a)«

F o V B8—-oa

F 3 V a

Todas formulas moleculares foram usadas. Nao has mais como proceder. Os ramos
do tablo ficaram abertos. Nao caimos em contradi¢do ao supor que a férmula seja
falsa. Portanto ela nao consiste numa tautologia.

Exemplo 5

Vejamos agora como fica um tablé de uma férmula contingente, tal como

(V) =,
F (pVe) =1 o
V OV o
F ¢

Mesmo que algum(ns) ramo(s) feche(m), e ndo necessariamente um tablé de uma

férmula contingente tera ramos fechados, outro(s) continua(m) aberto(s).
Regras de Construgéo de Tablés

Segue adiante as regras de constru¢ao de tablos:



Fa Fp
Voo Favp Vo— Fa—
/\ Fa /\ Va
Fp Fp
Voo VB Fa VB
Vao Fa—p

Va Fa Va Fua
VB  FP FB VB

Um tabl0 esta completo se:

«todos ramos do tabl6 fecharem (cairem em contradi¢ao). Neste caso a formula ¢é
tautologica ou argumento ¢ valido.

Ou se:

«todas formulas moleculares do tabld foram usadas. Neste caso, se algum ramo ficar
aberto (ndo cair em contradi¢do) entdo a formula ndo ¢é tautoldgica ou o argumento nao
¢ vélido.

Exercicio

Determine por tablés semanticos se as seguintes formulas s&o ou nao séo

tautologicas:

(AN B) — ——A

2.4 — A

3(C = (D — E))— ((C— D)= (C— E))
4P — (P — Q)

sP— (P —Q)

c(AV B) — (AAB)

7(A = (B—C)) «(B—(A—CC))



g (AN B) « (=AV —-B)
g (ANDB) « (=AM -B)
(P—Q)— P
n{(P—Q)—P)—P

Tablés de Argumentos

Para verificar se uma férmula ¢ tautologica, ou seja, sempre verdadeira, supomos
que ela seja falsa, desenvolvemos esta suposicao e, se cairmos em contradigdo, ¢
porque a formula ¢ mesmo tautoldgica.

De forma analoga, para verificar se um argumento ¢ valido - ou seja, ¢ de forma tal
que sempre que as premissas forem verdadeiras, a conclusdo também ¢ verdadeira —
supomos que ele seja invalido.

Se um argumento ¢ invalido entdo as premissas podem ser verdadeiras enquanto a
conclusdo ¢é falsa. E justamente isto que vamos supor.

Exemplo 1

Vejamos como ficara o tabldé de um argumento que ja conhecemos, o Modus tollens,
{A — B ; -B } F—-A
V. A~ E
vV -B
F -A
Oras, s6 muda o passo inicial em relagio aos tablos de formulas. J& sabemos como
proceder agora:

V A—-BV
V -B¢
F -Av

vV A

F E
F A V B

X X



Exemplo 2

Agora vejamos como fica uma faldcia no tablo. Peguemos uma que ja conhecemos,
tal como a afirmacao do termo disjunto:

V —(AAB)&
V A«
F B
F A
F AABY

/ 0\

F A F B

Nio caimos em contradi¢do ao supor que Fseja falsa enquanto (A A B )e -A
sdo verdadeiras. Portanto, S3ndo é conclusio de um argumento valido do conjunto

AAB),-A}

de premissas -
Exercicio

Determine por meio dos tablés semanticos se os seguintes argumentos sao
validos ou ndo. Lembre-se que as formulas a esquerda do simbolo "."." sdo as

premissas, enquanto as formulas a direita, as respectivas conclusdes.

19 eV

= U = x} e — X
30—y 0 —

4_{(1’1"«;_,:_'?, _"-T} -'{J:"

5{(1""..’“_,:.‘?,(1’} _'.-'G

60—y ..y — 0

e =¥ =l ooy
sl —x,0 = x} .. (V) — x
o (A ) .~



Deduc¢éao Natural

Até agora nos temos dois métodos que sempre determinam a validade de
argumentos e formulas no CPC: as tabelas de verdade e os tablés semanticos.
Claro que também podemos determinar a validade de uma férmula mostrando que
esta se trata de uma instancia de outra férmula valida, ou por interdefinibilidade de
operadores mostrar que ela é equivalente a uma outra férmula valida, mas estes
métodos nao sao aplicaveis em quaisquer circunstancias. Agora aprenderemos
um terceiro método que sempre determina a validade de formulas e argumentos
no CPC, além de consistir em um método de derivacdo, a Dedug¢ao Natural.

Tomemos o seguinte argumento:

A— ——B

A

BV (—CVv D)
As tabelas de verdade ndo parecem muito praticas neste caso. Afinal, temos
quatro férmulas atdmicas, o que requer uma tabela de 16 linhas. Sem falar que
teriamos muitas colunas também, dada a quantidade de sub-férmulas.
A alternativa € provar a validade do argumento por tablés. Contudo, repare que
intuitivamente este argumento ndo passa da simples combinagao de varios
argumentos validos, simples e que noés ja conhecemos.

Temos o Modus Ponens:

A — B
A
" —|—|B

A eliminacao da dupla negacgao:
_l_lB
. B

Também sabemos que se uma formula ¥é verdadeira, entdo entre ¥e uma

formula arbitraria ¥, ao menos uma é verdadeira. Ou seja:
(0
SV



Este argumento é chamado de "Expansao". Oras, o seguinte argumento é

obviamente uma instancia da expansao:
B
BV (—CV D)

Se sabemos de tudo isso, entdo porque usar o método de tablés semanticos se

estes nos obrigam a considerar o valor de proposi¢bes arbitrarias como

(== C' W D‘]

, assim como lidar com os valores de ——E e de —E , quando
sabemos que a primeira é equivalente a B?

E justamente isto que a Deducdo Natural permite: por meio de um pequeno
numero de regras de inferéncia, demonstrar a validade de uma infinidade formulas
e argumentos sem a necesidade de considerar os valores que cada formula ou
subformula recebe. Ou seja, ndo estamos mais lidando com a semantica, mas
com a sintaxe.

Agora incrementaremos nossa notagao e terminologia. Até agora usamos o
martelo semantico, "E". Agora usaremos o martelo sintatico, "H".

A leitura que fazemos de cada:

I'kFa
0v & conseqiiéncia semantica de 1", ou I implica semanticamente em v .
I'a

¥ ¢ conseqiiéncia sintatica de I oua partir de r prova-se ¥,

F o

¥ ¢ uma formula valida (tautologia no caso do CPC).

F o

¥ ¢ um teorema.
E dito de um sistema légico que ele é correto se ele verifica a seguinte

propriedade:

IT'Fa=TFa«o

Ou seja, que todos os argumentos sintaticamente validos também sao
semanticamente validos.

E dito de um sistema légico que ele é completo se ele verifica a seguinte

propriedade:

I'rFa=TFa

Ou seja, que todos os argumentos semanticamente validos também sao
sintaticamente validos.

O CPC verifica ambas propriedades, ou seja, o CPC verifica que:



I'ra = T'Ea

Obviamente, isto também é verificado na instancia em que [' = &@. Portanto:
Fa —Fa

Ou seja, todo teorema é tautologia e toda tautologia € teorema.

Regras de Inferéncia Diretas

Nas disciplinas matematicas como a légica, a geometria, a aritmética etc., é
preferivel demonstrar o maximo (de teoremas, construgoes... validos, obviamente)
por meio do minimo (de conceitos primitivos, axiomas, regras de inferéncia etc.).
Na Deducao Natural trabalhamos apenas com regras de inferéncia. Para que a
corregao do sistema seja verificada, as regras escolhidas devem ser reconhecidas
como validas. A completude € um pouco mais complicada. Digamos que para
verificar a completude o ideal seria ter duas regras para cada operador usado:
uma que o insira e outra que o remova.

Trabalharemos primeiramente com as regras de infereréncia diretas. Como o
nome sugere, estas regras regulam quais férmulas podemo inferir diretamente de

outras féormulas.



Dupla Hegagéo (DP) = Silogismo Disjuntivo (SD)

© i
= Conjungéo (C) ¥
v PV
pAT P
= Separagéo (5) . Expansio (E)
p AP ©
¥ w VvV
pAY v
w w Vb
= ModusP?nens MP) . Bicondicionais para Condicionais {BC)
Y p et
£ o
?.L"
p et
Y=

Agora vejamos como construir uma dedugao usando as regras de inferéncia

diretas. Vamos provar aquele argumento da introdugao:

{A— =B, A}F BV (--CVD)

O primeiro passo é colocar cada premissa em uma linha enumerada:
1. |A— ——FB Premissa

2. | A Premissa

Agora, aplicamos as regras de inferéncia que julgarmos uteis para chegar ao
resultado esperado. Para cada nova formula inferida, inserimos uma linha
enumerada, indicando a direita as linhas que contém as férmulas a partir das quais
foi efetuada a inferéncia, assim como a regra aplicada.

Por exemplo, vamos aplicar nas linhas 1 e 2 o Modus Ponens (MP):


http://pt.wikibooks.org/wiki/Imagem:Regras_de_Inferencia_Diretas.png

1. |A— ——F Premissa

2. |A Premissa

3. |—-—B 1,2 MP
Agora aplicaremos a regra de Dupla Negacao (DN) na linha 3 a fim de derivar B.
Entao aplicaremos a Expanséo (E) a fim de obter BV (—=CV D).

1. |A— =B Premissa

2. |A Premissa

3. ——FB 1,2 MP

4. |B 3DN

5 EBvi(——CV D‘] 4E

Ou seja, sob o conjunto de premissas {A — —B, *’1}, derivamos, por meio de
inferéncias reconhecidas como validas, BV (-=CV D) Portanto,

{A—" —l—lB,A}l—BV(—l—lCVD:]_

Repare também que na linha 3 provamos que {A — - B, A} = _'_'B, e na

linha 4, {A — —B,A}+ B

Facamos mais uma derivagao a fim de aplicar outras regras. Vamos provar que

{A— B BAC}+AAB

1. A+ B Premissa
2. |BAaC Premissa
3. |IB—A 1BC

4. |B 2S

5. |A 3.4 MP
6. |AnNB 54C

Nas linhas 1 e 2 temos as premissas A «+ Be B N (| respectivamente.
Aplicamos Bi-condicionais para Condicionais (BC) na linha 1 e derivamos B — A
na linha 3. Entdo aplicamos Separacao (S) na linha 2 a fim de derivar Bna linha 4.
Aplicamos Modus Ponens nas linhas 3 e 4 a fim de derivar A na linha 5. Entao

aplicamos Conjungao (C) nas linhas 5 e 4 a fim de derivar ANB.Qed



Exercicios

Prove por deducao natural que:

| {Ae(BV(C),~—B}+-AAB
, {AVB,B—C,~AAD}FC
; {A=C 0= A (A= C)— B} B

Trabalhando com Hipoéteses

Vocé deve ter reparado que faltou uma regra para inserir a negagao, assim como
uma regra para inserir a implicagao independentemente da bi-implicagao. Para tal,
fazemos uso das regras hipotéticas, ou seja, regras que nos permitem trabalhar
com hipoteses.

Em Deducao Natural, hipoteses sdo quaisquer formulas bem construidas que
inserimos na derivacao sem deriva-las de quaisquer outras formulas. Com as
regras hipotéticas, nosso sistema fica completo. Vejamos entdo um esquema geral

para trabalhar com as hipéteses.

1. }i Premissa
2. | |i Hipotese

Inserimos uma hipotese ¥na linha 2. Isto nos obriga a inserir uma linha vertical.
Esta linha permanecera ai até aplicarmos uma regra hipotética que remova-a. Até
entdo, tudo o que derivarmos por meio das regras diretas estara a direita da linha

de hipdtese:



1. |¥  Premissa

2. P Hipotese
3. WV y 2E

4, w A 1,2C

5. p VX 1E

6. (e Vx)A(VY) 53C

7. 1€ alguma regra hipotética

Também podemos levantar hipéteses dentro de hipéteses, inserindo novas linhas

verticais:
1. |¥ Premissa

(14 Hipotese
VX 2E
|E Hipotese
EAVY) 43cC

¢  alguma regra hipotética

e

0  alguma regra hipotética

Antes de apresentarmos as regras hipotéticas, lembre-se de sempre respeitar as

seguintes prescrigoes:

Introduzir uma linha vertical para cada nova hipotese.

. Uma vez que uma linha ¢ descartada, ndo usar mais qualquer formula que esteja a
sua direita.

As hipoteses devem ser descartadas na ordem inversa nas quais sao levantadas.

4. Uma deducdo ndo estd terminada enquanto ndo forem descartadas todas as
hipoteses.

N —

(98]



Reducgéo ao Absurdo (RAA)

Se a partir de uma hipotese ¥ derivarmos uma contradicao, entao descartamos a

hipotese e introduzimos 7% na derivacso.

Um exemplo:
1. 4] Premissa
2. Ik Hipotese
3. o Mo 1,2C
4, puimlal 2,3 RAA

Na linha 1 temos & como premissa. Na linha 2 levantamos a hipotese ¢ . Na
linha 3 aplicamos a conjungéo em @ e —¢x , obtendo a contradigcdo o /A =iy .
Como a partir da hipétese derivamos uma contradigdo, a descartamos e
deduzimos sua negacgdo, 1 .

Portanto, @ = =

Regra de Prova Condicional (RPC)

Se ao levantarmos uma hipétese ¥inferimos ¥, entdo podemos descartar a
hiptese e inserir ¥ — % na derivagao.

Por exemplo:

1. o — J Premissa
2. |8 —1~ Premissa
3. a} Hipotese

4. G  13MP

5. 8 2,4 MP

6. |7 25RPC

Aqui temos as premissas & — < e B — nas linhas 1 e 2, respectivamente. Na

linha 3 levantamos a hip6tese @ . Aplicando Modus Ponens nas linhas 1 e 3,
.nlr-

inferimos na linha 4. Aplicando Modus Ponens nas linhas 2 e 4, inferimos / na



linha 5. Dado que apartir de ¢ inferimos I, descartamos a hipdtese e inserimos

@ — Yna dedugio.

Exercicios

Fazendo uso das regras hipotéticas, demonstre que:

P—-QFFP—=(QVC)
F—+-PF~=F
AvBF-A—~ B
A—.‘-Bl——llfﬂﬁ—lB:]
{(~(AA B),A}F —B

A e

Regras de Inferéncia Derivadas

Por meio das regras de inferéncia diretas e hipotéticas podemos demonstrar varios
raciocinios bastante recorrentes. Estes raciocionios, uma vez demonstrados,
podem ser usados como regras de inferéncia diretas. Elas ndo sado necessarias,
mas sao bastante uteis, tornando nossas derivagdes muito mais sucintas.
Anteriormente demonstramos dois raciocinios que nos serao uteis como regras de

inferéncia derivadas:
« Dupla Negacdo em ambas direcoes (DN)
—|—|[’§

[V~

« Silogismo Hipotético (SH)

a— 3
8=

EE —_— '-':.-'



Vamos ampliar nossa lista de regras de inferéncia derivadas, demonstrado uma

por uma:

Repeticao (R)

o b o
1. ('} Premissa
2. I 1 DN
3. 4 2 DN

Modus Tollens (MT)

fa — 3,28} -a

1. o — 3 Premissa
2. -3 Premissa
3. &l Hipotese
4. J6] 1,3 MP
5. BA—-E  24C
6. =¥ 3,5 RAA
Prefixagdo (PRF)
a2 — o
1. v Premissa
2. 3 Hipotese
3. 4] 1R
4. |8 —=a 23RPC




Contraposic¢ao (CT)

Aproveitaremos o Modus Tollens como regra de inferéncia.
oy — ,3 |— _IJ —

1. o — J Premissa

2. -3 Hipotese

3. 0k 1,2MT

4. |78 — - 23RPC

Agora tente vocé provar a reciproca, ou seja, que - —=-—aka—f

Contradigdao (CTR)
{a,-a} k8
1. 8l Premissa
2 et Premissa
3. lav i@ 1E
4. |O 2,3 SD

Lei de Duns Scot (DS)

abka— 3

1. g e’ Premissa
2. ' Hipotese
3. 8 12CTR
4. la— 3 23RPC

Prove que também vale & F—a— G



Lei De Morgan | (DM)

_I(Clv_,SjF_lﬂfﬂ'\_l_ﬁ

0l. [—(axV 3) Premissa

02. &l Hipotese
03. aV i3 2E

04. (aVvV@)A-(aV B3 13C
05. |- 2,4 RAA
06. ﬁ Hipotese
07. aV 3 6E

08. (aVB)A-({aVv B 1,7C
09. |83 6,8 RAA

10. |—a A3 59 C

Agora tente vocé provar a reciproca, ou seja, que '™ A =B = (ﬂ’ v .ﬁ)

Lei De Morgan Il (DM)

ﬁ(ﬂf\_ﬁjl—ﬁﬂ\fﬁ_ﬁ

01. |[—(aA3) Premissa

02. = (ma WV =) Hipotese

03. | Ik Hipotese
04. -V 8 3E

05. (= W —1;3‘] A= (—a W —IJ‘] 52C
06. Tk 3,5 RAA
07. 4 6 DN




08. -3 Hipotese
09. —a W 8E

10. (= W —1,3‘] A T Y, —||3ﬁ 9,2C

11. -3 8,10 RAA
12. 16} 11 DN

13. a3 7,12 C

14, (aANG)A=(ah () 13,1C
15. | (—a v —8) 2,14 RAA

16. |V 3 15 DN

Tente vocé agora provar a reciprova, ou seja, que % v Bk =(anB)

Lista das Regras Derivadas

= Dupla Negacao (DN)

T

¥

= Silogismo Hipotético (SH)

a—

- Rl

o — 7y

= RHepetigdo (R)
x

¥

» Contraposicao (CT) = Leis DeMorgan [DM)
a— 3 - (Vv 3)
=3 — =a - A=3
» Contradigao (CTR) (A B)
o -aV -
4
,n'.? = Modus Tollens (MT)
a— 3
» Lei de Duns Scot (DS) -8
—uk =0y
a — 3
= Prefixacio (PRF)
O i
—a — 3 f—a


http://pt.wikibooks.org/wiki/Imagem:Regras_Derivadas2.png

Exercicios

Valendo-se das regras derivadas, prove que:

{{AAANB) — C,-C}F —-AvV-B
—||:AI"H—|B‘]|—A—‘-B
ﬁA—‘*B"AVB
{A-C/B—=C}+-(AVvB)—=C
~(A— B)F AA-B
A—BF(AvVC)— (BVC)

AN

Teoremas

Agora nao temos mais premissas para trabalhar, devemos nos limitar as

hipoteses. Algumas estratégias para provar teoremas podem ser tragadas:

» Por reducao ao absurdo

Para provar ¥, levante a hipotese ¥e derive dela uma contradicdo e aplique
RAA.
Para provar ¥, levante a hipétese —'¥e derive dela uma contradi¢do, aplique RAA

e entao DN.

« Por regra para condicionais

Para provar = ‘F levante o antecedente ¥como hipotese, derive ﬂ’e entao
aplique RPC.
Para provar ¥ “* ¥, prove ¥ — Ve ¥ — , como explicado acima, e entdo

aplique CB.



Exemplo 1

Fﬁl{Aﬂ—lA:]

|fl A=A  Hipotese

Lo
2. |—|l:flﬂ—|fl) 1 RAA

Exemplo 2

FAwv-A

1. |—| (AV —A) Hipétese

2. —AA—-—A 1DM
3. | (AV-4) 12RAA
4. [Av A 3DN

Exemplo 3

F(A—(A—B))— (A— B)

1. A —(A— B) Hipétese
2. A Hipétese

3. A— B 1,2 MP

4. B 3,2 MP

5. A B 2,6 RPC

6. (A—(A— B))—(A— B)

1,7 RPC



Exemplo 4

- (A =

01.

02.
03.
04.

05.

06.
07.
08.

09.

10.

1.
12.

Byv (B — A)
- ((A—=B)V (B — A)) Hipétese
“(A—=B)A—(B—=A4) 1DM
- (A — B) 28
- (B — A) 28
A Hipétese
B— A 5 PRF
(B — A)AN(B—A) 45cC
-4 5,7 RAA
A—B 8 DS
(A— B)A—-(A— B) 9,3 C
——((A —= B)Vv (B — A)) 1,10RAA

(A — B)Vv (B — A) 11 DN



Exemplo 5

F((P—-Q)—P)—P

0l. (P — Q) — P Hipétese
02. -P Hipétese
03. P Hipotese

04. =) Hipétese
05. PA—-P 32C
06. -} 45RAA

07. o 6 DN

08. P — (0 37RPC

09. P 1,8 MP

10. -PAP  29C

11. ——P 2,10 RAA

12. P 11 DN

13. |({(P—Q)— P)— P

1,12 RPC



Exemplo 6

F((AAB) = C) < (A— (B = )

01. (ANB) - C

Hipotese

02.

03.

04.

05.

06.

07. A— (B — ()

A

B
AMNB
C

B—=C

Hipotese
Hipotese
23C
1,4 MP

3,5 RPC

2,6 RPC

08. [((AAB)—C)—(A— (B —CC))

09. A— (B —(C)

Hipotese

10.
11.
12.
13.
14.

15. (ANB) —C

ANB
A
B—-C
B

C

Hipotese
10S
9,11 MP
10S
12,13 MP

10,14 RPC

16. (A—(B—C))— ((AnNDB)— C)
17. [((AANB)—=C)= (A—= (B —=C))

1,7 RPC

9,15 RPC
8,16 CB



Exercicios

Prove os seguintes teoremas por dedug¢ao natural:

FA— A

. |_A-’.—Z=—|—|A

-2 (4 o -4)

, FA— (B— A

(A= A)— A

FP—=(Q— (PNQ))

7 F{{AAB)— C)« ((AN-C) — —B)

g F(A=(B=C))= (A= B) = (A=)
9. F(D— (B — A)) — (B — (D — A))
1o.F(P—= Q)= ((P—=-Q)— =P)

11.F (A= B)— ((C— B)— ((Av C)— B))

woN

AN W
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