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Lineare Algebra

Vorlesung 17

So sah Vorli als Welpe aus.

Universelle Eigenschaft der Determinante

Die fiir die Determinante charakteristischen Eigenschaften, multilinear und
alternierend zu sein und die Bedingung, dass die Determinante der Einheits-
matrix gleich 1 ist, legt die Determinante eindeutig fest.

DEFINITION 17.1. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K. Eine Abbildung

AV — K
heifit Determinantenfunktion, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt

sind.

(1) A ist multilinear.
(2) A ist alternierend.

LEMMA 17.2. Es set K ein Korper undn € Ny. Es sei
A: Mat,(K) = (K")" — K
eine Determinantenfunktion. Dann besitzt /\ folgende Figenschaften.

(1) Wenn man eine Zeile von M mit s € K multipliziert, so dndert
sich A um den Faktor s.

(2) Wenn in M eine Nullzeile vorkommt, so ist A(M) = 0.

(3) Wenn man in M zwei Zeilen vertauscht, so dndert sich N mit dem
Faktor —1.

(4) Wenn man zu einer Zeile ein skalares Vielfaches einer anderen Zeile
dazuaddiert, so dndert sich /\ nicht.
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(5) Wenn A(E,) = 1 ist, so ist fiir eine obere Dreiecksmatriz A(M) =
a11422" * *App.-

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus der Multilinearitét. (3) folgt aus
Lemma 16.8. Zu (4) betrachten wir die Situation, wo zur s-ten Zeile das a-
fache der r-ten Zeile addiert wird, r < s. Aufgrund der schon bewiesenen
Teile ist dann

Uy Uy Uy Uy Uy Uy
A : =Al:|[+AL P =A 0 [teA ]| = A
Vs + av, Vs av, Vs Uy Vs
(5). Wenn ein Diagonalelement 0 ist, so sei r = max{i | a; = 0}. Zur r-

ten Zeile kann man durch Hinzuaddieren von geeigneten Vielfachen der i-ten
Zeilen, © > r, erreichen, dass aus der r-ten Zeile eine Nullzeile wird, ohne
dass sich der Wert der Determinantenfunktion dndert. Nach (2) muss dieser
Wert dann 0 sein. Wenn kein Diagonalelement 0 ist, so kann man durch wie-
derholte Skalierung erreichen, dass alle Diagonalelemente zu 1 werden, und
durch Zeilenadditionen kann man erreichen, dass die Einheitsmatrix entsteht.
Daher ist
A(M) = Q11022 - 'a/nnA<En) = a11Q22" * *Qpp.-

g

SATZ 17.3. Es sei K ein Korper und n € Ny .Dann gibt es genau eine
Determinantenfunktion

A: Mat,(K)=(K")" — K
mil
A(ey, egy...yen) = 1,
wobei e; die Standardvektoren sind, ndamlich die Determinante.

Beweis. Die Determinante besitzt aufgrund von Satz 16.9, Satz 16.10 und
Lemma 16.4 die angegebenen Eigenschaften. Zur Eindeutigkeit. Zu jeder Ma-
trix M gibt es eine Folge von elementaren Zeilenumformungen derart, dass
das Ergebnis eine obere Dreiecksmatrix ist. Dabei dndert sich nach Lemma
17.2 bei einer Vertauschung von Zeilen der Wert der Determinantenfunktion
mit dem Faktor —1, bei der Umskalierung einer Zeile um den Skalierungsfak-
tor und bei der Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile gar nicht. Daher
ist eine Determinantenfunktion durch die Werte auf einer oberen Dreiecks-
matrix bzw. nach Skalierung und Zeilenaddition sogar durch den Wert an
der Einheitsmatrix festgelegt.
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Der Determinantenmultiplikationssatz

Wir besprechen weitere wichtige Sétze {iber Determinanten.

SATZ 17.4. Es sei K ein Korper und n € Ni.Dann gilt fiir Matrizen A, B €
Mat,,(K) die Beziehung

det (Ao B) = det A - det B.

Beweis. Wir fixieren die Matrix B. Es sei zunachst det B = 0. Dann ist
nach Satz 16.11 die Matrix B nicht invertierbar und damit ist auch Ao B nicht
invertierbar und somit wiederum det Ao B = 0. Es sei nun B invertierbar.
In diesem Fall betrachten wir die wohldefinierte Abbildung

§: Mat,(K) — K, A+ (det Ao B)(det B)™".

Wir wollen zeigen, dass diese Abbildung gleich der Abbildung A — det A
ist, indem wir die die Determinante charakterisierenden Eigenschaften nach-
weisen und Satz 17.3 anwenden. Wenn zq, ..., 2, die Zeilen von A sind, so
ergibt sich 6(A), indem man auf die Zeilen 2B, ..., z,B die Determinante
anwendet und mit (det B)~! multipliziert. Daher folgt die Multilinearitéit und
die alternierende Eigenschaft aus Aufgabe 16.29. Wenn man mit A = E,
startet, so ist Ao B = B und daher ist

§(E,) = (det B) - (det B)™* = 1.
O

SATZ 17.5. Es sei K ein Koérper und sei M eine n X n-Matriz iiber K.Dann
15t
det M = det M™.

Beweis. Wenn M nicht invertierbar ist, so ist nach Satz 16.11 die Deter-
minante 0 und der Rang kleiner als n. Dies gilt auch fiir die transponierte
Matrix, sodass deren Determinante wiederum 0 ist. Es sei also M invertier-
bar. Wir fithren diese Aussage in diesem Fall auf die entsprechende Aussage
fiir Elementarmatrizen zuriick, wofiir sie direkt verifiziert werden kann, sie-
he Aufgabe 16.13. Es gibt nach Lemma 12.8 Elementarmatrizen E1, ..., Ej
derart, dass

D = FE,--E1M
eine Diagonalmatrix ist. Nach Aufgabe 4.20 ist
Dtr — MtrE}r. . E;r

bzw.
Mtr — Dtr(Etr)—l- . ‘<E‘{r)—1
. .
Die Diagonalmatrix D dndert sich beim Transponieren nicht. Da die Determi-
nanten von Elementarmatrizen sich beim Transponieren auch nicht &ndern,
gilt, unter Verwendung von Satz 17.4,

det M™ = det (D"(ES)'--(EY) ™)



= det D" - det(E")"! .- det(E) !
det D - det (E D) - det (Efl)
-d

st

= det (E ) et (E ) -det D
= det (E;"---E;'- D)
= det M.
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Daraus folgt, dass man die Determinante auch berechnen kann, indem man
,hach einer Zeile entwickelt”, wie die folgende Aussage, der Entwicklungssatz
von Laplace, zeigt.

KOROLLAR 17.6. Es sei K ein Korper und sei M = (ay),; eine n x n-
Matriz iber K. Zui,j € {1,...,n} sei M;; diejenige Matriz, die entsteht,
wenn man in M die i-te Zeile und die j-te Spalte weglisst. Dann ist (bei
n > 2 fir jedes feste i bzw. j)

det M = Z(-l)iJrjaij det Mij = Z(—l)”jaij det MZ]

j=1

Bewers. Fiir j = 1 ist die erste Gleichung die rekursive Definition der
Determinante. Daraus folgt die Aussage fiir ¢ = 1 aufgrund von Satz 17.5.
Durch Spalten- und Zeilenvertauschung folgt die Aussage daraus allgemein,
sieche Aufgabe 17.11.

g

Die Determinante einer linearen Abbildung

Es sei
p: V=V

eine lineare Abbildung eines Vektorraumes der Dimension n in sich. Diese
wird beziiglich einer Basis durch eine Matrix M € Mat,, (K) beschrieben.
Es liegt nahe, die Determinante dieser Matrix als Determinante der linearen
Abbildung zu definieren, doch hat man hier das Problem der Wohldefiniert-
heit: die lineare Abbildung wird beziiglich einer anderen Basis durch eine
,Vvollig“ andere Matrix beschrieben. Allerdings besteht zwischen den zwei
beschreibenden Matrizen M und N und der Basiswechselmatrix B aufgrund
von Korollar 11.12 die Beziehung N = BM B~!. Aufgrund des Determinan-
tenmultiplikationssatzes ist daher

det N = det (BMB™')
= (det B)(det M)(det B)
= (det B)(det B~")(det M)
= det M,
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sodass die folgende Definition in der Tat unabhingig von der Wahl einer
Basis ist.

DEFINITION 17.7. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung, die beziiglich einer Basis durch die Matrix M be-
schrieben werde. Dann nennt man

det p := det M

die Determinante der linearen Abbildung ¢.

Adjungierte Matrix und Cramersche Regel

DEFINITION 17.8. Zu einer quadratischen Matrix M € Mat,, (K) heifit
Madj = (bz]> mlt bij = (—1)i+j det Mjia

wobei Mj; die Streichungsmatrix zur j-ten Zeile und zur i-ten Spalte ist, die
adjungierte Matriz (Adjunkte) von M.

Achtung, bei der Definition der Eintrdge der adjungierten Matrix werden
Zeilen und Spalten vertauscht.

SATZ 17.9. Es sei K ein Korper und sei M eine n X n-Matriz tiber K.Dann
15t

(M™Y. M = (det M)E, = M - (M>¥)

Wenn M invertierbar ist, so ist
1

-1

— . adj
det M

Beweis. Es sei M = (aj;),;. Die Koeffizienten der adjungierten Matrix
seien
bik = (—1)H—k det Mk;z
Die Koeffizienten des Produktes (M?Y) . M sind

Cij = Zbikak]‘ = Z(—l)iJrkakj det ]\/[1ﬂ
k=1 k=1
Bei j = i ist dies det M, da es sich bei dieser Summe um die Entwicklung
der Determinante nach der j-ten Spalte handelt. Es sei j # ¢ und es sei NV
die Matrix, die aus M entsteht, wenn man in M die i-te Spalte durch die
j-te Spalte ersetzt. Wenn man N nach der i-ten Spalte entwickelt, so ist dies

0 =detN = Z(—l)i+k(lkj det Mkz = Cy.
k=1
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Also sind diese Koeffizienten 0, und damit stimmt die erste Gleichung. Die
zweite Gleichung ergibt sich ebenso, wobei man die Entwicklung der Deter-
minante nach den verschiedenen Zeilen ausnutzen muss.

g

Die folgende Aussage heifit Cramersche Regel.
SATZ 17.10. Es sei K ein Korper und

a11x1 + a1oTo + - -+ a1, = C1
Ao1X1 + Q0T + -+ + a2y, = Ca
Ap121 + ApaZo + -+ -+ Appxy, = Cy

ein inhomogenes lineares Gleichungssystem.FEs sei vorausgesetzt, dass die be-
schreibende Matrizc M = (a;;) ; tnvertierbar sei. Dann erhdlt man die eindeu-

g

N e T T Ao B T
det : : :
o ) Uni “"* Onj-1 Cn Onj+1 **° Onn
tige Losung fiir x; durch x; = dot M

Beweis. Fiir eine invertierbare Matrix M ergibt sich die Losung fiir das li-
neare Gleichungssystem Mz = ¢, indem man M ~! anwendet, d.h. esist z =
M~'c. Unter Verwendung von Satz 17.9 bedeutet dies # = 0 (M*¥)c. Fiir
die j-te Komponente bedeutet dies

A deth (Z(—l)k“(det Mkj)'ck)-

k=1

Der rechte Faktor ist dabei die Entwicklung der Determinante der Matrix im
Zéahler nach der j-ten Spalte.

O
BEIsSpPIEL 17.11. Wir l6sen das lineare Gleichungssystem

SHIONG

mit Hilfe der Cramerschen Regel. Es ist

2 3
det(7 5) n

xlz—_

4 3 23
det (_1 5)

4 2
det <_1 7) 20

Tg = —————L = —,

4 3 23
det (_1 5)

und
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