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INTRODUCTION

La cartographie a pour objet la représentation des détails

planiméiriques d'une portion de la surface du globe. La méthode

la plus simple consiste à faire le dessin sur une portion de

surface bombée, à une échelle déterminée : c'est la méthode

préconisée par Elisée Reclus ; elle n'est pas entrée dans le

domaine de la pratique.

Les méthodes de la géométrie descriptive, qui sont adoptées

pour les dessins à l'usage des ingénieurs et des architectes, ne

sont pas admises par les cartographes; ceux-ci n'ont adopté que

la projection sur un seul plan (cartes orthographiques), et celte

méthode est rarement employée, sauf pour les régions peu

étendues (plan d'une ville, d'un canton).

La méthode de la perspective donne des résultats défectueux;

elle n'est jamais employée. Il existe, il est vrai, des cartes dénom-

mées « cartes perspectives » , mais cette dénomination est erronée,

car pour ces cartes on n'applique pas les règles que suivent les

peintres pour le tracé de leurs tableaux.

Le cartographe a recours à des méthodes qui lui sont propres;

il peut imaginer des systèmes en nombre infini, et chacun d'eux

jouit de propriétés particulières.
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Mais, quel que soit le système adopté, le dessin plan ne

donnera jamais une représentation exacte : les distances sont

altérées, les angles sont déformés, les aires sont agrandies ou

amoindries.

Il est possible de construire des cartes où l'une des deux

dernières altérations est évitée, mais la première est inévitable;

ainsi toute représentation cartographique donne lieu à deux ou

à trois sortes d'altérations.

Première partie. — La manière la plus facile, mais non

la plus logique, de mesurer les altérations, consiste à comparer

des portions infininient petites correspondantes du globe et de

la carte.

Les altérations ainsi mesurées sont appelées « altérations

locales »; leur étude fait l'objet de la première partie de ce

travail.

Tissol a donné les formules qui permettent de calculer les

altérations quand un système est défini par des équations entre

les coordonnées sphériques et les coordonnées de la carte; nous

avons simplifié l'exposé de ces formules et nous l'avons complété.

(Calcul des caractéristiques a et b.)

Tissol a imaginé d'appliquer aux cartes une théorie analogue

à celle de l'indicatrice de Dupin pour la courbure des surfaces;

mais l'indicatrice de Tissot, si intéressante qu'elle soit, est sans

application pratique; nous proposons de la remplacer par les

caractéristiques T^, A,,^, Ag; ces trois nombres caractérisent les

trois altérations et ils en donnent immédiatement la mesure.

Dans cette première partie du travail, nous avons passé en

revue la plupart des cartes étudiées dans les divers traités; nous

avons suivi un double but : d'une pan, réduire le nombre des

systèmes de représentations en créant des familles de cartes;



( V
)

d'autre part, imaginer de nouvelles cartes, afin surtout de mon-

trer que la variété en est innombrable.

Dans le premier but nous avons proposé deux familles : la

famille cosinus et la famille sinus-tangente; chacune de ces deux

familles renferme presque toutes les cartes à symétrie centrale.

Dans le deuxième but nous avons étudié : la carte de Flam-

sleed modifiée, la carte de MoUweide modifiée, les caries à

parallèles elliptiques, les cartes à méridiens rectilignes et paral-

lèles, les cartes à deux axes de symétrie, etc.

Nous avons fait une catégorie spéciale des cartes dites « per-

spectives », pour faire ressortir que ces cartes ne jouissent

d'aucune propriété pratique.

Un paragraphe est consacré à l'étude de la méthode préco-

nisée par Tissot pour la carte d'Espagne. Cet auteur s'est imposé

des conditions sans portée pratique, et la manière de résoudre

le problème ainsi posé n'est pas la plus judicieuse. Nous avons

insisté sur ce problème parce que cette méthode est signalée

par beaucoup d'auteurs sans être critiquée.

La première partie du travail se termine par l'exposé de la

méthode à suivre pour le choix d'un mode de représentation

quand on n'a en vue que les altérations locales.

Deuxième partie. — La deuxième partie est consacrée à

l'étude des cartes obtenues par projection sur surface dévelop-

pable; nous constatons que cette méthode n'a rien de nécessaire

ni de logique; elle doit être absolument écartée et le mot

« projection » devrait être biffé de la terminologie de la carto-

graphie.

Troisième partie. — Dans la troisième partie nous étu-

dions les altérations intégrales. Nous entendons par là, celles
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que l'on mesure en comparant deux portions finies correspon-

dantes de ia carte et du globe.

Celte étude n'a guère été entreprise avant nous; nous ne nous

dissimulons pas combien notre étude est incomplète; nous avons

pu montrer que les altérations intégrales ne sont pas en corréla-

tion avec les altérations locales; nous proposons une méthode

nouvelle pour le calcul de l'échelle qui figure en marge des

cartes.

Quatrième partie. — Dans la quatrième partie nous étu-

dions la manière de choisir le système cartographique convenant

à une région déterminée.

Nous montrons d'abord que cette question ne présente aucun

intérêt quand la plus grande dimension de la région est infé-

rieure à 7 degrés. Cette remarque n'avait pas été faite avant

nous; pourtant elle s'impose : la carte est un dessin, et dans

tout procédé graphique on doit négliger les grandeurs plus

petites que la précision d'un dessin.

Pour découvrir les qualités qu'une carte doit présenter, nous

avons recherché de quelle manière on fait usage d'une carte

pour étudier une question de géographie.

Beaucoup d'auteurs s'écartent de cette voie, cependant si natu-

relle, soit qu'ils se laissent distraire par le dessin du réseau des

parallèles et méridiens (question sans importance), soit qu'ils

attribuent aux propriétés géométriques une importance qu'elles

n'ont pas (comme, par exemple, la suppression des altérations

d'angle).

Nous avons traité quelques exemples et, entre autres, nous

avons construit une mappemonde en deux cartes; nous avons

eu l'occasion d'y appliquer les formules relatives aux altérations

intégrales.
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Cinquième partie. — La cinquième partie est relative aux

cartes en plusieurs fragments.

Nous avons traité longuement ce sujet parce qu'il nous paraît

que ce procédé devrait être d'une application plus fréquente.

Comme exemple, nous avons construit une mappemonde en

quatorze cartes et une mappemonde en douze cartes.

Nous espérons avoir démontré rigoureusement la conclusion

de ce travail :

« L'étude des projections cartographiques donne lieu à des

" problèmes mathématiques très intéressants, mais le choix

" judicieux d'une carte est une question qui doit être résolue

' par des procédés graphiques; le calcul mathématique ne doit

» pas être la base de ces recherches, il doit seulement les com-

» pléter et, souvent, le calcul n'est pas indispensable. »
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LES

PROJECTIONS CARTOGRAPHIQUES

PRÉLIMINAIRES

§ 1. — Un système de représentation est complètement

déterminé quand on peut calculer les coordonnées x, y d'un

point de la carte, étant données les coordonnées 1, cp du point

correspondant sur le globe.

Une représentation cartographique est donc déterminée par

deux équations

A (Jf» !/. -^5 ?) = 0,

§ i. Remarque 1. — Etant donné le système cartographique

on peut, sans modifier les propriétés de la carte, multiplier x et

y par un même coefficient constant; en effet, l'introduction de ce

coefficient ne fait que changer l'échelle du dessin.

Grâce à cette remarque, nous simplifierons toutes les formules

en égalant à l'unité les coefficients communs à œ ei y.

Nous insistons sur cette remarque, parce que, si évidente

qu'elle soit, elle est souvent perdue de vue par les auteurs.

1
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§ 3. Remarque IL — Il est des cas où les formules se

simplifient en prenant pour coordonnées géographiques, au lieu

de 9, la distance polaire z.

De même, il y a parfois avantage à prendre pour coordonnées

cartographiques, au lieu de x et y, les coordonnées p et 6.

Ainsi qu'en vertu de la remarque I, on peut multiplier xei y
par un même coefficient, de même on pourra multiplier p par

un coefficient quelconque sans modifier les propriétés de la carte.

§ 4. Remarque III. — Soit donné un système cartogra-

phique

f\{xy}.f) = 0, fs{xyXf) = 0.

La terre étant supposée sphérique, nous pouvons établir

d'autres cartes ayant les mêmes propriétés, en prenant pour réfé-

rence des coordonnées sphériques un point quelconque et son

cercle d'horizon. Le point choisi jouera le rôle de pôle et le

cercle d'horizon remplacera l'équaleur; les almicantarats rempla-

ceront les cercles de latitude et les grands cercles perpendicu-

laires à l'horizon remplaceront les méridiens.

Toutefois, pour ne pas compliquer la terminologie, les lignes

définies ci-dessus seront appelées pôle, équaleur, méridiens,

parallèles géométriques.

Grâce à cette remarque, nous pouvons réduire le nombre des

systèmes différents et l'étude sera de beaucoup simplifiée.

I



PREMIERE PARTIE

ALTÉRATIONS LOCALES

CHAPITRE PREMIER

Définition des altérations locales.

Échelle linéaire.

§ 5. — Considérons sur la sphère un élément MN dont l'azi-

mut est a. Soient 1, ^ les coordon-

nées géographiques, soient xy les

coordonnées cartographiques du

point M (fig. 1).

Soient posées les notations

dx = "pdx -i- qd-f, . . (1)

dy = p'dx -+- q'df . . (2)

Le parallèle de latitude 9 est un

cercle de rayon r= R cos <p, R élant

le rayon de la sphère. D'autre part,

le triangle rectangle donne

<p+d^

tg«
r.rfx

L'échelle linéaire de l'élément MN est le rapport m déter-

miné par

longueur carte
m = - '

,

longueur sphère

1
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Égalant la dérivée à zéro, il vient

(A — B) sin 2a -t- C cos 2a = 0,

d'où

L'angle 2a est déterminé à 180" près; l'angle a est déterminé

à 90" près. Ainsi il y a deux orientements rectangulaires a, et

a^ = aj -f- 90° qui satisfont à la question.

La fonction considérée a pour dérivée seconde

(A — B) cos 2a — C sin 2a.

Si nous introduisons les solutions aL^ et a^, nous obtenons deux

résultats de signes contraires; donc une solution donne l'échelle

maximum et l'autre réchelle minimum.

Nous adoptons, d'après Tissot, la notation a pour l'échelle

maximum et b pour l'échelle minimum.

§ 8. — La formule

C
tg2« =

B —

A

permet de calculer tg «^ et tg a-^; on a

lg^2.
B— A ° l—tg^a'

d'où

"ils a
tg^«-i--^(B-A)— 1=0.

La somme des racines est

2(A — B)
tg«, H-tg«, = ~^-— -' (dO)

Le produit des racines est

tgcxi X tg<x,= - 1 . . . . . . [\\)

La formule (11) nous donne le théorème II :

Les directions qui engendrent les plus grandes altérations

d'échelle linéaire forment sur la sphère un angle droit.

lA
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§ 9. — Proposons-nous de calculer l'angle formé sur la carte

par les lignes qui représentent les deux directions a et 6.

Fornïons le produit

\dx)a \dx/t

on a

dy p'dx -H q'df p' Iga -*- q' cos y

dx pdl -t- q'df p {g a -^ q cos f

Le numérateur de

fdy\ ^ (dy\

[dxj^ \dxJi

a pour valeur

(p' . tg «1 -t- q' cos
s») ip' tg «2 -*- 9' cos f)

= jo'^ tg «j tg «^ -+- q'^ cos* »

--p'q''cosy.(tga, -t- tg«j).

Remplaçant par leur valeur lg«i Ig «2 et tga, -+- lg«2, il vient

- p'' + q'' cos^ y + p'q' cos^ y ^-, ïtjt/l _ (^^ ^. ç'^)l

.

En développant,

1

- [p99'- cos^ y — ^'p'qi' cos^ y — p'^pç -f- p^p'q']

pq -4 /)'g

1= 7— • \jpp' ipq' — p'q) -*- </9' cos^ y (pç'— p'9)].

(pq -^ p q )

Le dénominateur s'obtient en intervertissant les accents

on voit qu'il est égal au numérateur changé de signe.

Donc

\dxl tdx/

D'où le théorème III :

L'angle formé par les directions les plus altérées est repré-

senté sur la carte par un angle droit.

§ 10. — Résumons les théorèmes I, il, III.

Étant fixé sur la sphère le sommet d'un angle droit, la somme
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des carrés des échelles suivant ses côtés est indépendante de

l'orientement de l'angle droit.

Il est possible d'orienter l'angle droit de manière que sur la

carte il soit représenté par un angle droit; alors les côtés de

l'angle droit sont les directions de plus grande altération de

longueur.

§ 11. — Dans l'étendue d'une carte, les valeurs extrêmes de

l'échelle linéaire m sont

la plus grande valeur de a.

la plus petite valeur de 6.

Ce qu'il importe de considérer, ce ne sont pas ces valeurs,

mais seulement leur rapport; nous représentons ce rapport

par A„.,

la plus grande valeur de a
A„=-

plus petite valeur de 6'

Indicatrice.

§ 12. — Soit sur la sphère un point l, <p et sur la carte sa

représentation x, y. Traçons un cercle de rayon infiniment petit

(fig- 2).

m^b\

Y'

Ccu'te.

Fig. 2.

Traçons sur la sphère un angle droit et orientons-le de ma-

nière que le long de ses côtés l'altération de longueur soit la
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plus grande; alors il est représenté sur la carte par un angle

droit; l'échelle linéaire suivant ces directions est a et 6.

Considérons sur la sphère le point D et les dislances DE, DF.

Si l'on néglige les infiniment petits d'un ordre supérieur au

premier, il vient

DE' = DE X a.

D'F'= DF X 6.

Donc sur la carte le lieu de D' est une ellipse.

D'où le théorème IV :

Un cercle infiniment petit de la sphère est représenté sur la

carte par une ellipse.

Cette ellipse est dénommée « indicatrice ».

Échelle locale de superficie.

§ 13. — L'échelle locale de superficie se définit par

surface élémentaire de la carte
S

surface élémentaire de la sphère

L'indicatrice représente un cercle de superficie tiR*. L'indica-

trice a pour superficie

T X Ra X R6,

d'où

S = ax6 (13)

Nous donnons plus loin les formules qui permettent de

calculer S.

Cartes authaliques.

§ 14. — On appelle cartes authaliques ou équivalentes (en

allemand : Flachenireue) , celles pour lesquelles l'échelle de

superficie est la même pour tous les points de la carte.

Cette propriété s'exprime par S = constante.

§ 15. — Nous avons vu que

Ja plus grande valeur de a

la plus petite valeur de 6'
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puisque «6 = constante S, c'est au point où a prend sa pl„s
grande valeur que b prend sa plus petite valeur.

S. A est la plus grande valeur de a, la plus petite valeur de 6

est ^. Donc, pour les cartes authaliques,

A A^
'" = -s-s

Altérations d'angle ou déformation.

§ i6. - Considérons une indicatrice et le cercle qu elle repré-
sente; soit un angle t' compris entre un vecteur A' D' et le
grand axe de l'indicatrice.

Soit l langle de la sphère qu'il représente (fig. 3).

Splzej^e.
Ccvîe.

Fie. 3.

d'où

tS^-=^. tgr-.^= Ëi^^

Calculons le maximum de [t-V). De la formule ci-dess,
on tire

— 1

tg«'-0 =

fg<
tg<'
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Le dénominateur est une somme de deux termes dont le pro-

duit est constant et égal à -. Donc il est minimum quand les

deux termes sont égaux entre eux.

Soient T et T' les valeurs de t et t' (fig. 4). Il vient

t§T=\/

T -t- r = 90».

l/s

b

;i6)

Fig. 4.

§ 17. — Soit A' D' le vecteur qui est incliné de l'angle T' sur

le grand axe de l'indicatrice; prenons son symétrique par rapport

à A' B'.

Soit AD le vecteur représenté par A' D' et prenons son symé-

trique par rapport à AB.

L'angle DAC est l'angle de la sphère qui diffère le plus de sa

représentation.

C'est cet angle que l'on considère pour évaluer l'altéralion

d'angle. El l'on prend la notation w= T — T'. D'où

a
T = 45» -4- -.

2

T' = 45° — -.
2

2lg« =
l/a6

tgT— cotgT. (17)
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§ 18. — Dans les cartes aiilhaliques ab =>S= constante. Or

donc dans l'étendue d'une carte, c'est au point où a est maximum

que la déformation est maximum.

Donc la déformation maximum est donnée par

A*
tg^T„= -.

Nous avons trouvé

A*

Donc pour les cartes authaliques,

A„==tg^T„.

§ 19. Remarque. — Si en divers points d'une carte les indi-

catrices sont semblables, l'altération d'angle est la même en ces

points.

En efifet, tg T ne dépend pas de la valeur absolue de a et b,

mais seulement de leur rapport.

Cartes orthomorphes.

§ 20. — Nous appellerons cartes orthomorphes (ou autogo-

nales, ou conformes, en allemand : Winkeltreue) celles où l'in-

dicatrice est circulaire en tous les points de la carte.

Donc en chaque point a = b.

Propriétés. — Les formules (16) et (17) donnent, à cause de

a = b,

tsT=l, T = 45°,

tg £0 = 0, »= 0.

Donc en chaque point d'une carte orlhomorphe l'altération

d'angle est nulle.

De ce que a = 6, on a S = a^, donc A, = (AJ^
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§ 21. — Si l'on considère un point d'une carie, il suffît de

connaître a et 6 en ce point pour en déduire les trois altérations :

altération d'angle, altération d'échelle linéaire, altération d'échelle

de superficie.

Si l'on considère une carte dans toute son étendue, les altéra-

tions sont connues quand on connaît o cl 6 en chaque point.

C'est la méthode suivie par Tissot; cet auteur propose de

dessiner l'indicatrice en divers points de la carte, afin de rendre

plus tangible la variation de ces altérations.

Ce qu'il importe de considérer, c'est la variation de l'altération.

La déformation sera caractérisée par T„ (ou m).

Pour les deux autres altérations, nous proposons les caracté-

ristiques A„ et A,.

Ainsi les variations seront évaluées en nombre et la compa-

raison des divers systèmes sera plus aisée.

Caries orthomorphes. — L'altération d'angle est nulle; il suffit

donc de considérer A„ et A,. Mais pour ces cartes A, = A^.

Donc les propriétés des cartes orthomorphes sont définies par

une seule caractéristique.

Cartes authaliques. — L'altération d'échelle de superficie est

nulle; il suffît donc de considérer T^ et A,„,

Mais pour ces cartes A„ = tg"^ T„. Donc les propriétés des

cartes authaliques sont définies par une seule caractéristique A„.

Classification des systèmes de représentation.

§ 22. — Les auteurs ne sont pas d'accord sur le nom à donner

aux divers modes de représentation. Certains les dénomment par

leurs propriétés : orthomorphe, authalique, etc.

D'autres les dénomment par la figure que présente le réseau

des méridiens et parallèles géographiques : orthogonal, équi-

distant, sinusoïdal, etc.

D'autres les désignent par le nom de l'inventeur; mais il est

des systèmes revendiqués par plusieurs inventeurs et il est des

cartographes ayant inventé plusieurs systèmes.
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Dans le cours de cette étude, les systèmes seront désignés par

un numéro d'ordre.

Classification :

Tissoi forme trois groupes d'après les altérations locales :

1° systèmes authaliques; 2° systèmes orthomorphes; 3° les autres.

Zôppritz forme deux groupes : 1° systèmes définis par une

formule simple; 2° les autres.

Nous pensons que pour la présente étude il convient de classer

les systèmes d'après la forme des équations qui les définissent.

Nous avons formé sept classes rassemblées en deux groupes

ainsi qu'il suit :

Imaginons, tracé sur la sphère, un réseau de méridiens géo-

métriques distants angulairement d'un angle constant, 10 degrés

par exemple; la surface sphérique est ainsi partagée en

36 fuseaux.

Dans le premier groupe nous rangeons les systèmes où les

36 fuseaux sont représentés par le même dessin.

Dans le second groupe ceux où chacun des fuseaux a un

dessin différent.

Généralités sur les systèmes du premier groupe.

§ 23. — La symétrie exige que les méridiens qui délimitent

les fuseaux soient reclilignes et convergents; ils font entre eux

un angle constant égal à 10° X n.

La symétrie exige aussi que les parallèles soient représentés

par des cercles concentriques ayant pour centre le point de

convergence des méridiens.

Par raison de symétrie, les axes de l'indicatrice sont en chaque

point orientés suivant le parallèle et le méridien; donc pour

connaître les valeurs extrêmes de a et 6, il suffit de connaître les

valeurs extrêmes de m„ et m .

Cas limites :

1» Cartes azimutales n = \. L'angle des méridiens est

représenté en vraie grandeur; le pôle est un centre de symétrie;
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2*> Caries cylindriques n = 0. Les méridiens sont des droites

parallèles et des équidistantes. Les parallèles sont représentés

par des droites perpendiculaires aux méridiens.

Nous étudierons d'abord les systèmes correspondant à ces deux

cas limites.

CHAPITRE II

Première classe. — Cartes cylindriques.

Formules générales.

§ 24. — Pour les systèmes de la première classe, il convient

de prendre pour axes de coordonnées l'équateur et le nul méri-

dien. Les équations du système sont
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La constante est nulle, afin que y == 0, pour y = 0.

Les équations du système sont donc

y^Hnep tg (450 +
1).

Propriétés :

i

COS f

Dans une carte représentant la région comprise entre les lati-

i

tudes -f- ? et — f, m varie de 1 à .

ces ^

Donc

A„ = A,=——.
ces f COS f

Exemple : Pour une carte représentant la zone comprise entre

les latitudes -h 60° et — 60",

1
A„= =2, A, = 4.

ces 60°

Dénomination : Quand on prend pour plan de référence l'équa-

teur géographique, le système est dénommé : projection des

cartes marines de Mercator.

Cartes authaliques fg.

§ 26. — Parmi les cartes de la première classe, quelles sont

les cartes authaliques?

La condition de l'équivalence est m„ m^ = c*" = S, ou

dy
-—= S ces f,
df

d'où

t/ = S sin y + &'.

La constante d'intégration est nulle afin que y s'annule pour

.= 0.
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Les équations du système sont donc

t/ = S sin y.

Et Ton voit que les conditions : équivalence et première

classe, déterminent le problème sauf le paramètre arbitraire S.

Nous verrons plus loin qu'il convient de prendre S > 1.

§27, Cas particulier : S=l. — C'est la projection cylin-

drique de Lambert :

. X ^= i

2/
= siny.

w?„ == ces p ]

1 > wîp > m^.
^

COS y )

Donc l'indicatrice est toujours allongée suivant les parallèles.

L'indicatrice est circulaire pour tous les points de lequateur.

Pour une carte représentant la zone comprise entre les lati-

tudes -J- y et — ip,

\

^,n
= ^

Exemple : Pour la zone comprise entre les latitudes -h 60°

et — 60%
tg^ T„, = A,„ = 4, a= 37».

§ 28. — Reprenons le cas général x = ^, ?/ = S sin y, S > 1

.

C'est la carte cylindrique d'Albers.

Propriétés :

\

m^ = S CCS o, m„ = >

CCS f

à l'équateur, m„,= S, w^= 1, donc »»,„ > m^ ; l'indicatrice est

allongée suivant les méridiens.

Indicatrice circulaire : L'indicatrice est circulaire pour tous

les points de latitude y^ déterminée par (w2,„)g == {m^js ou

1 ^ \

S CCS »(( == ' d'où cos^ fs= -•

ces ^5 s
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§ 29. — Cherchons à quelle latitude le grand axe de l'indi-

catrice a une valeur donnée K.

Une solution est donnée par w?„ = K; une autre solution est

donnée par m^ => K.

Soient y, et fi ces deux solutions.

{^m)î = K, (w,j3= S ces ^3, COS ^3= -,

En (3) l'indicatrice est allongée suivant le méridien.

En (4) l'indicatrice est allongée suivant le parallèle.

La solution (4) existe toujours; la solution (3) n'existe que

pour K < S.

Nous proposons d'appeler latitudes conjuguées celles oîi

l'altération est la même.

Les latitudes conjuguées fi fi sont liées par l'équation :

\ K 1

COS ^3 X COS fi = - X - = -•

K. a a

Remarques ; L La latitude conjuguée de Téquateur est fi déter-

minée par

ces X ces yi = -» d'où COS 554= -•

s s

IL La latitude ?» où l'indicatrice est circulaire est sa propre

conjuguée. Elle est définie par

I

cosî^B X ces
fri
= --

IIL Les latitudes supérieures à fi n'ont pas de conjuguée.

Altérations maximum.

§ 30. — Pour une carte représentant la zone comprise entre

les latitudes 4- fi et — fi, les valeurs extrêmes de l'échelle

linéaire sont dans le rapport

A^ \ 1

A,„ =—=—~ X COS fi
=

a ces f^ ces fi

2
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Exemple : Soil

y, = 60°, A,„= tg* T„ = 2, 0)= 1 9" 30'.

Carte carrée ; oc = X, y= f. — En allemand : quadratische

Plattkarle I3.

§ 31. — Propriétés :

w*„ = i , m„ = »

cos j>

d'où w?p > m„. L'indicatrice est toujours allongée suivant les

parallèles.

L'indicatrice n'est circulaire que pour l'équateur

\ fïtp \

""' ^ cos y w,„ cos y

Pour une zone comprise entre les latitudes h- ? et — y, le

rapport entre les valeurs extrêmes de l'échelle linéaire est

(™^,_^_ A.= A.= -L. ,g«T„ = ^.
1 COS

<f
cos y cos y

Exemple : Pour la zone comprise entre les latitudes -f- 60*> et

— 60"

A„=-2, A,= ii, tg'ï„. = 2, w^'lDoSU'.

Carie parallélogramme \^ : x = 1, y = n f, w>1.

§ 32. — Propriétés :

I n
m„ = w, m» = > o= ;

cos
'f

cos
<f

donc S croît à mesure que y croît.

A l'équateur m^==n m^ == \, donc m„ > nip. L'indicatrice

est allongée suivant le méridien.

L'indicatrice est circulaire pour les points de latitude f^ déter-

minée par (m,„)5 = (nip)^ ou

n = > ou cosys=--
cos j>5 n
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Pour les latitudes supérieures à fg,

1

COSf < -.
n

donc nip > w„, donc l'indicatrice est allongée suivant le parallèle.

a
Altération d'angle : tg^ T = 7» donc

tg'T =^ ou .g'T=^.

Donc pour une valeur donnée de T il y a deux valeurs de ?,

soient ^4 et fg ces deux latitudes conjuguées.

n ces fi

.

.g.T = (!!!.) =_L-) ^

\W„/j M COS fs
[

i

d'où

1

ces yscos y4 = -;-
w

La latitude conjuguée de Téquateur est f^, déterminée par

ces fi X COS = — . COS œ, = — •

La latitude ?s, où l'indicatrice est circulaire, est sa propre

conjuguée.

Pour la zone comprise entre les latitudes -h fi et — f^, le

maximum de T est donné par tg'^ To = tg^ T, =

^mJi WCOSy,
\/^oii^

Les valeurs extrêmes de l'échelle linéaire sont

i 1
{mp)o=i, et (»Mp), = . d'où A„

COS fi COS fi
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Les valeurs extrêmes de l'échelle de superficie sont

n , !

So = n, Si = » d'où A,=
COS fi COS f^

Exemple : Pour la zone comprise entre les latitudes -+- 60*

et — 60°,

A„ = 2, As= % tg'^T„, = 1.414, co= 9°50'.

Carte perspective épicylindrique I4 :

X = A, î/ = tg y.

§ 33. ~ Propriétés :

] dy \

''

COS f
""

df COS'^ y

donc m„ > «v^ > 1. L'indicatrice a toujours le grand axe perpen-

diculaire à l'équaleur

1 „ a m„ 1 COS (p 1

COS f h ntp COS f i COS 5)

Pour la zone comprise entre les latitudes -f- ? et— î-, le maxi-

mum de T est donné par

COS f

Les valeurs extrêmes de l'échelle linéaire sont

1 i

(m„)o = 1 et (m„)«=—— , d'où A^ =—-—
ces" f COS f

Les valeurs extrêmes de l'échelle de superficie sont

So == 1 et S« =—~—, d'où A, =——-•
^ COS^ f COS^ f

Exemple : Pour la zone comprise entre les latitudes -+- 60°

et —60°,
A„ = 4, A, = 8, tg^T=2, « = 19050'.

N. B. — Les caractéristiques des cartes cylindriques ont été

groupées en un tableau annexe (tableau A).
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CHAPITRE m
Deuxième classe. — Cartes azimutales

fl = X, p = f{z), PO — 0.

§ 34. Généralités. — Par raison de symétrie, l'indicatrice est

circulaire pour le pôle; nous donnerons à p un coefficient tel

qu'au pôle Tindicatrice ait pour rayon l'unité. Ainsi toutes les

cartes étudiées seront identiques au centre.

Il convient de prendre pour coordonnées sphériques X et « et

pour coordonnées cartographiques 9 et p.

Nous pouvons calculer directement les éléments des altérations

locales. On a d'abord

m =^.
"" dz

Pour calculer W2p, considérons que le cercle de latitude a pour

longueur sur la carte S-^p et sur le globe 2u sin z, d'oîi

pm„=-—

.

sm z

Notation. — Pour simplifier les formules, nous ferons parfois

usage de la notation f = i z.

Carte orthomorphe II,.

§ 35. — La condition de l'orlhomorphie est m„= mp, d'où

p dp i

-.— =3^, d'où p = c"'Xtg-2r.
sm z dz 2

dp
,

i

dz 2 ces* i z

Nous choisissons la constante telle que l'indicatrice ait au

centre un rayon égal à l'unité, d'où constante = 2.
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L'équation est

/' = 2tgî = 2lg^

C'est la projection sléréographique.

Propriétés :

1

Pour une calotte sphérique d'amplitude z"= 2$, les valeurs

extrêmes de l'échelle linéaire sont

w„=1etm.=—--' d'eu A„ =——.
^ CCS* l CCS* ?

Exemple : Pour une calotte de 60», § = 30°, A„= 1.333,

A,= 1.78.

Carte authalique IIj.

§ 36. — L'échelle linéaire au centre doit être égale à l'unité;

donc S= 1.

La condition de l'authalisme s'exprime donc par w„ X W2„= 1

.

Par les formules (26), il vient

'' ^ = 1 , d'où p^= c*«— 2 ces z.

sin zdz

La constante se calcule par la condition p = o pour z = o,

d'où
\ \

p^= 2 — 2 cos ^ = 4 sin' - 2, p = 2 sin -z = 2 sin ?.

Propriétés :

dp p 1

w^ = -- = cos?, mj,= -— = -.

dz sin z CCS %

Wï„ < wîp. L'indicatrice est toujours allongée suivant le parallèle.

nip= a m„ = b.

a_ 1

6 cos^ ^' T croît à mesure que Ç croît.
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Pour une calolte sphérique d'amplitude z°, le maximum de T
se calcule par

te^ j^ ^ _L_.
cos^ ^

Exemple: Pour une calotte d'amplitude 60°, z= 60°, t= 30",

A„ = tg^T= 1,335, co= 8M5'.

Carte de Postel II 3. p = z.

§ 37. — Propriétés :

dp p z
m„= ~=\, m^^- = -^— , donc /«„>!.

dz sin z sm z

,'indicatrice est
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Projection orthographique \\/^. p=s\nz.

§ 38. — Propriétés :

dp P A
'

m^ = —-= cos z, m„ = -— = 1,
dz sin z

d'où

L'indicatrice est toujours allongée suivant le parallèle

a \

S = a6= cos0, lg^T = -=^ -.

6 cos z

Pour une calotte d'amplilude z°, le maximum de T se calcule

par

cos z

Les valeurs extrêmes de m sont (w„)„= 1 et (mJ^==cos2,

1

d'où A„ = .

cos z

De même les valeurs extrêmes de S sont S„ et S^,

J

cos z

Exemple : Pour une calotte z = 60°,

A„ = A, = tg^T = 2, w^lOoSO'.

Projection gnomonique Ilg. p = tg^.

§ 39. — Propriétés :

P l dp i

m^= -— =
, m„, = —=—~ , m„ > m^,

sin z cos z dz cos z

dou a = m„ =—--,b = m„ = .

cos z cos z
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L'indicatrice a le grand axe (iirigé suivant le nnéridien

tg^T = -=
.

b cos z

Pour une calotte d'amplitude jz", le ntiaximum de T se calcule

ir

1
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Nous ignorons ce qui justifie ce choix plutôt qu'un autre

(comme, par exemple, la moyenne arithmétique).

Propriétés :

D'où

dp
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additionner est tout arbitraire. Airy arrive à considérer comme

altération la quantité

Cette altération, exprimée en fonction de z, affecte la zone élé-

mentaire de superficie sin z dz.

Airy s'impose de rendre minimum Tintégrale depuis le centre

jusqu'à la périphérie, de la différentielle ïj X sin zdz.

De ce que
'i.pd,

dz sin z

cette intégrale est

a =

d'où — 2 \

'g ç tg 2 p

à la bordure de la carte

i p

Cas particulier. — Si l'on veut dresser la carte d'un hémi-

sphère, (3 = 90° et le système est défini par

1

P
= tgf H . 2 1ogsect.

tg?

N. B. Los caraclérisfiques des cartes azimutales figurent

au tableau A.

CHAPITRE IV

Troisième classe. — Projections perspectives.

§ 43. — Nous avons formé une classe spéciale des cartes per-

spectives, quoiqu'elles soient seulement un cas particulier des

cartes azimutales.
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Dans tous les systèmes éliidiés par les auteurs, le tableau est

perpendiculaire au diamètre de la sphère passant par le point

de vue.

Nous placerons le tableau tangent à la sphère.

Les projections perspectives sont de la forme Q = l, p = f{z),

p„= 0, Calculons f{z).

Soit M le point de tangence du tableau; soit V le point de

;
vue. Le point K de la sphère

/P se projette en P. Il faut cal-

K culer !VlP=p, sachant que

MCK=js (fig. 5).

La parallèle TK donne

MP MV

TK = sin 2,

MV = fc-t- 1,

TV = /c -H cos z.

d'où

projection gnomonique llg.

» orlhomorphc Ilj.

» orthographique 11,.

Limites de l'emploi des cartes perspectives,

§ 44. — Pour toutes les projections étudiées, k est positif,

c'est-à-dire que le point de vue n'est jamais entre le tableau et

le centre de la sphère.

Premier cas, k < i . — Le point de vue est à l'intérieur du

globe. La carte ne peut s'étendre au delà du point B, déterminé

par la parallèle VB; sinon, le point C, par exemple, aura sa pro-
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jection confondue avec celle de C (fig, 6). Donc la valeur maxi-

mum de z est déterminée par cos z = — VA = — k.

M





k-"— {le + i) =^ 0, d'où A=-(l -t-l/5) = 1.618;
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§ 48. — Quelle est la valeur de A: qui donne « = 90"?

Il faut résoudre

1

2

c'est la carte Ulj.

Cette carte est exposée par Germain.

§ 49. Problème III. — A quelle latitude l'indicatrice est elle

circulaire?

Il faut résoudre l'équation m^ ==nij,, ou

1 -t- K cos z = «; -4- ces z, d ou cos z = ; z = 0,

sauf si A;= 1, alors cos 2 = ^; l'indicatrice est circulaire en

tous les points de la carte; c'est la carie orihomorphe II,.

§ 50. Problème IV. — A. quelle latitude l'échelle de super-

ficie est-elle la même qu'au pôle?

La solution est donnée par S= 1 ou

(/:-+- cos z)3= (/c H- 1)2 (1 -f. ^ cos ^);

après avoir écarté la solution cos z = 1, l'équation est ramenée

au second degré,

cos'* z -»- cos z (i -i- 3^) -\- k^ — /£^ -+- 2^ -v 1 = 0,

d'où

2 cos z = — (1 -t- ùk) ± \/iik^ -f- ^k' — '2k-i-5.

Ainsi il est impossible de choisir k de manière que cos z = ^,

autrement dit, il est impossible de placer le point de vue de

manière que la projection soit authalique.

Exemple :

k = % cos z = — 0.1 459, z = 1 08<>20',

k = ±6, 0.375, z= 68°.

Si l'on veut que S = 1 à l'équateur, il faut résoudre l'équalion

/c' = (/: H- I )\ d'où fc = 2.l5
;

c'est la carte IIlc.
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§ 51. Problème V. — A quelle lalitiide a lieu le maximum

de m„?

La solution esl donnée par

ûm„ /c^ — 2= 0, ou cos Zi = ^—;—

;

Dz '^ /

alors la valeur maximum de m^ est

Exemple 1 : w?„ esl maximum au pôle, cos ^j = 1 ; d'où

= 1, k = % (m„Jmax. = 1;

c'est la carte III5.

Exemple il : m^ est maximum à l'équateur, coszj = 0; d'où

k'= % k = V^
, (mjinax. = 1.205;

c'est la carte III4.

Pî'ojection de La Rire.

§ 52. — La condition que s'impose La Hire est

A; -4- 1 d A; -4- 1
, , .

1
,
/-

0.707.- = T— ' d'où /f = I 707 = 1 -4- - 1/2;
k -4- 0.707 2 k 2

c'est la carie III^.

Projection de Parent.

§ 53. — L'auieur propose que le maximum de «?,„ diffère aussi

peu que possible de la moyenne arithmétique eï\\.ve[m^Qei[mJj^Q.

1 k^ k' -+- \
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Il faut donc rendre maximum l'expression

La dérivée égalée à zéro donne

= A;" — ik' H- <ik'— 6/^ + 4 = 0,

d'où k = 1 .595; c'est la carte III5.

§ 54. Conclusions. — Les tartes perspectives ne jouissent

d'aucune propriété remarquable, sauf pour les cas particuliers

étudiés au groupe des projections azimutales.

Aucune carte perspective n'est authalique.

CHAPITRE V

Projections intermédiaires.

§ 55. — Si l'on n'a en vue que les altérations locales, on peut

être amené à chercher une carte ayant les propriétés intermé-

diaires entre celles de la carte orlhomorphe et celles de la carte

authalique.

Par exemple, consentir à une certaine altération d'angle afin

que l'altération de superficie soit plus petite que pour la carte

orthomorphe.

Ou bien consentir à une certaine altération de superficie, afin

que l'altération d'angle soit plus petite que pour la carte autha-

lique.

Le problème est ainsi bien posé : on consent à perdre un

avantage afin de diminuer un désavantage.

Certains auteurs ont cherché à ce que le gain compensât la

perte; mais nous n'avons trouvé nulle part une formule exacte

de cette compensation.

Nous exposerons deux familles de cartes intermédiaires :

1° Les cartes cosinus;

2" Les cartes sinus et les cartes tangentes.

3
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Carte cosinus ll^o.

§ 56. — Nous nous proposons d'étudier une famille de cartes

ayant pour équation
2 sin §

^^ (cosê)*'

où le paramètre k peut prendre toutes les valeurs comprises

entre 1 et 0.

k = p = 2 sin § carte authalique,

2 sin ? , „ .

A; = O.S p= - » de Breusing.
(cojê>

A; = 1 p = 2 tg S » orlhoraorphe (stcréographique).

Ainsi, en faisant varier A;, p prend toutes les valeurs comprises

entre sin ? et tangente ? ; il faut démontrer que les caractéristiques

S, a, b, T prennent aussi des valeurs intermédiaires entre celles

de la carte authalique et celles de la carte orthomorphe.

Les dérivées sont

p \ ip CCS" ^ -c- A: sin^ Ç

—^ = ces" t -+- A sin^ ?,

cette quantité est toujours plus petite que l'unité; donc m,„ < m^

et m„= a, /w„= 6.

57. — Échelle de superficie :

ces- Ç -4- A: sin^ l
ah

(cos' f
)*

k étant fixe, S croît à mesure qu'on s'éloigne du centre; on le

vérifie en constatant que ~ a toujours le même signe.

Or, au centre, S = 1 , donc

cos- §-+-/<; sii/f
A. = o ^= •

(CCS ^
)'' + '



( 55 )

Si l'on fixe | et si l'on fait varier A:, \ croît constamment; il

est donc intermédiaire entre A, de la cane anthalique et à, le

la carie orihomorplie,

i

pour k= 0, A, = 1
;

pour A;= I , A
cos*t

Déformation :

a \ i

cos- ^ -^ k sin^ ^ k -*- {i — k) cos* ?

A; étant fixe, T augmente à mesure qu'on s'éloigne du centre;

donc T a sa valeur maximum à la périphérie; donc

cos' i; -t- k sin"'^ Ç

pour h = 0, tg* T,„ == - ,

cos'' Ç

pour A; =1, tg^T^ = 1.

ê étant fixé, T„ diminue à mesure que k croît.

Donc la déformation T„ est intermédiaire entre celle de la

carte orthomorphe et celle de la carte auihalique.

Échelle linéaire

la plus grande valeur de a

la plus petite valeur de 6

Le numérateur de celte fraction se calcule aisément :

1

(cos ^f

donc a a sa plus grande valeur à la périphérie de la carte.

Le calcul du dénominaleur exige quelques précautions, car 6

varie d'une manière singulière.

k étant fixé, b croît avec t, si A: < -; donc la valeur qui nous

intéresse est sa valeur du centre, c'est-à-dire 6=1. Si /c > 5,

6 diminue pour croître ensuite, après avoir passé par un mini-

mum.



( 36 )

Voici quelques valeurs de ce minimum :

A; = 0.1 0.2 25 0.3 0.355

^ = 68° 52° 42° 27° 0"

/, = 0.70 0.905 965 0.995 1.

Lorsque la latitude du minimum est hors de la carte, la valeur

de 6 qui nous intéresse est sa valeur à la bordure.

Si, au contraire, le minimum se trouve dans la carte, c'est ce

minimum qu'il faut considérer.

§ 58. — Application numérique : Calculons A^ pour une carte

dont le rayon est de 120° = 2^, ^ = 60°.

k= O.S, à la bordure : a = 2.85, b = ] .76S.

2.85
te^T=- =î.60.
^ 1.76

Mais la valeur minimum de 6 est 1, donc à^ = a = 2.85,

ft = 0.55, mêmes calculs, a = 2.52, b = Î.26, ig^ T = 2,

A„.==2.52.

^=0.50, a = 2.47, 6 = 1.17, \fT = '2A\. Mais 6 passe par

son minimum à la latitude §==27°.

Donc c'est la valeur 0.995 qui intervient dans A,„.

On obtient :

2.47
A„, = =2.4H.

0.995

k = 0.25, mêmes calculs, a = 2.58, b = 1 .04, ig^ T = 2.29,

b minimum = 0.965
2.38

A,„ = = 2.46
0.965

k= 0.20, a = 2.505, b= 0.920, tg^ T = 2.51 , b minimum

= 0.905
2.Ô0

A,„ = = 2.55.
0.905

A: == O.iO. Le minimum de 6 a lieu à la latitude I = 68% en

dehors de la carie ; il suffit donc de considérer a et 6 à la bordure

A„ = ^
= tg^T = 3.06.
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k = 0^ comme ci-dessus,

h

k= \, carie stéréographique a =b, A,„ = a = 4.

Ainsi, pour les cartes de 60°, quand k varie de à 1, la carac-

téristique A, croît régulièrement de 1 à 16; la caractéristique

tg2 T„ décroît régulièrement de 4 à 1

.

La caractéristique A„, qui vaut 4, passe par un minimum pour

revenir à 4.

Ce minimum est environ 2.46, obtenu en fai«ant k = 0.25.

N. B. — La projection de Posiel donnerait A,„ => 2.42.

§ 59. — Étudions le produit A, x tg^ T„; il dépend de l'alté-

ration de superficie et de la déformation; si nous choisissons ^de

manière à le rendre minimum, nous aurons établi une soi-disant

compensation; ce produit est le même pour A; == et pour k = i.

Il vaut alors

1

côs*l

Pour le rendre minimum, égalons à sa dérivée en k.

S X tg' T = a6 X ^ = - = I : (ces' ^ +- k sin'^ ^) (cos' Ç)*+*.
0^ b

La dérivée égale à donne

= 4 -¥ [k -^ cotg'^ ç) log„ t'Os^ ^.

Donc la valeur optimum de k dépend de §, c'est-à-dire de

l'étendue de la carte.

Applications numéuiques :

Ç = 60% /c=- 0.589, S X tg*T= 12.75.

La carte authalique et la carte orthomorphe donnent 16.
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La carte de Postel, l/i-.'^O.

5= 45% ^ = 0.44, Produit : 5.76, Postel : 3.88

^ = 30», k= 0.itl. Produit : 1.775, Postel: 1.78

1 -H cotg^ t, . log cos^ ?

^ = 0»

los cos^ ^

Appliquant trois fois successivement la règle de l'Hospital, on

obtient

logcos^f sin 2^ cos 2Ç

log cos^ ^ — tg'^ ? sin ^J? -+- 2 tg ç i

cos 2^ H —
cos ^

d'où k = 0.5.

C'est la carte de Breusing; elle répond donc à la question,

mais seulement pour des cartes peu étendues.

Caries sinus et tangente.

§ 60. — La carte sinus a pour équation p =wsin -; pour

w= 2, elle se confond avec la carte aulhalique; pour w= oo,

elle se confond avec la carte de Postel p = s.

La carte tangente a pour équation p = ntg-; pour w==2,

c'est la carte orthomorphe; pour w= oo, c'est la carte de Postel.

Il faut démontrer que les caractéristiques de la carte sinus

sont intermédiaires entre celles de Postel et de l'auihalique, et

que la carte tangente est intermédiaire entre la carte ortho-

morphe et la carte de Postel. Ces caractéristiques figurent au

tableau B.

Cartes sinus Ilg.

S 61. — L p = wsin -,
n

valeurs extrêmes : 2 sin ^ et z; n sin - représente une portion de

contour polygonal inscrit; elle croît à mesure que n croît, mais

reste toujours inférieure à z, donc p est toujours intermédiaire

entre les valeurs extrêmes.
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II. a = -^-,
sin z

puis p est intermédiaire, a l'est aussi.

Dp Z
III. 6=J- = cos-.

Dz n

valeurs extrêmes : 1 etcos|.

6 croît à mesure que n croît; donc b est intermédiaire.

.
22-

sm —
n z z n n

IV. S= ab = — sin --008-^= >

sin z w n 2 sui z

valeurs extrêmes : 1 et -^. Le numérateur représente une por-

tion de contour polygonal inscrit dans l'arc z.

V. S croît avecz; au centre, S = 1, donc A,= S à la bordure

de la carte.

VI. ,g'T^^=^.,gf,
sm z n

valeurs extrêmes :

2 \ z
tq- z et ;

sin z ^ "2 sin z

n tg - représente une portion de contour polygonal circonscrit;

il est donc toujours intermédiaire entre ses valeurs extrêmes.

VII. tg'T croît à mesure qu'on s'éloigne du centre; donc sa

valeur maximum est la bordure de la carte,

tg^T„ = -: tg-
sm z n

VIII. Calcul de

la plus grande valeur de a

la plus petite valeur de 6

1 z
a = —— • n sin -

;

sin z n
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a croît à mesure qu'on s'éloigne du centre; donc sa plus grande

valeur est à la bordure de la carte; 6 = cos -; b diminue quand

z croit, donc sa plus petite valeur est à la bordure, donc

A. = lg^T„.

IX. Calculons aussi la fonction 4, x tg* T^.

Il vient

if z z z
s X tg* T = —^- • sin - • cos - • tg^ - •

ûw" z n n n

Nous rechercherons plus loin la valeur de n qui rend ce pro-

duit minimum.

Carte tangente Ilg.

§ 62. — Nous procédons aux mêmes recherches que pour la

carte sinus.

z
I, p^wtg--

n

Nous avons montré ci-dessus que cette fonction est intermé-

diaire entre ses valeurs extrêmes.

II. a = -^ ,

sin z

intermédiaire à cause de p.

m. 6 = ——

,

cos^ -
n

toujours compris entre ses valeurs extrêmes

\

1 et

COS" -
2

IV. s = a X 6 est intermédiaire parce que a et 6 sont inter-

médiaires.
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z
n siii -

1 n
V. S = -,

sin z z
cos -

n

augmente à mesure que z croît, au centre S = 1 . Donc A = S

à la bordure.

an z z
VI. (g- T = -= . sin - • cos -

;

b sin z H n

c'est la même fonction que S des cartes sinus; elle est donc

intermédiaire.

VIL ig'^ T a sa valeur maximum à la bordure de la carte.

VIII. Calcul de

la plus grande valeur de a

la plus petite valeur de b

\ z
a = -. n Ig -

sin z n

a sa plus grande valeur à la bordure.

I

^,
z

COS" —
H

est toujours > 1. Sa plus petite valeur est au centre, oîi elle est 1

,

Donc A„. = la valeur de a à la bordure

n z

sin z ^ n

C'est la même formule que pour les cartes sinus.

IX. Le produit

. ^ ^^ . ^ z z
S X tg*T= -^— • sin- -cos-. tg-,

sin z n n n

même formule que pour les cartes sinus.
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§ 63. — Il reste à démontrer que la carte de Postel est inter-

médiaire entre les cartes authalique et orthomorphe.

Cela est évident pour les fonctions p, a, 6, S.
°

Reste la fonction

sin z

à comparer à

i

\ et

.^
ros'' - z

2

Considérons l'inégalité

z z

on en tire

1

5<-r-
cos-z

2

Divisant par ^ sin z, il vient

z I

<
sin z t

cos^ - z
2

ce qu'il fallait démontrer.

§ 64. — Calculons la valeur de n qui rend minimum le pro-

duit S X tg* T.

Il est à prévoir que ce sera la valeur n= oo, puisque ce produit

est le même pour les cartes sinus et les cartes tangentes.

En égalant à la dérivée en n, on obtient

z

3 + iJi'
-
n

satisfaite seulement pour n



( 43 )

Nous avons remarqué, au paragraphe 58, que les cartes cosinus

donnent une valeur plus petite pour ce produit.

Calculons aussi la valeur n qui rend A„ minimum. On peut

encore prévoir que ce sera la carte de Postel.

En effet, en égalant à la dérivée en n, on obtient « = oc.

Donc la carte de Postel donne la plus petite variation d'échelle

locale linéaire; par exemple, pour f = 60°,

A„ = = 2.42.
sin 120°

La carte cosinus donnerait A„ = 2.46.

§ 65. Remarque. — Pour n = \, la carte sinus se confond

avec la projection orthographique; pour n= \, la carte tangente

est la projection gnomonique; ainsi la famille sinus-tangente

renferme toutes les cartes azimutales intéressantes, hormis celles

de Breusing et d'Airy.

CHAPITRE VJ

Quatrième classe. Cartes coniques et tronconiques.

§ 66. — PnopniÉTÉs gé>érales : Équations

9 ^ AW, p = /'(z), w < 1

.

Les trente-six fuseaux de la sphère sont compris sur la carte

dans un secteur dont l'angle est 360° x n.

Si n > 1, il y aurait recouvrement des fuseaux extrêmes.

Lorsque p = pour z= 0, le pôle est représenté par un point

(conique).

Lorsque p > pour s = 0, le pôle est représenté par un arc

de cercle (tronconique).

Formules fondamentales :

»w.» =f (27)
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wjp se calcule en considérant que, sur le globe, le cercle de

colatitude z a pour longueur 2n sin z et sur la carte °tn^ x w,

d'où

»'p=^^ (27)
sin z

Carte authalique l\\.

§ 67. — Choisissons arbitrairement l'échelle de superficie

et égalons-la à I, soit donc nijUp =1. Il faut donc intégrer

np Do

sin z Dz

d'oîi

2
. ^

:>

'2pdp = - sin z . dz, d'où p-

=

ces z -+- constante.
n n

Ainsi la condition de l'auihalisme nous laisse le choix arbi-

traire de deux paramètres n et constante, soit

A- :>

p- = — CCS z.
n- n

Les axes de l'indicatrice sont

Hp' n-

sin*' z sin-

2
cosz-t- cens

1 k— î>ncosz I

tante =- ^ ' m^=
J sin'-z nij,

§ 68. — Cherchons à quelle latitude la déformation est nulle

(indicat. circulaire).

II faut

m^ = nip =^ I , ou A" — '2n ces z = sin-z,

cos^ z — "In ces z -t- k— 1=0, cos z-= n ± v/v — A" -h 1

.

Il y a donc deux solutions, que nous désignerons par z^ et z^.

Les deux solutions z^ et z^ sont confondues quand il existe

entre les paramètres n et /c la relation : n^ — k -h \ =0.
C'est la carte de Stromeyer. Elle a pour équation

1 2
â^an, p- = i -i— cos z, cosZ)s = n.

n- n
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§ 69. Revenons au cas général où les deux solutions z^ et rg

sont réelles et distinctes. Soit donc n- — k ~h i > 0.

Cherchons à quelle latitude la défornnation a une valeur déter-

minée T.

à cause de

.g'T=-

0X^ = 1, tiï' T = - -= a-, te; T

Le problème revient à chercher à quelle latitude le grand axe

de l'indicatrice a une grandeur a.

Deux solutions : soit mm = a, soit mp—a; quand m^ = a,

l'indicatrice est allongée suivant le méridien; quand m^ = a, elle

est allongée suivant le parallèle.

Première solution :

a = nr„ =
2n cosz

deux valeurs Zg et z^.

1 — cos- z == a"-/: — !2a*n cos

cos Tj^i = crn dz Vcàir — a'k -+- \

.

Deuxième solution :

k — %i cos z k '2)1

a'= m; = , ou 1 — cos- r = cos z,
sin- z a- a-

deux valeurs ^g et s,;

z,_, = -±\/ -
a- ^ a*

Les deux valeurs Zg et z^ sont confondues quand la déforma-

tion a a une valeur particulière A, déterminée par

AV — A-A- -» -1 =0 (i)
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Soit Z'j la latitude où 2:5 et z^ se confondent, on a

cos Z7 = A*w (2)

Cherchons les valeurs particulières de z^ et zg, où la déforma-

tion est la même qu'en z-j. Soit Zg et Zg ces latitudes. On a

n a / n^ k

cette égalité peut se mettre sous une forme qui simplifie les

calculs :

cos Zg -4- COS Tg=
A'''

cos Zg = -- — 4

(3)

(4)

Les équations (1) (3) (4) établissent trois relations entre les

cinq variables Zg, Zg, k, n. A; n et k sont les paramètres de la

carte; Zg et Zg sont les latitudes extrêmes.

A est la déformation maximum. Cette déformation a lieu aux

latitudes Zjj et Zg et à une latitude intermédiaire Zy, définie par

lequation (2).

/
aV— Â^A; -f- 1 -=0 {i)

cos Zg -4- cos Zg= —

cos Zg X cos Zg

(3)

(4)

Carte orthomorphe IV^.

70. La condition de l'orthomorphie s'exprime

w,,, = nip, d'où, par les formules (27),

Dp
p ,

Z—= n ) d'où p = constante x Ig" -
Dz smz 2



(
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Exemple : Pour la carte d'Espagne,

cos zo^ 0.642, Zo= 50»2' t5".

11 faut remarquer que Zq n'est pas la moyenne arithmétique

entre z^ et z<^.

§ 75. Problème III. — Calculer A„ pour la zone zj zq,. Les

valeurs extrêmes de m sont niQ et m| = m^.

(
1 \"

Its-z,.
sm ^1

sin Zo

Exemple : Pour la carte d'Espagne,

A„ = 1.002542.

Nous reviendrons plus loin sur ce résultat pour le comparer

à la carte d'Espagne proposée par Tissot.

Carte de de l'isles, ÎV5.

e = xn, p = k -^ z.

§ 74. — Propriétés :

nik -.- z)

Problème 1. — Quel est le parallèle dont l'échelle linéaire

est minimum?

Cette latitude se calcule par

im„ (k -^ z) cos z i—^-= 0, ou =
Dz sin^ z sin z

Cette latitude est donc indépendante de «. Elle ne dépend que

de k. Soit z^ cette latitude. Il vient tg ^5 = A: -t- %.

A cette latitude,

n
(Wïp)3= (J",,)min. =
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La carie peut se détinir par

6 = X?l, p = z + tg Z3 — Z3.

§ 75. Problème II. — Calculer la relation entre les paramètres

91 el k pour que m^, ait pour valeur minimum 1.

Il faut (mp)3 = l, d'où m = cos z-. La relation entre n et A:

s'exprime par des équaiions

( n = COS Z3 j

< , d'où l'on élimine Z3.

f AC = llf Z3 — 23 ^

La carte n'a plus qu'un seul paramètre arbitraire.

Elle peut se mettre sous la forme

e= Acosz3, p = z-y-\gz.^— z^.

C'est la projection conique simplifiée, IV4

Nous y reviendrons plus loin.

§ 76. Problème III. — A quelle latitude l'indicatrice est-elle

circulaire?

Elle se calcule par

m^ = iHp, ou Wp = I , d'où sin z = n (k -+- z),

équation à deux racines, dépendant de n tt k.

Pour la carte conique simplifiée, l'équation à résoudre est

sin z = COS Z3 [z -+- tg Tj — Z3), d'où 2 = Z3.

Donc les deux solutions sont confondues, il n'est qu'une lati-

tude où l'indicatrice est circulaire.

§ 77. Problème IV. — A quelle latitude la déformation est-elle

la même que pour la latitude 23?

Tl faut que l'indicatrice soit semblable à l'indicatrice de Z5, d'où

m,„ Uj,, /, i
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Pour la carte conique simplifiée,

sin z = cos Z3 \z -+- tg -3 — Zs], d'où z = z^.

La latitude Z3 est sa propre conjuguée.

§ 78. — Exemple : Soit à dresser la carte d'une zone dont

le bord inférieur est marqué par l'équateur, tellement que

\= 1.185,

('"î'''i'o
, ^ il A I ^

^

p {mp% \ 2/ " CGsr^

d'où

A„^ = 4.185 = cos Z3[tgZ5— r3 + 1.57]

Ainsi la valeur imposée de A^ ne détermine que z^, n reste

arbitraire. L'équation résolue donne z- = 55", A; = 0.402.

Cherchons la latitude où le parallèle est à la même échelle

que l'équateur

n ik •*- z)

m„ = — = n X 1 .97, d'où z = 25",
sin z

§ 79. Choix de n. — Si l'on choisit la carte conique simplifiée,

« = cos Z3 = 0.602, (m^,)3= I, (m^^a = (j»^)2g = 1.18o,

le maximum de T se trouve à l'équateur et au parallèle 25°.

L'angle T se calcule par

Il est plus avantageux de choisirn de manière que la latitude

centrale ait pour conjuguée les bords supérieur et inférieur de

la carte.

Puisque

î^i'= 1 . 1 85, soit imX, = \/l.185 -= 1 .09,

(mj„= = 0.9-J. -^ = 0.92, doù ;« = 0.554.
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lgM^ = 1.09, » = 2o50'

au lieu de w = 5**.

Ainsi la carie de de l'Isles donne une déformation maximum

plus petite.

Carte conique simplifiée^ IV4
;

en allemand : Gewôhnliche mittabstandstreue Kegelprojeclion.

e = A CCS Zs, p = 2: -+- tg Z5— Z-.

§ 80. — Propriétés :

m^=\, m,, =—^ • [z -+- tg 23— Z5]
,

(w,,)„i„ = (m,,); = 1

,

sm z

COS Z3
A. = A, = -^ [5 + tg z^— Z3

,

P sin z

ces Z3
,

tg- l =— = nij, ^ \z + tg Z3 — Z3]

.

jw,„ sm z

§ 81. — Il est aisé de constater que les cartes tronconiques

ont pour cas limites des caries cylindriques et les cartes azimu-

tales.

Ainsi toutes les cartes du premier groupe peuvent être com-

prises dans huit familles :

1. Carte conique orlhomorphe IVj. Cas limites I, Hj 3

2. Carte tronconique authalique IV,. id. i^ iI-2 ('^3^ 4

3. Carte tronconique équidistante IVp. id. I3 II3 IV4 4

4. Cartes cosinus llio. id. ÎI5 ll^ II2 '1

5. Cartes sinus et tangente llg II9. id. Il, IL, II3 II4 Ilg 2

6. Perspective épicylindrique (4. i

7. Carte d'Airy II7. 1

8. Caries perspectives III, .^ 3 4 5 o- Cas limites 11, llg II4 (5

8 familles.
"

25 cartes.
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CHAPITRE Vn

DEUXIÈME GROUPE

Nous avons rangé dans ce groupe les cartes des cinquième,

sixième et septième classes. Les divers fuseaux de la sphère

ne sont pas représentés par le même dessin.

Complément de la théorie des altérations.

§ 82. — Nous avons établi la formule

m^= A sin^ a -<- B cos^ a -f- C sin a cos a,

donnant l'échelle linéaire m en fonction de l'azimut a. Soit la

notation A;= tg a, il vient

m'[1 -4- k'] = Mi' -+- B -t- C/i;.

Calculons le maximum M de m.

L'équation dérivée devient

m
2M.--(i -^ k^) -+- W[^k) = 2AA: -t- C.

En annulant-^', il vient

m'\n.) --= "ikk + c,

Éliminant k entre ces deux équations, on obtient

M*— (B -+- A)M^ -+- AB = 0.
•4

M^ est donc racine d'une équation du second degré. Les deux

solutions sont a?- et 6^, et l'on obtient

a^ + 6*= A + B, a^x6^ = AB— -•
4
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Remplaçant A, B, C par leurs valeurs, il vient

a" H- li' = ml, -4- m! = f -t- q'^ ^ —r'ip'' "^ P")^
COS f

COb-i> COS f

L'échelle de superficie est

S= a6. = [pq' — jj'q].
COS f

Calculons l'angle formé sur la carte par le parallèle et le

méridien.

L'orientation d'un élément de la carte est donnée par

dy p' tg a +- q' COS f

dx p Iga. -^- q ces f

Suivant la direction du méridien,

Vf/x/,,, q

De même, suivant la direction du parallèle,

(dij\ p'
90% ,

ilx',, p

L'angle de ces deux directions est donc

pq' — p'q

pq + p'q'

d'où

(pq'— p'qf {pq'— p'qf
sin = •

= —

'

{f -+- p"){q'- + q'-) ^iiJn X in; X co->* y

donc
S= ah = vi,„ X nip X sin 0.

Cette formule pouvait se démontrer en considérant que sur la

carte le parallèle et lé méridien sont des diamètres conjugués de

l'indicatrice.
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Calcul de a et b.

§ 83. — a et 6 sont les valeurs extrêmes ôe m; a est la plus

grande.

Les formules précédentes donnent

(9) a- -^ b-= m\ + ml =- ' -i- -+-
(f-

-h q'^

ces (j)

1

(15) ab = Ipq'
— p'fil

ces f

Les valeurs a et 6 comprennent des radicaux superposés; pour

les éliminer, posons

«=^!-^^l (.0)

dou

d'où

4L

-2K + 2L, a6 = K — L,

\COS js / \COS y
/

\cos
^ / Vcos » /

(2i:

Substituant les valeurs de a et 6 dans les formules donnant

Paltération d'angle, on obtient

'^ K — L '

l/L
ta; » :

\/K

l/L
sin w =

l/K

Formules de Vauthalisme.

§ 84'. — Nous prendrons dorénavant

S = ay^b = \, d'où K = 1 -+- L, et cos f
^ pq' — p'q.

tg T = l/K -4- V'Ï= \/lT~\ -+- l/L,

tg ûj = V/l, fg T = a.
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Formules de l'orthomorphie.

§ 85. — Nous avons défini l'orthomorphie par a = 6; à cause

des formules (20), il vient L = 0.

L étant une somme de deux narrés, il faut que chaque carré

soit nul, d'où

p -H a' ces 0=0)
' ' ^ (22)
p' — q CCS y = )

Les calculs se simplifient dans certains cas. Si l'on change do

variable, en introduisant au lieu de <p la variable u définie par

df dz

CCS jj sin z

au lieu des dérivées

7'=- et </=-.

nous introduisons les dérivées

Dy ^ Dr
0' = -^ ei Q=-.

iu Dw

Il vient alors

iX DX i:f

Q = — =- = — ocos^,

r., ^y ^y ^f
Q == — = - • — = — a CCS o.

Dm 5y Dm

Les formules (22) deviennent alors

p — Q' = <»

p' -+- Q =^
(22')
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CHAPITRE VIII

Cinquième classe. — Sur la carte, les cercles de latitude

sont représentés par des droites parallèles.

Pour les cartes de la cinquième classe, il convient de placer

l'axe des y parallèle à Téquateur; alors

— = 0,

et de placer Taxe des x suivant le nul méridien, alors x s'annule

pour A == 0.

Carie orlhomorphe.

§ 86. — La première des deux conditions de rorthomorpliie

est p' = p cos cf ; or, p' = pour la cinquième classe ; donc

= 0. — = 0.

Donc les méridiens sont rectilignes et parallèles. Nous reve-

nons ainsi aux cartes de la première classe.

Cark's aulhaliques.

§ 87. — La condition de l'authalisme est pq' — p'q = cos cp,

à cause de p' = 0, il vient pq' = cos cp, d'où

cos f ,
D.i- cos y

p = ^= fonction de », d'où —= —— >^
q' n q'

en intégrant,

X = 1 \- c'^
7'

Pour que x s'annule pour X = 0, il faut annuler la constante,

donc
ces

-f

q'
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D'où le théorème :

La condition d'être authalique et la condition d'être de la

cinquième classe donnent x proportionnel à A et laissent le choix

arbitraire de la fonction qui définit y

Dz r sin f cos f dq'l

4 te co = o' — H sin 95 -+- cos 5J — • — •

Étudions quelques exemples en choisissant arbitrairement la

fonction y.

Carie Vg. î/ = 2sin-f).

§ 88. — Celte carte peut se raccorder, le long du nul méri-

dien, à une carte azimutale authalique
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X cos ^ xl/4 — y^

q==

cos y 2 — if

xl/4 -—
yi^ y ro — ^/H x/y (i — ?/' ^

2 - v "^

L'équaiion devient

t te- w =— 2 -+- I
—

H
xY /6-y

4 4 _ y^ 4 \2 _ xf] 4 ._ ^2

ji/^ ^44 \i —
\f

APPLiCATION NUMÉRIQUE. Soit 4 Ig^M = 0,5,

6 — y-

3-^-r
2 - î/V t/

Cette équidéformée passe par le pôle et coupe le méridien de

longitude 180°, à la latitude ï; = 17°.

Ci-contre les coordonnées géo-

graphiques A et i et les coordon-

nées cartographiques a; et ?/ de

quelques points de cette courbe.

l
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Carte de Prépeiit-FoucauU modifiée, V,.

§ 89. — Prépeiii-Foiicault pose

I

Posons

d'où

d'où

.V
= 2lg-

\ \

- ta; -

1

'âw cos'^ - f

X = y . ces <p . 'in cos"

Dx r \ 1

q = — = — 2>.n sin y cos ^ -t- cos^ 7 f b

m;„ = q- -*-
q

An^ cos*

AxW sin^ y ces o -4- cos" - ? ,

d'où = 2n cos*

Le lieu des points où l'indicatrice est circulaire sVxprime par

m„, =• m^, = 1, d'où

cos- -y
2w

'M=»-
i sin y cos

(f
-4- cos

Ce lieu est un point unique défini par

\ I

A = 0, cos - o =
2 ' 2n

Ce point n'existe que pour 2n > 1.

Pour n= 5, ce point se confond avec l'origine des coordonnées.

Reprenons le cas général 2n > 1.
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Sur l'équateur

i

' 2aî

donc Wj, > m„„ donc l'indicalrice est allongée suivant Téqualeur
;

elle est la même pour tous les points de l'équateur.

Sur le nnl méridien

,
• 1

m. = 2n CCS' - 9 , wï,„=
2 ,1

2n t'os- - f

Il est une latitude '^y qui donne sur le nul méridien la même

indicatrice que sur l'équateur.

Elle est déterminée par m,„ = 2n; d'où

1 I

COS - »j =
2 -In

Le lieii des points oîi la déformation a une valeur donnée a

pour équation

1 I , , I J
2

hir cos'

\- 4>-/r sin" œ c

. J L
4 tg^oj.

Ce lieu est représenté sur la enrte par une courbe qui a pour

équation

4/r ( I H- nijf X' (2 — uy\^

{l-^nyf 4n^ ^ (I— !/wf \\ -^ ny)

Carte de Flarnsteed f Vg ).

y=-f, 9' = i , d'où x = ).cos'f.

§ 90. — PROPaiÉTÉs : q = — 1 sin cp.

4 tg^ w = 4L= par la formule (21) = /'^ sin^ y, 2 tg « = 1 sin y,

m^„ =1-4- ).^ sin'- », Wp = 1.

Pour passer des coordonnées sphériques aux coordonnées car-

tographiques, on remplace cp par y e\l par
^^^^.
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Théorème l. — Le lieu des points où Tahération d'angle a

une valeur définie par 2 tg w == K a pour équation 1 sin <p = K.

Sur la carte, ce lieu a pour équation ac = K X coig î/.

Corollaire : Le lieu des points où l'indicatrice est circulaire

a pour équation w = ou > sin cp = 0, ou

i = 0, axe des ?/,

y = 0, axe des x,

ce lieu est donc les deux axes de coordonnées.

§ 91. Théorème IL — Le rectangle inscrit dans la courbe

^sincp = K a une superficie constante, quel que soit le rapport

de ses dimensions. (Il faut entendre par rectangle une figure

limitée par deux parallèles et deux méridiens.)

En effet, soit 1^ la demi-longueur du rectangle, sa hauteur se

calcule par

K
sm î»! = — •

Il a pour superficie le produit de la longueur par le sinus de la

hauteur, soit 2A, X 2 sin cpj = 4K. Donc la superficie est indé-

pendante de 1^.

Cas particulier — Soit la demi-longueur A = 180°, alors cp,

se calcule par

sm y

2

Le rectangle a pour superficie 4K (fig 9).

^.: WZM/MM^y.
£nuaie.uj^

Fk. 9.

Théorème lll.— La surface ABC comprise entre le nul méri-
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dien AB, la courbe AC définie par 1 sin ip = K et le parallèle BC
aboutissant au méridien ISO", a pour superficie

Klog-(fig. 10).

Fig. 10.

En effet, un élément de zone a pour superficie

X X d (sin y) = A eos -^df.

K
Mais

d'où

CCS »
élément= K • d^.

sin f
'

Il faut intégrer depuis o = 90° jusque ?

sm ^2

K _ K

Donc

superficie = K • T^cotg ». df = fK log„ sin jjI'^ = K log —

§ 92. Résumons les théorèmes II et ill. — La portion du

globe qu'on peut représenter par la projection de Flamsteed, tel-

lement que l'altération d'angle ne dépasse pas 2 tg m = K, a

pour superficie

i[K-.log„.[.].
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Exemple : Soii ta = ô*» W. \i = "2 i^ 6° = 0.225.

La superficie vaul 3.28.

La sphère entière a pour superficie 47r; clone la portion repré-

sentée vaut les 0.261 de la sphère.

Le rectangle inscrit a pour superficie 4K = 0.900, soit les

0.0716 de la sphère ==77-

Projection de Flamsteed modifiée, V2

§ 93. — Nous proposons de modifier la projection de Flam-

steed, en faisant y = wcp, d'où

A CCS
-f

1 sin a CCS v
q'==n, x = , q = , p' = 0, w= -

n n H

Par les formules (21), on obtient

, „ /l \- fl sin c.\-

4ig-co = n) -+-

Le lieu des points où la déformation a une valeur donnée a

donc pour équation ). sin cp = constante.

§ 94. Problème I. — Étant donnée la région limitée par le

contour >sin ©= K, choisir n de manière que la plus grande

déformation soit un minimum.

Sur le contour

Égalons à zéro la dérivée en n. Il vient

/r = 1/K- -^ 1

.

El l'altération maximum est

4 tg'^ ce = - 2 -+- ^2 V/ï + K^

La valeur de tgw sur les axes de coordonnées est

4tg^a)=(l-y/]'=_2H-l/m{^-+- !
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ExKMPLE : Soit le contour

Asiny = l, d'où n^ =^ V/| -+- 1 = 1.414,

à la bordure

4 ig- w = — 2 H- 2 V/^ = 0.8284 , îg co = 0.455 , w = ii4o 30',

Sur les axes de coordonnées

tgW = 0.175, C0=r=10°.

La projection de Flamsteed aurait donné

!2lg»' = K, fgw' = 0.5, fo = 26°û0'.

§ 95. Réciproque. Problème II. — Étant donnée une altéra-

tion maximum 4 (g^co =^ M, donner une carte de superficie maxi-

mum (carie rectangulaire).

Soit K la surface du rectangle inscrit :

4lg^» = M= n] -I- — >

\n I n-

I K.^

M = — 2 -f H w' + — > d'où K' == — /i* -^ 27«' — I -4- Mn\

La valeur de n qui rend K maximum est

M
n^ = 1- I

,

2

alors

r = — -+- M.
4

Exemple : Soit

tgw=-0 5-, «= 26«â0', M = 'l,

alors

K^=1.25, «"- = 1.5.

Le rectangle inscrit dans la courbe a pour superficie 4K = 4,47.

La projection de Flamsteed eût donné : K = 1. Le rectangle

inscrit aurait pour superficie 4.

Ainsi, par notre méthode, le rectangle inscrit est 1.H8 fois

plus grand.
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OliUXIÈME APPLICATION NUMÉUIQUE. Soil

4tg^a> = 0.5;

on a

0.5 = — 2 -H ?/* -t- — -i- —i.

La carie est limitée au contour

et le rectangle inscrit a pour superficie

Pour rendre ce rectangle niaximum, il faut annuler la dérivée

en n\ soit donc

et le rectangle a pour superficie

4x0.75 = 3, soil les ^-^
100

du globe.

La projection de Flamsteed eùl donné

et le rectangle aurait pour superficie

4 X l/Ô^S = -2.83 , soit les—
dOO

du globe.

§ 96. Problème III. — Étant donnée une déformation maxi-

mum 4 ig2co= 0.5, choisir n de manière que la superficie ren-

fermée dans l'équidéformée soit maximum.

L'aire comprise vaut

4 X K[i -<- log TT— log K], où K = 1/î2.5m*— 1 — ?i'.

Pour calculer le maximum, égalons à zéro la dérivée en n.

rfS _ dS (IK

du dK dn

dli 5n' — An^

f/S ^
,

r n n
-=[1.log.-l„gKl^K[--J=l„g-.

du 2K
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En fait, dans le produit

K[,.-,o.g.

le terme logarithmique n'est pas prépondérant, et le maximum

de superficie s'obtient par le maximum de K, Soit donc, comme

dans le problème II,

n=\/TlE, K = 750,

S = 4 X 0.75 X 2.302 loi:,„,„ ^-^ ^ 4 X 1.82 = 7.28,
0.7o

soit les — de la sphère.

La projection de Flamsteed fût donné

n=\, !C= 0.707,

n X e 56
S = 4 X 0.707 X 2.50.5 log,,,,^ -= 4 X 1 .755 = 7, soit 'es-

du globe.

Carte de CoUignon, V5.

^ 97. — Collignon représente l'hémisphère par un losange

ACBD, où les méridiens sont reclilignes et convergents aux
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pôles G et D. En réalité, la projeciion est discontinue à l equa-

teur; elle est formée de l'assemblage de deux projections AGB
et ADB.

Cherchons l'équation de la projection AGB (fig. tl).

Déplaçons Taxe des x pour qu'il passe par le pôle. L'équation

d'un méridien devra êire x => y x c*". Mais les cartes de la cin-

quième classe doivent avoir x proportionnel à 1, donc

X = Xy X t"" = kly.

Puisque y est indépendant de A,

— = /? = «(/, —=^ki — = kxq'.

La condition de l'aulhalisme est cos 9 = p^/' ; remplaçant p

par ky, il vient

CCS -j = Kll • — ,

•^ (h

d'où, en inlégrani,

i ku' = c"

y s'annule pour 9 = 90°
; donc c^° = — 1 . On a

k^
k se calcule par //y^o

d'où

2 -2

^=—7.' /==<?'(! —sin y), x^--xji.

Proppiétés :

:^x 2> CCS
i?

^ cos î>

^? ^l/|— sin® ^ l/|— siny

Le lieu des points où (g w a une valeur donnée a pour équation

4 1 — sin -j cos^ <p
\ft)} 0^1

^
S^ cos^ f I — sin

i. L <^ ''d
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Sur la carte, celte courbe a pour équation

Caries à méridiens elliptiques, V4.

§ 98. — Nous (lémonirerons d'abord le théorème : Dans une

carte authalique de la cinquième classe, pour que tous les méri-

diens soient elliptiques, il suffît qu'un seul d'entre eux soit repré-

senté par une demi-circonférence.

En effet, les cartes auihaliques de la cinquième classe ont x

proportionnel à ^; donc si un méridien est circulaire, les autres

méridiens ont pour abscisse l'abscisse d'un cercle multipliée par

une quantité constante. Donc ils sont elliptiques.

Calculons les équations de la carte ; soit R le rayon de la

Ljititcuie, <p

Fig. 12.

sphère; soit \ la longitude dont le méridien est représenté par

la demi-circonférence; soit t le rayon AC (fig. 12).

La surface sphérioue A'B'C'D' a pour superficie une portion

de zone

= R sin f X SttR X = R* sin y . A,.
360°

Sur la carte.

ABCD = ADC -4- ACn,

1 1

ADC = - AD.DC =^-Lcoslx t sin /,
-2 2

—- — i ir-

560° ~ 2
CA13 = secteur = tt/^
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d'où

R'-' sin -^ Al = - /2[2/ ^ sin 2/ 1 (1 )

^ se calcule en faisant / = 90°. cp = 90° dans l'équation (1).

Il vient

R\A, = -r-7r, d'où r^ = 4R2- .... (2)
4 TT

Remplaçant par t sa valeur dans (I), il vient

T sin » = 2/ -f- sin ^/ (3)

Les équations du système sont donc

y = ( sin /.

A
a; = — / eos /.

A,

r^=4R^-.

;r sin f = 2/ + sin 2/.

Autre démonstration. — Soit /, la longitude du méridien

représenté par un cercle, et soit t^ le rayon de ce cercle sur la

carte. Un point de ce cercle a pour coordonnées

y.i
= t sin /, Xi = t ces /.

/ étant l'inclinaison du rayon aboutissant au point considéré,

cet angle est fonction de 9.

Pour / = 0, y=0; pour / =- 90°, y = 90°.

•Un autre point de même latitude a pour ordonnée

?/ = < sin /.

Son abscisse est proportionnelle à X; donc

X A
X = x, — = / — cos /.
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La condition de raulhalismc nous donnera la relation qui lie

/ à <p. En effet, on a

iz i
^

3'/ ,
(fl

p=—=—tcosl, q' = — = tcosl—-

La condition de i'authalisme pq = cos tp donne

1 (Il

cos m = — r COS^ / .

A, (ly

ou cos f (l'f = ^- [2 cos* /](//==— [1 -4- cos 2/] 2<//,

d'où sni f=— [2/ -+- sin 2/1 -4- ('«.

La constante est nulle parce que cp = pour 1= 0,

(Calculons t par la condition 9 = 90° pour / = 90°. Il vient

,=^.[..0],
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Elle est nulle en un seul point du méridien central déterminé par

/COS /\ yrt

;»„, = 1 ou = —
\rosy/, i

Le conjugué de l'équateur a pour latitude cp^ déterminé par

ttI ,
/cos /\ tt'^C^

w„ =^ —

'

(l'eu =
4 \coSfl.2 16

La carte qui représente toute la surface terrestre est une

ellipse dont les axes sont

II' = (, ac' = — X A ou A = T =—
Al A,

Le rapport des axes est

x' n

y' ^'

EXEMPLES :

4 x' 7C^

I. A^^TS-^-. -= - = 2.46.
^ y' '^

IL Al = 90"==-, -=2.
2 y'

C'est la carte de Mollweide-Babinet,

NI. A, ^IHOo^T, -=l.
y'

Toute la surface de la terre est représentée par un cercle.

Sixième classe. — Formules pour le changement

de variables.

§ 1 00. — Soit donnée une carte p = ^(A, z) , = /(/, z).

Posons
39 Dfi Dp 3p

Il Dz 0) Sz
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Étant donnés le pôle A et l'axe AO (fig iô), choisissons pour

axe des x une perpendiculaire à AO à la distance p^.

J^

Fig. 13.

L'axe des y sera Taxe AO.

Les forwiules de transformation sont

y = pt
— p ces

Les dérivées pqp'q' se calculent comme suit

'^ iX Dô 5a Dp d;^ Dp

=^ p CCS 5 . IVl -4- sin ô . R,

de même

= p ces 9 . N + sin . S

p'= sin 9 . M — cos 9 . R

— g'=-— = psin
^ Dz

cos e . S.

L'échelle de superficie se calcule par

— [pq'— p'q]- -r— [-n.Rh-ms]^
cos o sni z
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CHAPITRE IX

Cartes à parallèles circulaires et concentriques.

La condition d'avoir des parallèles circulaires et concentriques

s'exprime par p indépendant de X, d'où

P = f{z) et R = ^==0.

Carte orlhomorphe.

§ 101. — L'orthomorptiie exige un réseau orthogonal. Mais

si les parallèles sont circulaires et concentriques, les méridiens,

pour les couper orthogonalement, doivent être rectilignes et issus

du centre commun des parallèles. Nous sommes donc ramenés

aux cartes de la quatrième classe (tronconiques).

Pour le démontrer algébriquement, traduisons les formules

de lorlhomorphie

p — q' sin z = 0,

/>' -+- 7 sin z = 0.

Il vient

P—— M cos 6 = pN sin 9— S ces e,

sui z

-—
- M sin = — /jNcos 9 — S sin e,

sin z

Ces deux équations se transforment en

( rs' = o,

)
-i— M = — s

[
sin z

N = ou — =

indique des méridiens rectilignes et convergents.
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La condition

sin z D> i)z

indique que - ne dépend que de z, mais — = 0; donc est
DX (/z

proportionnel à l.

Ce sont bien les caraciéristiqucs de la quatrième classe.

Caries aulhaliques.

§ 102. Théorème I. — L'aulhalisme s'exprime par

Dfl Dp
sin z = p

D> 3z

En effet, nous avons vu que Téchelle de superficie a pour

valeur

—^ [iMS — NR].
sin z

Pour la sixième classe, W = 0.

Indiquons que réchelle de superficie vaut 1 ; il vient

sin z = pMS.

Ce théorème peut d'ailleurs se démontrer directement :

Sur la sphère un élément de surface a pour dimensions

dz et (Ix X rayon du parallèle = dxsin z.

Sur la carte, l'élément correspondant a pour dimensions

ip 36— (Iz et p — r/A.

dz <3X

L'authalisme s'exprime en égalant les produits des dimensions

ip D9
sin z. (Ix. dz ^^— dz. p. — d>^.

Dz iX
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§ 103. Thcoiènte II. — De réqualion ci dessus, on lire

— == sm z • :

donc -- ne dépend que de z; donc G esl proportionnel à >.

L'inlégralion donne ensuite

f^'yn z . , . . ,

ô ^ A . »- fonction arbitraire de z.
Dp

Nous pouvons donc énoncer le théorème : Les cartes autha-

liques de la sixième classe ont pour caractéristique propor-

tionnel à 1. Le choix est arbitraire de la fonction qui définit p.

§ 104-. Théorème III. — Si le système

p=f{z), ô^mz)

est auihalique, le système

P
= kf{z\ d = -X'p{z)

est auihalique et il a la même échelle de superficie.

En effet, dans la formule

p S6 ip

sin z ?> 5z

riniroduction du facteur k a pour résultat que deux facteurs sont

multipliés par k et le troisième facteur est multiplié par^. Le

produit ne change donc pas de valeur.

Ce théorème était évident a priori, car Tintroduction du fac-

teur k a pour effet d'allonger p et de refermer d'autant les

angles ; donc la superficie n'est pas changée et l'authalisme

subsiste.
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Carie de Boone, VI,.

§ 105. — Le choix nous est laissé de la fonction qui définit p.

Posons arbitrairement p = /:-»- z. Les parallèles sont équi-

distants. C'est la carte de Boone. Il vient

sin z sni 2

3p k -^ z

Propriétés :

p = cos 9 — sin 2,

[sin z ~|

cos z — A

,

k -i- zj

[sin z 1
cos z — A

.

k ^ z]

jy = sin 9 — sin z,

— q' = — cos 6 -H sin 6

m,, = -, \/p^ -+- p'^= I .

siri z

Donc tous les parallèles sont à réchelle 1.

o r sin z P

1
/— r sin z T

2 ta; w = 1/ L = A ces z — •

C'est l'équation d'une équidéformée; elle a la forme d'une

astroïde.

L'indicatrice est circulaire pour w = 0, d'où

j
X= 0,

( Igz = k ->- z .

donc elle est circulaire :

1" Le long du nul méridien
;

2° Le long du parallèle Zg défini par
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§ 106. Applications numériques. — I. Soit

rj^/^S" et « = 5°4a', d'où 2tg« = 0.197, lg'T= 1.105.

Cherchons à quelle longitude

l'équidéformée coupe les lali-

ludes^O" et 70° (fig. 14).

Il vient

A, = 34% x^ = 56"i

.

Z^20

Z^7o
Nous pouvons donc former un

trapèze curviligne dont la hauteur

est 50° et la largeur moyenne

70° X 0.707 = 49''5.

Cette figure est à peu près carrée. La diagonale mesure 64°S

calculée par cos diag= cos 20.cos 70-+- sin 20.sin70.cos 70°!.

Une carte azimuiale ayant pour diagonale 64°5 donnerait

lgn' = i.04'2

Une carte azimutale qui aurait à la bordure tg^T = 1.105

aurait pour diamètre 102° au lieu de 64"5.

11. Soit

0.2C2
12

Calculons quelques points de l'équidéformée

\ _
2tgw=0.707 =-l/2.

%
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§ 107. — Cas limites :

Pour & = oo, 2lgw = i cos z = X sin v,

sin

z

c'est la carte de Flamsteed

pour k = 0,

c'est la carte de Werner.

niFOKMATIO.NS LOCALES I

La déformation est donnée par la formule

2 tir co .

0,

[sin z 1

Application numérique : Soit m = 19° 50'.

L'équidéformée entoure une portion de la surface sphérique

qui vaut 26 "/o du globe (fig. IS).

Elle coupe le méridien 180° à la colaiilude 4-9°.

Elle coupe lequateur à la longitude 1.11= 68°.

Ci-dessous les coordon-

nées géographiques (X et z)

et les coordonnées cartogra-

phiques de quelques points

_ V de ce contour :

Pâle

Fig. 15.

X



( 79 )

CHAPITRE X

Septième classe. — Cartes à, deux axes de symétrie.

§ 108. — Soit à dresser la carte d'une région où nous

avons tracé deux orthodromies perpendiculaires comme axes

de symétrie.

L'une de ces orthodromies sera considérée comme équateur,

l'autre comme méridien origine. Ces deux axes seront représen-

tés sur la carte par deux droites rectangulaires qui seront les

axes de coordonnées.

A cause de la syméirie, quand 9 change de signe, y change

de signe sans changer de valeur; donc?/ est une fonction impaire

de ç. Mais quand l change de signe, y ne change pas; donc y
est une l'onction paire de X

La fonction x doit avoir des propriétés analogues.

Si X et y sont développés en série, y contient

Donc

dy
p' = -j- contient y f^ f^ 1 i'^ à^ fonction impaire,

De même x contient

/ f' / > >' ^\

d'où

p = —

'

fonction paire,

q =^ —

'

fonction impaire.
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Carte orlliomorphe.

§ 109. — Les conditions de l'orlhomorphie sont

p = q' cos
<f,

p' =— 7 cos y.

Remarquant que cos <p est une fonction paire, il vient

p = q' cos y, paire = paire X paire,

p' = — q cos f, impaire = iiDpaire X paire.

La seconde condition est impossible à remplir, sauf si

p' = 0, '/ = 0, alors y = /'(?), ^^=l['^)\

c'est la carte de Mercator, 1^

§ 110. — Substituons à 9 la variable u définie par

cos ç.

d'où

i*=iogtg^ = logtg(45°-

Quand 9 change de signe, 11 devient

log tg (45 -^
^)
- log colg (i.^"-

j)
= - log tg (iS +

^)

donc u change aussi de signe.

M a la môme parité que cp. Nous pouvons poser

a: = X [oo -+- "ïW^ -^ M4M* -+- ...] -H >^['>o -+- b^u^ -i- ...]

-+- -k^ [co -+- r^w'-...] -+- >'.,.

La première des deux conditions de l'orlhomorphie est

|> H- Q' = 0.



( 81 )

Dx
p = —= [Co -I- a^u' -+-...] H- 5x'^ [60 +-...] -H 5a* [co -t- ...] -+- yx''...

clA

0' = ^^= [A, -H oAsW^ -+- 5A,u*...] -4- A^[B, -4- 3B,î/^ -+-...]

Dm
-*- A*[C, -H...].

Cette égalité doit être satisfaite, quelles que soient les valeurs

de X et u.

Il faut donc égaler les coefficients des mêmes termes en 1 et u.

Uo -+- Bi = oco -H Cl=«0 -t- Al =
Oj -t- 2As=
O5 -f- 5A5 ==0

Og -1- 7A7 =
(I)

362 -+- 5B3 = 0C2 -t- 5C5=
364-+-5Bb = 5c^t-5C, =
566 -+- 7B7 =

(II) (III)

7do -H D, =

(IV)

De même, l'équation // = Q se calcule ainsi :

5x
Q = — = A [202?/ -1- ic^u' -+- 6afi*«^J -h X" [-262W -+- 464»^ -t- ...]

Dm

-t- A^[->r2i< -+-...]

Dm
/>' = — = ^2X [BiM -+- B-^ H- B5M»...] -+- 4à^ [C,« -h (V -+-...]

D A

-H 6a^[D,m -t- ...]

d'où, en égalant les coefficients des mêmes puissantîes :

2a2 = 2Bi

4ai = 2B5

Qa, = 2Bs

Sa» = 2B7

(V)

26j == 4C,

46, = 4C3

C66 = 4C5

(VI)

2c2 = 6D1

6c„ = 6D5

(VII]

2^/2 = 8E,

4^4= 8E5

(VIII)

2^2= lOFi

(IX)

Les équations

I II III IV V VI Vil

donnent les relations qui lient les huit séries

A a B b c C B d.

Donc le choix est arbitraire de l'une des séries de coefficients.

6
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Si nous voulons exprimer tous les coedicients en fonction de

l'une des séries, la série A par exemple, il vient

ao=



( «5
)

de même

y =[Co -+- C^X'-' -H Ci A* -+-...] X [l),5> -f- Dy/ -H D„î>» -+-...},

avec la notation

y = C(A) X D(5,).

Les dérivées sont

/^=^=A'(A)X B(?),
Oa

^?

Les parités de ces fonctions sont

paires: B(ç>), C(A), A'(a), D'(î>);

impaires: A(A;, D('^), B'(?), C'(A)

Quand la variable s'annule, les fonctions impaires s'annulent;

les fonctions paires ne s'annulent pas.

§ 112. — La condition de l'aiithaiisme est

ces 5P = A'BCD' — C'DAB'.

Donnons aux variables ^ et ç des valeurs particulières.

j. A = 0. A cl C s'nniiulent ; il reste

cosî> = A'^o) B(5P) C(o) D'(?) (I)

IL cp= 0. D et B' s'aïuitilcni ; il reste

coso = A'(A) ïi[o) C(A) D'(o) (H)

Calculons ensuite les valeurs

A'(o)=A„

C(o)=C„,

lHo)=B„,

D'(o)==D..
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Les équations (I) et (II) deviennent

(I)-

(II).

cos f
= A.Co X B(î,) X D'if)

i =B„D, X A'(;.)xC(i),

(I)- 2 24

( = A,Co(Bo -t- B^y* -t- By -+- ...) (D, -I- SDsf' + 5D«y* h- •

)

(11). 1 = BoD,(A, + oA^X^ -t- 5As).* H- ...) (Co + C,X* -+- C,\' + •.•).

Egalons les coefficients des mêmes puissances, il vient

i =A,C„BoD,

1

- - = A,Co[B,D, + 3D3B0]

1

- — = A.C„[B^Di -f- 3B„D3 -H 5BoDb]

0=3A3Co+ A.Ca

= SAsCo -t- 3A3C2 -t- A.Ci

= 7A7C0 -+- SAgCa -t- 5A3C* + A,C«

Soit w équations à (2/i -+- 2) variables.

Nous avons donc le choix arbitraire de deux des quatre fonc-

tions A, B, C, D.

Carte de Lagrange VI 1^.

§ 113. — Lagrange se propose de construire une carte ortho-

morphe où les parallèles et les méridiens soient représentés par

des cercles.

A cause de rorihomorphie, chaque pôle est représenté par

un point, et les méridiens forment un faisceau de cercles ayant

pour corde commune la ligne des pôles; soit 2A la distance des

pôles. A cause de l'orthomorphie, les parallèles coupent ortho-
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gonalement les méridiens; donc les parallèles forment un fais-

ceau conjugué au Aiisceau des méridiens et ayant pour corde

commune une perpendiculaire au milieu de la ligne des pôles,

et de longueur 2A \^— i.

§ 114. — Choisissons pour axe des y la ligne des pôles; elle

représentera le nul méridien; et pour axe des x la perpendicu-

laire au milieu de la ligne des pôles; elle représentera un des

cercles de latitude.

Recherchons les deux équations qui lient x el y à 1 et u, en

nous servant des deux relations p' = Q, p = — Q'.

Nous introduirons quatre variables auxiliaires : R, D, 6, p.

R est le rayon d'un méridien de îa carte et D est l'abscisse

de son centre; R^ =-= A^ -- D^. R et D ne dépendent que de l.

Un cercle méridien a pour équation

R2 = y' + {x + D'} OU A'^ = x* -4- »/' -+- 2Dx. (1)

Par analogie, p est le rayon d'un parallèle de la carte el 9 est

l'ordonnée de son centre :

6^ = A^ -f- p\

Un parallèle a pour équation

p^= x' -^ (d — tjf ou ac* -4- î/' — 291/ H- A' = 0. (-2)

Les équations (1) et (2) résolues par rapport à x et y donnent

A^-rrru; • • • (5)pD -+- Re
-^

pD H- Re

§ 115. — Calculons les dérivées

3x ;)x ày Dî/

i\ Dw ÛA iu

Quand on dérive par rapport à A, R et D sont seuls affectés;

de plus, à cause de R'^ = A^ -»- D^, on a

RdR = Dt/D.
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De même, quand on dérive par rapport à m, el p sont seuls

affeclés cl à cause de = A^ + p*^ on a

bde = pdp.

On obtient ainsi (en omettant les facteurs communs aux quatre

dérivées caractéristiques) :

Sx p dD Dx R d'
« =— = i- (eD + pR) •— , Q=_=-_ ,

' DX R^ '^
' dx Du p du

3w p dD ^, Dw R . de

,
OA R dx Sm p du

La première condition de l'orlhomorphie, p' = Q, donne

de dD

dtf dx

La deuxième conditiot), p = — Q', donne le même résultat.

Ainsi les deux conditions conduisent à une seule relation; cela

provient de ce que nous avons déjà introduit dans les calculs la

condition de l'orihogonaliié, qui est une caractéristique de l'or-

thomorphie.

L'équation finale (4) peut se nieltre sous la forme

1 de _ 1 dD

7 *

rf^
""

R*
' "^

'

Le premier membre ne dépond que de u ; le second ne dépend

que de X; ces deux quantités ne peuvent être égales que si elles

sont constantes; on a donc deux relations :

r^=--- («'

1 de

p du

§ 116. — Pour intégrer l'équation (îj), considérons l'angle 26,

sous lequel on voit du centre d'un méridien la distance des pôles
;

il vient

A , i

tg 6 -= - > d'où (/6 = — • dD.^ D R-
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L'équation (5) devient

db = hch, d'où b = la (7)

La constante d'intégration est nulle afin que b s'annule en

même temps que l. On lire de là

sin hx

Pour hl = 90°, le méridien est le cercle ayant pour diamètre

la ligne des pôles.

§ 117. — Pour intégrer l'équation (6), considérons l'angle 2S,

sous lequel on voit du centre du parallèle le cercle ayant pour

diamètre la ligne des pôles. 11 vient

A „ ,
dS de

lgS=--, dou
iT
= --

p
ces s p

L'équation (6) devient

I . , df dS
u l

"^ ?\''

hdu = h—- -=
, d'où e"" = i^ - + -i

. (8)
cos » cos S \ ^ 4 2/ ^

'

Nous obtiendrons une formule plus homogène en considérant

l'angle w imaginaire, sous lequel on voit du centre du parallèle

la corde kv — 1 commune à tous les parallèles; il vient ainsi
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On tire de là

Al Xi

sin w fg M

Les équations (3) prennent la forme

sin I) i sin «

cos b + cos w ' CCS b -\- ces a

sin 6 — sin a 1 1

X -\- iy = = tg - (6 — «) = tg- A(). — iM),

ces 6 -+- cos 03 2 2

x — iy= tg-/i(), -t- /m).

§ 118. — L'intégration de l'équation (6) peut se faire par

une troisième méthode, en considérant que tout cercle de lati-

tude est le lieu des points tels que le quotient des distances aux

deux pôles est constant.

En effet, les distances de x, y aux deux pôles sont :

<J|= x^-(A-t/)^

êl = x-^{X-^yy.

Tenant compte de l'équation du cercle :

^' + («/ - e)'= p' --= r— A%

il vient

i\= 26î/ — 2Aî/, c?|= 29.i/ -+- 2Ay,

d'où

Soit n ce quotient :

^^.\' 9 —

A

9 — A I -t- w^ 2w
n^ = , d'où 9 = A , p = A

9 + A \ —n' \ —n'

En dérivant

4n rf9 rfw

dô = A . d'eu — = — >

(1 — nf p' n
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l'équation (6) devient

dn „ , ,

lulii = — , d ou n = e"'*.

n

Les trois variables auxiliaires n, S, w sont liées par

n = e"" = e '""== ces w — e sin ûj = tg I—i—

1

Les équations de la carte sont alors

1

n
2 sin h II

y

—f- n -+- ii ces 6 —i- n -h 2 cos 6
» n

La variable m est définie par

du= '

sin z

où z représente la eolatitude; il vient donc

n = constante X ti) - z.

Ainsi la carte de Lagrange contient deux paramètres. Le pre-

mier peut se mettre sous une autre forme.

Considérons le parallèle reprcsenlé sur la carte par la per-

pendiculaire au milieu de la ligne des pôles; soit Zq sa eolatitude.

Pour ce parallèle, on a

71=1, donc \ = constante X lg''-Co.

Introduisant cette valeur de la constante, on obtient

§ 119. Propriétés des cartes de Lagrange. — La carte étant

orihomorphe, il sufïit de calculer m, qui est donné par la for-

mule
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Égalons à zéro el introduisons la valeur

. 1 — ?'t

COS Z, = Il

il vient

Ir

1 + n,

1 H- n\

Les relations (10) el (12) donnent

h = \ -+- sin^Zi,

ce qui détermine le paramètre h.

D'autre part,

h — COS z, /le; i z,

(12)

/« -H COS Zi
' \tg 4 zj

Celle relation détermine le deuxième paramètre Zq.

Caries polyconiques.

§ 121. — Les parallèles sont des cercles dont le rayon se

calcule par la remarque suivante :

Si Ton développe sur un plan une zone sphérique comprise

entre les latitudes z et (s -i- a), elle affecte une courbure qui

se détermine comme suit :

Soient deux segments de méridiens AC, BE; ils se coupent

sur la carte en un point D ^
(fig. 16). AC = a,

AB est proportionnel à

sin z.

CE est proportionnel à

sin (s H- c).

DC CE sin (s -»- a)— =— ou
D\ AB sin z

DA -+- a sin(z -+- a)

DA sin z

Soit a= oo' petit = dz.

DA -+- dz siii(z + dz)

DA sin z

%^
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dz sin (z -+- dz] — sin z

DA sin z

d sin 2

DA
sin z

d sin z

dz

= lgc = colley.

122. — Les projections polyeoniques se définissent comme
suit :

Axes de symétrie : nul méridien et équateur. Les parallèles

sont des arcs de cercle ayant leur

centre sur le nul méridien et

ayant pour rayon cotg y; le nul

méridien a pour équation y==?.

Donc(fig. 17) :

AC colg

Vis;. 17.

Si l'on prend les coordonnées

p et G, elles se calculeront par les

deux relations :

x= P sin 6,

î/ = AC -+- BC = y -t- p{i — cos e).

Carte polyconique américaine VIIj.

§ 123. — La condition imposée en plus est que les parallèles

soient à la même échelle linéaire que le nul méridien.

(Échelle =1.)
Sur la sphère, un arc de parallèle d'amplitude > a pour lon-

gueur

2t cos » X
SfiO»

A cos 5?.

Sur la carte, il a pour longueur p X 0.
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Kn égalant ces deux valeurs, il vient

p X ô= Xcos f ou cotg jp X ô = X cos j) ou e == A sin y.

Les équations de la carte sont donc

X = p sin ô, y = f ^ p[\ — cos ô), ô = A sin y, p = coig y.

Carte poli/conique anglaise VII3.

§ lâ4. — Les conditions imposées sont : 1° un réseau ortho-

gonal ;
2" un équateur à la même échelle que le nul méridien.

Le réseau orthogonal exige pq -h p'q' = 0.

Calculons les dérivées :

De X == p sin G, on tire

p = = cos 5 >

Djc ^o 36

g- := —= sin e h p cos 6 — •

Djj i)y Dy

De y = a -f- p — p cos 0, on tire

» =— = p sin Ô-— >

iy :>p D9

9 = — = I -t- {i — cos 9) h p sin 9—

Remplaçons da is pç -h p'q' = 0, il vient

dô r Dpi
/3 H sin 9 M H = 0.
d? L ^?\

Tenant compte de p = cotg y, on a

Kn intégrant

— = sin 9 cotg o.

09 '
'

ô

Ig - = sin ffl X c'*= « sin



(
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La constante d'intégration se calcule par la condition que

l'équateur a pour équation x = X.

Dans X = p sin 0, remplaçons par sa valeur

8

il vient

2/»: cos 3

1 +/»'^siu-

Sur l'équateur,

X = 2A, d'où A: = - A.

Les équations de la carte sont donc

co.« -j- , sin 2.;

X= 4a —' y= a -H i- ^
4 -t- À- sin-^

'

4 -«- /- siii-a

CHAPITRE XI

Théorie générale des cartes authaliques.

§ 125. — L'échelle de superficie est constante; pour la facilité

des calculs, nous avons fait S = 1. On peut construire un globe

terrestre ayant la même superficie que celle de la carte.

En chaque point de la carte, il est un orientement tel que

l'échelle linéaire est la même que celle du globe; on l'appelle

isopérimètre. (Tissot.)

L'équation de l'indicatrice étant m- = a- cos^ t -+- b- sin^ /,

cherchons la valeur de t qui donne m = 1 . 11 vient tg^ t= a^.

Mais on a la formule tg^ T == a^. Donc l'orientement isopé-

rimètre est celui qui donne la plus grande altération d'angle.

Rappelons que l'angle T' de la carte est la projection de

l'angle T du globe et que T + T' =90".

Si sur une carte authalique on trace une famille d'isopéri-

mètres, elles forment un quadrillage de losanges où l'angle aigu

vaut 2T' (fig. 18).
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Si l'on dessine eur le globe les lignes que ces isopérimèlres

Cbu'ce

Fig. 18.

représentent, elles formeront un quadrillage de losanges ayant

pour angle analogue 2T.

Mais ST-hâT'^lSO".
Donc les losanges du globe sont identiques à ceux de la carte,

mais ils sont orientés en sens perpendiculaires.

Celte remarque (de Tissot) est sans aucune conséquence pra-

tique.

§ 126. Théorème I. — Si le système x= / {1, i), y = ^/(ç,, 1)

est authalique, le système

^ = /(?, >)^' !j = h{^,?)

esl aussi authalique, k étant une conslante indépendante de ? et

de>

En effet, à cause de l'autlialisme du premier système, on a

ces y = pq' — p'q.

Pour le second système, les dérivées ;/ et q' sont multipliées

par k, les dérivées p el q sont multipliées par -. Donc le pro-

duit pq' —p'q ne change pas.

Le théorème était évident a priori; car l'introduction du coef-

ficient k consiste à allonger la figure dans le sens des x et à la

raccourcir d'autant dans le sens des y. L'authalisme subsiste et

l'échelle de superficie n'est pas changée.

§ 127. Théorème II. — Après s'être imposé la condition de

l'authalisme, on peut encore choisir arbitrairement la fonction
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qui définit oc ou y; et il reste encore des conslanies arbitraires

d'inlégraiion.

En effet, soit choisi arbitrairement x = f(x, y). Alors p et 7

sont connus; et les remplaçant dans cos ^= pq' — p'q, il reste

à résoudre

« — — g—= cos y, d'où y= l ^(/'v -+- fonction arbitraire de a;.

^ df ^ (h J p '

§128. Théorème m. Réciproque. — La carte

/'cos»
,

•^ = /'(?. >). !/ = / "? -*- ^ (^)'

où /"et tp sont arbitraires, est toujours authalique.

Soit la notation
/

' cos a

J VV

Calculons les dérivées p' et ç'.

— H ==J0 1 '

:ix D.r D). [_ax ;)xj

[D;^ De"! c'ie

3x
"*"

DxJ
"^

c>

Sj/ 0^ 'ix 39 Dx 35

i)5J Dx Dj3 3x Dy D?

Mais nous avons posé

/cos o
,

^ (/ï, d ou p7' — p'q = cos -J.

Donc la carte est authalique.

§ 129. Théorème IV. — Étant donnée une carte authalique,

on peut, sans altérer l'authalisme, ajouter à y une fonction arbi-

traire de X.
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Soii le système

Je dis que

est aussi authalique.

Soient p,p'iqiq[ les dérivées du premier système. Calculons

celles du second système : p^=p^, q^ = q^.

Dm Di/- 36 9x ^iB

^ Di 3> Dx 3a ^ Dx '^

Du Dif De Dx Dô

Oj== — =—I = g'i-<— Qi-
if Djp Dx ùf Dx

Calculons pjg.2 — Pi^s. Il vient

DÔ

PiÇj — Piqi = ;>i9. + — Piq, — Pi^i — - />i9i = jo,^, — Piq.
dx ôX

Le second membre vaut cos y à cause de l'aulhalisme du

système (1). Doncpçj— piÇj vaut aussi cos y. Donc le système (2)

est authalique.

CHAPITRE XII

Théorie générale des cartes orthomorphes.

Les caractéristiques de l'orthomorphie sont a=^b ou

p— 9' cos y == 0,

p'-+- q cos f
= 0.

Si l'on prend la variable u :

P + Q'= 0,

p'+ Q = 0.

§ 130. Théorème I. — Les cartes orthomorphes ont un réseau

orthogonal. En effet, on vérilie que les deux conditions de l'or-

thomorphie donnent pq -+- p'q' = 0. Cette équation caractérise

les cartes orthogonales.

7
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§ 131. Théorème IL — L'orlhoinorphie peut se définir par :

les azimuts sont représentés en vraie grandeur. Cette définition

donne les mêmes équations. En effet, sur la sphère, l'azimut a

a pour tangente A:.

Sur la carte, l'orienteraent k fait avec le méridien un angle

qui a pour tangente :

q' p'k -H q' cos f

q pk -\- q cos f

p'q'k -+- q'- cos y
1 H

pqk -f- q^ cos y

Égalant cette valeur à /f, il vient

k{j)q + p'q') = {pq' — p'q) — cos y
iq^- -\- q'^j.

Cette égalité doit avoir lieu pour toutes les valeurs de k. Donc

deux équations :

pq ^p'q' ^0^

ipq' — p'q) — cos fiq""
-4- q'^) -= 0,

d'où l'on tire

p — q' cos f
^= 0,

p' -i- q cos f = a.

§ 132. Lemme. — La courbe qui représente un méridien a

pour rayon de courbure

1 _ D r 1

En efïet, l'équation de la courbe représentant un méridien

s'obtient en faisant X constant; la seule variable est f (ou w), d'où

\yiui
'^

K^iul J (Q°^ -+- Q'^)^

du Dm^ Dm bu" iiu Dm
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alors

On calculerait de même la courbure de la courbe représen-

tant les parallèles. On obtient

?P
Dm

§ 133. Théorème III. — Dans une carie orlhomorphe, si les

méridiens sont circulaires, les parallèles le sont aussi.

En effet, l'équation d'un méridien a pour seule variable u, car

> est constant. Donc la circularité du méridien s'exprime par p„

indépendant de m, ou

A cause de

celte condition devient

i dQ

0.

La circularité du parallèle s'exprime par

3X \pj iU . 3A
= 0.

On obtient donc la même équation que plus haut; donc le théo-

rème est démontré.

Remarque. — La formule

i

m = • vp^ -+- p'

ces 9

devient, par la notation Q,

I d

y CCS f
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§ 134. Théorème IV. — On peut choisir arbitrairement la

fonction qui définit x ou y. Le problème est déterminé, sauf les

constantes d'intégration.

Même démonstration que pour les cartes authaliques.

Exemple I : Soit choisi arbitrairement

x = tg f cos i.

On en tire
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En effet, les deux équations de la carte donnent

2x = /. -+- /„ ^iy = f\- A,

d'où l'on calcule

2» = 2— = 1 — -+- — -< —

Par les formules qui définissent a et (3, on obtient

d'où

de même

'^ _ ^\ • _ (^_ ^JA

0.
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Cette relation se déduit de la formule

m = l/p* -H p'\
ces f

où p etp' sont remplacés par les valeurs trouvées ci-dessus.

Elle peut d'ailleurs se calculer directement. L'échelle linéaire,

par définition, vaut (§ 5)

Introduisons la variable

d,

Il vient

^
dx" -\- dy^

D'autre part, de a; -f- iy = /i([3), on tire

da: -+- idy = — = ri[f/> — îdw],

de même, ac— iy = f^ donne

dx — idy = /^[ï/). + idu].

Multipliant ces deux équations, il vient

dx^ -+- dy^ -^
f\ fi [dx' + du']. C. Q. F. D.

§ 157. Application. — La carte de Lagrange peut se mettre



( 104 )

La fonction Q définie par Q = —- a pour valeur

1/ p" -t- p'^

1 2 I= - [cos i hx . CCS \ /»p] = -T [cos ^ /i(a -4-
j3) -f- cos i h (« — p)]

A

\= -[cos hx -+- cos hiu\.
h

Le rayon de courbure du parallèle se calcule par

1 dQ

Pp 3 a
i sin /im.

de même

—=— sin Ax.

CHAPITRE XÏIF

Étude des cartes où la plus grande altération locale

est minimum.

A. — Cartes orthomorphes oij les valeurs extrêmes

DE l'échelle diffèrent AUSSI PEU QUE POSSIRLE.

§ 138. — Exemple I : Représenter en une carte conique un

hémisphère, abstraction faite d'une calotte polaire de rayon 10°.

Choisissons le paramètre n de manière que l'échelle soit la

même aux bords intérieur et extérieur de la carte; soit donc pour

z^= iO", et z^ = 90"; il vient, par la formule du § 71,

logsinDO"— logsinlO» ^_.^
n = = 0.71 6.

log tg 45° — log tg S»

L'échelle atteint son minimum à une colatitude Zq définie par

(§ 72) cos Zq= w = 0.7 1 6, d'où zq = 44°5. Cette latitude diffère

de la latitude moyenne, qui est

10 + 90= 50».
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Les valeurs extrêmes de I échelle sont dans le rapport (§ 73)

-^ = ^ = 1 .35 =. ^^.
muji sui 44»ô

Les valeurs extrêmes de S sont dans le rapport

As = (AJ' = r33'=1.78.

Ainsi on peut représenter toute la surface terrestre, abstraction

faite de deux calottes polaires, en deux cartes tellement que

A„ = 1.35.

La partie non représentée vaut les

(1 —ces i 0) = 0.01 52 = —
00

de la sphère.

§ 139. — Exemple U : Représenter toute la surface terrestre

en trois cartes : une zone équatoriale et deux calottes polaires,

de manière que l'échelle soit la même à la bordure et que A„

soit minimum.

Les valeurs extrêmes de m sont à l'équateur, au pôle, à la

bordure.

Pour que A^ soit minimum, il faut que l'échelle soit la même
au pôle et à l'équateur. Soit z^) la colatitude de la bordure.

Pour les calottes polaires (carte sléréographique § 35),

I

Pour la zone équatoriale (carie de Mercator § 25),

_ 1 _ 1

ces f sin Zq

Égalons ces deux valeurs de A,„. Il vient

sin Zo = cos'^ 5 Zo,

d'oîi

lgiZo= 0.5, Zo = 53», y = 37°,

A„=
'

=1.25, As = (A„)* = 1 .5625.
CCS 37»



(106)

L'échelle étant la même à la bordure, si l'on fait rouler la carte

polaire le long du bord de la carte équatoriale, il y aura raccord

au point de tangence (fig. 19),

37

Fig. 19.

La carte équatoriale représente les ^/^q de la sphère; chaque

carte polaire représente ^/jq de la sphère.

Les dimensions du dessin sont dans le rapport ci-dessous :

rayon des calottes = 1; longueur équateur =6.28; hauteur de

la bande équatoriale 1 .38.

Sur la sphère, ces dimensions sont dans le rapport 1 : 6.80 : i .38.

B. — Cartes authaliques où la plus grande déformation

EST MINIMUM.

§ 140. — Exemple I : Représentation d'une zone sphérique

par une carte de la quatrième classe

6= m, p^ = CCS z.

n^ n

Choisissons les paramètres A: et w de manière que les bords

inférieur et supérieur de la carte soient conjugués.
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Nous avons obtenu (§ 69) trois équations entre les cinq

quantités Zg, z^, A, k, n.

Ces équations se simplifient par rintroduclion de deux

variables auxiliaires pet q.

p est la colatitude moyenne

2qf est l'étendue en latitude

2gf = z8 — zj.

De la première équation, on tire :

cos Zg -¥• ces «9 = 2 CCS i(z8 *- ^9) ces i (zg— Z9) = 2 cos p cos q.

Et de la seconde :

cos Zi X cos Zg= cos {p -+- q) cos (/:>
—

q)

= (cos pcos q — sin p sin qf) (cos p cos g -t- sin p sin q)

= cos*p cos^qf— sin^p sin^ q= cos^p cos^qr— [(1 — cos*p) ( l— cos*^)]

= cos^ p -t- cos^ g 1

.

Les équations (3) et (4) du § 69 deviennent

n
cos p. cos o=— (3)

A

k
cos^p -H cos^o == — (4)

A*

d'où l'on tire

k 2«
(COSP H- C0S7)^= - -4- —

,

, /c 2n
(cos p cos Q)'' =VA' ^'

A* A'^

Eliminons A: par l'équation (1)

AV — A' A; -*- 1 = 0,

on obtient

\

cos p -+- cos 7 = W H ^ ,

cos p— cos g = w
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d'où l'on tire

n = cos p,

cos q

cos* p
A — cos « -4-

cos q

Les équations de la carte sont

1 Pcos » cos « "1

p'= ^ + i— 2 cos z .

cos p Lcos 9 cos p J

L'équation (9) (§ 69) donne

cos »
cos Z^ = •

cosgf

§ 141. Remarque I. — Le coefficient n ne dépend que de p,

donc seulement de la latitude moyenne.

Remarque IL — La déformation

tg^T = A^=—
cos q

ne dépend que de l'étendue en latitude.

Si l'on se fixe celte étendue, la superficie de la zone est d'au-

tant plus grande qu'elle se rapproche de l'équateur. Elle est

maximum quand la zone est à cheval sur l'équateur; alors

p = 90% n_= 0, La carte est cylindrique (carte Ij) (§ 30).

Remarque III. — La latitude où la déformation est maximum

est donnée par

cos »
cos z^ == ;

cos q

elle diffère donc de la latitude moyenne.

Remarque IV. — Quand l'étendue en latitude est infiniment

petite, 9 = 0. Et la carte a pour équation

p* = 1 -f- — cos ^.
n* n
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C'est la carte de Stromeyer (§ 68). Ainsi la carte de Stromeyer

n'est la plus avantageuse que pour une zone infiniment étroite.

Remarque V. — Les latitudes Zj et Zj, où la déformation est

nulle, sont données par l'équation (§ 68)

cos z^ i
= nà:\/n^— k +- i

\ / ''OS p= cos p± \/ ces jo — cos o <h 1

.

^ cos q

Donc les formules qui expriment p, q, A, A;, n en fonction de

z^ et zj seront très compliquées. C'est à tort que Zôpprilz définit

la carte IV2, la carte où deux latitudes sont sans déformation.

Si l'on se donne deux des cinq quantités p, q, A, k, n, les trois

autres se calculent très aisément sans l'introduction de z, et z^.

§ 142. Application numérique. — Soit à représenter la zone

comprise entre l'équateur et le parallèle de latitude 74°.

q = 37», p = i[90 + 16] -= 53°,

n= cos 53" = 0.6, cos q = cos 37° = 8,

cos p 3
0)= B^l 5', cosz7 = ~=-, Z7 = 44°5.

cos q 4

La déformation est nulle aux latitudes z, et z^ calculées par

cos z,,j= 0.6 =h 1/0.1 1,

soit donc aux latitudes 15°iS et 68°.

Il est donc possible de représenter toute la surface du globe

en deux cartes tronconiques, abstraction faite de deux calottes

représentant une superficie de — du globe, tellement que la

déformation ne dépasse pas A„, = 1.25.
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Représentation d'une calotte sphérique.

§ 143. Remarque VI. — Pour ce cas particulier,

Zz = 0, ^p =='2q = Z9, e = Acosjo.

4 I

p' = [1 — cos z\ p = — 2 sin i z.
cos p |/(.os ^

Exemple : La carte d'Afrique dans le traité de Zôppritz

(fig. 20).

Fig. 20. Fig. 21.

Exemple I : La calotte est un hémisphère.

Z9= 90°, p = ^ = 45° (fig. 21),

d'où

»= 0.707, tg^T = 1.414 = A„, «=9°50'.

11 est donc possible de représenter toute la terre en deux cartes

avec A„ = 1.414.

§ 144. — Exemple II : La calotte est infiniment petite.

p = q = 0, n= ï, p = 2 sin ^ z.

C'est la carte azimutale.
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Donc la carte azimutale n'esl le plus avantageuse que pour

une région peu étendue (abstraction faite de l'inconvénient d'une

déchirure radiale, couime dans la carte d'Afrique).

Pour un hémisphère, la carte azimutale donne

tgT = 1.414, A„ = 2, «=19°40'.

§ 145. — Exemple II! : La surface terrestre en trois cartes :

deux cartes polaires et une carte équatoriale.

Pour la carte cylindrique, le système le plus avantageux est

y = n sin f.

La déformation doit être ia même à la bordure commune :

Pour ia carte cylindrique (§ 30) :

eos 59,

Pour la carte polaire (§ 56) :

1 1

tg^T
ces* ? cos^ i z

En égalant ces deux valeurs, on trouve, comme pour la carte

orthomorphe du § 438,

y,= 37°, 2r = 53% A,„ = tg''T= 1.25, «^9<>15'.

L'indicatrice est circulaire aux pôles et aux parallèles de lati-

tude 26«30'.

Remarque.— C'est à Collignon que nous avons emprunté l'idée

de représenter la sphère en trois cartes; mais Collignon prend

pour la zone équatoriale la projection y == sin cp; alors la bordure

est formée par le parallèle de 30° au lieu de 37°. Chaque calotte

vaut 1/4 de la sphère (au lieu de 0.2).

1

A„ = tg' T =—^— = 1.33 (au lieu de 1 .23).
CCS- 30 '
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Représentation d'une calotte sphérique.

§ 146. — Exemple IV : Comparaison enlre la carte cylin-

drique et la carte azimutale.

Soit d l'étendue de la calotte (fig.22).

;c La carte azimutale donne (§ 36)

i i

A„ = tg^T
cos* ^ cos* i

La carte cylindrique y = nsincp donne

A (§30)

^ A„ = lg« T
i i

COS f^ cos

Comparons ces deux valeurs.

On a l'identité

Fig. 22.

d'où cos â <
i +- cos

2 cos (J < 1 -4- cos â,

d'où cos S < cos^ i i

Donc la carte azimutale est plus avantageuse; d'autre part,

elle peut s'employer pour une calotte où (5 > 90*>; tandis que la

carte cylindrique ne s'étend pas au delà de d == 90*>.

Région limitée par un contour ovale.

§ 147. — Exemple V : Soit à faire une carte ovale ayant

pour longueur 120» (fig. 23).

Par la carte azimutale,

Fig. 23.

cos^ Ç cos* 30
1.355.
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Par la carie cylindrique,

1

y = ns\n u, A„, r= tg'^ T =
COS yi

Les deux sysièmes ont même valeur si

COS f,
^= cos^ 30, d'où », = 4I"3 (fig. 23).

Donc la demi- longueur étant 60°.

{ > 41 "5, il faut choisir. . , azimutale.

Si la demi-largeur est
^
<4I"5, • » ... cylindrique.

[
== 4I''5, le choix est indifférent.

Remarquons toutefois que la disposition des régions altérées

n'est pas la même (fig. 24).

Fi^. 24.

Reprenons les calculs pour une longueur autre que 60°.

Demi-longueur. 50 40 50 60 70 80 90

Demi-largeur . 20°40' ^THO 34»30 4r30 47°50 S5".30 60»

Longueur

Larsreur
1.45 1.45 1.4îi 1.44 1.4G3 1.485 1.5.

Le rapport des dimensions ne diffère guère de 1.5, et nous

pouvons énoncer le principe : « Si on limite le choix aux cartes

» cylindrique et azimutale :

» Quand la longueur dépasse 1 .\y fois la largeur, il faut choisir

» la carte cylindrique;

» Quand la longueur est inférieure à 1.5 fois la largeur, il

•> faut choisir la carte azimutale. »

8
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Carte où les parallèles sont elliptiques.

§ 148. — Appliquons à la carte azimutale authaliqiie la

méthode qui consiste à réduire toutes les ordonnées dans un

certain rapport. Les parallèles qui étaient circulaires deviennent

elliptiques; mais les équi déformées qui étaient circulaires devien-

nent des courbes du 4^ degré.

Prenons pour axes de coordonnées le méridien X= et le

méridien X==90°. La carte-azimutale a pour équations

X = 2 sin Ç ces A, ^ = 2 sin l sin A.

Multiplions x par k (ky 1) et divisons y par la même con-

stante; l'authalisme subsiste et l'échelle de superficie ne change

pas.

Les équations deviennent

a?= 2K sin ^ CCS A, y = -^ sin ? sin a,

ou, en coordonnées polaires,

Ig 9 = — tg A, p = 4 sin^ ^ [k^ ces' ^ +"
Fi

^^^^
^J-^

k k

Les dérivées sont

D.r Dy 2
p =:= — =— 2/c sin ^ sin A, »'=— = - sin ? cos A,
'

DA iA k

?x ^y 1

o = — =— ^ cos ^ cos A, q' = — = — - cos ^ sui A.

D^ Oy fi

11 vient ensuite

/>}f^
= cos^ ^ A:^ cos^ A -+- ces'' t, . — sin^ A,

1 1

\k^ sin^ ^ -^- TT cos^ A],

cos'' ^ A;'^
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L'équidéformée a pour équation

Pcos 'i A:
"I

^

[tg T — cos tg r]- = 4 tg- w = sin"^ A

|_ k cos i,\

cos À
k cos ? ^

Elle est représeniée sur la carie par une courbe du quatrième

degré. Soient les notations abrégées

L'équation est

4>I[4H— (a-+-HV)] = 'l6(R^ + 1)-t- (a-+-r)(a-'-HV)— 8H{«-^-r)•

La forme de celle courbe dépend des paramètres H et M.

Elle coupe Taxe des x au point de colalilude \ déterminé par

A = el (tg T — cotg If = [k cos ?
k cos ^

d'où deux solutions :

k cos ? = cotg T, solution toujours réelle;

k cos ^ ^ tg T, solution imaginaire pour tg T > A;.

Elle coupe l'axe des y au point de colatitude \ déterminé par

k cos ?^
A= 90» et (tg T — cotg Tf =

,

Vcos \ k

d'où deux solutions :

cos ? = /c ig T, solution toujours imaginaire;

cos i = A: cotg T, solution réelle pour tg T > /c.

Donc pour tg T < K, la courbe coupe deux fois l'axe des x

et ne coupe pas Taxe des y\ elle est composée de deux ovales à

cheval sur l'axe des x.

Pour tgT > K, la courbe a la forme d'un ovale; elle coupe

une fois chacun des axes.

Pour tg T = K, elle a la forme d'un 8 couché sur l'axe des x.
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Application numérique, — Soit

ti.T= l/?. 4fg^a; = 0.5.

L'équation devient

^2 ^ HV -H (1 + n-)xr -+- a(IO — 8H) + Hr (lOH^ - 8)

-^ IGH^— 40H H- 46 = 0.

Pour H > 2, elle se compose de deux ovales.

Pour H = 2, elle représente un 8.

Pour H = 1 , elle devient un cercle ac- -»- ?/2 = 2. C'est la

bordure d'un hémisphère.

Pour H compris entre 2 et 16, elle présente une striction à

Taxe des y. Cette valeur limite 1.6 est racine de l'équation du

sixième degré

H« -4- MH» H- H*[5 — M"-] — 2MIF— H^ -f- MH -+- 1 = 0.

Dans l'application traitée,

H6-+- 2.5 H''— 3.25 H*— 5H' — H^ -t- 2.5 fî -^ \ =0.

Recherchons les points oij la déformation est nulle. Ils satis-

font à l'équation

rcosê
j^Y ^

Ik CCS fJ
= sin-^ A — 1

-1- cos' A

Les solutions sont

k cos t
k cos f

;i = avec cos t= -- > solution réelle;
k

l^QO" avec cosf==A;, solution imaginaire.

Donc la déformation est nulle en deux points situés sur l'axe

des oc.

Exemples numébiqdes. I : tg^ = 2; H = 2. Forme d'un 8.

a; = 0. 0.655 0.975 1.255 i.555 1.765 2.03 2.30 2.45

y = 0. 0.300 0.402 0.468 0.484 0.471 0.414 0.294 0.
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Demi-longueur :
1'20'' = 2.45.

Largeur maximum : 0.4-84.

Déformation nulle : ^ = 4o°; colatitude : 90".

28
Cette courbe enferme une superficie égale aux — du globe.

Exemple II : H = 1.7. Forme ovale étranglée.

Équation :

o? -H 2.89r' -^ 3.89ar — 3.6a -+- 15.3r — 5.76 = G.

Demi-longueur sur axe des x : i = 57°; colatitude : 114";

a; = 2.19(fig. 2b).

0,637

So'

114- • =2,19

Fig. 25.

Demi-largeur sur Taxe des ij : q=!24°; colatitude : 48'

y = 0.594.

Largeur maximum : y = 0.657; pour a; = 1.01.

Déformation nulle : ç = 40°; colatitude : SO''.

Exemple 111 : H = l.o. Forme ovale.

Équation :

a^ -t- 2.25r -4- 3.25ar — 2a + 10.50r— 8 =

Demi-longueur sur axe des x : ^ = 47°
; a; = 2.

Demi-largeur sur axe des y :z=^ 50°; y = 0.816,

Déformation nulle : ç =^ oS"; colatitude : 70°.
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Caries à méridiens rectilignes.

§ 149. — Proposons-nous de faire la carte d'une région

symétrique par rapport à un arc de grand cercle. Cet axe servira

d'équaleur, et sur la carte il sera l'axe des x.

Découpons la région en bandes parallèles par des méridiens

équidistants, et représentons chacune de ces bandes par une

carte cylindrique à déformation minimum (I2), y = ns\n^.

Le paramètre n varie d'une bande à Tauire, suivant le plus

ou moins d'étendue en latitude; si nous juxtaposons les bandes,

elles ne se raccorderont qu'imparfaitement.

Proposons-nous de calculer une carte où n varie d'une

manière continue en fonction de la longitude, et pour cela,

supposons que la région ait un contour ovale; le paramètre n

s'approche de l'unité à mesure que l'on s'éloigne du méridien

central.

Pour celte raison, les méridiens de la carte ne sont pas équi-

distants; l'intervalle augmente à mesure qu'on s'éloigne du

méridien central.

Les équations de la carte seront

La condition de l'aulhalisme est

ces f
= pq' — p'q.

vient donc

CCS f
= pq ,

(1 ou q' = — .^
Ov p

d'où, en intégrant,

sin ^

y = '- -*- fonction arbitraire de >.
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Pour simplifier les calculs, nous supposons nulle celte fonction

arjditionnelle.

Il vient ensuite

^
Dy sin o Dp

La déformation est donnée par

, , „
,

/> ces y
4 ts 0) =

(

ces « -p

^ Tsiii y 1 OpT

[_COS ç> p^ D>J

La déformation est nulle quand chacun des carrés est nul;

d'où deux solutions :

Dp
CCS 9 = p avec — =- 0,

cos ? == p avec sin ^ = 0; d'où p = 1

.

Celte deuxième solution est sur lequateur.

§ 150. — Nous traiterons quelques exemples en choisissant

arbitrairement la fonction p.

Exemple I : Soit p une fonction du premier degré en >.

p = M -+- 2\>.

Puisque l'intervif'e des méridiens augmente à mesure que 1

croît, il faut que N soit positif.

Il vient ensuite : x= i\U + NP.

cos » cos y

p
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Les points où la déformation est nulle sont donnés par

1 — M
p = 1 = M -4- 2Na.

'JiN

Celte solution n'existe que si M < 1. Nous supposerons dans

la suite que IVI < 1. Ce point a pour abscisse

i — i)P

^' ^ m

La carte n'est pas symétrique par rapport au nul méridien.

Nous ne considérerons que les valeurs positives de T..

Calcul de la déformation, — Sur l'équateur, à cause de la

symétrie, il suffit de calculer m„,;

= ta;ï;
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La déformation se calcule par

4l,y^«==((gT-cotgTf
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Nous simplifierons les équations par l'emploi des variables

auxiliaires z et v définies par

= r V ==W^ H- 4N.Ï.

L'équidéformée est une courbe du sixième degré dont l'équa-

tion est

(,, _ zv"-) (2 -*- 4 tg' w) =: 4 N'z -»- 1 -*- V- -*- z^v'— 2zv.

Application numérique. — Soient choisis arbitrairement

M = , N = 0.20

,

A l'origine,

tgT = l/i, co = 19°50', 4tg^a=0.5.

Sur le nul méridien, le conjugué de l'origine a pour latitude cp4

tel que

cos%,==M^-f----==:=0.57, y, = 410.
M''

La déformation minimum a lieu à la latitude (pj donnée par

cos'y. = 0.57, ?3=:ï0°.

Sur l'équateur, la déformation est nulle à la longitude >i

déterminée par

4 —M
>, = = 0.98?) =- 56° 4.

1

2N

Le conjugué de l'origine a pour longitude ^q, déterminée par

1

M
1.^- =1.77 = 101°.

2N

Nous limiterons la carte à l'équidéformée conjuguée de l'ori-

gine, de sorte que dans l'intérieur de ce contour, la déformation
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ne dépasse jamais &) = i9°50' (fig. 26). Ce contour a pour

équation

2.5[v — zv'] = 0.1 i',z -t- v' ^- (1 — zvf.

«1^= %;

... X, =..5Ç.^^

Fig. 26.

Ci-dessous les ordonnées de quelques points :

x= 0.19 0.30 0.42 0.5S 0.71 0.90 1.14 1.44 1.875

2/ =0.927 0.89 0.85 0.77 0.71 0.63 0.55 0.45 0.51 0.

Deux telles cartes juxtaposées à leur nul méridien renferme-

raient une superficie égale ai'Xr^ du globe, s étendant en longi-

tude sur 202° et en latitude sur 82".

Les équidéformées ont la forme représentée sur la figure.

§ 151. — Pour les deux cartes suivantes, nous nous imposons

que le nul-méridien soit un axe de symétrie; il faut alors que x

soit une fonction impaire de X et s'anriulant avec A.

Carie VII. — Soiljt)= M -f- N^^. L'application des formules

du § 149 donne immédiatement pour les points à déformation

nulle :

Sur l'équateur le point X, par

p = 1 ou M -<- N>r = 1
;

d'où

1 — M
(1)
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Sur le méridien central, le point 93 par

cosyj= /) = M . .(III)

Ces deux points n'existent que si M < 1.

Pour calculer la déformation le long des axes, il suffit de

suivre les variations de m„ donné par

COS y

à l'origine

1

m == — •

" M

Sur l'équateur,

1

M -H Na'

Le conjugué du centre est à une longitude
/"a

déterminée par

m„/=M; d'où ),| =— -—
. . . . (II)

Sur le méridien central,

ces y

Le conjugué du centre est à une latitude <P4 déterminée par

m„=M; d'où cosn=M-. . . .(IV)

Remarquons que les points 3 et 4 sont déterminés par le seul

paramètre M.

Les équidéformées ont pour équation

\cos f p i p*

Applications numériques. — Imposons-nous la déformation
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au centre de la carte : soit 4 tg^w = 0.5. Cette détermination

fixe le paramètre iVÎ =-^ ^^"2 et les points (3) et (4).

cos ^3= M,
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La carte renferme les ~ de la surface sphérique.

§ 152. Carte VIII. — Soit choisi

M
p = __.

00 S" -

Nous prendrons la notation

).

n

Il vient

3p M sin f

3 X 71 cos^ t

L'application des formules du § 149 donne pour les points

à déformation nulle,

sur Téqualeur,

p = \. cos'f, = iVI: (I)

sur le nul méridien,

cosy3 = p = M (111)

La déformation le long des axes se calcule par

cosy 1

m = «' = =— CCS » CCS t,
'

p M

à l'origine

1

M

Sur l'équateur

m,„ = — • CCS'' /.
'" M

Le conjugué de l'origine est au point 2 donné par

m„^ = M. 008^2= M (Il)

Sur le méridien central,

\

m„ = — cos V.

M
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Le conjugué de l'origine est à la latitude cp4 déterminée par

cosyi=M* (IV)

Nous prendrons encore pour bordure de la carte lequidé-

formée conjuguée de l'origine. Cette courbe a pour équation

iV ( \

M = M cos^ l cos
M/ \ M cos^ t cos f

4
-+ ta- » . sin* t cos^ t

•

Application numérique. — Imposons-nous la déformation au

centre :

w^dQ^ÔO'; d'où m = i[/l.

Ce paramètre détermine immédiatement les quatre points

n = 60% ?5= <, = 45», t, = 33«.

y,= \ .225, y, = 1

.

L'étendue en latitude est déterminée; l'étendue en longitude

déterminera le second paramètre n.

Exemple : Soit X^ = 127" (cas traité au § 151), il vient

n^-= ^2.85,



1! vient

= 50»

( 1^28
)

y, = 0.805, 0.890.

La carie a une superficie égale aux ^ de la surface du globe.

Les équidéfoimées éiudiées aux §§ l^\ ot 152 ont la forme

indiquée à la figure 27.

C, = 45°

Fig. 27.

Remarque. — Pour les trois dernières cartes, nous nous

sommes imposé des méridiens reciilignes et parallèles. Nous

l'avons fait dans le but de simplifier les calculs et non pour

donner à la carte des propriétés particulières.

Nous avons été amené à faire des calculs parce que, après

avoir fait la carte de chacune des bandes, ces cartes partielles

ne se raccordent pas; dans la pratique, le calcul est inutile

lorsque le désaccord est de l'ordre des erreurs inévitables pro-

venant du dessin.

Il va de soi que la même méthode est applicable lorsque l'axe

de symétrie est un arc de petit cercle; mais dans ce cas, la mise

en équation conduirait à des calculs plus compliqués.
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Cautes intermédiaires.

Caries équidistantes.

§ 153. — 1° Carte de do l'Isles. Nous avons vu qu'on peut

représenter la surface terrestre en deux caries tronconiques avec

A. = 1.185, »= 2o30'.

Il faut sacrifier deux zones polaires d'amplitude 25°. La surface

ainsi sacrifiée

1= 0.0937 =—- de la sphère.
10.7

^

§ 154. — 2° Mappemonde en trois cartes. Une zone équa-

toriale et deux caloius polaires. L'échelle linéaire pour les

méridiens doit être la même dans tonte l'étendue de la mappe-

monde.

Pour la carte équatoriale, les équations sont

1 I

Pos?' l/cosy

Pour les cartes polaires, les équations sont

sin z sin z

Pour qu'il y ait raccord le long de la bordure, il faut que les

parallèles formant bordure soient à la même échelle.

Soit d la colalitude de ce parallèle.

z ^ / X
11

l'Wp)„imutaIe = « X = H ; ; (Wp) cylindrique
= = -. 1'

Sin z sin S
/- j m

^^g ,^ g^i^ ^

La concordance des échelles exige donc que l'on ait nd= \.
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Premier cas. — Ag minimum.

â
azimulale às= '

sm â

i

cylindrique A. =

La variation de S sera minimum si ces deux valeurs sonl

égales.

—= , d'où ^=1=57»5, d'où w==1.
sin^ sin ^

Donc la carie cylindrique est une carte carrée. A la bordure

m, = -;-!— = 1.185, A.=-^-i— = 1.185,
'^ sm 57° sm 57»

tg2X = 1 au pôle et à l'équateur.

A la bordure

lgn^ = 1.185, d'où « = 4040'.

§ 155. Deuxième cas. — Déformation minimum.

1 1

[cylindrique tg^ T =— ='

—

,

\ K cos (pi \/s\n â

) z s
\ azirautale tg^ T = =

sin z sin §

L'égalité de ces altérations donne

S= \/7Ï^S, d'où ^= 50° = 0.876,

mais nà = \, d'où n = 1.141.

Sur la carte cylindrique, l'indicatrice est circulaire à la latitude

donnée par

1

cos y = - = 0.876, <p = 28»
;

n



( 151

à l'ëquateur.



Calculons
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La condition ([) exprime qu il faut faire disparaître les termes

du premier degré dans les parenthèses. On vérifie aisément que

ces termes ont disparu par H = K = 1.

La formule (21) donne ensuite

4L . cos^ ? == (/3 — (}' cos ff -¥ {p' + q cos ff.

La condition (II) sera satisfaite si dans chaque parenthèse il

n'y a pas de termes du deuxième ordre.

(/' cos f p— q'U — Ç\=\ -H Dj.* H- E>^ — 1 — A =

— Bi^ ^ H termes du 4" ordre.
2

Les termes du deuxième ordre disparaissent par

coeft. \^ = 0. E— B = 0. . . .(i;

^ = u. D — A + i = . . . . (2)

L'autre parenthèse donne

-^qcosf = p' + qii
I

= 2Bf > -+- 2Dyi -+- termes du 4" ordre.

Les termes du deuxième ordre s'annulent si

B H- D = (3)

Les équations (1), (2), (5) déterminent les coefficients D, A, E
en fonction de B.

11 vient alors

i

x = x— Bf-'A -H - Bx^
5

En négligeant les termes du quatrième ordre,

cos ip = i —

,
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alors X prend la forme

a; = A CCS ? -t- (- — BJ y'A -t- By )i'.

Il est inutile de vouloir abaisser l'ordre de a au-dessous du

second. Et Tissot arrête ici ses calculs.

157. — Mais s'il avait continué à abaisser le degré de

sin M, il aurait bientôt reconnu le développement en série de la

carte orihomorphe; pour cette carte, l'altération de longueur

est toujours du second ordre, et l'aliéralion d'angle est nulle.

§ 158. — Nous allons montrer par un exemple que les cartes

orihomorphes sont aussi avantageuses que les cartes de Tissot.

Étudions la carte de l'Espagne. Dans une première carte, Tissot

inscrit cette région dans une ellipse dont les axes sont dans le

rapport 4: 5. 11 obtient A,„ = 1.0018.

Faisons au contraire une carte azimulale orihomorphe; ce

sera une calotte de rayon S^IO', et nous aurons

A„.= -!- = 1,0020.
CCS* i

La carte de Tissot n'est donc pas plus avantageuse.

Dans la deuxième carte, Tissot inscrit l'Espagne entre deux

cercles de latitude; il obtient alors une plus grande altération :

A„ = 1.002454.

Faisons une carte conique orihomorphe; nous obtenons

A„= 1.002342.

Cette carte est donc préférable à celle de Tissot.

Conclusions. — Nous avons admis avec Tissot que la défor-

mation doit être aussi petite que possible; nous avons satisfait à

cette condition et nous avons fait une application à un cas traité

par Tissot; nous en concluons que la carte orihomorphe est

aussi avantageuse. Quant à la simph'cité des formules de Tissot,

en vue de simplifier les calculs, elle est illusoire. Les tables

donnent aussi aisément les fonctions trigonométriques que les

fonctions algébriques.
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CHAPITRE XIV

Cartes azimutales discontinues.

§ 159. — Soit à représenter une zone sphérique; la carte du

preniit r groupe la plus avantageuse est une projection tron-

conlque.

Mais il est des cas où le cartographe désire que les méridiens

extrêmes de la carte se juxtaposent comme dans la projection

azimutâle.

Exemples : Carte de la périphérie de l'Asie; carte de la

périphérie de TAustralie. Le centre de ces régions étant déser-

tique, le cartographe admettra une discontinuité au centre de la

carte. Si l'on admet cette discontinuité, la carte de la deuxième

classe = 1, p = f[z), p„ = o n'est pas la plus avantageuse.

Nous en donnons deux exemples.

Carte authalique.

§ 160. — Exemple I : La carte a pour équation

e= x, p^ = A — 2 cos z.

} d'où S = wî,„m,, =1.

\sm zl

Il sufïli de calculer

sin^z
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L'équalion de la carte est alors p^ = 1 .80— 2 eos z,

sin'z

1.80 — 2cosz

pour

2 = 90» wl = 0.555 =—

,

1.80

z = d7" w^=1.80.

Ainsi pour la zone 2= 37" à 5^ = 90°, l'altération de longueur

ne dépasse jamais A„ = 1.80. La carte azimutale po = o aurait

donné A„ = 2.

Mais p s'annule pour z = 26". Le centre de la carte est

discontinu. Le cartographe le masquera en y plaçant par

exemple la légende.

DEUxrÈME EXEMPLE NUMÉRIQUE : Imposous-nous que la déforma-

lion soit nulle le long du parallèle de colatitude 60". Il vient

alors A = 1.75.

ml = 2 à la colatitude 39° 10'

nil,= ^ à la colatitude 96"30'.

La superficie comprise entre les deux latitudes vaut les 0.i^4

de la surface de la sphère.

Carte équidistante.

§ 161. — Exemple 11 : Considérons la carte

w„ = 1,= A, p = k
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La latitude 68" est conjuguée de féquaieur.

A„ = ;^' = T.n'=,.57.
('»p)60

Poslel eût donné A„ = 1.57.

'"m

Postel eût donné Ig^ T = \ .57.

Ainsi cette projection convient très bien pour représenter la

zone comprise entre les coiatitudes z = 68° et z = 90".

p s'annule pour z = 23°, d'où nécessité de masquer le milieu

de la carte.

Ces deux exemples suffisent pour montrer que, à ne con-

sidérer que le maximum d'aliération locale, les cartes azimulales

disconlinues présenvent des avantages incontestables et qu'il y

aura souvent lieu de les appliquer à la représentation de certaines

régions dont le centre peut être sacrifié, par exemple : la carte

des pays riverains de l'Océan Atlantique nord, ou la carte agri-

cole de l'Asie ou de l'Australie.

CHAPITRE XV

Conclusions de la première partie.

Le chapitre final de ce travail traite du choix des cartes; nous

anticipons sur ce chapitre, en traitant ici cette question, pour le

cas particulier où l'on n'a en vue que les altérations locales. Ce

point de vue est le seul qui soit généralement étudié par les

auteurs; nous aurons l'occasion de montrer plus loin que ce

n'est pas le plus important.

Premier cas :

Le cas le plus simple est celui où l'on cherche à réduire le

plus possible le maximum d'altération, sans avoir égard à

l'endroit où se produit ce maximum.
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A. — Mappemondes.

Nous rappelons ici les exemples traités.

A,„ As co

i. Une carte cylindrique orihomorphe don-

nant 0.86 du globe 2

2. Deux cartes ortliomorplies azirautalcs . 2

3. Deu\ caries orthomorphes coniques

donnant g^ du globe 1.33

4. Trois cartes orthornorpbes 1.25

5. Une carte authalique cylindrique 0.866

du globe 19°40'

6. Deux cartes aulhaliques azimutales sans

déchirure lO^iO'

7. Deux cartes authaliques avec déchirure

angulaire O'SO'

8. Deux cartes authaliques tronconiques

donnant |g du globe 9° 15'

9. Trois cartes aulhaliques 9°I5'

10. Une carte équidistante cylindrique

0.866 du globe 2 2 9°50'

11. Deux cartes équidistanles tronconiques

^ du globe 1.185 1.18S 2030'

12. Deux cartes équidistantcs azimutales . 1.57 1.57 ISHO'

13. Trois cartes équidistantcs. .... 1.18S 1.184 4°40'

14. Trois cartes équidistantcs 1.51 1.31 S'SO'

B, — Carte d'une région.

C'est la forme du contour de la région qui est le seul guide

dans le choix de la carte. Si le contour a une forme circulaire,

on choisira une carte azimutale. Si la région est allongée suivant

un petit cercle entitr, une carte azimutale disc(»ntinue. Si elle

s'étend suivant un arc de petit cercle, une carte tronconique. Si

elle est allongée suivant un arc d'orthodromie, une carte cylin-

drique.
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Pour le cas particulier où la carie doit être authalique, on

préférera une carte azimutale quand la longueur ne dépasse pas

1.5 fois In largeur; on choisira une carte cylindrique quand

la longueur dépasse 1.5 fois la largeur.

Deuxième cas :

On a égard à l'endroit où se produit le minimum d'altération.

Celte considéralion est souvent perdue de vue par les auteurs
;

elle est pourtant d'une grande importance; ainsi pour les cartes

de l'Algérie, il convient le plus souvent que les régions voisines

de la côte soient représentées avec le minimum d'altération; de

même, pour les cartes de la Scandinavie, on s'efforcera de

placer le minimum d'aliération dans la partie méridionale.

Nous aurons l'occasion de montrer, à la cinquième partie de

ce travail, que le choix le plus judicieux se fait en partageant

préalablement la région en plusieurs fragments. Toutefois, les

nombreux exemples étudiés nous fournissent dès à présent un

assortiment varié de cartes, parmi lesquelles on pourra faire le

choix.

Nous rappelons ci-dessus les cas étudiés pour les cartes

autlialiques; nous indiquons, pour mémoire, quelle est l'étendue

qu'on peut représenter avec une déformation maximum de

19-30'.

1. Carte cylindrique, 0.866 du globe. Déformation nulle le long

des parallèles à 22" de l'axe.

2. Carte azirautale, 0.500 du globe. Déformation nulle au centre.

5. Carie azirautale discontinue, 0.444 du globe. Déformation

nulle au parallèle moyen.

4. Carte de Flarasteed modifiée, 0.58 du globe.

5. Carte de Flarasteed, 0.56 du globe. Déforraation nulle le long

des deux axes.

6. Carte de Werner, 0.26 du globe. Déforraation nulle le long de

l'axe.

7. Carte à méridiens elliptiques. Déforraation nulle en deux points

du méridien central.
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8. Carte à parallèles elliptiques. Déformation nulle en deux point»

de l'axe des x.

9. Carte î/ = 2 sin ^ y. Déformation nulle le long de l'équateur.

10. Carte y =-^%ïf- Déformation nulle en deux points du méri-

dien central.

11. Carte de Collignon.

12. Carte a; = MA-4- Nx^. Déformation nulle en deux points de

l'équateur.

13. Carte ac = Mx -f- ^ Ma" ) Déformation nulle en quatre points,

14. Carte x = m Ig- \ deux points sur chacun des axes.

Les huit dernières cartes de ce tableau comportent un ou deux

paramètres arbitraires. Cette énuméralion suffit pour montrer

que le cartographe peut faire choix parmi ime variété infinie de

cartes.



DEUXIEME PARTIE

PROJECTIONS
SUR SURFACE DÉVELOPPABLE

§ 162. -- S'il s'agit de faire la carte d'une région très petite,

la méthode la plus siniple el qui se présente le plus naturelle-

ment à l'esprit est de faire une projection orthogonale. Alors

A,„ = A, = tg^T =
COS JT

Toutes ces altérations sont du second ordre.

S'il s'agit de faire la carte d'une région disposée suivant une

zone sphérique, on pourra, par analogie, placer un cône tangent

ou sécant à la sphère, de manière qu'il épouse le mieux possible

la surface terrestre.

§ 163. — La représentation obtenue sera de la quatrième

classe, G = hi, p = f{z).

Le coefïicient n ne dépend que de l'acuité du cône. En effet,

soit h l'angle au sommet du cône; g la génératrice (tig. 28).

Fig. 28.

Le cercle de base a pour circonférence

2t/'= 'ixg sin h.
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Sur la carie, la ligne AB a pour longueur

AB=2Tgfw, d'où n = sin A.

§ 164. — Quand le cône est sécant à la sphère suivant les

parallèles de colatiiude v ei w, on a

V 2 j^ sin/»= n (fig. 29).

Fig. 29. Fig.

Si le cône est tangent suivant le parallèle cie colaiiiude Z|, il

vient cos zi = sin h = n. Sur ia cane, le

parallèle de tangence est un cercle de rayon

Pi = i§^i (fig- 50).

Projection orthographique épiconique.

§ 165 — Soit un cône langent le long

du parallèle de colatiiude zj.

p = AB = tgz, — BC (fig. 51),

BC = sin [Zi — z),

d'oîi

p = tgzi — sin (z — Zj),

dz
== cos (z — z,),

m„ = n —— = cos Zi = [sin Zj— cos z, sin (z — Zj)].

sin z sin z sin z
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Le long du parallèle jzj, on a m^ = m^ = 1.

I es conditions de raiiiiialisme ou de rorthomorphie ne

peuvent être mises sous une forme simple.

Ct'lle projection n'est pas étudiée par les auteurs.

Cas limites :

I h == 90°. w = 1. Projection orthographique p == sin z.

11. h = 0°. n = 0. Projection cylindrique aulhalique.

§ 166. — Germain a étudié une projection épiconique où les

projetantes sont paralléhs à Téquateur.

iVIuidoch a élu. lié une projection où les projetantes sont

issues du centre du globe.

§ 167. — D'autres représentations peuvent s'interpréter

comme projections épiconiques.

I. Projection équidisiante simplifiée :

BA' = arcBA (fig. 32).

jO = ig z, -t- 2 — Z, , e = A cos Zj.

II. Projection de Stromeyer :

CA' = CA =p (fig. 55).

Mais il faut alors donner de l'extension au mot

M projection »
; en r«'alité, il n'y a que les méri-

diens qui soient vraiment projetés.

§ 168. - La manière de placer

le cône par rapport â la sphère et

la laçon de projeter les points du

'a' globe sur le cône ne permettent pas

de prévoir quelles seront les altéra-

Fig. 3S.
,i„„^,

Fig. 33.

Par «xemple la projection cylindrique orthographique est

aulhalique, tandis que la projection orihographique azimutale

ne l'est pas.
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Autre exemple : La projection orthomorphe azimutale est une

perspective avec le point de vue à l'antipode de la carte, tandis

que la carte cylindrique orihouiorphe s'exprime par une fonction

logarithmique.

Il est beaucoup de cartes qui ne peuvent s'interpréter comme

projections épiconiques. Telle la projection d'Albers IV2.

Certains auteurs vont jusqu'à considérer la projection de

lioone comme une projection conique modifiée. De même, la

projection de Flamsteed serait une projection cylindrique

modifiée.

Cette assimilation est tout artificielle. Elle amène à classer

dans deux catégories différentes la carte de Flamsteed et celle de

Mollweide. Cependant ces deux systèmes ont entre eux beaucoup

de parenté.

§ 169. — On peut s'étonner que les auteurs n'aient pas

cherché à projeter sur une surlace développable disposée autre-

ment; par exemple sur une surface cylindrique à base elliptique.

g 170. — Nous avons vu qu'un cercle infiniment petit de la

sphère est représenté sur la carte par une ellipse. On peut

toujours placer la carte par rapport au globe de manière que le

cercle et l'ellipse soient deux sections du même cône; alors la

carte est une perspective pour le point considéré. Celte remarque,

empruntée à Tissot, est sans aucune conséquence pratique.

§ 171. Conclusions. — Ni pour exposer la théorie des repré-

sentations cartographiques, ni pour en établir de nouvelles, il ne

convient de les considérer comme des projections sur surface

développable.



TROISIEME PARTIE

ALTÉRATIONS INTÉGRALES

CHAPITRE PREMIER

Échelle de superficie.

§ 172. — Nous avons étudié le rapport entre les valeurs

extrêmes de l'échelle élémentaire de superficie, nous l'avons

désignée par Ag.

Un renseignement plus utile à connaître est le rapport entre

les valeurs extrêmes de l'échelle de superficie pour des portions

finies; ainsi, sur une carte d'Europe, il est plus important de

connaître le rapport entre l'échelle de l'Espagne et l'échelle de

l'Allemagne, que le rapport des échelles de la Belgique et de la

Serbie.

Ce rapport peut toujours s'obtenir par le calcul Intégral. Nous

traiterons seulement un exemple simple par un procédé plus

rapide.

§ 173. — Soit une carte azimufale représentant une calotte

de 60". Nous avons calculé A^ pour les diverses projections.

Partageons cette calotte sphérique en deux parties d'égale

superficie par un cercle de latitude. C'est le cercle de colati-

tude 41 °5 déterminé par

sin^îx = isin^ 60" = 0.125.

Considérons ensuite les diverses cartes et calculons le rapport

sur la carte, de ces deux surfaces :

1° la calotte p^,^;

2° la couronne circulaire comprise entre pn,^ et p^o.

Nous représentons ce rapport par [Ag].

10
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§ 174, — Opérons de même pour les cartes cylindriques.

Sur la sphère, partageons la zone 0° — 60° en deux zones d'égale

superficie par le parallèle de latitude 25°40' et mesurons, sur la

carte, le rapport de ces deux zones.

[As] As

Orthographique .... p= s'\nz 1.41 2

p = 3sin- 1.06 1.M5

Postel p = z 1.09 1.21

2sinÇ
Breusing p = —r=: ••'13 1.345

l/cos ?

P
= 3tg^ 1.20 1.43

ô

z
Orthomorphe p = 2 tg - 1.33 1.78

Gnoraonique p= tg2 2.82 8

Carrée ^ = ? ' «^^ ^

Mercator ... 1.85 4

Perspcclive (y;=tgy 2.61 8

Il n'apparaît aucune relation entre Ag et [A^]. Sinon que les

cartes se rangent de même, en considérant As ou en consi-

dérant [As].

CHAPITRE II

Échelle linéaire.

§ 175. — Soit tracée sur la carte une orthodromie; pour

chaque élément de l'orlhodromie, on peut calculer l'échelle

linéaire élémentaire et, par une intégration, calculer la longueur

sur la carte de l'orthodromie. Mais ce n'est pas ce qui nous

intéresse, car pour connaître la distance entre deux points de la
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carte, on mesure la distance en ligne droite; donc la distance

doit être calculée par la formule

V{^-.
(!/. — 3/2)''-

§ 176. — Pour rendre sensible la variation de l'échelle

linéaire intégrale, nous proposons de dessiner sur la carte un

petit cercle de la sphère. Nous lui donnerons le nom à'indica-

teur.

Quel doit être le rayon de l'indicateur? Pour le déterminer,

considérons que si l'on veut connaître la distance Liége-Ostende,

on fera cette mesure sur la carie de Belgique et non sur la carte

d'Europe, autrement dit, sur une carte dont la plus grande

dimension est n°, on mesure rarement des distances inférieures

à i n°.

Il paraît rationnel de choisir un rayon d'indicateur compris

entre n et i n.

Les recherches que nous avons faites ne concernent que les

cartes azimutales.

Cartes azimutales de 60°.

§ 177. — Indicateur de 60°.

A. Plaçons le centre de l'indicateur à la bordure de la carte,

en A (fig. 34).

Fig. 34. Fig. 35.

Les valeurs extrêmes à calculer sont AB = peo et AC.
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1

Angle ABC == arc cos - = 70°5,

•d'où

AC ==AB X 2 cos 35°i5 = AB X 1 .63.

B. Plaçons le centre de l'indicateur en D, à mi-distance du

centre et de la bordure (fig. 35).

Les vecteurs à calculer sont DE et DF.

DE= 2 X Pzo. L'angle DGF vaut 81"= arc cos 0.1 S45.

Df' = Dg' ^ Fg' — i> . DG . GF . cos . 81° = Dg' + Gf'

— 0.309 DG . GF = plo + plo— 0.503 . ^30 Poo.

Notation : [A„] = rapport entre les valeurs extrêmes du

rayon de l'indicateur.

Orthog. Authal. 3sin|. Postel. Breusing. 3tg?. Orthomorphe. (Inomon.

AB 0.866 1.000 1.025 60 1.075 1.09 1.155 1.73

AC 1.41 1.630 1.67 98 1.75 1.775 1.88 2.82

DE 1.00 1.035 1.040 60 1.05 1.059 1.07 1.155

DF 0.93 1.054 1.089 62.5 1.12 1.135 1.20 1.74

[AJ 1.63 1.63 1.63 1.C3 1.66 1.68 1.755 2.44

Pour mémoire :

A„ 2 1.33 1.26 1.21 1.238 1.26 1.53 4

Conclusions : La connaissance de A„ ne permet pas de pré-

sumer la valeur de [AJ. Ainsi pour toutes les projections depuis

p = sin « jusque p = z, A„ varie depuis 1.21 jusque 2, tandis

que [Aj est constamment égal à 1.63.

Cartes azimutales d'un hémisphère.

§ 178. — A. Indicateur de 90°.

A,, centre de l'indicateur en D à la bordure de la carte

(fig. 36); valeurs extrêmes BA et BD.



( 149 )

BA = PO.,

BD = BA X l/'2 =
P90

l/i.

A2, centre de rindieateur en H à 45" du pôle; valeurs

extrêmes : HK et HD (fig. 37).

no = KhaV ad' == |/r4 + plo-

B. Indicateur de 135°. Le contour est un petit cercle de

rayon 45°.

B^, centre de l'indicateur en B à la bordure de la carte;

valeurs extrêmes : BK. et BC (fig. 38).

Fig. 39.

i 3
BC = 2 X AB Xsin-135»= -. AB X 1.235.

2 2
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Puisque l'échelle de BC est intermédiaire entre l'échelle de

BA et celle de BD, il est inutile de la calculer. De même,

réchelle de BK est toujours comprise entre celle de BA et celle

de HK.

Bg, centre de l'indicateur en P, à 67*^2 du pôle; valeurs

extrêmes : PM et PN (fig. 39).

90°

130°

PM =
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BC = BA — AC = pm— pj,,

B'C = AC -+- AB'= P30
-*- pGo,

BD =2p,2osinil09'' = ->.1.Sp,2),

B^'=Âd' -+- Âb'— 2AD.AB'cosB'AD

= 9m -^ pGo— "-iÇm Peo COS VCS.

Fig. 40. Fiff. 41.

Ag, centre de l'indicateur à 90" du pôle, en K (fig. 41).

Les vecteurs à calculer sont AK et KE.

AK =
P90.

AE^ Pm -+- Pm-

A3, centre de l'indicateur en C à 30° du pôle (fig. 42).
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Le seul vecteur à calculer est CM.

Notations :

P90 PiiO Pzo Pgo

90"*^' 420""^' 3Ô~"^' 60^'

Les échelles des vecteurs sont

4 1

BC =-p — ~~q, B'D'= 1.78p^-+- 0.445 «' -0.593 /)«,

3 5

i 2
B'C=-ûf -t- -t, AK =w,

3 3

BD =2.i8p, KÊ' =r' -+- d.78/j% CM' = u*-+--7^

Autkl. 3sin^' Postel. Ereusing. 3tg^- Orthom.

BC
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B. Indicateur de 120°.

Bj, centre à la bordure en B (fig. io).

Vecteurs à calculer : BA, BF.

BA = /3|2o, BF == 2/5120-

Ainsi la variation de l'échelle sera au moins égale à 2.

T

Fiff. 44

B2, centre à 60° du pôle, en P (fig. 44).

Vecteurs à calculer : PB' et PM.

PB' =2/500.

pm'^paVâm'

L'échelle de PM est donc

2AP.AM.C0SMAB'.

v/1 pt.

C. Indicateur de 150°.

Cj , centre à la bordure, en B (fig.

Vecteurs à calculer : BH, BK.

BH = /J,20 -H Pso,

BK. =-
^,20 -- /Jgo,

échelle= - p
1
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Cq, indicateur à la bordure.

Vecteurs à calculer : INB' et NF (fig. 46).

NB' = p,o

5 2
échelle = -v -^ -t,

o

NF ^9J -*-
Pl-205 r^»''-

D. Indicateur de 180°, c'est-à-dire distance d'un point

à son antipode.

Plaçons-les tous deux sur un diamètre.

D^, un point à la bordure; son antipode à 60° du pôle.

2 ]

Distance= p^.) -^ pm, échelle = -p -^ - t.

3

D^, les deux antipodes à 90° du pôle.

Distance= 2p9a

,

échelle = v.
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Authal. 3sin|. Postel. Breusing. 3tg|. Ûrthoin.

p 0.825 0.920 1 1.17 1.20 1.66

2^ l.fi.H 1.84 2 9.54 2.40 3.52

« 0.955 0.98 1 1.03 1.04 1.105

|f\/ i-4.p5s_^-p« 1.08 1.175 1.26 1.43 1.46 1.92

0.900 0.955 1 1.07 1.101 1.275

p^-q 0.858 0.95S 1 1.14 1.162 4.53

1^
H

5' 5

3 4
p 1.195 1.308 1.4 1.57 1.62 2.09

tv-\-^l 0.922 0.964 1 1.053 1.076 1.207
5 5

^. / V 0.900 0.955 1 1.07 1.101 1.275

^ J 2 1

o) -»+-< 0.868 0.941 1 1.12 1.147 1.473
S( 3^ 3

[AJ=222 2.27 2.25 3

Pour mémoire, A,„ = 4 2.90 2.42 2.83 2.90 4

Nous constatons encore une fois qu'il n'y a aucune relation

entre A„. et [AJ. Les projections depuis p = 2 sin i z jusque

p ï= z ont toutes le même [A„].

Cette valeur de [Aj est plus petite que celle obtenue par l'in-

dicateur de 90°, lequel donne [Aj = 2.18 au moins.

Échelle cartographique.

§ 181. — INous appellerons échelle cartographique, la gra-

duation placée en annexe d'une carte et qui sert à mesurer les

distances sur la carte.

Considérons un cas simple : une carte authalique d'ampli-

tude 60°. Nous avons vu, § 177, que pour cette carte A„ = 1 .33,

[A,„] = '1.63.
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Soil donc dessinée une carte où un degré au centre mesure
i"i™745, alors AB mesure 100 millimètres et AC mesure 163 mil-

limètres (fig. 34). A la périphérie de la carte, un degré mesure

1.745 X 1.33- 2' -32.

Quelle graduation faut-il annexer à la carte?

Première méthode : atlas allemands. — Échelle cartogra-

phique ^échelle élémentaire au centre de la carte. i°=l"'"745.

a) Au centre, 1° == 1°,
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a) Au centre, 1° = -—^ = CSâ, erreur = 22 "/o.

i>.52
6) A la bordure, 1°= = ^OO, » i) "L.

100
c) AB mesure = 47°, > ï^8°/„.
^ 2.13 '

'

163
f/) AC mesure == TG^S, » 28%.

2.i3

Cette graduation donne pour la mesure des grandes distances

l'erreur la plus petite. Cette erreur, en 7o, se calcule par

Pour les cartes azimutales représentant un hémisphère (§ 178)

l'erreur est de 19% pour les distances comprises entre 90° et

180". •

Cartes de 120° : Distances de 120° à 180°. Erreur

CHAPITRE m

Écart orthodromique.

§ 182. — Il est une altération intégrale que Tétude des alté-

rations locales ne laisse pas entrevoir : une orthodromie est, en

général, représentée sur la carie par une ligne courbe. Nous nous

proposons de mesurer de combien cette courbe s'écarte de la

ligne droite; quand la distance est infiniment petite, cet écart

est nul
;
quand la dislance est de 180°, l'écart ne peut être évalué,

car il est une infinité de chemins orthodromiques joignant deux

antipodes. Nous ne considérons que des distances de 90°, et, pour

simplifier les calculs, nous placerons les extrémités à la même
latitude.
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Caries où les parallèles sont rectitignes et parallèles.

Exemple I : L'écart est nul à l'équaleur ; si la carte s'étend

jusqu'à la latitude 60% on peut tracer une orthodromie de 90"

tangente au bord de la carte et aboutissant à deux points situés

à la latitude de 38". L'écart est donc au moins de

60° — 38°= 22".

Cartes azimulales.

Exemple II : L'écart augmente à mesure qu'on s'éloigne du

centre; soit une carte représentant un hémisphère; une ortho-

dromie de 90° à la bordure de la carte est telle que la flèche

vaut 0.414 de la corde.

Cette flèche s'évalue en degrés par l'équation de la carte :

1

I. Carte authalique : p = 2 sin -z, écart ==30'>.

28°.

24°.

I. ig-i.

45°.

C'est donc, pour le cas considéré, la carte orthomorphe qui

donne le plus petit écart.

Nous aurons l'occasion de mesurer cet écart sur d'autres

cartes.

II.



QUATRIÈiME PAKTIE

USAGE DES CARTES GÉOGRAPHIQUES.
CHOIX D'UN SYSTÈME DE PROJECTION

CHAPITRE PREMIER

Globes terrestres.

§ 183. — Le globe terrestre est une représentation exacte,

à une échelle déterminée, des accidents planimétriques de la

surface terrestre.

Voyons comment on peut résoudre sur un globe terrestre

certains problèmes qui se présentent lorsque l'on traite des

questions de géographie. Pour la facilité de l'exposition, ces

problèmes seront énoncés sous forme concrète.

Premier problème.— Mesurer la distance Londres-Shanghaï.

Solution : Prendre au compas la distance de ces points et la

reporter sur un grand cercle gradué.

Deuxième problème. — Mesurer la longitude et la latitude de

Lyon.

Solution : Lyon apparaît dans un trapèze curviligne formé

par les deux méridiens voisins et les deux parallèles voisins. En

s'aidant des côtés de ce trapèze, on pourra résoudre le problème

avec beaucoup d'exactitude. (Interpolation graphique.)

Problème analogue. — Comparer la latitude de Lyon à celle

de San-Francisco.

Troisième problème.— Tracer l'orlhodromie Londres-Shangaï.

Solution : Au moyen d'un appareil auxiliaire mobile qui se
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compose esseniiellement d'un grand cercle de la sphère, faire

passer un grand cercle par les deux points donnés et tracer

rilinéraire.

Ce problème ne demande jamais une grande précision ; en

effet, si l'on se propose de tracer un itinéraire de navire, il

faudra que le navire s'écarte de l'orlhodromie pour tenir compte

des courants marins et des vents; ainsi, par exemple, la route

Yokohama-San-Francisco diffère de la route San-Francisco-

Yokohama. Et si l'on trace un itinéraire sur terre ferme, il

faudra encore s'écarter de l'orlhodromie afin de passer par cer-

taines villes, éviter les régions de moindre viabilité, etc.

Quatrième problème. — Mesurer l'azimut de la direction

Oslende-Douvres.

Solution : Cet angle se mesure à vue.

Si la direction est déterminée par deux points éloignés, la

question n'est posée que si l'on fixe que c'est la loxodromie ou

l'orlhodromie, ou tout autre courbe joignant les deux points.

Problème analogue. — Mesurer l'angle de deux directions.

Cinquième problème. — Tracer la loxodromie Londres-

Shanghaï.

Nous estimons que ce problème n'est d'aucune utilité; nous

ne connaissons aucun phénomène ayant quelque rapport avec la

loxodromie; et il faut remarquer que les itinéraires de navires

ne sont pas des loxodromies.

Sixième problème. — Mesurer la superficie de la Chine. Le

réseau des parallèles et méridiens partage le pays en trapèzes

dont on calcule aisément la surface. Le procédé est aussi précis

qu'on le veut; il suffit de diminuer la grandeur des trapèzes-

unités.

Problème analogue. — Comparer la superficie de la Chine à

celle de la Sibérie.

Remarque. — Le globe terrestre ne peut jamais fournir des

indications de grande précision, car, en général, le dessin est
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imprimé sur du papier découpé en fuseaux, lesquels sont ensuite

collés sur une surface sphérique.

Il va sans dire que quand on désire une plus grande précision,

il faut recourir au calcul trigonoméirique.

CHAPITRE II

Usage des cartes.

§ 184. — Nous ne définirons pas une carte : « une repré-

sentation d'une partie de la surface terrestre •, car on n'a jamais

l'impression qu'on a sous les yeux une portion de la surface

terrestre.

Nous définirons la carte : « un dessin plan fournissant certains

renseignements géographiques relatifs à une portion (ou à la

totalité) de la surface terrestre.

Cette définition nous fait entrevoir que le marin, l'ingénieur,

l'agronome, le militaire ne se servent pas des mêmes caries;

et, d'autre part, nous sommes avertis qu'il ne faut pas prendre

sur une carte les renseignements qu'elle n'est pas destinée à nous

fournir.

Soliilion des six problèmes fondamentaux.

§ 185. — Quel que soit le système cartographique, toutes

les cartes qui portent le réseau des parallèles et méridiens

permettent de résoudre les problèmes n" 2 et n° 6 (mesurer les

coordonnées d'un point, mesurer une superficie) par les mêmes
procédés que lorsqu'on se sert d'un globe terrestre.

Lorsque la carte est aulhalique, on peut, à l'aide d'un plani-

mètre, mesurer une superficie avec précision.

Problème n° i . — Mesurer la distance Londres-Shanghaï.

Aucune carte ne donne une solution pratique de cette ques-

tion. Certains auteurs expliquent comment on peut faire cette

mesure sur une carte aulogonale. Il faut pour cela :

1° Tracer l'orlhodromie qui joint les deux points;

H
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2° Partager l'itinéraire ainsi tracé en un grand nombre de

parties; calculer Téchelle linéaire pour chaque portion; mesurer

la longueur de chnque portion et additionner.

11 n'y a pas lieu d'admettre ce procédé; on aurait plus tôt fait

de calculer par la trigonométrie la distance des deux points

après avoir mesuré leurs coordonnées géographiques 1, cp.

Problème n° 3. — Tracer l'orlhodromie Londres-Shanghaï.

Une carte gnomonique donne une solution simple: il suffit de

joindre les deux points par une droite.

Problème n° 4. — Mesurer un angle.

Les cartes orthomorphes permettent de mesurer l'angle au

rapporteur. La mesure des azimuts est facilitée quand les méri-

diens sont rectilignes.

Problème n" 5. — Tracer la loxodromie Londres-Shanghaï.

La carte de Mercator donne une solution simple : il suffît de

joindre les deux points par une droite.

De cette rapide étude, nous concluons :

1° Aucune carîe ne peut servira mesurer les distances;

2" Les cartes authaliques et les cartes orthomorphes paraissent

être les plus utiles;

3" Il faut signaler aussi la carte gnomonique et la carte de

Mercator.

§ 186. — Proposons-nous de résoudre le problème : Étant

donné le cadre d'une carte, quelle est la portion de sphère qu'on

peut y représenter?

Supposons que le cadre est un carré; traçons sur le globe

deux orthodromies perpendiculaires et, à partir de leur intersec-

tion, portons sur chaque bras de la croix une même distance,

60° par exemple. Nous déterminons ainsi les quatre coins de la

carte; il reste à déterminer de quelle manière nous pouvons

joindre ces quatre coins.

Exemple I : Joignons les coins par des orthodromies. Nous

formons ainsi une figure ayant à chaque coin un angle

126°S0' = 2arclg2.
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L'apothème vaut arc lgl^1.5 = SO^To = les 0.845 de la

demi-diagonale.

Pour que le cadre de la carte soit un carré, il faut la carte

gnomonique. L'angle de 126° est représenté par un angle droit.

Le rapport de l'apothème à la demi-diagonale est 0.707 au lieu

de 0.845.

ExEMPLK II : Joignons deux coins consécutifs par un arc de

petit cercle parallèle à la bissectrice des diagonales. Nous formons

une figure ayant à chaque coin un angle de 53° = 2 arc Ig 0.5.

L'apothème vaut 38° = 0.633 de la demi-diagonale.

Pour que ce cadre soit représenté par un carré, il faut une

carte orthographique.

Exemple ÎII : Dessinons à chaque coin un angle droit, dont

les côtés sont un arc de petit cercle; l'apothème vaut 44''5, soit

les 0.74 de la demi diagonale.

Ce cadre sera représenté par un carré si la carte est stéréo-

graphique.

Remarque. — Dans l'exemple I, pour tracer sur le globe le

cadre de la carte, il faut tracer l'intersection de la sphère avec

une pyramide ayant son sommet au centre de la sphère.

Dans l'exemple II, c'est l'intersection de la sphère avec un

prisme droit à base carrée.

Dans l'exemple III, c'est l'intersection de la sphère avec une

pyramide ayant son sommet à l'antipode du centre de la carte.

Exemple IV : Calculons une carte authalique représentant la

portion de sphère délimitée par quatre orthodromies. La demi-

diagonale est représentée par la longueur 2sin — ==i. Les

coins de la carte sont donc distants de 1.414. L'apothème est

représenté par une longueur de 2 sin i 50°75 = 0.855, tandis

que le cadre est distant du centre de 0.707. Ainsi l'orthodromie

est représentée par une courbe dont la flèche est

0.855— 0.707 = 0.148,

tandis que la corde est de 1.414.
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CHAPITRE III

Cartes de régions peu étendues.

§ 187. — Considérons une carte de Postel représentant une

calotte sphérique d'amplitude 2°
; la formule donne

z

sin z

Calculons z de manière que

i

iOOO

Il vient

z lOOi

sïnz
~ 1000

alors

z = 4»27'

A,„ = As = 1.001, co==3", 2w= 6".

L'échelle cartographique dessinée en marge de la carte sera

l'échelle au centre multipliée par l/'l.OOl ou 1.0005,

Alors l'erreur commise dans une mesure faite au centre

= erreur commise dans une mesure faite à la périphérie

= 1.000s, soit donc une erreur de 0,1 de millimètre sur une

longueur de 20 centimètres.

Nous pensons qu'un bon dessinateur ne peut travailler avec

une précision plus grande que ^^ ; nous dirons donc que la

projection de Postel est pratiquement parfaite pour la carte

des régions dont la plus grande dimension ne dépasse pas

2 X 4°27' = 8°54'; et qu'il n'y a pas lieu, pour des régions

aussi petites, de chercher un meilleur mode de représentation.

Exemples : Espagne, Angleterre, Autriche, France.

§ 188. — Faisons un calcul analogue pour la projection

plate carrée en posant

A„.= l .001 , d'où cos f = 0.999, f = SoSS'S.
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Donc la projection plate carrée est pratiquement parfaite pour

les régions dont la plus petite dimension ne dépasse pas S°7'.

§ 189. — Nous pensons que pour résoudre la plupart des

questions de géographie, on ne demande pas une précision plus

grande que
^^.

Si nous faisons les calculs pour une projection de Postel

donnant
I

A„, = 1 -H-— = 1.01,
100

nous trouvons

£ = 14», «=17'.

La projection de Breusing donnerait un résultat peu différent :

z = 13020', w=11'5.

La projection plate carrée donne

y = 8*^, a = o5'4.

Nous dirons donc que la projection de Postel est pratiquement

SUFFISANTE pour dcs cartcs représentant une région dont la plus

grande dimension ne dépasse pas 28".

[Exemples : Russie, Inde anglaise, République Argentine,

Australie, Mexique.]

Et que la projection plate carrée est pratiquement suffisante

pour des cartes représentant des régions dont la plus petite

dimension ne dépasse pas 16^

Ainsi l'objet de nos études ultérieures doit porter seulement

sur les cartes de régions étendues.

CHAPITRE IV

Cartes dune région étendue.

D'après la remarque qui précède, le problème des projections

n'est intéressant que pour les cartes représentant une région

étendue. C'est au cartographe à formuler les conditions auxquelles
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la carte doit satisfaire, et c'est au géomètre à calculer un système

qui remplisse ces conditions.

Si l'on n'a en vue que les altérations locales, on est amené à

considérer les cartes sans altération de superficie et les caries

sans altération d'angle.

§ 190. — Certains auteurs donnent à la deuxième catégorie

le nom de conforme ou orlhomorphe; cette dénomination est

erronée; en effet, il est bien vrai qu'une

figure infiniment petite de la sphère est

représentée sur la carte par une figure

semblable; mais, pour une figure de

dimensions finies, la similitude n'existe

plus. En voici deux exemples : Sur la

carte de Mercator, un pentagone régulier

(face du dodécaèdre) est représenté par
^§* une figure qui a deux côtés parallèles;

sur une carie stéréographique, un petit cercle est représenté par

la figure 47.

Ainsi, Forthomorphie est une propriété locale, mais non

intégrale, et le terme: auihogonale, serait plus exact. L'autha-

lisme, au contraire, est une propriété locale et intégrale.

Si donc le géomètre fait une classificatioti en trois groupes :

I, authaliques ; 11, orlhomorphes; III, autres, le cartographe ne

doit considérer que deux catégories : 1, les cartes authaliques,

II, les cartes non authaliques.

C'est en vertu de celte remarque que nos études ont surtout

porté sur les cartes authaliques.

Ci-dessous une série d'autres remarques que nous n'avons pu

coordonner.

§ 191. — 1. Pour faire choix d'une projection convenant

à la carte de France, on inscrit cette région dans un contour, et

l'on cherche une projection qui a ce contour pour équidéformée.

Mais on devrait s'abstenir de représenter aucune province en

dehors de ce contour; pourtant nous voyons, dans la plupart des
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allas, Us caries s'é(eijdre jusqu'à un cadre reclangulaire; sur la

carie de France figure la Belgique, la Suisse, etc.; et si, sur une

telle carte, nous mesurons, par exemple, la distance Liège-Berne,

Terreur commise sera plus grande que l'erreur maximum prévue

par le géomètre.

§ 192. - 2. Outre les indications que nous demandons à la

carte, il en est que nous prenons inconsciemment et que la carte

n'est pas destinée à nous fournir; ces indications sont alors

erronées.

Exemple 1 : En consultant la carte de Mercator, établie seule-

ment pour mesurer des angles et tracer des loxodromies, nous

gardons l'impression que le Groenland est beaucoup^plus étendu

que l'Hindoustan; ces deux péninsules ont pourtant la même
superficie.

Exemple JI : Toute carte est bonne pour y indiquer l'empla-

cement des gîtes aurifères, mais la projection de Mereator

donnera toujours l'impression que les gites de la Sibérie sont

très éloignés de l'océan Pacifique.

Exemple III : Nous sommes accoutumés, sur les caries à petite

échelle, à voir les lignes Est-Ouest parallèles au bord inférieur du

cadre. Par habitude, en consultant la carte d'Asie, en projection

de Boone (fig. 48), nous avons l'impression que Tokio est à la

même latitude que Semipalatinsk; pourtant les latitudes diffèrent

de Î5°.
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Exemple IV : Nous traçons les orlhodromies en ligne droite;

c'est ainsi que sur les cartes où les parallèles sont rectilignes,

nous traçons la route de Manille à Panama suivant le parallèle

de 10° latitude nord. Cependant rorthodromie qui joint ces deux

points s'approche à 27*> du pôle.

§ 193. — 3. Certains auteurs semblent considérer comme

un avantage la propriété des cartes équidistantes d'avoir les

méridiens à une échelle linéaire unique; une telle carte permet

de mesurer la distance entre deux points de même longitude;

mais ces distances seulement, les autres distances sont diverse-

ment altérées.

§ 194. — 4. Même remarque pour les cartes où tous les

parallèles sont à la même échelle; mais, dans ce cas-ci, on ne

peut même pas mesurer la dislance entre deux points de même
latitude; car le cercle de latitude n'est pas orthodromique.

§ 195. — 5. Certains auteurs font état de ce que tel ou tel

système donne un réseau de parallèles et méridiens qu'on établit

par des calculs simples; cela n'est pas à considérer; car les

calculs ne sont faits qu'une seule fois; les cartes sont mises à

jour périodiquement, mais le réseau des parallèles et méridiens

subsiste.

§ 196. — 6. Dans le même ordre d'idées, il ne faut pas

considérer la propriété que le réseau est formé d'arcs de cercle

qu'on peut aisément tracer au compas; en effet, dans la plupart

des cas, les rayons sont tellement étendus que le dessinateur

doit se servir d'un compas à verge, qui est peu précis, ou mieux,

tracer la courbe par points; dans ce cas, il est aussi facile de

tracer des courbes à équation compliquée.

§ 197. — 7. Considérons une carte de Mereator représen-

tant toute la surface terrestre (fig. 49). L'océan Pacifique est

coupé par le cadre en deux parties; cela présente parfois un
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inconvénient; pour y remédier, il suffît de prolonger la carte

vers l'Est (ou vers l'Ouest) et représenter une seconde fois les

Fig. 49.

Amériques. Et, par ce procédé, on n'a pas augmenté les altéra-

tions locales.

Cette propriété de pouvoir être prolongée sans augmenter les

altérations appartient à toutes les cartes cylindriques, coniques

et tronconiques.

Ces remarques faites, nous pouvons considérer quelques cas

particuliers où le choix de la carte se détermine aisément.

§ 198. — 8. Carte indiquant la déclinaison magnétique.

Pour mesurer aisément les angles de déclinaison, il faut que

les méridiens soient rectilignes et que la carte soit orthomorphe.

La carte sera pkis expressive si les méridiens sont parallèles.

Nous choisissons donc la carte de Mercator, à laquelle nous

ajoutons deux petites cartes des régions polaires, en projection

stéréographique.

§ 199. — 9. Carte indiquant les isothermes.

Tous les systèmes conviennent; mais si l'on veut montrer que

les isothermes sont en discordance avec les cercles de latitude,

il convient que les parallèles soient rectilignes et parallèles.

D'après Supan, on peut partager la terre en quatre fuseaux

au point de vue des isothermes ; Asie, Pacifique, Amérique,
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Atlantique. Il convient donc que les méridiens soient aussi

parallèles. On choisira donc une projection quelconque de la

première classe (cylindrique).

Si l'on veut que les isothermes soient à peu près équidistants,

on prendra

rj = — 0.7f 4- i.5V-

§ 200. — 10. Carte indiquant les régions de culture du riz.

La carte s'étend beaucoup plus en longitude qu'en latitude;

on choisira donc pour axe de symétrie Téquleur géographique.

Il est important de pouvoir mesurer la superficie cultivée; il

convient que la projection soit authalique. Enfin, la latitude

maximum où se cultive le riz varie avec les régions; pour rendre

ce fait sensible, on choisira une projection où les cercles de

latitude sont des droites parallèles.

Le choix se portera donc sur la projection de Flamsteed

modifiée.

Les continents sont seuls intéressés; donc on pourra ménager,

entre les continents, quelques déchirures afin de diminuer les

altérations.

§ 201. — 11. Carte côtière de l'Amérique du Sud, indiquant

les parcours des bateaux de cabotage.

Pour cette carte, il importe seulement que les trajets le long

des côtes soient tous représentés à la même échelle.

Sur le globe, traçons un triangle ABC, formé de trois ortho-

dromies, qui épousent le mieux possible la ligne des côtes; mesu-

rons les trois côtés et faisons une carte où nous dessinons un

triangle plan abc ayant les côtés proportionnels à ceux de ABC.

Les régions avoisinant les côtes seront représentées par trois

projections cylindriques ayant pour axe, respectivement, a6, 6c, c«.

Pour la simplicité, choisissons une projection équidistante

y = k<ù. Pour déterminer k, nous imposons la condition que le

centre du cercle inscrit dans le triangle ABC sera représenté

dans les trois projections par un même point m.
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A cet effet, mesurons sur le globe le rayon r" du cercle inscrit,

et mesurons sur la carte le rayon R"" du cercle inscrit à abc.

Le coefficient h sera ^ .

Les trois projections cylindriques seront raccordées aux trois

sommets par une carte azimutale y = kz.

Le long de ma, mb, me, il y a entre les cartes voisines des

discordances que le dessinateur fait disparaître lors de la mise

au net.

§ 202. — 12. Nous nous proposons de construire une mappe-

monde où sont représentées les principales lignes de navigation.

Nous envisagerons successivement les considérations suivantes :

A. Si l'on dresse des cartes partielles donnant les parcours

transocéaniques à une échelle unique, et si l'on essaye de les

juxtaposer, on constate qu'il est difficile de former une carte

cylindrique et que l'on est amené à former deux cartes tron-

coniques représentant chacune un hémisphère.

B. Les principales lignes de trafic sont comprises entre les

parallèles de latitude 60". Une carte tronconique à altération

locale minimum, représentant la zone comprise entre l'équateur

et la latitude 60°, a pour équation : G == ^ À.

C. Il y a un avantage pratique à prendre Q ==^1; dans ce cas,

un hémisphère est représenté par un demi-cercle et Ton pourra,

dans une carte circulaire, représenter deux fois tous les points

d'un hémisphère; cette disposition est utile quand on veut

confronter deux itinéraires joignant deux points dont les longi-

tudes diffèrent de 180° environ. Ainsi, il est avantageux de

pouvoir tracer sur une même carte, sans discontinuité, les deux

itinéraires de la Paiagonie aux Indes hollandaises: l'un par le

Pacifique, l'autre par TAtlan tique et l'océan Indien.

Nous sommes donc amenés à choisir Q = il.

Dans un but de simplification, nous décidons de choisir une

carte de de l'Isles : p = k -f- z.

Il reste à calculer le paramétre k.
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D. Les trajets si importants : Panama-Gibraltar-Suez-Australie

et Australie-Nouvelle-Zélande-Panama, suivent à peu prèsl'ortho-

dromie inclinée de 35" sur l'équateur. Calculons A;, pour que

celte orthodromie soit représentée par une droite.

Cette condition conduit à

ps5 = Poo X cos 45°, d'où /c = 0.515.

E. Calculons k de manière que Técart orihodromique pour

un distance de 90° soit la même aux bords supérieur et inférieur

de la carte.

Au bord inférieur, l'orthodromie est l'équateur; les deux

extrémités sont distantes angulairement de 45°. L'écart est

[\ — cos i 45°] X poQ.

Au bord supérieur, Torthodromie aboutit à deux points

situés sur le parallèle de latitude 38° et distants angulairement

de 63°5. L'écart est

Ps2 X ces i 63° — P5U-

L'égalité des écarts conduit à

{k *- 1.57) 0.076 = 0.850(A:-t- 0.907)— (^-+-0.524),

d'où
A; = 0.561.

F. Déterminons A; de manière que l'altération locale soit la

même aux bords supérieur et inférieur de la carte.

L'équation du § 77

.^-^^
sin z = n^

cos ^2

doit être satisfaite pour z = 90 et z== 30.

Il vient donc

cos «3 \ '2

0.5 = [k -\- -
cos Z3 \ 6/
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d'où Ton tire

k = - = 0.524.
6

D'après les calculs des paragraphes D, E, F, nous adoptons

la valeur k = 0.524.

L'équation de la carte est donc

B= -^\. p = 0.524 H- z.

Propriétés :

Altérations locales. — L'échelle m^ se calcule par

\ 0.524 -+- z

2 sin z

A l'équateur et à la latitude 60%

w„ = 1.048 = --
'^

5

Elle est minimum à la latitude Zj déterminée par

Cette latitude est 31 °6. L'échelle est

0.5 5
m„= =-= 0.955.

' 0.524 n

Il vient donc

1 .048 n'
As = A„, =- = 1 .095 = - ,

"' 0.955 9

tg^ T„ = i .048, d'où 4 tg^co = — 2 + 1 .048 + 0.955 = 0.0050,

d'oià

«= 1<>5.

Altérations intégrales, — La planche K représente la carte

d'un hémisphère, où TPQNT représente 360° d'équateur; les

points T et N sont antipodes.

Sur la carte figurent les orlhodromies A, B, C, D, E, F, H, qui

réunissent ces deux antipodes.
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De ces lignes, la plus courbée est l'orthodromie F; Técart

est de 9°^ pour une distance de 90°.

Les points P et Q, distants de 90°, donnent un écart de 9°\.

Altérations de distance. — I. Dislances ne coupant pas l'équa-

teur.

Nous bornerons le calcul aux distances de 90°. Les indicateurs

sont les orthodromies A, B, C, ..., qui ont pour centre les

points C", D", F", ... ; de plus, rorihodromie MABCD... a pour

centre N.

Mesurons sur la carte les rayons de ces indicateurs : le plus

court est F"S; le plus long est MN.

Le rapport de ces deux rayons mesurés sur le dessin est de

[A,„] = 1.H55.

Ces valeurs de MN et F'^S peuvent se déterminer par le calcul

.

MN occupe sur la sphère un angle de 90° et sur la carte un

angle de 45°; donc

MN = 2 X P90 X sin i 43° = 91°75.

F''S peut être considéré comme la distance de deux points à

la latitude 30° et distants de 90°. lis sont séparés en longitude

par un angle 2a, déterminé par

sin 43
0.8J6. a = 34°40'.

sia 60

Donc sur la carte F"S occupe

i 54°40' = 27°20' et F"S= 2 X peo X sin 27o20'= 82"^^',

91.75
d'où A,„ = = '1.1153.

82.25

L'échelle à placer en marge de la carte sera telle que 90° sont

représentés par

82.25 X 1/1.1155 = 86°75

mesurés sur le méridien de la carte; si l'on ne tenait compte que

de l'altération locale, l'échelle serait celle des méridiens, soit

90
une échelle -^^ = 1 .04 fois plus grande.



( i^s )

II. Dislance coupant l'cqualeur.

Soit à mesurer la plus courte dislance entre deux points A et B

situés de part et d'autre de l'équateur (fig. 50); le seul moyen

pratique consiste à faire rouler les

cartes l'une sur l'autre jusqu'à ce que

les points A et B soient alignés avec

le point de contact C.

Si la variation d'échelle est maxi-

mum pour une telle distance, ce maxi-

mum aura lieu pour AB = CB. Il

suffit donc de tracer un cercle yy

(planche E) ayant pour rayon 4.5°.

On vérifie qu'aucun de ces vecteurs

ne donne une altération plus grande

que 1.10.

Remarque. — Le point C n'est pas

le point où l'orthodromie AB coupe

l'équateur; en effet, sur la sphère, les

longitudes \, \ sont dans le rapport

sin /« 'g fa

sin >4 Ig fi'

tandis que sur la carte on a

sin A„

sin ;.

Les vecteurs p„, p^ sont dans le rapport

/3„ sin (a + Aj)

Pt sin (« -4- >„)

JNous avons traité cette question dans tous ses détails pour

montrer la manière d'utiliser les théories développées dans les

chapitres précédents.



CINQUIÈME PARTIE

CARTES FRAGMENTÉES

CHAPITRE PREMIER

Cartes étoilées.

§ 203. — La construclion des cartes étoilées est basée sur

les considérations suivantes : Dans les cartes azimutales, l'alté-

ration augmente à mesure qu'on s'éloigne du centre; si l'on

veut, en une seule carte, représenter toute la surface du globe,

il y a avantage à représenter par une carte continue une portion

seulement du globe, par exemple un hémisphère, et de juxta-

poser à cet hémisphère six triangles de 60° de largeur, représen-

tant les six demi-fuseaux que comporte l'autre hémisphère.

Ces cartes sont dénommées étoilées ou floriformes (antho-

morphe, blàltformische). Parfois, au lieu de six triangles, on en

construit seulement cinq de 72" de largeur.

Généralement, la carte centrale est une carte équidistante
;

mais les triangles qui forment les pétales de la fleur sont con-

struits d'après un système arbitraire; et les propriétés de ces

triangles ne sont pas analogues aux propriétés de la carte cen-

trale.

Remarquons que si la carte centrale est authalique (ou ortho-

morphe), l'aulhalisme (ou rorthomorphie) ne se continue pas

dans les six triangles juxtaposés.

L'emploi de ces caries ne s'est pas étendu.

Nous pensons qu'il y a lieu d'appliquer cette idée d'une

manière plus judicieuse.

Imposons-nous, par exemple, que la carte sera, dans toute son

étendue, une carte authalique, et que la déformation ne dépasse

pas (ù= \9'>'5Q',
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Exemple I : Soit à dresser une carte où les cercles de latitude

sont représentés par des droites équidisfantes; nous nous base-

rons sur la carte de Samson-Flamsleed (fîg. 51).

Fig. M.

L'équidéformée w= 19°50' limite une région égale à ^ de

la sphère ; elle s'étend sur 560° de longitude jusqu'à la latitude
<ï>i

déterminée par 2 tga)= 180" X sin 9^, d'où (p^ =26°.
Soit donc dressée une carte représentant une zone à cheval

sur l'équateur et s'étendant au Nord et au Sud jusqu'à la lati-

tude 26". Juxtaposons au Nord de cette carte trois cartes de 120"

de largeur; la déformation ne dépasse pas w=19''50'. Juxta-

posons au Sud deux cartes de 180* de largeur; nous pouvons

nous étendre jusqu'à une latitude 93 déterminée par

2lg» = 90» X sin 0^, d'où = 64°

Nous avons ainsi une carte renfermant toutes les régions con-

tinentales; il y manque une zone polaire australe de

90» — 64° 26° soit — de la sphère.
20

^

Exemple II ; Soit à dresser une carte où les parallèles sont

des cercles concentriques équidistanis: nous nous baserons sur

la carte de Werner. La déformation est donnée par

2tg«. — -cos.J.

12
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La carte s'étend sans discontinuité jusqu'à la colatitude
26

0, = 4-9"; celte portion représente les— de la sphère. A cette

carte juxtaposons trois pointes de 120» de largeur; nous nous

étendons jusqu'à la colatitude 98° (8" au Sud de l'équateur).

Terminons par six pointes de 60* de largeur, s'étendant jusqu'au

pôle austral (planche R).

Exemple Ili : On pourrait imaginer une combinaison inter-

médiaire ayant pour base la projection de Boone. Nous dispo-

sons du paramètre k arbitraire; soit, par exemple, A: = 0.262

(planche S). La carte s'étend, sans discontinuité, depuis la lati-

tude 20° jusqu'à la latitude 60^ Au Nord de cette carie, nous

disposons deux pointes de largeur 180° correspondant aux deux

continents : Amérique et Eurasie; au Sud, nous juxtaposons

quatre pointes larges de 90" correspondant aux quatre régions :

Sud-Amérique, Afrique, Australie et Polynésie. De cette

manière, aucun des continents ne présente de déchirure.

Exemple IV : Nous pensons qu'il est préférable de s'affranchir

de celte condition de symétrie; c'est ainsi que nous avons dressé

la carte figurant à la planche L, en prenant pour base la carte

de Werner; pour chaque zone, la partie continentale est au

milieu du pétale; de celle manière, la déformation maximum est

aussi petite que possible.

CHAPITRE II

Cartes en plusieurs feuilles.

§ 204. — Soit à dresser la carte d'une région étendue, l'Asie

par exemple, à une échelle tellement petite que la carte s'étende

sur plusieurs mètres. Il est impossible d'imprimer de si grandes

surfaces et il faudra faire la carte en plusieurs feuilles.

Dans ce cas, la plupart des auteurs dessinent les feuilles

comme faisant partie d'une grande carte dressée d'après un

système unique de projection; par exemple les cartes de l'atlas

de Stieler, la carte de Belgique de l'Institut cartographique.

Nous ne partageons pas cette manière de voir; car par ce
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procédé, l'altération d'angle augmente à mesure qu'on s'éloigne

du centre de la carte, et les feuilles de la périphérie donnent

une représentation très déformée.

L'échelle linéaire aussi est altérée; mais cet inconvénient dis-

paraîtra si l'on a soin de placer en marge de chaque feuille, non

pas l'échelle moyenne de la carte, mais l'échelle moyenne de la

feuille.

Nous pensons qu'il est préférable de dessiner chaque feuille

comme une carte isolée; ainsi l'altération maximum sera l'alté-

ration à la bordure de la feuille et non à la bordure de la carte.

Donc il faudra tracer sur le globe un réseau de lignes délimi-

tant les portions à représenter. Soient, par exemple, les méri-

diens de 10° en 10° et les parallèles de 10° en 10°; chaque tra-

pèze sera représenté en une feuille, comme si ce trapèze était

isolé.

Raccord des feuilles. — Les méridiens et les parallèles qui

forment le cadre des feuilles ne sont pas rectilignes; on ne

pourra donc pas juxtaposer exaciement deux feuilles voisines.

Nous avons vu au § 186 que pour une carte authalique dont

la diagonale est de 120°, l'orihodromie est une courbe dont la

flèche vaut 10 °/o de la corde; un calcul analogue donne pour

une carte dont la diagonale est 60° une flèche égale à 5 °/o de

la corde; enfin, pour une diagonale de 40", la flèche est de 2 %.
Une telle carte a une superficie égaie au J/^o du globe.

Si l'on veut un raccord parfait, il faudra théoriquement pous-

ser la subdivision jusqu'à l'infini; mais en pratique, il suffira de

s'arrêter quand les discordances sont de la même grandeur que

les erreurs inévitables provenant : 1° de l'inexactitude du dessi-

nateur; 2° des défauts de la machine à imprimer; 3° de l'inégal

retrait du papier en ses diverses parties.
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CHAPITRE III

Cartes polyédriques.

§ 205. — Pour partager la sphère en plusieurs fragments, il

paraît plus sinnpie d'employer, au lieu des parallèles et méri-

diens, les orthodromies qui délimitent les faces des polyèdres

réguliers.

Douze cartes. — Soient, par exemple, les douze pentagones

sphériques correspondant aux faces du dodécaèdre inscrit.

Représentons chaque feuille par un pentagone régulier. Sur

la sphère, l'angle du pentagone vaut 120"; sur la carte, l'angle

vaut 108°.

La projection gnomonique est telle que le contour du penta-

gone sphérique est représenté par des droites; ainsi, deux cartes

voisines pourront être toujours juxtaposées.

Du centre aux sommets du pentagone, la distance est de 37"5.

Au sommet du pentagone, les altérations sont

tg2T = 1.26, A^=1.59, à, = %

Le cercle inscrit a pour rayon 32°; il comprend les ^/iq de la

superficie du pentagone; à la bordure de ce cercle, les altéra-

tions sont

tg''T=1.1754, A„= 1.38, A,= 1.62.

Vingt cartes. — Considérons les vingt triangles sphériques

correspondant aux faces de ricosaèdre.

Sur la carte, l'angle est de 60»; sur la sphère, il est de 72".

Aux sommets du triangle, l'altération est la même que pour le

pentagone, car le cercle circonscrit a le même rayon ;

tg^T = 1.26, A^=1.59, A, = 2.

Le cercle inscrit a pour rayon 20''40'. Il comprend les ^^/loo

de la surface du triangle. A la bordure de ce cercle,

tg'T = 1.07, A,„=1J4, A,= 1.223.
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Huit caries. — Considérons les huit triangles sphériques cor-

respondant aux huit faces de l'octaèdre.

L'angle au sommet est de 90°; il est représenté sur la carte

par un angle de 60°. Aux sommets du triangle, les altérations

sont

tg^ T= 1 .73, A„ = 3, A, -= 5.20.

Le cercle inscrit comprend les 0.723 du triangle. A la bor-

dure du cercle, les altérations sont

tg^ T = 1 .225, A„ = 1 .5, A, = 1 .88.

Sixcartes.— Correspondant aux six faces du cube. Angle= 1 20".

Aux sommets du carré, l'altération est la même que pour

Toctaèdre.

Le cercle inscrit a pour superficie les 0.879 du carré; à la

bordure de ce cercle, les altérations sont

(g2T= 1.414, A„ = 2, A, = 2.85.

Quatre cartes. — Correspondant aux faces du tétraèdre.

L'angle de 120° est représenté sur la carte par un angle de

60°. Le rayon du cercle circonscrit est de 70°5. Les altérations

aux sommets sont

tgn^ = 3, A„=9, A,= 27.

Le cercle inscrit a le même rayon que le cercle circonscrit à

la face du cube ou à celle de l'octaèdre. Ce cercle vaut les 0.8434

du triangle. Les altérations, à la bordure du cercle, sont donc

tg^T = 1.73, A,„ = 5, A, = 5.20.

Celte étude est résumée au tableau C.

CHAPITRE IV

Mappemonde en quatorze cartes.

§ 206. — Nous nous proposons de dresser la carte de toute

la sphère en quatorze fragments à contour rectiligne. La zone

comprise entre l'équaleur et le parallèle de latitude 60° sera
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partagée en six trapèzes. La calotte polaire de 30° de rayon sera

représentée par une carte hexagonale.

Nous nous imposons en plus : que la carte soit authalique, que

les méridiens soient rectilignes et que les cercles de latitude

soient des droites parallèles, enfin que la déformation soit la

même aux bords supérieur et inférieur de chaque trapèze.

Cette carte figure à la planche P.

§ 207. Altérations intégrales. — Donnons le mode d'emploi

de la carte pour tracer le plus court chemin entre deux points

donnés et mesurer la distance qui les sépare : il faut juxtaposer

les trapèzes intéressés de manière que la droite qui joint les

points donnés ne traverse aucun intervalle vide.

Exemple : Planche il/; les fragments sont disposés pour mesu-

rer la distance SD'; pour mesurer la distance C"F, cette dispo-

sition ne convient pas ; il faut placer les fragments tels qu'ils

sont à la planche Q.

La juxtaposition étant faite, joindre les points par une droite

et la mesurer à l'échelle.

Écart di'orthodromie. — Nous avons tracé les orthodromies

A, B, C ..., rt, b, c... ; la plus forte courbure est en PQ (planche M)
;

l'écart est de 15°.

Altérations de distance. — Les orthodromies sont des indica-

teurs de rayon 90°; chaque indicateur a deux centres désignés

par A', B', C, . . .
, A", B", C", . . . , a', h', c', . .

. , a", b", c", ....

Le plus grand vecteur est le vecteur mr (planche N); le plus

court est le vecteur F"S (planche M). Il vient donc [A„,] = 1.14.

Ainsi les altérations intégrales sont plus grandes que pour la

carte étudiée au § 202; mais, par compensation, cette carte est

authalique, et elle comprend toute la surface du globe.

§ 208. Calcul des équations de la carte.

\° Calcul du côté de l'hexagone.

Soit a ce côté; on a : hexagone = 6 X i a^ cos 30",
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Culotle polaire = 27î (1 — sin 60"), d'où

2;r r 2 ~\

fl'--— I =0.524, a =0.57.

2° Carte en trapèze.

Prolongeons jusqu'à leur rencontre les côtés du* trapèze, et

soit 2« l'angle au sommet; soil

X 6a
V ^= H — m, X = m [sa. — = — m tu: a,

d'où l'on déduit

dy im Dx 6
9' --—=——

' p = -= -wlg«.
ôf ôf ùA n

La condition de l'aulhalisme est cos'f =/x/', d'où

dm 6
ces f

== — • - • m tg « (i
)

en intégrant

•"'=ïir«
''"''"''• •••(*)

Il reste à calculer les constantes h ci a.

Nous nous sommes imposé la même déformation à l'équa-

teur et à la latitude 60^*; donc

/dm\ IdmX

\dfJo \ df /^o

L'équation (1) peut s'écrire

[dm.^
""-'*

P
= [_—

i X {k — sin y) X constante.

A l'équateiir

i = (-7-j X />; X constante

A la latitude G0°

'dmV-

(dniV

\d^L

(dm\-
(O.5;-= -— X [k — 0.86(i] X conslanto.

\ df I g,j
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Il vient donc

k 4 2
-=: /c _ 0.866, /c = - X 0.866 = -^=1.155.
4 3 \/5

D'autre part, à la latitude 60°, il faut m tga = i a, afin que

le trapèze se raccorde à l'hexagone.

L'équation (2) donne

=-^ \k — 0.8661,
4 tg^a Stga'-

-'

d'où

tg a = ^^^
cr = iJ — 1/3 = tg 15°.

Att

Ainsi les deux côtés du trapèze font un angle de 30°, tandis

que sur la sphère, l'angle est de 60°.

L'angle aigu du trapèze vaut 7o°; ainsi, quand on juxtapose

quatre trapèzes, le vide est de 360°— 4 X 75° =-- 60°.

Quand on juxtapose l'hexagone avec deux trapèzes, le vide est

de 360° — 120 — 2 X 1 05 = 50°.

L'équation de la projection est donc

m = -
3
(2 - 1/5) -^— sin y •

On constate que la grande base du trapèze est double de la

petite base.

f-^-t- l)==4.51.

§ 209. AUérations locales. — A l'équateur

m^ = — —
3 V3

L'équation (1) donne

dm
, y . 5m

1 =-—X 0.512 X 1^4.51, d'où — = 0.92.

La déformation est la même à la latitude 60°.

Le maximum de -^ se calcule en égalant à zéro—
On obtient cp == 55°5; en ce point -^ = 1.06.
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La déformation se calcule par

4 tg" u = </' -*- q^ où p=--mi^a,
\COS f I r

fi A f/m eV/J

donc

4(g^co = (i-7') +^-x(^-tga)'

La déformation est nulle en deux points de la médiane : à la

latitude 12"5 et à la latitude 53°.

Ci-dessous la valeur de co pour quelques points :

Sur les côtés du trapèze (k == 30") :

Equateur et latitude. . 60°

A la latitude .... 55''5

Aux latitudes . .12.5 et 53»

« = 8»50'
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Le sommet de PQ est distant du centre de la carte en tra-

pèzes de 5.86a. Donc la corde PQ est distante de ce centre de

3.86a —O.39o = 3.47a.

La latitude du milieu de la corde se calcule par la formule

»j| k — sin cp sin y

ml k 1.1S5

Il vient donc
sin ip /3.47\^

L=-i _ =0.19,
1.155 \3.86/

d'où

y == ! 2°40'.

Calculons l'écart pour la distance P'Q' (planche P).

L'écart est de

- X 1 .93a X sin 15° = a X 0.375.
4

Or a représente 30°; l'écart est donc 50" X 0.37^= 11°25.

Altérations de distance. — Le dessin nous montre qu'il faut

chercher la plus longue distance sur l'équaleur, en mr (planche N).

Soit 6 = 2a la base du trapèze. Quand la distance est à cheval

sur la médiane du trapèze, elle mesure

6 -I- 2 X - sin 75° = 6 X 1 .483 = 1 69.
4

Quand elle est à cheval sur le côté du trapèze, elle mesure

2 X -6 X sin 75° = /^ X 1.45.
4

La distance la plus courte est une distance dont les extrémités

sont à la latitude 30° en F"S (planche M); ces deux bouts sont

distants, en longitude, de 2 X o4°40'.

Le parallèle de 30° est au parallèle 0° dans la proportion

d' /c— sin 50»

Ti= -,
= 0.507;

6* k
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donc il vaut

h X 1/0.867 = 6 X 0.755.

Quand la distance est à cheval sur la médiane du trapèze, elle

mesure
24°40'

rf + 2 X rf X X sin 75» = fi X 1 .793 = 6x1 .35.
60»

Si elle est à cheval sur le côté du trapèze, elle vaut

54040'
2 X rf X X sin 75° = rf X 1 .76 = 6x1 .325 =151,

60°

Les distances à comparer sont donc

1.69 6x1.485

1.51 6x 1.325 ^
""

L'échelle linéaire à placer en marge de la carte sera telle que

90« mesurent i.M x l^TTm = 1.60.

Au contraire, Téchelle calculée d'après l'échelle de superficie

donnerait

90° = -=1.57.
2

Vérifions par le calcul que les distances mesurées à travers la

région polaire ne donnent pas une altération plus grande que

celles mesurées sur les trapèzes.

Si la distance traverse l'hexagone en diagonale, elle mesure

2 [a -I- j supérieur de la hauteur du trapèze] =» 1.67,

Si elle traverse l'hexagone suivant la médiane, elle mesure

2 [a cos 30" -f- j supérieur de la hauteur] = 1.51.

CHAPITRE V

Mappemonde en douze cartes pentagonales.

§ 211. — Proposons-nous de représenter toute la surface du

globe en douze cartes aulhaliques identiques, représentant cha-

cune la portion de sphère correspondant à une face du dodé-

caèdre régulier.
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Imposons-nous que le pentagone sphérique soit représenté par

un pentagone régulière contour rectiligne; ainsi les caries seront

juxtaposables.

Partageons les deux pentagones en dix parties égales par les

rayons aboutissant aux sommets et par les apothèmes.

Chaque partie du pentagone sphériqne est un triangle ayant

pour angles 90», 60% 36°.

Les côtés se calculent par les formules

ces 56° • /l 1
,
y-

cos 6= -,-—- =\/ -^-V^ h = 20°o4'l 8"59
sm 60° '^ 2 6

cos60° . /l ] ,
>-

sin 36° V 2 10

/ï 2 —
cos a = CCS 6 cos c = \/ —i l/s a = 37»22'38"51.^3 d5

Remarquons que le périmètre vaut 90°.

Chaque partie du pentagone rectiligne est un triangle ayant

pour angles 90°, 36°, 54°.

Les côtés se calculent par la formule

rf X tg Ô6'' = 12» = —

,

d= 0.536906666
15

(^ = rf tg 36» = 0.39008549

/ = d : cos 36° = 0.6636532.

La planche ÏF représente en BCDE la moitié d'un pentagone

formée de cinq triangles ayant pour sommet commun A et pour

base BC, CG, GD, DF, FE.

Nous y mesurerons certaines distances, respectivement sur la

sphère et sur la carte :

Carie. Sphère.

EC
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Le problème n'est pas encore complètement déterminé : on

peut satisfaire d'une infinité de manières aux conditions imposées.

Toutefois nous pouvons dès à présent calculer les altérations

intégrales de distance.

§ 212. Altérations intégrales de distances. — Traçons des

indicateurs ayant pour rayon 90°. Les valeurs extrêmes des

rayons vecteurs se trouveront en plaçant le centre de l'indica-

teur dans des positions particulières.

Nous le placerons successivement au centre du pentagone, à

un sommet, au milieu d'un côté.

L Centre de l'indicateur au centre du pentagone, en A
(planche U). L'indicateur est BCD. Les vecteurs à mesurer sont

AB = 1.534, AC== 1.591.

IL Centre de l'indicateur au sommet du pentagone, en M
(planche F). L'indicateur est PNQ. Les vecteurs à mesurer sont

MN= 1.556, MQ = 1652.

IIL Centre de l'indicateur au milieu d'un côté, en E (planche U).

L'indicateur est FGKL. Les vecteurs à mesurer sont

EK= 1.652428, ER = 1.531885.

Des six vecteurs mesurés, il nous faut retenir les valeurs

extrêmes EK et ER.

Pour calculer ER, considérons le triangle rectangle formé en

prolongeant ME et FR. L'angle aigu vaut 18°; l'hypolhénuse

vaut

MF- = 5.347568,
sin 18"

d'où

EK 5.347368— = == 1.0785 = (z:^ ).

ER 5.347568 — 0.390067 ^ '"'

Sur l'échelle linéaire à placer en mara:e de la carte, la dis-

tance de 90° est représentée par ER X 1^1.0785= 1.59.
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Au conlraire, l'échelle de superficie donnerait

i

90" = -3- = 1.57.
2

Le rapport de ces deux échelles est 1.012.

§ 213. — Il est une infinité de manières de représenter par

une carte aulhalique le triangle sphérique 90«, 60°, 36°, en

satisfaisant aux conditions imposées.

Nous étudierons les méthodes qui se prêtent le plus aisément

au calcul et nous construirons sept cartes, pour lesquelles nous

représentons par des droites :

I. Les orthodromies issues de l'angle 36°;

II. Id. id. 60°;

III. Id. id. 90%

IV. Id. perpendiculaires au long côté de l'angle droit;

V. Id. id. au petit côté de l'angle droit;

VI. Les arcs de petit cercle parallèles au long côté de l'angle droit;

VII. Id. id. au petit côté de l'angle droit.

§ 214. Carte /. — Représenter par des droites les ortho-

dromies issues de l'angle 36".

Prenons pour coordonnées sphériques z et A, et pour coor-

données cartographiques p et ô.

Plaçons le pôle au sommet de l'angle 3(>° et prenons pour

axe le long côté de l'angle droit.

Pour les coordonnées z, A, p, 0, la condition de Tauthalisme

s'exprime par (§ 100)

sin z=p— • •— •

•^

[da Sz iz 3aJ

Les orthodromies issues de l'angle droit sont rectilignes, donc

ne dépend que de X et ^ = 0.

La formule ci-dessus devient

D/3 de
sin z = p — • --•

iz dk
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L'intégration de cette équation donne

p —= constante — 2 cos z.
dX

La constante se calcule par la condition que p s'annule avec z.

Il vient

i , de
-,--=i-cos. (1)

Il reste à calculer l'équation qui lie X et ô; elle s'obtiendra en

exprimant que le petit côté du triangle est représenté par une

droite.

Sur la sphère, ce côté a pour équation

tgzcos A = tgSl'lS' (2)

et, sur la carte, il a pour équation

p cos e = 0.54 (3)

autrement dit, quand z a une valeur particulière t déterminée

par l'équation (2), p prend les valeurs données par (5). Ainsi 1

est fonction de la variable auxiliaire t.

Introduisons dans (1) les valeurs de p et s déterminées par

(2) et (3); il vient

1 (O.54; f/e 1

- . — = 1 — cos « = 1
,

2 cos- 9 dx. 1/1 H- tg^ «

cos A
(5)

l/cos*A -+- Ig2 31''45'

La quantité sous le radical peut s'écrire

1

tg 31»43' + 1 — sin^ A=

—

— sin^ A=—j-;- sin^ A
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L'intégrale est

(0.54f . sinx
• te e = X — arc sin . ... (4)

2
^

2 sin 36» ^
'

La constante d'intégration est nulle parce que et ^ s'an-

nulent en même temps.

Pour 1 = 56", il vient

——- te e = 36° — arc sin 0.5 = 6°, d'où 9 = 36"
2 ^

L'équation (4) détermine la relation qui lie et 1.

L'équation (S) donne

. /f/a 2 sin \ l

\/ -r = cos 0.^ dx 0.54

Et l'équation (1) devient

sm l z
p = 0.54 ..... (6)

sin it cosd

qui lie p à 2 et 1.

La carte est donc déterminée.

§ 215. Déformation locale. — Nous utilisons la formule (§ 85):

4

2 + 4 tg^co= ^^ + q" + -r-r-[p' + P"l
Bill Z

Les dérivées pp',
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l.e second terme se calcule en dérivant l'équation

P cos 6 sin i t, = (0.54) sin ^ z;

on obtient

3p .
J i i dt i (lô— cos 4 sin - f -t- cos â cos - < p sin - < sin 6 —=

Le facteur ^ se déduit de la relation

tg f COS A = tg 5i°43',

qui donne
dt
-— = tg X sin i cos t,

dx
" '

et finalement

1 3p 1 r tg A 11— •;^=—— tgel/M — -"-cosfeos^-n-
sin z DA cos i z\ y/-^ 2 J

§ 216. — Déterminons la déformation en quelques points :

\. Le long de l'hypoténuse,

A = 9 = 36°, t= 37''22'642, 1/m = 0.9656382.

/cosiz 0.965 \ /0.'I65\^
""

10.965 cosizl \cosi zl

Au sommet de l'angle 54°,

5;= 37''2-2'6i2, 4 tg^co= (0.0384f-+- {0.1 743^=0.03185, m= 5°4'.

Au sotnmet de l'angîe 36°,

z = 0% 4 tg' a = (0.07)- -t- (0. 1 65)' = 0,0520, a = 5''4'.

A la colatitude 24°,

4 Ig'-^ w = 0.0-29, ce= 405 1 ',

II. Le long du grand côlé de l'angle droit,

A= e= 0, 1/m = 1.017.

cosic 1.0 17
2(i;M =

1.017 cosiz

13
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au sommet de l'angle droit,

§ 217. Carie II. — Les orthodromies issues de l'angle CO"

sont représentées par des droites.

Prenons pour pôle le sommet de l'angle 60° et pour axe le

petit côté de l'angle droit.

Les calculs sont analogues à ceux de la carte I.

La relation de l'authalisme donne

- p — = I — cos z.

Quand z a une valeur particulière t, déterminée par

tg ï cos A = tg 20°54',

p satisfait à la relation

p cosB = 0.39

L'équation à intégrer est

I (0 59f de= 1 — ces f = I

^ cos^« <i^
l/tg'' 20''54' + cos^ A

qui donne

i (0.39)'' tg 6 = A — arc sin (sin A cos 20°54').

La constante d'intégration est nulle, parce que X et s'an-

nulent en même temps.

Pour 1 = 60°, on trouve = 54°,

§ 218. A Itérations locales. — Les formules sont les mêmes

que pour la carte j.

( cos iz i/M Y / 1 ^pY
4 Ig- w = + »

\ 1/m" cos i z I \sin z DA/

1 ùp if. y— l^ ^ • 1= tg 6 l/M ^ . COS f cos*- f •

sin ^ DA cos i z
\_ \/^ 2 J
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Calculons la déformation en quelques points :

I. Le long du petit côté de l'angle droit,

A = e = 0, 1/m = 0.930, t = 20054',

CCS i z 0.930 0.930
^

0.950 ces J; z
^

cos i z

Au sommet de l'angle o4<»,

2r = 0, co = 4°8'66, tgT=l.07, tg^T = A,„ = 1.155793.

Au sommet de l'angle droit,

2; = 20°54', tgT=1.06, A,„ = 1.1 1775, « = 5°H'250.

n. Le long de l'hypoténuse,

A = 60°, â = 54", t = 37''20', l^M = 0.965CÔ82,

/cos i z 0.965 \' / 0.050 \*

4tg^
)65y

\ 0.905 co^ zl \cos I zy

Au sommet de l'angle S4°,

;2r = 0, 4 tg* M = (0.07f + (O.OSf, a; = 2°28',

pour z = 30"7'530, le premier terme s'annule

cos i z: = \/m, tg » = 0.0239, w= 1 °30'.

Au sommet de l'angle 36°,

£ = 37°22', a)==1°53'.

IIL Le long de la direction,

A = 50% ô= 44''d8'905, « = 30°43'282, 1/1=0.9661861,

^ _/ 0.966 cosizy /0.0315728y
*" *^ " """

Icos 4 z
~~

0.966 /
"*" Wos i z /

'

pour z = 29°53'176,

tg»= 0.01 635, » = 0'>56',

pour z = 0,

4 tg^w= (0.06881 4)'^ H- (0.03 I6f, co=2''ir.
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IV. Le long de la direction,

A = 30», e= 26»18'âl9, f = 25H8'0H, 1/1= 0.9477852,

^
_/cosiz 0.947 r (ommi

y
^ "~ \ 0.947 cos i zl

'^
Xco&izl'

Pour 55 = 0,

4 tg'^ « = (0.1075062^ + (0.065f, co = 3^35'.

Pour z = 25''48'011,

4 tg* « -= (0.065808/ -f- (0.0665)', w = 2°58'.

Ces quelques déterminations suffisent pour tracer les équi-

déformées. Pour les trois quarts de la superficie de la carte, la

déformation ne dépasse pas 5°.

§ 219. Carte III. — Les orlliodromies issues de l'angle droit

sont représentées par des droites.

Prenons pour pôle le sommet de l'angle droit et pour axe le

petit côté du triangle.

La condition de l'authalisme s'exprime par

Exprimons que l'hypoténuse est représentée par une droite.

Sur la sphère, abaissons du sommet de l'angle droit une

perpendiculaire sur l'hypoténuse. Elle a pour longueur 18° et

elle fait avec le petit côté du triangle un angle de Z\°iZ'.

L'équation de l'hypoténuse est donc

m 1
8°

isz^ (i)^
cos (X— 31 «43') ^

'

Sur la carte, abaissons du sommet de l'angle droit une per-

pendiculaire sur l'hypoténuse. Elle fait avec le petit côté un

angle de 36° et elle a pour longueur

0.39 X cos 56° =0.315.
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L'équation de l'hypoténuse est donc

pcos{9 — 30") =0.5iS (2)

Ainsi, lorsque z a une valeur particulière t, déterminée par

l'équation (1), p a une valeur déterminée par l'équation (2).

Introduisant ces valeurs dans l'équation de l'authalisme, il

vient

\ (0.31 5f rffi

- • — =1 — CCS i.

2 ces* (9 — 36°) d-k

L'intégration de cette équation nous donnera la relation qui

lie 1 et 0.

Considérons une variable auxiliaire n définie par

cosw = cosi8»sin(A — 31°43') (3)

On en tire

sin 18°
sin n = > (4)

sin <
^

'

cotg w= cos Hg (X— d1°45') (5)

En diflférentiant (3), on obtient

dn— sin n— = ces 18° ces (A — 31°45').
d\

Eliminant sinw par l'équation (4) et cos(^— 31°43') par l'équa-

tion (1), il vient

dn
== CCS t.

dx

L'équation à intégrer devient

' (0.31 5f , , , , ,- • </5 = rfA— cos < rfx = rfA -4- an.
t cos'' (e — 36°)

dont l'intégrale est

\ • (0.31 5f tg (ô — 56°) = A -»- n — constante.

La constante se calcule par la condition X := pour = 0;

pour X = 0, / = 20°o4', n = 1 20°.
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Donc la constante vaut

120° -h i(0.3l5)Mg3G°.

La deuxième équation de la carte est donc

i (0.315)' . [tg 36° H- tg (ô - 56°)] --= A -4- n — 120°.

Pour l = 90°, elle donne G = UO».

§ 220. Altérations locales. — La déformation est donnée par

/ ces i z 1/m
4 tg^ co =

La dérivée

\/M

(—

-

\sin z 5A/

se déduit de

.
/- 0.315

l/M r— =- 2 MU i t.

CCS (6 — 36°

Le second ternie s'obtient en dérivant

P cos (ô — 36») sin ^ / =-• 0.515 sin i z,

dri
se calcido en dérivant (1), qui donne

Il vient

cos i z

= tg (A— 51''43') cos / sin t.

sin z DA

1/M . tg {6 — 36°) __ tg (A — 51H5') cos t cos''it\-

Exemple : Au sommet de l'angle 36°,

;^==ô= 90°, « = z= 31°43', 1/1 = 1.04 7,

4 ig^ » = (0.1 2)^ -H (0.17)*= 0.0434, a = 6°.
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§ 221. Carte IV. — Les orlhodromies perpendiculaires an

long côté de l'angle droit sont représentées par des droites.

Prenons pour équateur (axe des x) le long côté de l'angle

droit et pour nul-méridien (axe des y) une perpendiculaire en

un point quelconque de l'équateur, par exemple au sommet de

l'angle 36". Nous avons vu au $ 149 que, pour les cartes à méri-

diens rectilignes et parallèles, la condition de l'authalisme est

D'où, en intégrant.

dx du
cos V = pq' =— • -:_

.

'^ dx df

sin toy-y "'

la constante d'intégration est nulle, parce que y et œ s'annulent

en même temps.

Pour calculer la relation qui lie x et l, exprimons que l'hypo-

ténuse est représentée par une droite.

Sur la sphère, l'hypoténuse a pour équation

Igy = sin AtgSfio (2)

et, sur la carte, elle a pour équation

»/ == X Ig 56" (3)

Ainsi, lorsque <p a une valeur particulière A, définie par

l'équation (2), y satisfait à (3).

Introduisons dans (1) les valeurs de ?/ et de «p fournies par (2)

et (3). Il vient

X ig n6o-— = sin k.
dx

Considérons la variahie auxiliaire m définie par

sin m = cos A sin 56° (4)

d'où l'on lire

cos sn"^

cos k
(5)
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En dérivant (4), il vient

(hn
cos m ——H sin A sin Sô" = G.

(/a

Éliminant cos m par (3) et sin l par (2), il vient

dm = sin k.
dx

L'intégrale est donc

i x^ tg 56° == constante— m.

La constante d'intégration se calcule par la condition x ==

pour ^ = 0; pour cette valeur del, m= 36".

On obtient finalement

i x^ tg 36» = 56° — m '

qui donne la valeur de x en fonction de X
L'équation (1) donne la valeur de y en fonction de <p; dans

celte formule, p se calcule par la relation

px tg 56° = sin k.

§ 222. Altérations locales. — La déformation est donnée

par la formule (§ 149)

4tg'^„= L î^ + hg .

V p ces y/ \ p^ d>l

Le second terme se calcule en dérivant l'équation qui donne />;

il vient

dk

[^"^^"^J
ts 56°

\
p^ -i- X —

I
= cos k •

(/a

dk
Le facteur —s'obtient en dérivant l'équation {^i).

Il vient enfin

1 dp cos^ k cos A 1

p^ dk p'x X
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Calculons la déformation en quelques points :

Le long de l'équaleur, le second terme est nul.

P P

Au sommet de l'angle 56°, p = I , la déformation est nulle.

Au sommet de l'angle droit,

A = 51043', A: = 20"54', x = 0.54, jo = 0.917, «=-?)''.

§ 223. Carte V. — Les orthodromies perpendiculaires au

petit côté du triangle sont représentées par des droites.

Il est à prévoir que cette carte donnera une déformation plus

grande que la précédente, car le petit côté du triangle est

plus grand sur la carte que sur la sphère.

Le problème est analogue au précédent : les équations (2),

(3), (4), (5) deviennent respectivement

tg y = tg k = sin X tg 60° (2)

y = x\^W (5)

sin m = ces A sin 60° (4)

ces 60°
CCS m = (5)

ces A:

Et la deuxième équation de la carte est

La dérivée p =^ se calcule par la formule

px Ig 5't" = sin k.

La déformation se calcule comme au paragraphe précédent

1 dp (g 60° I 3^ ,
'

p^ (Ix tg 54° p'x X

Par exemple, calculons la déformation au sommet de

l'angle 36^ Soit

A= 20°54', y = 51°45'.
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En ce point,

I dp
m = 54", a; = 0.39, A = 31043', » = 0.978, ^ =- 0.G2,

p^ dx

^ '^
io:98

~
ÔTss)

-^(0-C'8x 0.62)^ = 0.227, a, = 15°.

§ 224. Carie VI. — Les cercles de latitude sont représentés

par des droites parallèles.

Prenons pour nul méridien le petit côté de l'angle droit et

pour équaleur le long côté.

Sur la carte, l'hypoténuse a pour équation

0.59 — ?/ = xtg36''. ...... (I)

Sur la sphère, elle a une équation qui s'établit en considérant

un triangle rectangle dont l'angle aigu vaut 56" et dont les côtés

sonicp et 31°43'— X.

L'équalion est

tg3. = tg 36" 810(51043' — X) (2)

Nous représenterons par (3 l'arc Sl^^S'.

L'équation différentielle des cartes authaliques à cercles de

latitude rectilignes et parallèles est (§ 87)

X -^ = X CCS ».

Tenant compte de (i), il faut intégrer

(0.39 — ij) dy = tg 3G° X A cos y (/?,

sachant que 1 a une valeur particulière k déterminée par

lgy = tg36osin(|3-/r) ..... ^ . (2)

Le premier membre s'intègre en introduisant la variable auxi-

liaire V= 0.59 — y; on obtient è v"-.

Le second membre s'intègre par parties

f k ces f rf^j = /i; sin y — /s'" ? ^^'
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Le second terme a pour intégrale l'arc m, défini par

ces m CCS f = cos 36° (3)

d'où l'on lire

sin m = sin 36° cos (p— k) (4)

et

sin m
te m == (5)^ tg(p-A) ^^^

Il faut démontrer que

dm = sin » dk,

(4) donne

cos mdm = sin 36° sin {p— A") dk
;

tenant compte de (3) pour éliminer cos m et de (2) pour éliminer

sin ((3 — k), il vient

dm = sin y dk.

L'intégrale est donc

i w'^= tg 36° [m — k sin «. — ct«].

Détermination de la constante : Pour

k = (i, m = 50% v = 0,

donc

constante := 30°.

Pour/i;=j3,

y = 0, m = 56", i u'' = tg 36° X 6°, o'= 0.1 52, v = 0.59.

L'équation de la carte est ainsi :

i (0.39 — ^jf = Ig 56° [m — 50" — /i; sin y].

§ 225. — La déformation est donnée par la formule (§ 87)

/ \y >?V .
cos ^ dq'-Y

\ q'i q"\_ q' d^
\

pour X == 0, c'est-à-dire le long du nul-méridien, la déformation

est donnée par

tg T = q'.
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La dérivée q'= -^se déduit de l'équation différentielle; il vient

k cos s>

q' = \gô6''—-^,
(6)

d'où, en dérivant,

V Q = tg 56° [cos (j> «; sin ï.].

— se déduit de ("2),

—— -t- tg 56" cos (8— k) dk ^ 0.
COS"^ »

d'où, en tenant compte de (ô) et (4),

cos «>
—

vient ainsi

— (^'2^tg36°[— cotgm — ^sin y], . . . (7)

/ l \^ A^ Vk cos^ y I

"1

4 tg^. == (,'--] -. -\--^ tg56o--cotg ,nj.

Calculons la déformation en quelques points :

I. Au sommet de l'angle droit,

A = 0, ?=0, u = 0.59, k = ?>\'>iZ\

tgT = o' = tg 56" = 1.03, co = 2".

II. Au milieu du petit côté,

/c = 3r45'— I4''2',733, v = 0.207, A = G, y = 10%

17H0'
m = 54»45',9, tg T = o' = fg nO" cos 40° = 1 .065,

' ' ° ' 0.207 ^

a = 5''40'.

ni. Au sommet de l'angle 54°,

A = 0, V = 0, tg ï = 7' = - -

(8)
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mais, pour ce poinl, l'équation (7) est

9''= tg56''('oli;30'' = 1.25, lgT= 1.115, aj=G"34'212.

IV. Au sommet de l'angle 36°,

1 \'' 0.15-2 rSlHS' cotg3G»l^
1 .05 H- — tg 36° •

1.03/ tg^^SG- [0.152 ^
31''45'

J

l^'co

§ 226. Carie VII. — Les petits cercles parallèles au petit

côté de l'angle droit sont représentés par des droites parallèles.

Prenons pour nul-méridien le grand côté de l'angle droit. Le

problème se traite de la même manière qu'au paragraphe

précédent.

Les équations (1), (2), (3), (4), (5) deviennent respectivement :

(1) 0.54 — î/ = a; lg54».

(2) Ig = tg 60° sin (p ~ k) où p = 20°54'.

(5) cos m CCS f
= cos 60°.

(4) sin m = sin 60° cos ((5
— k).

(5 tg m -= i— •

L'intégrale est

i 1

-v^=- (0.54 — yf = Ig 54" [m — k sin y — c'"],

pour k = 0, V = 0, m == 54% donc constante = 54°,

pour k = 20°54' =
(3, y = 0, m = 60°,

i u^ = tg 54" X 6°, i; = 0.54.

L'équation du la cane est

i (0.54 — yf= tg 54° \_m — 54° — k sin y].

Les équations ((5), (7), (8) deviennent :

k cos »

(6) 7' = ig54° i.
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(7) V— q'^ = tg 54° [— coJg m — k sin y],

(8) 4 ti.^ «= [q' - _ j + - 1^- - cotg m -t- tg 54° ——

§ 227. — Calculons la déformation en quelques points :

1. Le long du nul méridien, le second terme est nul.

4lg^w=U' ) et colgr= 9'.

Au sommet de l'angle droit,

f
= 0, k = 20°54',

. V = 0.54, cotg T = 0.935345, w = 3°50'.

Au milieu du long côté de l'angle droit,

« = 15°, w = o8°50', /^ = 12°, v = 0.289,

12»
cotgT = te 54° cos 15°= 0.966, »=2*.

Au sommet de l'angle 56",

m = 54°, /i; = 0, »? = 0,

la formule (6) donne

mois l'équation (7) donne

q'^= tg 54° cotg 54° =- 1

.

La déformation est nulle.

n. Le long du petit côté de l'angle droit,

ç' = 0.935, fc==20°54', w = 0.54,

/ 1 \^ A^ r20°54' cotff60°l'
4.,„?„= 0.935 H^

\0.935 / q"\_ 12° 20°54'

J

= (0.133784f -. ^^^J0.159717f.
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Au sommet de l'angle 54%

A = 20°54', 4 tg''«= 0.01 79 -4-0.00588 = 0.0218, u = 4<>l5'.

§228. — Ainsi, la carte donnant la plus petite déformation

maximum est la carte II (Am = 1.155).

Comparons cette déformation à celle que donnerait une carte

azimutale ayant la même superficie que le pentagone : la calotte

sphéri(|ue équivalente a pour rayon 35°33'440, calculé par

5

l,a déformation est donnée par

! 12
ta* ï =—;— =— = 1 .09091 = \

§ 229. — Il reste à rechercher de quelle manière il convient

d'orienter le dodécaèdre par rapport au globe. Cette orientation

dépend du genre de carte que l'on se propose de dresser (carte

marine, agricole, commerciale, etc.)

Nous ne traiterons qu'une seule manière; à titre d'exemple,

nous placerons sous chaque pôle géographique le centre d'une

face du dodécaèdre : la mappemonde se compose ainsi de deux

cartes polaires et de dix cartes équatoriales.

La planche W représente en BCDK la moitié d'une carte

équatoriale, et en BCP le dixième d'une carte polaire. Les lignes

PE et PD représentent deux méridiens angulairement distants

de 56°.

Les latitudes des divers points du pentagone sont :

F
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§ 230. — Proposons-nous de dessiner le réseau des paral-

lèles el méridiens géographiques pour une carie II (défornnalion

minimum), et pour cela calculons les coordonnées cartogra-

phiques des points a, b, c.

Soil, par exemple, le point w, de longitude 18° et de lati-

tude 40°. Il se trouve dans le triangle ACG et, par rapport

à CG, il a pour coordonnées sphériques

Cw =z = i7''57'-22"09

calculées par la résolution du triangle PwC.

Par les formules du § 217, nous obtenons les coordonnées

cartographiques

e = 45"o9'-22"7l

P
= 0.315.

Transformons ces coordonnées en coordonnées cartésiennes

par rapport à C. Il vient

a- = 0.27981

?/=0.'l487l4.

Ajoutons-les aux coordonnées de C, nous obtenons enfin

X =0.27981

Y = 0.1>4I57.

Le tableau D donne les éléments du calcul des coordonnées

de quelques points de la carie (*).

§ 231. — On pourra tracer le réseau des parallèles et méri-

diens quand on aura calculé des points en nombre suffisant.

La planche W donne une carte authalique à un globe d'un

rayon de 10 centimètres; il nous suffira de vingt-trois points

pour tracer le réseau.

(*) Sur la planche W, le point i est à l'intersection du méridien BE avec

le parallèle a?».
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Les lignes «m, jn, kp, dq, er pourront être remplacées par

des arcs de cercle dont le centre et lo rayon sont respecfi-

vomeni •

Latitude. 50» -50» 30» 20° 10»

R= 107 168 171 224 505

(X —95 —138 - 124 —159 —423

Nous remarquons que le cercle de latitude 50° est normal

aux méridiens BE et CD.

Pour la carte polaire, remarquons que

P^ = 34.281663 et P6 = 35.076454,

ces deux rayons sont dans le rapport 1.0^.

De même,
p/,, = 50.861724, Pa = 53.040i77,

ces deux rayons sont dans le rapport 1.04.

Nous remplacerons ces lignes par des arcs de cercle ayant

pour rayon respectivement 34.68 et 31.95.

14



CONCLUSIONS

Nous nous proposons, comme conclusion du présent travail,

de répondre à la question :

a Comment faut-il faire choix d'un système cartographique

pour dresser la carte d'une région donnée, la carte étant destinée

à tel usage ou destinée à illustrer tel fait géographique? »

Il faut tout d'abord faire choix d'une échelle moyenne, et en

déduire alors si la carte sera dressée en une ou plusieurs

feuilles. .

Premier cas. — Carte en plusieurs feuilles.

Si la diagonale de chaque feuille s'élend sur moins de 9", le

choix du système est arbitraire. On donnera la préférence au

système le plus simple, par exemple la carte de Postel.

Si la diagonale de chaque feuille s'étend sur plus de 9°, on

s'inspirera des considérations développées dans la cinquième

partie du présent Mémoire.

Dklxiéme cas. — Carte en une seule feuille.

A. — Si la plus grande dimension de la région est inférieure

à 9°, on choisira une carte azimutale simple, par exemple la

carte de Postel.

B. — Si la largeur de la région est inférieure à 5", on choisira

une carte cylindrique, par exemple la carte plaie carrée.

C. — Le problème ne présente de riniérêt que lorsque la

légion a des dimensions plus grandes que celles indiquées

ci-dessus.
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Faut-il, ainsi que le préconisent la plupart des auteurs,

enfermer la région dans un contour géométrique, et s'inspirer

de la forme de ce contour pour faire choix d'un système ?

Nous estimons que ce procédé ne donne pas toujours la

meilleure solution; l'étude que nous avons présentée des caries

étollées, montre les avantages certains de pareilles caries, et

nous conduit à adopter une autre méthode.

Nous pensons qu'il ne faut pas chercher tout d'abord la

solution maihémntique du problème, mais plutôt considérer le

problème cartographique comme éiant « le moyen d'assembler

judicieusement plusieurs fragments de carte qui ne peuvent se

juxtaposer ».

La méthode que nous proposons consiste en un partage préa-

lable de la région en plusieurs tronçons; ce partage se fait en

s'inspirant des conditions du problème : si, par exemple, on

doit illustrer des faits géographiques n'intéressant que les conti-

nents, il n'importe pas qi:e les mers et parties de mer soient

exactement représentées, et l'on attribuera un fragment à

chacune des presqu'îles. Ainsi, pour la carte d'Asie, le travail

préliminaire consistera à faire une carte séparée de la Sibérie,

du Thibet, du Turkestan, de la Chine, du Japon et de chacune

des presqu'îles (Asie-Mineure, Arabie, Hindousian, Indo-Chine,

Kamchatka). Les lignes de séparation entre ces dix fragments

seront des lignes simples, par exemple, des cercles de latitude ou

des orthodromies.

Après avoir dressé la carte de chacune des dix parties, on

procédera à l'assemblage de ces fragments. Cette opération se

fait de manière à satisfaire aux conditions du problème : telles

distances ou telles superficies doivent être à la même échelle,

tels orienlements doivent éire mis en évidence, telles parties de

la carte doivent être altérées aussi peu que possible, la carie

doit être aulhalique ou orlhomorphe, etc.

L'assemblage terminé, la juxtaposition ne sera pas complète :

en certains endroits, il y aura des vides; en certains points, les

fragments seront imbriqués.

L'opération suivante consiste à prendre sur papier calque le
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réseau des parallèles et méridiens tel qu'il figure sur cet assem-

blage provisoire. Ces lignes ne se raccordent pas exactement à

la démarcation des fragments : on effectuera le raccord au senti-

ment. Ce réseau, ainsi décalqué, peut être adopté définitivement

si aucune condition rigoureuse n'est imposée.

Mais si l'on s'est imposé une condition mathématique, par

exemple, que la carte soit authalique ou orihomorphe, ou que

telles lignes soient représentées par des droites, il faut procéder

à la correction de ce réseau.

Pour effectuer cette correction, on traduira en équations la

forme des parallèles du réseau provisoire, et l'on calculera quelle

doit être, pour satisfaire aux conditions imposées, la forme des

méridiens.

Il sera bon de refaire ces calciils en traduisant la forme des

méridiens et en calculant la forme des parallèles.

Le réseau ainsi calculé sera adopté définitivement; les équa-

tions fourniront les formules à employer pour situer sur la carte

les divers points donnés par leurs coordonnées géographiques.

Ces équations permettent d'établir les formules pour calculer les

altérations locales et intégrales.
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TABLEAU C. — Cartes polyédriques.

12 cartes pentagonales.

g
Les j^ du globe

20 cartes triangulaires

Les -^ du globe

8 cartes triangulaires .

Les ^-QQ du globe

6 cartes carrées

Les
^^y

du globe

4 cartes triangulaires

Les ~ du globe

tg^T

1.26

1.17

1.26

1.07

1.78

1.22

1.73

1.41

3

1.73

1.59

1 14

3

1.5

1.62

2

1.22

5.20

1.88

5.20

2.83

27

5.20
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AVANT-PROPOS

La direction dans laquelle nous espérons faire faire quelque

progrès à la Géométrie analytique est indiquée dans l'énoncé

suivant, qui constitue une des thèses annexées à notre Disserta-

tion de doctorat spécial de 1902 :

« La Géométrie, en appliquant la théorie de rélimination

» entre deux équations algébriques, n'utilise guère que la con-

» dition d'existence d'une seule racine commune. Les condi-

» lions pour que les équations aient plus d'une racine commune

" peuvent donner aussi des résultats géométriques intéressants. »

Cette idée simple est assez féconde pour mériter un exposé

systématique.

N'était notre répugnance à créer des vocables nouveaux, nous

aurions proposé d'appeler surélîmination ou hyperélimination, la

recherche des conditions pour que deux équations aient plus

d'une racine commune. Et ce néologisme aurait pu servir de titre

à notre travail.

Nous avons préféré l'intituler Études, et en effet, il se compose

de cinq chapitres faciles à transformer en articles indépendants.

Pourtant l'unité n'y manque pas, croyons-nous : l'élimination et

la surélimination forment comme la trame de ces diverses études,

surtout des trois premières qui contiennent l'exposé des prin-

cipes. La quatrième doit être considérée comme une introduc-
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tion à la suivante; toutes deux sont des applications moins

innmédiates des théories du début.

Qu'il s'agisse d'élimination simple ou de surélimination, le

résultat conduit à l'évanouissement d'une matrice rectangulaire

ou d'un déterminant. Ce mode d'écriture matérialise en quelque

sorte la génération d'éires géométriques par des formes projec-

tives; les détails de structure d'une matrice correspondent à des

propriétés de la variété qu'elle représente.

Cette notation souligne à la fois l'analogie et les différences

entre le symbolisme algébrique et le langage synthétique; si ce

dernier oblige à serrer de près les problèmes particuliers, l'autre,

par contre, ouvre aux recherches un champ plus étendu (*).

Gand, le U avril 1906

(*) Depuis que ces lignes ont été écrites, quelques travaux relatifs au

sujet que nous traitons ou à des sujets analogues, ont été publiés et sont

venus à notre connaissance. Dans les pages ci-après, nous signalerons

entre crochets
[ ] les renseignements plus récents que notre manuscrit.



CINQ ÉTUDES

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE

Applications géométriques de la théorie

des matrices.

Les conditions pour que deux équations en x aient au moins

deux racines communes sont au nombre de deux et peuvent

s'exprimer par révanouissement d'une matrice à / lignes et / + 1

colonnes. Si les éléments d'un tel tableau sont des formes

ternaires ou quaternaires, on a respectivement la représentation

d'un nombre fini de points ou d'une courbe gauche.

Il est naturel que nous exposions quelques généralités relatives

à ces. courbes gauches. Leur ordre, leur genre et d'autres

résultats relevant de la géométrie énumérative peuvent se déduire

de relations très générales établies par M. Giambeili (*) dans un

beau mémoire oIj l'on trouvera toutes les indications bibliogra-

phiques; l'auteur cite notamment MM. Schubert et Segre.

On ne peut qu'admirer le degré d'abstraction auquel est

(*) GiAMBELLi, Rend, ht Lomb., 1904, pp. 101-155.
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arrivé M. Giambelli, et quant à ses résultats, on peut dire qu'ils

sont complets et définitifs.

Bien que nous ayons été moins loin dans la voie des générali-

sations, nous avons, dans des recherches contemporaines de

celles de M. Giambelli, et qu'il nous a fait l'honneur de citer,

trouvé des relations concordant avec les siennes. Nous avons

déjà donné une partie de nos résultats dans un billet cacheté

déposé à l'Académie royale de Belgique (février 1904) et dans les

articles suivants : 1° Sur les plans coupant un si/stème de lignes

de l'espace en six points d'une conique (*) ;
2° Sur la courbe lieu

des contacts des surfaces de deux faisceaux {**); o"" Sur les points

singuliers des lieux géométriques (***). A plus d'un endroit de ces

travaux, nous avons fait pressentir que nos méthodes pouvaient

prétendre à des résultats plus étendus que ceux que nous

donnions. Le principe de ces méthodes est énoncé dans la pre-

mière thèse annexée à notre Dissertation : Étude de quelques

surfaces engendrées par des courbes du second et du troisième

ordre. (Gand, Hoste, et Paris, Gauthier-Villars, juillet 1902.)

Ceci soit dit pour établir le droit que nous croyons avoir de

donner le premier paragraphe ci-après, à titre de travail original

et indépendant. Malgré cela, nous reconnaissons volontiers à

M. Giambelli et la priorité de la publication et une plus grande

étendue de résultats.

Mais, tonte question de droit à part, avons-nous des raisons

d'exposer, après le savant auteur italien, des recherches dont

nous avouons la portée plus restreinte? Ces raisons, les voici.

Notre but n'est pas la Géométrie énuméraiive, dont les relations

générales ne se prêtent pas toujours facilement aux cas particu-

liers. En vue de résultats plus concrets et plus simples, nous

indiquons plutôt la marche à suivre pour faire, dans chaque

problème spécial, le calcul nécessaire. Toutefois, mais seule-

(*) Mcm. in-S" de VAcad. roy. de Belgique, 1902.

(**) Rend, circolo matem. Palermo, mai 1904-.

(***) Mém. in-8° de la Soc royale des sciences. Liège, septembre 1904,
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ment en passant, nous donnons aussi quelques formules assez

étendues.

Pour bien montrer quel point de vue nous avons adopté, nous

faisons suivre ces prémisses de l'étude, non pas complète, mais

pourtant assez détaillée, de quelques courbes représentées par

des matrices. Les plus simples de ces figures ont été étudiées

déjà par la géométrie projective, et les recherches qui s'y

rattachent sont éparpillées dans divers périodiques. Il y a intérêt

à les grouper dans une étude d'ensemble et à voir de quelles

généralisations elles sont susceptibles.

La courbe Jacobienne d'un système de surfaces a sa place

marquée dans cette partie de notre travail; nous espérons

pouvoir ajouter quelque chose à ce que l'on en sait.

Mais le vrai but de celte étude est de montrer quels procédés

d'élimination donnent naissance à des matrices et quel usage

on peut faire de cette théorie pour la détermination des éléments

singuliers des lieux géométriques et des enveloppes. Nous ajou-

tons là quelques autres applications.

Il est trop évident que ces considérations s'appliquent à des

espaces quelconques et, par suite, à l'espace ordinaire réglé. Si,

dans la plus grande partie du travail, nous nous limitons à trois

dimensions, c'est pour la commodité de la rédaction. Toutefois,

afin de montrer que cette limitation n'est pas nécessaire, nous

dirons quelques mots de l'espace à quatre dimensions, ainsi que

des congruences et complexes de droites.

Enfin les éléments d'une matrice peuvent être des formes à

deux ou plusieurs séries de variables, et l'application de cette

idée à un cas particulier fournit les bases d'une théorie des

congruences de courbes gauches, notamment des cubiques; cette

théorie, on le sait, est encore à faire; ceci fera l'objet de notre

Étude IL

Pour répondre au reproche de n'avoir pas épuisé les sujets

traités, nous nous permettons de déclarer ici que nous voulons

attirer l'attention, non sur ces sujets eux-mêmes, mais sur la

méthode employée.
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Généralités sur les matrices.

1. Une matrice rectangulaire ayant, par exemple, trois lignes

et quatre colonnes,

a^ ttz cii

61 62 6g bi

Cl C.2 C3 Ci

représente les quatre déterminants (0162^3), («i^aO» («i^s'^O»

{«2^3^/.jz^^l, nous écrirons souvent en abrégé

M =
II

a, 02 as «i 11^ = Il
fl< 6.- c,-

L'égalité IM = exprime qu'il existe une même relation

linéaire entre les éléments de chaque colonne, et une seule

lorsque les déterminants à quatre éléments extraits de la matrice

ne sont pas tous nuls. Elle exprime aussi qu'il existe un faisceau

de relations linéaires entre les éléments de chaque ligne.

Quand M == 0, les quatre déterminants (a, 6363), {«16204)»

(0,6504), («2^304) sont nuls. Par suite, dans la matrice M, les

mineurs formés avec les couples d'éléments de deux lignes

(ou colonnes) sont proportionnels aux mineurs formés des

éléments correspondants de deux autres lignes (ou colonnes)

quelconques.

Si deux des quatre déterminants, par exemple («162^5) et

(a^b^Ci), sont nuls, il existe une même relation linéaire entre les

éléments des colonnes 1, 2, 3; une même relation linéaire entre

les éléments des colonnes 1, 2, 4; donc, ou bien une même

relation linéaire entre les éléments des quatre colonnes, et alors

M = 0, ou bien plus d'une relation linéaire entre les éléments

des colonnes 1 et 2, et alors on a

«1 61 c,

«« l)c f»

0.



(
S)

Par conséquent, le système

{a^b^c^) = 0, {aJhCi) =

équivaut en général à

Mm = 0.

La propriété analogue appartient à toute matrice de / lignes

et / -+- 1 colonnes.

2. Si les éléments de M sont des formes linéaires ternaires,

chacune des équations (0^62^5) = 0, (C162C4) = est du troisième

degré. Elles ont donc neuf systèmes de solutions communes dont

une partie, ^3 par exemple, annulent M, et les autres, en

nombre y-2, annulent m. On a donc

/"3 = 5^—
f/:^]

pareillement

et comme, visiblement, pi = 1, on a

De même, on trouve en général

Ainsi une matrice à 1 lignes eH -+- 1 colonnes de formes

linéaires ternaires s'annule pour 'J points.

Dans certains cas particuliers, ce résultat peut être altéré.

Par exemple, s'il existe des relations identiques entre certains

éléments de M, il peut arriver que cette matrice s'annule pour

une infinité de poinis. La même chose peut se présenter pour la

matrice partielle m, dont l'évanouissement représente parfois une

conique, ou une droite accompagnée d'un nombre fini de points.

Cette dernière circonstance n'empêche pas nécessairement M de
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représenter un nombre fini de points; mais le raisonnement

ci-dessus est alors en défaut. La difficulté est levée s'il existe,

dans le tableau M, un tableau partiel, autre que m, formé de

deux colonnes et s'annulant pour un nombre fini de points.

Cependant, s'il n'existe pas de tableau partiel pareil, ou si l'on

désire utiliser la matrice particulière w^||a, a2||i» on peut

raisonner comme il suit.

Supposons que m s'annule pour les points d'une courbe c; le

raisonnement précédent fait connaître les points annulant M et

non 911, donc les points non situés sur la courbe c. On obtient

ensuite les points annulant M et situés sur cette courbe c en

cherchant les intersections de celle-ci avec la courbe («16304) =
par exemple, et en défalquant, s'il y a lieu, les points annulant

à la fois ai, «2, a^. Pratiquement, on est en possession d'un

procédé régressif général, et la suite montrera, encore mieux, que

les applications de ce procédé ne présentent guère de difficulté.

Ce qu'il importe de remarquer, et ce que nous établirons ici,

une fois pour toutes, c'est que si M s'annule pour un nombre

fini de points, ce nombre reste le même quelles que soient les

hypothèses que l'on peut faire sur les matrices partielles m.

L'exactitude de cette proposition est presque évidente, en raison

de la continuité ou, si l'on veut, en vertu du principe de ta con-

servation du nombre de Schubert.

On peut énoncer ledit principe de la manière suivante : Si J\

individus d'un système géométrique satisfont à un ensemble de

conditions, et si l'on modifie ou que l'on spécialise la situation

respective des éléments du système, le nombre N demeure inaltéré

ou devient infini. C'est au fond la traduction du fait algébrique

que voici : une équation, dont les coefficients subissent des modi-

fications, conserve le même nombre de racines ou devient une

identité.

En ces derniers temps, le principe de Schubert a été fort

combattu. Au congrès de Heidelberg notammeni, il a fait l'objet

d'une discussion mouvementée. Dans l'application, toutes les

objections tombent nécessairement, si l'on peut écrire celte

équation algébrique dont le nombre des racines est N.
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Supposons donc qu'une matrice IVF ayant, pour fixer les idées,

trois lignes et quatre colonnes de forncies linéaires ternaires,

s'annule pour un nombre fini |:jt de points, bien que chacune des

matrices partielles m s'annule pour une infinité de points (peu

importe que ces faits soient compatibles ou non). Par des modi-

fications apportées à certains coefficients, on obtient une matrice

M' de même structure et dont certaines matrices partielles m'

s'annulent seulement pour un nombre fini de points; nous savons

que M' = représente p^= 6 points.

Admettons que les éléments a^, 6,, c, de la matrice M soient

de la forme o^Xi -^ a^^x^-h a^x^, ...; que ce système soit

rapporté à un triangle de référence dont aucun sommet ne

coïncide ni avec un point de M ni avec un point de M'; enfin,

que nous cherchions les droites qui joignent les p points de M
au sommet x^x^ du triangle fondamental. Nous avons à éliminer

X3 de M = 0, ou, ce qui revient au même, à éliminer a, [3, y, Xg

des relations

aOj + pbi + yCi^a.{a,^Xi -+- 0^-2X2) -J- P{bnX^ -4- b^^x-i)

+- r{CnXi -+- c^x^) + aXsOij -f- px:,b,s -t- yx^Ci^ = {i = 1,2,3,4).

En multipliant ces quatre relations, d'abord par x^, puis

par xl, on a douze égalités homogènes et linéaires en

a, |3, r, aX3, pxs, roc-,, «x^, |3x|, yxl, ax|, jSx^ yxl.

On élimine ces douze variables et l'on a un déterminant qui

s'annule pour les p valeurs de acj : x^ répondant aux points de M.

Or, des modifications à certains coefficients changent cette équa-

tion en une autre qui a, nous le savons, ps = 6 racines. Donc

p = 6 ou ^ == 00 ; mais, par hypothèse, p n'est pas infini, par

conséquent le théorème est démontré.

3. Si les éléments d'une matrice M à /lignes et /-f- i colonnes

sont des formes linéaires quaternaires, la matrice s'annule, en

général, pour les points d'une courbe gauche d'ordre ^^^—^^
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Exceptionnellement, ces points peuvent engendrer une surface,

accompagnée ou non d'une courbe gauche.

Si les éléments de M sont, les uns des conslanles, les autres

des formes quaternaires de degré quelconque, la matrice peut

encore représenter une courbe gauche, notamment quand les

éléments de chaque ligne ou de chaque colonne sont du même

degré et, en général, quand les déterminants obtenus par la

suppression d'une colonne sont des fonctions homogènes. On

s'assure sans peine que ceci a lieu quand un élément de la

matrice est de l'ordre rii-h p^, p^ conservant la même valeur

pour tous les éléments d'une même colonne et w^ demeurant

inaltéré dans toute l'étendue d'une ligne.

Quand la matrice M s'annule pour les points d'une courbe

gauche, les explications du n° 2 donnent le moyen de calculer

l'ordre de cette courbe dans chaque cas particulier, et aussi de

déterminer une formule générale. Il est d'ailleurs évident que

la courbe peut se décomposer en plusieurs autres; en pareil cas,

on obtient l'ordre total.

Pour établir la formule générale, il est utile d'employer la

notation à deux indices

M=
Il

«,, II,

ttjt étant une forme de l'ordre «^ -+- p^. Pour commencer, nous

ferons prendre à i les valeurs 1, 2, 3 et à A; les valeurs 1, 2, 3, 4..

Soient fx l'ordre de la courbe M, fx' celui de la courbe annulant

la matrice

m=
Il

«,,
Il (î

= 1,2,3; A; = 1,2)

et p." celui de la courbe annulant a,, et aj/, c'est-à-dire que l'on

considère les matrices extraites de M, d'abord en supprimant les

deux dernières colonnes, puis en effaçant, dans le résultat, les

deux dernières lignes. Les courbes d'ordres p et p' forment l'in-

tersection totale de deux surfaces annulant les déterminants

I
«,,1 (i=l,2,3; /£ = 1,2,3)

I
a,,\ (i = l,2,5; k = i,%A)
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obtenus en supprimant, dans M, la dernière ou l'avant dernière

colonne. Les ordres de ces surfaces sont respectivement

w^ -»- pi -+- fii -t- P2 -^ n^-^ pz ou Sn -t- sp — Pi,

ïîj -t- pi -+- W2 -+- P2 -t- «5 -+- Pi ou Sw -4- Ep— 733

.

On a donc

f*
-t-

f*'
= (Sn -+- Sp — P5) (Sn -+- sp — Pi),

pareillement

f*'
-»-

f*"= (Sn -+- S/) — «2 — p3— Pi) (sw + sp — Wj— p3 — Pi),

et évidemment

f*" = {th -+- Pi) (»^i
-*- p-i)-

Ces trois égalités donnent, en additionnant la première avec

la dernière et en soustrayant la seconde,

/x = (i:w -I- sp) («2 -+- th -t- P3 -*- Pi) — W2"ô -+- wf

H- (/Î2 -»- r<5) (ps -t- ;?i)
-+- Wi(pi -t- P2)

— pi — pl—p-,Pi -t- pip2.

En effectuant les calcul;», on trouve

p = Snirî2 -t- Sn^ -4- S;jSp -+- SjOjp^.

Si l'on prend ensuite la matrice

CIh «12 «13

«21 «22 «23

on trouve immédiatement, pour l'ordre de la courbe représentée,

f*
= (wi -t- ?h -+- Pi -+- P2) {ni + ??2 -i- p, -4- ps) — («1 -*- pi) (/Î2 -4- p,),

résultat conforme à !a formule précédente.

Pour établir que celte formule est générale, nous la suppo-

sons démontrée pour une matrice à l lignes et / -t- 1 colonnes et
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nous adjoignons deux lignes de formes d'ordres N + p^ et

N'-h Pj(/:=1, 2,..., / -h 1). Soient fjij l'ordre de la courbe annu-

lant celle nouvelle matrice et [t. l'ordre correspondant à la matrice

initiale à / lignes et / h- 1 colonnes.

On aura, comme plus haut,

/i, -4- At = [in -H z/î H- N) (2/1 -t- ip -+- N'),

IX= itiiHi -+- in^ -i- ip . m -+- ipiPi,

d'où

/xi= {in + 2/3 -t- N) [m -\- ip-^ N')— ln^n<.2— m^— ip2n — 2p,p2,

et, après quelques calculs,

/u^ = ip^p^ -¥ ip^ -^ ip{in -»- N -1- N') -t- 2Wi/j2 -t- (N -t- N')2w -t- INN',

résultat conforme à la formule qui donne [>., sauf, comme on

devait le prévoir, que les rôles des p et des n sont intervertis.

Donc une matrice à 1 lignes eM n- 1 colonnes de formes

quaternaires, dont chaque élément s^^est de Vordre n^ + p^, s'an-

nule pour les points d'une courbe gauche ou d'un système de

courbes dont l'ordre total est

iHyiii •+- in^ -4- 2n2/? +- ipiPi.

4. On pourrait trouver le nombre des points doubles appa-

rents, et, par suite, le genre de la courbe
\ ||

a^^
II ,
=0, où «.^ est

une forme quaternaire de l'ordre «, -+- p^. en n'utilisant que les

procédés d'élimination qui seront exposés dans ce travail. Mais,

pour ne pas intervertir l'ordre des matières, nous préférons

utiliser la formule connue donnant le nombre h de points

doubles apparents d'une courbe intersection partielle de deux

surfaces {*)

'^h— 1h' = [-zn -*-
2J0
— Pi— l)(2»n- 2p — ps— 1)(^— ^*).

(') Voir Salmon, Géom. anal, à 3 dim.
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Dans celle formule, p. esl l'ordre de la courbe considérée,

Un -h Sp— Pi el E« H- Sp— Pz «ont les ordres des deux sur-

faces, P-' et h' désignent respectivement l'ordre et le nombre de

points doubles apparents de la courbe complétant rintersection.

En vertu du n° 3, cette relation peut encore s'écrire

2/l — 2/i' = iu^— /x'^-i-/x— /x' — {f^ — fi') (22/i + 22p ~ p5— Pi).

Le procédé régressif donne de même

2/i' _ 2/i" = ;a'^ — f^'" -+- Ac' — ^"

— {/x' — IX.") (22« + 2ijo — W2— «3— 2/J3 — 2pi),

et comme la courbe d'ordre jji" est l'intersection totale de deux

surfaces, on a

2/i"=(ni -4- Pi— 1 )(??! + P2— I) Ai"= /""'+ A*"— Ai"(p,-i-/?2 + 2wi).

Additionnons ces trois égalités ; il vient

2/1 = A^^
-4- A*— 2A^(sn -+- Sjo) -4- (a^ -4- A^O (ps -*- Pi)

+ (Ai' -1- A^") («2 -+- nj) + A^"(pi -4- P2).

Le numéro précédent contient les valeurs de p. -h \k' et

de fji'
-4- p." ; en les introduisant, on a successivement

2/t = A^'
-4- A*— 2A^(2n -4- 2p) -4- (I?î -4- 2/9 — Pi) [m -4- 2p — ps) fPô "*- Pi)

-4- (2M -4- 2p—nz— p5— Pi) {m -4- ip—ni—p-o— Pi)K + ^5)

-4- (n, -»- p,) (wi + P2) (p, -4-
P2),

2/i=A*"+/"— 2A^(2n+2p)-|-(lH)'(%+-»Î3)— 2"(W2-4-n3)^-4-ÎÎ2»3(«2+W3)

-4- (2w)'(p3-4-p4)-4-(W2-4- n^) (2jJi-4- Wj-H W5) (pi-t-p^-^- '^îlPl+W
-4- 2«(p3 -4- Pi) (2pi -4- 2p2 -4- ps -4- Pi)

-4- (n2 -I- ns) (pi -+- Pi)^

-4- ni(p, -4- P2)* -4- (ps + Pi) (p, -4- P2
-4- P3) (Pl -+- ;>2 -+- Pi)

-*- PdP^Cpi -t- ih),
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ou enfin

1h = fji^ -^ fx.— 1(ji[in -t- 2p) -H in\ni -t- '^îiin^riz

+ (zn)^2/ï -t- in{Tp)-

Pour une matrice à deux lignes et trois colonnes, un calcul

analogue mais beaucoup plus simple conduit à la même formule,

privée toutefois du terme ^Uin^n^, ce qui n'a rien d'étonnant

puisqu'il n'y a plus que deux quantités Wj et n^. On peut con-

jecturer que la formule générale contient, au lieu du terme

2wi«2^3, '^ terme analogue âHn^Mg^ô-

Supposons en effet celte formule établie pour une courbe

d'ordre p. annulant une matrice
||

o,.^
||
à / lignes et / -+- 1 colonnes.

Comme au numéro 3, ajoutons deux lignes N et N'; appelons ^i

l'ordre de la courbe représentée par cette nouvelle matrice et H
le nombre de ses points doubles apparents; ^ et h les mêmes

quantités pour la matrice initiale. On a alors, comme ci-dessus,

les formules

m — ^h = Ml—f^^-^i^i — /^—{/^i — -«) (2SW + 2sp -»- N + N'),

2h= /u.^ -¥ fi — '2juc{in *- ip) + i.nln.2 -i- ^iniiiiris +- {mfip

-t- ln{ipf -+- iplpçi -+- ^ip^p^p-,

cette dernière par hypothèse. L'addition donne

2H = ^f + ^1 — 2/i,(Sn + N + N' -t- L/)) -+- (N*-4- N') (a«, -h ytc)

et puisque

^, _H Ac= (2n + 2/) -t- N) (2n -t- 2p -H N'),
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2H = /Ci! -f- /«i
— 2/ai(2n -I- N -H N' -4- ip)

H- 2n?W2 -+- (N' -+- N")ln + (N + NO^n^

-t- Ssn.îiaHs -+- 2NN'2w -t- 2(N -4- N')2w,>i2

+ (2w)*z/) + 2/)(2sn -4- N -*- N') (N -f- N')

-4- zn(2p)^ -4- (N + N') {ipY

La formule générale est ainsi démontrée.

Le genre g d'une courbe d'ordre y. douée de h points doubles

jpparents est

i/
-= h

jU^ — DAC -4- 2

On en conclut la formule suivante pour le genre d'une courbe

gauche annulant une matrice à / lignes et / -4- 1 colonnes d'élé-

ments d'ordre n,- -h p^ :

^ = 1 -4- /x{in -4- 2p— 2) — i[lnln.2 -t- 22w,nin3 -4- [mfip

-4- 2«(2/)f -4- 2/)?/)2 + 22p,p2P3].

5. Revenons à la matrice à trois lignes et quatre colonnes

de formes quaternaires du premier degré

M =
Oj a^ as tti

bi 62 63 bi

Cl fa C3 C4

Il est utile de savoir le nombre y.^^ des systèmes de valeurs

des variables qui annulent à la fois M et la matrice m formée par

les deux premières colonnes de M.

Pour un système de valeurs des variables qui annulent m, les

fonctions a^, 6^, q et les fonctions o^, 63, c^ ont un faisceau de

relations linéaires communes ; si, pour ces valeurs des variables,
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une de ces relations linéaires appartient aussi aux formes

«g, 63, C3, ainsi qu'à a^, 64, c^, c'est-à-dire si M est nulle, le

déterminant («j 63 c^) est égal à zéro.

Réciproquement, si Ton a [a^ 63 c^) = et m = 0, les élé-

ments des quatre colonnes ont une même relation linéaire, à

moins que l'on n'ait a^ = b^ = c^ = 0, ce qui n'arrive, en

général, que pour un système des valeurs des variables, de sorte

que l'on a

("23= 3/"2 1 8.

On trouve, par le même raisonnement,

V2 étant le nombre de systèmes qui annulent une matrice à deux

lignes et quatre colonnes de formes linéaires. Et généralement.

Il faut donc considérer à présent une matrice ayant deux

colonnes de plus que de lignes, par exemple,

N =
a^ «2 «3 «i «s

i^i 62 63 bi 6s

(^i C2 C3 Ci C5

Lorsqu'elle est nulle, tous les déterminants obtenus en

prenant trois des cinq colonnes s'évanouissent; par suite,

M=
Il

1 2 5 4
II
= et D =

|
1 2 5 0.

Inversement, si l'on a ces deux dernières relations, les élé-

ments des cinq colonnes de N ont une même relation linéaire,

à moins que l'on n'ait m = \\\ ^\\ = 0. Le système M = 0,

D = admet 3[jl3 systèmes de racines, dont v^ annulent N et les

autres annulent m et M; le nombre de ces derniers est donc ^^z;
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il est d'ailleurs évident que tous ceux qui annulent m annulent

D. Ainsi

et généralement

Substituons dans la formule trouvée précédemment \}.i(j^\)\ il

vient

^i(i+l)= (^ -t- 1)/"(— (' — l)/-^/-! -+- /"U-2){<-l)î

ou

Cette formule de réduction donne

A^.u+.)= 2[r^ + (^ - 2r -+-(/- 4f + ...] = -^
-^

-•

On trouve, par la même méthode.

d'où

/(/-+- -!)(/ + 2)

quelconque, on peut, dans chaque cas particulier, refaire le

raisonnement ci-dessus et trouver les nombres analogues à '^i(f^\)

et v/.

Pour l'établissement d'une formule générale, il y a avantage

à commencer par les nombres v/. Nous allons démontrer qu'une

matrice
||

«j,-^
|j

à l lignes et / -+- 2 colonnes de formes de degré

W/ -*-
i»;è (*= 'ï

> 2, . . . / ; A = 1 , 2, . . ., / -4- 2) s'annule pour un

nombre de points donné par la relation
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les deux premiers termes du second membre peuvent évidem-

ment être remplacés par l'expression équivalente SnEn^.

D'abord celte formule se vérifie sur une matrice à une ligne

et trois colonnes, car un tel tableau s'annule pour les points

communs à trois surfaces et le nombre de ces points est

{ni -+- Pi) {ni -+- Pi) (n, + p^)= ti] + wfsp + WjSp.pa -*- PiPifs-

Ensuite la même formule s'applique à une matrice à deux

lignes et quatre colonnes, car on peut chercher le nombre des

points qui l'annulent par la méthode exposée ci-dessus pour les

matrices composées de formes linéaires, et l'on trouve

y2=(ni+n2+/)i+/)4) [("i+^s-t-jOi+Pa) (n,-HW2-H/)i+;j3)—(«1+p,) {n^+p^)]

— [ni -t- Pi) (^2 -4- Pi) [iii + ïh •+- Pi -*- Ps).

En ordonnant par rapport aux n, on trouve cette expression

conforme à la formule annoncée.

Enfin on suppose cette formule établie pour une matrice N à

/ lignes et / ^ 2 colonnes et l'on y joint quatre lignes de formes

de degrés INi-i-p^, Nq+z?^, "^^^Pk, ^^-^Pk', soit v/^2 le nombre

de points qui annulent celte nouvelle matrice IN' à /-+-2 colonnes

et /•4-4 lignes. Ces points sont ceux qui annulent le déterminant

constitué par la dernière ligne et les l-^\ premières de N' et qui

annulent aussi la matrice des /-s-S premières lignes; d'où il faut

défalquer les {ji/(/+i) points communs à cette dernière matrice et

à celle de ses / -+- 1 premières lignes. On a

y;^2= (2n-t- Ni-4-N4-t-2p)[ï/>^-+- 2pi/Î2-+- 2p(2n-H N,-f- N2+ N3) + SJîiWa

-v-in(Ni+ N2-*-N5)+ N2N3-t-N5N,+NiN2]—ft,(,H.„.

La quantité entre crochets est l'ordre de la courbe annulant

la matrice des / -+- 3 premières lignes de N'; cet ordre a été

trouvé au numéro 2, mais il a fallu intervertir les rôles des

lettres p et n, puisque la matrice considérée ici a plus de lignes

que de colonnes.
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Quant aux points en nombre
[j./(/^i), ce sont les points

communs à la matrice des / -+- 1 lignes et au déterminant formé

des / premières lignes complétées par les lignes N^ et N^; mais il

faut défalquer les v/ points annulant la matrice initiale N. Donc

l^Kl+i) = (2^^ -4- N2 H- Nô H- ip)

{1)1^ -t- N, -t- iriiHi -4- inlp -4- NjSp + "ipip^^ — v;,

et comme vi, par hypothèse, est donné par la formule à établir,

on a

v^^2 == (sn -4- Ni -t- N4 -4- 2p) [2/9^ -4- i^piPi -4- 2jt}(SM -- Ni -+- N2 -4- N3)

-4- sw.na -4- 2w(N, + N2 -4- N3) -4- N2N3 -4- N5N, -4- NjNs]

— (2n -4- N2 -+- Ng H- ip) {m^ -4- Nf -+- snjWa -4- i^nip

-4- NjSp -4- ipip^) -4- 2n2n^ -4- i^iifu^n^ -4- iplm"^ -v S^ina)

-4- 2/J,p22M -4- ipip^ps.

Ordonnons par rapport aux p : il vient, après quelques

réductions,

^l+i = 2p2jO^ -H 'Lpip^p^ -4- (2/>* -4- ipiPa) (2n -4- Ni -4- N4)

+ [{^P?— 2/J,J0-2] (N2 -H N3) + 2p[in,W2 -4- (Ni -4- N2 -4- N3)2w

+ N2N3 -4- N3N1 -4- NiNa + ^,{in -4- Ni -4- N„ -+- N3)]

-4- {m -4- N,+ Ni) [2WiW2-»- (N,-4- N2-4- N3)zn-4-NïN3-4-N3Ni-4-N,N2]

— (m -4- N2 H- N3) {m^ + Nf -4- iniîi^ -4- Ni2«) -+- 2w2/î^ -4- ininon^,

ce qui, tous calculs faits, est conforme à la formule annoncée,

sauf naturellement que les rôles des lettres p et n sont intervertis.

Nous pouvons maintenant aussi donner une formule générale

pour le nombre [x/(/^.i) des points qui annulent à la fois une

matrice M à / lignes et / -+- 1 colonnes de formes d'ordre n^ --f- p^ et

la même matrice suivie de deux lignes de formes d'ordres Ni+p^,

^2-^ Pi' C<^s points sont ceux qui annulent à la fois M et le

déterminant formé des l— i premières lignes et des lignes Nj et
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Nj; d'où il faut défalquer les v/_i points qui annulent la matrice

des /— i premières lignes de M. Donc

f*/(/+i)
= f*/(2w — ni -+- N, -f- N2 H- ip) — vi_i

= {iti^ -f- 2n,W2 -f- inip -+- 2/j,p2) {m — w, -+- N, -t- Ng -+- ip)

i-i i—

1 1

— zitiUin^ — sw*sn — Sp(sn^ -t- £n,«2) — Epip^En — SpiPaPs.

Tous calculs faits, on écrit celte formule sous la forme

symétrique

Fv+i)= 2«2;î,n2

—

lnin^ns-\- ip{lnf-i- in{ipf-i- ipipip^—'^pip^ps

-t- (N, +- N2) (2;n* -t- EWi«2 -H mip + ipiPi).

6. En résumé, l'étude d'une matrice se ramène toujours à

l'étude de tableaux analogues obtenus par suppression d'un

certain nombre de lignes et de colonnes. Il va de soi que l'on

peut aussi procéder par adjonction de lignes ou de colonnes

d'éléments quelconques, comme nous le montrerons plus tard.

Les quelques questions traitées ci-dessus ne sont pas les seules

que l'on peut résoudre. Nous allons voir, par une couple

d'exemples, que, moyennant des modifications de détail, les

procédés restent les mêmes dans l'ensemble.

Soit la matrice d'éléments quaternaires quelconques

M =
«1 a^ a^ Oi

61 62 63 64

Cj C2 C3 Ci

Elle s'annule pour les points d'une courbe gauche située

notamment sur la surface qui annule le déterminant (1 2 5).

Mais la matrice partielle

N = «1 «2 «3

61 62 63

représente une autre courbe située sur la même surface. Cher-
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chons les points communs à ces deux courbes. Les coordonnées

d'un point x qui annule le dernier tableau rendent compatibles

en X et jA les relations

Aa, -4- /x6i == (i=1,2,3).

Donc les relations

Aa. + nhi -»- vCi= (t = 1 , 2, 3)

sont satisfaites pour les coordonnées de ce point x, ainsi que pour

les mêmes valeurs de 1 et jj. et pour v = 0. Le point x, s'il ne

rend pas nuls tous les premiers mineurs du déterminant (1 2 3),

satisfait aux dernières équations en même temps qu'un seul

système de valeur de l, |jl, v, [la valeur de v est 0]. Si donc ce

point appartient aussi à la courbe M, il satisfait en outre à

l'équation suivante

AOi -- /J164 + Oci = 0,

et par suite il annule la matrice

«1 a^ Us «4

61 62 bs 64

Ainsi ce dernier tableau représente tous les points communs
aux courbes M et N.

Il faudrait, d'après ce qui précède, écarter les points x qui

annulent tous les premiers mineurs du déterminant (1 2 3).

Or ceci équivaut à quatre conditions en x^, X2, x^, x^, conditions

généralement incompatibles; donc il n'y a aucun point à défal-

quer (*).

(*) Comp. GlAMBELLI, loc. cit,, p. -108,
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La question précédente trouve son application dans la théorie

des matrices angulaires (*) : représentons par la notation

=

l'ensemble des points qui annulent tous les déterminants formés

en prenant trois des lignes ^j,-, a^, a^/, a^^ ou trois des colonnes

ttki, «^2, 0^3, oLk- On peut trouver le nombre de ces points, car

ce sont les intersections de deux courbes

>1
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points d'une surface S> d'ordre l, accompagnée d'une courbe

d'ordre v(v^O).

Disons un mot de ce cas et appelons jx l'ordre de tVI quand,

étant formée d'éléments autres, mais de même ordre n^ +• p^,

elle ne représente qu'une courbe gauche.

Les équations suivantes

I

bok a^ au «3A I

= 0,
I

Co4 au- «ji 03* j
=

représentent deux surfaces; si les formes 60^ et Cq^ sont d'ordre

Pfs, ces deux surfaces sont chacune de degré w^ + Wg -h Wg h- p^

"** P2 "*" P3 "+^ P4 0^^ ^^ "*" ^P- Chacune d'elles se décompose en

la surface Sa et une autre surface d'ordre ^n -t- I^p — X;

appelons ces dernières S2„+2p-A ^' ^'in^iv-y De là résulte

d'abord que X ^ 2n -<- 2p. Supposons que l'on puisse choisir

les formes 6o/è et Cq^ de manière que ces deux surfaces résidues

n'aient en commun qu'une courbe ou un système de courbes;

il est clair que généralement cela est possible d'une infinité de

manières.

Considérons alors la matrice

N =
Il 6oi fo* «lA «2t «?A II

.

D'après le n° 2, pour trouver les points qui l'annulent, il faut

chercher d'abord la partie de l'intersection des deux surfaces

d'ordre ^w -t- Sp qui n'annule pas M; cette partie est l'inter-

section totale des surfaces S^n^^p.) et S'^n+vp-A, d'où l'on a

défalqué la courbe d'ordre v annulant M. Ensuite il faut chercher

les points qui annulent à la fois Sa (donc M) et N et, pour cela,

chercher rintersection de Sa avec la surface [ôo^Co^ai^a^^l =0
et en défalquer, s'il y a lieu, la courbe gauche d'ordre Uj qui

pourrait annuler la matrice
||
a,^ a^^,

||î. Finalement N s'annule

pour une courbe gauche d'ordre

{In -\-^p — xf— V -\- xÇln + 2p — «s) — a-j.

Mais, d'après la remarque qui termine le n° 2, on peut calculer
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l'ordre de la courbe N comme si la matrice M s'annulait seule-

ment pour une courbe gauche d'ordre p., et l'on a donc

[In -4- Ipf— p

,

(2n -*- 2p -
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Si l'on fait précéder la matrice d'une ligne de constantes

arbitraires, a, p, y, on a l'équation

a p r

«i 6, c^

«i K <^x

du réseau des quadriques circonscrites à la courbe.

L'arrangement en colonnes et en lignes de la matrice donnée

correspond aux deux modes de génération de la courbe, comme

lieu des intersections des plans homologues de trois faisceaux

projeclifs et comme lieu des intersections des rayons homo-

logues de deux gerbes projeclives. Les équations des bisécantes

montrent que ces droites sont les intersections des plans homo-

logues de ces deux gerbes.

9. L'évanouissement de la matrice

a b c d

a'j. 6i c^ d'^

a'J h'J c'J d'J

où o, 6, c, d sont des constantes et les autres éléments des formes

linéaires, représente aussi une cubique gauche située sur les

quatre quadriques (ab'^c'J.) = 0, (ab'^d'J.) = 0, (ac'^d'J.) = 0,

(bcX) = 0. Ces équations ne sont pas indépendantes, car on a

l'identité évidente

= {abc'^d'J) = aibc'J'^'}— b{ac'^d'J) -t- c{ab'J!,') — d{ab'X').

Le système des quadriques circonscrites à la courbe peut se

représenter en faisant précéder la matrice d'une ligne de con-

stantes arbitraires a, ^, y, d,

\
a. a «j a'J

I

= 0.

L'identité qui précède montre que ce système, malgré ses

quatre paramètres, n'est que doublement infini.
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L'évanouissement de la matrice considérée ici exprime que

les relations

aXj -t- 6X, -»- cXs -\- dXi == 0,

a'^x, -+- 6;:x2 -t- c',x, + rf;:x4= 0,

ai'Xj -t- b'JX^ + c^'Xs -+- <'Xi =

sont satisfaites pour un faisceau de valeurs des X^-.

Par exemple, si les éléments de la deuxième et de la troisième

ligne de la matrice sont les dérivées partielles de deux formes

quadratiques, on voit que le lieu des points dont les plans

polaires relatifs à deux qiiadriques se coupent dans un plan

donné est une cubique gauche.

Si les X^ sont des paramètres arbitraires, les trois relations

précédentes représentent les bisécanles de la cubique.

On peut multiplier par une même forme linéaire quelconque

p^, les éléments de la première ligne de la matrice
||
a a^ a'J. \\.

Alors, si un point x annule la matrice sans annuler p^, il existe

une même relation linéaire entre les éléments, tels que ap^, a'^,

a'^ de chaque colonne. Donc, si quatre gerbes collinéaires ont

leurs sommets dans un même plan et admettent ce plan comme
élément correspondant commun, le lieu des intersections de leurs

plans homologues se compose du plan considéré et d'une cubique

gauche.

Si dans la matrice
||
a a'^ a'^ j], a, b, c, d sont quatre para-

mètres arbitraires, on a un système linéaire de oo^ cubiques

gauches, système que l'on peut appeler un complexe de cubiques;

toutes les courbes de ce complexe passent par les quatre points

Les considérations ci-dessus s'étendent aisément. Ainsi l'éva-

nouissement d'une matrice à cinq colonnes, ayant deux lignes

d'éléments constants et deux lignes de formes linéaires, repré-

sente une cubique gauche. Donc le lieu des intersections des

plans homologues de cinq espaces collinéaires ayant deux plans

correspondants communs se compose de ces deux plans et d'une

cubique gauche.
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Plus généralement, une matrice à 1 -*- 1 colonnes et 1 lignes,

dont deux de formes linéaires et les autres de constantes, s'annule

pour les points d'une cubique gauche. Mais, à moins de se placer

dans un espace à plus de trois dimensions, on ne trouve plus

d'interprétation géométrique.

10. L'évanouissement de la matrice

Il
a K c.^ d^

\\\

représente aussi une cubique gauche. Donc le lieu des points de

rencontre des rayons hotnologues de trois espaces projectifs ayant

un plan correspondant commun est une cubique gauche.

Cette courbe est située sur la surface cubique {b^c^^d^) = et

sur le réseau de quadriques

A
f*

V

a b^ c, d

a' b'^ c'^ d

a" b'J c'^ d'J

= 0.

Ces quadriques coupent encore la surface cubique suivant

les 00^ cubiques gauches

A
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représentent trois plans passant par une même droite, on voit

sans peine que cette droite est bisécante de toutes les cubiques

du réseau
1|
a h^ c^ d^

J]
et qu'elle est tout entière sur la surface

cubique (b^c^d^) = 0.

L'élimination de x^, x^, x^, x^ entre les trois dernières rela-

tions, c'est-à-dire la condition pour qu'elles soient vérifiées

par ooi systèmes de valeurs des x, conduit à l'évanouissement

d'une matrice à trois lignes et quatre colonnes de formes linéaires

en l, m, n. Nous savons qu'une telle matrice s'annule pour six

systèmes de valeurs de /, m, n. D'où ce théorème connu : Sur

une surface du troisième ordre, toutes les cubiques d'un même

réseau ont en commun six bisécantes formant la moitié d'un

double-six de la surface.

Deux cubiques d'un même réseau, caractérisées respectivement

par les valeurs a, a', a" et a„ a[, a'/ des paramètres, ont un seul

point commun, défini par les relations

Il
a a, 6, c, 4 llî

= 0,

lesquelles équivalent aux trois équations de plans

I

a Oi 6,
I

= 0, \
a Qi c^

\
= 0, |

a Oj 4 1
= 0.

Ce que nous avons dit au n° 6 de la matrice angulaire conduit

à cet autre résultat connu, que deux cubiques de deux réseaux

conjugués ont cinq points communs, définis par les relations

U p ^

a b^ Cj d^

a' b'x c^ d'j.

a" b'J c'J d'J

= 0,

et que deux cubiques de deux réseaux conjugués sont sur une

même quadrique, dont voici l'équation :

a b^ c^ d^

a' 6, ci dx

a" b'J c'J rf:

0.
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Les considérations ci-dessus s'étendent aisément. Ainsi, la

matrice

Il
a 6 c, rf, e. II*

s'annule pour une cubique gauche située sur un réseau de

quadriques dont on obtient l'équation en faisant précéder la

matrice d'une ligne d'éléments 0, 0, \ jx, v.

Elle est aussi située sur un réseau de surfaces cubiques, comme

on verra plus loin. Le système de ses bisécantes est

Il
a 6 Ic^ -+- md^ -t- ne^ ||{

= 0.

Plus généralement, toute matrice à 1 lignes eM + 1 colonnes

représente une cubique gauche si\ — 2 colonnes sont formées de

constantes et les trois autres de formes linéaires.

Courbe du sixième ordre.

11. Étudions la courbe annulant une matrice à trois lignes

et quatre colonnes de formes linéaires. Ses propriétés ont été

exposées par M. Scliur (*), et nous ne démontrerons guère de

vérités nouvelles. Pourtant, les développements qui suivent sont

plus qu'une paraphrase algébrique des recherches de M. Schur :

une bonne partie de nos raisonnements s'applique à la matrice

de /lignes et /-+- 1 colonnes, si bien qu'il suffira d'énoncer les

résultats.

L'évanouissement de la matrice

«x
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donc sept points doubles apparents; en d'autres termes, ses bisé-

cantes forment une congruence d'ordre 7 et de classe 15. D'après

une formule connue, le rang de la courbe est 16.

Pour tout point de Cg, la relation

M^ -t- x'a'^ + x"a'J = 0,

et les trois analogues sont compatibles en '^, V, V. Donc, la

courbe est le lieu des intersections des plans homologues de quatre

gerbes collinéaires.

Un système de valeurs de X, V, ).'' ne donne un point de Cg

que si l'on a la relation suivante, obtenue en éliminant x^, x^,

iCg, ac4 des quatre égalités ci-dessus,

]
Sa^A S6,x Sc,A Srf.x 1Î = 0,

Sa,X désignant a^^ -t- a/V -+- a/''k", etc. Si X, X', X" sont des

coordonnées homogènes dans un plan, l'équation précédente

représente une courbe du quatrième ordre. Donc, la courbe Cg

a une correspondance imidéterminative avec une quartique plane.

12. En faisant précéder la matrice d'une ligne de constantes

°^> ^1 Y> ^> on a l'équation

I

a a^ ai o;^' |
=

représentant oo^ surfaces cubiques S^ qui passent par c^.

D'après nos préliminaires, les équations de deux de ces

surfaces, caractérisées par les paramètres a, (3, y, S et a', (3', y', 8',

équivalent à

Il
a «' a, o; a'J \\\ X H «. < o'J ||î

= 0,

Donc deux de ces surfaces S5 se coupent suivant Cq et suivant

une cubique gauche (n° 10). Chacune de ces cubiques gauches

coupe Ce en huit points (n° 5).
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La relalion

ma^ + nh^ -t- pc^ -\- qd^=

et les deux analogues sont vérifiées, pour tout point x non situé

sur la courbe Cg, par un seul système de valeurs de m, n, p, q.

Or la forme ma^ -h nb^ -+- pc^ -+- qd^ et les deux analogues

peuvent remplacer une colonne quelconque de la matrice repré-

sentant Cg. Donc, dans le mode de génération du numéro précé-

dent, un point quelconque de l'espace peut être pris pour sommet

d'une des quatre gerbes projectives engendrant Cq.

Au contraire, pour un point x de la courbe Cg, la relation

ma^ -- nb^ -h pc^ -^ qd-, = et les deux analogues sont satis-

faites par un faisceau de systèmes de valeurs de w?, n-, p, q. Donc,

la courbe Cg est le lieu des points de rencontre des rayons homo-

logues de trois espaces projectifs superposés.

La courbe Cq n'a pas de quadrisécante, parce qu'une telle droite

devrait être sur toutes les surfaces cubiques S3 et l'intersection

de deux de ces surfaces ne se compléterait pas par une cubique

gauche.

Nous allons nous occuper des trisécantes de la courbe. Elle en

a une infinité simple. Le cône perspectif à Cq et ayant son sommet

sur la courbe est du cinquième ordre et de genre 5; il a donc

trois génératrices doubles. Ainsi, par tout point de Cg, il passe

trois trisécantes. Les trisécantes engendrent une surface qui

admet Cg pour courbe triple.

Soit P un point quelconque hors de Cg. En écrivant qu'une

des surfaces 83=
\

et a^ a'^ a'J |
= passe par ce point, on

établit une relation, non identique, entre a, (3, y, 0. Donc, par

un point non situé sur la courbe, on peut mener un réseau de

surfaces S3.

Prenons, dans ce réseau, trois surfaces n'appartenant pas à un

même faisceau et caractérisées par les valeurs a', ^', y', 8'
;

a", P", y", S"; a"', ^'", Y">
^"' des paramètres a, [3, y, S. Les

points, hors de Cg, communs à ces trois surfaces sont fournis par

les relations

Il a' a" ol'" a, «^ a'J l|î
= 0,
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lesquelles équivalent aux trois équations de plans

I

a' et." a'" a,
I

= 0, 1
a' a" a."' «; |

= 0, |
a' a" ol'" <'

|
= 0.

En général, trois plans n'ont qu'un point commun. Donc

trois surfaces S3, n'appartenant pas à un même faisceau, n'ont

généralement quun point commun hors de la courbe.

Mais si le point P a été choisi sur une trisécanle, celle-ci est

tout entière sur les oo^ surfaces S3 passant par Cg et par P, donc

aussi sur les trois pians dont on vient d'écrire les équations.

Ces équations sont de la forme

ma^ H- nb^ -*- pc^ -»- qd^= 0,

ma'x +- nb'^ + pc^ •+- qd', = 0,

ma'J H- nb'J -t- pc'J -*- qd'J = 0.

Réciproquement, si trois égalités pareilles représentent trois

plans passant par une même droite g, ce qui peut arriver

pour 00* systèmes de valeurs de m, n, p, q, cette droite est une

trisécante.

En effet, la matrice initiale peut se remplacer par

Il
ma^ H- nb^ +- pc^ -t- qd^ 6, c^ d,. \\l

et les trois points où la droite g rencontre la surface cubique

I
6^ c^ rf^

I

= annulent la matrice et sont donc sur Cg.

Les trois plans dont les équations viennent d'être écrites

ci-dessus passent par une même droite quand m, w, p, q vérifient

les relations suivantes, obtenues par élimination des x :

Il
Eùim Ha^m Iia^m Sc^in

|| J
= 0,

'SiUim désignant a^m *- biU +- c^p +- d^q. Or, on peut regarder m,

n, p, q comme les coordonnées tangentielles d'un plan variable

dans un des espaces collinéaires qui engendrent Cg. Donc, dans

chacun des trois espaces projectifs qui engendrent Cg, les plans

qui coupent leurs deux homologues suivant une même droite
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enveloppent une développable de sixième classe, réciproque de Cg,

et les droites en question forment le système des trisécantes de Cg.

La relation

ma^ H- nb, + pc^ + qd^=

et les deux analogues établissent une correspondance unidéter-

minalive entre les points de Cg et ses trisécantes.

Une droite quelconque, intersection de deux plans m^ et f^,

rencontre une trisécante (m, n, p, q) si l'on a

Il
Sa,m Sa:m. I^a'/m w, v.. ||{

= 0,

et, puisque la droite {m, n, p, q) est une trisécante, on a

Il
Sa..m 2«;m I^a'/m ||t = 0.

D'après nos préliminaires, ces deux matrices s'annulent pour

huit systèmes de valeurs de m, n, p, q. Donc une droite quel-

conque rencontre huit trisécantes, ou la surface des trisécantes

est du huitième ordre.

13. Trois surfaces S5 ont, avons-nous dit, généralement un

point P commun hors de Cg. Une de ces trois surfaces coupe

chacune des deux autres suivant une cubique gauche. Ces deux

cubiques gauches, ayant un point commun P, ont six bisécanles

communes, situées sur la première des trois surfaces S3, et cou-

pant encore une fois les deux autres, évidemment sur Cq.

Il n'y a point de conique coupant Cg en six points, car, par un

point hors de Cg, situé sur une conique pareille, on pourrait

mener un réseau de surfaces S3 ayant en commun la conique

considérée; alors des plans tels que

'Lma^ = 0, y^mu'^ = 0, Sma^' =

devraient coïncider, ce qui s'exprimerait par six conditions, entre

lesquelles on pourrait éliminer m, n, p, q, et il resterait des
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relations entre les coefficients des formes de la matrice initiale,

circonstance qui ne se réalise que dans des cas particuliers.

Un raisonnement analogue montre que deux trisécanles ne

peuvent pas se rencontrer hors de la courbe Cg.

D'après ce qui précède, pour que deux points hors de Cq

déterminent un faisceau de surfaces S-,, il faut et il suffît que

ces points ne soient pas sur une même trisécanle. En d'autres

termes, par deux points extérieurs à la courbe, il passe ou bien

une trisécanle, ou bien une cubique coupant huit fois Gq.

De là résulte que Véqualion (y.a^a'^a'J.) = représente toutes

les surfaces cubiques passant par Cg. Soif, en effet, T3 une

surface quelconque dii troisième ordre passant par la sextique.

Par deux points de T3, non situés sur Cg ni sur une de ses

trisécantes, on peut mener une cubique octosécanle c^; celle ci,

ayant dix points sur T3, est tout entière sur cette surface; les

courbes Cq et c^ forment la base d'un faisceau de surfaces S3;

T3 appartient à ce faisceau et, par suite, au système des

surfaces S3.

Par trois points hors de Cg, non situés sur une même cubique

octosécante et dont deux ne sont pas sur une même trisécanle, on

peut faire passer une surface S3 et une seule.

Par deux points hors de Cg et situés sur une même bisécante,

on peut mener un faisceau de surfaces S3. La base de ce faisceau

ne peut se compléter par une conique, car celle-ci devrait couper

six fois Cg; donc cette base se complète par deux trisécantes qui

rencontrent la bisécante. Ainsi, toute bisécante est rencontrée par

deux trisécanles; ceci confirme que la surface des trisécantes est

du huitième ordre.

Réciproquement, par deux trisécantes on peut faire passer un

faisceau de surfaces S3 dont la base se complète par une bisécante

rencontrant les deux trisécantes.

Deux surfaces S3 passant par une même trisécanle se coupent

encore suivant une conique qui s'appuie sur la trisécanle et qui

coupe cinq fois Cg. Réciproquement, toute conique coupant cinq

fois Cg est rencontrée par une trisécanle.
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14, Faisons précéder la matrice définissant Cq d'une colonne

de constantes déterminées 1, V, A". Le tableau

Il
^ a» ftx c^

Il

s'annule pour quatre points de Cq. Ces quatre points vérifient

aussi l'équation suivante, quels que soient a, (3, y, 8 et

a', P', y', S' :

= 0.



( 54)

ce qui est évident géométriquement, puisque sur une surface

du troisième ordre, deux cubiques gauches de systèmes con-

jugués appartiennent à une même quadrique.

Une cubique gauche octosécante peut dégénérer en deux tri-

sécantes accompagnées de la bisécante qui les coupe. Donc, les

droites menées des points d'un quadruple et s'appuyant sur deux

irisécanles quelconques sont hijperbotoïdiques et marquent, sur

les deux trisécanies, des rapports anharmoniques égaux. Par

suite aussi, le rapport anharmonique des plans qui projettent un

quadruple donné d'une trisécante quelconque est constant.

Soient A et B deux points d'un quadruple A, B, C, D;

soit t une des deux trisécanies rencontrant AB, et soit t' une

trisécante quelconque ne rencontrant ni AB, ni CD. La qua-

drique menée par t, i', A, B, C, D contient tout le plan

(t, AB) et comme, par hypothèse, t' et CD ne sont pas dans un

même plan, l'un des points C ou D est dans le plan (/, AB).

Donc, les points qui complètent le quadruple contenant A et B se

trouvent de la manière suivante : chacune des deux trisécantes

qui coupent AB déterm,ine, avec AB, un plan qui coupe encore Cg

en un des points cherchés C, D.

Une cubique octosécante peut dégénérer en trois trisécantes

se rencontrant en un point de Cq. Donc, les trois trisécantes

issues d'un même point de la courbe et quatre points d'un qua-

druple sont toujours sur un cône du second ordre.

Chaque quadruple étant défini par un système déterminé de

valeurs de l, V, 1", les quadriques Q qui unissent deux cubiques

octosécantes fixes à un quadruple variable engendrent deux

réseaux projectifs.

15. Lorsque les éléments de chaque ligne de la matrice

représentant Cq sont des dérivées partielles d'une forme qua-

dratique, on a un cas particulier, donnant la solution de la

Question 1954 des Nouvelles Annales de mathématiques :

La courbe Cq est alors le lieu des sommets des cônes contenus

dans un réseau de quadriques ; la conjuguée d'une droite fixe A

relative aux quadriques du réseau décrit la congruence des
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bisécantes d'une des cubiques gauches coupant huit fois Cg. Si les

conjuguées d'une droite A passent par un même point, celui-ci

décrit la sexlique Cg et A en est une trisécante.

De la question corrélative, nous ne retiendrons qu'un cas par-

ticulier, à titre d'exemple : celui d'un réseau tangentiel de

surfaces de seconde classe, dont l'une est le cercle imaginaire

de l'infini, c'est-à-dire un faisceau tangentiel F de quadriques

accompagnées de leurs homofocales. Les plans principaux enve-

loppent mie développable de sixième classe yg. Les conjuguées

d'une droite A par rapport à toutes ces surfaces sont des droites

dans deux plans d'une développable de troisième classe y^. Cha-

cune de ces y^ touche huit plans tangents de yg. Lorsque toutes

ces conjuguées de A sont dans un plan, nécessairement perpendi-

culaire à A, ce plan enveloppe yg ; toutes les droites A jouissant

de cette propriété engendrent une surface réglée du huitième

ordre.

La représentation analytique de Cq soulève des questions

nouvelles, notamment la recherche des formes invariantes de

douze formes linéaires propres à représenter des figures liées à

la courbe Cg; par exemple on peut chercher l'équation de la

développable osculatrice ou celle de la surface des trisécantes.

Nous sommes obligé de différer ces développements pour ne pas

faire de digression dans le présent travail.

16. L'évanouissement de la matrice

Il
a b, c, 4 e, \\\,

où les éléments de la première colonne sont des constantes et

les autres des formes linéaires, représente aussi la courbe Cg que

nous venons d'étudier dans les numéros précédents. Ici cette

courbe est située sur la surface S4 du quatrième ordre

I
6, c/ 4 e,

I

= 0.

Si les paramètres a, a' , a'', a'" sont variables, on a un système
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de 00^ courbes Cq sur la même surface S4. Une de ces courbes

est encore située sur les oo^ surfaces cubiques

«3 =
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Courbe du dixième ordre et courbe d'ordre —

^

17. On généralise sans peine les poinis principaux de la

théorie exposée au paragraphe précédent. L'évanouissement

d'une nfialrice à quatre lignes et cinq colonnes de formes linéaires

représente une courbe gauche du dixième ordre, qo, rencontrée

aussi par M. Schur. C'est le lien des points communs aux plans

homologues de cinq espaces profectifs superposés. L'arrangement

en lignes de la matrice ne donne pas de génération géométrique,

si Ton se limite à l'espace à trois dimensions.

La courbe Cjo est sur oo* surfaces du quatrième ordre; l'inter-

section de deux de ces surfaces se complète par une courbe Cg (du

paragraphe précédent), coupant c^q en vingt points. Trois de ces

surfaces du quatrième ordre ont eu général quatre points com-

muns; ces quatre points sont sur oo^ courbes cg et forment, sur

chacune d'elles, un quadruple. Le genre de la courbe c^q est onze ;

elle a vingt-cinq points doubles apparents; par tout point de la

courbe passent sept trisécantes.

Il existe, sur la courbe Ciq, oo^ groupes de dix points dont

chacun peut être réuni, au moyen d'une surface cubique, à une

quelconque des courbes Cg qui coupent vingt fois Ciq; chacun de

ces groupes de dix points est déterminé par trois de ses éléments.

Ces groupes de dix points sont les intersections de Ciq avec des

courbes Cg situées sur les surfaces quartiques contenant c^q et

conjuguées, sur ces surfaces, des courbes Cg qui coupent vingt

foisc^Q.

Sur une surface du cinquième ordre représentée par un déter-

minant de vingt-cinq formes linéaires, on a deux systèmes

conjugués de oc* courbes c^q. Deux courbes d'un même sijstème

se coupent en dix points, formant sur chacune d'elles un groupe

défini ci-dessus. Deux courbes de système opposé se coupent en

trente points.

18. Sans qu'il soit nécessaire d'insister, on voit comment
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tout ceci se généralise et pourquoi les extensions analytiques

portent plus loin que les figures auxquelles peut atteindre la

géométrie synthétique quand elle se restreint à l'espace ordinaire.

Si, dans la matrice, il y a 1 lignes eM -h 1 colonnes de formes

linéaires, la courbe représentée est d'ordre —^ et de genre

g (1 — 2) (1 — 1
)
(21 H- 3) ; le nombre de ses points doubles

apparents est ~ (\ — i ) 1 (1 -t- 1 ) (31— 2).

La courbe est sur oo^ surfaces d'ordre 1 ; deux de celles-ci se

coupent encore suivant une courbe d'ordre
~

rencontrant la

courbe donnée en ^Q — 1) 1 (1 -v 1) points.

Sur la courbe considérée, il y a <x>^~^ groupes de-(\— 1 ) 1 (1 -t- 1 )

points, dont chacun peut être réuni, par une surface d'ordre \,

à une des courbes d'ordre -^— définies ci-dessus.

On peut envisager, sur une surface d'ordre \ -¥ i , deux

systèmes conjugués de courbes d'ordre - I (1 -+- 1 ) : deux courbes

de même système se coupent en~(\ — i) 1(1 -+- 1) points; deux

courbes de système opposé ont
g

(I -4- 1)1 (21 -+- d) points com-

muns (*).

Courbe du cinquième ordre.

19. Dans ce paragraphe et les suivants, nous examinerons

des tableaux rectangulaires contenant des formes non linéaires.

Comme premier exemple, posons

al b, c,

a'; 6^ c;

(*) [M. C. Segre a publié un article Sur la génération projective des

surfaces cubiques (Archiv der Math, u. Phys., 3« série, t. X, 1906,

fasc, 3 et A); l'auteur appelle l'attention sur les variétés algébriques qui

peuvent être représentées par des matrices à éléments linéaires et cite une

large étude de M. Reye, Ueber lineare Mannigfaltigkeiten, etc. (Journ. f.

Math., t. CIV à CVIII, 1889 et suiv.); dans ce dernier travail, l'exposé est

constamment synthétique, sauf dans un des derniers paragraphes, où

quelques-uns des résultats obtenus sont traduits sous forme algébrique.]
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Ces relations représentent une courbe gauche Cg du cinquième

ordre et de genre 2, ayant donc quatre points doubles apparents.

M. Timerding a étudié cette figure surtout au point de vue de

ses relations avec les fonctions abéliennes (*).

La courbe c^ est le lieu des intersections des éléments homologues

de deux faisceaux projectifs de plans et d'un faisceau de qua-

driques projectif aux précédents. Elle est donc aussi le lieu des

intersections d'un faisceau de quadriques et d'un système réglé

projectifs entre eux.

Si l'on multiplie b^, b'^ par une même forme linéaire m^, et

c^, c^. par une autre forme linéaire n^, l'arrangement en lignes

du tableau ci-dessus donne un mode de génération de c^ assez

pénible à énoncer; mais si l'on multiplie les quatre éléments

6^, 61:, c^, c^ par une même forme linéaire m^, on voit que la

courbe c^ est engendrée de la manière suivante : on a deux

réseaux projectif de quadriques ayant chacun une conique com-

mune et ces deux coniques étant dans un même plan (a^, m^ et

d'^, m^c); deux quadriques quelconques du premier réseau se

coupent encore suivant une conique c^ et les quadriques homologues

du second réseau se coupent encore suivant une conique c^; le

lieu des points communs aux coniques Ca et c'^ est la courbe c^.

Si m^ est le plan de l'infini, on a deux réseaux projectifs de

quadriques semblables.

La courbe c^ est l'intersection partielle de la quadrique

b^c'^— c^b'^= et de la surface cubique a^6^— a'^b^= 0, qui

ont encore en commun la droite, intersection des plans b^ et b'^.

Réciproquement, si deux surfaces du deuxième et du troisième

ordre se coupent suivant une droite et une courbe du cinquième

ordre, celle-ci annule une matrice comme ci-dessus. En effet, la

droite commune étant prise comme arête XiT^ du tétraèdre de

référence, les équations des surfaces peuvent être mises sous la

forme

Xif— x^f = 0, XjP — x.q = 0,

(*) Journ.f. Math., 1901.
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/"et <p étant du second degré, jo et g du premier. D'où

f p x^

f q Xi
0.

La quadrique b^c^ — b^c^ == est évidemment la seule surface

du second ordre circonscrite à c^. Ses génératrices rencontrent Cg

aux points où elles percent la surface a^6^— a'^b^=0 sans y

rencontrer la droite (66'); donc toutes les génératrices de même

système que (bb') sont des trisécantes et les autres des bisécantes.

Toute trisécante de Cg rencontre en trois points la quadrique

6j:C^— 6^c^==0 et se trouve tout entière sur cette surface,

c'est-à-dire que l'un des systèmes réglés de cette quadrique con-

stitue le système complet des trisécantes de la courbe. Les généra-

trices de l'autre système, étant des bisécantes, donnent sur Cg

une correspondance unidéterminative et involutive de points.

Appelons Cg un couple quelconque de ces points correspondants;

nous y reviendrons bientôt.

20. En appelant a^ une forme linéaire quelconque, (3 et y

des constantes, on a les ocS surfaces cubiques circonscrites à Cg

al 6,

a7 K

= 0.

Chacune des surfaces cubiques circonscrites à Cg contient une

trisécante de la courbe, savoir la droite représentée par

P 6. K
r c^ c^

= 0.

Deux de ces surfaces cubiques, caractérisées respectivement

par a^, (3, y et par a^, (3', /, complètent leur intersection par la

courbe

^. |3 r

"x P' r'

a| 6, Cj

orl* b' e'

= 0.
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D'après nos préliminaires, celle courbe coupe c^ en huit

points. C'est d'ailleurs une biquadralique, inlerseclion de deux

surfaces du second ordre,

P r

P' r' = 0,

«a;
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21. Trois surfaces cubiques circonscrites à c^ ont générale-

ment quatre points communs, car la matrice

a.^ a.^ a,j. o,^ a^

P P' P" K K
<y y' y" C, C^

s'annule quand on a simultanément

«X < <'
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faire passer un réseau de surfaces cubiques ayant un quatrième

point commun. Seulement, si les trois points donnés sont sur

une même conique quadrisécante, ou sur une même droite uni-

sécante, le réseau contient cette droite ou celte conique tout

entière; et si deux des points donnés sont sur une même bisé-

cante, le réseau contient celte droite.

Par quatre points hors de c.^ et n'appartenant pas à un même

quadruple, on peut mener un faisceau de surfaces cubiques cir-

conscrites; ou par quatre points pareils on peut mener une

biquadratique octosécante de Cg. Enfin, par cinq points hors de C5

et non situés sur une même biquadratique octosécante, on peut

mener une surface cubique circonscrite.

22. Le faisceau des quadriques ayant pour base une biqua-

dratique octosécante est représenté par

«X P r

< P' r'

al b^ c^ X

a'J b^. c^ fi

= 0.

Cette équation est vérifiée, quels que soient a^, a^, [3, y, (3', /,

par les points qui annulent la matrice

Ces points sont les appuis, sur Cg, d'une bisécante génératrice

de b^c'^— b'^c^; ils forment donc ce que nous avons appelé

précédemment un couple de points C2 sur la courbe Cg. Ainsi,

une biquadratique octosécante et un couple de points C-2 sont

toujours sur une même quadrique.

Les quadriques qui unissent deux biquadratiques octosécantes

fixes à un couple mobile de points Cg engendrent deux faisceaux

projectifs.
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Signalons en passant deux autres formes représentant la

courbe Cg :

a, p 'x à'

a'/ bi c' (IL

= et

al
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avons rencontré une courbe gauche du septième ordre, lieu des

contacts des tangentes menées d'un point aux cubiques gauches

d'une gerbe définie par deux points et trois bisécantes. M.Hum-
bert (*) avait déjà étudié la figure plus spéciale, analogue pour

le système de cubiques gauches par cinq points.

Ces deux lignes sont des cas particuliers d'une courbe c-^

étudiée, au moyen de considérations géométriques, par M. Mon-

tesano (**); elle peut se représenter par

= 0.

L'arrangement en lignes et en colonnes donne les deux modes

de génération suivants :

Étant donnés un réseau de quadriques et une gerbe projective

de plans, C7 est le lieu des points où la biquadralique intersection

de deux quadriques du réseau rencontre la droite commune aux

deux plans correspondants de la gerbe.

La courbe C7 est le lieu des intersections des surfaces homologues

de trois faisceaux projectifs de quadriques, faisceaux spécialisés

par ce fait que trois surfaces homologues dégénèrent en deux

plans et que ces trois couples de plans ont un plan commun.
D'après son mode de représentation, la courbe c-j passe

par les huit points A,- communs aux quadriques du réseau

^a^-4- ^a'2-^\a!,^ et par le point B commun aux plans h, h', h".

Elle est située sur les 00^ surfaces cubiques

b, b: b'j

Deux de ces surfaces se coupent encore suivant une conique,

11« P «^ K\\\=0,

{*) Journ. de VEc. polyL, t. LXIV.
(**) Atti Accad. Torino, t. XXVII, 1892.
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dont le plan (a [3 6^) = passe par B et qui coupent C7 en six

points. Chacune de ces coniques peut être réunie aux huit points

A,- par une quadrique.

Puisque les éléments d'une colonne du tableau initial peuvent

être remplacés par Xa^ -*- ^a'^ +- ya'J.^ et Ib^ ^ ^h'^ -+- yb'J., on voit

que tout plan mené par B coupe encore C7 en six points d'une

conique et que toute quadrique par les points A,- coupe encore C7

en six points d'une conique.

Par un point hors de c^, on peut mener un faisceau de surfaces

cubiques circonscrites, donc aussi une conique sexasécante de C7.

Par deux points hors de C7 et non situés sur une telle conique, on

peut mener une seule surface cubique circonscrite.

24. Il suffira d'énoncer encore quelques résultats dont la

démonstration est une suite immédiate de nos préliminaires.

La courbe C7 n'a pas de quadrisécante. Elle est de genre cinq

et possède donc dix points doubles apparents. Par tout point de

la courbe, il passe cinq trisécantes, de sorte que la surface des

trisécantes a la courbe C7 comme ligne quintuple.

Voici comment on peut déterminer Tordre de la surface des

trisécantes. Le plan

B, = a6, h- ^6; + vb'J =

coupe la quadrique correspondante

Al= Xal -\- ix,a'^ -t- vaT =

suivant une conique qui dégénère en deux droites quand le plan

touche la surface, c'est-à-dire quand on a

Ail Ai2 Ai3 An Bi

Agj A 22 A23 Aji 152

A31 A32 A33 A34 B3 = 0.

A« A42 A45 Au B4

Bi B2 B3 B,

La surface engendrée par ces coniques dégénérées, c'est-à-dire
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par les trisécantes de c^, s'obtient en éliminant X, m, v entre les

trois équations précédentes. Donc, les trisécantes de c-j engendrent

une surface du quinzième ordre.

La matrice

al a;^ a'J^ a,

K K b'J S

s'annule pour un groupe G^ de huit points situés sur C7 et pouvant

être réuni, par une quadrique, à toute conique sexasécante.

Comme [3 et les coefficients de a^ peuvent être des paramètres

arbitraires, il y a, sur C7, 00^ groupes Gg.

La matrice

«X
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point sur une surface f d'ordre n sont sur la courbe gauche

d'ordre n (n— i) -4- \ définie par

x— x'
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La courbe Cg est de genre 1 et a quatorze points doubles appa-

rents. Par tout point de Cg, on peut mener huit trisécantes.

Les droites situées sur les surfaces cubiques circonscrites à Cg

sont des trisécantes, sauf celles qui rencontrent (ce') et qui sont

bisécantes. Réciproquement, si une surface cubique circonscrite

à Cg passe par un point situé hors de la courbe et sur une

trisécante, elle contient cette droite tout entière. Ainsi, toute

surface cubique circonscrite à Cg contient la qiiadrisécante (ce'),

dix bisécantes rencontrant (ce') et seize trisécantes.

La surface des trisécantes contient Cg comme courbe octuple;

elle est du vingt-huitième ordre; en effet, elle coupe une surface

cubique circonscrite suivant seize lignes droites, outre la quadri-

sécante qui doit être comptée comme une trisécante quadruple;

donc, si X est l'ordre de la surface des trisécantes, on a

Sac= 64 -+• 16 -^- 4, d'où x == 28.

On trouve de même que les bisécantes rencontrant (ce') engen-

drent une surface du quatorzième ordre ayant Cg comme ligne

triple et (ce') comme ligne octuple.

Plus généralement, le symbole

=

représente une courbe de l'ordre mn + m -t- n, formant, avec

une droite (ce'), l'intersection complète de deux surfaces, Cune

d'ordre m -+- 1, l'autre d'ordre n -+- 1. On énoncera sans peine

diverses propriétés de cette courbe, surtout dans le cas où l'on

a m = n.

Courbe du neuvième ordre.

26. Le tableau

b.

à',

b'J

s'annule pour les points d'une courbe gauche du neuvième ordre
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Cg, lieu des intersections des éléments homologues de trois gerbes

de plans et d'un réseau de quadriques projectifs entre eux.

Cette courbe est l'intersection partielle de deux surfaces, l'une

du troisième, l'autre du quatrième ordre, ayant encore une

cubique gauche commune. Il ne passe par Cg qu'une surface

cubique et les vingt-sept droites de cette surface forment le système

complet des quadri&écantes de la courbe.

La courbe est sur 006 surfaces quartiques. Deux de ces dernières

se coupent encore suivant une courbe du septième ordre du type

Cy étudié précédemment, chacune de ces courbes Cy coupe Cg en

vingt points. Chacune des surfaces quartiques circonscrites coupe

encore la surface cubique suivant une cubique gauche Cs qui ren-

contre encore Cg en onze points. Toute courbe C7 coupe, en un

point hors de Cg, chacune des cubiques gauches C3.

Il existe sur Cg des groupes de sept points G7, tels que chacun

de ces groupes peut être réuni à chacune des courbes C7 par une

surface cubique; chacun de ces groupes G7 peut aussi être réuni

à chacune des cubiques c^ par une quadrique. Un groupe G7 est

déterminé par deux de ses éléments. Ces groupes G7 sont les

intersections de Cg avec les cubiques conjuguées des cubiques Cj

sur la surface cubique circonscrite ; ce sont aussi les intersections

de Cg avec des courbes Cg (voir n" 19), formant, sur les surfaces

quartiques circonscrites, le système conjugué des courbes c-j.

Jacobienne d'un système de surfaces.

27. Les courbes dont nous avons dit un mot dans les para-

graphes précédents sont de simples exemples d'application des

formules préliminaires. La liste de ces figures est loin d'être

épuisée et, pour chacune, il serait facile de multiplier et de

préciser les résultats. Nous avons, dans les esquisses précédentes,

traité des questions assez diverses pour légitimer l'étude séparée

de chaque figure ; nous avons, d'autre part, résolu assez de

problèmes communs pour qu'on devine la possibilité de les

étendre au cas le plus général. Pourtant, les formules relatives

à ces cas généraux ne paraissent pas fort intéressantes; nous
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nous bornerons à donner un exemple de celte extension en

considérant le déterminant rectangulaire de Jacobi.

Pour la Jacobienne d'un réseau de surfaces, L. Cremona

(Preliminari) a déduit la définition, le degré et d'autres pro-

priétés, de considérations géométriques. Quelques auteurs, tels

que G. Salmon la représentent par un tableau rectangulaire;

mais il ne semble pas que l'on ait tiré grand profit de ce mode
d'écriture.

Considérons d'abord le cas plus général de trois snvhcesii,v,w

d'ordre n, n', n". On appelle Jacobienne de ces trois surfaces la

courbe gauche J définie par l'évanouissement de la matrice

du
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ou, tous calculs faits,

Sn^Sw — SSn^ — lOSnn' + S22Sw — 25 -t- ^(Swn'Sn -+- nn'n").

Nous avons établi ce résultat dans les Rendiconti del circolo

matematico di Palermo, 1904, à l'occasion d'un article de

M. C. Mineo donnant une autre démonstration de cette formule.

Si les nombres n, n', n" sont égaux, la courbe J est d'ordre

6(n— 1)2 et de genre iAn'^ — 54^^ -4- 66w — 2S. Dans ce cas,

elle s'appelle aussi la Jacobienne du réseau lu + jai; -*- vw, car

elle est évidemment la Jacobienne de trois surfaces quelconques

de ce réseau. Alors aussi elle est, comme on sait, le lieu des

points doubles des surfaces du réseau, ou le lieu des contacts

des surfaces du réseau qui se touchent entre elles.

28. Mais les points communs aux surfaces du réseau ne sont

pas, en général, sur la courbe J. Pour élucider cette question,

reprenons le cas de trois surfaces d'ordres n, n', n" et supposons

qu'un point soit multiple, respectivement d'ordre r, r', r" sur

chacune de ces surfaces. Prenons ce point pour sommet x^ x^ x^

du tétraèdre de référence : les termes de degré le plus élevé

en ac4 dans les équations des surfaces ont respectivement la

forme

Une des surfaces d'ordre n -^ n' -i- n" — 3 circonscrites à la

courbe J, par exemple

T,= l

du dv dw

dXi dXi dXi
(1 = 1,2,3)

a pour termes de l'ordre le plus élevé en x^

df

rfXi

d^

dxi

dXi

X'i
'-—
dXi

a-J-"-—
dXi

dXi

dxz

n'-r-
^^

dx^

dXi
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L'ordre de ces termes en x^ est donc n -t- n' -+- n"— r— r'—r"

et le sommet considéré est d'ordre r + r' + r"— 3 sur la

surface Tj.

Pour une autre surface Tg dont l'équation comprend les

colonnes 1,2, 4- du tableau J, les termes de l'ordre le plus

élevé en x^ sont

x;
fi'—f 3_

dxi

,,.«Z

dx

dé
xf-'-— {n' — r')a-f-''-'^

aXi

„ Jxii"~r" ^^n"_r" - xr~'"-f- {n" — r")x:
dx.

Il ,,//\^n"-r"-l„.

L'ordre de ces termes est n -- n' + w" — r — r' — r" — 1

et le point est multiple d'ordre r ->n r' ->>- r^^ — 2.

Sur l'intersection des surfaces Tj et Tg, le point considéré

-5)0 + r'' — 2)est multiple d'ordre (r -»- r' -

= (i:r— 5)(Sr— 2).

Mais, outre la courbe J, cette intersection comprend une

courbe K définie par les deux premières colonnes de la matrice J.

On verra, comme plus haut, que K est sur deux surfaces ayant

le point considéré comme point multiple d'ordre (r -t- r' — 2) et

(r H- r" — 2) et se coupant encore suivant une courbe K' inter-

section totale des surfaces ^ = 0, ^7 = 0, et celte courbe K' a

le point considéré comme point multiple d'ordre (r— 1)^

Finalement, sur la courbe J, le degré de multiplicité du

sommet considéré est

(Sr — 3) (Sr _ 2)— (r -*- r'— 2) (r -+- r"— 2) + (r— 1 f
= Hr^ -+- YiTr' — 5Sr -t- 3.

Ce nombre est nul quand on a r = r' = r'' == 1 ; c'est ainsi

que la Jacobienne ne passe pas par les points simples isolés

communs aux trois surfaces.

Si le point considéré est multiple d'ordre r sur chaque surface.
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il est multiple d'ordre Gr^ — 9r + 3 = 3 (2r — l)(r — i) sur

la Jacobienne.

Il se peut que les surfaces u, v, w aient une courbe commune.
En vertu du théorème d'Euler sur les fonctions homogènes,

l'équation générale des surfaces d'ordre 2n— 3 circonscrites

à J peut s'écrire

S =

«1

du

dxi

dv

ftej

dv:>

dxi

«2

du

dx^

dv

dx^

dw

dxi

«3

du

dxz

dv

dxz

dw

dxz

Sta^X,-

n"w

= 0.

Les points où la courbe commune k u, v, w coupe la surface

du

dxi

dv

dxi

dw

dXi
= (e= 1,2,3)

appartiennent à toutes les surfaces S et, par suite, à la courbe J.

29. Deux surfaces d'ordre Sw — 3 circonscrites à J,

S = du dv dw

dXi dXi dXi

du dv dw

dxi dXi dXi
= 0, S' =

(r==1,2,3,4),

se coupent encore suivant une courbe K définie par

du dv dw

dXi dXi dXi
= 0, ({ = 1,2,5,4).

Celle-ci est le lieu des points dont les plans polaires relatifs

aux trois surfaces se coupent sur la droite a^ intersection des

plans a^= 0, !3^= 0. Cette courbe est d'ordre

(w -+-
n' — 2){n -<- 7i" — 2) — (n — i)^

^ nn' -4- n'n" -*- n"n — 2 (n -t- n' -+- n") -t- 3.
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Elle coupe la courbe J en des points dont le nombre s'évalue

par la méthode du n° 5. On trouve

^n -\- n' -+ n" — 'ô)\nn' + n'n" + n"n — 'i{n + n' -f- n") -+- 3]

— (n — 1)(n' — 1)(n" — 1).

Quelle est rinterprctation géométrique de ce résultat?

Pour tout point de la Jacobienne, les plans polaires relatifs

aux surfaces m, v, w se coupent suivant une même droite d.

Toutes ces droites décrivent une surface que l'on pourrait

appeler Steinérienne des trois surfaces u, v, w, ou, si elles sont

de même ordre, du réseau ht + [xu + yiv.

Les premières surfaces polaires des points d'une droite rela-

tives aux trois surfaces m, v, w forment trois faisceaux; quand la

droite en question est génératrice de la Steinérienne, les courbes

de base de ces trois faisceaux ont un point commun x sur la

Jacobienne et, en généra!, un seul. Si la droite en question

rencontre a[3, le point x est en même temps sur la courbe K,

lieu des points dont les plans polaires relatifs à n, v, w se coupent

sur aj3 et réciproquement. Donc le nombre des intersections des

courbes K et J est généralement égalau nombre des intersec-

tions d'une droite arbitraire a[3 avec les génératrices de la Stei-

nérienne, ou encore égal à l'ordre de cette surface Steinérienne.

Cet ordre est donc

(2n — 3) [llnn' — SS/i -«- 3) — (n— 1
)
{n' — \

)
(n" — i ).

Pour n = n' = n" = 2, ce nombre est 8; c'est l'ordre de la

surface des trisécantes de la courbe Cq définie au n*» 1 1.

Pour n == n' = n", ce nombre est 8(w — 1)^.

30. Considérons un réseau de surfaces d'ordre n. Faisons

suivre la matrice Jacobienne d'une colonne de constantes 1, n, v.

La nouvelle matrice s'annule pour 4(w— 1)^ points, dont

chacun n'a qu'un seul plan polaire par rapport aux surfaces

d'un certain faisceau F pris dans le réseau donné. Le faisceau F

dépend des constantes 1, p., v. Les 4(w— 1)^ points sont aussi

les points singuliers de surfaces de ce faisceau F.
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Si l'on fait varier 1, ^i, v, on a, sur la Jacobienne, oo^ groupes

de points pareils. Chaque groupe est déterminé par deux de ses

éléments et peut être réuni à chaque courbe K (voir numéro

précédent) au moyen d'une surface d'ordre 2(w— 1). Une telle

surface est le lieu des points dont les plans polaires relatifs aux

surfaces du faisceau F correspondant se coupent sur une certaine

droite a^.

31. L. Cremona (PreliminariJ a aussi défini la courbe Jaco-

bienne de cinq surfaces, d'ordres «i, n^, «3, n^, «5, par exemple.

Cette courbe est le lieu des points dont les plans polaires

relatifs aux cinq surfaces passent par un même point; elle est

représentée par l'évanouissement d'une matrice à cinq colonnes

de quatre éléments chacune; les éléments de chaque colonne

sont les dérivées partielles de la forme représentant une des

surfaces.

D'après ce qui précède, il est permis d'énoncer simplement

les principales propriétés de cette courbe. Elle passe par les

points communs aux surfaces données, quand il y a des points

pareils, mais non par les points singuliers des surfaces. Quand

les nombres w, sont égaux, elle est aussi la Jacobienne de cinq

surfaces quelconques du système linéaire quadruplement infini

déterminé par les surfaces données. En général, la Jacobienne

des cinq surfaces est de Tordre (voir nos préliminaires)

S(ni - i){n^ — 1) == Sn.na — 4Sw -t- 10.

Elle rencontre la Jacobienne des trois premières surfaces, par

exemple, en un nombre de points égal n

(ni+W2+W3-3)[n4W2+/j2n3+W5Wj-2(n,-4-M2+/i3)+3]-(«,-1)(w2-l)(%-i)

-+-(nt-^-ng—2)[n|-+-nl-+-w|+Win2-t-W2W3-t-W3«j—4(nj-hW2+n3)+6].

Dans le cas spécial où tous les nombres w,- sont égaux, la

Jacobienne est d'ordre 10(n— l)^; elle est alors sur go^ surfaces

d'ordre i{n— 1); deux quelconques de ces surfaces se coupent

encore suivant une courbe d'ordre 6(n— 1)^ coupant la Jaco-

bienne en 20 (w — 1)^ points.
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Dans le cas plus spécial où les cinq surfaces sont des qua-

driques, la Jacobienne est une courbe du dixième ordre,

appartenant au type qo étudié au n" 17. Si les quadriques ont

deux points communs, la droite qui les joint fait évidemment

partie de la Jacobienne. Cinq quadriques définissant un système

quadruplement infini ont, au plus, cinq points communs. Lors-

qu'il en est ainsi, la courbe Cjo se réduit aux droites joignant

ces points deux à deux. Si les quadriques passent par une même

conique, il n'y a plus de courbe Jacobienne : tous les points du

plan de la conique répondent à la définition géométrique de la

Jacobienne.

Dans le cas général, le genre de la Jacobienne de cinq sur-

faces se trouve en appliquant soit la méthode, soit la formule

du n° 4- ; c'est

^ = 1 + (Sn.w^— 4Sn -*- i 0) (S« - 7) — i[2(n, — ]fin, — i)

+ 2S(w,-l)(n,-i)(n3— 1)].

Après quelques calculs, ce résultat peut s'écrire

g = ^[SwSn^Wa — 4(Sn)* + 52Sn — ISErj^n^ -+- llnin^n^ — 98].

Si les cinq surfaces sont d'ordre n, le genre ( st

30w'— HOn^-4- iSOn — 49.

Dans ce dernier cas, si l'on fait précéder la matrice d'une

colonne de constantes arbitraires, on obtient, sur la courbe, oo3

groupes remarquables de iO(w — 1)^ points. Chacun de ces

groupes peut être réuni, par une surface d'ordre 5(w— 1) à

chacune des courbes d'ordre 6{n— 1)^ qui coupent la Jaco-

bienne en 20 (n — l)^ points. Chacun de ces groupes est

composé des points dont les plans polaires relatifs aux surfaces

du système donné se coupent dans un certain plan déterminé.

Élimination dans le sens restreint.

32. La représentation d'une ligne par une matrice ne donne

pas seulement l'ordre et le genre de la figure, mais implique
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une connaissance plus profonde de l'objet et donne notamment

ses propriétés fondamentales, modes de génération, surfaces

circonscrites d'ordre le moins élevé, courbes muUisécantes,

groupes de points remarquables, etc. La solution d'un problème

obtenue sous forme d'une matrice peut donc être considérée

comme une réponse passablement complète à la question posée.

Il serait intéressant de savoir quelles courbes gauches peuvent

être représentées par des matrices. Ce problème se présente

sous un double aspect, soit que l'on n'admette comme éléments

de la matrice que des formes les plus générales de leur ordre et

sans relations identiques entre elles, soit que l'on fasse abstrac-

tion de ces conditions. Dans le premier cas, il suffit de satisfaire

par des nombres entiers aux formules donnant l'ordre et le

genre de la courbe gauche, et Ton voit immédiatement que toute

courbe algébrique ne peut pas annuler une matrice; notamment

la biquadratique unicùrsale ne se prête pas à ce mode de repré-

sentation.

Bref, le problème paraît fort difficile; nous espérons pouvoir,

dans l'avenir, y consacrer nos recherches. Ici nous nous bornons

à exposer quelques manières très générales d'obtenir, sous

forme d'une matrice, la représentatioD d'une courbe gauche.

D'abord toute courbe représentée par /-t- 1 équations contenant

/paramètres homogènes au premiier degré rentre dans la catégorie

des figures dont nous nous occupons. Cela est si évident que

tout commentaire serait superflu. Traitons seulement, à titre

d'exemple, une question que nous avons résolue dans les

Rendiconti del circolo matematico di Palermo (1904) à la suite

d'un article de M. C. Mineo, paru dans le même recueil et sur

le même sujet (*).

Soit à chercher le lieu des points de contact des surfaces d'un

faisceau d'ordre n avec les surfaces d'un autre faisceau d'ordre n'.

Ces faisceaux seront représentés par les équations

(*) Question généralisée depuis par M. Giambelli, Re7id. Palermo, 1907.
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Pour tout point du lieu on a les relations

F -t- /i;F. = 0,

tlF .dFi_ (df df\\

dxi dxi \dxi dXil
? > 5 >

qui expriment que le point est sur une surface du premier

faisceau et qu'il a le même plan polaire par rapport à cette

surface et à une surface de l'autre faisceau. L'élimination de

A;, p, / donne la courbe

rfF
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De même, la courbe de base du faisceau f -*- Ifi coupe le lieu

en %i'^{ti -t- n' — 2) points.

Dans la matrice qui représente le lieu, on peut remplacer les

éléments de la dernière ligne par

dXi dxi dXi dxi dxz dx^ dXi rfac.

Si la surface f -t- lf^ = a un point double, celui-ci annule

alors les éléments de la dernière ligne de la matrice; il est donc,

en général, un point simple du lieu.

33. On peut encore représenter par une matrice toute

courbe gauche définie de la manière suivante : les équations de

trois surfaces contiennent, à un degré quelconque, un même
paramètre variable t; le lieu des points communs à ces trois

surfaces est l'ensemble des points pour lesquels ces trois équa-

tions sont vérifiées par une même valeur de t. C'est-à-dire que

le lieu est une courbe dont la représentation s'obtient en

éliminant t entre les trois équations. C'est là, en effet, le sens

habituel, géométrique, du mot élimination, et nous insistons sur

ce fait parce que nous aurons bientôt à envisager ce terme dans

un sens plus étendu.

Considérons, pour fixer les idées, les trois équations

af -H 6i -t- c= 0, a'I^ -t- b't -t- c' = 0,

mt^ -\- nt^ -i- pt -i- q = 0.

Cherchons les conditions pour qu'elles soient vérifiées par

une même valeur de t; soit cette valeur; nous aurons

mô'

bô'
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Regardons 9^, 0^ et

éliminer; il vienl

comme trois inconnues différentes à

a
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En apparence, il n'y a aucune difficulté à étendre ce raisonne-

ment au cas oîi t figure dans les équations proposées avec des

exposants quelconques \ \k, v. L'un au moins de ces trois nombres

est plus petit que la somme des deux autres, et nous pouvons

supposer, par exemple, v^l-^- \k — 1. On multiplie la première

égalité par 1, t, f^, ... «-""*, la seconde par i, t, fi, ... t^~\ et,

en y joignant la dernière égalité, on a jjm- X + 1 équations à

^^\ — 1 inconnues; l'élimination des puissances de ï donne

une matrice à fx + X lignes et pi -+- ^ -t- 1 colonnes.

Malheureusement, quand onav<X-t-jjL — 1, ilya encore

une restriction. Pour l'expliquer, reprenons l'exemple de tantôt,

mais en supposant que les trois équations soient du second

degré, donc que m soit nul. Si l'on divise par (^ les termes de

l'égalité en \, >2> ••• ^s» ^^ trouve

Or, pour a == a' = 0, le tableau M s'annule ; la racine com-

mune aux deux premières équations est infinie et ne vérifie

pas l'équation w«^ -t- p/ -+- g = 0. Dans le cas où le degré v est

inférieur à X -t- tji — 1, il faut donc encore ajouter la condition

a^ -+- a'^ > 0.

Le problème des lieux géométriques.

34. Donnons au mot élimination un sens plus étendu. En

algèbre, on comprend, sous ce titre, la recherche des conditions

nécessaires et suffisantes pour que deux équations aient une ou

plusieurs racines communes.

Soient, pour fixer les idées, les deux équations

F -ni' + bf \- ce -\- dt -^e= Q,

f =mf + nf ¥ pi -^ q =^ 0.

Si elles ont deux racines communes, les égalités F = 0,
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/F == 0, /^= 0, tf= 0, iV= sonl salisfaites pour deux, el par

suite pour oo' systèmes de valeurs des quantités l, t^, l^, t''', l^,

assimilées à des inconnues distinctes, et Ton a

M=

a
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deux équations dont les coefficients sont des fonctions entières

d'nn même paramètre t. En éliminant t, c'est-à-dire en écrivant

la condition pour que ces relations soient vérifiées par une même
valeur de t, on obtient l'équation d'un lieu géométrique; F et f

s'appellent quelquefois les génératrices du lieu.

Soient Xq, y^y Zq les coordonnées d'un point A du lieu,

répondant à la valeur t^ du paramètre. Une droite quelconque d,

passant par A, a pour équations

X — Xf^ y — yç> z— zo

A ^ V

Les points où cette droite d rencontre encore le lieu s'ob-

tiennent de la manière suivante : on pose t •= îq -\- ^, puis on

résoud, par rapport à p et ,les deux équations

F(a-o -\r Ap, I/o -V- f^p, Zo -+- vp ; fo -t- é) = 0,

/(Xo -t- Ap, yo -+- /"p, Za-^ vp',tQ-^ 6) = 0.

A chaque système de valeurs de et p qui vérifient ces deux

égalités répond un point du lieu situé sur la droite d. Or, ces

deux relations représentent deux courbes dans un plan, si l'on

regarde et p comme des coordonnées carlésiennes. Elles sont

satisfaites, par hypothèse, pour le système = p= O, qui répond

au point A; en d'autres termes, les deux courbes planes passent

par l'origine des coordonnées.

Pour qu'un second point du lieu coïncide avec A, il faut que

les deux courbes en p et 0, ou bien se coupent encore en un

point de l'axe des 0, ou bien se touchent à l'origine; ou enfin, il

faut que l'une d'elles ait un point double à l'origine. Or, les

équations de ces courbes peuvent s'écrire comme il suit :

r rfF dV dFI dY

L axo dyo dzo\ dt^

r df df dn df

|_ aXo ttî/o "^oj dta
+ . . . = 0,

puisque les termes indépendants de p et sont nuls par

hypothèse.
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La première des trois alternatives, celle où les deux courbes

se coupent encore sur l'axe des 0, exige que l'ensemble des

termes indépendants de p dans chaque équation s'annule pour

une même valeur de 0, autre que = 0. Celte condition est

indépendante de /, y., v; quand elle est réalisée, les équations

primitives F(x,y,z; t) = et f{x,y,z;t)= sont satisfaites

par les coordonnées du point A et par deux valeurs au moins,

généralement distinctes, de t. Alors aussi, toute droite passant

par A rencontre le lieu en deux points coïncidents et A est un

point singulier du lieu, en général un point double.

Dans la seconde alternative, celle où les deux courbes planes

se louchent à l'origine, on a

/ riF rfF rfF\ df [ df df df\ dF

\ dxo dijo dzol dto \ dxg dy^ dzj dtg

Si Ton regarde 1, [x, v comme les coordonnées d'un rayon de

la gerbe de sommet A, celle dernière relation représente le plan

tangent au lieu géométrique en A.

La troisième alternative, où l'une des courbes, F par exemple,

a un point double à l'origine, s'exprime par les relations

dF dF dF rfF

dxo dyo dzo dto

Réciproquement, si A est un point singulier du lieu, il faut

que l'une des trois circonstances examinées ci-dessus se réalise,

quels que soient 1, fx, y.

Donc : ou bien les équations primitives sont vérifiées pour

deux valeurs de t;

Ou bien l'expression E s'annule, quels que soient 1, ^, v, et

l'on a

rfF df _ rfF rf/^ _ rfF df _ rfF df

rfxo rfxo dijo dyo dz^ dz» dto
'

dto'

en même temps que F(aro, Vq, Zq ; /q) = et fix^, y^, z^; Iq)=0,

S
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ce qui fait un total de cinq relations entre quatre inconnues

Xq, y^y Zq, tQ ; ces conditions sont ordinairement incompatibles (*).

Ou enfin on doit avoir

(/F dF rfF (IF_=— =—=- = 0, F = 0, f=0,
axo dijo azo dt^

et ce cas rentre évidemment dans le précédent.

En général, on aura la courbe singulière d'un lieu en écrivant

les conditions pour que les équations génératrices soient vérifiées

simultanément par deux valeurs au moins du paramètre. Excep-

tionnellement, il peut y avoir d'autres points singuliers en nombre

fini ou infini quand cinq équations en x, y, z, t sont compatibles.

36. Si les équations F = 0,
/"= sont satisfaites simulta-

nément par les coordonnées d'un point A et par trois, quatre, etc.

valeurs de t (distinctes ou non), le point A est un point triple,

quadruple, ... du lieu. Les conditions qui doivent être réalisées

dans ces divers cas sont respectivement au nombre de trois,

quatre, etc. Par suite, si l'on s'en tient à l'espace à trois dimen-

sions, le lieu possède en général un nombre fini de points triples

situés sur la courbe singulière, mais aucun point multiple

d'ordre plus élevé.

Sauf dans des cas particuliers, la courbe singulière est une

courbe double dont l'ordre et le genre sont fonctions des degrés

des surfaces F et /"et des exposants qui affectent t dans les deux

équations. Supposons que F soit de degré m en x, y, z et con-

tienne t à la puissance jx; que f soit de degré n et contienne t à

(*) [L'expression E s'annule encore quels que soient A, [ji, v, si l'on a

— ^=2L = Q- ce cas rentre dans le précédent : les équations primitives

sont vérifiées pour deux valeurs coïncidentes de t. L'espèce de point singu-

lier que l'on obtient ainsi est analysée quelques pages plus loin. La présente

correction nous est suggérée par une communication de M. Gob, professeur

à l'Athénée de Liège, qui a découvert un très intéressant théorème sur les

enveloppes de surfaces; sa démonstration nécessite des calculs analogues à

ceux dont nous faisons usage.]
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la puissance v. Le lieu esl en général de l'ordre mv + wjj.. Sa

courbe double annule une malrice à p. -- v— i colonnes, dont

V — \ lignes conliennenl des formes d'ordre m, et [ji.
— i lignes

des formes d'ordre n. L'ordre p de cette courbe est, d'après

le n« 5,

P
=

-^ + mn(v— 1)(^-1)+ _1 lin f

ce résultat peut s'écrire sous les formes suivantes

i

P
= -l{mv -t- n/Lcf — (m-^ -t- nfi){m \- n) - mn{/u. -4- v— 2)],

P=: + mn(v— !)(^-'|) -4-

Le genre de la courbe se trouve par la formule du n" 4 ;

g = i -y- p[m{v— i) -\- nii^ — 1) — 2]

— - m^v— l)(v— 2) -+- mhi{v— 1)(^— [) + mn\v - i){f^—i)

^.v_,K^_2).2"^(--^f-^^)^-^^
2
"^--^-'^^;-^^^^-^)

'^^
2

"^^
iXl J'

^ =i _ 2p + _A_—^ + ,„n(,_ i)(^_ 1) ^ _J1!^1 .M

ifmVv 1ÏÏV 2)
[m(v - i ) + w(f.— 1 )] — - —

:r^ + m^n{v — i
)V— 1

)

,, ,,, ,,, nV(^-1)(^— 2)1

g=\ — <2p +-mX'^-l){^2u—{)^-m'n{''— i){^y— i){f^ — \)



( 68 )

ou enfin

g =\ — m^v — 1) — <imn{y — 1 )(p — 1 )
— n^/x{/x — 1)

i \

-t- -mS{v — 1)(2v — 1) -*- -m'niv — ]){'2v ~- i){ix — i)

Les points triples du lieu annulent une matrice de {a -t- v — 2

colonnes, v— 2 lignes de formes d'ordre m, et fA — 2 lignes de

formes d'ordre n. Le nombre T de ces points triples se trouve

par la méthode ou la formule du n" 5,

ï := [m{u— 2) + n{ix— 2)] [m\v - 2) + n\/x — 2)]

1 1

-+- -m\v — 2){y — 3)(v -A)-*- -mX^—^){^ - 3)(^ — 2)
6 ^

+ Imn'iu - 2) (/. - 2)(^ - 3) + In^ - 2){ft - 3)(a. - 4),

ou, après quelques calculs,11
T=-mMî' — 1)(v — 2) ^-mX'^ — i)!" — 2)(/Ci — 2)

+ l„m«(v - 2)(a* - l)(f* - 2) + -nV(f. — 1)(^ - 2).
2 o

Par exemple, si Ion a m = n= \, le lieu est une surface

réglée d'ordre ]j. -^ v dont la courbe double est du degré

l[(p-»- vf — 3(^-f-v)+2] ou l(f.-+- v-1)(A.-t-v-2)

et de genre

1 _ ,(, _ 1) _ 2(. — i)(^ __ 1) _ ^(^ _ 1) + - v(.— l)(2v - 1)

-4-i(v 4)(2v-l)(^-d)+i(y-1)(^-l)(2^—1)-H^M^-'I)(2^-1),

ou encore

lH-i,(,_l)(2,_7) + (.-4)(^-1)(/*+ v-3)-H-M-"-1)(2^-7).
6 o
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Celte surface réglée a un nombre de points triples égal à

!,(,_1)(,_2)^l(^-2)(v-2)(/.+ v-2) + -^(^-l)(^-2).
6 iS o

37. Pour qu'il puisse être question de deux racines en t

communes aux équations F = 0, /= 0, il faut évidemment que,

Centrant dans F à une puissance ]x supérieure à % figure au

moins dans /"avec l'exposant 2. Car si /"est linéaire en t^ lorsque

cette équation f= a deux racines, elle en a une infinité, et le

nombre des racines communes en t est égal à[ji; la courbe

singulière est, non pas double, mais multiple, d'ordre {ji.

Ainsi, lorsque l'on a a = 4, v = 1, m = n= 1, le lieu est

une surface réglée du cinquième ordre douée d'une droite qua-

druple. Au contraire, si [A = 3, V = 2, m = n = i, le lieu est

une surface réglée du cinquième ordre ayant une courbe double

d'ordre 6 et de genre 3 avec un point triple (*)

Le cas où v = 1 donne la solution du problème suivant.

Soit/" -4- fcp = l'équation d'un faisceau de surfaces d'ordre w.

Le lieu des interseciions de ces surfaces avec une de leurs sur-

faces covarianles, de degré m et contenant au degré p. les coef-

ficients de f-*-t(f et par suite t, est une surface d'ordre m -t- n^K

ayant la courbe de base du faisceau donné comme courbe (jiP'e.

Si la surface covariante est la Hessienne, [x= 4-, m = 4(w — 2) ;

comme une surface coupe sa Hessienne suivant sa courbe para-

bolique, on retrouve ce théorème connu : Le lieu des points

paraboliques des surfaces d'un faisceau d'ordre n est une surface

d'ordre 8(n — 1) ayant la courbe de base du faisceau donné

comme courbe quadruple (**).

Si V = 2, [JL > 2 et si m et n ont des valeurs quelconques, on

trouve, suivant la méthode générale, l'ordre et le genre de la

courbe double; mais lorsque l'équation f=0, quadratique en t,

a trois racines, elle en a une infinité et, par suite, elle a fx racines

(*) Comp. H. ScHWARz, Journ. f. Math., 67.

(") Comp. K. DoEHLEMANN, Math. Ann., t. XLt.
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communes avec F=0; la courbe présente alors # points sin-

guliers, non pas triples, mais multiples, d'ordre ^.

Par exemple, le lieu des points paraboliques d'un système de

surfaces défini par l'équation

f-^tf-^ t^ = 0,

d'ordre n, est une surface d'ordre I6(n — 1) douée d'une courbe

double d'ordre 8(9n2 — ISn + 8) e^ possédant u^ points ocluples,

savoir les points communs aux surfaces f, tp, ^j;.

38. Nous dirons un mot des points cuspidaux ou points-

pinces de la courbe double d'un lieu géométrique. Reprenons à

cet effet les équations des deux courbes planes en p et

F(a:o -t- Ip, Vo + pp, Zo -4- vp; f^ -+- g) = 0,

f{Xo -^ Ap, r/o -t- f^p, Zo -4- vp ; ^0 -*- 5) == 0,

rencontrées au n" 35. Poussons un peu plus loin le développe-

ment en série de Taylor :

/ rfF t/F dF\ dF d
l
dF d,F dF\

F^phi \- /x HV-— -4-Ô-— -t- pe— X-—I- /ic-—H V-—
\ dxo dt/o dzj diu dto\ dxo dy^ dz^l

eV/-^F

[ df df df\ df d I df df df\

\ dxo dxja dzol dto dto\ dx^ dyo dz^l

(? d.Y .
-\—— + ... = 0.

2 dtl

Supposons que le point A(aco» ?/o» ^o*» ^o) soit un point double

du lieu, les termes indépendants de p s'annulanl dans les deux

égalités précédentes, d'abord pour 6= 0, ensuite pour = ï^.

Cherchons les droites d{l, ix, v) qui coupent le lieu en trois

points coïncidents en A : les deux courbes planes par hypothèse

ne se coupent pas une troisième fois sur Taxe des p, sinon A

serait un point triple; il faut donc qu'elles se touchent, soit à

l'origine, soit au point p= 0, =
«i, ou que l'une d'elles ait

un nœud en un de ces points; mais ce dernier cas rentre dans
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Réciproquement, si les deux courbes planes ont deux points

communs infiniment voisins sur Taxe p, c'est-à-dire si elles

ont, à l'origine, l'axe des p comme tangente commune, on a

^ = -^ = 0. supposons quelles n aient pas d autre pomt

commun sur l'axe des p, donc que A soit double et non triple

sur le lieu géométrique. Pour avoir les droites d (X, ^, v) qui

rencontrent le lieu en trois points coïncidents, ou le cône langent

de sommet A, il faut exprimer que les courbes planes ont, à

l'origine, un contact du second ordre, ou bien que l'une d'elles

y présente un nœud, et nous verrons que ce deuxième cas rentre

dans le premier. Les équations des courbes planes sont réduites à

/ dF f/F dF\ d ( ,1F dF dF\ 6^d^F

P \X H fi- h V— +- d6— X- 1- /u. y- V— H = 0,
\ dxo dijo dzj ' dto \ dxo dtja dzj !2 dll

df df df\ d
I

df df df\ 6hlY ^

dxo di/o dzai dlo\ dxo d}j„ dzj 2rf<o

11 résulte de raisonnemenis que nous avons exposés dans une

note Sur la courbure des lignes et des surfaces {*), que ces deux

courbes ont un contact du second ordre à l'origine quand on a

dF dF dF d^F
X 1- fl r- V -

dxa df/o dzg dll

~df ~~df df ^ 'W'
dxo dya dzt) dtl

Cette équation représente l'ensemble des droites issues de A
ayant un contact triponctuel avec le lieu géométrique; comme

elle est du premier ordre, le point est un point uniplanaire, ou

cuspidal, ou point-pince de la courbe double du lieu. Si l'une

des courbes planes, F(9, p) par exemple, avait, à l'origine, un

nœud dont une des tangentes serait l'axe des 0, on aurait

r/F dF dF d'F
A-— -t-^—-M-V-— =-— =0,

ttXu oj/o dzo dQ

ce qui est un cas particulier de l'égalité précédente.

(*) Mém. m-S" de l'Acad. roy. de Belgique, 1897.
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Il est donc démontré que l'on a en général tous les points-

pinces de la courbe double d'un lieu géométrique ayant pour

génératrices F(x, y, z; t)= et f(x, y, z; t) = m écrivant les

conditions pour que ces équations soient vérifiées par deux

valeurs infiniment voisines de t, ou les conditions pour que les

équations

p=o, i:=o, ,=0, ^[=0

aient une racine commune en t. Ces conditions élant au nombre

de trois, il y a généralement un nombre fini de ces points

cuspidaux. Toutefois, dans des problèmes particuliers, il peut

arriver que la méthode indiquée ne fournisse pas tous ces points.

Le problème des enveloppes.

39. La question de l'enveloppe d'une surface variable

dépendant d'un seul paramètre t se ramène au problème du

lieu géométrique, avec une modification qu'il faut rappeler,

encore qu'elle soit bien connue.

L'équation de l'enveloppe résulte de l'élimination ordinaire

de t entre les égalités

c/F
F{x,y,z;t)=0, j^ = 0;

la première contient par exemple th la puissance [x et la seconde

à la puissance jj.
— 1. Il est donc clair que l'on peut remplacer

la première par jji.F — ^ — = 0, ce qui ramène à un système de

deux équations du degré [j.
— 1 en /.

La courbe singulière se trouve encore en exprimant que ces

deux égalités sont vérifiées pour deux valeurs de t, les points

triples en écrivant qu'elles ont trois racines communes en t;

mais pour les points cuspidaux la question change, car, au lieu

de quatre équations en t, il n'y en a évidemment que trois,

savoir :

dt '
rft^
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de sorte que les points cuspidaux sont en nombre infini et

engendrent une courbe, la courbe cuspidale, faisant d'ailleurs

partie de la courbe singulière.

Bien entendu, le système ci-dessus se ramène à trois équations

de degré (x — 2 en ï. La matrice que l'on obtient en éliminant t

contient des éléments identiquement nuls. Il faut donc prendre,

dans l'interprétation, les précautions indiquées au n° 33.

40. Résolvons un problème particulier très simple : cher-

chons l'enveloppe d'un plan variable représenté par l'équation

at^ +- hl'' +- cl^ + df -i- e = 0,

où a, 6, c, d, e sont des formes linéaires. Cette enveloppe est

donc la développable unicursale de quatrième classe.

On obtient l'ensemble de la courbe nodale et de la courbe

cuspidale en écrivant les conditions pour que les équations

4at' -t- m"" -+- 2cf -t- d = 0,

bl^ -+- "icC' -4- Ml -t- 4e = 0,

aient deux racines communes; ces conditions peuvent s'écrire

Aa 56 2c d

ia 56 2c d

b 2c 5rf 4e

h 2c M 4e

= 0.

On a ainsi la représentation d'une courbe, ou plutôt de deux

courbes, d'ordre total 10.

Les points triples, au nombre de quatre, sont donnés par

Aa 36 2c d

b 2c 3rf 4e

Pour avoir les équations de la courbe cuspidale, ou arête de

rebroussement, seule, il faut écrire les conditions d'existence

d'une racine commune aux équations suivantes :

12a«'-*- 66«-4-2c = 0,

Zbf -+- Âcl -»- 3d = 0,

2ct^-<- Gdt -4- 126 = 0.
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Ces conditions peuvent s'écrire

Ga
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tion des plans u et u est une bisécante de la courbe et récipro-

quement. Or, dans ce cas, les variables v^ et v^ annulent une

matrice M à 2n — 1 colonnes et 2w — 2 lignes, dont les w — 1

premières sont des formes linéaires en u et les autres des formes

linéaires en v.

On peut dire que M == représente la congruence des bisé-

cantes de la courbe donnée encore que ces bisécantes ne soient

pas explicitement représentées par leurs coordonnées Plucké-

riennes. Au moins la matrice peut être précéilée d'une ligne de

constantes arbitraires et les oo^'î-i complexes d'ordre n — 1 qui

annulent ce déterminant peuvent s'écrire en coordonnées-lignes

t^i^k — u^v^, puisque le déterminant est symétrique en u et v.

Si les deux équations précédentes ont trois racines communes,

la droite {uv) est une trisécante : les u et les v annulent une

matrice N à 2w— 2 colonnes, n— 2 lignes de formes en u et

n — 2 lignes de formes en v. Pour avoir l'équation, en coor-

données tangentielles ii, de la surface des trisécantes, il faudrait

pouvoir éliminer, des éléments d'une matrice égalée à zéro,

certains paramètres, au moins quand ces paramètres figurent au

premier degré dans les éléments de la matrice. Ce problème

d'ailleurs finit toujours par se poser quand on poursuit les

applications de la théorie des matrices. Les cas les plus simples

de cette question seront examinés dans la suite de ce travail.

Si enfin les équations précédentes ont quatre racines com-

munes, la droite (uv) est une quadrisécante et les u et les v

annulent une matrice à 2n — 3 colonnes et 2ri — 6 lignes.

42. Supposons que le plan u^ passe par un point fixe, de

même que v^, que l'on ail donc, par exemple,

w^ ^ >o^ -4- /U.b^ -+ VC^,

1, [JL, V, ^', [i.', v' étant des paramètres variables. Alors les matrices

M et N du numéro précédent ont, pour la moitié de leurs lignes,

des formes en X, [x, v et pour le reste des formes en V, [j.', v'.
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L'élimination de 1\ ^', v', si nous savions l'effectuer dans !a

matrice N, donnerait l'équation en /, |x, v du cône de sommet

(abc) circonscrit à la surface des trisécantes.

Quant à la noiaiion M = 0, elle exprimerait la correspon-

dance entre deux gerbes dont les éléments homologues seraient

astreints à se couper suivant une bisécanle d'une courbe gauche

rationnelle donnée. Dans ce cas, si v^ décrivait un simple faisceau,

c'est-à-dire si v' était nul, l'élimination de >/ : jx' donnerait l'équa-

tion du cône de sommet (abc) circonscrit à la surface engendrée

par les bisécanles de la courbe gauche donnée y,, qui s'appuient

sur une droite donnée (a', 6')-

Quittons ces problèmes à solution conjecturale et supposons

que V, p.', v' soient identiques à l, [x, v; en d'autres termes,

que u ei V soient deux plans homologues de deux gerbes projee-

tives, ou que leur intersection soit une bisécanle d'une cubique

gauche y^. Alors M = représente, \ pi, v étant les variables,

un nombre fini de plans qui projettent du point (abc) les bisé-

cantes communes à la cubique y^ et à la courbe donnée y„. On
trouve ainsi sans peine la vérification de la formule connue sur

le nombre des bisécantes communes aux deux courbes; on a, de

plus, une représentation analytique, donc une connaissance plus

précise, de ces droites.

Supposons ensuite que les équations m^ = et v^= soient

de la forme

u^^ Xa^ -*- /ub^ + vc^ -t- ^d^,

v^ ^ la'x -*- fjih'^ -H vc'^ -¥- Kti'^;

alors u et v sont des plans homologues de deux espaces projectifs

et leur intersection est un rayon d'un complexe tétraédral.

M = représente alors, \ p., v, tt étant des coordonnées de plan,

une développabie circonscrite à la surface engendrée par les

bisécantes de la courbe gauche donnée, qui appartiennent à

un complexe tétraédral; N =^ représente un nombre fini de

plans passant par des trisécantes de la courbe gauche, appar-

tenant à un complexe tétraédral, La classe de cette dévelop-

pabie est [n — 1) (2n —^1) et le nombre de ces trisécantes
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est ^ (2n
— 4.) (2w — 5) (2n — 2), d'où il faut défalquer les quatre

plans principaux du complexe.

On verra plus loin une autre manière d'aborder le problème

des muUisécantes des courbes rationnelles et d'autres lignes.

Coniques multisécantes des courbes gauches.

43. Dans une noie Sur les plans qui coupent, en des points

d'une conique, un système de lignes de l'espace {*), nous avons

utilisé la théorie de la surélimination pour trouver l'enveloppe

des plans des coniques qui coupent six fois certains systèmes

de courbes gauches. Ces enveloppes sont des surfaces repré-

sentées par l'évanouissement de déterminants. Si, au lieu de

six points d'appui de la conique variable, nous supposons qu'il

y en ait sept, l'enveloppe sera une développable, et nous allons

exposer une couple d'exemples où cette développable est repré-

sentée, en coordonnées tangentielles, par l'évanouissement d'une

matrice.

Considérons un réseau de quadriques,

et une courbe gauche rationnelle du quatrième ordre C4,

pXi = fiit).

Remplaçons dans l'équation S = les x^ par cpj{/),' nous

obtenons une égalité de la forme

Aof^ -I- A,«^ -i -*. Ag = 0,

où les A sont des formes linéaires en li, 1^, l^. Un plan u^ =
donne de même

Bo«* -t- B,«^ -t- . . . + B4 = 0,

les B étant des formes linéaires en u^, 11^, 11^, M4.

(*) Mém. m-8» de l'Acad. roy. de Belgique, t902.
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Les condilions pour que les deux dernières équations aient

quatre racines communes s'écrivent

M =

Ao
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lieu à un problème analogue, mais plus simple, dont le résultat

est le suivant : Les plans des coniques qui s'appuient par quatre

points sur une biquadratique de première espèce et par trois points

sur une cubique gauche enveloppent une dèveloppable de dixième

classe, représentée par l'e'oanouissement d'une matrice.

Si l'on veut combiner le réseau ou le faisceau de quadriques

avec une courbe rationnelle d'ordre n plus élevé que le troisième

ou le quatrième, les paramètres à éliminer figurent dans plus

d'une ligne de la matrice et l'on est ramené à des questions

d'algèbre que nous n'avons pas encore exposées.

Élimination de deux ou plusieurs inconnues.

44. Considérons d'abord un cas particulier très simple :

soient les équations

F. ^ Oixy -+- bit +- Cty -^ di = (^ = 1 , 2, 3).

Cherchons la condition pour qu'elles soient vérifiées par un

même système de valeurs de x et y. Ainsi posée, la question

signifie que le système de racines doit se composer de valeurs

finies de x et y, car les équations représentent, dans un même
plan, trois coniques ayant mêmes directions asymptotiques, donc

ayant deux points communs à l'infini sur les axes, quels que

soient les coefficients. On demande donc la condition pour que

ces trois courbes aient un troisième point commun à dislance

finie (s'il esta l'infini, les trois courbes doivent y être tangentes).

Soient X et Y les coordonnées de ce point, on aura

o,XY -j- 6,X -+- c,Y + rf, =0
a.X^Y + 6,X^ + c,XY -^ (/,X =

et, par suite,

(î-1,2,3),
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Réciproquemenl, si ce déterminant est nul, il existe une

même relation linéaire entre les termes de chaque colonne; par

exemple

^jO, H- ix^a^ H- /Xjr/, = 0,

/"i^ -*- A^A -^ Pj^s = 0,

AjWj -- A,a2 -V AgOî ^ pjC^ -+- P2C2 -*- /ttjCî = 0,

A,6j +- A26.2 H- As63 -•- fX^d^ -4- ^jrfj H- ^g^/j = 0,

A,C, -+- A,C2 -+- Ajt'î = 0,

>if/, -^ Ajf/î -+- Ajrfj =
;

d'où, en multipliant respectivement par a^?/, ac^ a;?/, a;, î/, \, et

additionnant, on a, quels que soient x et y,

Xa,(«,x?/ -4- 6,x -t- c,?/ -+- d,) -4- lliUi{aiX^y -*- 6j.x^ -+• c.xy -*- (/jX) = 0,

ou
(Al -+- ^^X)lù -H (A2 +- ^iX)F2 -*- (A3 -4- ^3X)F3 = 0.

Tout point commun à F^ et F2 doit annuler (^5 + |ji33r)F5; or,

la droite "X- -*- ii^x = ne peut contenir que deux points com-

muns à F^ et F2, dont un à l'infini; donc un point commun à

distance finie de F^ et F^ doit être sur F-.

Après avoir écrit la condition d'existence d'un système de

racines communes aux trois équations, cherchons les conditions

d'existence de deux systèmes pareils. Elles s'écrivent

Il
0, 6, c, cl, \\] = 0.

Car, si les points communs aux trois courbes F^, Fg, F5 ont pour

coordonnées X, Y et X', Y', les équations linéaires

0.-?, -H 6..?2 -4- c,?3 + di^i = ({ = 1 , 2, 3)

sont vérifiées pour deux systèmes de valeurs des ^, savoir

XY, X, Y, 1 et X'Y', X', Y', 1, donc elles le sont pour une

infinité de systèmes et la matrice des coefficients s'annule. Réci-

proquement, si cette matrice est égale à zéro, il existe une

même relation linéaire entre les éléments de chaque colonne,

donc les courbes F,- font partie d'un même faisceau et possèdent

6
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quatre points communs, dont deux à Tinfini et deux autres

généralement à distance finie.

Il n'y a pas de difficulté essentielle à étendre ces considéra-

tions à plus de deux variables, même si ces variables ont des

exposants plus élevés. Mais en prenant un cas trop général, on

a l'inconvénient de notations incommodes sans la compensation

de résultats intéressants. Mieux vaut indiquer quelques pro-

blèmes particuliers exigeant des éliminations de ce genre.

45. La question spéciale résolue dans le numéro précédent

se présente quand on cherche la bisécante menée d'un point

donné P à une cubique gauche définie par les équations

(ix b^ Cx

flx ^x Cx

Soient y^ les coordonnées du point P; il faudra, dans les équa-

tions, remplacer x^ par ac,- h- Ij/j, ce qui donnera

»*



(83 )

coordonnées de P et /, m, n les coefficients de direction de la

bisécante.

Les coordonnées d'un point de la bisécante seront

x' + II, tm, tn.

Alors, en désignant a^x' -*- a^y> -+- a^^z' -^ a^ par a^,;

a^l H- a<^m -f- a-^n -- par a/, etc., on voit que l'évanouissement

de la ntiatrice précédente équivaut aux deux relations linéaires

en l, m, n :

Cl Cx' Cxi

K bxr b'x,

C'i Cxr C'x,

= 0.

On en tire /, w, « proportionnels à des fonctions quadra-

tiques des déterminants [h^,c^, — h'^,c^) ou (6c), {c^,a^, — c^ia^)

ou [ca)^ {cix'b'x' — <îx'bx') ou [ab)\ donc ces fonctions sont du

quatrième degré en ac', y', z' et l'on a, par exemple,

/ : m : n = f\{x', y', z') : yi(x', y', z') : ^^(x', y', z').

Comme on a aussi l^ -+- m^ h- w^ == 1 , on obtient les valeurs

absolues de /, m, n.

Les distances PA, PB sont les valeurs de / qui satisfont aux

trois équations en t et A* de plus haut, ou à deux d'entre elles,

puisque la troisième est une combinaison linéaire des deux

autres. Deux de ces équations peuvent s'écrire, avec les nouvelles

notations,

a^, ¥ ka'x- -t- la, +- tka[ = 0,

bx, -t- kb'^, -\- lbi-\- Ikb'i = 0.

L'élimination de k donne une relation où le terme en t"^ est

f^iafii — a'ibi) et le terme indépendant de t est a^,b'_^' — a'^/b^,.

Le produit PA x PB ou la puissance tî cherchée est donc

aj/^,— a'^b^.

uib'i — a'ib,
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En d'autres termes, quand la matrice

est nulle, il existe nn rapport constant entre un mineur formé de

quatre éléments des deux dernières colonnes et le mineur corres-

pondant formé dans les deux premières colonnes. C'est ce rapport

constant qui est la puissance du point P.

L'égalité ci-dessus, donnant la valeur de tc, peut être rendue

homogène en /, m, n de la manière suivante

en y remplaçant l, m, n par les formes proportionnelles f, cp, (|/,

on a Pégalilé

{aJ)',, — aM{f'' -4- 5»^ H- <p^) = 7r{afh'f—a'fbf),

qui est, en apparence, du dixième ordre. Mais la dernière paren-

thèse contient toujours la première comme facteur.

En effet, supposons que le point P (ac', y', z') se trouve sur

la quadrique aj)'^ — a'^b^ = circonscrite à la cubique, et

cherchons les intersections de cette quadrique avec la droite

(/, m, n) bisécante de la courbe; on a une équation du second

degré en t, dont le terme en t^ et le terme indépendant sont

aussi

t\aib'i — a'ibi) et a^,b'^.— a'^.b^,.

Or, la bisécante est tout entière sur la quadrique en question,

les coefficients de cette équation sont tous nuls; ainsi tout point

qui annule a^,b'^i— a^,b^, annule aussi 0/6/ — a'ibi, et la première

de ces expressions est un diviseur de la seconde.

La relation donnant la puissance u se réduit donc à

et Fg == est le lieu des points de puissance infinie, donc l'en-

semble des trois cylindres du second ordre circonscrits à la

cubique; chaque point de la courbe annule donc trois facteurs

de Fg. Mais chaque point de la courbe annule aussi les trois
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déterminants {ab), (ca), {ab), annule donc deux facteurs dans

f, rf, tj; et quatre facteurs dans p, <p^, <\)^.

Le lieu des points qui ont une puissance donnée par rapport à

une cubique gauche est une surface du huitième ordre ayant la

cubique comme courbe triple.

Le lieu des points d'égale puissance par rapport à deux

cubiques gauches est une surface du quatorzième ordre ayant

chacune des cubiques comme courbe triple.

Le lieu des points d'égale puissance par rapport à une sphère

et à une cubique gauche est une surface du huitième ordre ayant

la cubique comme courbe triple.

Si sur chaque tangente à une cubique gauche, on prend, de

part et d'autre du contact, une longueur donnée, les extrémités

de ces segments décrivent une courbe du quatorzième ordre. En

effet, cette courbe est riniersection de la développable oscula-

trice et d'une surface du huitième ordre. Ces deux surfaces

admettant la cubique comme courbe double et triple, l'ordre de

la nouvelle courbe est 8x4 — 3x3x2=14.

46. De même que l'on a trouvé la bisécante menée d'un

point P à une cubique gauche, on peut chercher aussi les bisé-

cantes menées d'im point P à une courbe Cq définie par

Il
flx b, c, d, '

\\\
= 0.

Il suffît de remplacer x^ par x^ -+-
///,, les coordonnées de P

étant ?/i, ?/2, y^, 2/4; on a

Il

a, -t- tciy h, -f- thy c^ -4- tc^ d^ -^ tdy
\\
= 0.

On a ici un de ces problèmes auxquels il a été fait allusion

dans le paragraphe précédent : il faut éliminer un paramètre

entre les éléments d'une matrice nulle. Il doit exister une même
relation linéaire entre les élémenis des quatre colonnes; on doit

donc avoir la relation

Aa, -»- pa^ -+- va'J *- XlUy -4- fjiUi'y + vla'y -=

et trois équations analogues en 6, c, d.
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Si l'on élimine simplement 1, [ji., v, t, en écrivant la condition

pour que ces quatre égalités admettent un système de racines

communes, on a l'équation du cône de sommet y perspectif à la

courbe Cq-, ou, en considérant à la fois x ei y comme variables,

on a l'équation du complexe des droites qui rencontrent une

fois Cq.

Pour faire cette élimination, on muliplie par t et par t^, et l'on

a douze relations linéaires entre les douze inconnues homogènes

\ {x, V, M, ij.t, vt, >/2, ^i^, v«^ 7.1'% pi/^, v«^, ce qui donne un déter-

minant à douze lignes dont les éléments sont, par moitiés, des

formes linéaires en x et des formes linéaires en y. Si l'on y fait

0^4 = 0, ce qui revient à considérer les formes en x comme

ternaires et les formes en y comme quaternaires, l'évanouisse-

ment de ce déterminant représente la projection, sur un plan, de

la courbe donnée, le centre de projection étant le point y.

Si l'on veut obtenir les bisécantes issues du point y, on doit

écrire les conditions pour que les équations en l, u., v, t soient

vérifiées par deux systèmes de valeurs de ces variables. On

multiplie par t et l'on a huit équations homogènes en 1, [ji, v,

h, [jl(, vt, If^, \Kt'^, vi^,qui doivent être vérifiées par deux systèmes,

donc par oo* systèmes de valeurs de ces quantités; on aura donc

«X
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L'évanouissement de celle malrice équivaut, si y n'est pas sur

la courbe Cg, aux Irois équations de plans

I

a^OyO^o;' |î = 0, \
a'^ Uy a'y a'J \\ = 0,

|

<' a^ a^ a^' |î = 0.

Ces plans ne se rencontrent généralement qu'en un point oc,

et celui-ci est visiblement identique à \j, c'est-à-dire qu'en

général il n'y a pas de trisécante par un point arbitraire, ce qui

est évident.

En écrivant les conditions pour que les trois plans ci-dessus

passent par une même droite, on a une matrice dont les éléments

sont du troisième ordre en y et dont l'évanouissement représente

la surface des Irisécanies. En d'autres termes, les quatre déter-

minants extraits de cette matrice ont un facteur commun qui,

égalé à zéro, représente la surface des trisécantes; les facteurs

non communs sont î/j, y^, y^, y^. Ce résultat est curieux, mais

il paraît peu utile.

D'autre part, si la malrice

trouvée plus haut, doit s'annuler pour des systèmes de valeurs

distincts des x et des y, ce qui est la condition exigée pour

l'existence d'une trisécante passant par y, il faut que les trois

relations

mOy -4- nby •* pcy -*• qdy = 0,

ma'y -t- nh'y -*>- pc'y -+ qdy = 0,

ma'y' -i- nh'y -\- pCy + qdy =

soient vérifiées pour deux systèmes de valeurs des y ou que ces

équations représentent trois plans passant par une même droite.

C'est la confirmation d'un résultat trouvé au n" 12. L'équation

de la surface des trisécantes résulterait de l'élimination de m, n,

p, q entre deux des équations ci-dessus et la matrice, dont l'éva-

nouissement exprime que ces trois égalités appartiennent à un

même faisceau. Cette élimination est trop pénible pour trouver

place ici.
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Application à l'espace à quatre dimensions.

47. Si les éléments de la matrice

K

sont des formes linéaires à cinq variables homogènes, l'évanouis-

sement de cette matrice représente, dans l'espace à quatre

dimensions, une surface du troisième ordre, Fg. Les équations

Aa^ -- lua'^ -+- va'J = 0,

a6, -4- Mb'^ -t- -MJ = 0,

représentent oc^ plans dont chacun coupe par exemple l'hyper-

surface a^6^ — a'^b^ = suivant une conique située sur Fj. Par

tout point (acj, x^y scj, x^, x^) passe le plan d'une telle conique.

Tout espace linéaire à trois dimensions, par exemple acg = 0,

coupe F3 suivant une cubique gauche. Pour les espaces linéaires

dont l'équation a la forme

Xa^ +- p.a^ -+- va'J = k{Xb^ +- i^b'^ -+- vb'J),

et qui sont en nombre oo^, la cubique dégénère en une conique

et une droite, cette dernière représentée par

a^ : b^ = a'^:b'^ = a'J -.b'J^^k.

Si l'on projette F3 d'un point fixe y, ce qui revient à rem-

placer X par X -t- ty, on a

0.

Si l'on coupe ensuite par un espace linéaire à trois dimensions,

par exemple x^ = 0, ce qui revient à considérer les formes en x

comme quaternaires, tandis que les formes en y restent qui-

naires, on a, en éliminant f, la projection de F3 dans l'espace

«ï -*- tOy
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ordinaire. Or, l'évanouissement de la dernière nnatrice équivaut

au système d'équations

a^ H- tOy -f- fb^ -+- tfby= 0,

a'^ -+- ta'y -+- fb'^ -*- tfb'y = 0,

a'J -t- tUy Hh fb'^'
-*- i'fby' = 0.

L'élimination simple de f et de cp donne

83 =

«ï
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sième ordre Fj. Celle-ci coupe Tq suivant une courbe du huitième

ordre. En faisant précéder la matrice d'une colonne de constantes

arbitraires, on a la représentation d'une double infinité de

courbes du quatrième ordre situées sur Tq.

Si la relation

ma^ -t- nb^ -+- pc^ -+- qd^ =
et les deux analogues représentent trois espaces linéaires ayant

un plan commun, ce plan coupe Fg suivant une courbe du

troisième ordre. Il existe dix plans pareils.

Projetons Fg d'un point y, ce qui revient à remplacer x par

ac -t- ty ; nous aurons, en éliminant t, puis en regardant les

formes en x comme quaternaires, la projection de Fg dans

Fespace ordinaire. L'équation de cette projection est

S„=
a^ a; a;' a,.

0,

(dans ce déterminant nous avons remplacé, par une ligne de

points, trois lignes de formes où les symboles 6, c, d rem-

placent a). Sg= représente une surface du sixième ordre

ayant une courbe double du septième degré représentée par

«I «x

0,

et sur celle-ci un point triple défini par

Il
a, a; ai' a, < <' ||î = 0.

49. Les formes a^, 6^,... étant linéaires à cinq variables

homogènes, l'évanouissement de la matrice

«x b^ c^ rf,

a^ 6^ c^ d'^
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représente une courbe du quatrième ordre, savoir la courbe

normale de l'espace à quatre dimensions.

De même que précédemment, on trouve sa projection dans

l'espace ordinaire en éliminant simplement t, tp entre la relation

a^ -+- ftt'^ -+- ttty -+- tfa'y =

et les trois analogues, et en considérant les formes en x comme
quaternaires, tandis que les formes en ij restent quinaires. On
trouve, pour résultat de l'élimination,

0.

a^
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ces deux surfaces ont en commun la droite

K K K K
Cx Cx Cy Cy

d, dl d„ d'„

0,

laquelle est double sur la surface cubique et simple sur la qua-

drique.

50. Dans le présent paragraphe, nous n'avons fait qu'effleurer

le sujet très vaste de l'application à l'espace à n dimensions, des

propriétés des matrices. A dessein, nous n'avons utilisé que les

préliminaires algébriques exposés ici même. Mais ceux-ci ne

sont que les premiers pas dans une voie sans bornes. Aussitôt

que le nombre des dimensions de l'espace s'élève au-dessus de

trois, d'autres problèmes d'algèbre se présentent dans les

questions les plus diverses. Pour ne citer que les plus simples,

il faudra étudier les matrices où la différence entre le nombre de

colonnes et de lignes dépasse deux, puis il faudra s'occuper des

systèmes de valeurs de variables qui annulent tous les premiers

mineurs d'une matrice carrée ou rectangulaire, etc.

La solution et l'application de quelques-uns de ces problèmes

se trouvent ci-après dans notre étude III.

Appendice.

51. Il est possible de trouver les équations de la tangente en

un point d'une courbe représentée par l'évanouissement d'une

matrice, au moins dans certains cas. Nous esquissons ici la

méthode en prenant pour exemple la courbe Cq annulant une

matrice à trois lignes et quatre colonnes de formes linéaires

quaternaires. Le système des surfaces cubiques circonscrites à

cette courbe est représenté par l'équation suivante, où a, [3, y, 5

sont des paramètres arbitraires,

F =
Y a

Cx Clœ

c'x di

c'J d'J

"x <^x
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Les plans polaires d'un point y par rapport à ces surfaces ont

pour équation

Sr,-— =
I

a a^ a^ a^'
I

-h
|
a Oj, a>y'

|
-t-

\
a. ùy a'^ a'J

\

=
\
aa^a'yo'y'

\

--
1
« a^ Oy' «y

I

-t-
|
« «/' o^ o^

|
= 0.

Mais si le point y est sur la courbe Cg, la mairice qui la

représente est nulle et les déterminants, tels que {a'yhy), formés

avec des éléments de deux lignes, sont dans des rapports con-
\ 1

stants, r' -» avec les déterminants correspondants, tels que {a'yb^,

{ttyb'y), pris dans deux autres lignes de la matrice. On a donc

pa'^ -H aa'J a'y Oy
\

= 0,««

ou, en remplaçant p par {a'yby) : {a'yb'y) et a par {Oyb'y) : (a'yby)

dans toutes les colonnes, on trouve

Sx,
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II

Congruences de variétés algébriques

annulant des matrices.

Dans rétiide précédente, nous avons toujours pris pour élé-

ments des matrices des formes à une seule série de variables.

Nous étendons maintenant le champ de nos recherches en consi-

dérant deux séries indépendantes de variables, mais nous ne

pouvons traiter avec quelque détail que les cas les plus simples.

Pour les développements ultérieurs, nous devons donner

d'abord quelques éclaircissements sur les groupes de points

annulant une matrice à une seule série de trois variables homo-

gènes, ainsi que sur les matrices à une série de variables, qui

s'annulent identiquement.

Ensuite, nous envisageons les matrices dont les formes sont

homogènes à la fois en ac,, Xj, x^, ... x^ et en a^, ag, ol^; elles

représentent des infinités doubles, ou congruences de variétés

à d— 3 dimensions dans l'espace h d— 1 dimensions. Nous

cherchons dans les hypothèses les plus faciles comment doivent

se présenter les variables a pour qu'un système arbitraire de

valeurs de ac,, ^2, ... x^ appartienne à une seule variété de la

congruence. Les applications à l'espace ordinaire et au plan sont

évidemment les plus intéressantes. Un exposé sommaire d'une

partie de cette élude a été publié déjà par nous dans les Comptes

rendus de l'Académie des sciences de Paris (13 novembre 1905) (*).

Groupes de points dans un plan.

1. Les éléments de la matrice

M = «i a/' a^

étant des formes ternaires d'ordre m et n, nous avons montré

(') [Voir aussi Journ. f. Math , t32.]
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que cette matrice s'annule pour m^ + mn + n!^ points du plan

et que ces points sont communs aux courbes d'un réseau,

I

A o7 6» 1^ = 0.

Les courbes de ce réseau sont d'ordre m -+- n. Leurs points

communs peuvent être en nombre égal ou supérieur aux condi-

tions indépendantes qui déterminent en général un faisceau de

courbes; ce fait se produit quand on a

m' -+- ïun -+- /i^ ^ t (wi -+- /î) (m -4- n -t- 3) — 1,

d'où, successivement,

m* -\- V?^ 3(m -\- n) — 2,

m{m — 3) -t- /* {n — 3) ^ — 2.

Pour que cette relation soit satisfaite, il faut, si les nombres m
et n sont tous deux différents de zéro, que l'un d'eux soit au

moins 3. Si n est nul, c'est-à-dire si les éléments de la seconde

ligne de M sont des constantes 6, b' , 6", le réseau ci-dessus est

un faisceau, car trois des courbes qui le composent sont liées

par la relation identique |a^66|=0; les w^ points, annulant

alors la matrice, sont en nombre supérieur aux conditions qui

déterminent un faisceau quand m ^ 3.

Ainsi, quand un au moins des nombres m, n dépasse 2, les

points annulant M sont en nombre surabondant pour déterminer

le système de courbes de degré le moins élevé passant par ces

points.

On ne saurait d'ailleurs prétendre que, dans le groupe de

points annulant M, il y a nécessairement des points singuliers

pour toutes les courbes circonscrites, car alors toute courbe de

la forme a%'b2'— a'Jf'b%= devrait présenter des singularités

ponctuelles. Or, on sait que toute courbe (donc aussi une courbe

non singulière) passant par toutes les intersections de a^ =
b%=0 peut prendre une équation de la forme ci-dessus.

2. Le résultat trouvé plus haut montre l'inexactitude du

théorème énoncé par plusieurs auteurs dans les termes sui-
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vanls : Toutes les courbes qui passent par im{m -t-Z)— 1 points

communs à deux courbes planes d'ordre m passent par les inter-

sections restantes. Celte propriété est énoncée, sans restriction

explicite, dans la plupart des manuels; quelques-uns seulement

font, dans le contexte, une vague allusion à des exceptions pos-

sibles.

L'erreur pourtant est manifeste, comme l'ont remarqué les

créateurs de la Géométrie sur une courbe : il se peut que

i w(m -t- 3) — 1 points ne suffisent pas à déterminer un faisceau

de courbes, parce que les équations exprimant ces conditions ne

sont pas toujours indépendantes. L'erreur est surtout regrettable

quand on fonde sur cette proposition inexacte, la théorie des

transformations Cremona; cette tliéorie est exacte néanmoins,

mais par hasard, parce que les courbes fondamentales de ces

transformations sont unicursales; aussi les exposés qui prennent

ce dernier fait pour point de départ sont sans reproche.

Nous devions faire ici cette remarque, parce que, dans la

recherche des congruences linéaires de variétés algébriques, il y

aura lieu d'éviter une faute de ce genre.

3. Pour généraliser les résultats précédents, considérons une

matrice
\\
a^k ||

à / lignes et / -»- 1 colonnes de formes ternaires

d'ordre p,- -+- qk- Supposons les éléments rangés de telle façon

que l'on ail p, > Pa >• • • ^P^- 9i ^ ^2 > • • > Ç'/fi- ^^ matrice

s'annule pour un nombre de points égal à

Supposons en premier lieu que l'on ait

qi> q^, qi= g5 = " ' = qs+^, qs+t> qs+z;

faisons précéder la matrice d'une ligne d'éléments dont le

premier est la forme la plus générale du degré ^, — ^2 à coeffi-

cients arbitraires, les s h- 1 éléments suivants des constantes

arbitraires, et les derniers éléments tous nuls; nous avons ainsi

un déterminant qui représente ce' courbes C, si nous posons

r = i{q, — q,-^-\){q,~q,-*-^)-^s.
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Le nombre des points annulant la matrice est supérieur au

nombre des conditions définissant oc*" courbes C si l'on a

2/)^-4-2/),p2-i- iplq-^-lqiqi-^r^ i;{Tp-i-lq— q^) {ip-^lq —qi-*-^),

OU successivement

22p^ -t- 22;j,y?2 -+- ''2iplq + ^iqiq^^ -*- {q^— q^f + 3(q'i— q^)-^'2-\- 2.s>

(ipf -4- (27)^ + ^lplq-{^q,— ô) (ip -4- 27) -H ql— ôq„

2p^ — 27^ -4- 7'^ -+- {ip -i- iq — 7,) (-272_ 5) -f- -2 -+- 2s > 0.

Il est visible que cette inégalité est satisfaite pour des valeurs

suffisamment grandes des nombres pelq; notamment, quand Çg

est égal ou supérieur à 5, la relation est vérifiée pour toutes les

valeurs des p; lorsque q^ est inférieur à 3, les plus petites

valeurs possibles des nombres p se déterminent sans difficulté,

mais celte analyse présente peu d'intérêt.

Supposons en second lieu que l'on ait

qi= q, = - = qs+i > qs+^;

faisons précéder la matrice d'une ligne d'éléments dont les s -4-

1

premiers sont des constantes arbitraires, les autres étant nuls;

nous aurons un déterminant représentant oc^ courbes C d'ordre

Sp -I- Hq— q^; les points annulant la matrice sont en nombre

supérieur aux conditions définissant ot-" courbes C quand on a

ip' -4- zp,p2 -^ ^p^q + 27,72 -4- .s > ^ (2p -4- 27— 7i) (2jo -t- 27— 7, -4- 5),

d'où, après quelques calculs,

2p^— 27'^ -4- 7I -4- (27, — 5) {ip -4- 27 — 7i) -t- 2s > 0.

Cette inégalité est encore satisfaite pour des valeurs suffisam-

ment grandes des nombres p et 7, et notamment pour toutes les

valeurs des nombres p quand 7^ dépasse 2.

Évanouissement identique d'une matrice.

4. Nous aurons fréquemment à nous demander quand une

matrice à deux lignes et trois colonnes de formes à une s^rie

de variables x,, Xj, ... x^ s'annule pour toutes les valeurs des

7
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variables. Désignons chaque élément de la matrice par son

degré,

m m' m"

et supposons, pour fixer les idées, que les nombres m, m', m"

soient supérieurs à n, n', n"; ces degrés sont naturellement tels

que chaque déterminant extrait de la matrice soit une forme

homogène en Xn, x^, ... x^-

Si n et n' ont un facteur commun k, posons symboliquement

n^k{n — k), n'^k[n' — k)\

le déterminant

mn' — m'n^ k[m {n'— k) — m'{n — k)]

doit s'annuler pour toutes les valeurs des variables. Or, tous les

systèmes de valeurs en nombre oc'^~^ qui annulent n' — k,

sauf ceux en nombre oc'^"^ qui annulent aussi n — k, doivent

annuler m'; donc n' — k est un facteur de m' et l'on a sym-

boliquement

m'^ [n' — A;)a, m^ (m — A;)a.

Si alors h est le plus grand commun diviseur de k et n",

posons

k = li{k— h), n"^h{n" — h),

d'où

n^k[k— h){n—k]^h{n— h), n'==li{k-h){n'—k)= h{n'— h);

le déterminant mn"— m"n devient

(n — k)ah{n" — h) — m"li{k — h){n— k)^0;

par suite, a(n"— h) est identique à m"(k— h) et, comme k— h

et n"— h n'ont que oo^^-^ systèmes de valeurs communes, on a

m"^ p{n" — h), a^^{k - II),

d'où

m ;= |3(w— h), m'^ p{n'— h).

Donc, dans une matrice identiquement nulle à deux lignes et

trois colonnes, si les éléments d'une ligne ont un facteur com-

mun h, les éléments de l'autre ont un fadeur commun ^ et, après
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suppression de ces facteurs, les éléments d'une ligne sont identiques

aux éléments correspondants de l'autre.

Lorsque les élémenls d'une ligne sont des formes du premier

ordre, leur facteur commun est une forme linéaire ou une

constante.

La matrice est encore identiquement nulle quand les éléments

d'une ligne ou ceux de deux colonnes sont identiquement nuls,

ou, enfin, quand les élémenls d'une colonne sont nuls et que,

dans le déterminant restant, il y a un facteur commun à chaque

ligne et à chaque colonne. Il faut remarquer que ce sont là des

cas particuliers se ramenant à l'énoncé général précédent par le

principe de l'addition des lignes ou des colonnes. Toutefois, la

présente remarque est uiile seulement dans le cas d'une seule

série de variables x\ quand nous aurons à considérer des matrices

à deux séries de variables, les cas particuliers signalés ici devront

être examinés à part.

Gongruences linéaires de variétés algébriques.

5. Soit d'abord le cas très général d'une matrice à / lignes

et / -+- 1 colonnes de formes de degré quelconque en oc,, Xg, ...

Xa, les coefficients de ces formes étant, à leur tour, fonctions,

d'ordre quelconque aussi, de trois paramètres homogènes a<,

aj, aj; les degrés des éléments en a; et en a doivent seulement

être tels que tout déterminant extrait de la matrice soit une

forme homogène en x et en a.

Pour chaque système de valeurs des paramètres a, la matrice

égalée à zéro représente, en x^, x.,, ... x^, une variété algé-

brique à rf — 3 dimensions dans l'espace à d— 1 dimensions;

par exemple pour d = 4 c'est une courbe gauche, pour d = 5

un groupe de points dans un plan. Quand les paramétres a

varient, on a donc un ensemble doublement infini ou une con-

gruence de ces variétés. Si l'on donne au contraire un point ac,

c'est-à-dire un système de valeurs de x^, x.2, ... x^, la matrice s'an-

nule pour un nombre fini ]x de valeurs des paramètres a,, ag, ag,

ou, en d'autres termes, pour p. points a, car on peut regarder a,,

aa, as comme les coordonnées d'un point a dans un plan.
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Ainsi la congruence considérée est, en général, d'ordre [x,

c'est-à-dire que tout point x appartient à [x variétés de la con-

gruence.

Si, parmi les ^ points a répondant à un point quelconque x,

il y en a s fixes pour tous les points x, et [x — s variables avecx,

la congruence s'abaisse à l'ordre \k — s, et réciproquement.

En particulier la congruence est linéaire ou du premier ordre

quand, des \k points a, p — 1 sont fixes quel que soit x, et un

seul variable avec x.

Ces points fixes peuvent évidemment coïncider entre eux, tous

ou en partie. En faisant précéder la matrice d'une ligne de

formes indépendantes des oc et de degré le moins élevé possible

en a, on obtient, comme au n» 3, des courbes C en a ; si un

point fixe a est jf"""' sur chacune de ces courbes, il compte pour

p points fixes a.

A première vue, ces raisonnements rappellent la théorie des

Transformations Cremona; mais l'analogie n'est qu'apparente,

car jusqu'ici rien ne vient limiter, dans un sens ou dans l'autre,

le nombre des points fixes a. D'après les n"' 1 et 3, on ne peut

affirmer que ces points fixes situés sur oo'* courbes C impliquent

un nombre de conditions inférieur ou égal au nombre de points

indépendants qui définissent un tel système de courbes. On ne

peut même pas affirmer que les points fixes multiples a doivent

être en nombre tel que les courbes C ne dégénèrent pas. La

seule chose à faire est de donner aux nombres de lignes et

colonnes de la matrice et aux degrés des variables les valeurs

les plus simples, et d'examiner ces cas un à un.

Paramètres intervenant au degré 1 ou 0.

6. La matrice étant encore à / lignes et / h- 1 colonnes de

formes a^^ contenant les variables x^, x^, ... x^ au degré r^ -^ s^

et les paramètres a^, ag, as au degré un ou zéro, elle s'annule

pour oc^ variétés algébriques. Si l'on a d = 4, /= 2 et si r^- -+- «^

est toujours égal à 1, quels que soient «et A, la matrice s'annule

pour oc^ cubiques gauches. Si l'on a ci!= 3, / == 2, r^- -+- 5^= 1

,

la matrice s'annule pour oc^ ternes de points dans un plan.
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Lorsque les paramètres a ne figurent que dans une colonne,

en faisant abstraction de celte colonne, on a un déterminant qui

s'annule pour une hypersurface contenant toutes les oc^ variétés

de la congruence; par un point de cette hypersurface, il passe

en général oo* variétés; mais par un point arbitraire hors de cette

hypersurface, il ne passe aucune variété : on peut dire que la

congruence est d'ordre zéro.

Lorsque les paramètres a ne figurent que dans une ligne ou

dans deux colonnes, et ce au premier degré, la matrice, pour

chaque point x, représente un seul point a; il n'est pas question

de points fixes a et les systèmes de courbes C de tantôt sont des

faisceaux de droites sans point fixe commun. La congruence,

dans ce cas, est toujours linéaire. Si l'on se réduit à une matrice

à deux lignes et trois colonnes de formes linéaires en x, on a les

deux types suivants (*)

(>)

(II)

«jC^ a^a^ ctitti' +- a^b'J

d'J

«7.<^x = 0.

a^d^ H- OL^f^ -4- «j^i^ a^d'^ + a.^f'^
+ a^g'^ d'J

Paramètres linéaires dans tous les éléments.

7. Bornons-nous à la matrice à deux lignes et trois colonnes

de formes d'ordre quelconque en or,, a:,» ••• ^d et linéaires en

«1» «2» «3'

Hawaii 2a/)|, Sa.Cjj

^Xfl^2i ^'"i&îi ^''jCs,

M = 0.

Les courbes C en a s'obtiennent en faisant précéder M d'une

ligne de constantes et forment donc un réseau de coniques. Des

trois points a répondant à chaque point x, deux doivent être

(*) Nous avons étudié en détail le premier de ces types dans le Bulletin

de l'Académie royale de Belgique, mai 1907.
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fixes el simples sur les courbes C ; car, si un point a était double

sur ces coniques, celles ci n'auraient plus d'intersection variable.

Supposons d'abord les deux points fixes a distincts, et

plaçons-les aux sommets a,a2 et a.^0L^ du triangle de référence

des a. Pour tout point ac, la matrice M s'annule quand on y fait

a^ = aa = 0; ou inversement, quand ai et aj sont nuls, la

matrice doit s'annuler pour tous les systèmes de valeurs de

ac,, ar-j, ... ac^; donc on a l'identité

= 0;Ns^
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muns infiniment voisins, c'est-à-dire qn'elles aient par exemple

au point a^aj la même tangente a^ = : les termes en a* et

en (x^a.^ doivent manquer dans leurs équations, et l'on a d'abord

Il
O.T bl-r, C,

Il «ÎS '^23 Ca
0,

et ensuite

12^23 -*- <l\zK'i 0-22&13 fl23&12 = 0,

(P)
{ «i5<*23 + «is^'aï — «22C15 — a-ii^'n = 0,

Les diverses hypothèses qui annulent Nj étant portées dans

les identités (P), on analyse facilement tous les cas possibles

pour que ces dernières soient satisfaites. Même pour des degrés

relativement petits des formes en Ol^, a^g, ... x^, le nombre des

combinaisons possibles est considérable.

8. Circonscrivons le problème en supposant que les formes

a^k, bi/„ Cik soient toutes linéaires en x,, x^, ... ^d- Les résultats

que nous obtiendrons nous fourniront : pour ^= 4-, des con-

gruences linéaires de cubiques gauches; pour d = 3, des

congruences linéaires de triangles dans un plan.

Dans ce champ plus restreint, pour que Nj s'évanouisse iden-

tiquement, il faut : ou bien que les éléments d'une ligne de Ng

soient identiques à des constantes près, alors il en est de même
dans l'autre ligne et l'on peut, par soustroction, faire disparaître ag

de deux colonnes dé M; ou bien les éléments d'une ligne sont

identiques, à une même constante près, aux éléments corres-

pondants de l'autre ligne et, par soustraction, on fait dispa-

raître ag d'une ligne de M. Dans le cas de deux points fixes a

distincts, on combine ces hypothèses avec celles qui amènent

l'évanouissement de Ng, et l'on a les cas suivants :

1° Le paramètre ag manque dans une ligne de M et ag dans

l'autre, ce qui fournit le type que voici :

(III)

O^O^ -f- OL^ix
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Si la soustraction qui fait disparaître aj de la seconde ligne

en faisait disparaître en même temps as, on se trouverait dans

le cas du type (I) signalé au n° 6;

2° Les paramètres ag et a.^ manquent chacun dans deux

colonnes, mais non dans les mêmes; c'est un cas particulier du

type (II) du n° 6. Si ag et ag étaient absents des deux mêmes

colonnes, on aurait la congruence d'ordre zéro signalée au n° 6;

3° Un paramètre manque dans une ligne et un autre dans

deux colonnes; voici le type que l'on obtient alors :

(IV)
a,(/j, -«- «2/1 «iC^x '"i'^'x

= 0.

9. Dans le cas des points fixes a coïncidents, on a encore

Ng = 0, et l'on peut faire disparaître as d'une ligne ou de deux

colonnes :

1** Supposons la première de ces opérations possible et effec-

tuée, donc a25^ 623^f23^0; les identités (P) deviennent

P. = «)3 ^13 C|5

«22 "22 ^22

= 0.

Si les éléments de chaque ligne de P^ sont identiques à des

constantes près, on peut, par soustraction de colonnes, ramener

au type suivant, assez analogue, comme forme, au type (IV) ;

(V)
t^b'J

= 0.

Si les éléments de chaque colonne de Pj sont identiques à

une constante près, on obtient le symbole que voici :

(VI)
«la^. -+- oL^bj. -^ a^Cx oiia'j. -h ct^b'^ -\- «jC^ cn^a'J -+- «36^' h- x-jc'j.

a.idj. ,(K «2^1 .(/:' ajC^
= 0;

dans chaque colonne, le facteur de a^ d'un élément est le même
que le facteur de ag de l'autre, mais on ne peut plus simplifier

par soustraction.
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Si les éléments d'une ligne ou de deux colonnes de P^ sont

identiquement nuls, on retrouve des types déjà rencontrés;

2° Lorsque dans N5 les éléments de deux colonnes peuvent

être annulés, donc quand on a b^^^c^^^ b^^^c^^^O, les

identités (P) deviennent

^13 l'ii C|2

<*23 O22 ^22

=

et tous les modes d'évanouissement identique de cette matrice

ramènent à des types déjà signalés.

En résumé, quand la matrice n'a que six éléments de formes

linéaires et quand les paramètres n'y figurent qu'à la première

puissance au plus, toutes les congruences linéaires se ramènent

aux six types obtenus par l'analyse précédente.

Paramètres affectés d'exposants supérieurs à 1.

10. Dans l'impossibilité de traiter la question d'une façon

complète, nous examinerons brièvement quelques cas simples :

la matrice est toujours à deux lignes et trois colonnes de formes

linéaires en x^, x.^, ..., x^.

Si les paramétres aj, a.^, a.^ figurent au ti^ degré dans une

ligne, l'autre étant indépendante de ces paramétres, le nombre

des points a répondant à chaque point x est n^; les courbes C

sont d'ordre n et forment faisceau; les points fixes a sont en

nombre n^— 1. Écrivons la matrice

y,(a", x) y^f*", x) ?3(a", x)

di(x) d^{x) di{x)

Il ne peut être question que les formes df soient nulles ou

identiques, car alors la formule ne représente plus un ensemble

de variétés h d— 3 dimensions. Donc, pour les n^ — 1 points

fixes a, désignés séparément par A, B, C, ..., on doit avoir

f.(A)= A:(/., y,(B)= ^W„ ... (ï=l,2,5),

kf k', ... étant des constantes qui, dans un cas particulier, peuvent

être toutes identiquement nulles.
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Peut-on former une fonction t|^ du n* ordre en a et indépen-

dante des jc, telle que Ton ait

4'{\) = k, ^(B)

La forme tj; a ^(n-f- 1)(n -i-2) coefficients et les relations

écrites en dernier lieu sont en nombre n^ — 1 ; on pourra les

vérifier par des valeurs convenables des coefficients si Ton a

n*— J < i(n -*- \){n -f- 2)

ou, successiveme
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la possibilité de congruences linéaires échappant à cette réduc-

tion, mais l'existence de ces systèmes est néanmoins probléma-

tique.

Un raisonnement analogue à celui qu'on vient d'exposer

s'applique au cas où deux colonnes de la matrice contiennent

les paramètres a au degré n, tandis que la troisième colonne est

indépendante de ces paramètres; certaines de ces congruences

se ramènent au type (N) du n" 6.

11. Lorsque les paramètres aj, ag, a^ figurent au second

degré dans une ligne et au premier dans l'autre, les courbes C
sont du troisième ordre et doivent avoir six points fixes, soit

six points simples distincts ou non, soit un point double et deux

points simples, lesquels peuvent coïncider entre eux ou avec le

nœud. Dans chacun de ces cas, déjà nombreux, les hypothèses

à combiner sont fort nombreuses aussi, d'auiant plus qu'on ne

peut espérer de réduction par soustraction des lignes.

Voici, à tilre d'exemple, une congruence linéaire où les points

fixes des cubiques C en a sont un nœud et deux points simples

aux sommets du triangle de référence,

a-id^ + «2/» «1^1 + '''-2/1 «i^i' + «2A1'

= 0.

12. Voici encore une congruence linéaire remarquable. Il

est clair que toule matrice contenant les paramètres aj, ag, aj

au degré w dans tous les éléments, mais où a^ manque dans une

ligne et y.^ dans l'autre, et où les deux lignes ne diffèrent que

par le nom des paramètres, représente une congruence de

variétés algébriques dont l'ordre est i (n — 1)(w — 2). En

effet, pour chaque point ac, l'évanouissement de la matrice

/(«!, «2) î-(a,, a,) !//(«!, «2)

est précisément la condition pour que la courbe plane uni-

cursale

Xj : Xa*. Xj = /"(a,, «2) : f{x„ ofg) : <p{ai, Cj)
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ait un point double; or une telle courbe a i {n — i) (w — 2)

nœuds. Si tous ces nœuds, sauf un, sont fixes, la congruence est

linéaire.

En particulier, si w = 3, la congruence est toujours linéaire.

Dans le dernier paragraphe de cette élude, nous montrerons

une congruence de cubiques gauches se ramenant au type

actuel. A part cet exemple, nous ne traiterons pas en détail les

systèmes signalés dans le présent paragraphe et nous nous

contenterons d'approfondir les six types indiqués aux n°' 6, 8, 9.

Points singuliers x dans les six types de congruences.

13. Appelons point singulier x un point x appartenant à

une infinité simple de variétés de la congruence. Ces points sont

en nombre simplement infini et il s'agit de déterminer la figure

qu'ils engendrent. Esquissons la marche à suivre.

Soit la matrice

Il f,{.,x) y,(a,,x) ||î
= 0;

elle donne les trois équations

fi{a,x) -*- pf/\x,x) = Ù (î= 1,2,3).

Si X est un point singulier, ces relations sont vérifiées pour

ooi systèmes de valeurs de p, o-i, a^, a^, et réciproquement. Or

ceci peut arriver de deux manières : ou bien p conserve la même
valeur dans les oo* systèmes et il suffit d'écrire que les trois

dernières égalités sont indéterminées en a^, a^, ol^, en consi-

dérant p, non comme variable, mais comme une constante

inconnue; ou bien p varie avec aj, a^, ag dans les ooi systèmes

et alors on doit chercher la condition pour que les égalités soient

indéterminées en p, a^, a^, a^.

14. Appliquons cette méthode au type (1) du n° 6 : l'équation
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€l les deux analogues en a', b', ... a", b", ... sont indéternninées

en p, ai, ag, «3 quand on a

Il «X l>. C^ Ch Ilî
== 0.

ce qui représente une variété sextique à rf — 3 dimensions.

Si p est une constante inconnue, on peut poser p = pi : p2 et

les équations sont indéterminées en ai, a2, as quand on a

Il
p^ttx pA piC^ pAx jl'i

=0.

Ces relations sont vérifiées :

1° Pour pi = et (ahc) = 0, mais alors les équations déter-

minent les rapports mutuels de aj, ag, as; de sorte que, pour

une indétermination de ces rapports, il faut l'évanouissement de

tous les premiers mineurs de {abc) ; ceci arrive pour les points

d'une variété algébrique kd— S dimensions, en supposant que d

soit au moins égal à o;

2° Pour p2 =0 et d^ = d'^ = d'J. = 0, conditions compa-

tibles seulement quand le nombre des variables x est au moins

quatre, et alors a^, a^, aj sont complètement indéterminés,

c'est-à-dire que les points x communs à rf^, d'^, d'^ appartiennent

à toutes les variétés de la congruence.

Dans l'espace à trois dimensions, les formules (I) représentent

une congruence linéaire de cubiques gauches passant par un

point fixe fdd'd") et s'appuijant huit fois sur une sextique

gauche de genre trois, \\a^b^c^d^\\. Pour la justification de la

seconde partie de l'énoncé, voir notre étude précédente.

Dans le plan, les formules (1) représentent une congruence

linéaire (ou involution) de triangles, douée de six points singuliers,

15. Les points singuliers d'une congruence du type (II) se

trouvent au moyen des équations suivantes (p a été remplacé

par pi : p^),

{otiU^ +- aj)^ -H 0'.zC^)p.2 •* (a^id^ + a^fx -t- «j^iJ/Ji = 0,

(IF)
<[ («!< -H «-2^^ -»- OL-,c'jPi -+- («if'x -^ «2^» -^ °'5gx)Pl = 0,

«xVz + d'Jpi = 0.
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i" Le rapport p^ : pg est indéterminé si l'on a o^ = c/^ = 0,

relations qui donnent une variété linéaire à rf — 3 dimensions,

coupant chaque variété de la congruence suivant une variété

quadratique h d — 4 dimensions ;

2° Si Pi : pcj est une constante inconnue, les deux premières

équations (II') sont indéterminées en a^, ag, ag quand on a

0;
p,a, +- p,'/x
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dernières colonnes de S; celte surface a pour droite double la

droite a"d" qui esi bisécante de la cubique. Donc il reste huit

points de la cubique sur la courbe de neuvième ordre.

Dans le plan, les formules (N) représentent une congruence

linéaire (ou involulionj de triangles, douée de dix points singu-

liers, y compris le point a"d".

16. Passons au type (III); nous devons examiner les

relations

/ piO-^a^ -+- pa^A -*- pi^Àx +- pi«5gx = 0,

1° Si Pi : p2 doit varier avec les «, ces trois égalités seront

satisfaites pour ooi systèmes de valeurs de pgai, P2a2, Pia^, p^aj

quand on aura

Il
«. K c, d^

Il
= 0,

ce qui représente une variété sextique à rf— 3 dimensions;

2" Si pi : p2 est une constante inconnue, les équations (III')

sont indéterminées en a^, aa, as quand tous les premiers mineurs

du déterminant

I

psja, -t- p,4 p-A pi9* 1

sont nuls. Or, cela arrive pour p^ = et
|| «^ b^

||
= 0, ou pour

P2 = et
II
c/^ g'^lj

= 0, relations qui représentent deux variétés

cubiques h d— 5 dimensions.

S'il y a quatre variables homogènes x^, ac^, x-^, X4, les for-

mules (IIIj représentent une congruence de cubiques gauches

ayant pour directrices une sextique du genre trois et deux

cubiques gauches; chaque courbe de la congruence rencontre huit

fois la sextique et une fois chaque cubique directrice; chaque

cubique directrice rencontre huit fois la sextique.

Dans le plan, on a une congruence linéaire de triangles douée

de douze points singuliers.
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17. Les congriiences du type (IV) donnent lieu aux équations

p^')L^a^ -4- pi^aO, -t- p3ajC, -+- p,a,a,, -+- pi^if^ = 0,

(IV)

^.,«2^, -- p3ajC, -+- p,a,(A,

piXia'x +• P2«3Cx "+" Pl*l^a; = 0,

1° Considérons les deux dernières; si p^ : pg est une constante

inconnue, ces relations sont indéterminées en aj : a^ quand on a

p-2<^x
-^ pA= 0, pi^'J -+- Pi<lx = 0, |0.24 = 0, p^iC'J = ;

ceci arrive soit pour p2 = et d^ = C = 0, ce qui repré-

sente une variété linéaire à rf — 3 dimensions, soit pour

c'^ == c'J.
= {a'^d'^ — a^</^) = 0, ce qui représente une variété

quadratique à d — 4- dimensions;

2" Si ces deux dernières équations (IV) sont indéterminées

en pa^i, Psa^, pi»!, on a

0,

variété cubique h d — 3 dimensions qui contient la variété qua-

dratique trouvée immédiatement auparavant;

3° Si les deux dernières équations (IV) donnent un seul

système de valeurs de pg»!, ps^ô, Pi»!» la première équation (IV)

peut encore être indéterminée en a^ : a^ si Ton a

pJ^j: -*- Pifx= 0, P2«l«a; -*- i0'2«3fi -*" Pi^^l^x =

et ces égalités combinées avec les deux dernières (IV') donnent

= 0,

qui représente une variété sextique à d — 3 dimensions.

De plus, les équations (IV) sont encore vérifiées pour f^=
et P2= «1 = 0, donc oo* variétés de la congruence se ramènent

à une variété /"^ à d — 2 dimensions, accompagnée d'une variété

linéaire c'j^ = cj. = à d— 3 dimensions.

«X



(
H3)

Si d = A, la congruence du type (IV) est formée de cubiques

gauches rencontrant quatre fois une sextique gauche de genre

trois, rencontrant cinq fois une cubique gauche octosécante de la

cubique directrice et rencontrant une fois une droite bisécante de

la cubique directrice. En effet, la cubique variable et la cubique

directrice sont de système opposé sur la quadrique

di

«sC,

d'J

= 0,

donc elles se coupent en cinq points; la cubique directrice est

représenîée par deux colonnes de la matrice annulée par la

sextique, donc ces deux courbes se coupent en huit points; la

cubique variable et la cubique directrice étant sur une même
quadrique, et la seconde coupant huit fois la sextique, la première

la coupe quatre fois, car les trois courbes sont sur la même
surface cubique,

«1% -h oc^h^ a'^ a'J

Cx ^'x f^x = 0;

«if/^ -I- «2/^ d'^ d'J

enfin la droite d'd" est bisécante de la cubique directrice et uni-

sécante de la cubique variable qu'elle rencontre au point

(i'x = d'J = a^d^ -4- Xif^ == 0.

Si ci=5, on a une congruence linéaire de triangles, présentant

neuf points singuliers.

18. Considérons ensuite le type (V), qui donne les équations

[ P^'^l^x -t- P2«2^i H- pi«5Cx + Pi^iflx *- Pl^^fx = 0,

(V) < PiCt^a'^ -V- pidja'^ -\- picc4'x= 0,

l pi^yj -*- pa'^^K' -+- Pi«-Àx = 0.

Les deux dernières sont indéterminées en p^a^, p^ag. p|a^ si

l'on a

«» K <-''x \

«X 'k Cx
I

ce qui représente une variété cubique k d— 3 dimensions.

8
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Si Pi : pv2 est une constanle inconnue, les deux dernières

équations sont encore indéterminées en aj : a^ quand on a

bl = b'J = {a'J'J — a'Jd'J == 0,

ce qui représente une variété quadratique k d— 4 dimensions,

contenue dans la variété précédente à d— 3 dimensions; ou

bien quand on a pg = et d^= d^ = 0, ce qui représente une

variété linéaire à d — 3 dimensions.

Si les deux dernières équations (V) sont déterminées en

Ps^cj, p2a2. p^aj, la première peut être indéterminée en a- quand

on a

Or les deux dernières équations (V) donnent

P2«r • p-2«2 • pi«i= [b'd") : [d'à") : [a'b")

et la substitution fournit

c,= 0, a,{b'd") {d'à") + b,{d'a"f + d,{b'd") {a'b")+ f,{a'b") {b'd")= 0,

ce qui représente une variété du cinquième ordre à d — 3 dimen-

sions.

Observons en passant que, pour ^^ = et p^ = «j = 0, les

équations (V) sont toujours satisfaites : une ijilinilé simple de

variétés de la congruence se ramènent à une variété f^kd — 2

dimensions et une autre b'^ = b'^ = k d — 3 dimensions.

Dans l'espace ordinaire, on a une congruence de cubiques

gauches ayant pour directrices une cubique gauche, une quin-

tique plane et une droite.

Dans le plan, on a une congruence de triangles présentant neuf

points singuliers, dont cinq en ligne droite.

19. Enfin le type (VI) nous conduit aux relations

p^'Xia'^ -H p^a.M'^ -i- (/j^aj -h pi«..2)c'^ -4- pia,<= 0,
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Elles sont indéterminées en p, : p2 et a^, «g, o.- quand on a

Il
a. K c, à^ 11

= 0,

ce qui représente une variété sextiquc h d — 3 dimensions.

Si pi : p2 est une constante inconnue, les équations sont indé-

ternninées en a|, a^, a-^ quand les premiers mineurs du déter-

minant

sont tous nuls; ceci arrive pour p2 = et ||d^c^|| ^ 0, variété

cubique h d— 3 dimensions; et pour H^^c^H = avec \a^d^c^\

= 0, variété du neuvième ordre à d — 4 dimensions, contenue

dans la variété singulière sextique.

Dans l'espace ordinaire, la congruence du type (VI) est formée

de cubiques gauches coupant huit fois une sextique gauche de

genre trois, et une fois une cubique gauche octosécante de la

sextique. Ces directrices n'offrent que neuf conditions, au lieu

des dix requises pour une double infinité de cubiques. Mais le

type (VI), de même que le type (V) est un cas limite; il y a

donc une condition de contact dont la détermination exigerait

l'étude approfondie de la congruence. Celte théorie peut être

exposée, pour les six types ci-dessus d'après le modèle que nous

avons donné pour la gerbe de cubiques ayant en commun deux

points et trois bisécantes (voir notre Étude de quelques surfaces

algébriques, etc., chap. 111); de tels développements menacent

d'être longs et monotones; ils ne peuvent trouver place ici.

Dans le plan, les formules (VI) représentent une congruence

linéaire de triangles, douée de neuf points singuliers.

Classe d'une congruence de variétés algébriques.

20. Appelons classe d'une congruence de variétés algébriques

le nombre de fois qu'une droite arbitraire de l'espace contient

deux points X d'une des variétés proposées.

Soit la congruence

/"ii(a,-c) fdci.x) fiz{a.,x)

fuiy-, x) /2,(a, x) f^-,{rt, x)
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les formes fn, étant du premier degré en a:|, x<^, ... ac^ et du

degré /?,- -t- qk en a^, a^, aj, et supposons pi >p2, r/| ^q^i^q-^.

Si le point ic parcourt une droite yz, on peut poser

jes fonctions /;-^ deviennent ^-^(7., ?/) -t- f/"//, (a, z). Exprimons

alors que la variété

Il
/;•*(«. ^)-^'AK^) 11

=
contient deux points de la droite \jz ou que les équations

/;/«, .V) + '/»*(«' ^) -^ pA^*(«» î/)
-^ p'/2t(«' ^) = (A: = 1, 2, 3)

sont compatibles pour deux systèmes de valeurs de p et / :

N ^
Il /;,(«, ^) /;,(«, ;^) /,,(«, ?/) /,,(a, z)

Il

= (A: = 1, 2, 3).

Considérons les y et les z comme des constantes, a^, ag, as

comme les coordonnées d'un point d'un plan. Omettons, dans N,

la seconde ou la quatrième colonne : les deux déterminants

obtenus représentent deux courbes en a, de degrés respectifs

Pi -V- 2/)2 -+- S7 et 2 pi H- P2 -t- Y^q. De leurs intersections, il

faut défalquer les jj. points qui rendent proportionnelles les pre-

mière et troisième colonnes de N; or on sait que

p =J»I -*- pl -»- PiPï -*- Spsqr -t- 2(71^2

.

Si la congruence donnée est linéaire, fx
— 1 des points a sont

fixes; s'ils sont simples sur les courbes C pour la matrice M, ils

le sont aussi m général pour les courbes C de la matrice N; alors

le nombre variable de points a annulant N est

(2/)i
-4- /)2 + zq) ip, *• 2p2 + 29) — 2^ + 4 = 2p! -4- 2pl + Spipï

-t- 32p2</-+-(S7)'— 2p^— 2p|— 2/>,p2— 22^27 — 227,72+ 1

= 3p,p2 -H 2p29 -t- 9^ -4- 7I -t- 7I -+- 1

.

Telle est, en général, la classe d'une congruence linéaire; mais

elle peut s'abaisser lorsque des points fixes a sont multiples

pour les courbes C de la matrice N. Quand tous les nombres q

sont nuls, ainsi que pg, la classe est toujours 1 ; nous avons vu

que, dans les plus simples de ces cas, la congruence se ramène

au type (l).
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21. On peut donc formuler une règle pour découvrir la

classe d'une congruence, quand les formes de la matrice sont

linéaires en x : on double la matrice dans le sens des lignes; on

remplace, dans chaque moitié du nouveau tableau, les variables x

par les coordonnées d'un point!/ ou d'un point z, et l'on compte

le nombre de points a variables qui annulent cette nouvelle

matrice. En appliquant celte règle, et en donnant une attention

spéciale aux points fixes (?, on trouve sans peine les résultats

suivants.

Les congruences linéaires du type (I) sont toujours de pre-

mière classe; elles constituent, dans l'espace à trois dimensions,

le premier type de congruences linéo- linéaires trouvé par

M. Veneroni (*).

Les congruences des types (il), (III), (IV), (V), (VI) sont

respectivement de classe o, 4, 2, 4, 6. Il serait intéressant de

rechercher dans quels cas cette classe s'abaisse. Nous ne traiterons

pas ici cette question. Mentionnons seulement ce cas particulier

du type (II) constituant une congruence de première classe.

C'est le second type de congruence linéo-Iinéaire de M. Vene-

roni (**), si l'on s'en tient à l'espace à trois dimensions : les

cubiques gauches qui le constituent sont fournies par les

intersections mutuelles des quadriques de deux faisceaux,

-I- «i6j. a'J
I

a.a' -+- a.,,c' a'J

"x
!

^-idx *- «-i^x dj

ayant toutes la génératrice commune a"d" ; ces cubiques ont

pour directrices cette droite a"d" qu'elles rencontrent chacune

en deux points, ainsi que les deux cubiques

6,

= 0.

= 0,

==0, = 0,

(*) Rendic. cire. mat. Palermo, 1902.

(") Ibid.
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qu'elles rencontrent chacune en quatre points et qui ont aussi

a"d" comme bisécante. M. Veneroni a aussi signalé, en 1904,

le cas limite où ces deux cubiques coïncident.

Cubiques gauches ayant cinq bisécantes communes.

22. Nous allons montrer que le système de cubiques gauches

ayant cinq bisécantes communes se ramène à un type signalé

au n° 12.

Appelons y'z', y"z", y"'z"', y'^z^^, y^z" cinq droites données

définies chacune par deux points. Prenons, sur la première,

deux autres points H et L, ayant pour coordonnées

y'i
-+- /«z-, y'i -t- Iz'i.

Les six plans menés par chacun de ces deux points et par les

trois droites y"z", y"'z"'
,
y^^z^^ ont pour équations

a^ =ï {xy'y"z") -+- h{xz'y"z") ^ A -4- /lA' = 0,

<= {xy'y"'z"') -^ h{xz'y"'z"')= B -s- /iB' = 0,

a'J^ [xy'y'^z") -t- h{xz'y"z") ^ C h- hC = 0,

6, = A -t- lA' = 0,

6;:= B -^ /B' =- 0,

b'J=C -4-/C' = 0.

Nous avons montré (*) que la congruence de cubiques gauches

passant par H et L et admettant pour bisécantes y"z", y"'z'",

y'^z'^ a pour équations

XiU^ a^iOx «3O1
0.

Cherchons celle de ces cubiques qui a pour bisécante y'^z^ :

une bisécante d'une courbe variable de la congruence G a pour

équations

Ao-it/j. •+ f^icfl'^ -4- vazCi'J = 0,

a6^ -4- /ucb'x ~h vb'J = 0.

(*) Étude de quelques surfaces algébriques, etc. Chap. 111.
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Exprimons que celte bisécante passe par les points y^ et z''^

des quatre relations ainsi obtenues nous tirons

Aa, : (x.oi.1 .v'x.r,= I a' «"v I

:
I

a'' a,^
I

:
I
a , «'v I ;

par division, nous obtenons les valeurs proportionnelles à a^, aj,

a5 ; en les portant dans la matrice G, nous aurons la représen-

tation suivante de la courbe cherchée :

a^
I a'v a"v

I
ol

I

a'L a „ 1 a'' 1 a v a'v I

6x I 6'v '>"v I
'4

I

6'^ 6 V 1 ^'J \hy h\
I

= 0.

En nous reportant aux expressions données plus haut pour

les formes a, 6, nous voyons que les éléments de cette matrice

contiennent les x au premier degré; que les éléments de la pre-

mière ligne sont cubiques en h et ceux de la seconde cubiques

en /; que les deux lignes ne diffèrent que par la substitution de

/ à h. Or, si / et ^ varient, on a oo2 cubiques gauches ayant pour

bisécantes les cinq droites données ; on peut évidemment rendre

les paramètres homogènes.

La congruence de cubiques gauches ayant cinq bisécantes com-

munes est représentée par une matrice de six formes linéaires

quaternaires contenant les paramètres variables au troisième

degré; un paramètre manque dans chaque ligne et les deux lignes

ne diffèrent que par le nom des paramètres.

Or, au n" 12, nous avons vu qu'une congruence de ce type

est linéaire, parce que son évanouissement donne le point

double d'une cubique plane rationnelle.

Ainsi apparaît une relation inattendue entre les deux faits

géométriques suivants, fort éloignés en apparence et traduits

par les mêmes formules analytiques :

Une cubique plane ration-

nelle possède un point double

et un seul.

Un point et cinq bisécantes

définissent une cubique gauche

et une seule.
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III

La théorie des matrices dans l'espace réglé.

Aussitôt que le nombre des variables homogènes des formes

considérées dépasse quatre, il se présente des possibilités

algébriques nouvelles; notamment les conditions de l'évanouis-

sement d'une matrice à / lignes et / + 3 colonnes deviennent

compatibles en général; il en est de même des conditions néces-

saires pour que les premiers mineurs d'un déterminant soient

tous nuls.

Pour nous, ces questions d'algèbre n'ont d'intérêt que par

leur application à la géométrie, et plus spécialement à la géo-

métrie à trois dimensions. Aussi après avofr montré brièvement

ce qui se passe dans le cas de cinq ou de n variables, nous

passerons à l'hyperquadrique de l'espace à cinq dimensions;

celte théorie, on le sait, est celle de l'espace ordinaire réglé.

Nous avons déjà dit, dans notre première étude, et nous

répétons ici, que tous les résultats d'algèbre sont contenus dans

une formule unique de M. Giambelli. Pourtant nous démontrons

les théorèmes dont nous avons besoin, parce qu'il est bon

d'avoir des procédés pour résoudre chaque problème parti-

culier (*).

Matrices à / lignes et l -^ 5 colonnes.

1. S'il y a cinq variables homogènes, une matrice M=||ajVÈ||

à / lignes et / -+- 3 colonnes s'annule en général pour un nombre

fini de points dans l'espace à quatre dimensions. Indiquons la

(*) [Nous avons reçu, peu de jours après l'envoi de notre manuscrit,

deux nouvelles notes de M. Giambelli, intitulées : Le variela rappresentate

per mezzo di una matrice generica di forme, etc. (Rendic. R. Accad, dei

LiNCEi, série 5, t. XIV, séances du 3 et du 17 décembre 1905).]
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marche à suivre pour trouver ces points quand l'élément o,/, est

de degré w,- -4- q,, en Xy, x^, a?i, x^, x.^.

Les / premières colonnes forment un déterminant qui s'annule

pour une hypersurface d'ordre

Les / -4- 2 dernières colonnes représentent une courbe dont

l'ordre v est (voir notre Etude I) une fonction connue des

nombres n et ç figurant dans ces colonnes. Des pv intersections,

il faut défalquer les points annulant la matrice N des ^ +• 2 der-

nières colonnes de M en même temps que la matrice P des

/— i premières colonnes de N.

Mais la recherche de ces derniers points se ramène au pro-

blème initial. En effet, les points annulant la matrice des

/ — 1 premières colonnes de N forment une variété à deux

dimensions, et les points annulant la matrice des I -4- 1 dernières

colonnes de N en forment une autre Q également à deux

dimensions; elles ont en commun des points isolés en nombre

facile à caluler. Il faut en déduire les points annulant la matrice

des l— 2 premières colonnes de Q ainsi que le déterminant

des / dernières et ceci se ramène facilement au premier pro-

blème proposé avec une diminution du nombre d'éléments.

Il n'y a pas de difficulté essentielle à chercher les formules

générales des problèmes esquissés ci-dessus; mais l'intérêt de

ces formules est mince. Nous allons restreindre la généraUté

pour avoir des résultats plus maniables.

Constatons en passant que, si une matrice de formes quinaires

s'annule pour 1 points, la même matrice de formes à d variables

s'annule pour une variété d'ordre \h d— 5 dimensions, dans

l'espace à rf— 1 dimensions.

2. Soit une matrice à / lignes et / -+- 5 colonnes de formes

quinaires, tous les éléments de la î^™° colonne étant d'ordre qi.

Les / premières colonnes forment un déterminant qui s'annule

pour une hypersurface d'ordre Si^..
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Les / -4- 2 dernières colonnes forment une matrice s'annulant

pour une courbe d'ordre (voir notre Élude I)

La formule donnant les points communs contient le terme en qi

Pour les points à défalquer, la lettre ç, n'entre plus en ligne

de compte. Or le nombre des points annulant la matrice donnée

est évidemment une fonction symétrique des lettres q; donc

cette fonction est

3. Soit une matrice P à / lignes et /— 1 colonnes de formes

quinaires d'ordre q^ par colonne; faisons-la suivre de trois

colonnes de constantes, ce qui donne une matrice N à / lignes

et / -- 2 colonnes ; cherchons le nombre de points communs aux

deux variétés annulant P et JV. La première est d'ordre

La matrice des / -t- \ dernières colonnes de N s'annule pour

une variété d'ordre

^-'qiqj.

Dans la formule donnant les points communs, les termes

en qi sont

La lettre g, n'intervient pas dans la formule des termes à

défalquer; donc, à cause de la symétrie évidente, le résultat est

^q^qk + ^qtqjqtqn.

4. Soit une matrice N à / -t- 2 colonnes et / lignes de formes

quinaires, les éléments de la i^""" ligne étant tous de degré m,-.

Cherchons les points communs à cette matrice N et à la variété
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annulant la matrice P des / — 1 premières colonnes de N;

d'après notre Étude I, la variété P est d'ordre

et la variété Q annulant la matrice des / -f- 1 dernières colonnes

de N est d'ordre

Des points communs, il faut défalquer ceux qui annulent la

matrice des /— 2 premières colonnes de Q {Hniim^m;^), en

même temps que le déterminant des / dernières colonnes (Lm),

sans toutefois annuler la matrice des / — 3 premières colonnes

de ce déterminant. Comme d'après le n" 2, ces derniers points

sont en nombre Hmim^m^m^, le résultat final est

ou encore

5. Soit enfin une matrice M de / -+- 3 colonnes et de l lignes

de formes quinaires d'ordre m^ par ligne; cherchons le nombre

des points annulant M. Les / premières colonnes représentent

une hypersurface d'ordre Swï et les / -4- 2 dernières colonnes

une courbe d'ordre

llmllnf -4- S»u,marna.

Des points communs, il faut défalquer ceux qui annulent la

matrice N des l -t- 2 dernières colonnes de M et la matrice P des

/— 1 premières de N, résultat que l'on vient de trouver. La

formule finale est donc

et on peut évidemment lui donner diverses autres formes.

Congruences de droites annulant des matrices.

6. Considérons une matrice
|| «/^ ||

à / lignes et / -«- 1 colonnes

de formes homogènes en p^^» /?i3, Pu, P25, /?42, Pza et, pour



( 124 )

restreindre un peu la généralité, supposons que les élémenis de

chaque ligne soient de même ordre w^.

Si l'on admet la relation identique

n^ piapsi +• p,3/)42 *- PuPiz = 0,

les quantités p^ sont les coordonnées pliickériennes d'une droite

dans l'espace à trois dimensions. Chaque élément a^^, égalé à

zéro, représente un complexe d'ordre m^. L'évanouissement de

la matrice
||
a^^

\\
représente donc une congruence F de droites

dont l'ordre (et la classe) est

7. En faisant précéder la matrice ||r^vi,Il d'une ligne de con-

stantes a^, a.y, ..., a;^,, on a un complexe C d'ordre Sm contenant

la congruence T.

Deux complexes C, caractérisés respectivement par les con-

stantes a et (3, non proportionnelles, ont en commun, d'abord la

congruence F, ensuite une congruence A annulant la matrice

obtenue en faisant précéder
|1

a^;,
||
des deux lignes de constantes

a et [3. On peut remplacer les a ou les (3 par des quantités a -+- A:(3,

de sorte que les congruences F et A servent de base à un faisceau

décomplexes C; si les a et les (3 sont des coordonnées de points

dans un espace à / dimensions (/ ^ 2), on peut dire que chaque

congruence A est associée à une droite de cet espace.

La congruence A est d'ordre SwïiW?^; elle a en commun avec

la congruence F une surface réglée R dont l'ordre se trouve

d'après notre Élude I; seulement, il faut introduire le facteur 2,

à cause de l'hyperquadrique II = 0. Voici le degré de R :

r= 2(Swîm2 H- SSwimîms).

Ceci suppose que / vaut au moins 3. Ainsi, deux complexes C

circonscrits à la congruence F ont encore en commun une

congruence A d'ordre Smim^ qui coupe F suivant une surface

réglée d'ordre r.
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8. Chaque surface réglée R est déterminée par nn nombre

fini de ses rayons. En effet, donner un rayon de F c'est donner

un faisceau de relations linéaires entre les éléments de chaque

ligne de ||flï/J|. Les coefficients d'une de ces relations peuvent

être considérés comme des coordonnées homogènes d'un hyper-

plan dans un espace à / dimensions. Comme les a et les (3

doivent vérifier une de ces relations, les points a et ^ (de coor-

données 7-1, ao, ..., a,+, ; Pi, (3^, ..., (3;^,) doivent être dans un

des hyperplans de ce faisceau; la droite a[3 doit donc s'appuyer

sur le biplan, base de ce faisceau.

Or, on démontre assez facilement, et le fait doit être

connu, qu'il existe un nombre fini p. de droites s'appuyant sur

2/— 2 biplans, et ce nombre
f/.

est égal à 1.2,3... (/— 1).

Par suite, toute surface R est déterminée par 2/— 2 de ses

rayons, mais non d'une façon univoque, car un groupe de

2/— 2 rayons appartient à fji surfaces R.

9. Trois complexes C, caractérisés par les lignes de con-

stantes a, (3, y qui, par hypothèse, n'appartiennent pas à un

même faisceau, ont en commun, outre la congruence F, une

surface réglée S obtenue en faisant précéder la matrice
\\
o,-^

||
de

trois lignes de constantes a, j3, y. Si / est au moins 3, l'ordre

de celte surface réglée est

La surface S a en commun avec F un nombre fini de rayons.

Ce nombre est, d'après le n° 3,

en supposant / au moins égal à A.

Quatre complexes C ont en général (si / est au moins 4) un

nombre fini de rayons communs hors de F. Pour les obtenir,

il suffît de faire précéder la matrice
||
a^^

\\
de quatre lignes de

constantes; la nouvelle matrice s'annule pour un nombre de

droites égal à
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10. Considérons à présent une matrice à / lignes et / + 1

colonnes de formes a^^, les formes d'une même colonne étant

du même degré % en p^g, pj-;, ... Cette matrice s'annule pour

les rayons d'une congruence F de droites, congruence d'ordre

et de classe SwiWq.

En faisant suivre la matrice d'une colonne de constantes

aj, ag, ..., a/, on a la représentation d'une surface réglée T
d'ordre âS^ingW-, dont tous les rayons appartiennent à F (en

supposant le nombre / h- 1 de colonnes au moins égal à 3).

Une telle surface T est en général déterminée sans ambiguïté

par /— 1 rayons de F. Car, donner un rayon de F, c'est donner

une relation linéaire entre les éléments de chaque colonne de la

matrice ||crz^I|. Les coefficients de cette relation peuvent être

regardés comme les coordonnées d'un hyperplan dans l'espace

à /— 1 dimensions. Les constantes a^, ag, ..., a/, devant vérifier

cette relation, peuvent être regardées comme les coordonnées

d'un point qui doit être sur l'hyperplan en question. Or, en

général, /— 1 hyperplans de l'espace à /— 1 dimensions déter-

minent un point, et un seul. Donc /— 1 rayons de F déterminent

une surface réglée T, et une seule.

Deux surfaces réglées T, définies par des constantes a^, «o, ...,

«/ et (3^, jSj, ..., p^, non proportionnelles, ont en commun un

nombre fini de rayons. Ceux-ci sont représentés par l'évanouis-

sement de la matrice Ha^^Il suivie de deux colonnes de constantes.

Leur nombre est en général

Un de ces groupes est déterminé par /— 2 rayons de F. Car,

donner un rayon de F c'est donner un hyperplan de l'espace

à /— i dimensions et cet hyperplan doit passer par les points

â et P, donc par la droite a(3. Or / — 2 hyperplans définissent

une droite.

11. Dans le cas où les éléments de la matrice ne sont pas de

même ordre en p^^, pi^, ... ni par ligne ni par colonne, on peut

encore (voir Étude II) déterminer les complexes d'ordre le moins
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élevé circonscrits à la congruence, ainsi que des surfaces réglées

fornnées de rayons de la congruence. Mais l'énoncé des résultats est

pénible, et cette recherche ne fait pas intervenir d'idée nouvelle.

Nous y renonçons donc et plaçons seulement ici une remarque

sur les matrices à / lignes et / -f- 1 colonnes de formes toutes

du même ordre n en piç>, P10, •••

La congruence F est alors d'ordre et de classe in-l{l -+- 1).

Les complexes C du n" 7 sont d'ordre ni; les congruences A
sont d'ordre et de classe inH{l— 1). Les surfaces réglées R
sont d'ordre

^n\l{l— \) + U{l— i){l — ^)] = inH{l—\){6 + / — 2)
6 3

Les surfaces réglées T du n" 10 sont d'ordre jw^(/-t-1) / (/— 1).

Comme fait nouveau, nous enregistrons ceci : une congruence A
et une surface T quelconques appartiennent toujours à un même
complexe d'ordre n(/— i), dont l'équation est l'évanouissement

d'un déterminant obtenu comme suit ; on fait précéder la matrice

Ij
Oi^

Il

de deux lignes de constantes, on la fait suivre d'une

colonne de constantes et l'on complète par deux éléments nuls.

Nous espérons, dans un travail ultérieur, pouvoir préciser et

compléter tous ces résultats pour des congruences spéciales du

type r.

Évanouissement des premiers mineurs

d'un déterminant.

12. Considérons, pour fixer les idées, un déterminant à trois

lignes |o^7,| {i, A:=1,2,3), dont chaque élément a^-^ est une forme

d'ordre n^ -t- p^ à cinq variables homogènes, Xi, x^. oc-, x^, .Tg.

11 y a, en général, un nombre fini de points x annulant tous

les premiers mineurs de ce déterminant. Ces points satisfont à

quatre conditions; ils annulent notamment les deux matrices

Oh «12 «13
I

«11 «12 «13

«2, «22 «23 1

'

«31 «32 «33
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Ces deux matrices représentent, dans l'espace à quatre

dimensions, deux surfaces ayant en commun la courbe

«11 == «lî 0, mais les points de cette courbe sont hors

de cause, car généralement aucun d'eux n'annule la matrice

«21

«51

«22 «23

«33

Ainsi le problème est ramené à chercher les points communs

aux deux surfaces, qui n'appartiennent pas à la courbe commune

signalée. Or la surface

«23

= 0,

d'ordre n] + ni + riidi^ +• (w, -t- i^) E/) -h Sjo^p^, coupe l' hyper-

surface «11052— «12^^31= 0> d'ordre n^ -h Wj; -i- p^ -t- p^, suivant

une courbe d'ordre

[n\ -4- ni H- w,W2 -f- (wj -t- n^)^p -h Spip2](«, +- n^ -\- pi -^r p^).

Il faut en défalquer la courbe de degré (wj -h pi) (n^ -+- p^)

(% -4- pg) annulant ail "i^ ^'lôy ''^^'^ ^o"^ ""^ courbe y de

de degré

y ^ [n! -+- ni -+- n^n^ + {rii -t- n^^p -*- S/),j02](wi -+- ng -t- p, -h p^)

— {ni -4- Pi) {n^ -H Pi) {th H- ps) ^ nî(ï?2 h- %) -+- nf(nj -+- Hj)

M- Hin^n^ -+- SwiWjSp -+- (n^ h- n^ -t- /<,?ï2)(Pi -+- Pa)

-t- (ni -t- »Ï2) (p! -^ pi -^
P)P-2) + SnSpiPa -+- pKpi -H pa) -t- pipaps.

Cette courbe y annule tous les déterminants à quatre éléments

extraits du tableau suivant :

«dl «12 «13

(ï) 021 «22 «23

Bien que la courbe aji = a^^ = a^g = ne soit pas partie

intégrante de la courbe y, elles ont des points communs isolés,

savoir ceux qui annulent à la fois «11,010,013 et fl2i«52— «22^31;

le nombre de ces points est

p= (ïîi -h p.) (w, -4- pa) (ni -t- ps) (/Î2 -t- ^3 -4- Pi + P2).
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Pareillement, par raison de syntiélrie, la courbe y coupe la

courbe a^ = a^i = a-^ = en des points dont le nombre est

V= («1 -+-
Pi) [n^ -+- p,] (nj H- Pi) (w, -t- W2 -+- P2 H- Pô)'

La courbe y coupe Thypersurface a^a-' — «i5<^5i =
en y(ni h- W5 -f- pi -i- /?-) points. xMais il faut écarter ceux qui

annuleraient «^ et a^-, ou bien a^ et a^j, sans annuler tous les

premiers mineurs de
|

a^j^ |. Or, si l'on a «h = «i^ = 0, voici à

quoi se réduisent les déterminants extraits du tableau (T) :

02,0,2, 0, 0,2023, 0,203,, 02,fl32 OsîOî, .

On voit sans peine qu'ils s'annulent simultanément quand on

a «102 = OQjOg^— «22^51 = ^» 6t ces conditions, avec les hypo-

thèses a|^ = fli5 = 0, représentent les p. points signalés plus

haut. Par raison de symétrie, on doit aussi défalquer les v points

analogues.

Finalement, le nombre de points annulant les premiers

mineurs de
| 0,7, [

est donné par la formule

N^ r ("4 -+- % -^ Pi -*- Ps) — ^ — V.

Un calcul facile transforme celte expression en

N ^ 2nf/Î2 -*- Swî«2>Î3 +- (2?*,?i2 -^ ^ni7hnz)llp -+- S/îjWaSp^

-+- 3S»iW2p,p3 -i- 2Sn,«2P4p2 -+- Sn^Sjo,p2 -+- S«(S/?,p2 -<- 'ipip^pz)

Dans les cas où tous les éléments du déterminant donné sont

du même degré w, les points annulant tous les premiers mineurs

sont en nombre 6n^.

Lorsque les variables x^, x^, ... sont en nombre /, l'évanouis-

sement de tous les premiers mineurs d'un déterminant à neuf

éléments représente, dans l'espace à /— 1 dimensions, une variété

ébrique à /— 5 dimensions et d'ordre N.
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Complexes annulant des déterminants.

13. Considérons encore, pour fixer les idées, un déterminant

à neuf éléments a^^, mais supposons que ceux-ci soient d'ordre

11^ _{_ p^ par rapport aux coordonnées homogènes d'une droite.

L'évanouissement de ce déterminant représente un complexe C

d'ordre 2n +- S/j.

Ce complexe a des rayons doubles, savoir ceux qui annulent

tous les premiers mineurs du déterminant
] ai/, \.

Pour avoir le nombre de ces rayons, il faut refaire les raison-

nements du paragraphe précédent, mais tenir compte en outre

de l'identité quadratique entre coordonnées d'une droite. Donc,

si N a la même signification qu'au n" 12, le complexe C a

2N rayons doubles.

Quand les éléments de chaque ligne du déterminant
|
a^^

\
sont

du même ordre, respectivement n^, n.2, ti^, on a

Si tous les éléments sont du même ordre n, on a

2N = 12n\

14. En se limitant au cas où les éléments de chaque ligne

de
I
Ui/. 1

sont d'un même degré, tii, w^ ou n^, on voit qu'un

rayon double (5 rend les éléments des trois lignes proportionnels

à trois, mêmes constantes di, d.2, ^5.

Faisons précéder le déterminant
|
a^^

|
d'une ligne de con-

stantes ai, 7.2, oL^; nous obtenons une matrice qui s'évanouit pour

une congruence d'ordre S^i^^; cette congruence T est formée

de rayons du complexe C. Si les a sont proportionnels aux d, le

rayon d est double pour la congruence F; sinon, il est simple

pour cette congruence.

Deux congruences F, caractérisées par les constantes- a^, a^, aj

et Pi, ^q,, pj, non proportionnelles, ont en commun les 2N rayons

doubles du complexe, plus une surface réglée R d'ordre ^wiWon-

dont les équations s'obtiennent en faisant précéder le détermi-

nant
1
o^^

1
de deux lignes de constantes a et (3.
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Un groupe de constantes a|, ag, a- peut être considéré comme

formé par les coordonnées homogènes d'un point dans un plan;

si alors u^, ii<^, u~, sont, dans ce plan, les coordonnées homogènes

de la droite a^, les équations de la surface réglée R peuvent

s'écrire

E,^ M,a,, -t- MiO,2 -»- ^30,3= (i = 1 , 2, 3).

Si la droite u passe par le point («^j, §<^, è~), le rayon double à

correspondant appartient à la surface réglée R. Or, par un point

d'un plan passent oo^ droites. Donc, chaque rayon double du

complexe C appartient à ooi surfaces réglées R.

Soient u ei v deux de ces droites passant par le même

point (^1, ^2, ^5), et posons

F,-^ Vittu +- v^aa -4- v^Ur^ (i = ^, 2, 3).

Les équations d'une quelconque des x* surfaces R passant

par le rayon double d peuvent s'écrire

E.. -t- aF, = ;

l'élimination de A donne

Il
E.- F.-

Il
= 0.

Cette matrice représente une congruence d'ordre Sn^^^. Donc,

les génératrices des ooi surfaces réglées R qui passent par un

même rayon double d engendrent une congruence d'ordre llninL2-

Évidemment deux rayons doubles § appartiennent à une même

surface réglée R; et il existe ]V(2N — i) surfaces réglées R
contenant chacune deux rayons doubles du complexe.

15. Lorsque tous les éléments du déterminant
]
a^^

\
sont du

même ordre w, il y a un second système de congruences Y

obtenus en faisant suivre le déterminant d'une colonne de

constantes, et un second système de surfaces réglées R, obtenues

par l'adjonction de deux colonnes pareilles. Ces nouvelles con-

gruences et surfaces se comportent, vis-à-vis des rayons doubles

de C, absolument comme les premières.
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On démontre, comme dans le paragraphe précédent, que

deux congruences de système opposé ont en commun une surface

réglée d'ordre lO/i^ annulant tous les déterminants à neuf

éléments extraits du tableau que voici

0,1 «12 ai3 Pi

«21 «22 «23 Pi

«31 «32 «33 1^3

Tous les rayons doubles du complexe appartiennent à chacune

de ces surfaces.

Enfin deux congruences de système opposé appartiennent à

un même complexe d'ordre 2n représenté par

= 0.

«1
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IV

Sur une forme doublement quadratique

binaire et symétrique.

Dans les pages qui suivent, nous étudions sommairement une

forme (p à deux séries de deux variables homogènes; cette forme

est quadratique et symétrique par rapport aux deux séries de

variables. Elle n'est probablement pas représentable par la nota-

tion symbolique de Clebseh, mais nous montrerons quelle place

elle occupe dans une classification de formes symboliques, dont

le degré de généralité se restreint de plus en plus. Nous faisons

ensuite l'application de cette étude aux coniques et aux surfaces

du quatrième ordre douées d'une cubique double

Forme cp.

1. Soient a^, b]. des formes cubiques binaires; on sait que

l'équation

al -4- a6^ =

représente une involuiion du troisième ordre et du premier

rang.

Si deux points x et y appartiennent à un même terne de

rinvolution, on a

al H- Xbl = 0, al H- a6^ = ;

en éliminant 1 et en divisant par XiiJl2
— ^^Vh o" ^ "^^^ équa-

tion doublement quadratique binaire représentant aussi l'involu-

tion; cette équation est symétrique en x et y.

A un point x répondent deux points y' et y" ; réciproquement,

au point y' répondent deux points, savoir x à cause de la

symétrie et y" parce que l'équation représente une involution.
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Cette relation possède donc d'autres caractères que la symétrie.

II convient d'étudier la forme analogue ayant pour seul caractère

la symétrie.

2. Puisque nous ne ferons pas usage de notations symbo-

liques, il est superflu de conserver les variables homogènes :

la forme cp doublement quadratique binaire et symétrique peut

s'écrire en général

y^ ax'^y'^ + bxy -4- c + hxy{x -+-?/)-+- g{x^ h- y^) -t- f{x -h y).

Dans le courant de cette étude, nous l'appellerons la forme cp.

Il est sous-entendu que ac et y ne sont pas des coordonnées

cartésiennes dans le plan, mais des abscisses de deux ponctuelles,

sur un même support par exemple.

L'équation tp = fait correspondre, à tout point x, deux

points y. Lorsque ces deux points y coïncident, le point x est

un point de ramification de la première ponctuelle. L'équation

de ces points de ramification est évidemment

R*^ 4.(ax^ -4- hx -+-
g) {gx'^ -t- /ir + c) — {hx^ + 6x -t- ff = 0.

A cause de la symétrie, les points de ramification de la

seconde ponctuelle sont

Si, comme nous l'avons supposé, les ponctuelles sont super-

posées; si, en outre, les abscisses x ety sont comptées à la même
échelle, depuis la même origine, les deux groupes de points de

ramification coïncident.

A un point de ramification x répond un point double y ;

nous déterminerons plus tard ces points doubles D^ et D*.

On trouve les points correspondants communs aux deux

ponctuelles en faisant x == y dans l'équalion ^ == 0, ce qui

donne

C*= ax^ -4- ^hx'* H- (6 + ^g)x' + 2/ic -h c = 0.

Ce sont aussi en quelque sorte des points doubles de la forme®;

il leur répond des points Qt ou Q* définis par la propriété sui-



( 155 )

vante : chacun des points C* répond à un point y coïncidant

avec le point x considéré et à un autre point y appartenant

au groupe Q; nous chercherons bientôt l'équation de ces

groupes Qi-, Q*.

3. Cherchons les relations qui lient un point quelconque x

de la première ponctuelle aux deux points y' et y" qui lui cor-

respondent dans la seconde. On a évidemment, p étant un

facteur de proportionnalité,

p{ax^ -\- hx -4- g) = i

p{hx'^ -+- 6x -+-/") = — {y'

pigx^ \- fx + c) = y'y".

y")

et A, B,

Appelons A le déterminant

a h g

h h /

9 f c

ses mineurs; les trois dernières relations donnent

pAx^ = A — H(^' -+- y") -t- Gy'y"

pAx = H — B(y' -4- y") -t- Fy'y"

pA = G - ¥{y' -t- y") -*- Cy'y".

En divisant la seconde par la troisième et la première par la

seconde, on obtient

(H?)
a;[H — B{y' + y") + Fy'tj"] = A - H (»/' + y") + Gy'tj",

x[G-F{y' Cy'y"] = H - B{y' -f- y") h- YyY-

Les équations (H,) représentent une homographie du troisième

ordre et du premier rang, symétrique par rapport à deux séries

de variables?/' et 1/". Mais, d'une part, il existe des dépendances

entre les coefficients des deux équations et, d'autre part, dans

chaque égalité le terme en ac a le même coefficient que le terme

en (y' -+- y"); d'où il résulte que nous n'avons pas ici l'homo-
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graphie la plus générale symétrique par rapport à deux séries

de variables.

Pour que les équations (H^) représentent une involution du

troisième ordre et du premier rang, il faut qu'elles soient aussi

symétriques par rapport à ac et y' , ce qui exige simplement que

Ton ait G ^^^ B, ou

hf— bg^ac — g\

Si dans les équations (H^) on fait y' = x, le point x devient

un des points C^ de la forme ^ et le point y" un des points Q*.

Faisons cette substitution et écrivons, pour simplifier, y au lieu

de y"; nous aurons

x^{Fy — B) — x(By -*- Gy — 2H) -*- Ey — A -= 0,

x^Cy — F) - x(^Fy — B ~ G) -+- By — H = 0.

L'équation Q* s'obtient par élimination de x :

Qtj= [(F!/ - B) (B^ - H)- {Gy - F) [Hy - \)J

- [(Fi/ - B) (2Ft/ _ B- G)- {Gy - F) (B^ + Gy - 2H)]

[{By -+- Gy— 2H) [By— H ) — (2F//— B— G) ( H ?y
— A)] = 0.

A cause de la symétrie, l'équation Q^= ne diffère de la

précédente que par le nom de la variable.

4. Si, entre les équations (HJ), on élimine x, on obtient la

relation entre deux points y' et y" de l'une des ponctuelles qui

correspondent, par Fintermédiaire de la forme <p, à un même
point X de l'autre ponctuelle. Voici cette relation :

[H - B(»/' -+- y") + FyYf
== [A - [\{y' -^ y") -t- Gy'y"] [G — F (y' -h y") + Cy'y-].

Elle est doublement quadratique et symétrique par rapport

aux variables y' et y", donc analogue à la relation cp = 0.

Les couples de points y' et y" qui correspondent à un même

point x dans la forme ^ se correspondent l'un à l'autre dans une

forme analogue à <p.
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Faisons dans la dernière équation ?/'•=//"; nous aurons les

points doubles D* de la forme cp :

D*= (H - 2Bî/ -+- Fyy — (A — 2H_y -+- Gif) (G — !2Fy + Ctf) = 0.

L'équation D^ = ne diffère de D* = que par le nonri de

la variable.

5. Nous avons déjà rencontré Tinvariani de la forme cp,

g^ H- hf — bg — ac,

qui s'annule quand la forme représente une involution du troi-

sième ordre. On devine que l'évanouissement du déterminant A

doit aussi correspondre à un cas particulier intéressant de la

correspondance étudiée. Un lemme préliminaire nous donnera

l'interprétation géométrique du cas où A= 0.

On sait que les relations paramétriques

pXi = afi -4- "ibil -^ Ci {i= U 2, 3)

définissent une conique dans le plan des Xi,Xc>,x-y Elles donnent,

en employant une notation qui s'explique d'elle-même,

«^ 2« : 1 = [xbc) : [axe) : {abx).

Les points d'intersection de la conique avec la droite m^ =
sont déterminés par l'équation

Pour que la courbe dégénère, il faut qu'une certaine droite u

la rencontre en une infinité de points; alors l'équation précé-

dente est indéterminée, tous ses coefficients sont nuls, donc les

relations en %,
w„ = 0, Mj == 0, II, = 0,

sont compatibles et l'on a

(«6c) = 0.

Or, lorsque ce déterminant est nul, sans que tous ses premiers

mineurs s'évanouissent, il existe une seule relation linéaire entre
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les éléments de ses lignes, donc une seule droite u rencontrant

la courbe en une infinité de points. Et si tous les premiers

mineurs de («6c) sont nuls, les quantités a^, b^, c,- sont propor-

tionnelles, les équations paramétriques déterminent les rapports

de Xi,x^, x^ et ne représentent plus qu'un seul point.

Donc, quand la courbe rationnelle plane du second ordre

dégénère, ce ne peut être qu'en deux droites coïncidentes ou en un

seul point.

Dans le premier cas, chaque point de la droite trouvée répond

à deux valeurs t' et t" du paramètre t, et l'on a

ait"" +- ^b^t' -t- Cl a^t'^ -+- ^b^' -+ c^ a^l'^ -+- Sfcjî' -t- c-.

cut"^ -t- "Ibj" -+- c, a^*"^ -+- 'IhJ" -t- c^ a^t"^ -t- %-J" +- Cs

L'égalité des deux premiers rapports donne, en effectuant

les calculs et divisant par l'— t", généralement non nul,

'itl'[ajh — aêh) -+- (f + t') {diCi — a.x^) -4- ^f^jCa - ô^c,) == 0,

ou, en appelant A^-, B^-, C^- les premiers mineurs de (a6c),

ic-jt' — ^s -*- «') -^ 2A3= 0.

En égalant le troisième rapport à l'un des deux premiers, on

obtient les équations

202*^ — B2(ï -t- r) -+- 2A2= 0,

2Ci«r — B,(f -+- t') -t- 2A, = 0,

identiques à la précédente, puisque, par hypothèse, (ahc) est nul

et que ses mineurs A^, Bj?, C^ sont donc proportionnels.

Quand les équations paramétriques représentent une droite,

les couples de valeurs du paramètre qui donnent un même point

de la droite sont en involution.

Nous avions étudié la courbe rationnelle plane du second

degré en réponse à une question proposée dans Mathesis

(1898, p. 117); nous avons complété cette étude pour le cas de

la dégénérescence dans les Nouvelles Annales de Mathématiques

(octobre 1905). Signalons en passant cette thèse annexée à la
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dissertation de M. F. Scliuh (Amsterdam, 1905) : les notions

« courbe rationnelle et courbe de genre nul » ne sont pas

identiques.

6. Voyons l'usage du lemme précédent pour l'étude de la

forme <p. Cherchons s'il existe deux points Xi et x^ de la première

ponctuelle auxquels répondent les mêmes points y' et y" de la

seconde ponctuelle. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que l'on ait

ax] H- hxi -+- g hxl -*- bx^ -+-
/ gx\ -^ fxt -t- c

ax\ H- ^Xg hx\ Hh 6x2 -I- /' gx\ H- /bcj

Considérons, dans un plan quelconque, trois coordonnées

homogènes Xi, X^, X3 liées à un paramétre x par les égalités

pX| = ax* -t- hx -+-
g^

pXo = hx^ -i- bx -^
f,

pX; = gx'^ -\- fx -\- c.

Elles définissent une courbe rationnelle du second ordre qui,

d'après les conditions écrites à l'instant, doit avoir un point

double et doit donc dégénérer. Cette circonstance se réalise

(d'après notre lemme) quand on a

= 0.

Alors la conique a une infinité de points doubles et les couples

de valeurs de x qui donnent un même point double forment

une involution représentée par l'équation

GxiXa— H(x, -\- X2) 0,

ou par deux autres égalités équivalentes à celle-ci.

Lorsqu'il existe un couple de valeurs de x répondant aux mêmes

points y par l'intermédiaire de la forme <p, il existe une infinité

simple de couples x pareils, et tous ces couples sont en involution.

Les couples de points y correspondants sont aussi en involution.
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Dans celte involulion, les points de ramification sont évidem-

ment conjugués deux à deux. Quant aux points doubles D^, leur

équation montre qu'ils coïncident deux à deux et constituent le

couple de points doubles de l'involution. Il en résulte aussi que

si les points de ramification d'une des ponctuelles coïncident

avec ses points doubles D^, on a /\ = 0, et les points en question

se confondent deux à deux.

Formes symboliques.

7. Si l'on essaye de représenter symboliquement la forme cp,

on est tenté de partir d'une homographie du troisième ordre et

du premier rang symétrique par rapport à deux séries de

variables et d'éliminer la troisième variable. Mais, d'après ce qui

a été dit au n" 3, la forme à laquelle on parvient ainsi est trop

générale, c'est-à-dire qu'elle n'est pas symétrique, sauf dans des

cas particuliers.

Si l'on part au contraire de la forme

à deux séries de variables et si l'on suppose, pour qu'il y ait

symétrie, les symboles a et 6 équivalents, on a une forme trop peu

générale, ou un cas particulier de la forme cp. En effet, la relation

aWy =

représente les groupes polaires du second ordre des points y par

rapport au groupe de quatre points a^= 0. Or, si l'on développe

ala^^ (fliX -t- «a)^ {a,y -+- a^f

et qu'on identifie à la forme

tp^ ax^y^ -^- hxy -i- c -t- hxy{x -+- y) H- g{x'^ -*- y^) -+- A^ "^
!/)'

on trouve, à un facteur constant près,

a = a\, b= Aa]al. c = «4, h = SajOg, g = a\al, f= 'iuiul,

de sorte que b = ig, ce qui constitue un cas particulier de la

forme (p.
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Réciproquement, si b= ig, on peut calculer les coefficients

de la forme «^ en fonction de a, b, c, h, g, f.

En appliquant à cette forme a^Oy la condition pour qu'elle

représente une involution cubique (voir n" 3),

hf— bq -= ac — g^,

on trouve, en appelant «j, a^ ci b^, b^ des symboles équivalents

a\ht -+- 5«?o|6|6|— iaialblb^ = i {aj>^ — a^b^Y == 0,

c'est-à-dire qu'alors l'invariant quartique de la forme a^ s'éva-

nouit. Donc, les points d'une ponctuelle forment une involution

cubique avec leurs seconds systèmes polaires relatifs à une forme

quartique quand celle-ci représente quatre points équianharmo-

niques.

8. En résumé, on a, dans l'ordre de généralité décroissante :

1. L'homographie du troisième ordre et du premier rang;

2. La même homographie, mais symétrique par rapport à

deux des trois variables;

3. La forme tp doublement quadratique binaire et symétrique;

4-. L'involution cubique, ou la forme cp dans le cas où la

quantité ac -+- bg — hf— (/^ s'évanouit
;

4'. La forme (p dans le cas où le déterminant A est nul;

4". Les points d'une ponctuelle et leurs seconds systèmes

polaires relatifs à une forme quartique binaire, ou la forme 9 avec

la condition b = kg\

5. Les points d'une ponctuelle avec leurs seconds systèmes

polaires relatifs à quatre points équianharmoniques, ou la

forme <p avec les deux conditions 6== 4.9, ac -4- Zg"^ — V= ^•

Application aux coniques.

9. Dans son Traité des fonctions elliptiques, Halphen a

ramené l'étude d'un système de deux coniques d'un même plan

à celle d'une forme doublement quadratique et symétrique.
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Pour ne pas laisser de lacune dans notre travail, nous

exposons ici celte question en suivant une marche différente.

Soit une conique c^ représentée par les équations paramé-

triques

a;i : X2 : X3 = (0* : w : i

.

La droite qui joint deux points de paramètres w' et m" a pour

équation

x^ — (w' -+- (ù")x^ + (x}'i))"x-^ = 0,

Les coordonnées tangentielles de cette droite sont

i/j : M2 : M5 = 1 : — (w' -+- w") : w'w".

Si les points w' et w" se correspondent dans une forme <p,

doublement quadratique et symétrique, on a

-+- /"(w' +- w") = 0,

ou encore

-4- ^(w' -H w"f H- /(w' -t- to") = 0,

et alors la droite m'm" enveloppe la conique y^ représentée par

aul -+- (6— ^g)u^l(5 -H cul — hu^u^ -*- gui— f'UiU^= 0.

Réciproquement, les tangentes à une conique quelconque,

a'u] -+- b'ul -f- c'ul + '-lh'iinU.2 -+ "Ig'Uiii^ *- ^f'uiU^= 0,

déterminent, sur la conique c^, des points w', w" se correspondant

dans une forme cp,

a' -t- 6'(w' -+- iù"f -4- c'w'^w"* — 2/i'(w' -t- w") -+- 29'w'w"

— 2/"'w'to"(w' -t- (o") = 0.

La forme «p a donc une importance géométrique : c'est la

correspondance la plus générale déterminée sur une conique

par les tangentes à une autre conique.
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10. Si Ton prend un point arbitraire x sur Cg, on îrouve les

deux points correspondants y en menant du point choisi x

les deux tangentes u y^ et en les prolongeant jusqu'à ce qu'elles

recoupent c<^

Les points de ramification R sont évidemment les points

communs aux deux coniques; les points doubles D sont les

secondes intersections, avec Cg, des tangentes à y<^ menées par les

points communs R, Les points C sont les contacts, sur Cj. des

tangentes communes aux deux coniques. Les points Q sont

les intersections, avec f^» des secondes tangentes à y.) menées

par les points C.

D'après le n" 4, les points y qui répondent à un même point x

se correspondent dans une forme (p. On retrouve donc ce théo-

rème connu (*) : Si un triangle mobile est inscrit dans une

conique Co et si deux de ses côtés touchent une conique y^,, le

troisième côté enveloppe une conique.

11. Lorsque la forme cp représente une involution cubique,

c'est-à-dire quand ac +- bg — hf— g^ s'évanouit, il y a une

infinité de triangles inscrits à c^ et circonscrits à y^-

Si, d'autre part, le déterminant A est nul, il existe une infinité

de couples de points x sur Cq, tels que les points de chaque

couple répondent aux deux mêmes points y; donc il y a une

infinité simple de quadrilatères inscrits à c^ et circonstrits à y^

(quadrilatères de Poncelet).

Pour que la forme cp se compose d'une ponctuelle et des

seconds systèmes polaires de ses éléments par rapport à un

groupe de quatre points, il faut et il suffit (voir n° 7) que l'on

ait b = Ug; donc que le coefïicient 6— 2g' du terme en UiU~

soit double du coefficient de ul dans l'équation de yç>- Mais si

l'on considère que l'équation de Cç> est x^x^ — x; = 0, la

présente condition est l'évanouissement de l'invariant simultané

exprimant qu'il y a ooi triangles inscrits à c^ et conjugués par

(*) Voir Salmon, Sections coniques.
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rapport à 72, en d'autres termes que Cg est harmoniquement

circonscrite à 72

.

Donc, si l'on a, sur une conique c^, un groupe de quatre points

fixes et si l'on joint un point variable de cette conique aux élé-

ments de son second système polaire par rapport au groupe de

quatre points, ces droites enveloppent une conique y<^ harmoni-

quement inscrite à c^. Les tangentes communes à Cg et y<^

touchent Co aux quatre points fixes donnés.

Réciproquement, si une conique y<^ est harmoniquement

inscrite à c^, les tangentes à 72 menées d'un point quelconque x

de C2 coupent encore c<^ en deux points formant le second sys-

tème polaire de x par rapport aux quatre contacts, sur c<^, des

tangentes communes à Cg et 72

Si, en même temps, il y a involulion, c'est-à-dire s'il y a des

triangles inscrits à c<^ et circonscrits à 72, on sait que c<^ est alors

aussi harmoniquement inscrite à 72 et, d'après le n" 7, les

quatre conlacts sur C(^ des tangentes communes aux deux

courbes forment un groupe équianharmonique. Comme alors

les coniques jouent, l'une par rapport à l'autre, le même rôle et

comme on peut évidemment appliquer le principe de dualité,

on retrouve ce théorème connu : Si deux coniques sont harmo-

niquement inscrites l'une à l'autre, leurs tangentes communes et

leurs points communs forment des groupes équianharmoniques

sur chacune d'elles.

12. On sait que si H est le hessien d'une forme biquadra-

lique binaire /", l'involution /" 4- XH se décompose de trois

manières en une involution quadratique.

Réciproquement, si une involulion i* se décompose de trois

manières en involution quadratique, le hessien d'un quaterne

quelconque appartient à l'involution; en effet, une involulion

pareille est déterminée par un seul de ses quaternes, puisque,

en décomposant le quaterne, de trois manières, en deux couples

de points, on définit les trois involutions quadratiques.

Voici l'usage que l'on peut faire de celle réciproque : les

deux coniques c<^ et 72 peuvent toujours êlre projetées suivant
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deux coniques homofoeales. Leurs intersections sont alors synné-

triques deux à deux par rapport aux axes communs des deux

coni(|ues. Il en est de même des secondes intersections de Tune

des coniques avec les tangentes menées à l'autre par leurs points

communs, et aussi des contacts C, sur chacune des courbes, de

leurs tangentes, communes (isotropes), et enfin des intersections

de Tune des coniques avec les secondes tangentes menées à l'autre

des points C. Ces quatre quaternes de points se répartissent de

trois manières en une même involution quadratique.

Donc, dans toute forme cp doublement quadratique et symé-

trique, les groupes de points C^, D^. Q^, R^ et leurs hessicns font

partie d'une même involution du quatrième ordre, se décomposant

de trois manières en une involution quadratique.

13. Puisqu'il a été question de coniques harmoniquemenl

associées (n" H), signalons en passant les propriétés suivantes,

peut éire nouvelles en partie et dont la démonstration est aisée,

surtout si l'on rapporte les courbes à h ur triangle conjugué

conmiun :

Dons tout faisceau ponctuel de coniques, il y a une courbe c'

harmoniquement circonscrite à une courbe donnée c du faisceau;

il y a deux coniques c^ et c^ harmoniquement inscrites à la courbe

donnée c.

Dans le faisceau, les coniques Cj et f^ séparent harmonique-

ment c et c'. Donc, quand dans le faisceau il ny a qu'une courbe

harmoniquement inscrite à c, elle lui est aussi harmoniquement

circonscrite.

L'énoncé corrélatif va de soi.

Dans tout faisceau ponctuel (ou tangentielj il y a deux courbes

telles que chacune soit harmoniquement inscrite à l'autre.

Surface du quatrième ordre à cubique double.

14. Il est bon de donner ici quelques propriétés des surfaces

réglées ayant pour génératrices des bisécantes d'une cubique

gauche c^. Soit F une telle surface.

iO



( l^'»
)

Considérons une bisécanu; AB de C3 qui ne soit pas généra-

trice de F; elle no rencontre aucune autre génératrice de F, si

ce n'est en A ou B sur la courbe; donc A et B sont des points

multiples, d'ordres respectifs n et n' par exemple, et l'ordre de

la surface est n +- n'. Du point A, non plus que du point B, on

ne peut mener qu'un nombre fini de génératrices, sinon la

surface F se décomposerait et contiendrait, comme partie inté-

grante, le cône de sommet A ou B perspectif à C3, hypothèse

exclue en supposant que AB n'est pas génératrice de F. Donc

il existe une infinité de points C de la cubique tels que, ni AC
ni BC ne sont génératrices de F. Alors, puisque A est multiple

d'ordre n, C est multiple d'ordre n', et comme B et C sont

multiples d'ordre n', l'ordre de la surface est 2n'. Par suite

n = n'.

Ainsi toutes les surfaces ayant, pour génératrices des blsécantes

d'une cubique gauche sont d'ordre pair ^n et ont la cubique

comme courbe multiple d'ordre n. Désignons une de ces surfaces

par ¥^„.

Réciproquement, toute surface d'ordre 2« qui a Cg comme

courbe multiple d'ordre n est réglée, car la bisécante issue d'un

point quelconque de la surface possède, outre ce point, deux

points n"p'*^ sur F,,,, et se trouve tout entière sur la surface.

Une semi-sécante issue d'un point A de C5 rencontre ¥,„ en

n points autres que A et coupe n génératrices ailleurs qu'en A,

donc cette semi sécante est dans n plans contenant une géné-

ratrice; par conséquent, les plans qui projettent de A les géné-

ratrices de F^^ enveloppent un cône de classe n.

Réciproquement, les bisécantes de C3 tangentes à un cône de

classe n ayant son sommet en A sur la courbe engendrent une

surface ayant tout point B de la courbe comme point w"p'% car

de ce point B on peut, en général, mener n bisécantes tangentes

au cône de sommet A. Et la surface ainsi engendrée est de

celles que nous avons appelées F^,,.

15. Quelques mots de géométrie projective montreront,

d'une autre manière, comment la théorie des bisécantes d'une
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cubique gauche revient à l'élude d'une gerbe ou d'un système

plan.

Toutes les bisécantes qui renconlrenl une même semi-sécante

issue de A appartiennent à un même hyperboloïde circonscrit

à C3 el forment, sur cette quadrique, une série projective au

faisceau des plans qui les projettent du point A.

Toutes les semi-sécantes issues de A et renconirant une même
bisécante définissent des quadriques circonscrites à Cj et pos-

sédant en commun la bisécante; donc ces quadriques forment

un fiiisceau. Celui-ci est projectif au faisceau des pians tangents

en A; ce dernier a pour axe la tangente en A et est donc per-

spectif au faisceau des semi-sécantes.

Par In toute la géotnétrie d<'S bisécantes et des quadriques

circonscrites est rapportée à la géométrie de la gerbe A, ou

d'une gerbe réciproque, ou d'un système plan projectif ou réci-

proque. Chaque théorème de géométrie plane se traduit par

deux théorèmes sur la cubique : il suffit de remplacer le mot

point (ou droite) par bisécante et le mot droite (ou point) par

quadrique circonscrite.

Par exemple, on a le théorème de géométrie plane : si trois

points M, N, P sont alignés, ainsi que trois autres points

M', N', P', les couphs de droites IVIN' et M'N, MP' et M'P,

NP' et N'P se coupent en trois points en ligne droite. Cette

propriété donne les deux suivantes :

i° Soient M, N, P trois quadriques circonscrites d'un même
faisceau, M', N', P' trois quadriques circonscrites d'un autre

faisceau; les couples de bisécantes communes aux quadriques

{M, NO et (M', N), (M, P') et (M', P), (N, P') et (N', P) déter-

minent trois quadriques circonscrites d'un même faisceau
;

2° Soient M, N, P trois bisécantes d'une même quadrique cir-

conscrite, M', !N', P' trois bisécantes d'une autre quadrique

circonscrite; les couples de quadriques déterminées par (M, IN')

et (M', N), par (M, P') et (iVl', P), par (N, P') et (N', P) ont en

commun trois bisécantes d'une même quadrique circonscrite.

Voici un autre exemple : si deux faisceaux projeclifs de rayons
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ont un élément correspondant commun, le lieu des intersections

des rayons homologues est une droite. Donc :

l" Si deux séries projeciives de bisécanles ont un élément

correspondant commun, les couples de bisécantes homologues

déterminent des quadriques circonscrites d'un même faisceau;

2'' Si deux faisceaux projectifs de quadriques circonscrites ont

un élément correspondant commun, le lieu des bisécantes com-

munes à deux surfaces correspondantes est une quadrique.

Enfin, voici un dernier exemple qui donne un cas parjicidier

de la surface F^^ du numéro précédent : dans un plan, le lieu

des intersections des rayons homologues de deux faisceaux pro-

jectifs sans élément correspondant commun est une courbe du

second ordre. Donc :

1° Si l'on a deux faisceaux projectifs de quadriques circon-

scrites, le lieu des bisécanles intersections des surfaces homo-

logues est une surface réglée ayant deux bisécantes communes

avec toute quadrique circonscrite ou tout cône circonscrit, c'est-

à-dire une surface F4;

2" Si l'on a deux séries projectives de bisécanles, les quadriques

déterminées par les couples de bisécantes homologues enve-

loppent une surface F4.

16. L'étude analytique donnera de nouveaux points de vue.

Si la cubique c^ est donnée par les relations paramétriques :

une bisécante quelconque est représentée par les équations

AX| -+- /HX2 -H VX5 = 0,

AX2 -H /«X3 -+- VXi = 0.

Les coordonnées pluckériennes sont :

7(2 : 7iô : qu • 923 : qn qu == a^ : a^ : >.v : [fj? — Xv) : [x.v : v^

Celles de ces bisécantes qui appartiennent à un complexe

du w"* ordre,
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satisfont à l'éqnation

/„(A", >^, y.v, 1^ — Av, ^v, v^) = 0.

Mais ), [JL, V peuvent être regardées comme les coordonnées

tangenlielles, dans la gerbe A, du plan Irj -f- p-iCg -+- vr^ = 0,

qui projette la bisécante en question. Alors l'équation précédente

est celle d'un cône de sommet A et de classe 2w.

Les bisécantes d'une cubique gauche qui appartiennent à un

complexe d'ordre n sont tangentes à un cône de classe 2n aijant

son sommet en un point quelconque de la courbe. D'après le

n" 14, ces bisécantes engendrent une surface F^^.

L'équation de cette surface s'obtient très simplement, car les

équations de la bisécante donnent

A :fz:v = {x^ri — xl : (x^r. — x^Xi) : ix^x^— xl ;

en substituant ces valeurs dans la relation
f,,

== de plus haut,

on a l'équation de F4„

En particulier, les bisécantes de c^ qui touchent une surface

de classe n ou qui rencontrent une courbe gauche d'ordre n

engendrent une surface F^„ Mais tout ceci n'est vrai que dans

le cas le plus général : exceptionnellement il peut arriver que la

surface se décompose en un ou plusieurs cônes perspectifs à la

cubique c^ et en une surface d'ordre moindre que 4w.

17. Un complexe d'ordre n a généralement plus de constantes

qu'un cône de classe 2n, de sorte que les génératrices d'une

surface F^, appartiennent à une infinité de complexes d'ordre n.

Excepté si n = 1 : le cône de seconde classe a cinq constantes

comme le complexe linéaire. Ainsi, tout cône de seconde classe,

représenté en coordonnées tangentielles 1, u, v par

peut être identifié au complexe linéaire
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Effectivement, il suffira d'écrire

«12 : 0,3 : (fl.i — «23) : a^s : «u '• "st= ^ii : ^^''i'^ : -'613 : ^22 : ^Kz ^33,

ou

a,2 : a,3 : a^ : «23 : "24 : «34 = ^n : -I'h (-i^is -^ ''22) : ''22 : 26,5 : 633

.

Donc les génératrices de toute surface F4 sont rayons d'un

complexe linéaire. Celui-ci est spécial si l'on a

ou

fuA:— 46,2623 -+- 622(2^15 + 622) = 0.

Alors la surface F4 est engendrée par les bisécantes de r^ qui

s'appuient sur une droite.

Si l'on écrit en abrégé

Xi : Xg : X3 = [xç^Ti — xl) : [x^x^— XiXi) : [xtX^ — a|),

l'équation de la surface F4 la plus générale est

S6,X.X, = 0, ib.^bj,).

La cubique C3 étant donnée, cinq bisécantes définissent la

surface, puisque cinq bisécantes déterminent un cône de seconde

classe qui les touche. Cinq points hors de la cubique déter-

minent F4, puisque de ces cinq points partent cinq bisécantes.

La développable osculatrice de r- appartient au système de sur-

faces F4, car son équation est XI— XiX3= 0. Deux surfaces F4

se coupent suivant C3 et suivant quatre bisécantes, car deux

cônes de seconde classe et de même sommet ont quatre plans

tangents communs. Donc, parmi les génératrices de F4, il y a, en

général, quatre tangentes à c^.

Le complexe linéaire auquel appartiennent les génératrices

de F4 définit un système focal; dans ce système, la surface F4

est sa propre homologue. Car, soit P un point de F4 ; son plan

focal contient la génératrice de F4 passant par P et est donc un

plan langent à F4; et inversement. Dans ce système focal, la

cubique c^, lieu des points doubles, répond à une développable

de troisième classe, enveloppe des plans tangents doubles.
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Les génératrices de F^ sont projetées, de deux points A et B

de la cubique, suivant des plans homologues de deux gerbes

collinéaires et, puisque ces plans touchent deux cônes de seconde

classe, ils forment des faisceaux collinéaires de second ordre.

Réciproquement, deux systèmes projectifs de plans tangents à

deux cônes de seconde classe (A) et (B) appartiennent à deux

gerbes collinéaires et déterminent, par leur inierseciion, des

bisécantes d'une cubique gauche ; comme ces bisécantes sont

tangentes au cône (A), elles engendrent une surface F4.

Corrélativement, la surface F4 est engendrée par les rayons

qui joignent les points homologues de deux ponctuelles projec-

tives ayant pour supports deux coniques dans des plans différents.

Ce mode de génération est habituellement pris pour point de

départ et définition dans l'exposé de la théorie des surfaces du

quatrième ordre à cubique double.

Cinq bisécantes et un point déterminent une cubique gauche;

cinq bisécantes définissent une congruence linéaire de ces

courbes (voir Élude II) et déterminent, sur chacune d'elles,

une surface F4 ; les génératrices de toutes ces surfaces F4 appar-

tiennent toutes au complexe linéaire défini par les cinq bisé-

cantes données. Par suite aussi une surface F4 est déterminée

par cinq génératrices et un point double.

18. Dans le complexe linéaire

le plan focal d'un point y a pour coordonnées

en supposant que Ion ait posé

Si y est un point de c^, de paramètre 0, on a
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Les paramètres des intersections de ce plan avec la cubique

sont les racines de l'équaiion en w,

OU

Si l'on développe et si Ion divise par w — 0, on a

«jjô'V +- a|5Ô£0(6 H- û)) H- «n(6^ -+- ÔW -f- CO^y +- «24(0) -+- ô) -- a^^fid -4- «Si= 0.

C'est une forme ^, doublement quadratique et symétrique,

exprimant la relation entre deux points et w de la cubique

situés sur une même génératrice de F4. Oo pouvait arriver à ce

résultat en appliquant les raisonnements du paragraphe précé-

dent au cône (A), langent à F4, et au cône de même sommet

perspectif à la cubique.

Les points de ramification R sont les points où le cône (A)

coupe la cubique ailleurs qu'en A
;
pour chacun de ces points R,

le plan focal touche la cubique en un point D autre que R; ou

encore, par chacun des points R passe une seule génératrice

de F4 s'appuyant encore sur C5 en un des points doubles D.

Les points C sont les contacts des génératrices de F4, qui sont

tangentes à C3. De chacun de ces points part une autre génératrice

qui va recouper C3 en un des points Q.

On peut, de trois manières, joindre deux à deux les points C,

les points D, les points R et les points Q et obtenir des groupes

de huit bisécantes appartenant chaque fois à un même système

réglé.

D'après le n" 4, si de chaque point P de la cubique on mène

les deux génératrices PM, PN de la surface F4, la bisécante MN
engendre aussi une autre surface F4 ayant la même cubique Cg

comme courbe double.

19. Ces deux dernières surfaces coïncident quand la forme <p

représente une involution ou quand les génératrices de F4 appar-

tiennent à un complexe linéaire spécial.

Dans un autre cas, les génératrices de F4 forment une infinité
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simple de quadrilatères gauches inscrits à c^; ceci se présente

quand on a

«12 «13 «14

A ^ «13 «83 •+- «I* «24 = 0.

«U «24 «34

Les cônes de sommet A tangent à F4 et perspectif à c^ sont

coupés par un pian suivant deux coniques. Dans le cas particu-

lier qui nous occupe, il existe des quadrilatères de Poncelet

circonscrits à la première de ces coniques et inscrits dans la

seconde.

Enfin, nous avons vu la condition (6 = ig) pour qu'une

forme <p se réduise au système des secondes polaires d'une

ponctuelle par rapport à une forme biquadralique. En appli-

quant celte condition à la forme en et w du n" 18, on trouve

«•23 = 3a„.

Mais la cubique gauche C5 définit un complexe linéaire auquel

appartiennent ses tangentes et dont l'équation est

^PvPiJ= Pu— 5/^23 = 0.

En écrivant la condition Sa^yP^.^, ^_y= pour que ce com-

plexe soit en involution avec celui qui contient les génératrices

de F4, on retrouve la relation

On peut donc énoncer les propriétés suivantes, probablement

nouvelles :

Lorsque le complexe linéaire auquel appartiennent les géné-

ratrices de F4 et celui qui est défini par la cubique C3 sont en

involution^ le cône ayant son sommet en un point quelconque A
de C3, et circonscrit à F4. est harmoniquement inscrit à celui qui

projette C3 du même point; les génératrices de F4 menées d'un

point P de la courbe c~ la rencontrent encore en deux points qui

forment le second système polaire de P relativement aux quatre

contacts des tangentes de C3 qui appartiennent à F4.
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Si en outre le complexe défini par F4 tst spécial, on a ce cas

particulier (connu, au moins en partie).

Les tangentes de la cubique gauche appartiennent à un com-

plexe linéaire; les quatre tangentes de la cubique qui rencontrent

un rayon de ce complexe forment un systènie équianharmonique

;

les bisécuntes qui rencontrent un rayon de ce complexe touchent

un cône de seconde classe ayant son sommet en un point quel-

conque de Cg et ce cône est harmoniquement inscrit à celui qui

projette c- du même point.
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Quadrilatères de Steiner dans certaines courbes

et surfaces algébriques.

L'idée première du présent travail nous a été fournie par une

question que nous a posée M. J. Massau : il s'agit de savoir

quand l'équation d'une certaine surface du sixième ordre peut

être mise sous forme de déterminant. On trouvera, dans nos

derniers paragraphes, la réponse à cette question, que M. Massau

a lui-même résolue d'autre manière et qui intéresse l'intégration

graphique.

Dans cette recherche, nous avons dû nous poser certains pro-

blèmes relatifs à des quadrilatères de Steiner dans la quartique

plane à deux nœuds. Cette théorie se rattache à notre Élude IV
ci-dessus; seulement la forme ip cesse delre symétrique et les

variables sont considérées comme des coordonnés dans un plan.

Les résultats obtenus en suggèrent à leur tour d'autres con-

cernant des courbes planes à plus de deux nœuds, des courbes

gauches et des surfaces du quatrième ordre.

Nous avons fait paraître un fragment de la présente Étude

dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (octobre et

novembre i90S).

Quadrilatères de Steiner dans les quartiques planes

binodales.

1. Précisons et complétons le cas particulier du célèbre théo-

rème de Steiner que nous nous proposons d'établir :

Une quartique plane binodale n'est pas, en général, circonscrite

à un quadraiigle ayant deux points diagonaux aux nœuds; mais,

lorsqu'il existe un quadrangle pareil, il y en a une infinité. Dans



( 156
)

ce cas, le troisième point diagonal décrit une conique et les côtés

du quadrangle qui ne passent pas par les nœuds enveloppent une

courbe de quatrième classe.

Supposons les nœuds aux sommets x^x,^ et x^x^ du triangle

de référence. L'équation de la quartique est de la forme

y s=ac|(aixl -4- 26,X2Xi -+- CjX^) +- 2X3X1 («...r^ h- 263X2X1 -t- c^Xi)

H- Xf (03X2 -t- 263X2X1 -4- C5.it fj
= 0,

ou, en posant x^ = ^x^, x^ = rir^,

f = ^\a,^' H- 26i? -+- Cl) -4- 2.j(a,f -i- 26,^ -h c^)

H- (a3'6' H- 263? -t- C3) = 0.

Pour qu'il existe un quadrangle inscrit dont deux points

diagonaux soient aux nœuds, il faut que, pour deux valeurs,

il et ^2- de \, on ait les mêmes valeurs de yi; il faut donc que

les relations ci-après soient compatibles en ^^ et ^3,

a,?^ + 261^, H- c, a,l] -H 26,^1 + ("2 a,l\ + 263?, + C3

a^ll -+ "Ibiti •+- c, a^tl ^- 262^2 + C2 a^^l +- 263^. -•- C3

Considérons, dans un autre plan, trois coordonnées homo-

gènes Xi, Xg, X5. liées à un paramètre ^ par les égalités

pX, == a,?^ -f- 26.? + c, (1 = 1,2,5).

Elles définissent une courbe rationnelle du second ordre qui,

d'après les conditions précédentes, doit avoir un point double,

donc dégénérer. D'après notre Élude IV, cette circonstance se

réalise quand on a

A = {ahc) = 0.

Alors la conique a une infinité de points doubles et les couples

de valeurs de ^ qui donnent un même point double forment une

involuiion, représentée par une des trois égalités suivantes, équi-

valentes entre elles, où A,-, B,, ... représentent les mineurs du

déterminant A (voir notre Étude IV) :

2Ai— B.(?i -H l,) + 2C,?,?2 = {i=i,% 3).
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Par suite, si la quarlique binodale possède un quadrangle

inscrit, on a A = 0; elle possède donc une infinité de qua-

drangles inscrits dont les couples de côtés passant par le

nœud xix^ sont en invoiution, et cette involution est représentée

par une des égalités ci-dessus ou par

2A,TÎJ-J' — Bi[3i-[x^' -+- j'^Xi) -+- ^CfT'^j'^' = (i == 1, 2, 3).

De même les couples de côtés passant par ar^Xj forment une

involution représentée par une des équations suivantes, équiva-

lentes entre elles :

2Air,'jr;' - A^{x[xi' -4- o-^r'/) -+- ^X^r'^r'^' =^ 0,

SBiT^t;' — B2(xjX3' -+- x'^x'i) -+- 2B3X3J3' = 0,

îiC,xJxJ' — CalXjXs' -+- X3XÎ') -+- 2C3X3X3' :^ 0.

2. Avant de poursuivre la démonstration du théorème du

numéro précédent, faisons quelques remarques.

Le déterminant A étant nul, il existe une relation linéaire

entre les polynômes

Oixl + 2f\-X2Xi -H Cfi f (î = 4 , 2, 3)

figurant dans l'équation o = 0. L'évanouissement de ces poly-

nômes représente donc trois couples de la première involution

trouvée ci- dessus. De même, on peut ordonner ^ par rapport

à X2 et l'on trouve que

«jX? -i- 'la^x^Xi -+- «3X4 = 0,

b.si -H 262X3X, -V i).y^ = 0,

C1X3 -+- 202X3X1 -H c-^xl =

représentent trois couples de la seconde involution.

Pour la simplicité, nous dirons que la courbe o est quadrillée

quand elle est circonscrite à des quadrangles ayant deux points

diagonaux aux nœuds. La remarque précédente donne alors

l'énoncé que voici :

Soient une quartiqiie binodale cp, la première polaire d'un de

ses nœuds et le couple de tangentes en ce nœud; ces trois figures
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sont coupées par une droite quelconque, issue du second point

double, en trois couples de points (autres que les nœuds). Si ces

trois couples de points sont, en involufion, il en est de même des

trois couples de points analogues obtenus en intervertissant les

rôles des points doubles. Dans ce cas, et dans ce cas seulement,

la courbe tp est quadrillée.

Voici encore un corollaire éviflent :

Si la courbe <y est qundritlée, toutes les droites issues d'un nœud

la coupent en des couples de points qui sont projetés de Vautre

nœud suivant des couples de rayons en involutiori. Réciproque-

ment, si trois couples de rayons pareils, issus d'un même nœud,

sont en involulion, tous le sont, aussi bien pour l'un que pour

l'autre nœud, et la courbe est quadrillée

Un élément double d'une de ces involutions correspond à des

tangenles issues de l'autre nœud et donne un quadrangle réduit

à un segment de droite. Aussi, pour qu'une courbe cp soit qua-

drillée, il faut et il suffît qw les contacts de deux tangentes issues

de l'un des nœuds soient alignés sur l'autre.

Soit, pour fixer les idées,

OjXl 4- 263X2X1 -H C^x] ^ A(«i.r| +- 26iX.^X, -4- C,xf)

-f- fi{u.2xl H- i^iXa.r, H- CçiXl)

la relation identique qui lie trois couples de Finvolution en x^x^.

L'équation de la courbe peut s'écrire

f ^ (04X2 -I- 26^X2X1 -I- Cixl) [xl -V- Ax?)

+- (a^^rl +- "262X2X1 -4- i\xl} (SxgXj + jux^) = 0,

ou encore

I

«jt! -4- SftirgTi -4- C,x] O2X2 -4- 262X2X1 -4- CaXf

I

(2X3T1 -4- /UX]) X3 -+- Xx\

Réciproquement, l'évanouissement d'un déterminant

/i(xi, X2) /;(xi, X2)

f/a^i, ara) y/xj, x-J

dont les éléments sont des formes quadratiques représente une
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quartique binodale quadrillée. Car les quatre points communs

aux deux couples do droites

vérifient l'équation de la courbe et, quel que soit k, ce sont les

sommets d'un quadrangle ayant deux points diagonaux aux

nœuds. Donc, ponr qu'une quarlique binodale soit quadrillée,

il faut et il suffit que le premier membre de son équation puisse

se mettre sous forme d'un déterminant de quatre fonctions qria

diatiqiies, où X5 manque dans une ligne et x^ dans l'autre.

D'après les relations

fi
+ kf^= 0, fi

-^ kf^ = 0,

les deux involutions décrites par le^ couples de côtés opposés des

quadrangles inscrits sont projectives.

3. Passons à la recherche du lieu du troisième point diagonal

des quadrangles inscrits : nous venons de voir que les couples

de côtés opposés d'un quadrangle sont

/; H- kf, = 0, fi
-*- kf, = 0.

Un des côtés du triangle diagonal est xj = ; les autres sont

respectivement les droites polaires du nœud x^x^ par rapport

au couple de droites fi -1- kf^ et du nœud x^x^ par rapport

au couple de droites <Pi
-+- k(f2'-> '^s équations de ces polaires sont

(Jfi . ^A ^ fl?i . à'H

axg ax2 axg dx-^

et leur intersection (troisième point diagonal) décrit la conique

dl\_ dj^

dx^ dx.2
I

d^<f

dji df<i
I

dx^dx-,

c/xj dx^

== 0.

Le lieu du troisième point diagonal des quadrangles inscrits
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dam la quartique quadrillée <p est la conique polaire de l'un des

nœuds par rapport à la cubique polaire de l'autre.

Cette conique touche, en chaque nœud, la polaire du second

point double relative aux deux tangentes au premier. Son équa-

tion développée est

Si l'on calcule son discriminant, on trouve

— a^ia^b^— r/j^i) ou — OiC.,.

La courbe dégénère si l'on a o^ == ou C5 = 0. Dans le

premier cas, la quartique
<f

se décompose en une droite x^ et

une cubique; écartons provisoirement celte hypothèse. La pro-

priété de la conique ^fj^ de se réduire à deux droites est indé-

pendante du choix du triangle fondamental; mais l'équation cp=0

ne conserve la même forme que si deux des sommets de ce

triangle sont aux nœuds. La quantité C3 est donc invariante

pour les transformations de coordonnées qui déplacent seulement

le sommet x^t^. Nous supposerons d'abord C3 non nul; le cas

de C3 = sera examiné plus tard.

4. Avant d'étudier l'enveloppe des côtés des quadranglesqui

ne passent pas par les nœuds (dans l'hypothèse C3 ^ 0), il con-

vient d'examiner la correspondance entre les sommets opposés

des quadrangles.

Les équations des involutions en ac^, x^ et x^, x^ peuvent

s'écrire, par exemple, sous la forme suivante, donnée au n" 4 :

SAjx'ix'/— B3(x'ix;' -\- xaxi'j -»- 2C3X2X2'= 0,

"ICiXWi' C2{X',X3' -+- XjX^') -1- iJCsTsXs' = 0.

De ces relations on peut tirer les coordonnées du sommet x',

proportionnelles à des fonctions quadratiques des coordonnées

du sommet opposé x", ou inversement. Donc, les sommets oppo-

sés des quadrangles se correspondent dans une transformation

birationnelle quadratique.
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Puisque C5 n'est pas nul, les équations précédentes définiront

une simple inversion si Ton déplace le sommet a^gscg du triangle

de référence de manière à annuler Bg et Cg, ce qui revient à

prendre pour côtés x^ et X3 du triangle de référence les rayons

conjugués de xj dans les deux involutions.

Supposons que cette transformation ait été faite et que les

deux involutions soient désormais représentées par

x'^x'^î = cx[x[', iCjXj' = ax[x['.

Leurs rayons doubles ont pour équations

3^2 = ± Xi vc, ^3 = rh x^ va,

et l'on voit facilement que les couples de ces involutions se

représentent par les équations suivantes, où X et p sont des

paramètres variables,

xl -t- cx\— AX2X1 = 0, X3 -!- axl — f-XsXj = 0.

Ces deux involutions étant projectives, on a, par exemple,

A^ -H "Inx -+- 2wyC£ -+- 4ft = 0.

L'élimination de ï et a donne l'équation de la courbe rapportée

au triangle fondamental de l'inversion,

y ^ (x| -f- 2WX3I1 •+- cxf) (x| -5- 2»JXç;X, -f- cxt) -4- 4(6— mn)xzX.2x\= 0,

le binôme b — mn est le mineur C3 du déterminant A et, par

hypothèse, il n'est pas nul.

Dans une quartique binodale quadrillée, les sommets opposés

d'un quadrangle inscrit sont des points homologues d'une inver-

sion trilinéaire dont les points fondamentaux sont les points

diagonaux du quadrangle déterminé par les intersections des

rayons doubles des deux involutions.

Avec les nouvelles notations, la conique, lieu du troisième

point diagonal des quadrangles, a pour équation

l d\
,

.

--—^^^3X2 -^ wxjX, + ?îx,.ri -t- bxi= 0.
4 dx^dxi
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Cette conique est donc indépendante des quantités a et c que

l'on peut appeler puissances des deux involutions.

5. Pour obtenir l'enveloppe des diagonales des quadrangles

inscrits, prenons les deux involutions projectives que fournit

l'équation de <p, sous la forme du n" 4 :

al -4- 2(w — A)x5r4 +- ax\ = 0,

Axg +• 2 (m A -4- /} — mti)x^Xi -t- Xx\ = 0.

Une droite u donnée par l'équation

coupe la première involution en des couples de points qui,

projetés du nœuâ x^x^^, donnent celte troisième involution

(«2X2 -f- UiXif — 2(n — X)uzX,{u^x^ -\- UiXi) + aulx]= 0.

Pour que la droite u soit diagonale d'un quadrangle inscrit,

il faut que la seconde et la troisième involution aient un couple

commun correspondant à une même valeur de l, donc que

l'on ait

u| WjWj — (n — a)m.2?/3 wf— 2(>i — X)ll^U3 -t- aul

X m>. H- 6— mn Xc

En égalant le premier rapport au troisième et au second, il

vient, après réduction

i '^XUiVz = cm|— aul — i(~] H- ''InUiUz,

} xhiz— A(mîW2 -+- wî/s — iii) — [b— mw)w2= 0.

L'élimination simple de 1 donne une équation du quatrième

degré en u.

Pour que la droite u soit diagonale de deux quadrangles, il

faut que les équations (I) soient vérifiées par deux valeurs de 1

ou que la première de ces équations soit indéterminée, donc que

l'on ail

W1W3 = 0, cul— «ï'I— w, -t- SnWjWs = 0.
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Il faut écarter l'hypothèse W3 = 0, puisque nous avons précé-

demment divisé par M3, donc

Wj = 0, cul — aul =

représentent deux droites qui sont à la fois diagonales de deux

quadrangles inscrits e(, par suite, tangentes doubles à l'enveloppe.

Pour une de ces droites, les seconde et troisième involutions

considérées précédemment ont deux couples communs, par suite

tous leurs couples communs et aussi mêmes éléments doubles.

Ceci explique pourquoi chacune des tangentes singulières

Mj = 0, i/« : Uz= ± V'a : \/c,

est diagonale du quadrilatère formé par les rayons doubles de

la première et de la seconde involution.

L'enveloppe des diagonales des quadrangles inscrits dans une

quartique quadrillée cp est une courbe de quatrième classe <ï> ayant

pour tangentes doubles les diagonales du quadrilatère formé par

les rayons doubles des involutions des côtés opposés des qua-

drangles inscrits à cp.

Toutefois, bien que, pour l'une des tangentes singulières,

la seconde et la troisième involution aient tous leurs couples

communs, elles n'ont que deux couples communs correspondant

à la même valeur de 1; ces valeurs de A s'obtiennent en faisant

w, = 0, 1/2 : W3 == =t i^« : ^c

dans la seconde des relations (I) :

A^ l/c — A(± m l/â -+- n Vc) =p{b— mn) \/^=0.

Les deux valeurs de l coïncident, pour l'une ou l'autre des

tangentes singulières, si l'on a

(rt m \/a -i- n vcf ± 4(6 — mn)\/ ac

i= am- H- cn"^ =b 2 l/âc(26— mn) = 0.

Pour que les valeurs de 1 coïncident pour les deux tangentes
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singulières, c'est-à-dire pour qu'elles soient toutes deux inflexion-

nelles, il faut que l'on ait

am^ -+- cn'^ = 0, 26 — mn = 0.

Une courbe $ de quatrième classe à deux tangentes doubles

est en général du huitième ordre. Cet ordre s'abaisse d'une

ou de deux unités quand une ou deux tangentes doubles

deviennent inflexionnelles; comme on vient de le voir, celte

circonstance peut se réaliser sans que l'on renonce à l'hypo-

thèse b ^ mn.

L'enveloppe <ï> des diagonales des quadrangles inscrits dans la

quarlique quadrillée
'f

est une courbe du huitième ordre qui peut

s'abaisser au septième ou au sixième ordre.

Les équations (I) donnent, en multipliant la première par \
la seconde par 2tq et soustrayant,

\{ci(l — aul -\- ii\ — 'imUiii.^ = '2(6 — mn)uiU.2.

Si l'on multiplie ensuite, membre à membre, cette relation

et la première des égalités (I), on trouve l'équation tangentielle

de la courbe <ï> :

* ^ {cul — avl -» u\— 'imUiUi) {cul— «"1— "i -+- 2«m,W3)

— 4(6 — mn)u[u.iu-^= 0.

Sous cette forme, on peut voir que la courbe <ï> ne possède

que les deux tangentes singulières trouvées plus haut; en effet,

un seul terme de son équation contient le coefficient b, lequel

n'a pas, en général, de relation identique avec les autres coeffi-

cients. Si donc la courbe <I> possède des singularités tangenlielles,

elle les conserve quel que soit b, c'est à dire que les tangentes

singulières appartiennent à toutes les courbes d'un certain fais-

ceau tangentiel dont un élément est ^^^2^3 = 0; ce système a

pour singularités ou bien u^ = et u^, u~ quelconques, ou bien

^2= 1/5 = 0; ces dernières valeurs ne vérifient pas <î> = 0,

donc on doit supposer Mj == € et l'on en déduit aul— cm*= 0.

Transformons l'équation de <i> en prenant les tangentes
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doubles pour côtés du triangle de référence; faisons donc la

substitution

U2 + U3
\/c m •+- va Ui = U2

\/c Wg — Va W3 = U3

î<2

2l/«

Il vient alors

*^ [U,U3 -4- Uf -— U,(U, -»- U3)] [U,U3 - Uf +— U,(U,- U3)]

\/c Va

Vac

ou, en ordonnant par rapport à U3,

L Vl/c l/a/ l/ac J

L l/«c \l/ô Va] ' J

Le déterminant des coefficients
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L'enveloppe <î> des diagonales des quadrangles inscrits à une

quartiqiie binodale quadrillée est la polaire réciproque d'une

quarlique binodale quadrillée.

6. On a vu que les sommets opposés des quadrangles inscrits

dans la courbe <p se correspondent dans une inversion trilinéaire.

Dans le cas où deux des points fondamentaux de l'inversion sont

les points cycliques, l'inversion se réduit à une transformation

par vecteurs réciproques accompagnée d'une homologie; en

d'autres termes, cette inversion trilinéaire fait correspondre un

point P à un point Q de la manière suivante : P répond à un

point R dans une transformation par vecteurs réciproques et Q
est le symétrique de R par rapport à un axe passant par le pôle

de la première transformation.

Si une quartique plane bicirculaire est quadrillée, les sommets

opposés réels P et Q d'un quadrangle inscrit se correspondent

dans la transformation qui vient d'être décrite; la diagonale PQ
et la seconde diagonale du quadrangle, c'est-à-dire la perpendi-

culaire au milieu de PQ, enveloppent une courbe de quatrième

classe.

7. Reprenons l'équation

f^œl(aixl -*- 261X3X1 -4- CjXi) -4- 2x3X1(02X2 + SbgXgX, -»- Cgxf)

H- x^a^xl -4- 263X2X, -t- Cjxf) = 0.

Nous supposerons encore a^^O; mais, par contre, le mineur Cg

de A =^ {abc) ou «16-2— a^bi est à présent nul.

Nous pouvons toujours, et d'une seule manière, déplacer le

sommet oc^x^ du triangle de référence, de telle sorte que les

coefficients a^ et ôj s'annulent, car la transformation des coor-

données remplace ces coefficients a^ et b^ par des fonctions

linéaires des paramètres de la transformation. Ayant donc

«162 — a^b^ = aa = 61 = et Oi ^ 0,

on doit avoir aussi 63 = et le déterminant A se réduit à

— Uib^r^. Par suite, pour que la courbe f soit quadrillée, il
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faut que C2 ou b~ soit nul. L'équation se réduit alors à Tune

des formes

xlxiXi, X2) + x1i>(xi, x^)= 0,

Dans le premier de ces cas, chacune des droites x(*^i> ^2) == ^

coupe la courbe en quatre points confondus au sommet Xix^, et

ce sommet est alors un point double d'inflexion; dans le second

cas, c'est le sommet x^x^ qui présente cette singularité. Il

suffît évidemment de considérer un de ces cas, le premier par

exemple.

Les involutions des côtés opposés des quadrangles inscrits

s'écrivent, au moyen des mineurs de A,

I

263C,x,î/, — (a.fs— asc) {x^ij^ -*- x^î/,) — 'ioib^x^y^= 0,

( Oxjî/4 -+- b^Ci{Xiy^ + x^yt) -+- Ox3y3= 0,

d'où la correspondance suivante entre sommets opposés x et y

d'un quadrangle inscrit

2/2 _ SfesCiXj — (a,C5— azCi)Xi 2/^ _ ^

.

t/i (ojCs — OjCj )x, -t- 20163X2 y, x/

ces relations définissent une semi-inversion trilinéaire.

Le lieu du troisième point diagonal des quadrangles inscrits

se réduit à x^x- == 0, mais la droite X2 = répond à un seul

quadrangle limite défini par xj = et «jX^ -+- f,xf = 0. Le

véritable lieu géométrique est donc œ^ = 0, et ce fait est

exprimé aussi par la seconde des équations de la semi-inversion.

Les involutions des côtés opposés peuvent encore s'écrire

xl - Ax? = 0,

x|(as -+- Aa,) -+- 263X3X1 -+- xf(c3 -- Ac,) = 0;

une droite
,

M2X2 -+- MjXi
«5=

^3

coupe la première involution en des couples de points projetés

de XiX<^ suivant cette troisième involution :

m|x* +- 2uaM,X2X| H- xf (m| — Xul) == 0.
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La seconde et la troisième involulion ont un couple corres-

pondant commun si Ton a

ul iiM, u\— Knl

«3 -+- Aa, /^3 C3 H- XCi

En éliminant 1 et faisant disparaître le fadeur parasite u<^

répondant au nœud aciXj, on trouve une équation cubique en u.

Lorsque, dans une quortique binodale quadrillée, l'un des

nœuds est un point double d'inflexion, le troisième point diagonal

des quadrangles inscrits décrit une droite, les sommets opposés

de ces quadrangles se correspondent dans une semi-inversion

trilinéaire et leurs diagonales enveloppent une courbe de troisième

classe.

Remarquons que, si l'une des branches de la courbe passant

par un point double y présente une inflexion et si la courbe est

quadrillée, la seconde branche possède aussi une inflexion en ce

point, car les quatre tangentes issues du nœud considéré ont

leurs contacts alignés deux à deux sur l'autre nœud; si donc un

de ces contacts s'approche indéfiniment du premier nœud, il en

est de même d'un autre de ces contacts.

Figures du quatrième degré à trois et quatre nœuds.

8. Tout le paragraphe précédent serait inexact si la condi-

tion A = équivalait à l'existence d'un troisième point double,

car alors la propriété d'élre quadrillée n'appartiendrait jamais à

une quartique binodale. Mais il n'en est rien : admettons, en

effet, que la courbe cp ait un troisième nœud au sommet ac2a;3, ce

qui revient à supposer c^= c^ = b^ = 0. Le déterminant A se

réduit à — 03^2^1 et n'est pas identi(^uement nul.

Réservons toujours les cas où l'on a soit 03 = 0, soit q =
et où la courbe 9 dégénère en une cubique et une droite ajg ou Xj.

Nous devons supposer 62 = et les tangentes

c,x| +- 0X3X2 -+- «3.r| =

au troisième nœud a-gx- sont alors séparées harmoniquement
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par les deux premiers points doubles. Ainsi, pour qu'une quar-

tique Irinodale possède des quadranqles inscrits ayant deux points

diagonaux en deux des nœuds, il, faut et il su/jfit que ceux-ci

séparent harmoniquement les tangentes au troisième nœud.

Comme on le vérifie sans peine, la correspondance des som-

mets opposés des quadrangles est donnée par les relations

y\ • 2/2
* ys = ajl>i{^a^x^ + «sX,) {%iX^ + CiXi)

: — 026,61X2(20-2X3 +- ajX,) : — 020361X3(264X2 -+- CiX,).

C'est une inversion dont les points fondamentaux sont les

deux nœuds considérés et le point commun aux droites

202X3 -4- 03X1 = 0, 261X2 -»- c,Xi = 0.

Le troisième point diagonal des quadrangles décrit la conique

01X3X2 -4- 61X3X4 H- 02X1X2 = 0;

elle ne dégénère que si l'un de ses coefficients s'annule, hypo-

thèse que nous pouvons exclure provisoirement.

L'équation de la courbe peut s'écrire

OrX3 — ^202X3X1 — 03XÎ

X2 OiX| -H 261X2X1 -«- CjXi

= 0;

elle montre les involulions projectives

Ax|— 2023^3X1 — OjX^= 0,

X2(0i -4- A) -+- 261X2X1 -+- C,xf = 0,

dont la première, combinée avec l'équation d'une droite u,

donne celte troisième involulion :

x\kul -H 2x2Xi(>t/2Wi -+- aM^iU^) -+- xl{xul -«- SoaWst/i — a^ul)= 0.

La seconde et la troisième involulion ont un couple corres-

pondant commun si l'on a

At/| Xll^lli -*- a^UiU^ Awf 4- 204Î/3Wi — Oat/f

Oi +- A 6, Cl

Si l'on exprime que ces relations sont satisfaites par une
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valeur de 1, on trouve, après simplification, une équation cubique

en u. Les conditions pour que ces relations soient vérifiées par

deux valeurs de l donnent la tangente double de cette courbe de

troisième classe :

CjMa = biU I , «3^3 = a^Ui

.

Cette tangente double joint deux points représentés respecti-

vement par ces deux dernières équations; ils sont situés sur

les côtés Xg et x^ du triangle de référence et sur les droites

respectives

c,X| H- biX^ = 0, ajX, -t- agXs == 0,

c'est-à-dire sur les polaires de chacun des nœuds x^r- et XiX^,

relatives aux iangentes à l'autre.

Dans une quartique Irinodale quadrillée, le troisième point

diagonal des quadrangles inscrits décrit une conique et les diago'

nales de ces quadrangles enveloppent une courbe de troisième

classe possédant une tangente double.

Dans le cas, exclu plus haut, où l'on a soit b^ =0, soit a^= 0^

les résultats, faciles à établir, se résument comme suit :

Un des nœuds est un point double d'inflexion; la courbe a

deux séries de quadrangles inscrits ayant des points diagonaux

en deux couples de nœuds; pour chaque série de quadrangles, les

sommets opposés se correspondent dans une semi-inversion tri-

linéaire, le troisiètne point diagonal décrit une droite et les

diagonales enveloppent une conique.

Si l'on a simultanément 6j = et ag = 0, il y a une série de

quadrangles inscrits ayant leurs trois points diagonaux aux trois

nœuds de la courbe; les sommets opposés de ces quadrangles se

correspondent dans une collinéalion; les trois nœuds sont des

points doubles d'inflexion. Et, chaque fois qu'une quartique a

trois points doubles d'inflexion, elle est ainsi triplement quadrillée.

9. Nous avons toujours exclu le cas où la courbe cp dégénère

en une droite et une cubique. Examinons à présent cette hypo-

thèse et choisissons la droite en question pour côté xj du triangle
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de référence. Les raisonnemenls précédents font découvrir, pour

la cubique

0:3(261X2 -*- C|Xi) *• 'ixz{a^xl -\- 262X2X1 -+- c^x\)

-+- x, {a-^x\ -+ %zXiXi -f- Cjxf ) .= 0,

un certain nonnbre de propriétés, la plupart connues. Pour

cette raison, et aussi parce que les développements précédents

indiquent assez quels calculs il faut faire, nous pouvons nous

contenter d'énoncer les résultats.

La cubique possède des qundrangles inscrits ayant deux points

diagonaux en deux points M et N de la courbe, choisis comme

sommets x^Xg et x^x^, si l'on a

61 Cl

A ^ a^ b^ Ci = 0.

«3 63 f'o

En écartant d'abord le cas où b^ = ou aq, = 0, on voit qu'on

peut faire évanouir q et «3, car il suffit de prendre pour côtés

du triangle de référence les tangentes en M et N. Alors, pour

que A soit nul, il faut que c^ le soit, donc que la courbe passe

par le point P de rencontre des tangentes en M et N; ainsi

les deux points M et N ont même tangentiel et, par raison de

symétrie, il en est de même de deux sommets quelconques d'un

quadrangle Steinérien. Le troisième point diagonal des qua-

drangles parcourt une droite; leurs diagonales enveloppent une

courbe de troisième classe; leurs sommets opposés se corres-

pondent dans une inversion ayant M, N, P pour points fonda-

mentaux.

L'hypothèse 6^ = ou a<^ = Q correspond au cas où l'un des

points M, N est un point d'inflexion; elle entraîne quelques

modifications faciles à énoncer.

Lorsque la quartique cp dégénère en une droite X3 = et

une cubique ayant un point double x^x^i, les coefficients a^, 63, C3

s'évanouissent et le déterminant A est identiquement nul. Donc

une cubique ayant un point double en M et une droite rencon-

trant la cubique en N ont une infinité de quadrangles inscrits
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ayant deux points diagonaux en IVI et N; ceci est évident géomé-

triquennent ; la droite donnée est un côté de tous ces quadrangles.

Ainsi, une cubique nodale et une droite ne passant pas par le

nœud forment toujours un système quadrillé.

10. Si, au lieu d'une quarlique
'f,

on a un système de deux

coniques circonscrites au triangle de référence,

(aXsXs M- [3x3X1 -t- yXiX^) {cc'x^Xz +- p'xsX, -4- r'xtx^) = 0,

les raisonnements du n" 8 s'appliquent : pour qu'il y ait des

quadrangles inscrits à deux points diagonaux aux nœuds x^x^

et XiX^, il faut que le terme en x^x^x^ manque dans l'équation

ci-dessus ou que l'on ait

^r' -4- pV = ou § : r = — p' : y'

et les tangentes aux deux coniques en leur troisième point

commun C(x<^ == x^ = 0) doivent séparer harmoniquement les

deux premiers points A et B. Évidemment, la même propriété

doit exister pour les tangentes au quatrième point D.

D'après cela, les coniques données T^ et H, appartenant au

faisceau de coniques de base ABCD, y séparent harmoniquement

les deux couples de droites AC, BD et AD, BC. Par suite, les

tangentes à T^ et ^ en A (ouB) séparent harmoniquement C et D;

donc il y a un second système de quadrangles inscrits ayant deux

points diagonaux en C et D.

Le pôle de AB par rapport à la conique Fg a pour coor-

données

— a, p, r.

Sa polaire relative à F^ est

a(P'x3 -- r'-f^'ï) -+- Î3(a'x3 -f- r'Xi) -t- y(a'x2 -+- p'x^ =

ou, à cause de (3/ -+- j3'y = 0,

X2(aV — a-r'] -t- •^zWp — a^') = 0.

Celte droite n'est autre que CD, car son équation s'obtient
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aussi en éliminant le terme en ar^ajj des équations des deux

coniques.

Il y a donc un point M (— a, (3, y) qui est à la fois pôle dt; AB
pour Fg et pôle de CD pour H, et pareillement un point

analogue N(— a.', ^',y') pôle de AB pour F^ et de CD pourfa.

Le troisième point diagonal des quadrangles inscrits à points

diagonaux en A et B décrit la conique

Saa'XjXa -+- {a.y' -h aL'r)XiX^ -+- («|3' -\- a'jBjXiXj = 0.

Elle passe par A, B, C, donc aussi par D; elle passe par M et N,

comme on le vérifie sans peine, et, dans le faisceau des coniques

ayant pour base ABCD, elle est séparée harmoniquement du

couple de droites AB, CD par les coniques proposées F^ et F^.

Elle est aussi le lieu du troisième point diagonal des quadrangles

inscrits ayant deux points diagonaux en C et D.

Deux sommets opposés d'un quadrangle inscrit, de la première

série par exemple, sont toujours sur une même conique F, ou F^.

Ceux qui sont sur Fg sont projetés de A, suivant une involution

dont AC et AD sont les rayons doubles; donc ces couples de

sommets sont en involution sur la conique et sont alignés sur le

pôle N de CD. Ainsi l'enveloppe des diagonales des quadrangles

se réduit aux deux points M et N.

Les deux coniques se correspondent à elles-mêmes dans une

inversion dont les points fondamentaux sont A, B et un troisième

point E défini par les relations

pp'xi -\- {ap' -+- [3a') X2 = 0, rr''^i -+- («r' -^ ct.'r)x-^ = 0.

On vérifie très facilement que ce point est sur les deux droites

CD et Mi\.

Pareillement, les deux coniques se conservent dans une inver-

sion ayant pour points fondamentaux C, D et l'intersection F
de AB et MN.

De ces deux transformations, la première fait correspondre,

sur F2, deux sommets opposés d'un quadrangle de la première

série, donc deux points x ei y alignés sur N. Soit alors G
l'intersection de AB et CD et soient y et z deux points de Fg
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alignés sur G; sur la conique Fg, les points x et z sont des

éléments correspondants d'une involution, puisque N et G sont

conjugués par rapport à la conique; le pôle de cette involution

est le pôle de ]\G ou E; dans !e plan, ces points se et z se

correspondent dans une transformation birationnelle quadra-

tique; celle-ci est le produit de l'inversion ayant E, A, B pour

points fondamentaux et de l'homologie ayant pour pôle G et

pour axe MN ou EF. Dans cette transformation composée, les

points fondamentaux de l'un des systèmes sont E, A, B et leurs

homologues dans l'autre sont E, B, A; c'est donc une transfor-

mation de Hirst.

Il est facile d'écrire l'invariant simultané de deux coniques,

qui doit s'annuler quand ces courbes forment un système qua-

drillé. En effet, le faisceau

al + ka',^ =
a pour discriminant

{ahcf + 5k{aba'f -\- W{aa'b'f -t- k^a'b'c'f.

Les valeurs de k, qui annulent celte fonction, déterminent les

coniques dégénérées du faisceau et, pour que le système soit

quadrillé, il faut <|ue deux valeurs de k soient égales et de signe

contraire, ce qui exige l'évanouissement de

{abcf{a'b'c')-— 9{aba'f{aa'b')\

Lorsque cette condition est vérifiée, la troisième valeur de A;

est égale à

^{abo'f

{abcf

et le couple de droites AB et CD est représenté par l'une des

deux équations équivalentes

aliabcf = ^a'fiaba'f ou 5al{aa'b'f = of(a'6'c'f

.

La conique ABCDMIN est alors

'

al{abcf= — ^a'J{aba'f ou 5al{aa'b'f == — ai^a'b'c'f.
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Faisons une remarque en passant. D'après ce qui précède et

moyennant le principe de translation de Clebsch, les plans m qui

coupent deux quadriques a^ = et a'^ = suivant deux

coniques formant un système quadrillé enveloppent une surface

de quatrième classe, dont voiei l'équation :

{ahcuf[a'b'c'uf— ^{aba'uf{aa'b'uf = 0.

11. Appliquons les résultats du numéro précédent à deux

cercles se coupant en A et B. Pour qu'ils forment un système

quadrillé, il faut que leurs tangentes en A (ou B) soient séparées

harmoniquement par les points cycliques ou soient rectangulaires.

Ainsi, deux cercles C^ et C^ se coupant à angle droit ont des

quadrangles inscrits ayant deux points diagonaux aux points

cycliques.

Pour former un tel quadrangle, il faut prendre un point P de

Cj, le joindre aux points cycliques; on obtient deux droiies ima-

ginaires (isotropes) coupant le cercle Cq en deux points imagi-

naires I et V situés sur l'axe radical du cercle Cg et du cercle

nul P. Les points 1' et I, joints à leur tour aux points cycliques,

donnent deux autres droites imaginaires se coupant en un point

réel Q de C^. Les cercles nuls P et Q ont, avec C^, même axe

radical et sont alignés sur le centre de ce cercle. L'élude actuelle

conduit donc à celte propriété connue : Tout cercle C| passant

par les points limites P ef Q d'un faisceau de cercles coupe ortho-

gonalement tous les cercles de ce faisceau.

En interprétant la transformation de Hirst trouvée ci-dessus,

on a ce théorème de géométrie élémentaire :

Soient deux cercles se coupant à angle droit, P e/ Q deux points

de l'une des circonférences alignés sur le centre de l'autre, P' le

symétrique de P par rapport à la ligne des centres; P' et Q se

correspondent dans une tratisformation par vecteurs réciproques

ayant pour pôle le milieu de la corde commune.

Les deux cercles C^ et C,, ont aussi des quadrangles inscrits

à deux points diagonaux en A et B, ce qui conduit à cette autre

propriété ;

Dans deux cercles se coupant à angle droit, on peut inscrire
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une infinité de quadrangles ayant deux points diagonaux aux

points communs X et H des cercles; les sommets opposés de chaque

quadrangle sont aux extrémités d'un diamètre d'un cercle, le

troisième point diagonal des quadrangles décrit la circonférence

passant par A et B et par les centres des cercles donnés.

Intersection de courbes quadrillées.

12. Soit une quarlique binodale quadrillée 9 représentée par

l'équation

fi(3Ci,x3) f2(a;j, X3)
I

= 0.

Adjoignons à ce déterminant une ligne de constantes «^ et a^:

nous obtenons la matrice

^•i



( 177 )

Toute conique passant par un groupe Q ou un groupe R est

représentable par cette dernière équation, car si (3j et (B^ sont

donnés, la conique doit appartenir à un faisceau et dépendre de

deux paramètres homogènes. Par suite, chaque groupe R est

déterminé par un de ses points.

Les quadrangles inscrils dans la quartique binodale quadrillée

forment une série linéaire simplement infinie de groupes de points

corésiduels.

Nous devons cet énoncé à une communication verbale de

M. C. Servais qui en soupçonnait l'exactitude et qui en devinait

l'application à de nombreuses questions particulières relatives à

la courbe cp, notamment à la construction de la tangente.

Si dans la matrice représentant le groupe R, (S^ et (Sg sont,

non plus des constantes, mais des formes linéaires respective-

ment en Xiy x^ et x^, x^, la matrice représente oc^ quaternes

de points S découpés sur la courbe cp par des cubiques passant

par les nœuds.

Les groupes R sont un cas particulier des groupes S et cor-

respondent au cas où ces cubiques dégénèrent en une conique

et une droite passant par les nœuds.

13. Considérons deux quartiques planes binodales quadril-

lées situées dans le même plan et dont les nœuds coïncident.

Cherchons les conditions nécessaires pour que ces deux courbes

aient un quadrangle inscrit commun.

JNous pouvons supposer les points doubles à l'infini sur deux

axes cartésiens x et ?/; au lieu de quadrangle inscrit, nous

dirons parallélogramme inscrit, en sous-entendant que les côtés

de ce parallélogramme sont parallèles aux axes. Des seize inter-

sections des deux courbes, huit sont concentrées aux nœuds et

huit sont en général à distance finie.

Les équations des deux quartiques peuvent s'écrire

f ^ y\a[x^ -t- 26',x -+- c',) -^'2y{a'^x^-^- 'ib'^x -+- Cj) -+- (ajac^ -+- 26gX-f- Cj)= 0.

Pour qu'elles aient en commun les sommets d'un parallélo-

12
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gramme, il faut d'abord que deux valeurs, généralement

distinctes, de x donnent les mêmes valeurs à y, c'est-à-dire que

les relations

a,x^ -+- %iX -\- c, «îX^ -+- 262X -+- 6*2 OjX^ -*- 263X -f- C3

a[x^ -4- 26jX -- ci ttsx'^ -+- 26ïX -+- C2 o^x''' -t- 263X -4- c'z

soient compatibles pour deux valeurs de x. Généralement, elles

ne sont pas compatibles du tout; en effet, multiplions les termes

du premier rapport par Aj, ceux du second par Ag, du troisième

par A3 (Aj, Hf, C^- étant les mineurs du déterminant A= lfl6c|);

chacun des rapports ci-dessus devient égal à

x^A

(ajA,-!- «2^2+ a5A3)x'^-«-2(6iAi -4-62^2 -4-6343)0; -f-(ciA,-+-C2Aï-f-C3A3)

Le numérateur est identiquement nul, puisque la première

courbe est quadrillée; donc le dénominateur doit l'être. Si l'on

avait multiplié les termes des trois rapports par A,, A2, A3 et

additionné, on aurait eu de même

{a^^[-^-aç^^'^-^az^z)x^-^'i(bl^[-^biK-^bz^z)oc^{c^^[-^Ci^'^-hCzAz)

et, comme A' == 0, le numérateur s'annule aussi. Ainsi, deux

équations du second degré en x doivent être compatibles, et

même pour deux valeurs de x, c'est-à-dire que ces équations

doivent être équivalentes et que l'on doit avoir

ojA, -<- OgAg-i- «3A3 b^Aj H- 62A2 -4- 63A3 c^Aj -4- ("2^2 -H C3A3

a,Ai -4- «2^2 -+- f'ôAs 6,Ai -4- 62A2 -4- 63A3 CiA', -4- C2A2 -t- C3A3

Cela suffit-il? Quand ces conditions sont satisfaites, il y a

deux valeurs de x, donc deux parallèles à l'axe des y qui

coupent les deux courbes aux mêmes points. Mais, pour que ces

points soient les sommets d'un parallélogramme inscrit, il faut

encore que ces deux valeurs de x forment un couple de l'invo-

lution déterminée par les côtés opposés des parallélogrammes
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inscrits dans une des courbes, la première par exemple. Celte

involution est représentée, comme nous le savons, par régalité

2Ai — B,(jr, -+- ar,) -t- SC.XjJCa= 0.

Les racines de la deuxième équation du second degré, dont

nous avons parlé en dernier lieu, sont telles que l'on a

1 : — (Xj -i- X2) *- XiX^= {a,A[ -4- ajA^ h- a^K) : 2((jiA', -4- 63^3 -1- 63A3)

: (c,A; h- c^a; -h C5A3),

et ces deux valeurs de x appartiennent à l'involution, car

l'identité suivante

A,(a,Âi -+- OgÂa +- a^As) -t- Bj(6iA', -»- 6.2A2 -- 63A3)

-V- C,(C,A, -t- Cg/^î -4~ C3A3) ^
est exacte, puisque les expressions qui multiplient A^, A2, A,

sont nulles à cause de l'hypothèse A = 0.

Par suite, les conditions (I) sont suffisantes, pourvu que Ton

y joigne naturellement A == A'= 0.

14. Nous ouvrons ici une parenthèse. Les raisonnements du

numéro précédent peuvent être conduits en intervertissant les

rôles des variables x et y. Ils donnent alors ce théorème

d'algèbre :

Si deux déterminants à neuf éléments (aibgCj) et (a^baCs) sont

nuls et si l'on a

a'^^^ -H OjAs -+- a'^A'o fejA, -f- b'^k^ -+- 63A3 cjAi -t- C2A2 -+- C3A3

QiA'i -+- UçiA'i -+- OjAs b^^'l H- 62A2 -+- 63A3 c^A'i H- C2A2 -1- C3A3

on a aussi

ajAj + b[Bi + c'fii a'^Ai -t- 6261 -t- c'fii ajAj -f- b'^Bi -fr- CjC,

(2)
OjAi -+- 6iBi -+- c^Ci OîAi -t- 638^ -4- CgCi OjAl -t- 638^ -t- C3Cj

Il convient de démontrer directement cette propriété.

D'abord, les hypothèses, savoir les relations (1) et les égalités

(ttib^c-^) = {a[b[c'z) = 0, ne sont pas indépendantes : trois
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d'entre elles entraînent évidemment la quatrième et, comme

les mineurs relatifs à deux lignes d'im déterminant nul sont

proportionnels, les égalités (1) sont vraies aussi quand on y

remplace les A par des B ou des C. Pareillement, les égalités à

démontrer (2) sont équivalentes à celles que l'on obtient en y

substituant Ag, B^, C2 ou A5, B-, C3 à Ai, B^, Cj, etc.

Multiplions les rapports (1) respectivement par A^, B^, Cj et

additionnons : le dénominateur s'annule identiquement et l'on

a donc

(3) A,(a;A, -H 6;B, -+- c'fit) -4- A2(a;Aj -t- 63, -t- c'^Q

-+ A3(a;A, -t- 6;Bi -+- c;C,)= 0;

mais, à cause de l'hypothèse (a'b'c') = 0, on a visiblement

(4) K{a[\i -*- 6iB, -+- c[Ci) -*- A^ajAi -+- fc^B, -t- c'^Ci)

-4- A^(a;A, -*- 6^1 -t- 4Ci) = 0.

Intervertissons les rôles entre les lettres accentuées et les

autres; nous obtenons de même

(5) AÎ(aiA; -+- 6,B; -4- c.C;) -t- k'iia^k'i -4- 62B', + cf\)

-*- A^(a3A; -\- 65B; -+- CjCÎ)= 0,

(6) A,(aiA'i -\- 61B', -+- c,Ci) -t- ki{a^k[ -+- h^[ -+- c^CO

-*- A3(o3Âi + Mi -H CjC;) = 0.

Les égalités (3), (4), (3), (6) montrent que les deux équations

homogènes en X, Y, Z,

jX(a;A,-4-6;B,-+-c;Ci)+Y(o;Ai+6;B,-»-c;C,) + Z(a^A,-f-63i-f-4Q)=0,

|X(aiA;-t-6iB;-t-CiCOH-Y(a2A;-t-Mi-+-C2Ci) + Z(a3A;-H63Bi-t-C3C;)=0,

admettent deux systèmes de racines non nulles et généralement

non proportionnelles, savoir A^, A^, A3 et A,, Aj, Aj; donc ces

équations sont identiques et leurs coefficients sont proportion-

nels, ce qu'il fallait établir.

Remarquons en passant que, si les quantités a,-, b^, Ci, a'^, 6^-, c^-

sont des formes linéaires quaternaires, (046205)= et {a%c'^)= {i

sont les équations de deux surfaces cubiques les plus générales.
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Les relations (1) représentent une courbe du vingt-septième

ordre, coupant en cinquante-quatre points l'intersection des deu»

surfaces cubiques et présentant une certaine relation avec des

cubiques gauches situées sur les deux surfaces et formant sur

chacune d'elles un réseau. Le théorème actuel montre qu'elle a

la même relation avec les cubiques gauches des réseaux conju-

gués. Mais nous ne pouvons insister sur ces faits sans sortir de

notre sujet.

15. Revenons à nos deux quartiques binodales quadrillées

ayant les mêmes points doubles et supposons qu'elles possèdent

un parallélogramme inscrit commun; soient

les équations des couples de côtés opposés de ce parallélo-

gramme. Les équations de ces deux courbes peuvent s'écrire

respectivement

= 0.
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or, ces derniers points sont les intersections des couples dé

droites

I

A II al \

=0 et
I

A IL 6,'
I

=

et sont donc les sommets d'un parallélogramme inscrit.

Si deux courbes quadrillées ayant un quadrangle commun se

coupent encore en quatre points U, il existe une double infinité

de quartiques binodales ayant les mêmes nœuds que les proposées,

passant toutes par les points U et telles que deux quelconques

d'entre elles ont encore un quadrangle inscrit commun.

: A-t-on ainsi toutes les quartiques binodales qui, passant par

les quatre points U, coupent encore Tune ou l'autre des deux

proposées aux sommets d'un parallélogramme?

Oui, car un parallélogramme quelconque inscrit dans !a courbe

r.=
i

=

est défini par les relations

or, la courbe

74 = al + ka'J" a',"

bl -4- kb? bi"
=

passe visiblement par les sommets de ce parallélogramme et

par les points U; ces huit points formant, avec les nœuds,

l'intersection totale de y^ et y'^, toute quartique binodale passant

par ces huit points a une équation de la forme

l-Zi H- r'i

1 l

= 0.

Ainsi, lorsque trois quartiques ont deux nœuds coïncidants et

encore quatre points communs, si l'une de ces courbes coupe encore

chacune des deux autres aux sommets d'un parallélogramme, il

en est de même des deux dernières courbes et de deux courbes

quelconques du réseau déterminé par les trois proposées.
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Quatre points arbitraires du plan, dont trois ne sont pas sur

une même parallèle à l'un des axes, peuvent être pris pour un

groupe U de points appartenant à un réseau de quartiques se

coupant deux à deux suivant un parallélogramme. En effet, par

suite du principe de l'addition des colonnes, on peut transformer

la matrice
' al a;^ a'J-

de telle façon que la première ligne soit formée de trois formes

quadratiques binaires arbitrairement choisies,- les éléments de

la seconde ligne contiennent alors neuf coefficients homogènes

inconnus; le fait que la matrice s'annule pour quatre points

donnés fournit huit relations linéaires et homogènes par rapport

à ces neuf coefficients et permet de les déterminer.

Les résultats que nous venons de trouver seront utilisés dans

le dernier paragraphe du présent travail.

Remarquons encore qu'il est bien facile d'écrire les équations

de deux quartiques binodales à points doubles confondus et se

coupant encore suivant deux quadrangles inscrits; ce sont :

b'J
0,

bl 'b'J
= 0.

Biguadratique gauche de première espèce.

16. Cherchons les propriétés de la biquadratique gauche de

première espèce correspondant à celles qui ont été exposées

ci-dessus pour la quarlique plane. Parmi les résultats que nous

allons trouver, les plus importants sont connus, mais ont été

découverts par d'autres méthodes.

Soit C4 une biquadratique gauche, intersection de deux qua-

driques, dans le cas le plus général. Cette courbe est projetée,

d'un point extérieur A, suivant un cône du quatrième ordre à

deux génératrices doubles; la trace de ce cône sur un plan

quelconque est une quartique binodale qui, moyennant une

seule condition, est quadrillée; dans ce cas, le cône perspectif
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à C4 sera dit aussi quadrillé. Donc, il existe une double infinité

de cônes quadrillés perspectifs à la biquadratique.

Considérons un de ces cônes et soit A son sommet. Il existe

sur C4 une infinité simple de quadrangles tels que deux côtés

opposés rencontrent une bisécanle AO issue de A, tandis que

les autres côtés rencontrent la seconde bisécante AO' issue de A;

mais AO et AO' sont deux génératrices de la quadrique F

passant par A et par c^\ donc les couples de côtés opposés de

ces quadrangles sont aussi des génératrices, de l'un et de l'autre

système, de F. Alors, la propriété qui appartient à A comme

centre de projection de c^ est commune à tous les points de la

quadrique F. Le lieu des sommets des cônes quadrillés perspectifs

à une biquadratique gauche de première espèce se compose d'un

nombre fini de quadriques passant par la courbe. Nous dirons

aussi que chacune de ces quadriques est quadrillée.

Les développements exposés pour la quartique plane binodale

donnent immédiatement les propriétés suivantes :

Les droites issues d'un point quelconque d'une quadrique

quadrillée F et s'appuyant sur les couples de diagonales des

quadrangles inscrits correspondants engendrent un cône de

second ordre.

Les diagonales de ces quadrangles sont projetées d'un point

quelconque de F suivant les plans tangents à un cône de

quatrième classe à deux plans tangents doubles.

Donc aussi, les diagonales de ces quadrangles engendrent une

surface réglée de quatrième classe et de quatrième ordre dont la

développable bitangente est de seconde classe.

17. Passons à l'expression analytique de ces faits. Soit

F = XiXi — 0:2X3 ==

une quadrique quadrillée circonscrite à C4; les arêtes xix^ et

x^x^ sont génératrices d'un même système et x^x-^, oc^x^ de

l'autre système. Supposons que les sommets (134) et (124) du

tétraèdre de référence soient sur c^ et appelons A le som-
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met (123). Une autre quadrique passant par c^ a une équation

privée des termes en xl et xl, soit

F, ^ ttix] + 2Xi[6,.r3 -f- ajXj --2(62 -v- X)Xi}

— 4AX2X3 -H x,(2c2X3 -»- 263X2 -^ c3Xi)= 0.

Projetons c^ de A sur le plan x^ en appliquant les formules

connues de la représentation plane d'une quadrique,

x^ ', X2 ' X3 '. X4— Z) ; ^i^a • ^1^3 • ^2'

nous obtenons

zf(a,Zj -- 26iZ2Zi) •+- 2z3Zi(a2z| h- 262^2^1 -+- CtZ^i)

Puisque cette courbe est quadrillée, nous avons

a, 6,

<h 62 C2

65 C3

Appelons alors f et z deux sommets opposés d'un quadrangle

projetés sur le plan x^. Ils se correspondent dans une inversion

dont les équations s'obtiennent en résolvant par rapport à ti,

^2, h l^s équations des deux involutions projectives étudiées au

n" 4 ; on trouve

tr.h:h= (2C3Z3 - C2ZO (2C3Z2 — B5Z,)

: (2C325— C2Z,) (B3Z2— 2A3Zi) : {C^z, — 2C,z,) (2C3Z2 - B,^^)

ou, en abrégé

ti : ti : t3 = mn : pn : qm.

Par suite, en appelant y le point de la courbe gauche projeté

en /,

Vi-y^'-Vz'' yi = t\ ' hh ttts : t,ti= tn^n^ : mii^p : m^nq : mnpq,

ou, en simplifiant par mn,

2/1 : 2/2 : ^3 : «/*= mn : np : mq : pq.
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Or mn, np, mq, pq sont des fonctions linéaires de z], z^z^,

ziz-, zç,z-^, donc de Xy, x<^, Xr^, x^, en appelant x le point de la

courbe gauche projeté en z.

Donc, les sommets opposés d'une série de quadrangles inscrits

appartenant à une même qiiadrique quadrillée se correspondent

dans une collinéation.

Dans le cas particulier où le mineur C3 du déterminant A

relatif à la quartique plane, projection de C4, est nul, l'un des

points doubles de cette courbe plane est un point double d'in-

flexion; alors le centre A. est dans le plan osculateur à la

courbe c^ en un des points (124) ou (i54), et la tangente à c^

en un de ces points est génératrice de la surface F. Or il y a,

sur C4, deux quadruples de points où la tangente est génératrice

de F; en un de ces points, M, on peut considérer la génératrice

de F qui n'est pas tangente mais corde MN. Lorsque le

centre A est sur celte droite, la projection plane de c^ est une

courbe binodale quadrillée ayant en un de ses nœuds une

inflexion. D'après une remarque faite à la fin du n" 7, ce nœud

est alors double d'inflexion; donc la tangente en N est géné-

ratrice de F et le plan osculateur en N passe par M.

Ainsi, tonte quadrique quadrillée possède quatre génératrices,

cordes de C4, qui sont chacune l'intersection des plans osculateurs

en leurs deux points d'appui.

Réciproquement, toute corde jouissant de cette propriété est

génératrice d'une quadrique quadrillée.

Quand A est sur une de ces cordes, les rayons issus de A

et s'appuyant sur les couples de diagonales des quadrangles

inscrits sont dans un même plan, et les plans qui projettent

de A ces mêmes diagonales enveloppent un cône qui n'est plus

de quatrième, mais de troisième classe.

D'où encore ce corollaire évident : la surface du quatrième

ordre, lieu des diagonales d'une série de quadrangles inscrits

coupe la quadrique quadrillée correspondante suivant la courbe C4

et quatre de ses cordes.

18. Étant donnée une biquadratique c^, combien a-t-elle de
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quadriques circonscrites quadrillées? Cette question est connue

et se résout aisément de plus d'une manière. Si l'on projette c^

d'un de ses points, A, sur un plan quelconque, cette projection

est une cubique non singulière; les traces et 0' des géné-

ratrices AO et AO' d'une quadrique quadrillée F sont, en vertu

d'un paragraphe précédent, des points correspondants de la

cubique; le plan AOO' est langent à F et contient la tangente

AT à C4; donc et 0' sont alignés sur la trace T de AT.

Réciproquement, si et 0' sont deux points correspondants de

la cubique, alignés sur T, la quadrique circonscrite F définie

par AO a pour plan tangent OAT, pour seconde génératrice AO'

et les quadrangles inscrits dans la cubique sont les projections

de quadrangles inscrits à c^ et appartenante la quadrique F;

celle-ci est donc quadrillée.

Le problème est ainsi ramené à trouver deux points corres-

pondants d'une cubique alignés sur un point donné T de la

courbe. Dans la représentation d'une cubique non singulière

par les fonctions elliptiques, les arguments de tfois points en

ligne droite ont pour somme un nombre entier de périodes;

deux points correspondants, ayant même tangenliel, ont des

arguments qui diffèrent d'une demi-période et, comme il y a

trois demi-périodes, il y a trois genres de points correspondants;

ensuite, si ii est l'argument de T et î; celui de 0, celui de 0'

sera v -+-
-^ période et u +- ^v vaut une demi-période, ou ^ -+- v

vaut un quart de période. Or il y a douze quarts de période,

donc douze valeurs de v, donnant six couples de points et 0'.

Le problême a six solutions.

On sait que la géométrie conduit au même résultat : les

points inconnus 0, 0' et le point donné T étant en ligne droite,

il en est de même de leurs tangentiels P, P', U; mais et 0'

étant correspondants, P' coïncide avec P, et U est le tangentiel

de P. Or, de U on peut mener à la courbe quatre tangentes

ayant leur contact ailleurs qu'en U; l'une est UT; soient Pj, Pç),

P3 les contacts des trois autres; chacun de ceux-ci est le

tangentiel d'un quadruple ayant T pour un de ses points

diagonaux, et fournit donc deux solutions du problème.
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On voit par là qu'il y a six droites issues de T et rencontrant

la cubique plane en des points correspondants; la méthode

géométrique donne un arrangement de ces droites en trois

couples répondant aux trois genres de points correspondants.

Cet arrangement, dont on verra l'utilité, se serait révélé aussi

par l'examen attentif des quarts de période.

Rapportons la cubique plane au triangle ayant pour sommets

les points et 0' et leur tangentiel commun P. Les termes

en ocl, x'I, xl manquent dans l'équation. Puisque la tangente

en 0{Xi = X5 = 0) est le côté PO (a--; = 0), le terme en xlxi

fait défaut, et de même le terme en XjX^ ; l'équation de la

cubique plane a la forme

ax\Xi +- hxlxz -+ ScxiXgXs -^ dxlx^ -t- ex^xl= 0.

La première polaire du point P(xo = X3 == 0) est

aXfXi +- bx,Xz •+ CX2X3 = 0.

En soustrayant, de l'équation de la courbe, ce dernier poly-

nôme multiplié par x^, on obtient

c'XiXaXj -t- dxlxr, -+- 6X3X3= ou x«Xz{cXi •*- dx^ -*- cxj) = 0.

Les trois droites représentées par cette égalité passent par

les contacts 0, 0', Oi, Og des tangentes issues de P; la

troisième est donc la droite OjOg ; elle rencontre 00' au point

donné T. Une droite quelconque par T,

, ,
dxj -t- exs

ex, -H dxj -t- exz = KXi ou x, =—

;

»

k — c

rencontre la courbe en des points définis par l'équation

{aXi +- 6x3) {dXi + exsi'^ -^ '2{k— c)cx^s.{dx^ -4- exj)

-j- {k — cfx^X'Jdx^ -1- exj) = 0,

ou, en divisant par (rfx^ + exg) et simplifiant,

adx\ -t- X2X3(ae -\- hd— c^ + k^) -+- bexl = 0.
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Pour que la droite issue de T soit tangente en un autre point

de la courbe, il faut que la dernière équation en xg : x^ ait deux

racines égales, ou que l'on ait

{ae + l)(l — c^ + lâf = iabde.

Cette égalité ne contient que les puissances paires de A;; ses

racines sont, deux à deux, égales et de signes contraires. Les

tangentes issues de T sont donc, deux à deux, séparées harmo-

niquement par les droites TOO' et TOiOg. Ces quatre tangentes

peuvent être groupées deux à deux de trois manières, et chaque

fois les deux couples définissent une involution; les rayons

doubles de ces trois involutions sont les six droites issues de T
et rencontrant encore la cubique en des points correspondants.

En d'autres termes, si les tangentes issues de T sont repré-

sentées par une forme biquadratique binaire, les six droites

telles que TOO' sont représentées par le covarianl sextique de

la forme.

Transportons ce résultat sur la biquadratique gauche c^. Le

plan mené par la tangente AT à c^ et par le sommet C^- d'un

des quatre cônes du second ordre perspectifs à la courbe, touche

encore celle-ci au point cù elle recoupe le rayon C^A. La trace

de ce plan est donc tangente à la cubique plane en un point

autre que T. D'après ce qui précède, les plans AOO' et AO^Oa,

tangents à deux des six quadriques quadrillées, séparent harmo-

niquement les plans tangents en A à deux couples de cônes (C,).

Dans le faisceau de quadriques ayant pour base c^ il y a quatre

cônes: ceux-ci peuvent, de trois manières, être répartis en deux

couples qui sont donc séparés harmoniquemenl par deux des six

quadriques quadrillées circonscrites à c^. On remarquera l'ana-

logie de cette propriété avec un théorème démontré plus haut

pour deux coniques formant un système quadrillé.

On peut donc formuler l'énoncé suivant :

Par toute biquadratirjue gauche de première espèce, il passe

six quadriques quadrillées. Dans le faisceau F •+- kV ayant pour

base ta courbe C4, il y a quatre cônes définis par une forme
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biquadratique en k; les six quadriques quadrillées annulent le

covariant sextique de cette forme.

Les quadriques quadrillées sont connues et portent habituel-

lement le nom de quadriques de Voss. La dernière propriété

énoncée est connue aussi, mais elle n'a, croyons-nous, été

démontrée que par l'emploi des fonctions elliptiques.

Il serait possible d'écrire le covariant simultané de deux

quadriques qui représente les six quadriques de Voss du même
faisceau. Soit, en effet,

al H- ka',' ==

ce faisceau. Les valeurs de k qui donnent des cônes sont les

racines de l'équation

{abcdf -t- ik{ahca'f h- Qk^aba'b'f -+- iik\aa'b'c'f

-^ k\a'b'c'dj= 0.

Il suffirait d'écrire le covariant sextique de cette forme et d'y

remplacer k par — («^ : a'^)-

Voici encore une conséquence de l'étude actuelle : les côtés

opposés d'une des six séries de quadrangles inscrits dans c^

déterminent une involulion sur une directrice quelconque du

système réglé qu'ils engendrent. Chacune de ces douze involu-

tions ayant deux éléments doubles, on retrouve ce théorème

connu : Il arrive vingt-quatre fois que deux tangentes à la biqua-

dratique et leur corde de contact sont génératrices d'une même
quadrique circonscrite.

D'ailleurs, au numéro précédent, on avait trouvé les qua-

druples de points de c^ appartenant à une quadrique quadrillée

et l'on avait reconnu que ces quadruples s'arrangent en couples

tels que le plan osculateur en chaque point d'un couple passe

par l'autre point du couple. Comme il y a six quadriques qua-

drillées, on en tire celte conséquence, identique au fond au

théorème précédent : Sur toute biquadratique gauche de première

espèce^ il y a vingt-quatre couples de points tels que le plan

osculateur en chacun des points d'un couple passe par l'autre

point du couple.
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Biquadratique gauche rationnelle,

19. On sait que tout cône perspectif à cette courbe est du

quatrième ordre et possède trois génératrices doubles.

Soit AB une bisécante de la courbe ^4 et, s'il est possible,

sur cette bisécante un point P qui soit le sommet d'un cône

quadrillé, de manière que deux côtés opposés de chaque qua-

drangle inscrit rencontrent PAB, les deux autres s'appuyant sur

une autre bisécante PCD. Les propriétés des quartiques planes

trinodales quadrillées donnent, par projection, la condition pour

que le point P réponde à la question : Les plans tangents au

cône (P) issus de PAB doivent toucher ce cône suivant deux

génératrices situées dans un plan contenant PCD. Ou encore :

Si M et N sont les contacts des tangentes à y^ qui rencon-

trent PAB, il faut et il suffît que MN rencontre CD. Mais les

bisécantes qui rencontrent MN engendrent une surface de

troisième ordre contenant la courbe 74 et coupant PAB en un

seul point P.

Soit ensuite Q un point de AB tel que le cône de sommet Q
perspectif à la quadrique soit quadrillé, mais de façon que les

couples de côtés opposés des quadrangles inscrits rencontrent

les deux autres bisécantes QEF, QGH issues de Q. D'après un

théorème établi pour les quartiques planes, les plans tangents

au cône (Q) le long de la génératrice double AB doivent séparer

harmoniquement les plans (AB, EF) et (AB, GH). Or, ces plans

tangents sont déterminés par AB et par les tangentes à 74

respectivement en A et B; les couples de plans séparés harmo-

niquement par ces deux plans tangents sont en invohition

quadratique. D'autre part, les plans déterminés par AB et par

les seconde et troisième bisécantes issues d'un point variable

de AB sont aussi des couples d'une involution quadratique ayant

pour éléments doubles les plans qui contiennent les trisécantes

issues de A et de B. Deux involutions ont un seul couple

commun; il y a donc sur AB un seul point Q répondant à la

question. Toutefois, si la tangente en A à ^4 rencontre encore
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la courbe, les deux involutions ont un élément double commun
et n'en ont point d'autre; alors Q coïncide avec A. Et si les

tangentes en A et B à ^4 rencontrent encore la courbe, les deux

involutions ont les mêmes éléments doubles et coïncident; alors

tous les points de AB sont des points Q.

En résumé, sur une tisécante quelconque, il y a, en général,

deux points P et Q, soinmets de cônes quadrillés circonscrits.

Le lieu des sommets des cônes quadrillés est donc une

certaine surface S qui peut contenir la quartique comme courbe

multiple d'ordre x. Une bisécante coupe S en deux points

simples et deux points ac"?'^^; par suite, le degré de la surface

est 2ac -+- 2. Une trisécante à trois appuis distincts ne peut pas

rencontrer S en dehors de y^, d'où il résulte que le degré de la

surface est aussi 3x. Finalement x est égal à 2 et la surface S

est de sixième ordre.

La courbe 74 possède, comme on sait, quatre tangentes qui

la rencontrent encore; les six droites joignant deux à deux les

contacts de ces tangentes sont tout entières sur S. Si A est un

de ces contacts, une bisécante quelconque par A ne perce plus

la surface qu'en un seul point P, car on on a vu que le point Q
coïncide avec A. Donc ces quatre contacts sont des points triples

de S. Les tangentes en ces points rencontrent la surface en un

point double, un point triple et encore un point double infini-

ment voisin du point triple, ce qui équivaut à sept intersections;

ces tangentes sont donc tout entières sur S.

Le lieu des sommets des cônes quadrillés perspectifs à une

biquadralique gauche rationnelle est une surface du sixième

ordre ayant la biquadralique comme courbe double, possédant

quatre points triples aux contacts des tangentes qui reticontrent

encore la courbe, et passant par ces tangentes et par les six

droites qui joignent, deux à deux, les contacts de ces tangentes.

20. On sait que la biquadratique rationnelle possède trois

cordes, les cordes principales de Bertini, qui sont chacune

l'intersection des plans osculateurs à la courbe en leurs extré-

mités; ces cordes se coupent en un même point R,
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Pour obtenir l'équation de la surface sextique S définie au

numéro précédent, nous ferons usage de la représentation para-

métrique de la biquadralique,

x^ : x^: x^: Xi = co^ : w

Dans cette représentation, due à M, Bertini (*), les plans

aîj = et X4 = sont respectivement les plans osculateurs aux

appuis M et N (m = et w= oo) d'une corde principale; les

plans a?2 et X3 sont respectivement les plans tangents en M et N
et contenant les trisécanles issues de M et N,

Si wj, W2, œ-, W4 sont les paramètres des quatre intersections

de la courbe avec un même plan, on a

Cette égalité représente donc l'involution des points copla-

naires (**); en posant

cette égalité devient

pp' -t- p -i- p' -h ss' -^ à^ = 0.

Si a^ = est l'équation du plan passant par les quatre

points w^, mq, W3, «4, on a

d'où

«3
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de sorte que l'équation du plan devient

(s -t- s')xi— X2 -+- pp'xz -t- {ps' +- p's)Xi= 0.

Connaissant un point x quelconque dans l'espace et deux

points de la courbe définis par les fonctions symétriques s et p
de leurs paramètres mj, w^, on trouve les deux autres points

wg, «4 où le plan des trois premiers coupe la biquadratique, en

résolvant, par rapport à s' et p', l'égalité précédente avec l'in-

volution coplanaire. Cependant, ce système est indéterminé

quand on a

ass -t- pXi pxz -H sxi sXi — Xi

s /?+-! p -i- a^
0.

Telles sont donc les conditions pour qu'un point x soit sur

une bisécante wjw^ (s, p). Ou bien, les x étant variables, ce

sont les équations de cette bisécante; ou encore, s et p étant les

inconnues, ces relations donnent les trois bisécantes issues de x.

Pour avoir les trois valeurs de p répondant aux trois bi-

sécantes, il faut éliminer s de la matrice : les deux dernières

colonnes donnent

_ pxzip -+- a^) -4- x^{p -4- \)

Xi{p -t- 1) — Xi[p -t- a^)

En mulipliant la seconde colonne par «j, la troisième par x^,

en soustrayant et combinant avec la première colonne, on a

X2 -H pXi pXiXz -+- X^Xi

S Xi'p -t- 1) — Xiip + a*)

d'où

{Xç, -+- pXi) [x,(p -t- 1)— Xi{p -+- a^jj

pXjXs + X^Ti

Égalons les deux valeurs de s,

(P) (pXiXs -t- x^Xi) [pxzip H- a^j + x^{p + d)]

= (X2 •+ pXi) [xi{p -4-1) — Xi'p -4- a^)f.

Cette équation en p est du troisième ordre; ses coefficients

sont cubiques en x et s'annulent tous pour xi = x^= 0.
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Pour trouver l'équation de la surface S, lieu des sommets

des cônes quadrillés, rappelons que, si x est un tel sommet,

situé sur une bisécanle ooiw^ (s, p), la corde des contacts des

tangentes rencontrant cette bisécanle wjw^ doit s'appuyer sur

une autre bisécante issue de x. Soit w le paramètre du contact

d'une de ces tangentes : d'après l'involution coplanaire, on a

co\p -t- 1 )
-»- p -t- 2sw -+- a^ = 0.

Si (ùi et w^ sont les racines de cette équation et si l'on pose

p, = Uicc'f^ St = cci-i- co'i,

OU a

2s p

/j -+- 4 p -t- 4

Alors, une autre bisécante issue de x étant «3004(5', /j'), on

a aussi

p'p, -+- p' -t- p, H- s's, -+- a^ = 0,

ou

/)'(p -+- a^) -^ p'ip -t- 1) •+ p -t- a^— 2ss' -+- a^{p *• 1) == 0.

Par l'inlermédiaire de l'involution coplanaire qui lie s, p h

s', p', on peut éliminer ss' : on a

p'(p -+- a^) + p'{p -- 4) + p -t- «^ -t- 2pp' -4- 2p + 2p'

-t-2a^ + a> + 4) = 0,

ou

App' -f- (p -H p') {u^ M- 0) + 4a^ := 0,

ou, enfin, en posant 46 == a^ + 3,

pp' + 6(p -- p') -t- a^ = 0.

Pour que x soit un point du lieu cherché, il faut que l'équa-

tion (P) ail la relation ci dessus entre deux de ses racines; ou,
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si l'on appelle p, p', p" ses trois racines, il faut que le produit

symétrique suivant soit nul :

[pjo' -t- fc(jtj -4- p') -+- a^] [p'p" -4- 6(/)' +jo") -+- a^] [p"p -f- 6(p" -t- ja) -t- a^]

= {pp'p'J -t- %pp'p"I>pp' -+-a^ppyHp -4- 6'[ppy'Lp -t- Ç^pp'f]

-t- a^h'2pp''Lp -+- "âa^bpp'p" -¥ dYipp' -\-U'(ïlp'Zpp'— pp'p")

En remplaçant pp'p", ^pp', ^p par leurs valeurs tirées de

l'équation (P) et qui sont des fonctions cubiques de ac, dans le

produit précédent, et en égalant à zéro, on trouve l'équation du

sixième ordre représentant la surface S.

En faisant xi = x^ = on annule tous les coefficients de

l'équation (P), donc on annule deux facteurs dans chaque terme

de l'équalion S; îous les points de l'arête x^x^^ du tétraèdre de

référence sont donc des points doubles de la surface S. Mais

celle arête est une corde principale et, par raison de symétrie,

la même propriété appartient à chacune des trois cordes prin-

cipales; leur point commun R est donc un point triple de la

surface S. (Dans notre article des Nouvelles annales de mathé-

matiques, nous avons dit, par inadvertance, que ce point R est

un point double de la surface.)

La surface S, lieu des sommets des cônes quadrillés perspectifs

à la biquadralique gauche rationnelle a pour droites doubles les

cordes principales de la courbe et pour point triple le point

commun à ces cordes.

En se reportant à ce qui a été dit précédemment sur les

quartiques Irinodales quadrillées, on voit que si le centre de

projection est sur une corde principale de y^, la courbe plane a

un point double d'inflexion et deux séries de quadrangles

inscrits; que si le centre de projection est en R, la courbe plane

est triplement quadrillée à trois points doubles d'inflexion.
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Surfaces du quatrième ordre.

21. On a vu qu'une quarlique plane binodale est quadrillée

quand son équation

xl{aixl + ''2biX<i,Xi -+- c,Xi) •+• 2X3X1(02X2 + ^fe-iX^r, + c^x,)

-t- x\{azxl *- 263X2X, -I- CjX'^) ==

satisfait à la condition A ^ (abc) = 0. Les éléments de ce

déterminant,

«i; bi, a^\ c,, 62, as; c^, 63; C3

sont respectivement les coefficients des termes de degré 0, 1,2,

3, 4 en a?i.

Soit à présent une surface du quatrième ordre ayant deux

points doubles aux sommets (124) et (134) du tétraèdre de

référence. Son équation ne contient ni ac^ ni x^ à une puissance

supérieure à la seconde, mais x^ et Xj^ jusqu'à la quatrième.

Coupons par un plan x^^==\xy. La courbe d'intersection, pro-

jetée du sommet (123) sur la face a'4, s'obtient en substituant

\x^ à x^. Les termes de l'équation résultante qui contiennent xj

à la puissance i contiennent ^ tout au plus à la puissance ^. La

section sera quadrillée quand le déterminant A sera nul. Les

éléments de ce déterminant contiennent \ au plus à des puis-

sances indiquées dans le tableau ci-après :

I 2

1 2 3

2 3 4

de sorte que A s'annule pour six valeurs de \. Il y a donc six

sections par les nœuds qui sont quadrillées.

Les troisièmes points diagonaux des quadrangles inscrits sont

sur six coniques. Chacune d'elles est, dans le plan de la section

correspondante, la première polaire de l'un des nœuds relative

à la première polaire de l'autre. Ces six coniques sont donc sur

une même quadrique, savoir la première surface polaire de l'un
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des points doubles relative à la première polaire de l'autre

point double prise par rapport à la surface initiale.

Nous avons donc ce théorème : Dans tonte surface du qua-

trième ordre à deux points doubles, il y a six séries de ooi qua-

drangles inscrits ayant deux de leurs points diagonaux aux deux

nœuds. Les qiiadrangles de chaque série sont dans un même

plan et les troisièmes points diagonaux de tous ces quadrangles

engendrent six coniques situées sur une même quadrique.

Les plans passant par les points doubles d'une surface bino-

dale ne donnent pas toutes les sections binodales. H faudrait

considérer en outre les sections par les plans contenant un des

nœuds et tangents en un autre point de la surface, et même les

sections par les plans bitangents.

Ces dernières sections seraient aussi à étudier dans la surface

du quatrième ordre la plus générale. On sait que dans celte

surface les plans biiangents sont en nombre simplement infini;

donc, il y a en a un nombre fini donnant une section quadrillée.

Encore que l'énumération de ces plans soit possible, il exige un

calcul trop long pour un résultat peut-être sans intérêt.

Il nous semble préférable d'examiner quelques surfaces

spéciales du quatrième ordre contenant des points doubles en

nombre simplement infini. Ces points doubles, s'ils ne sont pas

tous en ligne droite, peuvent être répartis en oc^ couples. Par

chacun de ces couples il passe six sections quadrillées avec

points diagonaux aux points doubles. Ces oc^ plans enveloppent

une surface; les cc^ diagonales des quadrangles engendrent un

complexe; les troisièmes points diagonaux sont sur oc^ coniques.

Surface de Steiner.

22. Considérons en premier lieu la surface romaine de

Steiner, dont l'équation peut s'écrire

S^ X\xl -¥• xlx\ -t- x\x\ ^XiXiXzXi, = 0,

le sommet (125) du tétraèdre de référence étant le point triple,



( 199 )

et les arêtes (12), (13), (^S) éiant les droites doubles. La

quadrique polaire d'un point double (0, 0, y-^, ij/^) est

x'iyt -4- xlyl— 2x,Xjî/3?/4= 0.

On voit qu'elle sC compose toujours de deux plans, et que

ceux-ci coïncident quand on a î/g = ± t/^. Il y a donc, comme
on le sait, sur chaque droite double, deux points cuspidaux

séparés harmoniquement par le point triple et par la face x^ du

tétraèdre fondamental.

Une section plane quelconque est une quarlique à trois

nœuds A, B, C situés respectivement sur les arêtes (12), (13),

(23); pour qu'une telle section ait des qijadrangles inscrits à

points diagonaux en B et C, il faut et il sulfit que les tangentes

en A séparent harmoniquement B et C, donc que les plans

tangents en A à la surface séparent harmoniquement les faces 1

et 2. Mais l'équation précédente représente ces deux plans

tangents et elle montre qu'ils sont harmoniques par rapport à

Xi et ar^ quand y^ = Q et seulement dans ce cas. Il faut donc

que A soit le sommet (124) du tétraèdre.

Les plans des sections quadrillées de la surface de Sfeiner

forment trois gerbes ayant leurs sommets aux conjugués harmo-

niques du point triple relativement aux couples de points cuspi-

daux sur les droites doubles.

Une seule section plane, celle produite par la face x^, admet

des quadrangles inscrits ayant l(!urs trois points diagonaux aux

trois nœuds.

Un plan quelconque, x^ = (jXi -f-vx^, par le sommet (124)

coupe donc la surface S suivant une quarlique quadrillée et le

lieu du troisième point diagonal des quadrangles inscrits est

une conique. Si B et C sont les points doubles de la section

quadrillée sur les arêtes (25) et (13), les coordonnées de B
sont 1, 0, 0, fji, celles de C sont 0, 1, 0, v et la conique en ques-

tion est la première polaire de B relative à la première polaire

de C par rapport à la section. Cette conique est donc sur la

première surface polaire de B relative à la première polaire
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de C par rapport à la surface S, c'est-à-dire sur la quadrique

d^S d^S d'S d'^S

f^V-—-*- fi

dxl dx^dxi dXidXi dxidx.^

^ 2[— /UXjXs— vXsiXj -f- (2xiX2— 0:3X4)]

^ 2[2(x,X2— X3X4) «*- X3(x4 —Vxj — yx.2)] = 0.

L'intersection de cette surface et du plan x,^ = [t-x^ -+- vx^ est

la conique cherchée et 1 équation montre que, pour toute valeur

de p. et V, cette conique est sur la quadrique

Ainsi, bien que la gerbe de sections quadrillées donne une

double infinité de coniques pareilles, ces courbes ne forment

qu'une quadrique. En intervertissant les rôles des droites

doubles, on trouve donc ce théorème :

Les troisièmes points diagonaux des quadrangles inscrits dans

les sections quadrillées de la surface de Sleiner engendrent trois

quadriques.

23. Les plans tangents à la surface de Steiner et issus du

sommet considéré (124) touchent la surface sur la première

polaire de ce sommet, c'est-à-dire sur la surface cubique

dS
—-^ 2(x3x! -+- XsX, — XjXjXi) = 0.
dxs

En multipliant par x^, retranchant de 2S et supprimant le

facteur 'llx^x^ étranger à la question, on retrouve la quadrique

rencontrée plus haut.

Elle contient deux droites doubles de la surface S, savoir

x^acj et x<^x^, et deux autres arêtes, x^x^ et x,^x^, du tétraèdre

de référence. Elle coupe donc encore S suivant une biquadra-

tique gauche ayant un point double au sommet (124); cette

biquadratique est la courbe de contact du cône circonscrit ayant

pour sommet le point (124).
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La section par un des plans tangents issus de ce sommet est

quadrillée; mais elle se compose de deux coniques, et l'on a vu

que les tangentes au quatrième point commun sont séparées

harmoniqement par les droites doubles (13) et (23), et ces tan-

gentes en ce quatrième point sont les tangentes inflexionnelles

de la surface. Réciproquement, si les tangentes inflexionnelles

en un point de la surface sont liarmoniquement séparées par

deux droites doubles, la section par le plan tangent est une sec-

tion quadrillée et le plan passe par un des sommets (124), (134),

(234) du tétraèdre de référence.

Dans la surface de Steiner, le lieu des points où les tangentes

inflexionnelles sont harmoniquement séparées par deux des droites

doubles est une biquadratique gauche ayant un nœud sur la troi-

sième droite double.

24. Pour chaque gerbe de sections planes quadrillées, les

diagonales de quadrangles inscrits engendrent un complexe.

Disons un mot de ces complexes.

Coupons la surface

S^ xlxl H- Oclxl +- xlxl — 'iXfX^XsXi =

par le plan d'une section quadrillée, par exemple

Xi= i>.x<i
-4- >X3

;

la courbe d'intersection, projetée sur la face ar^, du sommet

opposé, a pour équation

x\x\ -\- xlx\ -\- x\x\ — '^XiX^X-J^lt.X^ -«- VX5) = 0,

Xi 2piX,T3 — x\

x\ xl -\- x\ — SvXiXij
0.

Un quadrangle variable inscrit a pour couples de côtés opposés

kx\ -H SytcXiXg — Xj = 0, kx\ -4- xl -i- xf — SvxjXa= 0.

Pour avoir les diagonales de ce quadrangle, il faut chercher

un produit de deux formes du premier degré qui soit une
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combinaison linéaire des deux fonctions précédentes. On trouve

[(1 -+- k)x^ — vx,— \/ ^^

—

:
_ {kx^ H- ^x,)]

(1 -4- kfxl— ^v{\ -4- A;)x2r, -4- v^
/ — k-\

[k^xl +- ^k/xx^xt -4- fi^xl]

= (1 -t- A:) [(1 + /^)x| — 2v.r2X, + x^

(toi H- 2^X3X4 — X?).
/«''' -+- k

Nous avons donc, dans la première de ces trois lignes, le pro-

duit des diagonales du quadrangle variable. Exprimons qu'une

de ces diagonales passe à la fois par un point x et par un point y,

',, 1. % /T-k^
{l-hk)X2-vXi= ±: "Y 7—j^{fi^z-*-/^0C,), /iXa+ yXj—Xi= 0,

^ fi -f-ft

Pour avoir le complexe des diagonales, il suffît d'éliminer

k, p., V. Les deux dernières relations donnent

en appelant pi^ les coordonnées homogènes de la diagonale. Les

deux relations (1) de gauche donnent par division

(2) k{\ -4- k)p^^= ^(1 -H k)pi., -4- -Ap.^;

en multipliant par y^ '^ première des relations (1), par acj la

seconde, et retranchant, on obtient

(1 -t- k)p^, = ± y ^—^—— kpa,
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d'où, en élevant au carré et chassant le dénominateur,

k{l^k)[{\^ k)p], + kp\,]= v^ky,^ - ^^(l -*- Kfp\,;

en divisant par l'équation (2), on trouve successivement

( I -«- k)p\^ -+- kp%

— Pli{p,2 -*- -"/%)
k =

l -^ k = Pn(piz — ^Pîs)

Substituons à A: et 1 -f- ^' leurs valeurs dans l'égalité (2) :

— Pi^Pii,pAPn -*- f^Pw){Piz — vp^z)

= Pl^Piô[p^-.ip^î-*' /"/>23)+ P.s(Pi3 - '^Piz] [M Fis— m^) ~ '^{Pn-*- f^P^i)]-

Simplifions par Pi^Pis et remplaçons [ip^^ par P43 et vp^^

par/}24,

P'sfPlS -1- /^43) {Ptô — P m)

= [Pi2(^j2 -+- Piz) -^ P^ipiz — Pu)] [Piz(p\z — P-n) — PniPn +• Piz)]-

C'est l'équation d'un complexe du quatrième ordre. Dans

chacun des termes, deux facteurs s'annulent si l'on pose

P12 -t- piz= 0, pro — Pu = 0,

ou, pour employer une notation plus usitée,

Pi2 — P3i = 0, P,3 -+- Pii = 0.

Ces dernières égalités représentent donc une congruence

linéaire double pour le complexe. Les rayons de cette congruence

rencontrent tous la droite commune aux plans

Xj -+- X3= 0, Xi -*- Xi — 0,

car les coordonnées tangentielles de ces plans peuvent s'écrire

0,1,1,0; 1,0,0,1
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et les coordonnées de leur intersection sont

— 9*i= — 9n = — q'ii= qH=U qu= q'i, = 0,

d'oil

-qup.t=— pii— pr.— />4, -t- Pu,

et cette expression est nulle si la droite p fait partie des deux

complexes Pi^-i-Pr^=0 et ^15—^42=0. Or j^=— x^ repré-

sente le plan mené par Taréte ,^14) du tétraèdre et par un point

cospidal de l'arête opposée, sur laquelle est aussi le sonamet^i^ôi)

de la gerbe considérée. Et x^ -i- 0-5=0 représente le plan tangent

à la surface S au point cuspidai en question. On vérifie de même
que les rayons de la congruence double rencontrent aussi la

droite

X. — Xs= 0. X,— j:, =
qui passe par l'autre point cuspidai de Tarète (^5).

Les diagonales des quadrangles inscrits dans les sections qua-

drillées d'une même gerbe engendrent un complexe du quatrième

ordre ayant une congruence linéaire double. Les directrices d^ et

d^ de cette congruence passent chacune par un des points cuspi-

daux alignés sur le sommet de la gerbe, sont dans le plan tan-

gent en ce point cuspidai et s'appuient sur faréte opposée du

tétraèdre.

Un cône quelconque du complexe est du quatrième ordre et

a une génératrice double s'appuyant sur d^ et (/a: une courbe

quelconque du complexe est de quatrième classe et possède une

tangente double s'appuyant sur rf^ et d^.

Les trois gerbes de sections quadrdlées donnent trois couples

de droites d^^, d^. On voit aisément que chacun de ces couples

de droites forme, avec les arêtes du tétraèdre de référence sur

lesquelles elles s'appuient, riotersecrion de deux des trois qua-

driques

JiXi= Xsli ; XiXg = X^i 5 J^X^= X*X5

,

lieux des troisièmes points diagonaux des quadrangles inscrits.

25. Si Ton prend encore la gerbe de sommet (254j par

exemple, les côtés des quadrangles inscrits qui rencontrent les
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arêtes (12) ou (13) du tétraèdre de référence forment, trop évi-

demment, deux complexes linéaires spéciaux. Mais on peut se

demander quelle figure ces couples de côtés engendrent quand

le troisième point diagonal des quadrangles reste fixe sur la

quadrique

Soient mn, m, n, 1 les coordonnées d'un point de cette sur-

face, et supposons que, dans une section quadrillée par le som-

met (254), un certain quadrangle inscrit envoie ses deux diago-

nales par le point en question. D'après le numéro précédent, ce

fait s'exprime par les relations

(1 -1- k)m — vmn = \/ —^—-— (kn -+- fjunn).

[\ -+- k)m — vmn = — \/ —^—-— ikn -+- fonn).
^ fx? -\- k

d'où l'on lire

\ -\- k= vn, k =— /jcm.

Dans chaque section quadrillée de la gerbe (234), les côtés

des quadrangles inscrits qui rencontrent l'arête (12) forment

l'involution

(1 -+- /:)x| -+- x^ — 2yx,x2= 0.

Ces diverses relations doivent être combinées avec

Xi= fiXi -+- VX3

et il faut en éliminer |ji, v, k. On a successivement

vnxl -t- Xj — SvXjX, = 0,

X7

x,;2xi — X2)

\ — vn ^arjXj — n{x\ h- x\]

m îHXjfâx, — Xj)

»jXjXi(2xi— ;jXî) -4- nx4^x\ -t- x|)— Sxjxf — x\xz= 0.

Cette équation représente une surface du troisième ordre

ayant l'arête (12) pour droite double.
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Dans chaque gerbe de sections planes quadrillées, il y a une

infinité simple de quadrangles inscrits dont les diagonales se

coupent en un point donné de la quadrique \i\^= \<^\~. Les

couples de côtés opposés de ces quadrangles engendrent deux

surfaces cubiques ayant chacune pour droite double une arête du

tétraèdre fondamental.

Surface du quatrième ordre à cubique gauche double.

26. Les équations paramétriques de la courbe double étant

x, : ajg : Xj : aci= 6^ : 6^ : â : 1

,

la surface considérée la plus générale a pour équation, comme
nous l'avons montré dans l'Étude précédente,

pourvu que l'on pose

Les oc5 sections planes sont des quartiques Irinodales, parmi

lesquelles c»^ sont quadrillées. Les plans de ces dernières

enveloppent une surface. Pour chercher l'équation de cette

surface, nous appliquons le principe de translation de Clebsch

avec une modification qu'il convient de signaler.

Pour l'usage que l'on fait de ce principe dans la théorie des

invariants d'une surface, la plus générale de son ordre, chaque

plan est déterminé par trois quelconques de ses points. Ici il est

question d'une surface spéciale et le plan u d'une section sera

défini par les trois points où il coupe la courbe double. Soient

6i, 02 , 03 les paramètres de ces trois points, généralement

distincts; un point quelconque du plan u a pour coordonnées

pXg= M\ -h /ail + vôl,

pXz= A5j -+- /U.Ô.2 -i- >0^,

pXi= X -t- (X -i- V,
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ei l, p., V sont, dans le plan u, les coordonnées du point ac

rapporté au triangle dont les sommets sont Gj, 63, Gj.

Portons les valeurs de x,, d'abord dans les formes X,- :

p^X, = [M] H- f^el -4- vdl) (X -t- A' ^- î') — {^^i -*- /"Qî + i'hf

— (xeî -+- /tcôl -4- v0^) (X + ^ -4- v)

= S — x^(ei + 6,) (9i
— 0j)*,

p*X3 == (Xe^ +- iih\ -t- v6l) (Xe, -H AiÔs -t- vQs)

La substitution dans l'équation a^ = donne le résultat

symbolique suivant :

Pour que la section soit quadrillée avec des quadrangles

ayant deux points diagonaux en Ôj et 62» "ous avons vu que le

terme en ^ p v^ de l'équation précédente doit s'annuler; donc,

si l'on fait abstraction du facteur étranger, généralement non

nul, (62 — 63)2(65 — eO^, on doit avoir

[a, — a4S -+- ^3) -t- «3«2«3] [«1 — Kh + 6,) -V- 036361]= 0.

Développons, sous forme non symbolique,

a.i— a^4^^ -4- 63) + a,3'e3S6 — ef) -t- «22(26162 -^ ef)

— «23(eie2«3 -t- 63^8192) + «336)^1 = 0,

ou encore

a„ — aj^Sô -- «22^6192—023649263— 03(«tî— «15^6 -4- 02329,62—033916265)

-4- ô|(a22 — Oia) = 0,

en abrégé
mÔ3 -t- MÔ5 -4- p = 0,

w et p étant des fonctions symétriques de 0i, 63, 83. Il est facile

d'introduire ici les coordonnées du plan w, car on a

M, : Mi : M5 : î/4 = 1 : — 2â : SÔ1Ô2 : — Ô,M3 ;
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appelons M, N, P ce que deviennent m, n, p quand on fait ces

substitutions; en d'aulres termes, écrivons

31= m = «22 «15 ,

Ni/, = — (ai2«i -^ «jsMa +- «23^3 -t- a-^-jii),

Pui = a^^u^ -4- a^Ui -+- 022^3 -t- a^zUi.

.

L'équation 7nôl

Môl + NÔ3 -f- P = 0.

Elle exprime une certaine liaison entre un plan u et un

point Gj de la cubique; si, en outre, ce point est dans le plan u,

ou si l'on a

Uidl -\- Ui^l -t- W395 +- tii = 0,

le plan u est une section quadrillée. L'enveloppe de ce plan se

trouve en éliminant simplement 65 entre les deux dernières

égalités. Le résultant est un déterminant à cinq lignes; mais

les formes N et P contiennent u^ en dénominateur; pour chasser

ce dénominateur, on multiplie les trois premières lignes du

déterminant par u^ et l'on divise ensuite la première colonne

par Uii on obtient

Mmj (Nî/,) (Pm,)

. Mmi (Nu,) (Pmj)

F,= M (Nm,) (Pm,) . . =0.
4 Wo Uz Ui

Ui 1/2 H-o Mi

C'est l'équation tangentielle d'une surface de quatrième classe.

Elle est vérifiée pour u^ = [Pui) = 0, et ces deux relations

représentent deux points ; la droite qui les joint est donc tout

entière sur F4. Mais t;^ = représente le sommet (123) du

tétraèdre de référence ou le point de paramètre nul de la cubique

gauche. Ce point peut être évidemment un point quelconque de

la courbe; donc F4 est une surface réglée et, par suite, elle est

du quatrième ordre.
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On pouvait prévoir que l'enveloppe cherchée serait une sur-

face réglée en se reportant à l'équation

môj -+- «65 -i- ;} =

qui, pour chaque valeur de 65, donne une involulion de points

01 et 02. Les droites joignant ces couples de points engendrent

un système réglé et sont projetées du point 03 suivant un fais-

ceau de plans; l'axe de ce faisceau est une génératrice rectiligne

de l'enveloppe cherchée F4.

Nous pouvons obtenir les plans tangents doubles de F4, ou

les plans des sections doublement quadrillées de la surface ini-

tiale donnée S4. Si u est un de ces plans, il présente la liaison

Me? NQs

avec deux des points où il coupe la cubique; donc cette équa-

tion et la suivante,

M,e| -*- Uidl -f- W393 0,

.
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de ces deux cas se présente ici : la iliéorie de réiimination va

nous fournir encore la réponse à cette question.

Remarquons que, si 63 désigne un point fixe de la cubique

gauche, double sur S4, l'équation

Mu,e? -t- (^ut)6, -4- (P«,) =
ou

-H a,2i/2 -*- a^^Mj + a^siti =

est celle d'un point y; tout plan u qui passe par ce point et par

le point 63 est tangent à la surface F4; la droite qui joint ce

point y au point 63 de la cubique gauche est une génératrice de

F4. Un point x quelconque de celle génératrice est donné par

les relations

y.. = XXi -^ fidl-' {i=^i, % 3, 4),

OU, en développant,

(«22 — «13) el ~ «,,263 +- a,! = AXj -+- [x.b\,

— 0,163 -+- Qii == >.X^ -t- fjL^l,

«2363 -4- «22 = AXs -t- fZ%,

— «3363 -+- «23 = AXi -H ^.

En éliminant ^, \k, 63, on a l'équation ponctuelle de F4. Eli-

minons d'abord ]x : multiplions chacune des trois dernières rela-

tions par 03 et retranchons chaque fois de la précédente

022^^-
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ayant l'axe des 65 comme direction asymplotique commune. Pouf
que ces courbes aient trois points communs à distance finie, \\

faut qu'elles forment faisceau ou que Ton ait

0.

En général, ces conditions sont incompatibles. Mais elles repré-

sentent une droite quand on a

Chî
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du sommet (125) a des coordonnées proportionnelles aux quan-

tités

-I, (Ô-+-Ô'), Ô5', 0;

comme ce plan est langent au cône en question, on a

[ni — 0.^(6 -+- e') -+- a^eo'f = 0,

ou, en développant sous forme non symbolique,

On — 2a,2Ô' -t- ajaÇ'* -4- 29 [«12— {a^ -+- «13)6' -''- «a.»'"]

-+- e^[o22 — 2«239' -<- «336"] = 0.

A un point répondent, par l'intermédiaire de cette relation,

deux points 6'; à l'un de ces points 0' répond, outre le point 0,

un point 0"
; à celui-ci un nouveau point 0'", etc. Si le quatrième

point de cette série coïncide avec le premier, la surface S4 est

spéciale, en ce sens qu'elle est engendrée par les bisécantes d'une

cubique gauche qui s'appuient sur une droite; alors il y a

ôO triangles de Poncelet inscrits au cône qui projette la cubique

gauche d'un de ses points et circonscrits au cône de même

sommet tangent à S4. Mais pour qu'il y ait, non des triangles,

mais des quadrilatères de Poncelet, en d'autres termes pour que

le cinquième point de la série 0, 0', 0", ... coïncide avec le pre-

mier, ou encore que les génératrices de S4 s'arrangent en 00* qua-

drilatères inscrits à la cubique gauche, il faut que la dernière

relation écrite donne, pour deux valeurs généralement distinctes

de 0, le même couple de valeurs de 0'. Nous sommes donc

ramené au problème d'algèbre qui résout la question des qtia-

drangles de Steiner dans la quartique binodale, avec celle spé-

cialisation que la relation en et 0' est symétrique. Or nous

avons vu que ces quadrangles steinériens existent quand on a

«11
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Dans toute surface du quatrième ordre ayant une cubique

gauche double, les plans des sections quadrillées enveloppent une

autre surface du quatrième ordre, douée en général d'une cubique

gauche double, et exceptionnellement d'une droite triple, bisécante

de la cubique initiale; celle dernière circonstance se réalise quand

les génératrices de la surface donnée sont les côtés d'une infinité

simple de quadrilatères gauches inscrits dans la cubique donnée.

Observons en passant que le raisonnement fait en dernier

lieu ramène toujours le problème des polygones de Poncelet à

2n côtés pour deux coniques à un cas particulier du problème

des polygones de Sleiner de 2n côtés pour la quariique plane

binodale.

29. Si l'on demande une section plane triplement quadrillée

de la surface S4, il faut trouver un plan u qui présente la liaison

ma' + Nâ + p =

avec chacun des trois points où il conpe la cubique; celte équa-

tion du second degré devant avoir trois racines, ses coefficients

doivent être nuls,

M ^ «22 C|5 = 0.

NMi ^ («laî'l -•- «11^2 -+• «25^5 -*- O03M4) = 0,

Pj/, ^ ai|W) -*- ai2?/2 -+- «J2W3 -t- 0251/4 = 0.

La première de ces relations est indépendante de u. Elle n'est

vérifiée que si le cône circonscrit à S4 et de sommet (123) est

harmoniquement inscrit au cône de même sommet perspectif à

la cubique double; car les équations tangentielles de ces cônes

s'écrivent

al = 0, ul— 4î/,M5 = 0,

et si l'on forme Tinvariant simultané qui contient au premier

degré les coefficients de la première forme, on trouve

2(^22 — 0,3).
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L'évanouissement de cet invariant est incompatible avec la

condiiion d'une droite triple de F4, car si, dans cette condition

(voir le numéro précédent), on remplace a^^ P^f f^u 0» inver-

sement, on trouve que le discriminant de la forme al s'annule

et alors la surface donnée S4 dégénère en deux quadriques.

Quand donc la condition a^^ == «13 est vérifiée, la surface F4

a un faisceau de plans tangents triples et c'est une surface du

quatrième ordre à cubique double, mais spéciale.

Lorsque le cône circonscrit à la surface donnée S4 et ayant son

sommet sur la cubique double est harmoniquement inscrit au

cône de même sommet perspectif à cette cubique, l'enveloppe des

sections quadrillées est une surface F^ engendrée par les cordes

d'une siconde cubique gauche qui s'appuient sur une droite fixe.

Les plans passant par cette droite sont les sections triplement

quadrillées de S4.

Surface du quatrième ordre à deux droites doubles.

30. Supposons que les droites doubles ne se coupent pas et

prenons-les pour arêtes (12) et (34) du tétraèdre de référence;

l'équation de la surface considérée est de la forme

S* == xlfi -+- x^xj. -4- xlfs = 0,

les fonctions /", étant quadratiques en x^ et x^. On peut encore

écrire symboliquement

S4^ (OiX, -+- 02X2^(61X3 -h 62X4)*= 0.

Un plan u sera défini par les trois points où il coupe les

arêtes (12), (34) et (14) par exemple :

0,0, \, h; 1,/f, 0, 0; 0, 1, /, 0.

. Un point x de ce plan est donné par les formules

pXj = /u., pX2 = y«/C -f- V,

pXs •== A -4- v/, pX/j = xh.
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Substituons dans l'équation de S4 ;

{a^|u +- a^/uk -4- ff2i/f(6|A -4- &,v/ -+- b^^lif = 0,

ou, en développant en partie,

[(Cc*(o, -4- a^k)^ +• 2^^02(0 1 + a.ik) -+- a^v*]

[A*(6, -4- b,hf H- 2Av/),/(6, + bji) + v*6f/^]= 0.

La condition pour que la section soit quadrillée s'écrit sym-

boliquement

F«=

{a,+ a^k)\hr^bJi,^ {a,+a,k)%b,+bji]bj. {a,+ajifb\l^

{ai-ha.2k){ht-hbjifa.2 (aj-t-a-^A:) (6, 4-62^)0^61/ {ai-^aik)a^b]l^

{bi+bjifal {bMJi)a\bd alb\l'

= 0.

Le facteur /^ peut se mettre en évidence, de sorte que la

condition de section quadrillée se réalise indépendamment du

point / où le plan u coupe l'aréle (14); c'est-à-dire que, si un

plan de section quadrillée coupe les droites doubles en M et N,

tous les plans du faisceau ayant pour axe MN sont des sections

quadrillées. L'enveloppe cherchée est donc une surface réglée

dont les génératrices s'appuyent sur les droites doubles de S4.

D'ailleurs, les coordonnées du plan u satisfont aux relations

d'où

M3 -t- hvi= 0, «/, -4- /fWa= 0, M2 -»- ll(z= 0,

h=.^% k=-'^

F«

Remplaçons dans Fg, après avoir supprimé les /,

(OiWj ~a^u,)\biUi—b^iiz)- (ffiîr2-a2W,)^(^6,M4— 621/3)61 (ojî/a—a2i/i)*6J

(aii/2—02Wi)(6,M4—62W3)*a2 {a,Ui—aiUi){biUi—biUz)aibi (a^Ui—aiUijaib]

[biUi—b^UzYal (6,W4-62W3)r|6, «26^

Cette équation symbolique montre que l'enveloppe est de

sixième classe et, comme c'est une surface réglée, elle est aussi

du sixième ordre.

Les variables W|, u^ ne figurent qu'au troisième degré, de
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même que «g, ii^; donc les plans contenant les arêtes (12) et

(54) sont des plans tangents triples, et ces arêtes elles-mêmes

sont des droites triples de la surface Fg.

Ainsi, dans toute surface du quatrième ordre à deux droites

doubles, les plans dts sections quadrillées enveloppent une sur-

face réglée du sixième ordre ayant pour droites triples les droites

doubles de la surface donnée.

Le même problême peut être résolu pour les surfaces du qua-

trième ordre à conique double; mais, comme la méthode est

la même et que les calculs sont fort longs, nous renonçons à

placer ici cette solution.

Tables graphiques pour la représentation des fonctions.

31. Nous appliquons maintenant les résultats de nos pre-

miers paragraphes à certains problèmes d'intégration graphique.

Comme nous l'avons dit, dans notre introduction, c'est une de

de ces questions qui nous a suggéré toute VÉtude actuelle. Nous

devons faire d'abord, afin de poser le problème, quelques em-

prunts à M. Massau {*); nous changeons un peu les notations de

son travail.

Soit à représenter la fonction z, de deux variables indépen-

dantes X, y, définie par l'équation

f{x, y,z) = 0.

Menons dans un plan deux axes cartésiens, des u et des v, et

construisons les deux séries de courbes

fiiu, V, x) = 0,

f^{u, V, ij) = 0.

Entre les trois équations précédentes, éliminons x et ?/ ; soit

la résultante

/3(U, V, z) = 0.

(*) Massau, Mémoire sur l'intégration graphique et ses applications. Liège,

Dcsoer, 4884, pp. 24 et suiv. [Voir aussi, Massau, C. R. de l'Acad. des

sciences de Paris, 1907.]
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Les syslèmes de courbes /"j, /^j. /'5, où m et î; sont les coor-

données courantes el ac, y, z des paramètres variables, s'appellent

respectivement les lignes des x, des y et des z. A tout système

de valeurs de x ei de y correspond une ligne f^ et une ligne 4;
par chaque point d'intersection de ces courbes, il passe un nombre

fini de lignes /j, donnant chacune une valeur de z correspondant

aux valeurs données de x et de y.

Tel est le principe d'où pan M. Massau. Plus spécialement

il choisit comme fondions /j, ^3, /"j, des fonctions linéaires de

u, V, donc des formes telles que

au H- 6i7 -»- c,

où a, h, c sont des fonctions de x ou de y ou de z. Un de ces

systèmes de droites est dit du degré n si a, b, c sont des fonc-

tions du n=™' degré en x, en y ou en z.

32. On peut se demander d'abord quelles sont les fonctions

représentées par trois systèmes du premier degré; nous allons

traiter cette question que M. Massau a déjà résolue lui-même par

une méthode un peu différente.

Soient

a^u -+- b^v -H Cj = 0,

a'yU -4- h'yV -i- fy = 0,

a'Ju + b'Jv -t- c^' =

les équations respectives des lignes des x, des y et des z ; on a

écrit en abrégé a^ pour a^oc -^ a<^, etc. La table graphique repré-

sente une fonction z définie par l'égalilé ci-après obtenue en éli-

minant u et V :

Ox bx Ci

a'„ b' c'

bl' c'J

= 0.

Cette équation du troisième degré contient seulement la pre-

mière puissance de chacune des coordonnées courantes; elle

représente une surface du troisième ordre F3, ayant pour points
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un hexagone gauche, dont les côlés alternants appartiennent à

un des deux systèmes conjugués de cubiques gauches sur la sur-

face cubique.

33. On peut poser le problème inverse : Connaissant une

équation du troisième degré en x, y, z qui ne contient chacune

des variables qu'à la première puissance, construire une table

graphique des valeurs de z, au moyen de trois systèmes du pre-

mier degré. La possibilité du problème dépend de deux sortes

de circonstances : du nombre de constantes de l'équation donnée

qui doit être identifiée à [ab'c") = et de la réalité des solutions.

Puisque, par hypothèse, la fonction donnée est linéaire en x,

en y et en z, son évanouissement représente déjà une surface

cubique ayant trois points doubles à l'infini sur les axes et con-

tenant les droites de l'infini des plans coordonnés. Soit

^?2(^, y) -+- H^, y) =

l'équation donnée; elle est satisfaite par une valeur arbitraire de

z et par les valeurs de x et y qui annulent à la fois cp2 et ^i^^;

c'est-à-dire que les droites de la surface, parallèles à l'axe des z,

sont données par les points communs aux courbes cp^ et ^^^'^ ce

sont des hyperboles à asymptotes parallèles qui se coupent donc

encore en deux points à dislance finie, points réels ou imagi-

naires conjugués.

Supposons le premier cas réalisé et soit (xq, «/„) un des deux

points d'intersection de cp^ et (];2; soit {xi, y^) un autre point

quelconque de cpg; les couples de droites (oc— Xq) {y — ?/j) =:

et {y — y/,)) (x— X|) = passent par quatre points de la courbe

f2, savoir {xq, i/o), {xi, y^) et les points à l'infini des axes; cette

courbe cpg et ces deux couples de droites sont donc trois élé-

ments d'un faisceau de coniques, et l'on doit avoir

»2 = /(x — Xo) {y — yi) + /H {x — Xi) (y — t/o).

De même, si (x^, y^) est un point de (|^2 non situé sur cpg, on

aura

^a = A(x — x„) (y — y^) -+- ^(x — xj) {y — y^).
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L'équalion proposée z^^ 4- 'p.2 = se ramène alors à

(X - Xo) [lz{xj — y,) -+- A(y — y,)]

"^
(,V
— !/o) imz{X ~ Xy) -t- f/.{x — Xs)] = 0,

ou encore

[

X — Xo — m{x — j'i) — iJi[x — Xa)
I

y — Un liy — Vi) My-^j^)
|

= o.

I

—4 z
\

Comme on a choisi arbitrairement les points [xi^y^) et (xg, j/g),

le problème proposé peut être résolu d'une infinité de manières,

mais il peut arriver que toutes les solutions soient imaginaires.

Le raisonnement précédent conduit à ce théorème connu, du

moins en partie :

Si une surface cubique a trois points doubles et passe consé-

quemment par les droites joignant ces points deux à deux, elle

contient en outre deux droites par chaque point double; ces six

dernières droites forment un hexagone gauche et sont toutes réelles

ou imaginaires conjuguées deux à deux.

34. Passons à la fonction représentée par trois systèmes du

second degré. Elle est définie par l'évanouissement d'un déter-

minant de neuf formes quadratiques, et nous pouvons écrire

symboliquement

al bl cl

V,= <- b[; c'y' ==0.

aT b'J^ cT

Cette équation du sixième ordre ne contient aucune des

variables à une puissance supérieure à la seconde.

Nous allons d'abord établir quelques propositions relatives à

la surface Fg spéciale qui annule un déterminant de la forme

ci-dessus; ensuite, nous donnerons des propriétés, plutôt néga-

tives, de la surface la plus générale du sixième degré contenant

au plus le carré de chaque variable; enfin, nous verrons les con-

ditions pour que cette surface générale puisse s'écrire sous la

forme spéciale du déterminant.
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D'abord tonte surface du sixième ordre dont Térjuation con-

tient chaque variable au phis au second d<gré possède trois

points quadruples à finlini sur les axes et trois droites doubles

à l'infini dans les plans coordonnés.

En particulier, si nous considérons l'équation

et si nous donnons à z une valeur particulière, les éléments de

la dernière ligne sont des constantes, on peut, par soustraction

de colonnes, annuler deux de ces constantes et l'on n'a plus qu'un

déterminant à deux lignes d'éléments quadratiques en x et en y.

D'après le n" 2, il représente une quartique plane binodale qua-

drillée. On trouve le même résultat en faisant x ow y constant.

Dans la surface Fg spéciale, toute section par une droite double

est une quartique binodale quadrillée.

En donnant à z une valeur constante arbitraire, on obtient

une équation de la forme

= 0.

Pour tout système de valeurs de 1, ^, v, elle représente une

courbe quadrillée et, d'après le n° 15, toutes ces courbes ont

quatre points communs et deux quelconques d'entre elles se

coupent encore aux sommets d'un quadrangle parallèle aux axes

des X et des y. Mais ces courbes sont les projections, sur le

plan des xy, des sections de Fg par des plans parallèles à celui

des xy. Les points fixes communs à toutes ces courbes sont

les traces d'autant de droites parallèles à l'axe des z et situées

tout entières sur Fg, et le parallélogramme commun à deux de

ces courbes est la projection d'un parallélipipède parallèle aux

axes coordonnés et inscrit dans la surface (pour abréger, nous

appellerons cette figure un parallélipipède inscrit).

Ainsi, toute surface Fg spéciale possède quatre droites par

chaque point quadruple, outre les droites joignant ces points qua-

al
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druplcs, et est circonscrite à une double infinité de parallélipi-

pèdes.

On démontre sans peine que les centres rie ces parallélipi-

pédes décrivent une surface cubique ayant les droites à l'infini

des plans coordonnés pour droites simples et les points à l'infini

des axes pour points doubles, c'est-à-dire une surface cubique

comme celle qui est étudiée au numéro précédent.

Il est évident aussi que chaque section parallèle aux xy pos-

sède un parallélogramme caractéristique, limite du parallélipi-

pède compris entre cette section et la section parallèle infiniment

voisine.

35. Voyons à présent la surface Fg générale représentée par

une équation du sixième degré, où chaque variable ne figure

qu'à la première et la deuxième puissance.

Supposons z constant ; la section correspondante de la sur-

face Fg est une quartique binodale représentée par une équation

de la forme

y^iax^ *- px -4- r) -*- «/(«'^^ -t- P'^
-*- r'] -t- [«-"x' +• i^"x -+- r") = 0,

où les coefficients sont des fonctions quadratiques de z\ pour

que la section soit quadrillée, il faut que l'on ait

{ap'r") = 0.

Cette relation détermine en général six valeurs de z.

Par chaque droite d'une surface Fg générale^ il n'y a que six

sections quadrillées.

Ordonnons Fg par rapport à z :

z'f -*- z<ii -t- X = ,

<P> ^j X représentent des quartiques binodales à nœuds coïnci-

dents; dans le cas le plus général, ces trois courbes n'ont pas

d'autres points communs que leurs nœuds.

Par chaque point quadruple d'une surface Fg générale, il ne

passe d'autres droites situées sur la surface que celles qui sont

menées aux autres points quadruples.
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La surface n'a pas davarUage de paralItMipipède inscrit, car il

faudrait que, pour deux valeurs zi et Zq. de z, les sections soient

quadrillées et admettent un parallélogramme inscrit commun, ce

qui, d'après le n° 13, exige quatre conditions et l'on ne dispose

que des deux inconnues zj et z^.

36. Il est bien clair que l'existence des trois quaternes de

lignes droites par les points quadruples et des oo2 parallélipi-

pèdes inscrits, quoique nécessaire pour que l'équation d'une sur-

face Fq prenne la forme d'un déterminant, constitue un ensemble

surabondant de conditions, et qu'une partie d'entre elles im-

plique les autres. On peut probablement donner plus d'un

système irréductible de conditions. Nous allons en indiquer un

et montre r en même temps la marche à suivre pour vérifier si

ces conditions sont satisfaites et pour former le déterminant.

Remarquons en passant que, contrairement à ce qui arrive

dans le plan, l'existence d'un parallélipipède inscrit n'enlraine

pas celle de tous les autres, comme on le prouve facilement.

Pour que la surface Fg soit spéciale, il faut et il suffît que

trois sections quelconques parallèles à un même plan coordonné,

projetées sur ce plan, soient trois quartiques binodales ayant

quatre points communs et appartenant à un même réseau dont

deux éléments quelconques se coupent encore aux sommets d'un

parallélogramme inscrit.

Voilà ce que nous allons établir.

Nous savons déjà que ces conditions sont nécessaires; pour

voir si elles sont suffisantes, supposons que les trois sections

aient été faites par les plans z = h, z = h', z = h" \ les équa-

tions des trois courbes d'intersection peuvent (n° 15) se ramener

aux formes

/i>f H- % ^

h'^f + h'^ -i- X^



224 )

h'" /t'V

A
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sont uuls; ce sont deux premières conditions. On forme alors

(voir n° 15) les équations

{a'bc)x^ -H 2{b'bc)x + {c'bc) = 0,

{ab'c'jx^ -+- 2(6//c')a; -+- (c6'c')= 0;

on s'assure qu'elles sont identiques, ce qui donne deux nouvelles

conditions; on représente alors l'une ou l'autre de ces équations

par al, = 0, et Ton a un couple de côtés opposés du parallélo-

gramme commun aux deux premières sections; on détermine

de même l'autre couple de côtés opposés 6*=0, mais ceci

n'exige plus de nouvelle condition.

Ensuite, on ramène, par la méthode des coefficients indéter-

minés, /i^© -h ht\) -^ -^ et A'^cp -i- h'<\) +- -^ aux formes

b:r

Après quoi, il faut identifier h"^<f *- h"i) -+- / à

A
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Cette résolution est toute faite si l'on a pris f,'\>ei'/^ pour

les troissections; la substitution des valeurs trouvées pour cp,tp.X

dans la fonction z^'f -\- z<\) -h x achève la transformation.

Une remarque faiîe au n° 15 permet de réduire théorique-

ment l'énoncé des conditions auxquelles doit satisfaire la fonc-

tion Fg générale, mais paraît sans utilité pour le calcul pratique.

Au reste, voici l'énoncé réduit auquel conduit cette remarque :

Pour que la surface Fg soit représentable par un déterminant,

il faut et il suffit que trois sections quelconques parallèles à Vun

des plans coordonnés, projetées sur ce plan, aient quatre points

communs à distance finie et que l'une de ces trois courbes coupe

encore chacune des autres aux sommets d'un parallélogramme

inscrit.

37. Il peut y avoir quelque intérêt à traiter un exemple

numérique. Soit la fonction

z-f -t- z<// -+- X^ ^^[y^\^' -*- 5-^ ''*' 9) -- 5x^

-+- ^[— 4î/' -4- "iyix"- — 5) -+- ix'' — 32]

— 2[î/^(x' -+- 3x -^ 5) -*- %{2x''

9x -f- 17]

-»-4)h- 15x^-4- 21 X -1-29].

Considérons les formes ?p et 4*; leurs déterminants

A= (a6c)=
1
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Zf-i-Z'h + X'-

donc pour l = yi.= —^2, v = 2, l'identité est satisfaite et que

Ton a

z^ z

2?/-»-4 — 2 y^H-5

z'^—2 z—

2

2

4 ac^-+-3x-t-9 x^—

5

2î/-t-4 —2 /+3

- 2 — 2 2

2«/ + 4 — 2 î/^ H- 3

ainsi la transformation est opérée.

38. Nous terminerons par quelques mots relatifs aux trois

quaternes de droites situées sur la surface Fg spéciale et passant

par les trois points quadruples.

D'après la remarque qui termine le n" 15, les traces des quatre

droites parallèles à 0^, sur le plan des xy (donc aussi ces droites

elles-mêmes), peuvent être représentées d'une seule manière par

la formule

«I bl 4 = 0,

où Ton se donne à volonté les éléments de la première ligne; de

même les droites parallèles à Oy se représentent par

al bl

a'r- b'.

= 0,

et, par suite, le troisième quaterne de droites est donné par

=

et ne dépend que des deux autres quaternes ; d'où ce théorème

dû à M. Massau : Deux quaternes de droites de la surface spé-

ciale ¥q déterminent le troisième.

Soient à présent di, d.2, d^, d^ les droites de Fg parallèles à

Ox, et d[, d'ç,, d'z, d'i leurs projections sur le plan xz; soient
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B,, l}^, B-, Bj, les traces sur xz des droites de Fg parallèles

La section de F^ parallèle au plan xz et menée par une des

droites d, se complète par une cubique plane c,- dont la projec-

tion c'i sur un plan xz passe par B|, B^, B5, B4 et possède un

point double à l'infini sur Oz et un point simple à l'infini sur Oac.

Les systèmes {c[ -h d[) et [c'^ -*- rf^) par exemple sont des cas

particuliers de deux quartiques binodales quadrillées qui doivent

avoir un parallélogramme inscrit commun; donc, si c[ coupe rfj

en M et N et si 4 coupe d\ en P et Q, MlNPQ est un parallélo-

gramme parallèle à Ox et Oz.

Toutes les cubiques qui passent par B|, B^, B3, B4 et qui ont

un point double à l'infini sur Oz et un point simple à l'infini

sur Ox, ont au total huit points fixes et forment un faisceau {ç');

elles découpent donc sur d, et d'^ deux involutions quadratiques

li et I2. Projetons sur d[ l'involution Ig par des droites paral-

lèles à Oz; nous obtenons une troisième involution I3 sur d^
;

les involutions l^ et I3 sont sur le même support et ont un couple

commun P, Q; ces deux points achèvent de déterminer la

cubique c^ et par suite la cubique c^ ; une construction analogue

donne les cubiques q, C3, c^.

Remarquons que l'involution îj (ou L2) est déterminée par

deux couples; il suffît donc, pour la consiruire, de prendre deux

cubiques du faisceau {c'); le plus simple est de choisir deux

courbes dégénérées de ce faisceau, par exemple le système formé

de la parallèle à Oz par Bjl avec l'hyperbole à asymptotes paral-

lèles à Ox et Oz passant par B^, B3, B4, et le système analogue

obtenu en intervertissant les rôles entre B^ et B.i.

On peut aussi intervertir les rôles entre les droites parallèles

à Ox et celles qui sont parallèles à Oy; de sorte que, par des

constructions très simples, huit sections planes de Fg se déduisent

de la connaissance de deux quaternes de droites.

Mais il y a plus : la section parallèle au plan xy et menée par

la droite d^ est aussi déterminée surabondamment, puisque l'on

peut construire les points où elle coupe les cubiques c^, c-, c^;

il en est de même des sections parallèles par d^, d^, d^ (et même
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de louie section parallèle à xy). Deux de ces seciions, par exemple

celles qui contiennent d^ et d.2 projetées sur le plan des xy se

coupent en quatre points à distance finie; ce sont les traces du

dernier quaterne de droites parallèles à Oz.

La détermination de ces points dépend donc de l'intersection

de deux cubiques ayant en commun un point double à l'infini

sur Oy et un point simple à l'infini sur Ox; or ce problème, on

le sait, peut se ramener à une intersection de coniques.
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AVANT-PROPOS

A la suite de ia publication d'un précédent travail sur la struc-

ture des péricarpes et spermodermes des Renonculacées (^), je

résolus de rassembler et d'étudier les matériaux se rapportant

aux mêmes parties des quelques espèces rares ou critiques de

celte famille de plantes que je n'avais pas eu l'occasion d'exa-

miner dans ce premier mémoire. Evidemment, il en est encore

quelques-unes qui manquent à l'appel. Néanmoins, j'ai cru ne

pas devoir différer plus longtemps l'impression des notes que

j'ai rassemblées, me réservant d'ailleurs d'y revenir quand les

circonstances voudront bien s'y prêter.

Il m'a semblé convenable de conserver pour cet exposé une

rédaction analogue à celle que j'avais employée dans le travail

susmentionné, ce qui rendra plus facile la comparaison des

caractères entre eux. Enfin, l'ordre dans lequel les espèces sont

traitées correspond entièrement à celui qui fut adopté dans ce

même travail.

(1) Hyacinthe Lonay, Contribution à l'anatomie des Renonculacées. Struc-

ture des péricarpes et des spermodermes. (Mémoires de la Soc. Roy des

Sciences de Liège, 3^ sér., t III [1900], et Archives de l'Institut botanique

DE l'Université de Liège, vol. III.)
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En raison, précisément, de la rareté de la plupart des maté-

riaux qui ont passé par mes mains dans ces conjonctures, j'ai

étendu quelque peu le champ de mes observations en dehors

des limites où semblait devoir me confiner le titre sous lequel

j'ai rassemblé ces notes : j'ai contrôlé, en ce qui les concerne,

les données de la morphologie externe et de la laxonomie qui

en est la conséquence, et j'ai été amené à formuler certaines

propositions qui ne font d'ailleurs que confirmer l'opinion de

botanistes éminents sur la place à assigner à plusieurs des

espèces étudiées.

Liège, Institut botanique, octobre 1906.
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GENRE RANUNCULUS

R. AHPLEXICAULIIS L.

J'ai eu l'occasion de signaler autrefois (i) la structure des

parois de l'ovaire et du tégument de cette espèce au stade de la

fleur épanouie. Je n'avais pu obtenir de fruits mûrs à cette

époque ; il me fut donc impossible de donner des renseigne-

ments sur l'analomie de ces derniers Je puis actuellement

combler cette lacune.

Péricarpe mûr.

Ep. e (2) à cellules larges tabulaires, à paroi externe très

épaisse; stomates rares; pas de poils.

(1) Loc. cit., p. 70.

(2) Pour la signification de ces abréviations, voir op. cit. pp. 12 et 17.
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Tf. e. à une ou deux assises de cellules parenchymateuses.

Tf. m. à une assise de cellules non crislalligènes, plus ou

moins sclérifiées par places.

Tf. i. présentant de cinq à huit assises de cellules fortement

sclérifiées, dont l'ensemble forme des saillies vers l'extérieur

(fig. 2 .-coupe transversale d'un akène mûr; dessin d'ensemble).

Ep. i. à cellules sclérifiées, allongées tangentiellement.

Faisceaux : Ils sont au nombre de neuf : L ^' i i' M i' i i' L,

reliés les uns aux autres par quelques anastomoses (fig. 2).

Spermoderme mûr.

Le spermoderme est formé uniquement par le tégument

(fig. 3 : coupe transversale dans le spermoderme mûr).

Tégument : Ep. e. T. à cellules tabulaires, larges, à paroi

externe assez épaisse.

Tf. T. à quatre assises de cellules aplaties, à parois minces.

Ep. i. T. à cellules tabulaires présentant des épaississements

frangés assez larges.

Albumen à cellules à parois épaisses, cellulosiques.

Remarque. — L'absence de cristaux dans le Tf m. du péri-

carpe, l'existence d'assises distinctes pour ce Tf. m. et pour le

Tf e. du péricarpe, le nombre relativement élevé des assises

cellulaires composant de Tf i. ainsi que d'ailleurs l'ensemble

des caractères fournis par le spermoderme concourent à placer

le R. amplexicaulis dans le voisinage du R. platanifolius, ce qui

corrobore les données de la morphologie externe de ces plantes.

Toutefois l'espèce en cause se distingue de celte dernière par un

caractère important : le nombre particulièrement grand des

faisceaux qui parcourent le péricarpe. Entre les vingt-deux

espèces que j'ai examinées autrefois, une seule, le R. arvensis,

présente une vingtaine de faisceaux, deux en ont cinq {R. nemo-

rosus et R. Stevenï); les antres n'atteignent pas ce nombre et,

parmi elles, le R. platanifolius en compte trois, ce qui est le cas

le plus général.
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R. IIEDEIl&ACElIiSi L.

Au stade de la fleur épanouie, les parois de l'ovaire et roviile

ont absolument les mêmes structures chez cette espèce et la

suivante, que celles que j'ai déjà eu l'occasion de décrire pour

les parties correspondantes du B. divarkatus. Je puis donc me
borner à prier le lecteur de se reporter à ces descriptions (}) et

à donner ici les caractères des spermodermes et des péricarpes

mûrs de ces deux espèces.

Péricarpe mûr.

Ep. e. à cellules plus ou moins isodiamétriques, à paroi

externe épaisse revêtue d'une cuticule mince, formant une

assise se détachant facilement (fîg. \ : coupe transversale de

l'akène).

Tf. e. à trois assises de cellules assez grandes, parenchyma-

teuses, celles de l'assise externe au moins deux fois plus larges

que les autres, laissant entre elles et VEp. e. des méals assez

étendus dans le sens tangentiel.

Tf. m. à une assise de cellules petites, polygonales, à parois

minces, sans méats, non cristalligènes,

Tf. i. à trois assises de cellules polygonales, allongées longi-

tudinalement, à parois très épaisses, sclérifiées, abondamment

ponctuées. Le Tf. i. forme une couche dont l'ensemble produit

des ondulations vers l'extérieur.

Ep. i. à cellules sclérifiées, ponctuées, allongées tangentiel-

lement.

Faisceaux au nombre de deux.

Spermoderme.

Le spermoderme est formé aux dépens du tégument et du

nucelle.

(1) Loc. cit., pp. 70 et 73.
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Tégument : Ep. e. T. à cellules tabulaires écrasées, à paroi

externe légèrement épaissie.

17. T. à deux assises de cellules à parois minces, fortement

écrasées.

Ep. i. T. à cellules tabulaires, presque isodiamétriques, à paroi

interne pourvue d'épaississements frangés atteignant le tiers de

la hauteur des cellules.

NucELLE : Ep. N. à cellules cubiques, à parois minces,

écrasées.

Tf. iV. écrasé formant une lame nacrée.

Albumen aleurique, à cellules ayant des parois plutôt minces.

Remâuque. — Ces caractères rapprochent celte espèce du

R. divaricatus. Elle en diffère surtout par la nature du Tf. m-

du péricarpe et par le nombre d'assises du Tf. i. du même
organe.

R. FLUITAKS LaM.

Bien que les fruits que j'ai eu l'occasion d'observer ne fussent

pas complètement mûrs, tous les tissus, sauf VEp. i. T., étaient

suffisamment différenciés pour en déduire les caractères sui-

vants :

Péricarpe mûr.

Ep. e. à cellules allongées longitudinalement, à parois toutes

minces.

Tf. e. à deux assises de cellules parenchymateuses.

Tf. m. formé d'une assise de cellules non cristalligènes.

Tf. i. à quatre assises de cellules sclérifiées.

Ep. i. à cellules sclérifiées allongées tangentiellement.

Faisceaux au nombre de deux.

Spermoderme mûr.

Ce spermoderme est entièrement semblable à celui du

R. divaricatus, réserves faites quant aux caractères fournis par

VEp. i. T., dont les franges n'étaient pas encore visibles.
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Ce n'est donc que par le nombre des assises cellulaires

du Tf. i. du péricarpe que cette espèce diffère du R. divaricalus,

où il était de deux.

GENRE TRALITVETTEBIA

T. PALIIATA FiSCH. et Mey.

Chaque carpelle renferme un seul ovule anatrope, uni-

tégumenié, dressé et à raphé ventral (fig. 13 : coupe longitudi-

nale d'un carpelle d'une fleur épanouie; dessin d'ensemble).

Péricarpe.

Structure des parois de l'ovaire dans la fleur épanouie.

Cinq assises cellulaires dont chacune représente une des

régions du péricarpe : Ep. e., Tf. e., Tf. m., Tf.i., Ep. i. Des

stomates existent à 1'^,'/^. e. (fig. 14 : coupe transversale de la

paroi latérale d'un ovaire de fleur épanouie).

Structure du péricarpe à la maturité. '

Le nombre des assises cellulaires n'a pas changé (fig 17 :

coupe transversale dans le péricarpe d'un akène mûr).

Ep. e. à cellules à peu près isodiamétriques, assez grandes; à

paroi externe peu épaisse, les autres minces; vues de face par

l'extérieur, elles présentent des contours sinueux; des stomates;

pas de poils.

Tf homogène, formant un parenchyme méatique.

Ep. i. à cellules sclérifiées, allongées longitudmalement, à

contours sinueux (fig. 18 : une cellule de VEp. i. vue de face).

Faisceaux : Cinq faisceaux libéroligneux entourés d'une gaine

de cellules sclérifiées (flg. 16 : coupe transversale dans un akène

mûr; dessin d'ensemble).

Bien que monosperme, le fruit est déhiscent.
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Spermoderme.

Structure de l'ovule dans la fleur épanouie.

Tégument unique à six assises de cellules et formant un canal

micropylien très long (fig. 15 : coupe longitudinale dans un ovule

de fleur épanouie),

NucELLE : Ep. N. double au sommet.

Tf. iV. à un assise persistant au sommet. Sac embryonnaire

assez grand.

Spermoderme de la graine mûre.

Le spermoderme est uniquement formé par le tégument

{fig, 19 : coupe transversale du spermoderme mûr).

Tégument : Ep. e. T. à cellules isodiamétriques, assez grandes,

affaisées, à paroi externe assez épaisse,

Tf. T. à cinq assises de cellules parenchymateuses, méatiques,

dont les trois inîernes sont fortement écrasées et formées de

cellules plus petites.

Ep. i. T. à cellules tabulaires, à paroi interne épaissie, sans

franges.

Albumen aleurique.

Bien que je ne me sois pns donné pour mission d'examiner la

constitution des embryons, je ne puis me passer de profiter de

la coupe représentée à la figure 16 pour faire remarquer que

dans le Trautvelteria le plan des cotylédons ne coïncide pas avec

le plan de symétrie de la graine; il fait souvent avec lui un angle

de près de 30°. Une disposition analogue a été décrite chez les

Calycanthées (*).

(1) 0. LiGNiER, La graine et le fruit des Calycantkées . (Bull, de la Soc.

LiNN. DE Normandie, 4» sér., vol. V, 1891.)
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Note critique.

Tous ces caractères trahissent 1 étroite affinité qui unit le

genre Traiitvetteria au genre Oxygraphis (i); l'analogie est

aussi grande dans les péricarpes que dans les spernriodermes de

ces deux espèces. Dans les péricarpes, n'était l'existence de trois

assises cellulaires au lieu de deux à Tf. et de cinq faisceaux au

lieu de treize à quinze, les détails de structure sont identiques

et, de plus, on a affaire, de part et d'autre, avec des fruits

monospermes déhiscents. Dans les spermodermes, la consti-

tution fondamentale est la même; les différences sont des plus

secondaires et consistent pour le Trautvetleria en ce que le

tégument comprend une assise de plus, VEp. N. est double

au sommet au lieu d'être simple, le Tf. N. persiste en une

assise au sommet de l'ovule adulte au lieu de se résorber,

VEp. €. T. du spermoderme mûr est formé de cellules isodiamé-

triques et non tabulaires, toutes les assises du Tf T., au lieu

d'une seule, sont persistantes, ce qui rend le spermoderme de

Trautvetleria palniata plus épais que celui de VO Cyrnbalnriae.

Si l'on se rapporte à ce qui se passe chez les espèces d'autres

gerires, du Ranunculus notamment, on reconnaîtra qu'il y a lieu

de dire que ces différences sont tout au pins spécifiques.

Le Trautvetteria palmata est, parmi les Renoncu lacées, une

de celles dont la place a été le plus sujette à controverses. iVlise

d'abord au nombre des Cimicifuga (^), elle fut incorporée, en

même temps que toutes les espèces de ce genre, dans le genre

Actaea par De CandoUe (3). Fischer et Meyer (*) lui recon-

(1) Cf. H. LoNAY, loc. cit., p. 79.

(2) 3IICHAUX, Flora boreali americana. Paris, 1803, t. I, p. 316, et Bolani-

cal Magazine, pi. 1630.

(3) A»-P. De Candolle, Prodromus sijstematis naturalis regni vegetabilis,

t. I, p. 64.

(*) Fischer et JIeyer, Animadversiones bolanicae (Ann. des Sciences nat.

BOT., 2e sér., t. IV, p. 333), et Linnaea, t. X, 1835. Littérat., p. 79.
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mirent des caractères tels qu'ils en firent un genre à part sur la

place duquel ils ne voulurent passe prononcer catégoriquement,

mais où ils trouvèrent une certaine analogie avec les Ranun-

culus. Enfin, Prantl (') lui assigna la place qui lui revient,

immédiatement après le genre Oxygraphis, en se demandant s'il

ne conviendrait pas plutôt de l'y incorporer.

Certes, la stature de la plante, bien autrement développée que

celle des Oxygraphis, ses fleurs en corymbes, sans pétales, à

élamines longues et nombreuses la différencient nettement des

Oxygraphis et lui donnent même une ressemblance extérieure

avec les Thaliclrum. Mais on rencontre souvent de ces diffé-

rences entre diverses espèces d'autres genres, tels que Ranun-

culus et Anémone. Et l'étroite analogie des caractères fournis

par les organes séminaux, péricarpes et spermodermes, chez

VOxygraphis et le Traiitvetteria, est de nature à confirmer le

doute exprimé par Prantl au sujet de la valeur générique de

cette dernière espèce.

GENRE CÂLLIANTHEMUM

C. RBTIFOLIIJII C.-A. Mey.

Par suite de la pénurie des matériaux dont je disposais, j'ai

dû m'adresser à deux espèces différentes pour étudier les

organes séminaux à l'état adulte et à l'état de maturité. Le pre-

mier de ces stades a été observé dans la fleur épanouie du

C. kernerianum Fryn., tandis que les akènes, peu avant leur

maturité et ceux complètement mûrs, provenaient du C. ruti-

folium C. A. Mey.

Chaque carpelle ne possède qu'un seul ovule anatrope, bi-

tégumenlé, pendant et à raphé ventral; cet ovule est, en outre,

accompagné d'ovules rudimentaires se présentant sous forme de

(1) ENGLERund Prantl, DienaL. Pflanzenfamilien, III. Teil, 2. Abt., p.
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mamelons peu développés (fig. 4 : coupe longitudinale d'un

carpelle d'une fleur épanouie; dessin d'ensemble).

Péricarpe.

Slruclure de l'ovaire dans la fleur épanouie.

On y trouve environ neuf assises de cellules ; des stomates à

VEp. e.; pas de poils.

Structure du péricarpe à la maturité.

Quinze assises de cellules en moyenne (fig. 6 et 7 : coupe

transversale dans le péricarpe peu de temps avant la maturité).

Ep. e. à cellulea isodiaméiriques, à parois externe et interne

fortement épaissies; cuticule mince; des stomates; pas de poils

(lig. 8 : Ep. e. du péricarpe vu de face).

Tf. comprenant trois régions :

Tf. e. à environ sept assises de cellules parenchymateuses,

vides et complètement écrasées à la maturité, mais avant

cela, abondamment pourvues d'amidon;

Tf. m. consistant en une assise de cellules en général plus

petites, à parois minces;

Tf. i. formant un sclérenchyme à cinq assises de cellules

assez grandes, sans contenu, à parois épaisses.

Ep. i. à cellules sclérifiées, à parois épaisses, plus ou moins

allongées tangenliellement.

Faisceaux en nombre pair, communément seize, reliés par des

anastomoses obliques qui restent localisées dans le Tf. m. Le

faisceau apposé au faisceau médian (i\l) du carpelle est très

large. C'est lui qui fournit à l'ovule le faisceau du raphé (R)

(fig. 9 : coupe transversale d'un akène peu de temps avant la

maturité ; dessin d'ensemble).

Spermoderme.

Structure de l'ovule dans la fleur épanouie.

Les Callianthemum ou tout au moins le C. kernerianum pré-

sente au-dessus de l'ovule principal deux ou trois mamelons
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surmontant la cavité ovarienne (fig. 4, rud.) auxquels doit être

attribuée la valeur d'ovules arrêtés dès le début dans leur

développement. Ces rudiments d'ovules sont bien moins mar-

qués que chez les Adonis et à plus forte raison que chez les

Clematis (').

L'ovule principal présente l'organisation qui suit :

PitiMiNE à six assises de cellules.

Secondine à deux assises cellulaires.

Nl'celle : Ep. N. triple au sommet en dessous duquel le

77. J\. est résorbé.

Spermoderme de la graine mûre.

Dans la graine extraite d'un akène sec, les tissus du spermo-

derme sont fortement écrasés et, à part VEp. e. P., ils gonflent

trop imparfaitement au moyen des réactifs pour faire réappa-

raître leur structure primitive (fig. \\ : coupe transversale du

spermoderme mûr faite à sec et modérément traitée par la

potasse à chaud) (2). Pour observer celle-ci, il faut disséquer

une graine d'un akène fraîchement récolté.

Le spermoderme est formé aux dépens de la primine, de la

secondine et du nucelle (fig. 10 : coupe transversale du spermo-

derme presque mûr).

Primine : Ep. e. P. à cellules isodiamétriques, à paroi exierne

épaisse et bombée vers l'extérieur (fig. 10 et H et fig. 12 :

Ep. e. P. d'une graine mûre, vu de face).

Tf. P. à sept assises de cellules grandes, parenchymateuses,

les internes déjà écrasées.

Ep. i. P. à cellules à parois minces écrasées.

Secondine : Ep. e. S. à cellules seniblables aux précédentes.

Ep. i. S. à cellules tabulaires, à paroi interne un peu épaissie,

ne présentant pas de franges d'épaississement.

(1) Loc. cit. Cf. fig. 257, pi. XVIII, et fig. 7d, pi. VI.

(5) C'est cette réaction qui a donné les moins mauvais résultats.
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NucELLE : Ep. N. à cellules cubiques assez grandes, à parois

minces.

Tf. N. à une ou deux assises persistât; tes de cellules à patois

minces, écrasées.

Note critique.

On conviendra sans peine que tous ces caractères offrent une

singulière ressemblance avec ceux des parties correspondantes

des Adonis (*). La principale différence porte sur le sens dans

lequel se fait Tanatropie de l'ovule. Les autres, tout à fait secon-

daires, consistent surtout, pour le Callianthemum, dans l'absence

de poils à VEp. e. du péricarpe — encore celle-ci se consiate-

l-elle aussi chez VAdonis aestimlis — ; dans VEp. e. P. coloré en

brun et dont les cellules sont fortement bombées vers l'extérieur

et enfin dans la persistance du Tf. N.

De ces faits, il résulte, sembk-l-il, que ce genre doit être

rangé à côté des Adonis dans ce que j'ai nommé !a tribu des

Thalicirées (-).

Y a-t-il lieu de s'arrêter au caractère énoncé par PrantI (3) de

la manière suivante : « une graine se détachant latéralement de

la suture ventrale »? Je pense que non. Pour cet auteur, ce

caractère acquiert une énorme importance, puisque c'est là ce qui

l'amène à jeter le genre Callianthemum au milieu de sa tribu

des Helléborées, trop vaste à mon avis. Au surplus, il est tout

aussi admissible pour une foule d'autres plantes que les akènes

constituant leurs fruits ne sont que des fruits polyspermes et

déhiscents arrêtés dans leur développement. Il suffît, pour s'en

convaincre, de signaler non seulement pas mal d'autres Renon-

eulacées, mais les Crucifères et les Papilionacées notamment,

où l'on peut assister, en quelque sorte, à la réduction des

siliques et des gousses à l'état d'akènes, chez les Crambe, les

(1) Cf. loc. cit., p. 85.

C-) Loc. cit., p. Ii28.

(3) Engler und Prantl, Dienat. Pflanzenfamilicn, III. Teil, 2. AbL, p. 56.
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Onobrychis, les Trifolium, etc., en passant par des genres à

es|:èces oligospermes.

Quoi qu'il en soit, Pranil verse dans une profonde erreur; car

de même que nous l'avons signalé dans les genres Raniinculus,

Thalictrum et Clematîs (*), c'est en dessous du niveau où la

suture ventrale se manifeste qu'est inséré l'ovule. Comme dans

ces genres, il est attaché sur le bord ventral interne de l'espèce

de cupule qui résulte de l'invagination du mamelon carpellaire,

bord qui s'étend dans le sens horizontal. Qu'il soit inséré plus

ou moins en dehors du plan dorso ventral du carpelle, il n'y a

pas à le contester; mais cela n'implique nullement qu'il surgisse

d'un des bords longitudinaux de la suture ventrale formée par

le limbe carpellaire replié, comme semble l'admettre Prantl.

De son côté, Bâillon (2) affirme que les carpelles de Callian-

themum renferment primilivem«^nt deux ovules apparaissant côte

à côte. J'ai vainement recherché le fait dans le C. kernerianum

en suivant l'organogénie de ses carpelles, et n'ai retrouvé aucune

trace de l'existence d'un second ovule à côté de l'ovule principal,

trace qui eût dû être aperçue à coup sûr par la méthode des

coupes successives que j'ai appliquée à mes observations sur

l'akène presque mûr du C. rulifoHum.

Il ne reste donc rien des raisons invoquées pour éloigner les

Callianthemum des Adonis, et leur place se trouve à côté de ces

derniers dans la tribu des Thalictrées. Celte manière de voir est

d'ailleurs partagée par Bâillon lui-même (^) et surtout par

Beniham et Hooker (^), et plusieurs autres auteurs qui rangent

ces genres à côté l'un de l'autre dans leurs Gênera et Species.

Mais, chose curieuse, c'est que De Candolle, tout en désignant

le C. rutifolium comme une espèce du genre Rannnculus

{R. rutaefolius L.), lui trouve une analogie avec les Thalictrum

(1) H. LoNAY, loc. cit., pp. H, 23 et 30.

(2) H. Bâillon, Histoire des plantes, 1. 1, p. 50.

(3) Idem, loc. cit.

(^) Bentham et Hooker, Gênera Plantariim, 1862, t. I, p. 5.
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quand il dit : folia juniora lobis intus {ut in Thalictris) repli-

catis (1). Celte circonstance ne peut que favoriser le rapproche-

ment de cette espèce auprès des Thaiictrum.

GENRE XANTHORRHIZA

X. APIIFOLIA L'Hér.

Nous n'entrerons pas dans de trop longs détails au sujet de

l'organogénie du fruit si curieux de cette espèce. Il suffira

de savoir qu'après la fécondation, les carpelles biovulés subissent

dans la partie inférieure de leur région ventrale un accrois-

sement relativement beaucoup plus considérable que dans les

autres régions. Les ovules suspendus à la limite supérieure de

celte zone d'accroissement sont de ce fait reportés tout au-dessus

de la cavité ovarienne, tandis que le prolongement styliforrae

occupe à peu près le centre de la face dorsale du fruit.

On peut dire que chaque carpelle est biovulé, à ovules

anatropes bilégumenlés (fig. 20 : coupe longitudinale dans un

carpelle de fleur épanouie; dessin d'ensemble) ; les fruits sont

des follicules monospermes par suite de l'avortement de l'un

des ovules (fig. 22 : coupe longitudinale dans un carpelle

fécondé depuis quelque temps; dessin d'ensemble. On y voit la

dégénérescence d'un des ovules).

Péricarpe.

Slruclure de l'ovaire dans la fleur épanouie.

Une coupe transversale telle que celle de la figure 21 montre

cinq assises de cellules; il n'y a ni stomates ni poils.

[}) A. -P. De Candolle, Proiroinus sysieinatis naturalis regni vegetabilis,

1824, 1. I, p. 30.

2
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Structure du péricarpe à la maturité.

Six assises de cellules (fig. 24 : coupe transversale dans le

péricarpe peu avant la maturité).

Ep. e. à cellules un peu allongées longitudinalement, à con-

lours rectilignes, à paroi externe épaisse. Des stomates et des

poils courts, unicellulaires et pointus, assez rares, localisés

dans la région située au-dessus du niveau de l'insertion du

style.

Tf. à quatre assises de cellules parenchymateuscs méatiques.

Ep. i. à cellules fibreuses très allongées longitudinalement

(excepté dans la région située en dessous du style où elles le

sont horizontalement), à parois toutes épaisses, sclérifiées (fig. 25 :

une cellule de VEp. i. vue de face).

Faisceaux au nombre de trois : un médian (M) et deux laté-

raux (L) jamais reliés par des anastomoses (fig. 23 : coupe trans-

versale dans le péricarpe peu avant la maturité; dessin d'en-

semble).

Spermoderme.

Structure de l'ovule dans la fleur épanouie.

A cause de la protérandrie très marquée qui existe dans les

fleurs de X. apiifolia, ce stade comporte essentiellement deux

périodes :

1° Période de la puberté des élamines à laquelle on peut

donner comme étendue depuis l'épanouissement de la fleur

jusqu'à la chute des étamines.

Pendant cette période, l'ovule est encore réduit à l'état de

mamelon sans tégument, dans lequel on reconnaît la cellule

mère du sac embryonnaire (fig. 26 : coupe longitudinale d'un

ovule pendant la première période de la fleur épanouie), et le

prolongement styliforme du carpelle est recourbé en avant;

2° Période de la puberté des carpelles pendant laquelle les

styles se sont redressés et dont la fin est indéterminable, à moins
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qu'on ne veuille admetlre comme telle la chute des pétales et

des sépales. Dès ce moment aussi commence le développement

en hauteur de la partie inférieure de la région ventrale (fig. 22).

Pbimine à quatre assises de cellules.

Secondine à deux assises.

NucELLE : Ep. N. simple au sommet.

Tf. N. à plusieurs assises.

Spermoderme de la graine mûre.

Le spermoderme est formé aux dépens de la priniine, de la

secondine et du nucelle (fig. 27 : coupe transversale dans une

graine peu avant la maturité, dessin d'ensemble; fig. 28 : détails

de la coupe précédente; fig. 29 : coupe transversale du spermo-

derme mùr),

Primine : Ep. e. P. à cellules assez hautes, un peu allongées

longiiudinalement, à paroi externe très épaisse, de même que le

quart externe des parois latérales; cuticule très distincte; le reste

des parois latérales et les parois internes minces (fig. 50 : por-

tion de r^'p. e. P. vu de face).

Tf. P. à deux assises parenchymateuses, écrasées.

Ep. L P. à cellules à parois minces, écrasées.

Secoindine : Ep. e. S. à cellules écrasées.

Ep. i. S. à cellules tabulaires, à paroi interne épaisse, pourvues

de franges d'épaississement atteignant les deux tiers de la hau-

teur des cellules (fig. 31 : portion de VEp. i. S. vu de face).

Nucelle : Ep. N. persistant, à cellules carrées, à parois minces.

Albumen à contenu aleurique.

Note critique.

Les caractères anatomiques fournis par le péricarpe et sur-

tout par le spermoderme font ressortir davantage les ressem-

blances dont Bâillon (i) a signalé l'existence entre VAquilegia et

(1) H. Bâillon, loc. cit., p. 6.
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le Xanthorrhiza. Certes, à les prendre isolément, ils ne constitue-

raient pas un argument bien décisif en faveur de l'opinion de

cet auteur. L'un des caractères les plus remarquables du Xan-

thorrizha consiste dans la direction longitudinale des fibres de

VEp. i. du péricarpe. Ce fait ne se retrouve dans aucun des

genres de la tribu des Helléborées dans le sens restreint que je

lui ai assigné ailleurs (i). Cependant, cette anomalie n'est qu'ap-

parente si l'on se rappelle que le sommet organique du fruit est

rejeté sur le côté et est dominé par la région ventrale qui occupe

l'extrémité distale du grand axe de l'organe. Il en résulte que

les fibres de VEp.i. du péricarpe sont toujours dirigées trans-

versalement par rapport à la suture ventrale, tout au moins dans

sa partie la plus ancienne, qui est seule active, c'est-à-dire qui

est seule capable de s'ouvrir par déhiscence.

Selon Leclercq du Sablon (2), celle-ci est provoquée, d'une

manière générale, par la présence d'éléments allongés suivant

le sens de l'ouverture du fruit et qui se trouvent le long des

deux côtés du plan de déhiscence. Souvent, d'après cet auteur,

ce sont les éléments des faisceaux libéroligneux latéraux (L) qui

seuls concourent à cet efîet. D'un autre côté, sans en conclure

que l'épaississement des parois cellulaires soit une condition sine

qua non, il affirme qu' « un tissu de fibres ou de cellules se

contracte d'autant plus que les parois cellulaires sont plus

épaisses (3) n. Or, dans le cas du Xanthorrhiza, les faisceaux

qui courent le long de la suture ventrale ont des éléments peu

nombreux, à peine différenciés et à parois minces. D'ailleurs j'ai

toujours constaté que, dans tous les fruits déhiscents, il existait au

moins une assise de cellules fibreuses à parois épaisses, allongées

(1) H. LoNAY, loc. cit., p. 129. Il y a lieu de faire observer qu'une erreur

s'est glissée dans le texte à la page 97 de ce travail : chez le Trollius, les

cellules de VEip. i. du péricarpe sont allongées tangentiellement et non lon-

gitudinalement. C'est ce qui ressort clairement d'ailleurs des explications

données à la page 161 ibid.

Ç') Leclercq du Sablon, Recherche sur la déhiscence des fruits à péricarpe

sec. (Ann. des Sciences nat., Botanique, 6*^ sér., t, XVIII.)

(3) Loc. cit
, p. 24.
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transversalement ou du moins très obliquement par rapport au

plan de la déhiseenee, qui certainement ne doivent pas être

étrai)gères à ce dernier phénomène.

Au surplus, comme obj( ciion topique à la ihèse soutenue par

Leclerq du Sablon, je pourrais invoquer le cas des fruits aké-

noïdes de plusieurs Ranunculus, où l'on constate la présence de

couches puissantes de fibres longitudinales à parois épaisses,

ain«i que des lignes de suture à la région ventrale, et qui restent

parfaitement indéhiscents.

Le cas du fruit si curieux de Xanthorrhiza rentre donc dans

la généralité. Seulement son organisation est telle qu'au lieu de

s'ouvrir en long comme une follicule ordinaire, il s'ouvre à son

sommet comme une capsule denticide, par exemple, ce qui a

évidemment pour effet de ménager, pour une même fleur, une

dissémination successive des graines qu'elle engendre en si petite

quantité.

Quant au spermoderme, la nature de son Ep. e. P. fait ren-

trer la graine du Xanthorrhiza dans le groupe à graines lisses

des Helléborées s. s. et, plus spécialement encore, met ce genre

tout à côté des Aquilegia.

Par VEp. i. S., le Xanthorrhiza se sépare nettement des

genres Actaea, Cimicifuga et Pœonia, qui forment la tribu des

Pœoniées, dans laquelle il fut longtemps classé (i).

Ces trois genres présentent, à cette assise, des cellules plus ou

moins épaissies et munies généralement de ponctuations fusi-

formes allongées perpendiculairement au sens de l'aplatisse-

ment ("^). Des Ep. i. S. munis de cellules frangées existent, au

contraire, chez la plupart des Helléborées.

WEp. N. simple au sommet est encore un caractère commun

au Xanthorrhiza et à VAquilegia, et n'existe pas chez la plupart

des Pœoniées.

J'esiime donc qu'il y a lieu de placer le genre Xanthorrhiza

immédiatement avant VAquilegia.

(1) A.-P. De Candolle, loc. cit, p. 65.

(2) H. LoNAY, loc. cit., p. 115, et fig. 174, 17o, 177 et 331.



( -^2 )

GENRE COPTIS .

COPTIS TRIFOI.1A SalISB.

De ce genre, deux espèces oni fleuri au Jardin botanique de

Liège. Ce sont le C. trifolia Salisb. et le C. brachypetala S. elZ.;

mais seule la première a donné des fruits mûrs.

L'aire de dispersion de ces deux espèces est très différente :

le C. trifolia se trouve répandu, suivant Tasseriion de PrantI (•),

dans le domaine arctique et subarctique (Russie moyenne, Japon,

Amérique du Nord). Franchet {^) lui accorde une dispersion

moins étendue; selon lui, le C. trifolia ne se trouverait qu'en

Mandchourie et au Japon. Dans tous les cas, il semble acquis

que ce soit l'espèce la plus répandue du genre. L'autre espèce

n'est signalée par Francbet qu'au Japon.

Cet auteur serait assez porté à réunir en un seul genre les

Isopyrum et les Coptis. Nous verrons si cette manière de voir,

fondée sur l'organisation florale, se vérifie par l'examen compa-

ratif de la structure du péricarpe et du spermoderme.

Les Coptis ont l«s carpelles muliiovulés; les ovules anatropes

bitégumentés, la graine albuminée à surface lisse.

Péricarpe.

Structure des parois de l'ovaire dans la fleur épanouie.

Six assises (C. brachypetala) ou sept ou huit assises de cel-

lules {C. trifolia).

Ep. e. à cellules à peu près isodiamétriques, à paroi externe

épaisse. Des stomates; pas de poils.

Tf. à quatre [C. brachypetala) ou cinq ou six assises de cel-

lules (C. trifolia) laissant entre elles de petits méats.

Ep. i. à cellules tabulaires très larges.

(1) Engleu und Pranïl, loc. cit., p. 58.

(2) Franchet, Isopyrum et Coptis, leur distribution géographique. (Journal

DE Botanique, 1897.)
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Structure du péricarpe à la maturité.

Le nombre des assises cellulaires n'a pas augmenté (fig. 33,

C. trifolia : coupe transversale dans une follicule presque mûre).

Ep. e. à cellules un peu tabulaires, à contours sinueux quand

on les voit de face (fig. 34 : Ep. e. vu de face), à paroi externe

épaisse, les autres minces, contenant des sphéro-cristaux (fig. 33 :

un sphéro-cristal isolé); des stomates; pas de poils.

Tf. à cinq ou six assises de cellules parenchymateuses, les

internes plus écrasées que les externes.

Ep. i. à cellules allongées longiludinalement ou un peu obli-

quement, à parois épaisses, ponctuées^ à contours assez sinueux

quand on les voit de face (fig. 56 : Ep. i. vu de face).

Faisceaux : Trois (C. trifolia) ou cinq [C. brachypetala ; fig. 32 :

coupe transversale dans un ovaire de fleur épanouie, longitudi-

nale dans l'ovule; dessin d'ensemble).

Spermoderme.

Structure de l'ovule dans ta fleur épanouie.

Primine à cinq (C trifolia; fig. 37 : coupe longitudinale d'un

ovule de fleur épanouie) ou six {C. brachypetala, fig. 52) assises

cellulaires.

Secondine à deux (C. trifolia) ou trois assises (C. brachypetala).

NucELLE : Ep. N. double au sommet.

Tf. iV. présentant au sommet deux assises de cellules (C. tri-

folia) ou résorbé (C. brachypetala).

Sac embryonnaire assez petit dans le C. trifolia, plus grand

dans l'autre espèce.

Spermoderme de la graine mûre.

Le spermoderme procède de la différenciation de la primine,

de la secondine et de quelques restes du nucelle (fig. 38 : coupe

transversale dans le spermoderme à la maturité).
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Primine : Ep. e. P. à cellules assez hautes et allongées longi-

tudinalement, à paroi externe trôs épaisse, ainsi que la moitié

externe des parois latérales, formant ainsi des épaississements

en fer à cheval colorés en brun jaunâtre assez prononcé; le reste

des parois latérales ainsi que les parois internes sont minces

(fig. 39 : Ep. e. P. vu de face).

Tf. P. différencié en deux couches : i° une assise hypoder-

mique dont presque toutes les cellules ont des parois épaisses

et ne sont pas écrasées; 2° cellules à parois minces, disposées en

trois ou quatre assises de plus en plus écrasées vers l'intérieur.

Ep.i. P. à cellules à parois minces écrasées.

Secondine : Ep. e. S. à cellules écrasées.

Ep. i. S. à cellules tabulaires présentant, à la paroi interne, des

franges d'épaississement jusqu'à mi-hauteur des cellules (fig. 40 :

Ep. i. S. vu de tace).

NucELLE à deux assises persistantes, écrasées.

Albumen à cellules à parois peu épaissies, à contenu aleurique.

Note critique.

De tous ces caractères, il résulte que le Coptis diffère beau-

coup de VIsopyrum. Tandis que, comme nous l'avons démontré

autrefois (i), l'anatomie des organes séminaux de ce dernier

genre tend à le rapprocher des Delphinmm, le Coptis avec ses

graines lisses et les diverses particularités de son spermoderme,

ainsi qu'en raison de la structure de son péricarpe, se rapproche

infiniment plus du groupe des Helléborées s. s. et plus particu-

lièrement de VAquilegia par son Ep. e. P., et du Caltha par son

péricarpe et les autres parties du spermoderme. Sa place se

trouve donc entre ces deux genres.

Ces conclusions sont donc un argument pour maintenir séparés

les genres Isopyrum et Coptis.

(1) H. LoNAY, loc. cit., p. 101.
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GENRE ACTINOSPORA (?)

A. DAHIJRICA TuRCZ.

Carpelle multiovuié; ovule anatrope bilégunaenlé; graine

albuminée.

Péricarpe.

Slritclure des parois de l'ovaire dans la fleur épanouie.

Six assises de cellules (fig. 41 : coupe transversale dans un

ovaire de fleur épanouie).

Ep. e, à cellules isodiamétriques à paroi externe un peu

épaissie; poils de deux sortes : les uns courts et renflés en

ampoule (fig. 4t), les autres plus longs, plus ou moins cylin-

driques, recourbés (fig. 42 : un poil cylindrique recourbé de

XEp. e.); des stomates.

T(. constituant un parenchyme homogène, méatique.

Ep. i. à cellules un peu allongées tangentiellement, à parois

externe et interne un peu épaissies.

Structure du péricarpe à la maturité.

Péricarpe parcheminé, le fruit étant une follicule.

Six ou sept assises de cellules (fig. 44 : coupe transversale

du péricarpe mûr).

Ep. e. à cellules plus ou moins tabulaires, à paroi externe

épaisse, à paroi interne un peu épaissie aussi, mais à parois laté-

rales minces.

Tf. à quatre assises de cellules de forme irrégulière, à parois

assez minces, laissant entre elles de larges méats, rappelant

quelque peu le parenchyme spongieux des feuilles.

Ep. i. à cellules assez allongées dans le sens tangentiel, à

parois fortement épaissies, les latérales montrant de nombreuses

ponctuations.

2.
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Faisceaux au nombre de neuf, disposés comme suit :

L i i' i' M ^' i' i L (fig. 43 : coupe transversale d une follicule

mûre; dessin d'ensemble). Tous les i et i' se terminent en se

bifurquant au préalable et en se jetant dans les faisceaux voisins.

Les i envoient en outre vers les L des anastomoses très allon-

gées; les L et le M se terminent librement, celui-ci d'abord, les

L un peu plus haut.

Spermoderme.

Structure de l'ovule dans la fleur épanouie.

PfliMiNE à trois ou quatre assises de cellules (fig. 45 : coupe

longitudinale d'un ovule de fleur épanouie).

Secondine à deux assises cellulaires.

NucELLE : Ep. N. simple au sommet.

Tf. N. résorbé au sommet.

Spermoderme de la graine mûre.

Spermoderme formé aux dépens de la primine, de la secon-

dine et du nucelle (fig. 46 : coupe transversale d'une graine

mûre ; dessin d'ensemble).

Primine (fig. 47 : coupe transversale de la primine de la graine

mûre dans la région dorsale; fig. 48 : idem dans la région laté-

rale ailée).

Ep. e. P. irrégulièrement palissadique; cellules d'inégale hau-

teur, quelques-unes parfois assez basses, à parois externe et laté-

rales épaisses (fig. 47), d'autres très hautes, dont la base très

large, en forme de selle, embrasse la moitié du contour d'une

grande lacune qui s'est formée en dessous de chacune de ces

cellules, aux dépens de méats situés entre les cellules de l'assise

externe du Tf. P. et celles de VEp. e. P. (fig. 48). Ces hautes

cellules sont disposées aux deux extrémités du plan diamétral

de la graine perpendiculaire à celui qui passe par le faisceau du

raphé. Elles s'étendent tout le long de la graine suivant ces deux

lignes opposées et forment ainsi deux ailes dont l'action, s'ajou-



( 27 )

tant à celle des lacunes sous-jacentes pleines d'air, contribue à

faire de ces graines de véritables aéroplanes minuscules, que le

vent peut transporter très loin.

Tf. P. de deux à quatre assises de cellules parenchynnateuses

à grands méats.

Ep. i. P. à cellules tabulaires à parois un peu épaissies dans

les régions ventrale et dorsale (fig. 47), minces dans les régions

latérales (fig. 4-8).

Secondine (fig. 49 : coupe transversale de la secondine de la

graine mûre) : Ep. e. S. à cellules tabulaires à parois un peu

épaissies, plus plates et plus larges que celles de VEp. i. P. et

fortement écrasées dans la graine mûre.

Ep.i.S. à cellules tabulaires moins écrasées, plus ou moins

larges et moins plates que les précédentes et à parois latérales

munies de ponctuations fusiformes allongées suivant le sens de

la hauteur des cellules.

NucELLE (fig. 50 : coupe transversale dans le nucelle et l'al-

bumen de la graine mûre) : Ep. N. à cellules isodiamétriques, à

parois minces et très sinueuses sur la coupe transversale, visible

seulement après l'action prolongée des réactifs.

Tf. N. à une ou deux assises de cellules persistantes, à parois

minces fortement écrasées.

Albumen à cellules assez grandes, à contenu aleurique.

Note critique.

En comparant ce qui précède avec la description que nous

avons faite ailleurs (*) des organes similaires du Cimicifiiga

racemosa EU., nous sommes obligé de conclure que VAclino-

spora dahvrica est simplement une espèce de Cimicifuga . et nous

devons rejeter l'existence du genre Âctinospora. Celui-ci fut créé

en 185S (^) pour des plantes ayant le port des Âctaea, mais dont

les caractères, fondés sur la conformation des fleurs et des fruits.

(1) H LoNAY, loc. cit., p. 115.

(2) Fischer et Meyer, loc. cit.
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doivent, eux aussi, les faire considérer comme formant une

espèce du genre Cimicifuga. Ce dernier, admis par Linné, fut

incorporé par De CandoUe (i) au genre Aclaea; mais Benlham

et Hooker (2) se rangèrent au parti de Linné et établirent trois

sous-genres de Cimicifuga : Macrotijs, Pilyrosperma et Acli-

nospora. Enfin Engler et Prantl (^) ont réintégré les Cimicifuga

parmi les Aclaea, où ils reconnaissent deux sous-genres : Euac-

taea et Cimicifuga; mais pour ce faire, ils ont démembré l'ancien

genre Cimicifuga, en lui enlevant, pour le meltre au nombre

des Euaclaea, le Cimicifuga racemosa Eli. (Bofrophis actaeoides

Rafîn), qui à lui seul formait le sous-genre Macrotys de Benlham

et Hooker. J'ai peine à adopter la manière de voir d'Engler et

Prantl pour ce dernier point; car je pense que le caractère fourni

par la nature du fruit est, chez les Renonculacées en particulier,

beaucoup plus constant et partant beaucoup plus important que

celui de la corolle ou des staminodes qui est si variable. D'ail-

leurs, j'ai cru moi-même devoir maintenir, dans mon premier

mémoire (^), le genre Cimicifuga.

(1) A.-P. De Gandolle, loc. cit., p. 64.

(2) Bentham et Hooker, loc. cit.

(3) Engler und Prantl, loc. cit., p. o9.

(*) H. Lonay, ioc. cit., p. 145.



RÉSUMÉ ET CONCLUSIONS

Les recherches qui précèdent ne font que me confirmer dans

l'opinion que j'ai émise autrefois (i) sur l'importance du îôle de

ranatomie des péricarpes et spermodermes au point de vue de

la systématique pure. Je puis même renforcer celte opinion en

disant que, dans bien des circonstances oîi un doute s'élève quant

à la place à assigner à tel ou tel genre dans le système, l'étude

histologico-anatomique des organes précités décidera presque à

coup sûr de la question : les cas du Traulvetteria palmata Fisch.

et Mey. et surtout du Callianthemum rutifoHum C.-A, Mey. en

sont des exemples frappants.

Bien plus, et j'en ai déjn fait la remarque dans mes premières

recherches, les affinités spécifiques se révèlent, on ne peut mieux,

dans ce domaine d'investigations. Ce fait s'affirme surtout si, au

moyen des tableaux dichotomiques que j'ai dressés à l'occasion

de ces premières recherches {^), on se demande quelle place on

doit assigner aux genres, puis aux espèces dont l'examen fait

l'objet du présent travail. On verrait ainsi, de toute évidence,

que le Traulvetteria palmata vient se fixer tout à côté de YOxy-

graphis, que le Callianthemum a sa place marquée tout près de

VAdonis, que le Xanthorrhiza et les Coptis doivent venir se

ranger dans le voisinage des Aquilegia ou des Caltha, et que

VActinospora ne fait qu'un avec les Cimicifuga.

0) H. LoNAY, loc. cit., p. 132.

(2) Idem, p. 133.
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Au point de vue des espèces, il ressort toul aussi clairement

de l'élude qui précède que le Ranunculus amplexicaulis L. est

très voisin du R. platanifolîus L., et la comparaison entre les

R. divaricatus Schrk,, R. fluitans Lam. et R. hederaceus L. peut

servir de pierre de touche pour la valeur à donner à l'examen

anatomique des péricarpes et des spermodermes au point de vue

de la distinction des espèces. En effet, ces trois espèces offrent

entre elles beaucoup de ressemblances; mais les deux premières

présentent incontestablement beaucoup plus d'affinité entre elles

qu'avec le R. hederaceus, ce qui n'a rien d'étonnant puisqu'elles

ont toutes deux été longtemps considérées comme de simples

variétés du R. aqualilis L.



PLANCHES

ABREVIATIONS EMPLOYÉES DANS LES FIGURES.

ac.
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EXPLICATION DE LA PLANCHE I.

Rammculus hederaceus L.

FiG. 1. — Coupe transversale du péricarpe, peu de temps avant la matu

rite de l'akène.

Ranuncuhis awplexicaiilis L.

F[G. 2. — Coupe transversale pratiquée vers le milieu du péricarpe d'un

akène mûr. Dessin d'ensemble.

FiG. 3. — Coupe transversale dans le spermoderme mûr après l'action de

la potasse.

Callianthemum Kernerianiim Fryn.

FiG. 4 - Coupe longitudinale d'un carpelle d'une fleur épanouie. Dessin

d'ensemble.

FiG. 5. - Coupe transversale dans un carpelle de tlevT épanouie. Dessin

d'ensemble.

Cnllianlhemum rutifolium C.-A. Mey.

FiG. 6. — Coupe transversale dans le péricarpe peu de temps avant la

maturité. Région externe.

Même coupe. Région interne.

Ep. e. du péricarpe vu de face.

Coupe transversale d'un akène peu de temps avant la maturité.

Dessin d'ensemble.

- Coupe transversale du spermoderme presque mûr.

- Coupe transversale du spermoderme mûr, faite à sec et modé-

rément traitée par la potasse à cliaud.

FiG. 12. — Ep. e. P. d'une graine mûre vu de face.

Tratitvetteria palmata Fisch. et Mey.

FiG. 13. — Coupe longitudinale d'un carpelle d'une tleur épanouie. Dessin

d'ensemble.

FiG. 14. — Coupe transversale de la paroi latérale d'un ovaire de fleur

épanouie.

FiG. 15. — Coupe longitudinale dans un ovule de fleur épanouie.

FiG. 16. — Coupe transversale dans un akène mûr» Dessin d'ensemble.

FiG. 17. — Coupe transversale dans le péricarpe mûr.

FiG. 18. — Une cellule de VEp. i. du péricarpe vue de face.

FiG. 19. — Coupe transversale du spermoderme mûr.

Xanthorrhiza apiifolia L'Hér.

FiG. 21. — Coupe transversale dans un carpelle de fleur épanouie. Dessin

d'ensemble.

FiG.



H^-ac. I.onay ad nut. del. Luit . J.L ôoffart Bruxelles .

Genres : Ranunculus (1-3)

Callianthemum (4-12)

Trautvetteria (13-19)

Xaiithorrhiza (2\ )







Hyac. Lonay ad nat. del. LUkJ.L.Oofffirt^ BrujcelUs

Genres : Xanthorrhiza (20-31)

Coptis (32-40)

Actinospora (41-50)
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EXPLICATION DE LA PLANCHE II.

Xantliorrkim apiifolia L'Hér.

FiG. 20. — Coupe longitudinale dans un carpelle de tleur épanouie. Dessin
d'ensemble.

FiG. 21. — Voir planche I.

FiG. 22. — Coupe longitudinale dans un carpelle fécondé depuis quelques
jours. Dessin d'ensemble.

FiG. 23. — Coupe transversale dans le péricarpe peu avant la maturité.

Dessin d'ensemble.

FiG. 24. — Détails de la coupe jtrécédente.

FiG. 25. — Ep. i. du péricarpe : une cellule vue de face.

FiG 26. — Coupe longitudinale d'un ovule de fleur épanouie, pendant la

première période.

FiG. 27 — Coupe transversale dans une graine peu avant la m.dturité.

Dessin d'ensemble.

FiG. 28. — Détails de la coupe précédente.

FiG. 29. — Coupe transversale du spermoderme mûr.
FiG. 30. — Ep. e. P. vu de face.

FiG. 31. — Ep. i. S. vu de face.

Coptis brackypetala S. et Z.

FiG. 32. — Coupe transversale dans un ovaire de tleur épanouie, longitu-

dinale dans l'ovule. Dessin d'ensemble.

Coptis trifolia Salisb.

FiG. 33. — Coupe transversale dans le péricarpe presque mûr.
FiG. 34. —. Ep. e. du péricarpe vu de face.

FiG. 3o. - Un sphérocristal extrait d'une cellule de VEp. e. du péricarpe.

FiG. 36. — Ep. i. du péricarpe vu de face.

FiG. 37. — Coupe longitudinale d'un ovule de tleur épanouie.

FiG. 38. — Coupe transversale dans le spermoderme d'une graine mûre.

FiG. 39. - Ep. e. P. vu de face.

FiG. 40. — Ep. i. S. vu de face.

Actinospora dahurica Turcz.

FiG. 41. — Coupe transversale dans un ovaire de tleur épanouie.

FiG. 42. — Poil cylindrique recourbé de VEp. e. de l'ovaire.

FiG. 43. — Coupe transversale d'une follicule mûre. Dessin d'ensemble.

FiG. 44. — Détails de la coupe précédente.

FiG. 4.5. — Coupe longitudinale dans un ovule de fleur épanouie.

FiG. 46. — Coupe transversale d'une graine mûre. Dessin d'ensemble

Fn. 47. — Coupe transversale de la'primine de la graine mûre dans la

région dorsale.

FiG. 48. — 3Iême coupe, région latérale.

FiG. 49. — Coupe transversale de la secondine de la graine mûre.

FiG. 50. — Coupe transversale du nucelle et de l'albumen de la graine

mûre.
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