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LA LANGUE
DES CALCULS.

Objet de cet Ouvrage*

Tou t e langue est une méthode analytique,

et toute méthode analytique est une langue.
Ces deux vérités, aussi simples que neuves,
ont été démontrées; la première, dans ma
grammaire; la seconde, dans ma logique;
et on a pu se convaincre de la lumière
quelles répandent sur l’art de parler et sur
l’art de raisonner, qu’elles réduisent à un
seul et même art.

Cet art est d’autant plus parfait, que les
analyses se font avec plus de précision; et
les analyses atteignent à une précision d’au-
tant plus grande

,
que les langues sont

mieux faites.

Les langues ne sont pas un ramas d’ex-
pressions prises au hasard

, ou dont on ne
se sert que parce qu’on est convenu de s’en
servir. Si fusage de chaque mot suppose

i



2 LA LANGUE
une convention, la convention suppose une

raison qui fait adopter chaque mot
,

et

l'analogie, qui donne la loi, et sans laquelle

il seroit impossible de s’entendre ,
nè permet

pas un choix absolument arbitraire. Mais,

parce que différentes analogies conduisent

à des expressions différentes ,
nous croyons

choisir, et c’est une erreur : car plus nous

nous jugeons maîtres du choix, plus nous

choisissons arbitrairement, et nous en choi-

sissons plus mal.

Les premières expressions du langage

d’action sont données par la nature, puis-

qu’elles sont une suite de notre organisa-

tion : les premières étant données ,
l’ana-

logie l'ait les autres, elle étend ce langage;

peu-à-peu il devient propre à représenter

toutes nos idées de quelque espèce qu’elles

soient.

La nature qui commence tout
,
com-

mence le langage des sons articules ,
com-

me elle a commencé le langage d action;

et l’analogie qui achève les langues ,
les

fait bien, si elle continue comme la nature

a. Commencé.

L’analogie est proprement un rapport
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de 1 csscmblancc : clone une chose peut être

exprimée de bien des manières
,
puisqu’il

n’j en a point qui 21e ressemble à beaucoup
d’autres.

Mais différentes expressions représentent
la même chose sous des rapports différons

,

et les vues de l’esprit, c’est-à-dire, les rap-
ports sous lesquels nous considérons une
chose, déterminent le choix que nous de*-

vons faire. Alors l’expression choisie est cO
qu’on nomme le terme propre. Entre plu-
sieurs

,
il y en a donc toujours une qui

mérite d’être préférée; et toutes nos langues
serment également bien faites, si on avôit
toujours su choisir.

Mais, parce que nous nous contentons
de savoir à-peu-près ce que nous voulons
dire, et que nous nous embarrassons moins
encore de savoir ce que les autres disent,
nous parlons avec des expressions qui sont
a peu-pi es celles qui nous conviennent, et
nous permettons aux autres de parler avec
celles qu’il leur plaît d’employer, pourvu
seulement qu’elles aient dans le son quelque
ressemblance ou' analogie avec les nôtres,
îsous avons, à cet égard, les uns pour les
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autres une indulgence singulière. Telles

sont les langues que lait l’usage ,
cet usage

que les grammairiens regardent comme un

législateur, et qui n’est cependant que la

manière de parler la plus généralement

reçue chez un peuple ou chez une populace

dont les individus ne s’occupent guères de

ce qu’ils disent. Je dis populace; parce

qu’il faut mettre dans, cette classe tous ceux

qui ne savent pas dire avec précision ce.

qu’ils veulent dire ,
fussent-ils gens de bonne

compagnie, ou meme philosophes.

Lorsqu’un peuple choisit mal les analo-

gies ,
il fait sa langue sans précision et sans

goût
,
parce qu’il défigure ses pensées par

des imagps qui ne leur ressemblent pas, ou

qui les avilissent. Sa langue se fait mal, i

par la même raison qu’on parle mal dans
j

une langue bien faite
,
lorsqu on ne saisit I

pas l’analogie qui donnerait le terme propre.

Or dans nos langues vulgaires, dans la

nôtre, le choix des expressions a été souvent
(

fait d’après des analogies si foibles ,
si va- !

gués, si disparates, et quelquefois avec si

peu de goût, qu’on serait tenté de croire:!

quelles ont été faites comme au hasard..
||
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En effet, elles avoient été presque achevées

par des barbares sans discernement, lors-

qu’elles ont été remaniées par des hommes
de génie

,
qui ne pouvoient parler que

comme on parloit. Us ont perfectionné la

langue, en lui donnant leur caractère x

mais il ne leur a pas été possible de la

purger de tous ses vices.

C est cet arbitraire qu’on croit voir dans
les langues qui a jete dans l’erreur que
1 usage les fait comme il veut

, et les gram-
mairiens nous ont donne ses caprices pour
des lois. Mais ce qu’ils prennent pour ca-
price, n est

,
de la part des peuples, qu’i-

gnoiance
, déiaut de jugement et mauvais

goût. Car, lorsqu’ils choisissent mal, ce
n est pas qu ils choisissent sans raison

,

c’est que la raison qui les devrait déterminer
lie s’offre pas à eux

,
et ne peut s’y offrir.

Voilà les barbares qui ont fait les langues
modernes.

Le choix des mots est arbitraire ! une
des conséquences de cette erreur, c’est que
le goût n’est qu’un caprice lui-même, c’est
que les beautés de style ne sont que des
beautés de convention; et qu’il n’auroit
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tenu qu’à nous de trouver Pradon supérieur

à Racine. Il n’est pas étonnant qu’au ha-

sard d’être absurdes
, nous mettions de

l’arbitraire dans nos opinions
,
quand nous

en mettons dans notre langage.

Les langues sont d’autant plus impar-

faites, qu’elles paraissent plus arbitraires :

mais remarquez qu’elles le paraissent moins

dans les bons écrivains. Quand une pensée

est bien rendue
,
tout est fondé en raison

,

jusqu’à la place de chaque mot. Aussi

sont-ce les hommes de génie qui ont fait

tout ce qu’il y a de bon dans les langues;

et, quand je dis les hommes de génie }

je n’exclus pas la nature dont ils sont les

disciples favoris. .

L’algèbre est une langue bien faite, et

c’est la seule : rien n’y paraît, arbitraire.

L’analogie qui n’échappe jamais, conduit

sensiblement d’expression en expression.

L’usage ici n’a aucune autorité. Il ne s’a-

git pas de parler comme les autres, il faut

parler d’après la plus grande analogie pour

arriver à la plus grande précision
;
et ceux

qui ont fait cette langue, ont senti que la

simplicité du style en fait toute l’élégance ;
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vérité peu connue dans nos langues vul-

gaires. .
.

Dès que l’algèbre est une langue que l’a-

nalogie fait, l’analogie, qui fait la langue-,

fait les méthodes : où plutôt la méthode
d’invention n’est. que l’analogie même.

D’analogie : voilà donc à quoi se rédui-t

tout l’art de raisonner, comme tout l’art de
parler; et dans ce seul mot, nous voyons
comment nous pouvons nous •instruire des

.découvertes des autres, et comment nous
en pouvons faire nous-mêmes. Les enfants

n’apprennent la langue, de leurs pères, que
.parce qu’ils en sentent de bonne heure l’a-

najojie : ils se conduisent naturellement
d api es cette méthode, qui est bien plus à
leur portée que toutes les autres. Faisons
commç eux, instruisons-nous d’après l’ana-
logie, et toutes les sciences nous devien-
dront aussi faciles qu’elles peuvent l’être.

Car enfin, l’homme .qui paroît le moins
propre aux sciences, est au moins capable
d apprendre des langues. Or une science
bien traitée n’est qu’une langue bien faite.

Les mathématiques sont une science bien
traitée, dont la langueest l’algèbre. Voyous
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donc comment l’analogie nous fait parler

dans celte science, et nous saurons comment
elle doit nous faire parler dans les autres.

Voilà ce que je me propose. Ainsi les ma-

tliematiques, dont je traiterai
,
sont dans

cet ouvrage un objet subordonné à un objet

bien plus grand. Il s’agit de faire voir

comment on peut donner à toutes les scien-

ces cette exactitude qu’on croit être le par-

tage exclusif des mathématiques.

Je ne dis rien sur le plan que j’ai suivi;

j’en ai un dont je ne m’écarte jamais, et

cependant je ne m’en suis point fait; parce

que
,
quand on commence par le commen-

cement ,
et qu’on n’abandonne pas l’ana-

logie, on n’a pas besoin de se faire un plan-'

Ce n’est pas moi qui ai disposé par ordre

les parties de cet ouvrage : elles se sont

mises naturellement chacune à leur place.

Je prie de remarquer qu’en réduisant à

l’analogie toutes les méthodes d instruction

et d’invention ,
je dis une vérité qui est dans

la pratique aussi ancienne que le monde;

et que si, dans la théorie, elle paraît au-

jourd’hui bien neuve, ou même bien ex-

traordinaire
,
ce n’est pas ma faute. J a-
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jouterai que, si nous avions e'té capables

de prendre toujours la nature pour guide ,

nous saurions tout, en quelque sorte
,
sans

avoir rien appris. C’est qu’elle ne prend

pas le ton des philosophes
,
qui, lors même

qu’ils nouse'garcnt, ne cessent de nous trai-

ter d’ignorans. Au contraire, il se trouve

avec elle' que nous savons tout ce qu’ellenous

apprend. Il semble qu’il ne faille qu’ouvrir

les yeux, et elle nous fait remarquer ce que

jious voyons.
*

{'
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La Langue des Calculs considérée
dans ses commencemens.

CHAPITRE PREMIER.

Du Calcul avec les doigts .

Pour expliquer la formation des langues,

j’ai commencé par observer le langage

d’action. Or le «aïeul avec les doigts est le

premier calcul, comme le langage d’action

est le premier langage. Pour expliquer la

formation de toutes les espèces de calcul

,

je commencerai donc par observer le calcul

avec les doigts.

En ouvrant successivement les doigts

d’une main
,
nous nous représentons une

suite d’unités, depuis un jusqu’à cinq; et

nous étendons cette suite jusqu’à dix, si

nous ouvrons successivement les doigts des
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deux mains. Or j’appelle numération cette

opération des doigts, par laquelle nous nous

représentons successivement une unité,

deux, trois, jusqu’à cinq ou jusqu’à dix.

On conçoit que, pour porter au-delà de

dix la numération par les doigts, je n’ai

qu'à prendre dix pour une unité
;
et qu’alors,

si je rouvre successivement les doigts, l’un

immédiatement après l’autre, je formerai

une suite qui s’étendra jusqu’à dix fois dix

ou cent. De la même manière
,
je formerai

des suites jusqu’à dix fois cent ou mille,

dix mille
,
cent mille,'etc.

Mais
,
si nous ne voulons pas tout con-

fondre, nous aurons besoin de distinguer

,

par des noms, les nombres dont ces suites

seront formées; et, par conséquent, les noms
deviendront aussi nécessaires au calcul que
les doigts mêmes. Aussi traiterons-nous
bientôt de l’usage des noms dans le calcul.

Dans la numération, les nombres croissent

successivement d’une unité, à mesure qu’on
ouvre successivement les doigts. Or si

,

après avoir compté, par exemple, jusqu’à
dix, je ferme successivement les doigts, les

nombres décroîtront comme ils croissoient,
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c est-a-cîire

, successivement d’une unité.
J’appelle cette operation des doigts dénu-
mei ation. On me permettra ce mot, parce
qu d est necessaire. J’en Ferai d’autres en-
core; mais je promets, en dédommagement,
d en retrancher beaucoup d’inutiles.

On voit que, si la numération Fait les

nombres, la dénumération les défait
;
et ces

deux opérations sont le contraire l’une de
l’autre; comme Fermer les doigts est le

contraire de les ouvrir.

Ces deux operations sont bien simples :

cependant c est a elles que se réduisent

toutes les espèces de calcul. On pourra

substituer aux doigts d’autres signes, on
pourra imaginer des méthodes plus com-
modes et plus rapides : mais il est certain,

qu’en dernière analyse, calculer ne sera

jamais que numérer et dénumérer. En elïèf,

nous allons voir, dans ces deux opérations,

l’addition et la soustraction
,
la multipli-

cation et la division.

La numération Fait les nom ores, eu ajou-

tant successivement les unités une à une.

Mais
,
comme un enfant monte les degrés

deux à deux, après les avoir montés un à un.
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je puis, par l’habitude du calcul
,
ajouter

tout-à-coup deux unités à deux, à trois
,
et

découvrir le nombre qui en résulte, de

même que je l’aurois découvert en ajoutant

les unités une à une. Il est évident que cette

opération est au fond la même que la nu-

mération
;
et quelle n’e'n diffère que parce

qu’elle fait tout-à-coup ce que la numéra-

tion ne fait que successivement. Voilà ce

qu’on nomme addition : c’est une numé-

ration plus rapide que la numération pro-

prement dite. Numération et addition sont

donc au fond la même chose, comme mon-

ter les escaliers deux à deux et les monter
un à un

,
ne sont au fond que monter.

On appelle somme le nombre que l’ad-

dition fait trouver. Donc, si je rapproche

les doigts ouverts d’une main des doigts

ouverts de l’autre, j’additionnerai et je

verrai, dans ce rapprochement, la somme
donnée par l’addition.

Mais, comme j’ai ajouté à la fois plu-

sieurs unités, j’en puis retrancher plusieurs

à la fois. Si de cinq je veux retrancher
deux, je n’ai qu’à fermer deux doigts de
la main où j’ai cinq

;
et si de dix que je me
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représente avec les deux mains ouvertes, je

veux retrancher cinq, je n’ai qu’à retirer

une des deux mains et la fermer.

Cette opération qui défait ce que l’addi-

tion a fait, est ce qu’on nomme soustrac-

tion. Elle ne diffère de la dénumération,
que parce qu’elle défait tout-à-coup ce que
la denumeràtion ne défait qu à plusieurs re-

puses. La soustraction retranche plusieurs

unités a -la -fois, la dénumération les re-

tranche une à une.

Le nombre qui reste, lorsque la sous-

ti action a ete faite
, se nomme reste ou dif-

férence. Nous verrons bientôt l’usage de
ces deux dénominations.

Si je voulois prendre deux autant de fois

qu il y a d’unités dans trois, je pourrais ou-

vrir deux doigts, ensuite deux autres, enfin

deux autres encore, et j’aurois dans six

doigts ouverts
,

le nombre six. Ce n’est là

encore qu’une addition.

Mais si
,
par l’habitude du calcul, je sa-

vôis que deux fois trois font six, alors au

lieu d’ouvrir deux doigts, puis deux, puis

deux encore, j’en ouvrirais (out-à-coup siv.

Or,

à

cette addition faite en une fois, je
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donnerai un nom particulier, pourJa dis-

tinguer d’une addition faite à plusieurs re-

prises; je l’appellerai multiplication.

La multiplication n’est donc propre-

ment qu’une addition; mais, lorsque je me
serai familiarisé avec ces noms, je serai

peut-être porté à croire, que multiplication

et addition sont deux choses différentes,

parce que multiplication et addition sont

deux noms différens; et il se pourra que je

sois obligé de me rappeler que ce n’est là

qu’une même opération que je nomme mul-
tiplication, quand je la considère comme
faite du premier coup, et que je nomme
addition

,
quand je la considère comme

faite en plusieurs fois.

La multiplication a fait donner aux
nombres différens noms, parce qu’elle les

fait considérer sous différentes vuès. On
nomme donc multiplicande le nombre qui
doit être multiplié; multiplicateur celui
avec lequel on multiplie, et produit celui
que donne la multiplication. On comprend
encore, sous le nom général defacteurs

^

le multiplicateur et le multiplicande, lors-
qu on les considère comme concourant em
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sembla à faire le produit. Si

,
par exemple ,

deux est le multiplicande et trois le multb

plicateur, six sera le produit, et ce produit

aura pour facteurs trois et deux. Sur quoi

il faut remarquer que les facteurs peuvent

être pris chacun indifféremment, pour le

multiplicande ou pour le multiplicateur.

Car soit qu’on multiplie
,
par exemple,

deux par trois
,
ou trois par deux

,
le pro-

duit sera toujours six.

Pour sentir tout l’avantage qu’a la mul-

tiplication sur l’addition, il faudrait faire

ces opérations sur de grands nombres
;
mais

voyous auparavant comment on peut ex-

primer de grands nombres avec les doigts.

Si je prends le petit doigt pour le signe

d’une unité simple, je pourrai prendre le

suivant pour le signe d’une unité de dixaine.

Conséquemment le troisième signifiera

cent, le quatrième mille
,

et le pouce dix

mille. J’exprimerai donc avec une main

ouverte
,
le nombre dix mille ,

plus mille
,

plus cent
,
plus dix, plus un , ou, comme

nous nous exprimons, onze mille cent onze.

Dans cette expression les unités crois-

sent de manière que chacune contient dix
!
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fois celle qüi la précédé immédiatement

,

et par cette raison, elles sont chacune de

différente espèce: unité simple, unité de

dixaine ,
unité de centaine, etc. •

Si chaque doigt d’une main ouverte n’ex-

prime qu’une espèce d’unité, il est aisé

d’imaginer comment, avec les doigts de

l’autre, on pourrait ajouter des unités de

toute espèce.

Supposons qu’à dix plus un
,
que nous

exprimons en ouvrant le petit doigt et le

suivant, nous voulions ajouter neuf unités

simples, la somme que nous cherchons sera

dix plus un plus neuf,
autrement dix

plus dix on deux dix. De ces deux dixaines,

si l’une est exprimée par le second doigt

ouvert de la main droite
,
l’autre le sera par

le second doigt ouvert de la main gauche
;

et pour marquer qu’il n’y a point d’unités

simples, nous fermerons le petit doigt qui
en est le signe : nous fermerons le doigt sui-

vant, quand un nombre ne contiendra
point de dixaine

,
le troisième

,
quand il ne

contiendra point de centaine
,
etc.

Une remarque qu’il ne faut pas négliger,
c est que les doigts

, en devenant Ifcs signes

2
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des nombres, les décomposent naturelle-

ment dans les différentes espèces d’unités

dont nous les avons composés; et cela n’est

pas étonnant, puisque, si nous comptons

jusqu’à dix, pour faire de chaque dixaine

autant d’unités que nous multiplions jus-

qu’à dix encore, c’est que nous avons dix

doigts. Ainsi le système de numération que

la nature nous a fait adopter, nous montre

toujours sensiblement comment chaque

nombre se compose et se décompose; avan-

tage que n’ont pas nos langues
:
parexemple,

nous disons soixante et douze, et les doigts

disent sept dixplus deux
,
expression que

nous préférerons
,
afin de suivre l’ analogie

du langage donné par la nature.

Actuellement soit douze à multiplier

par douze. S’il falloit me représenter suc-

cessivement, avec les. doigts , douze fois

douze
,
et faire l’addition du tout, cette

opération serait longue et fort embarras-

sante
;
mais sera-t-il plus Facile d’en faire

la multiplication ? c’est ce qu’il faut cher-

cher, et ce qu’on trouverait, sans beaucoup

de peine
,

si ce nombre avoit été mieux

nommé ,
ou si le mot douze ressembloit
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encore au mot latin d’où il vient par cor*

ruption.

En effet, douze en latin, comme avec

les doigts, est dix plus deux

,

expression

qui fait voir de quelles espèces d’unités ce

nombre est composé, et combien il en con-

tient de chacune. Or, il est évident que*

si les nombres n’avoient jamais eu que de

pareilles dénominations, nos langues, qui

nous en feroient remarquer la génération,

nous feroient voir comment on peut les

Composer et les décomposer
,
et par consé-

quent elles nous conduiraient naturelle-

ment à l’invention des méthodes de calcul.

J’aurai plus d’une fois occasion d’observer

que la difficulté de faire de bons élémens

vient en partie d’un langage qui a été mal
fait, et que nous nous obstinons à parler

,

parce qu’on le parloit avant nous.

A douze

,

je substitue donc dix plus
deux , et je remarque que, s’il ne m’est

pas possible de multiplier du premier coup
dix plus deux par dix plus deux

,

je puis,

ce qui est la même chose, faire cette mul-
tiplication en deux fois; c’est-à-dire, que
je puis multiplier dix plus deux d’abord,
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par dix, et ensuite par deux / ou, ce qui

sera souvent plus commode
,
par deux et

ensuite par dix. Je dis donc avec les doigts

deuxfois deuxfont quatre

,

et deuxfois
dix font deux dix: première multiplica-

tion partielle, qui donne deux dixaines

plus quatre unités.

Je dis ensuite dixfois deuxfont deux
dix 3 et dix fois dixjont une centaine ,

seconde multiplication partielle, qui donne

une centaine plus deux dixaines.

Il est évident que, par ces deux opéra-

tions, j’ai multiplié dix plus deux par

dix plus deux ; et que
,
pour avoir le pro-

duit total, je n’ai qu’à additionner les deux

produits partiels qu’elles m’ont donnés. Je

trouve une centaine plus deux dix plus

deux dix plus quatre ; et, en réduisant

à une expression plus simple, une centaine

plus quatre dix plus quatre
,
cent qua-

rante-quatre.

Par cet exemple, on comprend que, pour

trouver les règles de la multiplication, il

suffit de donner aux nombres des noms ana-

. logues à la numération par les doigts. C’est

une observation qu'il ne faut pas oublier.
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Quelque simple que soit la méthode que

nous venons de trouver, il sera difficile, ou

même impossible, de multiplier, avec le

seul secours des doigts, des nombres fort

composés. Mais dans les doigts, pris pour

signes des nombres, il y a d’autres signes

que nous découvrirons
,

et avec lesquels

nous multiplierons facilement les plus

grands nombres. C’est aux signes que nous

eonnoissons à nous conduire à ceux que

nous ne eonnoissons pas encore; et nous

irons de découverte en découverte, parce

que nous irons du connu à l’inconnu.

Avec la multiplication on a le même
résultat, que si on avoit additionné l’un des
deux facteurs autant de fois que l’autre a
d’unités. Pour défaire ce que la multipli-

cation a fait, il suffirait donc de faire une
soustraction. Mais, par ce moyen, il serait

long de décomposer le produit en ses fac-
teurs. Il s’agit donc de substituer, à la sous-
traction proprement dite, une soustraction
qui se fasse par une méthode plus courte;
et parce que cette soustraction divisera le
produit donné par la multiplication

, nous
la nommerons division.
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La multiplication nous a fait donner aux

nombres des noms particuliers, parce qu’elle

nous les fait considérer sous de nouvelles

vues : il faudra donc leur en donner d’au-

tres encore, pour exprimer les nouvelles

vues sous lesquelles la division les doit faire

considérer. En conséquence nons donnerons,

avec tout le monde
,
le nom de dividende

au nombre à diviser; celui de diviseur3 au

nombre avec lequel on en divise un autre;

et celui de quotient
,
au nombre qui ex-

prime combien de fois le diviseur est

contenu dans le dividende. Soit six
,
par

exemple, à diviser par deux ; six sera le

dividende
,
deux le diviseur

, et trois le

quotient.

Tout nombre à diviser peut être regardé

comme le produit de deux facteurs
,
dont

l
7un se nomme multiplicateur et l’autre

multiplicande. Le nombre auquel, dans la

division
,
nous donnons le nom de dividende,

est donc le même que celui que nous avons

nommé produit dans la multiplication : de

même le diviseur et le quotient ne sont

autre chose que les deux facteurs.

Je conviens que cette multitude de de-
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nominations peut embarrasser les commen-

cans
,
d’autant plus que les noms multipli-

cande^ dividende et quotientsont barbares

dans notre langue; mais il n’y en a pas

d’autre. Gomme nous n’avons pas fait les

sciences ,
nous n’en avons pas fait le lan-

gage, et nous sommes condamnés à parler

toute autre langue que la nôtre. Delà, il

arrive que nous avons', bien de la peine à nous

familiariser avec les idées qu’on attache à

des mots qui ne sont français que par la

terminaison
;

et parce qu’en pareil cas ,

l’analogie ne saurait être d’aucun secours

,

il arrive encore que nous croyons voir au-

tant de choses différentes, dans différens

noms donnés à une même. C’est une er-

reur contre laquelle il faut se précaution-

ner de bonne heure
;
car la confusion avec

laquelle on aurait commencé, ne permet-

trait pas des progrès faciles dans l’étude

du calcul. Tout au plus on acquerrait, à

force de travail, une routine qu’on oublie-

rait, pour peu qu’on cessât de travailler,

et il faudrait continuellement rapprendre
5

parce qu’on aurait mal appris. Plusieurs

de mes lecteurs se reconnoîtront ici; ils se
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souviendront quils ont été obligés d’ap-

prendre la division plus d’une fois, et qu’ils

sont toujours au moment de l’oublier
: je

m’en souviens bien moi-même. Voyons
comment cette opération peut se faire.

Puisque tout dividende est le produit de

deux nombres multipliés l’un par l’autre,

et que le diviseur est conséquemment un
des facteurs; on voit que le produit et un
des facteurs étant donnés, l’objet de la divi-

sion est de trouver l’autre facteur. Quand

,

par exemple, j’ai à diviser six par deux,

le produit m’est donné dans le dividende

six, un des facteurs m’est également donné

dans le diviseur deux, et je trouve l’autre

dans le quotient trois.

Avec de pareils nombres, la division pa-

roît facile, parce qu’elle se fait du premier

coup : mais il ne faut pas s’imaginer qu’elle

deviendra difficile avec de plus grands

nombres. Elle sera seulement plus longue,

car il faudra répéter la même opération ,

parce qu’on ne pourra pas achever en une.

On fera donc plusieurs divisions partielles,

comme nous avons fait plusieurs multipli-

cations partielles; et, puisque chaque clivi-
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sîon partielle sera également facile, la divi-

sion totale, qui en sera le résultat, ne pourra

pas souffrir de grandes difficultés. Notre

objet, en cette occasion, est de tiouver la

méthode la plus expéditive. Or, si nous

observons comment la multiplication se

fait plus rapidement que l’addition ,
nous

découvrirons comment la division peut

aussi se faire plus rapidement que la sous-

traction.

Soit donc cent quarante quatre à diviser

par douze :
je prends cet exemple, parce

que
,
sachant que ce nombre est le produit

de douze par douze, les observations se fe-

ront plus facilement.

Lorsque j’ai trouvé ce produit,mes doigts,

qui avoient décomposé douze en dix plus

deux
,
ont décomposé cent quarante-quatre

en centplus quatre dixplus quatre. L’ex-

pression du dividende est donc cent plus

quatre dix plus quatre
,

et celle du divi-

seur dix plus deux', et puisque l’une de ces

expressions est le produit de la multipli-

cation, et que l’autre est l’un des deux fac-

teurs, il est certain qu’en défaisant ce que

la multiplication a fait
,
je trouverai le se-
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cond facteur sous le nom de quotient»

Par la même raison que j’ai fait la mul-
tiplication en deux fois

,
je ferai en deux fois

la division; et je ferai deux divisions par-

tielles, comme j’ai fait deux multiplications

partielles.

Mais la division est le contraire de la

multiplication. L’ordre dans lequel je dois

opérer pour diviser, sera donc l’inverse de
celui dans lequel j’ai opéré pour multiplier.

Or j’ai commencé la multiplication par le

dernier terme deux du multiplicateur dix

plus deux
,
je commencerai donc la divi-

sion par le premier terme dix du diviseur

dix plus deux.

En conséquence je dis: centest leproduit

de dixpar dix } donc dix est contenu dix

J'ois dans cent, donc cent divisépar dix

donne dix au quotient
;
trois propositions

qui n’en sontqu’une, et qui s’exprimeroient

avec les doigts, d’une seule et même ma-

nière.

Mais dix
,
qui est le premier terme du

quotient, a non seulement multiplié dix, il

a encore multiplié deux\ et comme enmii
1
-

tipliant dix ,
il a produit cent\ en multi-
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pliant deux ,
il a produit deux dix. Donc

par la soustraction de ces produits, la pre-

mière division partielle défera ce qui a été

fait par la dernière multiplication partielle.

Or qui de cent plus quatre dix plus

quatre soustrait cent plus deux dix }

j-este deux dix plus quatre.
’

Voilà que j’ai défait le produit de la der-

nière multiplication partielle, et je suis sûr

que dix est le premier terme du quotient

que je cherche.

Le reste deux dix plus quatre doit être

le produit de la première multiplication

partielle, c’est-à-dire, de dix plus deux ,

par un autre nombre
,
et par conséquent ce

nombre, quel qu’il soit, a également mul-

tiplié dix et deux
;
donc, si je trouve le mul-

tiplicateur de dix
,
j’aurai

,
dans ce multi-

plicateur, celui de deux
;
et par conséquent

j’aurai encore, dans ce même multiplica-

teur
,
le diviseur de deux dix plus quatre.

Or le nombre qui, en multipliant dix,

a produit deux dix, est deux : donc deux
est encore le nombre qui a multiplié deux

et produit quatre : donc deux est le divi-

seur de deuxdix plus q uatre.
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Actuellement, si du reste deux dix plus

quatre
,
je soustrais le produit de dz'jc /dz/j

deux par deux, il ne restera rien. J’ai donc
défait le produit de la première multipli-

calion partielle
;
la division est achevée, et

dix plus deux est le quotient de centplus
quatre dixplus quatre divisé par dix plus
deux.

On voit sensiblement comment la divi-

sion défait ce que la multiplication a fait
;

et que, si d’un côté la multiplication peut

être considérée comme une
.
addition

,
de

l’autre la division peut être considérée

comme une soustraction.

Nous avons commencé la multiplication

par deux
,
dernier terme du multiplicateur,

et au contraire nous avons commencé la di-

vision par dix premier terme du diviseur;

et si nous avons suivi dans la division un
ordre inverse à celui que nous avions suivi

dans la multiplication, c’est que ces deux

opérations sont l’inverse l’une de l’autre.

Cet ordre est en effet le plus commode.
Enfin pour avoir la multiplication totale,

nous avons fait deux multiplications par-

tielles, parce qu’il y avoit dans le multipli-
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Cafeur deux termes, et qu’il falloit multi-

plier par l’un et par l’autre.

De même nous avons fait deux divisions

partielles, pour avoir la division totale
;

parce que deux termes dans le diviseur for-

çoientà faire deux divisions.

On conçoit qu’en pareil cas la multipli-

cation et la division
, de quelque manière

abrège'e qu’on les fasse, ne s’achèveront,

qu’après avoir fait plusieurs operations par-

tielles. Le nombre des operations sera égal

au nombre des termes du multiplicateur
,

s’il s’ agit de multiplier, et au nombre des

termes du diviseur, s’il s’agit de diviser.

\ oilà déjà bien des notions que nous nous
sommes faites. J’aurai souvent occasion de
lesrappeller, et on pourra peu-à-peu se les

rendre familières. On conçoit en effet que
ces premières notions doivent se retrouver

dans tous les calculs. Ce sera donc en cal-

culant, que nous apprendrons à calculer,

comme c’est en parlant, que nous avons
appris à parler. O11 seroit long-temps avant
de savoir sa langue, ou même on ne la sau-

roit jamais, si l’on ne vouloit parler, qu’a-

près avoir à chaque fois consulté la gram-
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maire. Ce n’est pas ainsi que la nature nous

instruit: ce qu’elle veut nous apprendre,

elle nous le fait faire. Nous calculerons donc

pour apprendre à calculer, et si à chaque

fois nous observons ce que nous aurons fait,

nous nous instruirons, puisque nous saurons

le refaire. Mais ne nous pressons pas, nous

en irons plus sûrement, et nous arriverons

plutôt. Aussi, pour le présentée n’exige

qu’une chose des commençans ,
c’est qu’ils

aient saisi la suite des raisonnemens que

j’ai faits dans ce chapitre. S’ils l’ont saisie,

ils ne l’oublieront pas; ou s’ils l’oublient
,
ils

la retrouveront; ils la sauront bien, quand

ils l’auront retrouvée eux-mêmes, et ils cal-

culeront facilement, lorsqu’ils auront des

signes plus commodes. Ces signes, ce n’est

pas à moi à les leur faire connoître: c’est à

eux à les voir dans ce qu’ils savent, et je

leur réponds qu’ils les découvriront.
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CHAPITRE II.

De Vusage des noms dans le calcul.

*

Pour peu que les nombres fussent com-

posés, ils ne s’offriroient à nous que sous

une idée vague de multitude
, si à chaque

collection d’unités, nous n’avions pas donné

un nom
,
pour la distinguer de la collection

précédente qui aune unité de moins, et de

la collection suivante qui a une unité de

plus.

Huit, par exemple, me représente un
nombre que je distingue de sept et de neuf,

de sept, parce que je me souviens que c’est

un nom que j’ai donné à une collection qui

est sept plus un; et de neuf, parce que je

me souviens également que c’est un nom
que j’ai donné à une collection qui est neuf
moins un; huit ne m’offre donc une idée

distincte, qu’ autant que je le vois entre

deux noms, dont l’un désigne une unité de
plus, et l’autre une unité de moins. Si on
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prend pour exemples de plus grands nom-

bres ,
on sentira mieux encore, combien les

noms sont nécessaires à la numération.

On conçoit comment avec la .suite dos
3

noms un 3 deux } trois

,

etc.
,
on a pu por-

ter la numération jusqu’à dix. Alors nous

nous fesons des idées d’autant plus dis-

tinctes, que nous distinguons les nombres,

et par les noms que nousleur avons donnés,

et en même temps par les doigts que nous

ouvrons.

Nous avions besoin de ce double secours.

Si, pour numérer, nous n’avions eu d’autre

moyen que de^ dire un plus un plus un ,

etc.
,
cette manière de considérer les unités

une à une, nenousauroit donné l'idée d’au-

cun nombre un peu composé. Nous ne

sommes donc capables de numérer, que

parce que nous pouvons former des collec-

tions
,
et les fixer chacune par des noms.

Mais nous avions également besein du

secours des doigts, parce qu’ils pouvoient

seuls nous représenter sensiblement les col-

lections. Aussi la nature, en nous formant

des mains ,
nous a-t-elle donné les premières

leçons du calcul.
à
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Nous n’avons que dix doigts. C’èst par

cette raison qu’ayant porté la numération

jusqu’à dix, nous recommençons en pre-

nant dix pour une unité; et nous n’avons

plus qu’à continuer pour former une suite,

qui pourra toujours croître. Or nous con-

tinuerons, parce que nous pouvons conti-

nuellement refaire ce que nous avons fait

,

c’est-à-dire, prendre chaque nouvelle di-

xainepour une nouvelle unité.

Alors nous remarquons dans les nombres
différens ordres cl’unilés, celui des unités

simples, celui des unités de dixaine, celui

des unités de centaine
,
etc.

;
et ces ordres

se distinguent avec les noms comme avec
les doigts.

Je place le premier ordre dans l’unité

simple, parce que cette unité est le point

fixe par où commence la numération. Je
Pais à cette occasion l’inverse de ce qu’on
fait dans le discours: car nous commençons

3

par énoncer les unités supérieures, et nous
disons, cent plus dixplus un, ou, si l’on

veut
, cent onze.

En quelque nombre que soient les ordres

,

la multiplication peut toujours en ajouter

3
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de nouveaux. C’est ce qui arrivera toutes

les fois que le produit d’un nombre par un
autre

,
sera plus grand que neuf. Huit fois

cinq, par exemple, fera passer quatre unités

dans un ordre supérieur.

On conçoit donc que
,
si nous avons com-

mencé la multiplication par
v
l’ordre infé-

rieur, c’est qu'alors les produits partiels se

mettent successivement à leur place, cha-

cun dans l’ordre supérieur auquel il ap-

partient. On conçoit aussi que, si nous

avons commencé la division par l’ordre

supérieur
,
c’est que, pour défaire une chose,

il est naturel de commencer par où on a

fini pour la faire.

Ce n’est pas qu’on ne put commencer la

multiplication par les ordres supérieurs
,

et la division par les ordres inférieurs ;

mais alors ces opérations ne seroient plus

si simples ni si faciles : chacun peut l'é-

prouver.

Ces ordres
,
dans lesquels nous distri-

buons les différentes espèces d’unités, sont

analogues à la manière dont se fait la nu-

mération par les doigts; et cela devôit être,

puisque nous les avons imaginés d’après
'

N
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cette numération même ,
et qu’ils la repré-

sentent parfaitement.

Or, c’est pour conserver cette analogie,

que j’ai dit

,

dix plus deux

,

au lieu de

douze , et cent plus quatre dix plus qua-

tre, au lieu de cent quarante-quatre. Quel-

que extraordinaire qu’ait pu paraître ce lan-

gage
,
je conjecture avec fondement qu’on

s’en est fait un semblable lorsqu’on a com-

mencé à calculer avec des noms. En effet,

si on parle pour se faire entendre
, ce qui

devoit être plus ordinaire à la naissance

des langues, c’est-à-dire, dans un temps où

l’on ne parloit que parce qu’on avoit quel-

que chose à dire
,
ce sera l’analogie seule

qui aura conduit d’un premier langage à

un second
,
et par conséquent l’on aura fait

la numération par les noms sur le modèle
de la numération par les doigts. Aussi re-

viendrons-nous à ce langage
,
et nous l’a-

dopterons avec tout le monde, lorsque nous

parlerons algèbre. Ainsi voilà le calcul avec

les doigts et le calcul avec les lettres qui se

rapprochent
,
quoiqu’on soit bien loin du

second quand on n’est encore qu’au pre-

mier.
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Mais, comtne les bonnes méthodes tien*-

à la nature ,
il n’y a pas entre elles une aussi

grande distance qu’on le croit

Quoi qu’il en soit
,
tel étoit le caractère

des langües dont je parle
,
qu’on voyoit

dans les nombres énoncés avec des noms*

comme dans les nombres énoncés avec les

doigts
,
la manière dont la numération s’é-

loit formée
;

et c’est un grand avantage *
7

car alors il n’est pas bien difficile de dé-

couvrir comment les autres opérations se

peuvent faire.

En effet ,
lorsque le discours ,

dans la

composition et la décomposition des nom-

lires, se conforme à la méthodeque suivent

la numération et la dénumération par les

doigts ,
et qu’il devient

,
comme elle

,
l’ex-

pression distincte des différens ordres d’u-

nités
,

quels grands obstacles faudra-t-il

vaincre pour découvrir d’addition, la sous-

traction, la multiplication, la division?

Nos langues modernes
,
qui ne sont que

des restes défigurés de plusieurs langues

mortes, n’ont pas toujours conservé, dans

la manière d’énoncer les nombres, un lan-

gage analogue à la numération par les
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doigts. Voilà pourquoi elles ne nous font

pas voir comment le calcul a commencé; et

parce que nous ne le voyons pas, nous sup-

posons qu’on ne l’a jamais vu. N’imagi-

nant donc pas combien il étoit facile de le

trouver, nous regardons comme un effort

de génie, une découverte que tout homme
de sens pouvoit faire. Mais

,
si elle nous

étonne, si nous avons de la peine à la com-

prendre, c’est que, ne commençant pas

comme on a commencé
,
nous commençons

7 a

toujours mal.

La langue des calculs est celle où l’ana-

logie se montre davantage. C’est à cela

qu’elle doit sa richesse
,
je veux dire, toutes

ses expressions
,
toutes ses méthodes, toutes

ses découvertes
;

et il semble que
,
pour

l’acheyer, ilsuffisoitde la bien commencer.

C’est que l’analogie s’aperçoit facilement,

et elle n’échappe plus quand on la prend où

elle commence. Ce sont nos langues mal
faites qui nous empêchent de l’apercevoir

,

et qui, par cette raison
, rendent les calculs

plus difficiles. Par exemple, si au lieu de
vingt, trente, quarante, etc.

, on comptoit

par deux dix, trois dix, quatre dix, etc., la
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multiplication en devienclroit plus facile;

je ne doute pas que quelqu’un qui n’aurôit

aucune connoissance de notre arithmétique,

ne pût faire de longs calculs avec ce lan-

gage, pour peu qu’il s’y fût exercé. Les

paysans, qui ne savent pas lire, l’ont bien

senti, ceux-là sur-tout à qui nous n’avons

pas appris à compter. Ils ne connoissent

pas nos expressions ^cinquante ,
soixante ,

soixante-quinze : ils s’en sont fait de plus

analogues à la numération. C’est par dix

ou par vingt qu’ils comptent : ils disent
,
par

exemple
,
huit vingt ,

et ils ne nous enten-

dent pas, quand nous disons centsoixante',

avec cela ils comptent sûrement et promp-

tement.

Nous qui nous croyons instruits, nous

aurions donc souvent besoin d’aller chez

les peuples les plus ignorons, pour appren-

dre cl’eux le commencement de nos décou-

vertes: car c’est sur-tout ce commencement

dont nous aurions besoin; nous l’ignorons,

parce qu’il y a long-temps que nous ne

sommes plus les disciples de la nature.
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CHAPITRE III.

Acceptions dojuiêesaux nombre,

multiplier et diviser.

[Pourquoi faut-il que nous soyons obli-

gés de prendre le même mot dans des

acceptions différentes? N’eût -il pas été

mieux d’avoir autant de mots que d’accep-

tions ?

Je réponds que, si nous parlons pour

nous faire entendre
,
nous devons préférer

le langage qui montre comment nous pas-

sons d’une idée à une idée : car une langue

bien faite devroit être comme un tableau

mouvant, dans lequel on verrait le déve-

loppement successif de toutes nos coa-

noissances.

Nous allons du connu à l’inconnu
,
c’est-

à-dire, que nous voyons l’inconnu dans le

'connu même. L’inconnu qu’on découvre

iest donc le connu qu’on voyoit. Ils se res-

semblent, par conséquent ils sont analo-

gues. Si vous voulez donc me faire passer
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cle l’un à l’autre, vous n’avez pas d’autre

mojen que de mettre la même analogie

dans vos discours. Voilà le langage que
la nature nous enseigne à tous, mais que

nous n’apprenons pas ou que nous appre-

nons mal.

Les langues n’ont que trop de mots, et

c’est sur-tout le défaut des modernes, qui,

au lieu de se former se'parément par la seule

analogie, se sont donné des expressions les

unes aux autres, après en avoir pris cha-

cune dans différentes langues qu’on ne

parle plus. Or les mots sont sans analogie,

dans une langue à laquelle ils sont étran-

gers; et, parce qu’alorsil n’est pas facile de

les faire passer par différentes acceptions,

nous mettons à contribution toutes les lan-

gues, et nous pillons par-tout comme des

barbares. Nos langues semblent u’être que

ce qui reste après des ravages et des dévas-

tations: elles ressemblent à nos empires.

Tout est mal, lorsque tout a mal com-

mencé.

La langue la plus parfaite seroit celle qui,

-n’ayant rien emprunté, devroità l'analogie

uniquement toutes les expressions dont l'u-
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sage se seroit introduit; et je crois que cette

langue rendroit avec le plus petit nombre

possible de mots ,
le plus grand nombre pos-

sible d’idées. Mais
,
parce que nous avons

cru être plus savans, en parlant d’après les

langues que nous nommons savantes, nous

nous y sommes pris
,
pour faire nos langues,

comme si nous avions voulu faire des jar-

gons. Il nous a paru convenable d’employer

dans les sciences des mots qui ne sont pas

français, et nous les avons rendues difficiles

par la seule difficulté’ d’en apprendre le dic-

tionnaire. Certainement, si on avoit parlé

pour se faire entendre, ce n’est pas avec

des mots inconnus qu’on auroit imaginé

d’exprimer des idées nouvelles.

Un mot devient naturellement le signe

d’une idée, lorsque cette idée est analogue

à la première qu’il a signifiée
,

et alors

on dit qu’il est employé par extension.

Mais, parce que cette première idée n’est

pas toujours connue, ou parce qu’on ne sait

pas saisir l’analogie qui conduit d’une ac-

ception a une autre, on regarde souvent

comme un abus d’employer le même mot
pour exprimer des idées qui, quoiqu’analo-
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gués , ne sont pas les mêmes à tous égards.

(Quelquefois on se trompe plus grossière-

ment encore: car, sans se rendre compte

de ce que signifie un mot, on suppose qu’il

a toujours la même signification, et on

agite des questions absurdes ou puériles.

Ceux, par exemple, qui ont demandé si

l’unité est un nombre, n’ont pas vu que le

mot nombre a deux acceptions diliérenles.

Dans la première, il ne se dit que d’une

multitude d’unités: et alors il est évident

que l’uni té n’est pas un nombre: elle en dif-

fère
,
comme le simple du composé.

Mais, parce que les nombres sont formes

d’unités, l’analogie a fait donner par exten-

sion
,
à l’unité simple, la même dénomina-

tion qu’à plusieurs unités réunies
,
et l’unité

est devenue un nombre.

De même multiplier
,
dans la première

acception
,

c’est prendre un nombre plu-

sieurs fois, et le produit, après la multi-

plication, est plus grand que le multipli-

cande.

Cependant, parce qu’on a dit multiplier

par deux
,
par trois

,

qui sont des nombres

dans la première acception du mot, on a
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dit multiplierpar un ,
qui n’est un nombre

que par extension. Multiplier a donc pris

une nouvelle signification, dans laquelle le

produit est égal au multiplicande ,
ou dans

laquelle, à proprement parlerai n’y a point

de produit, parce qu’il n’y a proprement

point de multiplication.

Nous ferons la même observation sur le

mot diviser
,
qui signifie proprement sé-

parer en plusieurs parties : car, parce qu’on

a dit diviserpar deux, on a dit diviserpar

un , quoique dans le vrai un ne divise

pas
,
puisque deux divisé par un donne au

quotient l’entier deux.

Or
,
dès que le mot multiplier a deux

acceptions, l’une dans laquelle le multi-

plicande
,
après la multiplication

,
est plus

grand, et l’autre, dans laquelle, après la

multiplication, il se retrouve le même, il

est évident que nous ne nous entendrons pas,

si nous voulons nous en tenir exclusive-

ment à l’une ou l’autre de ces acceptions.

Nous nous entendrions moins encore, s’il

arrivoit qu’ après la multiplication
,
le pro-

duit fût quelquefois plus petit que le mul-

tiplicande : c’est pourtant ce qui arrivera.
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Pour se faire une idée générale du mot!

multiplier
,
il ne faut donc point considérer»’

ni si le multiplicande augmente
,

ni s’il!

reste le même
,
ni s’il diminue : il suffit!

d’observer la multiplication dans l’opéra-

tion qui se fait, lorsqu’on dit deux fois

troisfont six
,
une fois troisfont trois.

Il en est de même du mot diviser : car-

dans l’acception la plus générale, diviser-

ce n’est pas séparer en plusieurs parties,,

c’est seulement chercher combien de fois;

un nombre est contenu dans un autre; et:

puisque l’unité est un nombre
,
on divise

,

lorsqu’on cherche combien de fois elle est

dans trois , comme lorsqu’on cherche com-

bien de fois deux est dans six.

En considérant donc la division dans l'o-

pération qui s’en fait, plutôt que dans la

première acception du mot, nous en avons

une idée générale applicable à tous les

cas, même à ceux dont le dividende, après

la division, se trouvera plus grand; ce qui

arrivera encore.

Ainsi
,
sans considérer si un nombre aug-

mente, diminue ou reste le même, multi-

plier, c’est prendre le multiplicande autant
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de fois qu’il y a d’unités dans le multipli-

cateur; et diviser, c’est observer combien

de fois le diviseur est contenu dans le di-

vidende. Ces notions, qui sont simples,

qui ne sont que simples, et qui
,
par cette

raison, sont tout ce que je cherche, répan-

dront la lumière et écarteront bien des

difficultés.

D’ailleurs
,

les observations que nous

avons faites sur les mots nombre , multi-

plier , diviser } sont autant d’exemples

sensibles des différentes acceptions dont les

noms deviennent susceptibles; et mon pre-

mier objet, dans cet ouvrage, est de donner

de l’analogie l’idée la plus exacte. Je veux

sur-tout faire remarquer le chemin qu’elle

trace, chemin qui doit nous conduire de

découverte en découverte : mais, comme
nous ne sommes encore qu’à l’entrée, nous

ne .saurions le voir que confusément. Nous
ne le connoîtrons bien, que lorsque nous

serons arrivés.
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CHAPITRE IV.

En quoi consiste les idées des

nombres

.

Les sciences sont de grandes et belles-

routes que la nature avoit ouvertes et tra-

cées
,
et dont les hommes ont fermé l’en-

trée : ils y ont mis mal-adroitement des-

broussailles et des obstacles de toute es-

pèce
;
ils y ont même creusé des précipices ;;

en sorte qu aujourd’hui toute la difficulté,

est dans les premiers pas. Les efforts qu’on:

a faits pour se frayer un passage, ne laissent

voir que des traces confuses, ou, depuis-

des siècles, nous nous égarons a la suite:

Jes uns des autres. A la vérité, quelques-

hommes de génie arrivent, mais ils sont,,

en quelque sorte, hors de la portée de notre

vue, et ils dédaignent de nous dire com-

ment: ils sont arrivés, ou ils le cachent à.

dessein. Ne pouvant donc concevoir com-

ment ils ont pu vaincre les obstacles, nous-
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nous imaginons qu’ils les ont franchis
;
et

rou§ croyons les voir planer clans les airs »

nous qui sommes condamnés à aller terre

à terre. Cependant, concevons-nous mieux

comment ils franchissent les obstacles
, et

comment ils planent au-dessus? Non, sans

cloute : essayons donc d’ouvrir l’entrée que

nous nous sommes fermée; il n’y a point

d’autre passage pour nous. Si cette entre-

prise a ses difficultés, elles ne sont pas si

grandes qu’elles le paroissent à l’abord;

D’ailleurs, quand nous les aurons surmon-

tées, nous nous trouverons dans tes belles

routes, où les hommes de génie nous ont

devancés; et peut-être avoueront-îfs qu’ils

y sont arrivés, comme nous, terre à terre.

Je ne songe, en commençant, qu’à dé-

blayer tout ce qui m’embarrasse. Voilà

pourquoi je vais d’abord lentement; voilà

pourquoi je m’arrête long-temps sur des

questions que les calculateurs n’ont jamais

imaginé de traiter, parce que ces questions

sont de la métaphysique, et que les calcu-

lateurs ne sont pas métaphysiciens. Ils ne
savent pas que l’algèbre n’est qu’une lan-

gue; que cette langue n’a point encore de



48 LA LANGUE
grammaire

,
et que la métaphysique peut

seule lui en donner une.

Nous avons vu qu’à chaque doigt que

nous ouvrons
,

la numération nous fait

passera un nombre plus grand d’une unité;

et que la dénurnération nous fait passer à

un nombre plus petit d’une unité, à chaque

doigt que nous fermons.

Or, lorsque nous nous sommes fait une

habitude de nous représenter par les doigts

une suite de nombres ,
alternativement

croissante et décroissante ,
nous pouvons

nous représenter cette même suite par toute

autre chose, par des cailloux, par des ar-

bres, par des hommes, etc.; c’est-à-dire,

que nous pouvons numérer et dénumérer

avec des cailloux, des arbres, des hommes,

etc., comme avec les doigts.

Ces idées que nous nous sommes faites,

avec les doigts ,
l’analogie nous les fait donc

appliquer à des cailloux, a des aibies, ai

des hommes ;
et, parce que nous les pouvons

appliquer à tous les objets de l’univers, nous-

disons qu’ elles sont générales ,
c’est-à-dire,,

applicables a tout.

Mais ,
lorsque nous nous bornons à les»
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considérer comme applicables à tout, nous
ne les appliquons a aucune cliose en parti*

culier, nous les considérons en elles-mêmes,
et nous les séparons de tous les objets aux-
quels on les peut appliquer.

Cependant c’est dans ces objets mêmes
que nous avons originairement apperçu ces

idées
,

et nous n’avons pu les apperce-

voir que là. D’abord nous les avons vues
dans les doigts, à mesure que nous remar-
quions l’ordre successif dans lequel ils

s’ouvroient et se fermoient. Ensuite nous
les avons vues dans tous les objets

, à me-
sure qüe nous faisions avec eux la numé-
ration et la denumeration que nous avions
faites avec les doigts.

Considérer les nombres cl’une manière
générale, ou comme applicables à tous les

objets de l’univers
,

c’est donc la même
chose que de ne les appliquer à aucun de
ces objets en particulier : c’est la même
chose que les abstraire ou les séparer de
ces objets, pour les considérer à part

5
et

alors nous disons que les idées générales
des nombres sont des idées abstraites.

Meiis, quand les idées des nombres,

4
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d’abord apperçües dans les doigts

,
ensuite

dans tous les objets auxquels on les ap-

plique, deviennent générales et abstraites,

nous ne les appercevons plus ni dans les

doigts ,
ni dans les objets auxquels nous

cessons de les appliquer. Où donc les apper-

cevons-nous ?

Dans les noms devenus les signes de&

nombres. Il ne reste dans l’esprit que ces

noms ,
et c’est en vain qu’on y clier-

cheroit autre chose.

£7>z, deux, trois} etc., voilà donc les idées

abstraites des nombres : car ces mots repré-

sentent les nombres comme applicables à

tout, et comme appliqués à rien. Ce sont

eux qui les séparent des objets où nous

avons appris à les appercevoir. Quand, par

exemple, après avoir dit un doigt ,
un

caillou, un arbre, nous disons un sans,

rien ajouter, nous avons dans ce mot un

l’unité abstraite.

Si vous croyez que les idées abstraites

sont autre chose que des noms, dites
,

sii

vous pouvez
:
Quelle est cette autre chose ?

En effet, quand vous aurez fait abstraction

\ des doigts et des autres objets qui peuvent;
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représenter les nombres

;
quand vous aurez

fait abstraction des noms qui en sont d’au-

tres signes, en vain vous chercherez ce qui

reste dans votre esprit, vous n’y trouverez

rien, absolument rien. i

Mais
, dira-t-on

, comment réduire les

idées abstraites à n’être que des mots ? Il

me sera plus facile de répondre à cette

question, qu’il ne le serait de re'pondre à
celle-ci : si les ide'es abstraites sont autre
chose que des mots, que sont-elles?

Les nombres me sont représentés par les

doigts, lorsque j’apprends à faire la numé-
ration, et ils me sont représentés par d’au-
tres objets, lorsque je répète avec d’autres
objets ce que j’ai appris avec les doigts.
A mesure que je me les représente, je

donne à chacun des noms difîërens. Je
désigne par un un doigt considéré seul

;

et en conséquence, je dirai un d’un caillou'
d’un arbre

: j’exprime par deux un doigt
plus un doigt

,
et par conséquent je dirai

deux d’un caillou plus un caillou, d’un
arbre plus un arbre. Je ferai de même les
noms trois

, quatre, etc. Or, quelles idées
retracent ces norias ?
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Je réponds que un est un mot que je me

souviens d’avoir choisi pour signifier un

seul doigt, un seul caillou, un seul arbre,

et en général un objet individuel; que deux

est un autre mot que je me souviens d’a-

voir choisi pour exprimer un doigt plus un,

doigt, un caillou plus un caillou
,
un arbre;

plus un arbre ,
et en général un individu,,

plus un individu. Or
,
comme dans les noms ;

généraux ,
tels que un , deux , trois

,

il n y

a proprement que des noms; il n y a aussi,

proprement que des noms dans des idées?

abstraites : car idées abstraites et noms?

généraux sont au fond la même chose.

L’erreur ou l’on tombe a ce sujet, vientl

de ce qu’on suppose que le mot idée n a.

qu’une acception. Cependant il en a deux,,

une qui lui est propre ,
et une autre qui lun

est donnée par extension. Si je dis un caillou.,

deux cailloux, le mot idée est pris au pro-

pre, car je trouve les idées de un et de deux

dans les objets que je joins à ces noms:

mais si je dis un, deux ,
ce ne saut là que.

clés noms généraux, et ce ne peut être que;

par extension qu’on les nomme idées.

On sait qu’il n’y a hors de nous ni genrq
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ni espèce : on sait qu’il n’y a qirç-des indi-

vidus
,
quoique nos philosophes

,
qui le

savent sans doute ,
l’oublient si souvent

qu’ils paroissent l’ignorer. Les genres et les

espèces ne sont donc que des dénominations

que nous avons faites
;
et nous avons eu be-

soin de les faire
,
parce que la limitation

de notre esprit nous faisoit une nécessité

de classer les objets.

Or les dénominations données aux nom-

bres ne sont qu’une manière de classer les

choses
,
pour les observer sous les diffé-

rens rapports où elles sont dans le calcul :

donc, par la même raison qu’il n’y a rien

dans l’univers qui soit genre et esoèce
,
il

n’y a rien aussi qui soit deux , trois 3

quatre

,

qui, en un mot, soit un nombre;
il n’y a, si je puis m’exprimer ainsi

,
que

des un, un, un
;

et les nombres ne sont

que dans des noms que nous avons faits

pour notre usage. Il n’y a point de nombre
aux yeux de Dieu. Comme il voit à-la-fois

tout
,

il ne compte rien. C’est nous qui

comptons, parce que nous ne voyons,qu’un
i un; et pour compter, nous sommes obli-

gés de dire, deux , trois
,
quatre

,

comme
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s’il y avoit quelque chose qui fût deu*;,

trois
,
quatre. Nous le supposons même :

portés à réaliser nos abstractions
,
nous éta-

blissons volontiers pour principe, que tout

-

ce que nous concevons clairement et'

distinctement est hors de nous tel que'

nous le concevons. Un bon cartésien n’em

doutera pas.
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CHAPITRE V.

JOes rapports généraux sous les-

quels nous pouvons considérer les

nombres.

De ux nombres sont égaux, lorsqu’ils

renferment le même nombre d’unités
;
et

ils sont inégaux lorsqu’ils n’en renferment

pas le même nombre.

Nous appercevons cette égalité ou cette

inégalité en les comparant; et, parce qu’a-

lors nous les rapportons l’un à l’autre, on

dit qu’ils sont dans des rapports d’égalité

ou dans des rapports d’inégalité. Ces rap-

ports sont les plus généraux.

Deux nombres égaux se contiennent

réciproquement : deux plus deux contient

quatre , et quatre contient deux plus

deux.

Donc ils ne se contiennent pas récipro-

quement s’ils sont inégaux : deux plus

deux est contenu dans cinq
,
mais cinq ne

l’est pas dans deux plus deux.
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Parce que deux nombres se contiennent

réciproquement, on dit qu’ils sont re'ci-

proquement la mesure exacte l’un de l’au-

tre : deux plus deux est la mesure exacte

de quatre
,
et quatre l’est de deux plus

deux.

On voit donc que, dire que deux nombres
sont égaux, qu’ils se contiennent récipro- <

quement, qu’ils sont la mesure exacte l’un

de l’autre
,
c’est dire la meme chose de trois

maniérés differentes
;
mais, quoique dépa-

reilles expressions soient identiques
,
nous

verrons qu’elles ont chacune leur usage.

Lorsque deux nombres ne se mesurent

pas réciproquement
,
on les peut comparer

à un troisième
,
qui

,
étant contenu un cer-

tain nombre de fois dans l’un et dans

l’autre, est la mesure commune des deux.

finit çt douze

,

par exemple
,
ont pour

mesure commune quatre , deux et un. Sur

quoi il faut remarquer que l’unité est la

mesure commune de tous les nombres : il

y en a même qui n’en ont pas d’autre
,
tels

Sont quatre et cinq , neufet onze.

Qqand nous mesurons deux nombres

,

8PUS découvrons l’excès du plus grand sur
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le plus petit
:
quand nous les comparons,

nous voyons que l’excès du plus grand sur

le plus petit est la différence de l’un à

l’autre : et quand nous retranchons le plus

petit du plus grand
,
nous appercevons

que cet excès ou cette différence est ce

qui reste.

Excès , différence , reste sont donc des

mots qui signifient précisément la même
chose : mais dans l’usage qu’on en fait, les

vues de l’esprit ne sont pas les mêmes.

Excès est relatif à mesure, parce que l’excès

est connu après avoir mesuré : différence

est relatif à comparaison
,
parce qu’on dé-

couvre la différence en comparant : reste

est relatif à soustraction, parce qu’on trouve

le reste après avoir soustrait le plus petit

nombre. Deux est l’excès de six sur qua tre

,

la différence de quatre à six
,
et le reste

quand on a retranché quatre : ces trois

mots
, dans cet exemple

, signifient donc
également deux, et par conséquent la même
chose

;
mais l’un suppose qu’on a mesuré

,

l’autre qu’on a comparé, et le dernier qu’on

a soustrait.

‘Les détails où j’entre paroîtront rainu-
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tieux sans cloute, parce qu’il semble que
ceux qui savent la numération n’ont pas

besoin qu’on leur apprenne ce qui cons-

titue l’égalité, l’excès, la différence, le

reste. Mais un enfant compte par ses doigts

avant d’avoir appris ces dénominations
;
et

peut-être quand il les connoîtra, croira-t-il

savoir autant de choses que de mots. Il est

vrai que j’écris pour des adultes
,
mais je

dois les traiter comme des enfans
,
parce

qu’il n’y a qu’une manière de s’instruire;;

qu’elle est la même pour tous les âges
;
que

d’ailleurs tous les ignorans sont enfans, et

que les plus savans sont bien jeunes encore.

Rappelons -nous que nous ne pouvons

aller que du connu à l’inconnu. Or , com-

ment pouvons-nous aller de l’un à l’autre?

C’est que l’inconnu se trouve dans le connu

,

et il n’y est que parce qu’il est la même
chose. Nous ne pouvons donc passer de ce

que nous savons à ce que nous ne savons

pas
,
que parce que ce que nous ne savons pas

est la même chose que ce que nous savons.

Vous qui n’avez rien appris en lisant ce

chapitre, vous êtes bien convaincu que tout

ce que j’y dis est la même chose que ce que
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vous saviez. Donc lorsqu’un enfant le saura,

ce qu’il aura appris sera lameme chose que

ce qu’il savoit.

Or, tout ce que nous ignorons étant la

même chose que ce que nous savons
,

il

est évident que nous ne pouvons trop ob-

server ce que nous savons
,
si nous voulons

arriver à ce que nous ne savons pas. Il le

faut observer, et observer beaucoup, parce

que ce que nous croyons savoir, souvent nous

le savons mal. Aussi y a-t-il long-temps que

je suis convaincu qu’on n’aura de bons élé-

mens que lorsqu’on aura tout refait
,
jus-

qu’aux notions les plus communes. Car les

idées, pour être communes, n’en sont pas

mieux faites. Au contraire
,
ce sont celles

dont on s’est le moins rendu compte. Si

cependant on y laisse de la confusion
,
elles

seront mal connues, et si elles sont mal con-

nues
,
elles ne pourront pas nous conduire

à ce que nous ne connoisons pas. Voilà

pourquoi je commence par où l’on n’a ja-

mais commencé
, et je remarque longue-

ment des choses que tout le monde juge

inutiles à dire. Je sens que j’en dois paroître

minutieux
;
mais je prie le public d’avoir
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pour moi la même indulgence qu’il a pour

tant d’autres.

Quand je dis deux plus deux sont e'gaux

à quatre

,

on voit que l’égalité se réduit à

l’idenlilé
;
car il suffit de savoir la valeur

des mots
,
pour reconnoître que ce que

j’appelle deux plus deux est lamême chose

que ce j’appelle quatre.

Deux plus deux et quatre
,
sont donc

le même nombre exprimé différemment

,

ou deux expressions identiques dans les

idées.

Qu’on dise donc que deux nombres sont

égaux
,

qu’ils se contiennent réciproque-

ment
,
qu’ils se mesurent exactement l’un

et l’autre, qu’ils sont le même nombre ou

qu’ils sont identiques
,
ce n’est jamais que

dire la même chose de plusieurs manières.

On ne fait donc, dans la langue des cal-

culs
,
que des propositions identiques, et

par conséquent frivoles, objectera-t-ôn peut-

être. Je conviens que, dans cette langue

comme dans toutes les autres, on ne fait que

des propositions identiques, toutes les fois

que les propositions sont vraies. Car, ayant

démontré que ce que nous ne savons pas
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est la même chose que ce que nous savons

,

il est évident que nous ne pouvons faire

que des propositions identiques
, lorsque

nous passons de ce que nous savons à ce que

nous 11e savons pas. Cependant, pour être

identique, une proposition n’est pas frivole.

Six est six est une proposition tout-à-la-

fois identique et frivole. Mais remarquez

que l’identité est en même temps dans les

termes et dans les idées. Or ce n’est pas

l’identité dans les idées qui fait le frivole

c’est l’identité dans les termes. En effet,

on ne peut jamais avoir besoin de faire cette

proposition
,
six est six

;
elle ne mèneroit

à rien; et la frivolité, comme on peut avoir

eu occasion de le remarquer, consiste à par-

ler pour parler
,
sans objet, sans but, sans

rien dire.

Il n’en est pas de même de cette autre

proposition, trois et trois font six. Elle

est la somme d’une addition: On peut donc
avoir besoin de la faire, et elle n’est pas

frivole, parce que l’identité est unique-
ment dans les idées.

Faute d’avoir distingué deux identités,

l’une dans les mots, l’autre dans les idées,
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on a supposé que toute proposition iden-

tique est frivole
,
parce que toute proposi-

tion
, identique dans les mots

,
est frivole

en effet
;
et on n’â pas soupçonné qu’une

proposition ne sauroit être frivole, lorsque

l’identité n’est que dans les idées. On n’a

pas même voulu appercevoircette identité.

Car pourquoi dit-on, par exemple, deux
et deuxfont quatre? pourquoifont ? si ce

n’est parce qu’on suppose que deux et deux
sont quelqu’autre chose que deux et deux :

il me semble qu’on auroit dit
,
deux et deux

sont quatre, si on eût bien senti que deux
et deux sont la même chose que quatre.

Lorsque nous jugeons que deux hommes
sont égaux en grandeur, nous voyons une

même chose dans deux que nous compa-

rons, c’est-à-dire, unemêmegrandeur dans

deux hommes, et nous faisons une propo-

sition identique. De même, lorsque nous

disons deux plus deux sont égaux à qua-

tre
,
nous voyons une même idée dans deux

expressions, et notre proposition est iden-

tique encore. Mais les calculateurs n’ayant

pas remarqué que ces expressions sont iden-

tiques dans les idées, ils jugent qu’ils ont
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comparé des idées différentes
,
parce qu’ils

ont comparé des mots différens.

Quand je dis qu’ils ne remarquent pas

cette identité, je ne veux pas dire qu’ils ne

l’apperçoivent pas. Qui pourrait ne pas l’ap

percevoir? Mais s’ils laremarquoient, ils se

verraient forcés à conclure que
,

lorsqu’ils

calculent, ils ne font et ne peuvent faire

que des propositions identiques. Or ils se

refusent, comme par instinct, à cette con-

clusion
,
parce qu’ils sont dans le préjugé

que toute proposition identique est une pro-

position frivole; et ils ont de la répugnance

à être frivoles.
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CHAPITRE VI.
L

i

De la formation des puissances et

de dextracion des racines
,
lorsque

les quantités sont exprimées avec

des noms.

L’art de calculer n’a pu se perfectionner

qu’autant qu’on a simplifié les méthodes.

Or une méthode plus simple qu’on ne

connoissoit pas encore, ne se sera pas trou-

vée dans une méthode dont on n’auroit eu

que des idées confuses. Car des connois-

sances confuses ne sont pas proprement des

connoissances: cependant on ne peut aller

à l’inconnu que par le connu, et si nous

avons tant de peine à faire des découvertes,

c’est que nous savons mal ce que nous

croyons savoir. Qui le sauroit bien, trou-

verait tout ce qu’il est possible de trouver:

voilà le secret des inventeurs.

Une première méthode n’a donc pu con-

duire à une méthode plus parfaite, qu’après
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qu’on l’a eu simplifiée elle-même
;
et ce n’est

qu’à mesure qu’on la simplifioit, qu’on y
pouvoit voiruneméthode plus simple encore.

C’est le choix des signes qui fait toute la

simplicité d’une méthode. Or on n’a pas

pu calculer avec les doigts et avec des noms,

sans éprouver de grandes difficultés: on a

voulu les vaincre, et de tentative en tenta-

tive, on est arrivé à des signes plus com-

modes.

En continuant d’étudier le calcul qui se

fait avec les doigts et avec des noms, nous

pouvons donc nous flatter de découvrir des

calculs plus simples mous aurons d’ailleurs

l’avantage de parler un langage familier à

tout le monde, et il me semble qu’il est

plus naturel de commencer une étude dans

une langue qu’on parle, que dans une lan-

gue qu’on ne sait pas encore. A la vérité

le chemin que je prends, paroîlra long, et

on trouvera que je remonte bien haut, parce

que je commence par le commencement.
Mais quand nous aurons atteint ceux qui

croient faire des élémens, nous irons plus

vite qu’eux.

Les puissances d’un nombre, dit-on, sont

5
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les produits de ce même nombre multiplié

plusieurs fois par lui-même; et immédiate-

ment après avoir donné cette définition, on
ajoute que tout nombre qui n’a pas été mul-

tiplié par lui-même, est sa première puis-

sance
;
que deux

,
par exemple, est la pre-

mière puissance de deux. Voilà donc une
puissance qui n’est pas un produit, et par

conséquent la définition n’est pas exacte.

Certainement ce n’est pas pour se faire en-

tendre qu’on définit d’une façon et qu’oij

parle d’une autre.

On nomme carre' le produit d’un nom-

bre multiplié par lui-même. Quatre, par

exemple, est le produit de deux multiplié

par‘deux] et ce produit est nommé carré

\

parce que c’est la mesure d’une surface

carrée, qui auroit deux de hauteur sur

deux de base.

Si ensuite on multiplie quatre par deux>

le produit huit prend le nom de cube, parce

qu’il est en effet là mesure d’un cube
,
c’est-

à-dire, d’un solide qui auroit deux de base,

deux de hauteur et deux de profondeur.

Représentez-vous une figure terminée

par quatre droites égales, et dont deux côtés
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parallèles soient perpendiculaires aux deux

autres.

Cette figure est un carré dont la base

est égale à la hauteur. S’il a
,
par exemple,

deux pieds de haut, il aura deux pieds de

base, et vous voyez qu’en multipliant deux

par deux ,
vous aurez quatre pour la sur-

face carrée.

Vous concevez donc que le produit de

tout nombre, multiplié par lui-même,

comme celui de deux par deux
,
peut re-

présenter un carré. Or c’est par cette rai-

son qu’on nomme carre's tous les produits

de cette espèce. Ainsi quatre est le carré

de deux, neuf est celui de trois
,
etc.

Un cube est un solide dont la base ,
la

hauteur et la profondeur sont égales : il au-

ra, par exemple, deux pieds dans chacune

de ses dimensions; et comme deux multi-

plié par deux a donné quatre pour la sur-

face carrée, quatre multiplié par deux don-

nera le cube huit. Vous comprenez donc

que le produit de tout nombre, multiplié

deux fois par lui-même, peut représenter

un cube : huit est le cube de deux ,
vingt-

sept est celui de trois.
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Deux peut multiplier le cube huit

,

le*

produit qui en résultera, d’autres encore, et J

chacun de ces produits a besoin d’être 1

nomme. Mais, parce qu’il eût été inutile:

cle s’embarrasser d’une multitude de noms,,

on a compris tous ces produits sous la dé-
nomination générale de puissance.

Puissance a donc d’abord signifié les diP-

férens produits d’un nombre multiplié suc-

cessivement par lui-même; et on eut autant

de puissances que de produits.

En conséquence de cette première accep-

tion
,
un nombre n’est pas une puissance

proprement, lorsqu’il n’est pas un pareilpro-

duit, comme l’uni lén’est pas un nombre elle-

même dans la première acception du mot.

Mais on dit, par extension, que l’unité

est un nombre, parce qu’elle les produit

tous : de même on dit

,

par extension

,

que chaque nombre est sa première puis-

sance, parce que, multiplié par lui-même,

il est le générateur de toutes. Quatre est

donc la seconde puissance de deux, huit

la troisième
,
seize la quatrième ,

et deux

en est la première, improprement ou par

extension.
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Il est naturel et raisonnable de donner

aux mêmes choses, des dénominations dif-

férentes
,
suivant les différentes vues de

l’esprit. C’est pourquoi les nombres ,
consi-

dérés par rapport aux puissansces dont ils

sont les générateurs
,
ont été nommés ra-

cines de ces puissances. Deux est la ra-

cine seconde de quatre

,

la racine troisième

de huit, la racine quatrième de seize

,

et

par extension, la racine première de deux.

Ainsi tout nombre est en même temps sa

racine première et sa première puissance.

L’unité est un nombre
:
par conséquent,

multiplié par elle-même, elle donnera un

carré dont elle est la racine carrée ou

seconde
;
multipliée par elle-même une se-

conde fois, elle donnera un cube, dont elle

est la racine cube ou troisième : et, puisque

un
,
multiplié ou divisé par un, n’est jamais

qu 'un

,

il s’ensuit qu’on trouve dans l’unité

toutes les puissances et toutes les racines

possibles. Vous voyez que l’analogie con-

duit à ce langage.

Voilà ce qu’on entend par racine et par

puissance. Remarquez que tout, ce que vous

venez d’apprendre se trouve dans ce 'que
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vous saviez

,
aux mots près de puissance

et de racine. Or c’est ainsi que la langue

des calculs s’achèvera. On introduira de
nouvelles dénominations et de nouveaux

signes : mais dans chaque dénomination
,

dans chaque signe, vous ne trouverez que

ce que vous saviez déjà. C’est de la sorte

que vous irez de proche en proche, depuis

le calcul avec les doigts jusqu’au calcul

intégral.

Dès que vous savez multiplier
,
vous

savez élever un nombre au carré, au cube,

ou à tout autre puissance. La formation

des puissances vous est donc connue : or

c’est dans cette connue que vous trouverez

l’extraction des racines.

Une puissance étant donnée, en extraire

la racine c’est trouver le nombre qui
,
en

se multipliant
, a été le générateur de la

puissance. Vous concevez donc que, puis-

que la multiplication donne les puissances

la division donnera les facines, et que l’ex-

traction des racines est l’inverse de la for-

mation des puissances. Dans l’une on dé-

fait ce qu’on a fait dans l’autre : mais dès

que' vous savez faire une chose
,
vous la
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savez défaire , si vous observez comment

vous la faites. Observons et décomposons.

J’écris dans une colonne les neuf pre-

miers nombres
,
et dans une colonne cor-

respondante ,
les carrés de chacun.

Racines. Carre's .

Un. Un.

Deux. Quatre.

Trois. Neuf.

Quatre. Dix plus six.

Cinq. Deux dix plus cinq.

Six. Trois dix plus six.

Sept. Quatre dix plus neuf.

Huit. Six dix plus quatre.

Neuf. Huit dix plus un.

Toutes ces racines n’ont qu’un terme;

les carrés des trois premières n’en ont

qu’un également
,
parce qu’ils ne renfer-

ment que des unités du premier ordre.

Les autres carrés renferment des unités de

déux ordres
,
distingués dans deux termes

difiérens : dix plus six , deux dix plus

cinq
,
etc. Mais nous ne saurions exprimer

dans cette table combien il y a de termes
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dans dix racine carrée de cent, ou dans
cent carré de dix : les doigts y suppléeront

}

car l’expression de dix est le quatrième
doigt ouvert plus le petit doigt fermé, et

celle de cent est le doigt du milieu ou-
vert, plus le quatrième fermé, plus le cin-

quième ferme. Dix a donc deux termes
dans son expression, et cent en a trois. Nous
continuerons ces observations ailleurs, et

nous saurons bientôt comment on juge »

à 1 inspection d un carré
, du nombre des

termes de sa racine. Passons à un carré

dont la racine ait plusieurs termes, et ob-
servons-le. Soit à cet effet cent plus quatre
dix plus quatre

,

dont nous savons que la

racine est dix plus deux.

Les trois termes de ce carré sont cent
plus quatie dix plus quatre ,* et les deux
de la racine, dix plus deux. Or cent est

le carré de dix
,
premier terme de la racine ;

quatre est celui de deux
, son second terme

;

et quatre dix est le produit de deux dix
par deux

, ou de deux fois le premier
terme multiplié par le second. D’après
cette observation

,
qui me fait connoître

comment se fqrme chacun des trois termes
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de ce carré, il ne sera pas difficile d’en dé-

faire un autre. Soit donc cent plus deux

dix plus un
,
dont on veuille extraire la

racine. On dira :

Le premier terme cent est un carré dont

dix est la racine. Le premier terme de la

racine que je cherche est donc dix. En

effet dix fois dix font cent; et aj^ant sous-

trait cent de cent
,

il reste deux dix plus

un.

Ce reste, deux dix plus un
,
est formé

de deux termes dont le premier deux dix

est le produit de deux fois le premier

terme de la racine multiplié par le second.

Donc, en divisant ce premier terme deux

dix par le double du premier terme de la

racine
,
c’est-à-dire

,
par deux dix

,
je trou-

verai le second terme de la racine.

Or deux dix est contenu une fois dans

deux dix
,
ou ce qui est la même chose,

deux dix divisé par deux dix donne un
pour quotient. Donc un est le second terme

que je cherche. En ellêt, une fois deux dix

fait deux dix, un multiplié par un fait un
au carré

,
et deux dix plus un ayant été

soustrait de deux dix plus un
,
il ne reste
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rien. La racine carrée de cent plus deux
dix plus un est donc dix plus un.

ISious n’eussions pas trouvé avec la même
facilité que onze est la racine carrée deceni
vingt-un

, et c’est cette manière de nous
exprimer qui eût fait toute la difficulté.

Dès que notre langue nous cache l’ana-

logie d’après laquelle les nombres se com-
posent, il n est pas étonnant qu’elle ne nous
laisse pas voir comment nous pouvons les

décomposer. V ous le voyez : tout confirme

que de pareilles découvertes seraient faciles,

si les dénominations des nombres eussent

été faites d’après la numération par les

doigts. Voilà l’avantage qu’aura l’algèbre;

elle nous fera parler comme la nature, et

nous croirons avoir fait une grande décou-

verte.

Je pourrais faire voir que, pour extraire

les racines carrées, lorsqu’elles sont com-

posées de trois termes, de quatre ou d’un

plus grand nombre, il ne faut pas d'autre

méthode que celle que nous venons de dé-

couvrir, et l’analogie seule nous appren-

drait bientôt à extraire des racines troi-

sièmes
,
quatrièmes

,
etc. Par exemple

,
pour
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savoir défaire nn cube, il suffîroit d obseï-

ver comment il s’exprime avec les doigts,

puisqu’on verroit comment il s est lait,

mais il me suffit
,
pour le piesenf

,
d avoir

indiqué-ces méthodes. Nous les développe-

rons, lorsque nous aurons trouvé des signes

plus simples : le calcul
,
qui ne se feroit

qu’avec des noms, deviendroit trop com-

pliqué.

I
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CHAPITRE VU.

Notions générales sur les fractions
lotsqu elles sont exprimées avec
des noms.

Les fractions embarrassent fort les

commençons, et c’est la faute des fai-
seurs d’élémens. On diroit, quand ils trai-

tent des fractions, qu’ils parlent d’une
chose que personne ne connoit: cependant
c’est ici le cas de dire que tout le monde
parle prose sans le savoir.

Rompez ou divisez une toise en six par-
ties

, chacune sera une partie rompue de la

toise, ou, ce qui est la même chose, elle en
sera, pour parler latin, unefraction. Con-
séquemment vous pouvez donnera un nom-
bre de ces parties le nom de nombre rom-
pu ou de fraction. Voilà ce qu’on a fait,

et vous voyez aussitôt des fractions dans
un sixième de toise 3 deux sixièmes de
toise

,
etc.

, expressions qui vous étoient

connues. N’est-ce pas ainsi que le bour-
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geois gentilhomme voit tout-à-coup de la

prose dans Nicole , apportez-moi mes

pantoufles ?

Par opposition à nombre rompu ou à

fraction, on peut donner à la toise entière

le nom de nombre entier, et c’est encore ce
• /

‘

qu’on a fait. Ainsi le meme nombre peut

être considéré comme nombre entier et

comme nombre rompu. Le pied, par exem-

ple, est un nombre entier par rapport aux

pouces qui en sont des fractions, et il est un

nombre rompu par rapport à la toise, dont

il est une fraction lui-même.

Voilà ce que nous savions tous, avant

que le langage nous en fût connu; et si au-

jourd’hui nous nous imaginons avoir appris

autre chose que des mots, nous ressem-

blons au bourgeois gentilhomme auquel

nous ne ressemblons que trop souvent. Il

suffit d’avoir eu occasion de mesurer quel-

que chose, pour avoir compte', sans le sa-

voir, par nombres entiers et par nombres

rompus.

Quand on décompose une fraction, on

y remarque deux termes que j’écrirai pour

les mieux distinguer
, comme on le voit ici,
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de toise. Cela signifie que je divise la

toise par six, et que de six parties, j’en

prends trois, expression qui est la même
que trois sixièmes de toise.

L’un de ces termes de'nomme donc ou in-

dique en combien de parties nous divisons

un entier, et on le nomme de'nominaleur\

tel ests/u: dans l’exemple précédent
;
l’autre

numère ou indique combien nous prenons

de ces par ties, et on le nomme nume'rateur\

tel est trois. On savoit tout cela, avant d’a-

voir vu des fractions écrites comme je les

écris, et avant d’avoir entendu parler de

numérateur et de dénominateur. En effet

tout cela se trouve dans trois sixièmes de

toise.

Ce que tout le monde sait encore, c’est

que le dénominateur d’une fraction divise

une unité principale, un entier
,
et ne divise

ni ne peut diviser le numérateur, puis-

qu’un plus grand nombre n’est pas contenu

dans un plus petit. Dans trois quarts de

livres, par exemple, ou comme j’écris, dans

—— ,
quatre divise la livre ,

et ne divise
quatre '

pas trois.
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Enfin, il n'y a personne qui ne sache

que trois livres valent soixante sous. On
voit donc qu’à trois on peut substituer

soixante ,
et qu’alors la fraction devenant

î^—
,
le numérateur divisé par le déno-

quatre

minateur, donnera quinze au quotient. On
saura toujours, en pàreil cas, trouver le

quotient d’une fraction.

On peut donner la forme de fraction

à toute division à faire. J’écrirai
,
par

exemple, ce qui signifie que cent est

a diviser par dix, comme -—- signifie qu©

trois est à diviser par quatre.

Je dis, cent à diviser par dix, et non

pas cent divisé par dix, comme on parle

d’ordinaire et peu exactement. Car —

*

1 dix

n’est pas l’expression d’une division faite :

c’est l’expression d’une division- à faire,

c’est une division qui n’est qu’indiquée.

Quoi qu’on puisse penser de pareilles

observations, je les fais
;
parce que la règle

que je me prescris, est de ne dire que ce

que je veux dire; et si je m’en écartois
,
il

m’arriveroit souvent de n’être pas entendu.
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En effet, pour avoir parlé d’une fraction

i

comme d’une division faite, les calcula-

teurs se sont rendus quelquefois inintelli-

gibles. Ils vous diront, par exemple, que
toute fraction est le quotient de son numé-
rateur divisé par son dénominateur, ou que

n’est autre chose que le quotient de

cinq divisé par huit. Mais quand nous nous

souvenons d’avoir appris que le quotient

exprime combien de fois un plus petit

nombre est contenu dans un plus grand,

comment pouvons-nous imaginer que cinq

divisé par huit ait un quotient qui exprime

combien de fois huit èst contenu dans

cinq
,

et comment pouvons - nous com-

prendre que ce quotient soit la fraction

même^h? Il est vrai que, lorsqu’on a

deviné cette énigme, on y trouve un sens :

mais ceux qui commencent
,
ne sont pas

supposés avoir le don de deviner.

Il faut remarquer que toute expression,

d’une division à faire est identique avec

J expression de son quotient.
,

par

exemple ,
est au fond la meme chose que
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quinze. De même, de quelque manière

qu’on exprime le quotient ——delivre,11 1 quatre 3

l’expression du quotient sera identique avec

l’expression de la fraction
,
et quinze sols

sera la même chose que trois quarts de livre.

Voilà sans doute ce qui a fait dire que —

—

1 quatre

est le quotient de trois divisé par quatre.

Mais, puisque la fraction , au lieu1 1 quatre

d’être une division faite
, est une division

à faire
;

il falloit remarquer que cette

même fraction, prise pour quotient, n’est

pas un quotient trouvé, qu’elle n’est qu’un
quotient indiqué

, et que par conséquent
elle n’est pas un quotient proprement dit.

En effet, puisque le quotient doit exprimer
combien de fois le diviseur est contenu
dans le dividende

, il n’y a proprement
de quotient qu’après que la division a été

faite. Or, —-— est une division à faire.

Pour effectuer cette division
,

je suis

obligé de substituer au numérateur trois

le nombre soixante y et ayant
,
dans

soixante
^ trois

, .

"q^iTT
et

»
deux expressions identi-

ques, quinze est également, pour l’un et

6
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pour l’autre, l’expression du quotient. Mais
si je n’avois pas fait cette substitution

,
je

n aurois pas effectué la division de
trois

quatre

puisque trois n’est pas divisible par quatre.

Cette fraction n’a donc point de quotient

proprement dit : elle n’en a un, qu’aulant

quelle se transforme en , expres-

sion qui lui est identique.

Cependant, parce que le quotient de

trois à diviser par quatre

,

quel qu’il soit,

est la même chose que celui de —— , et1 quatre 7

que cette fraction peut tenir lieu du quo-

tient qu’elle indique
;

je dirai que

est par extension le quotient de trois à

diviser par quatre\etcm m’entendra, parce

que je n’aurai pas pris le mot de quotient

dans sa première acception
,

et que j’en

aurai averti : sur quoi nous pouvons re-

marquer que tout numérateur est un divi-

dende, et que tout dénominateur est un

diviseur. C’est ainsi que les dénominations

redeviennent tantôt les mêmes après avoir

été différentes, et tantôt différentes après

«ivoir été le$ mêmes; artifice qui nous fait
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considérer les choses sous tous les points

de vue possibles, et qui
,
d’identité en iden-

tité, nous conduit de connoissance en con-

noissance. Observons cet artifice, étudions-

le ,
et nous deviendrons inventeurs.

Lorsque deux divisions à faire.sont idem

tiques, elles ont le même quotient, et on

prend le quotient de la division qui s’ef-

fectue, pour quotient de celle qui ne peut

s’effectuer.

Dès que deux divisions à faire ont le

même quotient, lorsqu’elles sont identiques

,

il s’ensuit qu’elles sont identiques
,

lors-

qu’elles ont le même quotient. Nous nous

assurerons donc de leur identité, lorsque

nous saurons que le quotient est le même;
et nous nous assurerons que le quotient est

le même lorsque nous connoîtrons leur iden-

tité. En un mot, l’une de ces identités étant

connue, l’autre le sera également; et nous

irons tantôt de l’identité des quotients à

l’identité des fractions, tantôt del’indentilé

des fractions à l’identité des quotients.

Des fractions sont toujours identiques,

lorsque, telles que— ,
lifh elles 011{x A uu deux tjrois
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' chacune le même nombre pour numéra-

teur et pour dénominateur : car chaque

nombre se contenant une fois, le quotient

est pour chacune l’unité.

L’unité peut donc s’exprimer d’une in-

finité de manières, et il en sera de même de

tout autre nombre. Deux s’exprimera par

deux quatre _six_ ^ r |ou fe autre fraction
un ’ deux ’ trois 1

égale à deux, ou qui a deux pour quotient.

De même nous aurons trois égal à — ,

etc. Plus l’identité de ces expres-
deux 1 trois 1

sions est sensible,«plus elles nous seront

utiles : ce sont des intermédiaires propres

à nous faire passer d’une proposition où

l’évidence s’apperçoit, à une porposition où

elle ne s’apperçoit pas. Il est humiliant

pour notre amour-propre d’avoir besoin de

ces sortes de propositions : mais nous ram-

pons tous, et les essors que nous croyons

prendre
,
quand nous nous flattons d’avoir

du génie, sont comme ces rêves où nous

nous voyons planant dans les airs.

Il en est de tout nombre rompu comme

de tout nombre entier; il peut s’exprimer
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d’une infinité de manières. Par exemple
,

deu\_ çpmno
ue son (- qUe différentes ex-

quatre ’ six huit

pressions de la fraction
un

deux
Or, si on mul-

tiplie les deux termes de celle-ci par deux,
deux . trois

on aura —— ;
par trois, on aura par

quatre '

quatre

,

on aura - y'-

at

,

re
. Donc une fraction

huit

dont on a multiplié les deux termes par

un meme nombre
,
donne pour produit

une fraction qui lui est identique
;
ou

,

comme on s’exprime communément ,onne

change point la valeur d’une fraction, lors-

qu’on en multiplie les deux termes par

un même nombre. Alors en effet
,
après

comme avant la multiplication r la fraction

a toujours le même quotient.

La multiplication, en pareil cas, ne

produit donc de changement que dans l’ex-

pression des fractions : à une expression
,

elle en substitue une autre, —— , par
quatre r

exemple, ou -r-i à AIL. On ne changera
six deux «

donc point la valeur d’une fraction
,

lors-

qu on en divisera les deux termes par un
même nombre: car la division ne pouvant
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que défaire ce que la multiplicalion a fait,,

elle se bornera à remettre les expressions 1

simples à' la place des expressions com-

, un i 1 deux i trois

posées ,
— a Ja place de ou de — .

1 ’ deux 1 qua Lre six

En un mot, elle réduira les fractions aux:

termes dont elles étoient formées avant la

multiplication. Qu’on divise donc ou qu’on

multiplie les deux termes d’une fraction

par un même nombre
,
on n’en changera

pas la valeur.

Nous aurons souvent occasion de re-

marquer que l’identité qui ne s’aperçoit pas

sous une expression, peut s’apercevoir sous

une autre; et nous éprouverons combien

il est utile de pouvoir exprimer chaque

quantité de plusieurs manières identiques.

Au reste, il ne faudroit pas, en ne ju-

geant que d’après la forme, regarder

comme autant de fractions proprement

dites
,
toutes les expressions que nous ve-

nons d’observer. sont à propre-
deux 7 (leux

ment parler des entiers; et il en est de

même de toutes les expressions semblables,

toutes les fois que la division indiquée peut

s’effectuer. 11 n’y a donc proprcmentde frac-
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tion que lorsque la division ne peut se

faire; ou , oe qui est la même chose, lors 1

que le numérateur étant plus petit que le

dénominateur
,

elle ne se fait qu’après

avoir substitué au numérateur un nombre

plus grand.

Cependant comme toutes ces expressions

se ressemblent parla forme
,
l’analogie nous

autorise à les comprendre toutes sous la

même dénomination, ou plutôt elle nous

le prescrit: quelque différence qu’il y ait

entre les choses, nous leur devons donner

le même nom', toutes les fois que nous les

considérons par où elles se ressemblent. Je

prendrai donc le motfraction dans son ac-

ception la plus générale, et sera uneu deux

fraction comme ——

.

quatre

Après avoir, dans ce chapitre, consi-

déré les fractions comme une chose connue
de tout le monde,, nous nous sommes
bornés à observer les différentes manières,

toutes identiques, dont elles peuvent s’ex-

primer
, supposant que c’est assez de re-

marquer les clifïérens langages que nous

pouvons tenir à ce sujet. C’est assez en
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effet

,
puisque l’art dç raisonner n’est que*

l’art de parler, et que la route qui conduit,

de découverte en découverte, n’est qu’une

trace d’expressions identiques.
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CHAPITRE VIII.

Vu calcul des fractions lorsqu 9
elles

sont exprimées avec des noms.

Fraction , addition , soustraction ,

multiplication 3 division , sont des no-

tions qui nous sont familières et dans

lesquelles nous devons trouver le calcul

des fractions. Nous croyons l’ignorer
,

comme nous croyons ne pas voir les choses

que nous ne regardons pas : cependant

il ne tiendroit qu’à nous de regarder ce

que nous voyons
,
mais nous ne regardons

rien
,
et voilà pourquoi nous sommes en

effet ignorans.

Une chose n’est pas sous nos yeux
,
parce

que nous la remarquons
;
mais nous la re-

marquons, parce quelle y est. Il en est de

même de l’esprit
;

il ne remarque que ce

qu’il voit, ou il n’apprend qu’en observant

ce qu’il sait. Toute la difficulté est donc

d’observer ce que nous savons, et elle vient

de ce que nous avons peu observé, ou de ce
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que nous avons observé sans règles. Fai-

sons-nous une habitude d’observer mieux.

Si a la fraction -LL- je veux ajouter la

fraction —~
, j’observe que cela signifie

qu’au lieu de ne prendre qu’une partie d’un

entier divisé par quatre
,
j’en veux prendre

une plus deux, et j'écris ou iïil
;

en ajoutant l’un à l’autre les deux numé-

rateurs. Si de —— je veux soustraire —

—

quatre quatre *

je soustrait deux de trois
, et j’écris

trois moins deux un
, ; OU .

quatre quatre

L’addition et la soustraction ne souffrent

donc aucune difficulté
,
lorsque les frac-

tions sont au même dénominateur. Donc
,

si elles n’y sont pas, il faudra les y réduire.

Or
, comment se fera cette réduction ?

Observons.

Soient les fractions ——et -LL- vous
quatre deux

voyez que nous les réduirons au même
dénominateur, si nous leur substituons

deux fractions identiques
,
qui aient cha-

cune pour dénominateur huit
,
produit de

quatre par deux . Or premièrement elles
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auront chacune ce produit pour dénomi-

nateur ,
si nous multiplions les deux termes

de la première par deux
,
et les deux de

la seconde par quatre
;
et en second lieu,

nous substituerons à chacune une fraction

identique, puisque les deux termes de

chacune auront été multipliés par un

même nombre. Il n’y a là rien que nous

ne sachions : c’est ce que nous venons cl’ap-

prendre dans le dernier chapitre.

En multipliant donc par deux les deux

termes de la fraction —— ,
nous lui subs-

cpiatre

tituons la fraction identique^ ,
et en mul-

tipliant par quatre les deux termes de la

fraction -A-
, nous lui substituons la frac-

tion identique Alors, si àAA je veux

•
. quatre •, • dix

ajouter
{
-- , j

aurai pour somme ,
ou

-, deux , . -j six •

un plus
;
et, si de^ jeveuxsou s traire

quatre •, . ,
deux— rj- , j

aurai pour reste-^r-.

On comprend facilement que, si on avoit

à opérer sur un plus grantbnombre de frac-

tions
, on les réduirait de la même manière

au même dénominateur. On comprend
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encore que, lorsque les nombres qu’on veut;

additionner ou soustraire
, sont d’un côté

des fractions et de l’autre des entiers, il!

n y aura qu’à donner à ceux-ci l’unité pour;

dénominateur, et les traiter comme des?

fractions: on écrira, par exemple, ^ ,

;
et en les réduisant au même déno-

minateur, on leur substituera ^ _ uze
.

trois’ .trois’

On remarquera qu’en additionnant ou !

soustrayant des fractions, on n’opère pro-
prement que sur les numérateurs. Il en est’

de même
,
lorsqu’on les multiplie ou qu’om

les divise
;
puisque.la multiplication est une 1

addition, et la division une soustraction.

Cependant ces opérations peuvent quel-

quefois se faire de deux manières, l’une ;

directe en opérant sur les numérateurs,,

l’autre indirecte en opérant sur les déno-

minateurs. Soit, par exemple, à mul—
1 1 douze

tiplier par deux, j’aurai pour produit:

du numérateur huit par deux. Mais si ,
au;

lieu de multiplier le numérateur
, je di-

visois par deux le dénominateur douze
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j’aurois le même produit dans la fraction

^ ;
car il est évident que prendre seize

douzièmes d’un entier, ou en prendre huit

sixièmes
,
c’est la même chose.

Il en est de même de la division. Je

puis diviser par deux le numérateur huit
,

ce qui me donnera pour quotient
;
et

je puis multiplier par deux le dénominateur

douze j ce qui me donnera pour quotient

^TuaiTe- 0r ïai le même quotient indi-

qué sous ces deux expressions, qui, étant

réduites aux termes les plus simples, de-

viennent chacun dfL.
trois

Le résultat est donc le même dans la

multiplication et dans la division, soit qu’on

change la valeur du numérateur en opé-

rant directement sur lui, soit qu’on la

change en opérant indirectement
, c’est-à-

dire, en opérant sur le dénominateur. Cette

observation
,
qui nous fait distinguer des

opérations directes et des opérations indi-

rectes, va nous apprendre à multiplier et

à diviser des fractions de toutes espèces.
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deuxc • (.

(fustre , i,* i- deux -, i >

boit —— a multiplier par —- : la multi^
cincf 1 1 trois

plication du numérateur quaire par le

numérateur deux
, donne

;
produit

trois fois trop grand, puisque je multiplie

par deux entiers
,
et je ne devois multiplier

que par deux tiers. Il faut donc diviser par

trois la fraction Mais, parce que je.

ne puis pas faire ce(te division directe-

ment sur le numérateur, je la fais indirec-

tement en multipliant le dénominateur par

trois j et j’ai pour produit de
quinze

i.. i • / deux
multiplie par

;

quatre

cinq
f

Il faut donc deux opérations pour trou-

ver un pareil produit. L’une multiplie les

numérateurs l’un par l’autre, et c’est une

vraie multiplication : l’autre multiplie l'un:

par l’autre les dénominateurs ,
c’est pro-

prement une division
;
car elle divise le

produit donné par la première opération,,

et elle défait ce que la multiplication a;

fait de trop.

On prévoit que la division demandera!

également deux opérations*
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boit la traction a diviser par — -

un * neuf J

je 11e puis pas faire directement la division

de quatre par huit
, mais je la puis faire

indirectement, en multipliant par huit le

dénominateur z//z, et cette operation donne

Ce quotient est neuf fois trop petit

,

parce que huit est neuf fois trop grand :

car ce n’est pas par huit que je devois di-

viser, mais par Or ce que j’ai fait de

trop peu en multipliant le dénominateur
u?i par huit

, j’y supplée en multipliant le

numérateur quatre par neuf\ et je trouve

Pour quotient exact de -h__ à di-

viser par
huit

neuf’

\ ous vo}~ez que dans la division
,
au lieu

de multiplier, comme dans la multiplica-

tion
, numérateur par numérateur et dé-

nominateur par dénominateur
, il faut

multiplier en croix, numérateur par déno-
minateur et dénominateur par numérateur.
Cependant, si vous considérez que la divi-

sion est 1 inverse de la multiplication, vous
jugerez que

,
pour opérer dans l’mie de la
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même manière que dans l’autre

,
vous n’a-

vez qu’à renverser la fraction diviseur. Si

,

par exemple
, vous voulez diviser -

rois
• par

1 quatre 1

, et vous divi-
un

vous écrirez
trois deux

1 5 Y KJ 1,1.0 «

(leux quatre uu

serez en multipliant numérateur par nu-

mérateur
,
et dénominateur par dénomina-

teur. Car a diviser par -— est la
quatre 1 <1™»

même chose que —

—

à multiplier par

deux

un

quatre

trente-six

En divisant les deux termes du quotient

PI par quatre

,

nous lui substitüefons

qui deviendra quatre plus et

nous aurons réduit ce quotient à l’expres-

sion la plus simple.

Cette réduction est fondée sur ce qu’ou

ne change point la valeur d’une fraction,

lorsqu’on en multiplie ou qu’on en divise

les deux termes par un même nombre :

vérité dont nous allons donner une nouvelle

démonstration.

On ne change point la valeur d'un nombre,

lorsqu’on le multiplie ou quon le di\ise
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t>ar l’unité. Donc on ne changera pas la

valeur cl’une fraction, en multipliant ou

divisant les deux termes par un mèmè
nombre, si les multiplier ou les diviser de

la sorte, c’est multiplier ou diviser la frac-

tion par l’unité'. Mais multiplier ou diviser

les deux termes d’une fraction par un meme
nombre j

c’est multiplier ou diviser cette

fraction par une autre fraction qui a le

même nombre polir numérateur et pour

dénominateur
, |

par une fraction telle que
deux trois , , , i, , i „ i 1~— ,

—-j égale a limite : c est donc mut-
deux trois 0

ti plier ou diviser par l’unité même. De pa-

reilles multiplications et de pareilles divi-

sions changent l’expression du multipli-

cande et du dividende
,
sans en changer la

valeur; et, sous differentes formes, la frac-

tion multipliée ou divisée est toujours la

meme.

J ai dit que nous trouverions des divi-

sions qui donneraient un quotient plus

grand que le dividende
;
et c’est ce qui

arrive toutes les fois que le numérateur
de la fraction diviseur est plus petit que

le dénominateur. —— à divisiser par —
ut* 1

il eu'l

7
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a pour quotient quatre plus quantité

plus grande que le dividende VaHH,
.

un

En pareil cas, la multiplication donne

un produit plus petit que le multiplicande.

Quatre
,

... un—— ,
par exemple, multiplie par ,

cinq 1 1 1 1 quatre

-, quatre ... , . quatre
donne —— : produit plus petit que -1-:

—

vingt ’ 1 11 1 ejuq

On juge en conséquence, que si on ne veut

pas tout confondre, il faut se borner,

comme j’ai fait, à ne voir dans la multi-

plication et dans la division
,
que des opé-

tions mécaniques
;
c’est-à-dire

,
que

,
sans

égard pour ce qui résulte de l’une ou de

l’autre
,

il ne faut considérer que ce qu’on

fait quand on multiplie ou qu’on divise.

Dès-lors on reconnoîtra que nous devons

conserver par extension, le nom de produit

au résultat de toute multiplication
, et ce-

lui de quotient au résultat de toute divi-

sion. En effet, lorsque ces résultats sont

plus petits que le multiplicande ,
ou plus

grands que le dividende, ils sont encore,

dans le même sens que l’unité est un nom-

bre
,
des produits ou des quotients. Si on

vouloit ici changer de langage
,
on brouil-
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leroit tout, et on deviendrait inintelliai-

• O
ble, à force de distinctions.

On conçoit que la formation des puis-

sances et l’extraction des racines ont lieu

avec les fractions
, comme avec les entiers.

Mais l’opération est plus longue
,
parce

qu apres 1 avoir faite sur le numérateur

,

il la faut répéter sur le dénominateur : car

er au carré la fraction
ux

-

, c’est mul-
quatre

deux '*"

—

‘ —— par
quatre 1

deux . -,— . rp mu nnnno

et extraire la racine carrée de —f

tr

-
, c’est

seize

extraire celle de quatre et celle de seize.

Nous remarquerons enfin
,
dans les nom-

bres rompüs, l’inverse de ce que nous avons
remarqué dans les nombres entiers. Ceux-
ci croissent, quand on les élève à différentes

puissances,, deux
,
quatre , huit

>

et ceux-

là décroissent,
uu quatre un

deux ’ un 5
huit

*
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CHAPITRE IX.

Notions générales de ce qu’on nomme:

raison
,
proportion

,
progression.

/

Ces nouvelles notions 11e peuvent être

que de nouvelles dénominations pour con-

sidérer ,
sous de nouvelles vues

,
les notions

que nous avions auparavant. Elles doivent

donc se trouver dans ce que nous avonsi

appris.

Lorsque
,
par une comparaison ,

on a dé-

couvert la différence qui est entre deux

nombres, on peut, par une autre compa-

raison
,
découvrir la différence qui est entre

deux autres; et, ces différences étant con-

nues
,
on les peut comparer entre elles-

Avant vu
,
par exemple ,

d’un côté la dif-

férence qui est entre un et dfux
,
et de:

l’autre, celle qui est entre trois et quatre .

je puis remarquer qu’entre les deux der-

niers nombres, la différence est la mêmt<

qu’entre les deux premiers.
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Ces différences ,

comparées entre elles

,

sont des rapports qu’on nomme plus parti-

culièrement raison ,
et on dit que la raison

d'un à deux est la même que de trois à

quatre 3 ou qu’zz/z est a deux comme trois a,

quatre. Or quatre nombres, ainsi comparés,

forment ce qu’on nomme une proportion.

Une proportion est donc composée dedeux

membres : l’un exprime la raison qui est

entre les deux premiers nombres, entre un

et deux ;
l’autre exprime la raison qui est

entre les deux derniers
,

entre trois et

quatre.

Quand on a une proportion
,
on peut

renverser chaque membre ,
et alors on fait

une proportion qui est l’inverse de la pre-

mière. Deux est à un comme quatre à

trois ,
est l’inverse de un est à deux comme

trois à quatre.

Si je disois un est à deux en raison de

quatre à trois
,
je ne renverserais qu’un

des deux membres, et je ferais une propor-

tion fausse : mais je la rendrai vraie, si je

remarque que la raison est inverse, et que

je dise
, un est à deux en raison inverse

de quatre à trois

.
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La raison inverse a donc lieu
, toutes

les lois que, dans un membre, l’ordre des
nombres est le renversement de l’ordre des
nombres dans l’autre membre. Quand la
raison n’est pas inverse, on la nomme di-
recte ou simplement raison : car toutes les
fois qu’on ne dit pas qu’elle est inverse, elle
est supposée directe.

Des deux nombres qui forment chaque
membre, le premier se nomme antécédent

,

et le second conséquent. Il j a donc dans
tme proportion deux antécédens et deux
conséquens. Un est à deux comme trois
à quatre a pour antécédens un et trois

,

et pour conséquens deux et quatre.
Mais une proportion pourrait n’être for-

mée que de trois nombres
, telle est un est

à deux comme deux à trois, où deux
,

commun a l’un et l’autre membre, est fout-

a-la-fois premier conséquent et second an-
técédent. Les deux membres se lient donc
1 un u 1 autre dans ce nombre commun

;
et,

en conséquence du continu qui en résulte,

ces sortes de proportions ont été nommées
proportions continues.

Dans toute proportion continue, le pre-
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mier terme est donc avec le second ,

comme

le second avec le troisième
;
par cette rai-

son, le second terme est nommé moyen

-proportionnel.

Lorsqu’on a fait cette proportion con-

tinue, un est à deuxcomme deux à trois ,

rien n’empêche qu’on ne fasse encore celle-

ci, trois est à quatre comme quatre à

cinq , et on aura le continu un est à deux

comme deuxp trois, comme trois a quati

e

?
*

à quoi on pourroit ajouter comme quati e

à cinq , comme cinq à six

,

etc. On remar-

querait donc que la suite dont se formé la.

numération est un continu dont la raison

est d’un terme à l’autre l’unité. Or un pa-

reil continu est ce qu’on ndmme progres-

sion, et on nomme moyensproportionnels

tous les termes qui se trouvent entre deux

termes donnés; deux, trois
,
quatre, par

exemple
,
sont des moyens proportionnels

entre un et cinq.

La suite que donne la dénumération, est

l'inverse de celle que donne la numération.

L’une se nomme progression croissante

,

parce que les termes y croissent en même
raison

;
et

,
parce que dans l’autre ils dé-
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croissent en même raison

, elle se nomma
progression decroissan te.

Si
, dans la numération et dans ladénu-.

niera (ion
,

la raison entre deux nombres
consiste dans .1 unité, dans l’addition et

dans la soustraction
,
elle consistera dans

plusieurs unités
,
et on fera des proportions

et des progressions
,
qui auront pour raison

deux, trois
, quatre

,

ou tout autre nom-
bre. La proportion

,
par exemple

, deux est
a six comme huit à douze

,

a quatre pour
raison ou pour différence.

Mais
, dans la multiplication et dans la

division, il y a autre chose à remarquer.
Car

, si on trouve la différence en sous-

trayant, on trouve le quotient ou la raison

en divisant; et le quotient prend ici le nom
de raison

,

parce qu’il est le rapport du
contenu au contenant, ou du contenant au
contenu. Par exemple, deux est à quatre
comme huit à seize

,

signifie que deux est

contenu deux fois dans quatie 3 comme
Jiuit dans seize

,

ou que deux contient la

moitié de quatre

>

comme huit la moitié

cle seize.

Lorsque la raison est la même chose
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que la différence ,
on la nomme arithmé-

tique; et on la nomme géométrique lors-

qu’elle est la même chose que le quotient.

Or, dès que nous distinguons deux sortes

de raisons, nous distinguerons conséquem-

ment deux sortes de proportions et depro-

pressions,

% Nous avons une proportion arithmé-

tique dans quatre est à huit , comme

dix à quatorze

,

et une progression dans

quatre est à huit comme huit à douze ,

comme douze à seize , comme seize à

vingt j ici la soustraction donne quatre

pour raison arithmétique ou pour diffé-

rence.

Quatre est à huit comme huit à seize

,

est une proportion géométrique; et, si nous

ajoutons comme seize à trente- deux

>

comme trente-deux à soixante-quatre ,

nous aurons une progression de même
nom. 1

Pour trouver la raison d’une pareille

suite
,
on voit qu’il est indifférent de diviser

l’antécédent par le conséquent, ou le con-

séquent par l’antécédent : car si
,
dans un

cas , on a la rapport du contenu au conte-
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nant

, dans l’autre on aura le rapport du
contenant au contenu

, etces deux rapports
ne sont ,au fond qu’une même raison ex-
primée différemment. ^î, par exemple,

donnera pour raison -S-; et qu i estdeux’ quatre ’ i
1

le renversement de
, donnera —

,
• UU

expression qui est l’inverse de Au reste

quoique la raison soit également dans ces
deux expressions

, on jugera
, sans doute

,

qu’il 11e faudrait pas employer indifférem-
ment tantôt l’une, tantôt l’autre; et qu’il

faudra nous décider pour l’une des deux.
A quelques mots près, nous avons pris

ce chapitre dans les précédens. Nous avons
réfléchi sur les idées que nous nous étions

faites
, nous les avons considérées sous de

nouvelles vues
,
et nous leur avons donné

de nouvelles dénominations. Remarquez
que les proportions que vous ne commissiez
pas

, sont la même chose que les fractions

_ * • TT • (]pMY
que vous commissiez. Vous saviez que

* quatre

est égal à ou que le quotient de l’une

de ces fractions est le même que celui de
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l’autre. Quand donc on nomme ce quotient

raison, vous voyez dans ce que vous savez

que la raison de deux à quatre est la même

que celle de huit à seize. Lorque nous obs-

servions les fractions ,
nous avons vu des

numérateurs dans les dividendes qui nous

éloient connus, et des dénominateurs dans

les diviseurs
;
actuellement que nous ob-

servons les proportions, nous voyons des

anlécédens dans des numérateurs, et des

conséquens dans des dénominateurs. Nous

n’allons donc de connoissances en connois-

sances, que parce que nous allons de dé-

nomination en dénomination. O11 ne sau-

rait trop remarquer cet artifice
,
parce

qu’on ne saurait se le rendre trop familier.

Au reste, pour traiter à fond des pro-

portions et des progressions ,
il nous faudra

d'autres mots encore
;
mais

,
pour le pré-

sent, ceux-là nous suffisent. Nous serons

toujours à temps d’apprendre ceux dont

nous aurons besoin. On n’oublie pas les

mots dont on sê sert
,
à mesure qu’on les

apprend
;
et, si on se presse trop d’en char-

ger sa mémoire ,
on ne les sait plus

,
quand

on en veut faire usage.
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CHAPITRE X.

Des proportions et des progressions
arithmétiques avec les noms.

O n a pu remarquer plus d’une fois dans
les chapitres précédons, que les calculs ne
se lonL pas sans contention avec les longues
phiases de nos langues. On conçoit même,
et chacun peut l’éprouver, qu’ils devien-
dront d’autant plus difficiles, qu’ils se com-
pliqueront davantage

, et qu’enfin il y en
aura qui nous seront tout-à-fait impossibles.

Aussi n’ai-je d’autre dessein, en vous fai-

sant calculer avec des noms, que de vous
préparer à inventer des signes plus com-
modes.

Cette contention, qui vient uniquement
de la longueur de nos phrases de mots, a
fait croire que le cacul avec ces phrases

est toute autre chose que le calcul avec des

phrases de signes plus simples; et on a cru

calculer de tête } quand on a calculé sans
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le secours tic l’arithmétique et de 1 algèbre*

Mais je doute qu’on sache ce qu’011 veut

dire. En-effet le calcul ne se peut faire sans

signes * s’il 11e se fait ni avec des chifties,

ni avec des lettres ,
il se fait avec des noms

ou avec les doigts. Or quels que soient les

signes
,
on ne calcule pas plus de tête avec

les uns qu’avec les autres ,
ou 011 calcule

également de tête avec tous. C’est toujours

la tête seule qui fait les raisonneniens : mais

elle les fait avec plus ou moins de facilite',

suivant les movens ou leviers dont elle

s’aide et dont elle ne peut se passer.

Or nous n’avons tant de peine à calculer

avec des phrases de mots
,
que parce qu’elles

exigent, de la part de la mémoire, des

efforts continuels; et ces efforts pour re-

tenir des signes qui sont toujours au mo-

ment de nous échapper
,
sont ce qu’on

prend pour un calcul de tête. Cependant

cela ne prouve pas que nous calculons sans

signes : cela prouve seulement que nos

langues sont peu propres au calcul
;

et

c’est ce qu’il falloit remarquer avant de

chercher d’autre moyens, ou plutôt pour

nous rendre capables d’en inventer. Lors-
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que nous aurons observé ce que nous pou-
vons faire avec nos langues, ce que nous
ne pouvons pas

, ou ce que nous ne pouvons
que difficilement, alors nous saurons ce
que nous aurons à faire pour substituer aux
mots, des signes plus simples. Nous remar-
querons qu’il faut nécessairement de la
mémoire

, lorque
, dans le discours

, un
raisonnement se développe par une longue
suite de signes successifs

;
et qu’il n’en fau-

drait point, si ce même raisonnement se

développoit dans des signes permanens,
qui le mettraient tout entier sous les yeux.
Voila ce qu il faut chercher

, et ce que nous
trouverons dans 1 algèbre. Je me propose
cl anivei a cette decouverte, en continuant
de décomposer nos phrases et de les abréger
autant qu’il sera possible. En observant
comment nous pourrions calculer plus fa-

cilement avec nos langues, nous devons
trouver la langue la plus propre au calcul :

c est ainsi que la nature a conduit à cette

découverte.

Les proportions et les progressions ont
des propriétés qu’il faut absolument con-
noîtie. Cependant nous ne les observerons



' DES CALCULS. III

pas encore dans loutes les conséquences
,

parce que nous nous embarrasserions dans

de trop longues phrases.

J’écrirai une proportion arithmétique

,

comme on le voit ici : cinq .huit : neuf,

douze.

Deux raisons égales forment une propor-

tion : c’est ainsi qu’on est clans l’usage de

s’exprimer; et, en conséquence, on dit que

la raison de cinq à huit est égale à la rai-

son de neufà douze. Parce qu’il y a deux

membres dans une proportion
, on est porté

à distinguer deux raisons; et, parce que

l’une de ces raisons n’est pas plus grande

que l’autre, on dit qu’elles sont égales.

C’est-là
,
en effet

, ce qui constitue une pro-

portion : mais ce langage ne me paraît pas

assez exact. Car la distinction de deux
choses égales semble supposer deux choses

qui, quoiqu’égales, sont différentes; etcepen

dant les deux raisons ne sont qu’une seule

et même quantité. Je voudrais donc que ,

pour s’accoutumer à sentir cette identité,

on se fît une habitude de dire : la raison
du premier au second terme est la même
que la raison du troisième au quatrième

,
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ou le premier ternie est au second dans
la meme raison que le troisième au qua-
trième.

Au lieu de cinq . huit : neuf . douze t

je puis écrire : cinq . cinq plus trois : neuf*

neufplus trois

,

que j’énoncerai cinq est

il cinq plus trois , dans la même raison

que neufest à neufplus trois. Il est évi-

dent qu’après ce changement la proportion

est encore la même
,
puisque je n’ai fait que

substituer des expressions identiques
,
cinq

plus trois h huit , neufplus trois h douze.

Or, si nous faisons la somme des extrê-

mes, nous aurons cinq plus neufplus trois,

et si nous faisons celle des moyens, nous

aurons cinq plus trois plus neuf La
somme des extrêmes est donc la même que

celle des moyens
,

et cette identité est si

sensible, qu’elle se montre jusques dans

les mots. Voilà la première propriété des

proportions arithmétiques.

Mais, dira-t-on, ce qui est démontré

d’une proportiou
,

n’est pas démontré de

toutes : car on ne peut pas conclure du par-

ticulier au général.

Je réponds que ce principe jü’est pas aussi
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incontestable qu’on le suppose
;
et que le9

géomètres, lorsqu’ils l’ont établi, ont eux-

mêmes conclu du particulier au général.

En effet
,
parce qu’on a vu qu’on raisonne

mal, lorsque, d’un cas particulier, on tire

une conclusion générale qui renferme des

cas tous différons
,
on s’est hâté de rejeter

toutes les démonstrations où l’on conclut

du particulier au général
;

et on n’a pas

remarqué qu’il n’y a point de défaut dans

une démonstration, lorsque, dans une con-

clusion générale
,
on ne comprend que des

cas parfaitement semblables à celui qui a

été énoncé dans une proposition particu-

lière. Cependant il est évident qu’alors ce

qui a été démontré pour un cas est démontré
pour tous

;
il est même évideiit que nous

sommes forcés de conclure du particulier

au général, puisque les vérités générales
ne sont pas les premières qui viennent à
notre connoissance : une propriété qui cons-
tilue une proportion arithmétique, est donc
une propriété qui les constitue toutes

;
au-

trement il faudrait supposer qu’il y a des
proportions arithmétiques qui ne sont pas
des proportions arithmétiques.

8
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An reste, qu’est-ce qu’une démonstra-

tion générale? C’est une démonstration oui

ce qu’on a dit dans un cas particulier om

le répète avec des expressions générales:

qui embrassent tous les cas; et certaine-

ment nous ne verrions pas que les expres-

sions générales démontrent ,
si nous n’a-

vions pas vu que les expressions parlicu-

•

lières ont démontré. Mais démontrons,,

d’une manière générale, que, dans toute-

proportion arithmétique ,
la somme des;

extrêmes est la même que la somme des.

moyens.

Dans les deux membres d’une propor-

tion arithmétique, la raison peut être-

considérée comme l’excès du plus grand

nombre sur le plus petit ,
ou comme la

différence de l’un à l’autre : car ici les

mots excès, différence, raison

,

signifient

au fond la même chose.

Or, si du plus grand on retranche l’ex-

cès ,
ou si on ajoute cet excès au plus petit

,

les deux nombres ,
dans l’un et l’autre cas,

seront égaux, ou le même nombre. Cette

proposition est évidente à quiconque con-

•noît la valeur des termes. Elle ne le sera
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pas moins
,

si au mol excès
,
on substitue

celui de différence qui est le terme propre,

quand on parle des raisons arithmétiques.

Certainement on n’a pas besoin de démon-

trer que de deux nombres
,
le petit plus la

différence est égal au grand
,

et que le

grand moins la différence est égal au petit.

Actuellement on peut distinguer deux

cas : ou l’antécédent est plus grand que le

conséquent, ou le conséquent est plus grand

que l’antécédent.

Si l’antécédent est plus grand
,
le pre-

mier terme moins la différence sera le

même que le second , et le troisième moins

la différence sera le même que le quatrième.

Si l’antécédent est plus petit , le premier

terme plus la différence sera le même que

le second, et le troisième plus la différence

sera le même^que le quatrième.

Enfin, pour renfermer ces deux proposi-

tions en une
,
nous dirons que

,
dans toute

proportion arithmétique, le premier terme

plus ou moins la différence
,
est le même

que le second
,

et que le troisième plus

ou moins la différence est le même que

le quatrième.
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Les expressions particulières nous ayant

conduits à ces expressions générales, nous

pouvons substituer au quatrième terme,

le troisième plus ou moins la différence ;

et alors nous aurons pour la somme des

extrêmes
,

le premier plus le troisième

plus ou moins la différence. Nous pouvons

également substituer au second
, lepremier

plus ou moins la différence; et alors nous

aurons pour la somme des moyens le pre-

mier plus ou moins la différence plus le

troisième. Or ces deux sommes sont évi-

demment égales ou la même, puisque'

l’identité se montre encore jusques dans

les mots.

Vous voyez dans cette démonstration,

comment l’art de démontrer consiste uni-

quement à substituer une expression iden-

tique à une expression identique, jusqu’à,

ce qu’on arrive à une expression qui fasse

voir l’identité dans une proposition où on

ne la voyoit pas; et vous vous confirmez que

vous n’arrivez à une chose que vous ne

savez pas, que parce que celte chose est

la même qu’une autre que vous saviez.

La propriété que nous venons de trouver
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dans les proportions arithmétiques étant

connue, il sera facile, lorsque de quatre

termes nous n’en connoîtrons que trois

,

de découvrir le quatrième. Par exemple,

si c’est un des extrêmes, nous additionne-

rons les deux moyens ,
nous soustrairons

de la somme l’extrême que nous connois-

sons; et le reste, que nous donnera cette

soustraction, sera le terme qui é toit à trou-

ver. Soient deux. cinq .six les trois termes

connus
,

la somme de cinq ajouté à six

est onze , d’où ayant soustrait deux 3 reste

neuf pour quatrième terme.

Une proportion continue s’écrit f un.

trois . cinq ~ cinq . trois . un ; et une pro-

gression s’écrit de la même manière.

Un . trois . cinq . sept . neuf, onze

.

Onze . neuf . sept . cinq . trois . un.

Sur quoi nous remarquerons qu’une pror

portion continue est proprement une pro-

gression qui n’a que trois termes
;
et qu’une

progression est: une proportion continue qui

eu a plus de trois.

De pareilles suites ne sont donc des pro-

gressions arithmétiques, que parce que,

d’un terme à l’autre, la différence est suc-



Ïï3 LA LANGUE
cessivement la même. Elle est de plus

, si

la progression est croissante; elle est de
moins

, si la progression est décroissante.

Le second terme est donc le même que le

premier plus ou moins une fois la différence:

le troisième est donc le même que le pre-

mier plus ou moins deux fois la différence :

le quatrième est donc le même que le pre-

mier plus ou moins trois fois la différence.

Enfin
,

le dernier est le même que le pre-

mier plus ou moins autant de fois la diffé-

rence moins une que la progression a de

termes
;
et par conséquent on connoîtra le

dernier, si on connoit le premier, la diffé-

rence et le nombre des termes.

Or il y a cinq choses dans une pareille

progression, le premier terme, le dernier,

le nombre des termes, la différence, et la

somme de tous les termes; et il est facile

de comprendre comment trois de ces choses

étant connues, on peut découvrir les deux

autres.

Si la différence étant deux et le premier

terme un
,
on nous proposoit de découvrir

le sixième
,
nous dirions : le sixième est

le même que le premierplus la différence
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deux multipliée par six moins un >
par

cinq ,* donc le dernier terme est un plus cinq

multiplié par deux , ou un plus dix , onze.

En conséquence ,
on voit que si le pre-

mier terme étoit l’inconnu, on le trouverait

également; car, sachant que le dernier

terme onze est le premier plus le pioduit

de cinq multiplie par deux

,

nous trouve-

rons un j
lorsque de onze nous aurons sous-

trait dix produit de la différence par le

nombre des termes moins un 3 ou pioduit

de deux par cinq.

Soit le nombre des termes six et les

deux extrêmes un et onze. Pour trouver la

différence ,
nous dirons :

puisque le dernier

terme est le même que le premier un plus

la différence multipliée par cinq ; nous

trouverons la différence , si ,
apres avoir re-

tranché un de onze 3 nous divisons par cinq

le reste dix. En effet cette division donne

deux.

Mais
,
puisqu’eü divisant par le nombre

des termes moins un, on trouve la diffé-

rence, on conçoit qu’en divisant par la dif-

férence ,
on trouvera le nombre des termes

moins un.
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Il nous, reste a découvrir comment les

deux extrêmes et le nombre des termes
étant donnes

,
on peut trouver la somme

d une progression arithmétique : c’est la

dernière chose que nous avons distinguée.

O bservons d’abord une proportion de quatre

termes.

Dans une pareille proportion, la somme
des extrêmes est la même que la somme
des moyens. Donc la somme de cette pro-

portion est deux fois la somme des extrê-

mes. Mais deux est la moitié du nombre
des termes : donc la somme de cette pro-

portion est la somme des extrêmes mul-

tipliée par la moitié du nombre des termes.

Cela est évident d’une proportion qui a

quatre- termes. Observons une proportion

continue.

Dans celle-ci, le terme moyen est la

moitié de la somme des deux autres. Donc
je puis me représenter la somme des trois

par trois fois la moitié de la somme des

extrêmes. Mais dire que la somme des trois

termes est trois fois la moitié de lasommèdes
extrêmes , c’est dire que la somme de la

proportion est la moitié de la somme des
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extrêmes multipliée par le nombre des

termes, ou, ce qui revient au même, que

la somme de la proportion est la somme

des extrêmes multipliée par la moitié du

nombre des termes.

Or une proportion continue est une pro-

gression de trois termes ,
et ce qui est dé-

montré d’une progression est démontré de

toutes
,
quel que soit le nombre des termes;

puisque d’un terme à l’autre la différence

est toujours la même, puisque d’un terme

à l’autre la progression suit toujours la

même. loi.

Donc la somme de toute progression

arithmétique est le produit de la somme

des extrêmes multipliée par la moitié du

nombre des termes.
[S, WêL

Qu’on décompose la progression

Un . trois . cinq . sept . neuf, onze ,

et qu’on fasse les deux progressions

Un . trois . cinq f sept . neuf, onze .

Puisque la progression totale est com-
posée des mêmes termes que les deux pro-

gressions partielles
, il est évident que la

somme des deux progressions partielles est

la même que I4 somme de la progression
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tot ale. Donc la somme de toute progression
quel que soit le nombre des termes, est le

produit de la somme des extrêmes par la
moitié de ce nombre.

Dans tout ce que nous venons de décou-
vi ir sur les proportions et sur les progres-
sions arithmétiques

, vous voyez sensible-
ment que vous n’êtes allé du connu à l’in-

connu
,
que parce que ce que vous ne saviez

pas est la meme chose que ce que vous sa-

viez. Je me répète
, afin que vous répétiez

vous-même cette observation. Il vous im-
porte de vous la rendre familière, et par
conséquent de ne la point laisser échapper,
sur-tout dans les commencemens. Songez
que vous n’irez de connoissance en con-
noissance avec facilité, qu’autant que vous
saurez comment vous y allez

,
et que vous

le saurez de manière que vous y alliez natu-

rellement. Vous ne sauriez donc trop vous
répéter ce que vous voulez apprendre à
faire : il faut vous le répéter, jusqu’à ce que
vous le fassiez comme par instinct et avant

de vous le dire. C’est alors que vous serez ca-

pable de simplifier, et vous sentez combien

vous avez besoin d’une méthode simple.
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CHAPITRE XI.

Des proportions et des progressions

N
géométriques avec les noms.

S i, pour apprendreune langueque j’ignore,

je l’étudiois dans des ouvrages qui traite-

roient de choses que je n’entends pas,

j’aurois à étudier tout-a-la-fois et les choses

et la langue
;
double travail qui, certaine-

ment, ne me feroit pas faire des progrès

bien rapides. Il n’en sera pas de meme

,

si je choisis des ouvrages qui ne traitent

que des choses que }e sais ,
ou si

)
étudié

dans la langue qui m’est familière.

Commençons comme les inventeurs ont

été forcés de commencer
;
et nous décou-

vrirons, comme eux, ce qu’ils ont décou-

vert. Or ce n’est pas avec des chiffres qu’ils

ont commencé : c’est avec leurs doigts et

avec des noms
;
et c’est en observant cette

manière grossière de compter, qu’ils ont

trouvé des méthodes plus parfaites.
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9 ,

Lors c*onc ont imaginé dos chiffres,
c’éloit pour faire ce qu’ils savoient faire
auparavant; c’étoit pour dire avec ces nou-
veaux signes ce qu’ils savoient dire avec
cfautres. En un mot, on savoit les choses,
et on n’avoit qu’une nouvelle langue à ap-
prendre. Voilà pourquoi je commence par
vous faire calculer avec des noms

: je veux
vous préparer à la langue, qui est propre-
ment celle des calculs; je veux vous la faire
trouver.

Toutes les fois qu’on parle de raison,
proportion, progression, on entend qu’elles
sont géométriques : ainsi voilà un mot que
nous aurons de moins dans nos phrases.

A/in d abréger encore, et de nous accou-
I limer peu-à-peu à des signes qui devien-

dront nécessaires, j’exprimerai désormais
plus par -+-

, moins par —
,
la multipli-

cation indiquée par X ?
la division indiquée

par : , enfin l’égalité ou l’identité par—

.

Deux X quatre — huit signifiera que
deux multiplié par quatre est égal à huit :

six 4- trois—deux— sept, signifiera que
six plus trois moins deux est égal à sept ;
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et deux :
dp_= deux X — quatre>

signifiera que deux divisé par dp- est égal

à dez/.r multiplié par-pd, égal à quatre.

Qiiand j’exprime la division indiquée par

deux points
,
c’est afin d’éviter d’écrire des

fractions les unes au-dessous des autres; ce

qui feroit quelque confusion. Je pourrois
’r •

-i un .

ecnre, par exemple
, -j— , mais je préfère

"'"un

quatre
.un un .

ddJ :
5
et Pour raPPeler comment cette

division se fait
,
j’ajoute= dfL. x Cfliatre

Une division indiquée est au fond la

même chose qu’une raison indiquée. C’est

pourquoi on écrit les proportions géomé-
triques deux

: quatre :: trois : six
;
et,

parce que le quotient est la même chose que
la raison

,
il est évident que nous avons dans

les deux membres deux fractions iden-
, • doux trois
tiques :

—
1 quatre six

Les antecédens sont donc proprement
des numérateurs, les conséquens des déno-
minateurs; et puisque, dans les numéra-
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leurs et dans les dénominateurs, nous avons

des dividendes et des diviseurs ,
nous avons

également des dividendes et des diviseurs

dans les antécédens et dans les conséquens.

Je l’avois déjà dit; mais je le répète
,
garce

qu’on a besoin d’avertir souvent ceux qu’on

veut corriger d’une mauvaise habitude.

Or une mauvaise habitude assez commune,

c’est de croire voir, dans différens noms,

autant de choses différentes.

Si nous réduisons au même dénomma-

-

teur les fractions »
nous subs--

tituerons, à cette première expression ,
l’ex-

pression identique
^uatre x slx

—-
uaT,7^7lx ’

et, si nous supprimons le dénominateur qui.

est le même dans l’une et l’autre fraction ,,

il est évident que l’identité subsisterai

entre les deux numérateurs. Nous avons;

donc deux X six— trois X quatre. Mais;

l’un de ces numérateurs est le produit des;

extrêmes ,
et l’autre est le produit des»

moyens. Donc, dans toute proportion ,
le

produit des extrêmes est identique avec

le produit des moyens.

Je dis dans toute, car toute proportion.
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peut être représentée par deux fractions

égales
;
et

,
puisque les deux fractions ré-

duites au meme dénominateur sont égales

encore, et ne peuvent pas cesser de l’être,

il y a nécessairement égalité entre leurs nu-

mérateurs. De-là il s’ensuit qu’il y a néces-

sairement toujours égalité entre le produit

des extrêmes et le produit des moyens,
puisque le numérateur de l’une des frac-

tions est toujours le produit des extrêmes

,

et que le numérateur de l’autre est toujours

le produit des moyens.

Vous remarquerez qu’au lieu d’effectuer

les multiplications
,
je me suis contenté de

les indiquer par le X : c’est qu’il n’étoit

pas nécessaire de les effectuer, et qu’il ne
faut pas faire d’opérations inutiles, si l’on

veut mettre dans les calculs la plus grande

simplicité et la plus grande précision. Nous
sentirons combien cette observation est im-

portante quand nous nous occuperons de
calculs plus compliqués.

Le produit des extrêmes étant, dans
toute proportion

,
le même que celui des

moyens
, vous concevez comment vous

pouvez
, avec trois termes couuus

, décou-
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vrir le quatrième. Est-ce un des moyens,

par exemple, que vous avez à chercher?’

Divisez le produit des extrêmes par le

moyen que vous connoissez, et vous aurez

dans le quotient le moyen qui vous man-

quoil.

Une progression n’est qu’une proportion

continue, composée de plus de trois termes,,

et elle s’écrit ainsi, ~ deux : quatre

~ huit
:
quatre \ 'deux\ voilà deux propor-

tions continues qui sont chacune le com-

mencement d’une progression: la première,

d’une progression croissante
;
la seconde

,

d’une progression décroissante.

Aussi toute progression composée d’un

plus grand nombre de‘ termes
,
peut être 1

considérée comme une suite de proportions

continues, mises bout-à-bout. Soient, par

exemple, les trois proportions suivantes :

Trente-deux : seize :: seize : huit,

seize : hpit :: huit
:
quatre,

huit
:
quatre :: quatre : deux.

Si nous les met tons bout -à-bru! ,
en sup-

primantes termes qui se répèteu de l'une

à l’autre, nous aurons la prog -vu de

cinq termes
;
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$4 Trente-deux : seize : huit
:
quatre : deux.

Et vous voyez qu’une progression est une
suite de termes qui, alternativement ante*

cédens e! conséquent ont, dans un même
quotien

,
une même raison.

Quoique les deux manières d’exprimer

la raison reviennent, pour le fond
,
à la

même, ii 11e seroif pas raisonnable, comme
n m favons remarqué, d’employer indif-

féreminent tantôt l’une et tantôt l’autre.

C’est pourquoi j’avertis que je représenterai

toujours la raison par une fraction qui aura
pour numérateur un antécédent, et pour
dénominateur le conséquent immédiat.

sera donc 1 expression de la

raison dans la progression croissante.

44 Deux
: quatre : huit : seize;

,
seize deux

7 . .

e
hüîT—HT ~ deux sera * expression de

la raison dans la progression décroissante

,

44 Seize : huit
: quatre : deux.

Puisqu’en divisant le premier terme par
le second, deux par quatre

,

m us le divi-

sons par un facteur qui nous fait trouver le

second facteur dans la raison ; si nous
deux 7

9
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divisons ce même premier terme par la

j-aison, deux par ,
nous le diviserons;

par un facteur
,

qui nous fera trouver le

second facteur dans le second terme qua-

tre . Tout antécédent doit donc être consi-

déré comme le produit de son conséquent

par la raison; ou, ce qui est lamêmechose,.

il doit être considéré comme un dividende,,

et la division nous donnera tour-à-tour au

quotient l’un des deux facteurs, si nous

les prenons pour diviseurs tour-à-tour

l’un et l’autre.

Donc, quand on connoîtra le premier

et le second termes, on découvrira la rai-

son : donc, quand on connoîtra la raison:

et le premier terme, on découvrira le se-

cond. Comme dans la progression crois-

sante
,
deux divisé par quatre

,

donne

pour la raison, et que deux divisé par

-— donne -—- = quatre pour second
deux un 7 1

terme; dans la progression décroissante,.

seize divisé par huit

,

donne pour la raison

—deux

,

et seize divisé par deux donne.
un 1

huit pour le second termô.
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Des que le second terme est le même que

3e premier divisé par la raison
,
et qu’il est

de la nature de toute progression
,
que

chaque conséquent soit à son antécédent,

comme Je second terme est au premier, il

s’ensuit que chaque conséquent est le même
que son antécédent divisé par la raison;

Le troisième terme est donc le même que
le second divisé par la raison

;
et, puisque

le second est le même que le premier di-

visé par la raison, c’est une nécessité que le

troisième soit le même que le premier
divisé par la raison élevée au carré : donc
le quatrième est le même que le premier
divisé par la raison élevée au cube : donc
le cinquième est le même que le premier,
divisé par la raison élevée à la quatrième
puissance : donc le dernier est le même
que le premier, divisé par la raison élevée

a une puissance que nous désignerons par
le nombre moins un des termes 'de la pro-

gression. Si la progression a dix termes,
le dernier sera égal au premier, divisé par
la raison élevee à la neuvième puissance.

Mais appliquons ces considérations aux
deux progressions de quatre termes quç
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nous avons prises pour exemple : car de*

plus grandes progressions ne feraient qu’em-

barrasser le discours.

H Deux :
quatre : huit : seize

deux premier terme divisé par la raison;
> , r

dff-, a pour quotient le second terme qua-

„ un , . , deux .

tre. Deux : 3
— =.deux X = quatre..
deux un

Deux ,
divisé par carré de la rai-

7 1 quatre

son, a pour quotient huit
,
troisième terme;;

deux : — deux X — huit.
quatre un

Enfin deux y divisé par ~ cube de lat

raison ,
a pour quotient le quatrième terme 1

_ un , . . huit l

seize . Deux :
—= deux X —= seize.
nuit un

H Seize : huit :
quatre : deux

seize
,
premier terme, divisé par la raison

deux

,

a pour quotient huit.
S

-^^— liuit.

Divisé par quatre carré de la raison,.

. Seize

il a pour quotient quatre. —— = quatre.

Enfin, divisé par le cube huit, il a deux
. Seize j

pour quotient, pprp= deux.

D’après ces considérations, chaque terme:
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tienne progression est le meme que le pre-

J2U01' ?
divise par la raison elevee a une

puissance désignée par le nombre des ter-

mes qui le précèdent. Le huitième
,
par

exemple ,
est le même que le premiei ,

divisé par la raison élevée a la septième

puissance. Il n’y a donc point de terme

qu’on ne puisse trouver
,
quand on connoit

le premier et la raison.

Si je ne connoissois pas la raison, il suffi-

roit, pour la découvrir, de connoître deux

termes de la progression, le premier, par

exemple, seize et le quatrième deux. Car,

seize étant alors le produit de deux par le

cube de la raison, j’aurai ce cube pour

quotient, si je divise seize par deux. Or

— huit qui a deux pour racine cube.
deux 1 1

Deux est donc la raison de la progression.

En conséquence, j’insérerai, entre deux

termes donnés, un nombre quelconque de

moyens proportionnels. Car ces deux termes

étant, dans cette supposition, les deux

extrêmes d’une progression, la division du

premier par le dernier me donnera un quo-

tient qui, suivant le nombre des termes

,
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sera une puissance plus ou moins élevée ci#

la raison,

Or la raison étant connue, la division du
piemier par la raison, par son carré, par
son cube

, etc.
, donnera successivement

tous les moyens proportionnels : ou, ce qui
revient au même, la division du premier
pai la raison ayant donné le second

, la
division du second par la raison donnera le

troisième
, la division du troisième par la

raison donnera le quatrième
, etc.

Si on me proposait d’insérer deux moyens
proportionnels entre deux et seize

,

je ver-
îois dans deux et seize les deux extrêmes
dune progression de quatre termes, et je

jugerais qu’en divisant le premier par le

dernier
, .j’aurais au quotient le cube de

la raison. Org^-^L
, dont la racine

cube est et cette racine est la raison

que je cherche. Je divise donc le premier

terme deux par la raison ce qui donne

au quotient, pour second terme de la rai-
quatre

€on
? ^ (

Juatr̂ ' de trouverai égaler
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ment le troisième terme, soit que je divise

le second par la première puissance de la

raison, soit que je divise le premier par la

seconde.
# ^

Toute progression est une suite ou la

raison est successivement la même d un

terme à l’autre; ou, pour dire la chose au-

trement, chaque antécédent est a son con-

séquent comme le premier terme au se-

cond.

Mais dire distributivement, chaque an-

técédent est à son conséquent comme le

premier terme au second

;

c’est dire, au

fond la même chose
,
que dire collective-

ment tous les antecedens sont a tous les

conséquens comme le premier terme est

au second.

Je puis donc faire cette proportion : le

premier terme est au second comme tous

les antécédens sont à tous les conséquens.

Si actuellement nous remarquons que,

dans une progression, tous les termes sont

antécédens, excepté le dernier, et que, le

premier excepté ,
tous sont conséquens

,

.nous nous appercevrons que nous avons

également ,
dans le troisième et dans le
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quatrième termes de la proportion que nous,
venons de faire, tous les termes d’une pro-
gression quelconque, à un seul près. Cela,
étant

, nous pouvons au moins entrevoir 1

comment nous trouverons, à un terme près,

k i »

somme d’une progression : car alors la

question se réduit a trouver le quatrième
tenue d'une proportion.

Je dis entrevoir

,

parce que, sur-tout
dans une longue suite de termes, l’opéra-

tion seroit embarrassante, s’il falloit mul-
tiplier le troisième terme de la proportion
que nous avons faite, par le second, et dir

viser le produit par le premier. Il s’agit

donc de rendre l’opération plus facile. Or
c est a quoi nous réussirons, si nous substi-

tuons
,
à celte première proportion

, une
proportion susceptible d’être simplifiée.

iLa chose n est pas difficile : car, si le

premier terme est au second comme tous

les anfécédens sont à tous les conséquens,

il s’ensuit que le premier terme moins le

second est au premier, comme tous les

antécédéns moins tous les conséquens sont

à tous les antécédens : cette proposition est

évidente à la seule inspection des termes.
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pour peu qu’on soit familiarisé avec ce

langage.

Or, clans le troisième terme de cette

proportion
,
tous les antécedens moins

tous les conse'quens y tous les termes de

la progression sont en plus, excepté le der-

nier qui ne peut être antécédent, et tous

les termes de la même progression sont

en moins, excepté le premier qui ne peut

être conséquent. Par exemple, dans la pro-

gression ~ deux
: quatre : huit : seize

,

tous les antécédens, moins tous les consé-

quens
,
sont deux plus quatre plus huit

moins quatre y moins huit y moins seize

;

expression qui se réduit à deux moins seize .

Kous voyons donc que les termes en moins
détruisent les termes en plus, et que par

conséquent le troisième terme de la propor-

tion se réduit à cette expression simple, le

premier antécédent moins le dernier con-
séquent y la proportion devient donc le

premier terme moins le second est au
ptemier

y comme le premier ante'cedent
moins le dernier conse'quent est à un
quatrième terme.

Mais, si cous remarquons que le premier
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antécédent est le premier terme de la pnr-

gression
, et que le dernier conséquent en

est le dernier, la proportion que nous ve-

nons de simplifier, se simplifiera encore :

elle deviendra le premier terme de toute

progression moins le second est au pre-

mier y comme lepremier moins le dernier

est à un quatrième.

Donc nous trouverons facilement la

somme d’une progression, toutes les fois

que nous connoîtrons le premier terme
,
le

second et le dernier. Il suffira de nous sou-

venir que le premier moins le second est

au premier y comme le premier moins le

dernier est à un quatrième.

Soit la progression ~ seize : huit :

quatre : deux dont je veuille avoir la

somme, je dirai : le premier terme
,
seize

,

moins le second
,
huit

,

est au premier

,

seize
, comme le premier, seize 3 moins le

dernier
,
deux , est à un quatrième.

Seize — huit ‘.seize :: seize— deux :

*

ou

Huit : seize :: quatorze :

*

Je divise par huit le produit des moyens

deux cent vingt - quatre ; et je trouve

dans le quotient vingt - huit , la somme
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de la progression, au dernier terme près;

elle est donc trente 3 puisque le dernier

terme est deux.

Cet exemple est peu propre à faire voir

les avantages de la méthode que nous ve-

nons de trouver : car certainement il eût

été beaucoup plus court d'additionner tous

les termes de la progression. Mais plus il est

simple
,
plus on saisira facilement l’esprit

de la méthode. Quant aux avantages, nous

en jugerons
,
lorsque des signes plus com-

modes nous permettront de nous essayer sur

des progressons de toute espèce. Les ma-

thématiciens ont ici un langage, auquel je

me conformerai dans la suite, mais que je

ne crois pas devoir adopter encore
;
parce

que
,
dans les commencemens

, il pourrait

embarrasser. Ils disent : La différence des

deux premiers termes d’une progression
est au premier 3 comme la différence du
premieret du dernierest à un quatrième.

Sur quoi nous remarquerons que la diffé-

rence entre deux nombres, tels que seize

et huit
,
peut s’exprimer de deux manières :

nous la pouvons prononcer, nous pouvons
aussi ne faire que l’indiquer. Je la prononce?
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lorsque je dis que de seize à huit elle est

huit ; je ne fais que l’indiquer, lorsque je

dis qu’elle est seize moins huit. Or c’est

de la différence indiquée que parlent les

mathématiciens
, et par conséquent leur

langage, la différence des deux premiers
^termes est au premier

,
comme la diffé-

rence du premier et du. dernier est -à un
quatrième , signifie la même chose que

celui que j’ai préféré, le premier terme

moins le second est au premier
_,
comme

le premier moins le dernier est à un

quatrième. En n’employant pas ici le mot

de différence
,
il me semble que je me mets

plus à la portée des commençans. Ce mot

suffit pour les arrêter : car
,
lorsqu’on leur

parle de différence, il est naturel qu’ils la

prononcent, et ils ne voient pas d’abord

pourquoi on se borne à l’indiquer.
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CHAPITRE XII.

Considérations sur les proportions et

sur lesprogressions
,
tqnt arithmé-

tiques que géométriques .

Il faut étudier pour s’instruire : mais com-

ment faut-il étudier ? C’est une chose qu’on

ignore assez communément. On croit de-

voir lire
,
beaucoup lire

, et on court après

tous les livres qui ont quelque réputation.

Cependant à quoi servent les lectures, si

elles sont incohérentes, ou si on les fait

mal ? Il faudroit donc savoir bien choisir, sa-

voir bien lire; et malheureusement on n’est

capable de l’un et de l’autre que lorsqu’on

a bien choisi et bien lu. Je me souviens que

j’y ai ete souvent embarrassé moi-même.
Un de mes objets dans cet ouvrage est de
venir au secours de ceux qui pourroient se

trouver dans le même embarras
,
je conti-

nuerai à leur donner des conseils.

On ne peut pas savoir la numération

,
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et ignorer qu’un est à deux comme deux
à trois

,
comme trois à quatre; et on ne

peut pas savoir la mul Implication
, et ignorer

qu'un est à deux comme deux à quatre

,

comme quatre à huit. Lors donc que nous

nous sommes servis pour la première fois

des mots raison ^proportion
,
progression ,

ce ne sont pas les ide'es qui étoient nouvel! es

pour nous
,
ce 11e sont que les noms. Mais,

parce que ces noms, donnés à des idées que

nous avions
,
nous les ont fait considérer

sous des vues nouvelles, nous sommes de-

venus capables d’aller, par une suite de

propositions identiques, de connues en in-

connues. Nous continuerons comme nous

avons commencé
,
et nous verrons la science

se former
,
à mesure que la langue se for-

mera
;

et, en simplifiant la langue, nous

rendrons la science plus facile.

Nous pouvons donc juger de ce qui nous

reste à faire. Cependant comment l’exécu-

terons-nous, si nous savons mal ce que nous

avons appris? Il le faut savoir parfaitement,

pour y découvrir ce que nous ne savons pas.

Mais on ne sait bien les choses, que lors-

qu’on se le$ est reijdu familières : c’est-à-



DES CALCULS. 148

dire, qu’il les faut savoir
, comme si 011 les

savoir naturellement
,
comme si la nature,

plus que l’étude , nous les eût apprises. Or
la nature, qui nous donne les premières le-.

Çons, 11e nous instruit que parce qu’ellenous

répète les memes choses de bien des ma-
nières; nous ne devons donc pas craindre

de nous faire de’ pareilles répétitions
, si

nous voulons continuer à nous instruire.

Dans chaque étude
, il y a certaine*

idées qui sont fondamentales : comme elles

se retrouvent par -tout, il est essentiel

qu’elles soient toujours présentes à l’esprit.

Elles ne sauraient donc être trop familières :

on ne saurait donc trop les observer. Il s’agit
sur-tout de considérer comment 'nous ysommes arrivés, et de juger en conséquence
comment nous pourrons arriver à d’autres.

.
Quand nous connoîtrons bien la route

que nous avons tenue, non seulement nous
serons maîtres de la reprendre

, et de re-
trouver tout ce que nous avons découvert
nous verrons encore au-delà, et cette route
paraîtra se prolonger d’eile-même

, pour
nous conduire à de nouvelles, découvertes
Remarquez qu’on arrive difficilement lors*
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qu’on est obligé de chercher son chemin

à chaque pas, et qu’on arrive sans peine,

lorsque le chemin qui s’offre est tracé sans

détours, et qu’il est le seul. Alors nous arri-

vons, comme les inventeurs sont arrivés

eux-mêmes : c’est-à-dire
,
que nous nous

instruisons, en faisant les découvertes qu’ils

ont faites, et c’est ainsi qu’il faut s’ins-

truire. Familiarisons-nous donc avec la

méthode d’invention : ne nous lassons pas,

sur-tout dans les commencemens, de revenir

souvent sur les mêmes idées
;
et essayons

d’en parler à chaque fois d’une manière

différente. Celui qui n’a qu’une manière
,

pourroit n’avoir que de la routine , cepen-

dant c’est avec la réflexion seule qu’on s’ins-

truit véritablement.

Les proportions et les progressions sont

le fondement de toutes les mathématiques.

Je les vais donc observer encore
;
et, parce

que les comparaisons sont le vrai moyen de

nous rendre familières les idées qui sont

encore nouvelles pour nous, je remarquerai

l’analogie qui est entre les deux espèces de

proportions et de progressions ,
et je ferai

voir comment les propriétés des unes et des
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autres se développent également
,
par une

suite de propositions identiques. Il est d’ail-

leurs important de bien observer cette ana-

logie; ce sera une connue qui nous con-

duira à d’autres découvertes.

Dans toute proportion arithmétique , la

somme des extrêmes est égale à la somme

des moyens : dans toute progression géo-

métrique, le produit des extrêmes est égal

au produit des moyens. Voilà la première

analogie : elle est fondée sur l’analogie qui

est entre ajouter et multiplier
, soustraire

et diviser.

La seconde analogie est une suite de la

première : elle consiste en ce que trois ter-

mes étant donnés
,
on découvre également

le quatrième dans l’une et l’autre espèce

de proportion. On le trouve dans une pro-

portion arithmétique, en faisant la somme
des deux extrêmes

,
si on cherche unmoyen

,

ou en faisant celle des deux moyens, si 011

cherche un extrême
, et en soustrayant de

cette somme l’extrême ou le moyen connu.

On le trouve dans une proportion géo-

métrique
, en multipliant les deux extrê-

mes
, si on cherche un moyen

,
ou les deux

ÏO
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moyens ,

si on cherche un extrême
,
et en

divisant le produit par l’extrême ou par le

moyen connu. Le procédé est le même
dans l’un et l’autre cas'; à cela près que

,

pour trouver le terme inconnu d’une pro-

portion géométrique , on multiplie et on

divise; et que, pour trouver celui d’une

proportion arithmétique , on additiomie

et on soustrait.

Ainsi que les deux espèces de. propor-

tions ,
les deux espèces de progressions ne

diffèrent
,
que parce que l’une s’engendre

par l’addition ou par la soustraction, et

que l’autre s’engendre p$r la multiplication

ou par la division.

Dans la progression arithmétique, ladif-

férence est successivement ajoutée ou sous-

traite : dans la progression géométrique

,

la raison est successivement multiplicateur

ou diviseur.

Et comme dans la progression arithmé-

tique chaque terme est le même que le

premier plus ou môins la raison, répétée

un nombre de fois égal au nombre des

termes qui précèdent : de même dans la

progression géométrique, chaque terme est
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le même que le premier, multiplié ou divisé

par la raison
,
élevée à une puissance qui

se désigne par un nombre égal au nombre
des termes qui précèdent.

Il résulte de-là qu’un terme et la raison

étant donnés, on peut, dans l’une et l’autre

espèce de progression, déterminer tous les

autres termes
,
ou qu’011 peut à volonté dé-

terminer le plus éloigné de celui qui a été

donné, sans être obligé de chercher les in-

termédiaires. Il en résulte encore qu’entre
deux termes, on peut insérer des moyens
proportionnels, en tel nombre qu’on juge à
propos. En un mot, toutes les propriétés
des deux espèces de progressions

* naissent
de ces premières analogies

, et par consé-
quent toutes sont nécessairement analogues.

Puisque dans une progression croissante
arithmétique, la raison est ajoutée plusieurs
fois au premier terme, [et qu’elle en est
soüstraite plusieurs fois dans une progres-
sion décroissante, il faut que dans une pro-
gression géométrique, elle multiplie le pre-
mier terme, lorsque la progression est crois-
sanfe, et quelle le divise, lorsque la pro-
gression est décroissante.
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Pourquoi donc avons-nous supposé qu’elle

le divise toujours? Cette contradiction n’est

qu’apparente : il faut se souvenir qu’il y a

des divisions auxquelles nous n’avons donne

ce nom que par extension.

Eu effet
,
lorsque nous disons que la raison

dff- divise le premier terme deux de la pro-
deux 1

gression croissante ff deux :
quatre : huit',

seize , ce n’est pas que nous fassions une

vraie division, c’est que l’opération méca-

nique est la même que si nous- divisions

réellement. En conséquence nous conser-

vons par extension le nom de division à

cette opération, et celui de quotient au ré-

sultat quelle donne. Mais, a proprement

parler, diviser deux par ,
c est multi-

plier deux par deux, et le quotient quatre

est un produit. C etoit une nécessite d adop-

ter ce langage
;
et il n’y a nul incon\ enienl

,

puisque le résultat est le même, soit qu’ou

regarde l’opération comme une multipli-

cation proprement dite, soit que, par exten-

sion, on la regarde comme une division.

L’analogie est donc parfaite entre les

deux espèces de progressions : si 1 une s en-
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gendre par l’addition ou par la soustraction

,

l’autre s’engendre par la multiplication ou

par la division.

Mais afin de nous familiariser davantage

avec ces idées, représentons-nous la raison

géométrique par une fraction qui ait pour

numérateur le second terme ,
et pour dé-

nominateur le premier. Nous avons remar-

qué que cette manière de l’exprimer est la

même au fond que celle que nous avons

préférée, et qu’elle n’en diffère que dans le

langage qui sera l’inverse de celui que nous

avons tenu. Aussi verrons-nous des multi-

plications et des produits, par-tout où nous

avons vu des divisions et des quotiens
;
pre-

nons pour exemple les progressions
,

— Deux
: quatre : huit : seize,

~ Seize : huit
:
quatre : deux.

En divisant le second terme quatre de
la progression croissante par le premier

terme deux, nous faisons une vraie division,

et nous avons
,
dans le quotient deux

,

la

raison de la progression. Le second terme
quatre doit donc être considéré comme le

produit de deux premier terme, par deux
la raison. Donc en multipliant le premier
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terme par la première puissance de la rai-

son
,
nous aurons le second

, deux X deux

= quatre ; en le multipliant par la seconde

puissance
,
nous aurons le troisième, deux X

quqtre z— huit ; et, en le multipliant par

la troisième puissance
,
nous aurons le qua-

trième, deux X huit= seize . Ici nous fai-

sons des multiplications proprement dite's,

et la progression croissante géométrique

est sensiblement analogue à la progression

croissante arithmétique. Il sera tout aussi

facile de se convaincre que la progression

géométrique décroissante s’engendre par

une division, comme la progression arith-

métique décroissante s’engendre par une

soustraction.

En effet lorsque
,
dans la progression

fi seize : huit : quatre : deux 3 nous

nous représentons la raison par nous
1 i seize

•jÿ • un
1 exprimons par = huit

seize
et nous re

gardons le second terme huit , comme le

produit de seize X t— ou de
M— X -r—

»

* deux un deux

En conséquence nous donnons à cette opé-

ration le nom de multiplication
,
mais seu-
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Jement par extension : car, dans le vrai,

multiplier — par -— ,
c est diviser seize

1 un r deux

par deux.

Ainsi, lorsque nous nous représentons

la raison, par une fraction qui a le second

terme pour numérateur et le premier pour

dénominateur, c’est le mot de multiplica-

tion qui est employé par extension dans les

progressions décroissantes
;
et quand au con-

traire nous nous représentons la raison par

une fraction qui a pour numérateur le pre-

mier terme
,
et pour dénominateur le se-

cond, c’est le mot de division qui est em-

ployé par extension dans les mêmes progres-

sions décroissantes. En effet on conçoit que,

lorsqu’on a renversé l’expression de la rai-

son
, et qu’après avoir dit

,
on ditx quatre 7 deux 1

il faut nécessairement que, dans tous le

.cours de nos raisonnemens
, notre langage

soit dans un cas l’inverse de ce qu’il étoit

dans l’autre. Voyons maintenant comment
les propriétés des proportions et des pro-

gressions se découvrent par une suite de

propositions identiques.

Dire qu’entre les deux premiers termes
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d’une proportion arithmétique ,

la diffé-

rence est la même qu’entre les deux der-

niers
,

c’est dire que le second plus ou

moins la différence est le même que le pre-

mier, et que le quatrième plus ou moins

cette même différence est le même que le

troisième.

Dire que le second plus ou moins la dif-

férence est le même que le premier , et que

le quatrième plus ou moins cette même

différence est le même que le troisième
1

,

c’est dire que la somme des deux extrêmes

est le premier plus le troisième plus ou

moins la différence; et que la somme des

deux moyens est le premier plus ou moins

la différence plus le troisième ,
c’est dire

que la somme des extrêmes est la même

que celle des moyens.

Dire que la somme des extrêmes est la

même que celle des moyens, c est dire que,

si l’on soustrait de la somme des moyens

l’un des extrêmes, on aura l’autre extrême

dans le. reste; c’est dire également qu’on

trouvera le moyen inconnu si l’on soustrait

le connu de la somme des extrêmes : en un

mot, c’est dire, comment trois termes
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£tant donnés
,
on trouvera le quatrième.

Il est évident qu’en faisant cette suite de

proport ions
,
nous n’avons fait que traduire

en différens langages la notion première

des proportions arithmétiques; et que, ces

propositions étant successivement identi-

ques les unes avec les autres
,
la dernière

est identique avec la première. C’est en

cela uniquement que consiste l’évidence et

l’art de démontrer. Continuons.

Dire qu’entre les deux premiers termes

d’une proportion la différence est la meme
qu’entre les deux derniers

,
c’est dire que ,

dans une proportion continue
,
la différence

entre le premier et le second est la même
qu’entre le second et le troisième.

Or, dire qu’entre le premier et le second

la différence est la même qu’entre le second

et le troisième, c’est dire que le second est

le même que le premier plus ou moins la

différence, et que le troisième est égale-

ment le même que le second plus ou moins

la différence. /

Mais dire que le troisième est le même
que le second plus ou moins la différeifte,

et que le second est le même que le pre-
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mier plus ou moins la différence

, c’est

dire que le troisième est le même que le

premier plus ou moins deux fois la dif-

férence.

Ce qu’on dit d’une proportion continue

,

on le dit d’une progression de trois termes :

donc le troisième terme d’une progression

est le même que le premier plus ou moins
deux fois la différence.

Dire que le troisième terme d’une pro-

gression qui n’a que trois termes est le même
que le premier plus ou moins deux fois la

différence
, c’est dire qu’il est le même que

le premier plus ou moins le produit de la

différence multipliée par le nombre des

termes moins un.

Et puisque dire qu’une progression a

quatre termes, cinq, six ou davantage,

c’est dire que la différence est successive-

ment la même entre le troisième et le qua-

trième, entre le quatrième et le cinquième,

etc., qu’entre le premier et le second
;
dire

que le troisième terme d’une progression

qui n’en a que trois est le même que le

premier plus ou moins le produit de la dif-

férence multipliée par le nombre des termes



DES CALCULS. l55

moins un
,

c’est dire également que le

quatrième, que le cinquième, que le sixième

terme d’une progression qui en a quatre,

cinq
,
six

,
etc., est le même que le premier

plus ou moins le produit de la différence

multipliée par le nombre des termes moins

un.

Dire que le dernier terme d’une prcn

gression, ou qu’un terme quelconque con-

sidéré comme le dernier, est le même que

le premier plus ou moins le produit de la

différence multipliée par le nombre des

termes moins un, c’est dire que
,
dans la

supposition où la différence ne seroit pas

connue, nous la trouverions en retranchant

le premier terme du dernier ou le dernier

du premier
, et divisant le reste par le

nombre des termes moins un.

Dire d’un côté qu’un terme quelconque,

q11 ’on considère comme le dernier
,
est le

même que le premier plus ou moins le pro-

duit de la différence multipliée par le nom®
bre des termes moins un, et de l’autre que
nous trouverons la différence en retranchant
le premier terme du dernier ou le dernier

du premier, et divisant le reste par le



l56 LA LANGUE
nombre des termes moins un , c’est dire:

comment on peut, entre deux termes donnés,

,

insérer plusieurs moyens proportionnels.

Voyons maintenant par quelle suite de'

propositions identiques
, nous apprendrons ;

comment on détermine la somme d’une

progression arithmétique.

Dire que, dans une proportion de quatre:

termes, la somme des extrêmes est la même
que la somme des moyens, c’est dire que,

dans une proportion continue
,

le terme

moyen est la moitié de la somme des

extrêmes.

Dire que le terme moyen est la moitié

de la somme des extrêmes, c’est dire qu’on

peut se représenter la somme d’une propor-

tion continue par trois termes
,
qui seraient

chacun la moitié de la somme des extrêmes.

Dire qu’on peut se représenter la somme
d’une proportion continue par trois termes,

qui seraient chacun la moitié de la somme
des extrêmes, c’est dire que la somme d’une

proportion continue est la moitié de la

somme des extrêmes, multipliée par trois

ou - par le nombre des termes.

Mais
,
parce que ce qui se dit d'une pro-
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portion continue se dit d’une progression

de trois termes, nous dirons que la somma

d’une pareille progression est la moitié' de

}a somme des extrêmes ,
multipliée par le

nombre des termes : or, en le disant d’une
/

de trois termes
,
nous le disons d’une de

quatre, de cinq, de six, nous le disons de

toutes.

La somme d’une progression arithmé-

tique est donc la même que la somme de

la moitié des extrêmes
,
multipliée par le

nombre des termes, ou que la somme des

extrêmes
,

multipliée par la moitié du

nombre des ternies.

Voilà des démonstrations rigoureuses ,

ou il n’y en a point. Passons aux proportions

et aux progressions géométriques, et com-

mençons par la notion qu’on se fait de la

raison; mais, afin d’abréger, indiquons par

le signe =, l’identité de deux propositions

qui se suivent immédiatement.

La raison exprime comment un nom

-

bre est contenu dans un autre 3 ou com-
ment il le contient.

= On trouvera la raison 3 en divisant

Vun des deux par Vautre.
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— On la peut représenterpar unefrac-

tion dont un nombre sera le numérateur,
et Vautre sera le dénominateur.

~ On peut représenter par deuxfrac-
tions égales, les quatre termes d'une pro-

portion, ou quatre termes dont les deux
premiers ont entre eux la même raison

que les deux derniers.

Car ces deux fractions sont égales=
/ une est formée des deux premiers ter-

mes d'une proportion
, et Vautre des deux

derniers , soit qu’on donne à chacune pour

numérateur un antécédent
, et pour déno-

minateur un conséquent
, soit qu’en ren-

versant cette expression
, on leur donne un

conséquent pour numérateur, et un antécé-

dent pour dénominateur.

Mais, à deux fractions, on substitue deux

fractions identiques
, lorsqu’on multiplie

les deux termes de la première par le dé-

nominateur de la seconde, et les deux ter-*

mes de la seconde
,
par le dénominateur

de la première
;
et

,
dans les deux fractions

substituées , les deux dénominateurs sont

identiques jusques dans l’expression; et les

deux numérateurs le sont aussi, quoique
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exprimés différemment, lorsque les frac-

tions sont égales; mais l’un est le produit

des extrêmes ,
et l’autre le produit des

moyens : donc, dans toute proportion
, le

produit des extrêmes est le même que le

produit des moyens. Appliquons cette mé-

thode aux progressions.

Quand.on représente la raison d’une pro-

gression par une fraction qui a le premier

terme pour numérateur, et le second pour

dénominateur, on a le second terme , en
divisant le premier par la raison ; on a
le troisième , en divisant le second par
la raison , et ainsi successivement.

à— On a le troisième , en divisant le

premier par le carré de la raison :

• = On a le quatrième , en divisant le

premier par le cube de la raison :

— On a le cinquième , en divisant le

premier par la raison élevée à la qua-
trième puissance :

— On a le dernier, en divisant le pre-

mierpar la raison élevée à unepuissance
qu on désigne par le nombre moins un
des termes de la progression.

On voit, dans ces propositions dont l’iden-
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tité saute aux yeux, comment on peut trou*-

ver un terme, quel qu’il soit, et comment
on peut

, entre deux termes donnés
, insérer-

plusieurs moyens proportionnels. Cherchons:

maintenant la somme d’une progression.

Dans la suite d'une progression , la\

raison est toujours la même d'un terme à

l'autre.

:

= Chaque antécédent est à son consé-

quent , comme le premier terme est au

second :

= Lè premier terme est au second ,,

comme tous les antécédens sont à tous

les conséquens :

— Le premier terme moins le secondé

est au premier , comme tous les antécé--

dens moins tous les conséquens sont à'

tous les antécédens.

Et puisque
,
dans le troisième terme de 1

cette proportion
,
tous les termes se détrui-

sent
,
excepté le premier antécédent qui est

en plus et le dernier conséquent qui est en:

moins, nous avons :le premierterme moins

le second est au premier ,
comme tous les

antécédens moins tous les conséquens

sont à tous les antécédens.
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r= Le premier terme moins le second

est au premier
,
comme le premierantécé-

dent moins le dernier conséquent est à

tous les antécédeits .

= Le premier terme moins le second

est au premier, comme le premier moins

le dernier est à tous les ante'cédens.

= Pour trouver la somme de tous les

ante'cédens d'une progression , il faut
multiplier lepremier termeparle premier

moins le dernier
,
et diviser le produitpar

le premier moins le second. A quoi ajou-

tant le dernier terme
, on aura la somme

de la progression entière.

Quiconque entendra la valeur des mots

,

appercevra facilement toutes ces identités
;

et j’ai fait ce chapitre, afin que les commen-
çans se familiarisent avec les fractions, les

raisons
,

les proportions
,
les progressions

,

et avec toutes les opérations qui en font

découvrir les propriétés, J’ai voulu encore

faire voir que si, avec les phrases de nos

langues vulgaires
,
on démontre rigoureu-

sement des vérités mathématiques
, on

pourrait, avec les mêmes phrases, démon-
trer tout aussi rigoureusement y des v.érû

n
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tés d un autre genre. Car il semble qu'on; i

soit dans le préjugé qu’on ne démontre ri-

goureusement qu’en mathématiques, com-

me si l’on ne pouvoit démontrer à la ri-

gueur, qu’avec des x
, des a, des b

,

ou

comme si des démonstrations, qui ne se-

roient pas rigoureuses

,

pourraient être des

démonstrations.

Mais
, dira-t-on

,
si

,
dans une chose

qu’on étudie
,
on va de propriété en pro-

priété par une suite de propositions iden-

tiques
;
chaque propriété

,
comme chaque

proposition, est dans cette suite la même
que celle qui la précède

,
et par conséquent

toutes se réduisent à une seule et même
propriété. Comment donc sont-elles une et

plusieurs ? Comment y distinguons - nous

la première
,
la seconde, la troisième, etc. ?

Quoiqu’une propriété soit une, elle peut

être considérée sous plusieurs points de vue
;

et elle serait une pour nous comme en elle-

même, si nous la pouvions considérer sous

tous à-la- fois. Nous ne le pouvons pas, et

c’est parce que nous la considérons d’abord

sous un rapport, ensuite sous un second, et

ainsi successivement, qu’elle devient pour
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nous une première propriété, une seconde,

une troisième ,
etc. Il ne faut donc pas

croire que de pareilles suites soient dans les

choses ,
elles ne sont que dans notre lan-

gage; et chaque science pourrait se réduire

à une première vérité
,
qui

,
en se transfor-

mant de proposition identique en proposi-

tion identique
,
nous offrirait

,
dans une

suite de transformations, toutes les décou-

vertes qu’on a faites, et toutes celles qui

restent à faire. Il est vrai que
,
pour saisir

ainsi les sciences
,
il les faudrait parler avec

une grande simplicité. Car ce sont nos lan-

gues mal faites qui mettent les plus grands

obstacles aux progrès des connoissances.

Nous saurions inventer, si nous savions

parler : mais nous parlons avant d’avoir

appris, et nous n’aimons pas la simplicité.

Aussi je prévois bien que la méthode
,

que j’ai suivie dans ce chapitre, ne sera pas

généralement approuvée. Quoi ! dira-t-on,

faut-il
,
pour acquérir des connoissances

,

se traîner pesamment de propositions iden-

tiques en propositions identiques? Oui, il

le faut, et les inventeurs se sont traînés

comme nous : si nous ne nous en doutons
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pas, c’est que lorsqu’ils nous montrent leurs-'

decouvertes
,

ils sont debout
,
et ils nous-

laissent croire qu’ils l’ont toujours été'. Au
reste

,
pour être, arrivés en se traînant, ils'

n’en sont pas moins des esprits supérieurs :

cela prouve seulement qu’ils sont hommes,,

et que l’esprit humain est bien borné; con-

cluons que, quelles que soient nos connois-

sances, nous n’avons pas de quoi êtrevains,.

pas même de quoi être modestes; aussi le

vrai philosophe n’est-il ni l’un, ni l’autre.

I
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CHAPITRE XIII.

Des évaluations

,

Lorsque nous ne connoissons pas la

valeur d’une chose
,
nous la mesurons ,

afin

de juger du rapport où elle est avec une

chose dont la valeur est connue. Or me-

surer, c’est évaluer.

La nature nous a indiqué des mesures

de toute espèce, et le besoin nous apprend

à nous en servir.

Hans chaque chose individuelle , elle

nous montre l’unité
;
et, dans cette unité,

nous avons la mesure des nombres. Or,

quelles que soient les mesures dont nous

nous servons, il faut compter pour évaluer

les choses, et par conséquent l’unité est la

première mesure.

Rien ne mesure l’unité. Envahi nous la

divisons pour la mesurer. Nous la divise-

rions sans fin, que nous aurions toujours

pour résultats des unités qui n’ont point

de mesures.
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L’espace ou l’étendue est une des pre-

mières choses que les hommes onl apprit-

à mesurer. La nature nous en donnoit lai

mesure dans nos pas, dans nos pieds, dant:

nos pouces; et il ne falloit plus que comp-

ter des pas, des pieds, des pouces, pourr

imaginer plusieurs autres espèces de me-
sures.

Elle nous donnoit également des mesures?

du temps dans les révolutions apparentes?

du soleil : mais, pour apprécier ces me-
sures, il falloit une longue suite d’obser-

vations, et l’on a été des siècles à mesurer,

le temps bien grossièrement.

En nous donnant deux bras, la nature 3

nous a donné une balance dont nos mains-

sont les deux bassins. Cette balance nous-

suffisoit, lorsque nous nous contentions de

juger à-peu-près du poids des choses : mais-

nous n’étions pas faits pour nous contenter

toujours de cet à-peu-près. Le trafic nous

donna d’autres vues : il fallut évaluer ou

peser avec plus de précision. Alors des

marchands copièrent la balance que la

nature nous a donnée, et celle copie parut

une invention.
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Comme les balances sont postérieures

au trafic, les monnaies, proprement dites,

sont postérieures aux balances. On en fit de

difîërens métaux et de difïërens poids.

On appela poids

,

un corps d’une pesan-

teur à volonté
,
et on le prit pour mesure.

Lorsque la chose qu’on mettait dans l’un

des bassins de la balance, restoit en équi-

libre avec le poids dans l’autre, 011 dit qu’elle

pesoit, par exemple, une livre.

Aujourd’hui nous divisons la livre en

deux marcs, le marc en huit onces
,
l’once

en huit gros
,
le gros en trois deniers

,
et le

denier en vingt-quatre grains
,
division qui

aurait pu être mieux faite. Un grain n’a

point de mesure, et nous nous arrêtons à

cette dernière sous-division, parce que nous

pouvons négliger les parties d’un grain
,
et

nous contenter d’un à-peu-près.

De même
,
après avoir divisé la toise en

six pieds, le pied en douze pouces, le pouce

en douze lignes
,
la ligne en douze points

;

nous ne divisons plus, et nous regardons

le point comme la première mesure de

è’élendue.

Ces mesures ne sont pas exactement les
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mêmes chez tous les peuples

, ni même
chez ceux qui leur donnent les mêmes dé-

nominations.'

Il y a encore plus de variation dans les

monnaies, qu on distingue en livres, sous
et deniers; les nations ont attaché à ces
mots des valeurs différentes, suivant le

caprice des souverains
,
qui

, dans cette

paille de 1 administration, ont prodigieu-
sement abusé de leur autorité.

Les mesures du temps sont les plus uni-

formes et les mieux faites. Tous les astro-

nomes s’accordent à diviser l’heure en soi-

xante minutes, la minute en soixante se-

condes, et la seconde en soixante tierces.

Cette manière de mesurer est d’autant plus

commode
,
que soixante a un grand nom-

bre de diviseurs.

Le peu d’uniformité dans les mesures,
met continuellement dans la nécessité de
faire des évaluations. Il faut chercher,
dans les mesures qui sont familières, des

expressions identiques avec les mesures qui
ne sont pas connues. Si l’on nous parle de
piastres et de florins

,
nous demandons

pombien ces monnaies valent de nos livres: \
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ailleurs on demande combien le louis vaut

de florins ou de piastres ?

Tout le monde fait doue des évaluations.

C’est même à des évaluations que se ré-

duisent toutes les opérations que nous avons

faites
,

et que nous ferons. Quand on fait

line addition ,
c’est qu’on ne voit pas ce

que valent en total plusieurs nombres ex-^

primés séparément : on le voit dans la

somme qui les comprend tous dans une

seule expression. La somme est donc une

évaluation faite. De même quand on fait

une soustraction ,
on voit

,
dans le reste

,

ce que vaut le plus grand nombre après

qu’on a soustrait le plus petit.' Or puisqu’on

évalue
,
lorsqu’on additionne et qu’on sous-

trait : on évalue donc encore, lorsqu’on

multiplie et qu’on divise. En un mot, caL

çuler n’est autre chose qu’évaluer.

Si on ne regarde pas toutes ces opéra^

lions comme autant d’évaluations, c’est que

nous sommes portés à voir des choses dif-

férentes dans des noms différens
;
mais il

faut que les commençans sachent qu’ils

n’ont fait jusqu’ici que des évaluations :

car pour leur apprendre comment elles se
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font

, je ne sais rien de mieux que de leur
faire remarquer qu’ils en ont fait. Il ne
restera plus qu’à lever les difficultés qui se

rencontrent, lorsqu’il s’agit d’évaluer des
fractions. Commençons par un exemple
qui n’en souffre pas.

Si l’on vous demande qu’elle est la va-

leur de^ d’une toise, vous répondez cinq

pieds, parce que vous savez que d’und
SIX

toise est de six pieds.

Mais quoique vous sachiez qu’une livre

\aut vingt sous, vous ne voyez pas avec
la meme facilite quelle est la valeur de
cinq

üx" d Uûe *ivre
5

et vous avez besoin de

transformer cette fraction
,
jusqu’à ce que

vous arriviez à une fraction qui exprime
,

en parties connues, la valeur que vous

cherchez.

Or d’un entier qui vaut vingt =
de cinq entiers qui vaudraient vingt

chacun
;
ou

,
en d’autres termes ,

=—
SIX

de cent, et — de cent Après avoir
MX SIX *
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fait cette suite de propositions identiques,

vous n’avez plus qu’à diviser cent par six ,

et vous trouverez, pour la valeur de
cinq

six

d’une livre ,
seize sous plus

quaire

six
d’un sou.

U reste à évaluer cette dernière frac-

tion ,
et vous ferez, comme vous venez de

faire, une suite de propositions identiques.

Vous direz donc
quatre

six
d’un sou = quatre

six

de douze deniers = ^ de quarante - huit
SIX 1

= r[nn ' ante 'h
--

t = huit. Vous avez donc ,
en

SIX

parties connues
,
dans seize sous huit de-

niers

,

la valeur de d’une livre.
SIX

Ces opérations, quoique longues, ç’abré-

geront naturellement; parce que l’habi-

tude du calcul apprendra bientôt à fran-

chir plusieurs propositions identiques. On
se fera donc des méthodes abrégées dont

on se rendra raison, et on aura l’avantage

de ne pas calculer par routine.

En effet quand on se rappellera que
•

. . t • vingt
vingt peut s exprimer par —— ,

on verra

bientôt que tous les raisonnemens
,
que

nous venons de faire, se réduisent à cher-



*7^ LA LANGUE
cher 1 évaluation de de vingt, en mul-

tipliant l’une par l’autre les fractions -333

et
vingt

six

un
-j dont le produit ^1 ne laisse plus

qu’une division à faire.

Cette opération ayant été abrégée, nous
saurons évaluer une fraction de fraction

,

telle 9ueÿ cle : car Ü ne faudra que

multiplier ces deux fractions l’une par
1 autre

, comme nous avons multiplié l’une

par l’autre et En effet prendre les

deux tiers de trois quarts
,
c’est prendre

deux fois trois quarts
, divisés par trois. Or

et ~ X deux =z
trois

quatre

six

trois
trois

douze

douze
— : l’évaluation de fraction de

fraction seréduit donc à une multiplication.

Il arrive souvent que la difficulté que
nous avons à juger de la valeur d’une frac-

tion
, vient uniquement de ce qu’elle a pour

numérateur et pour dénominateur de trop

grands nombres. Par exemple , si l’on

vous demandoit la valeur de la fraction

quatre-vingt-seize ,, ..S d™e llVre ’ V0US P0"'
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fiez ne pas voir d’abord que cette fraction

est la même que
1 deux

Vous jugerez donc que, pour évaluer

des fractions, il suffira souvent de substi-

tuer à leurs termes trop composés
, des ter-

mes plus simples. Quand même celte subs-

titution 11e suffirait pas, vous concevez

qu’elle est au moins un préliminaire : car

plus les expressions seront simples
,
plus il

sera facile d’en saisir la valeur. Il s’agit

donc d’apprendre à substituer, à une frac-

tion dont les termes sont trop composés
,

une fraction identique dont les termes
soient aussi simples qu’il est possible : c’est

ce qu’on appelle réduire une fraction à ses

moindres termes.

Nous avons déjà fait de ces réductions,

parce que tout le monde les sait faire
,

lorsque les termes sont peu composés. II

n’y a personne qui ne voie que la frac-

tl0n
trënle^deux

devieilt Successivement~
,seize

quatre deux un
huit ’ quatre ’

61 dUe el1 eSt l'eXprCSsioU

la plus simple.

\ ous n avez fait passer cette fraction
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par tant de transformations, que parce qu'à

chaque fois vous n’avez divisé les deux

termes que par deux : vous l'auriez fait

passer par un moindre nombre, si vous

aviez divisé par quatre; et, en divisant par

seize ,
vous seriez arrivé du premier coup

à l’expression la plus simple. Vous jugerez

donc que le plus grand commun diviseur

est le plus propre pour réduire une frac-

tion à ses moindres termes, et par consé-

quent il s’agit de le savoir trouver.

Soit, par exemple ,
. Les

deux termes de cette fraction ne peuvent

pas avoir de plus grand commun diviseur

que le numérateur quatre-vingt-seize ;

mais la division a
,
pour reste, quatre-

vingt - quatre , et par conséquent quatre-

vingt-seize n’est pas le diviseur que vous

cherchez.

Cependant considérez que si le reste

quatre - vingt- quatre divisoit sans resta

quatre-vingt-seize y il diviserait également

sans reste les deux termes de la fraction

qt,atre-yingt-seize^ MaJg e ue la division
cent qualre-vingls 1

a un reste encore et que ce reste est douze }
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vous rëpélez le même raisonnement, et

vous dites : si douze divise q uatre-vingt-

quatre sans reste, il divisera également
sans reste quatre-vingt-seize et centqua-
tre-vingts. Or cette division se fait sans

reste. Douze est donc le plus grand
commun diviseur des deux termes de
quatre-vingt-seize _

7 .

cent quatre-vingts"
' OUS dl\lSez et VOUS reduil'CZ

cette fraction à ~

~

qui en est l’expression

la plus simple.

:

Vous comprenez qu’il n’étoit pas bien
difficile de trouver que la méthode pour
avoir le plus grand commun diviseur des
deux termes d’une fraction, consiste à di-
viser d’abord par le numérateur

,
et ensuite

par chaque reste successivement
,
jusqu’à'

ce quon arrive à un diviseur exact. Si
Ion n arrivoit pas a une division sans reste,
c est que le numérateur et le dénominateur
n auraient que l’unité pour diviseur com-
ïnun

,
et que par conséquent on ne les sau-

roit réduire à une expression plus simple.
Alors on dit qu’une fraction et irréducti-

ble : telle est
cent quatre-vingt-un’

Jusqu’ici nous avons développé dans ce
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premier livre, toutes les nolions fonda'

mentales dù calcul
,

et il sera d’ autant

plus facile de se les rendre familières

,

que nous avons parlé un langage familier

aux commençans : si ce langage n’est pas

commode
,
c’est celui par où l’on a com-

mencé, et il nous fait sentir la nécessité

d’un langage plus simple. Nous avons

au moins l’avantage de n’avoir plus à

trouver que de nouveaux signes pour dire

dans une nouvelle langue ce que nous

savons ,
et pour le dire de manière que

nous puissions y découvrir ce que nous ne sa-

vons pas encore. Il est important
,
à chaque

qu’une chose à chercher
,
car si nous allons

cle connoissance en connoissance, ce n’est

qu’une à une : il est rare que nous en puis-

sions acquérir deux à-la-fois
,
et je doute

même que cela soit jamais arrivé. Ceux qui

se piquent d’avancer rapidement
,
passent

successivement par-tout où nous passons,

nous qui ne faisons que nous traîner
;
et

ils ont souvent besoin de faire plusieurs

pas
,
quand nous n’en faisons qu’un

,
parce

qu’ils ne prennent pas toujours le plus court.
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CHAPITRE XIV.

Du calcul avec les caillous.

. Comme ncemens de l’algèbre.

Nous avons vu que le calcul avec les

noms devient plus facile
,
lorsque les dé-

nominations
,
faites dans l’analogie de la

numération, décomposent les nombres en

unités de différens ordres : cependant, parce

que nous sommes encore bien embarrassés

des longues phrases, nous avons essayé,

dans les chapitres précédens, d’en diminuer

au moins le nombre des mots
,

c’est sans

doute par où l’on a commencé. Il a été

naturel de chercher à abréger le discours,

avant de penser à substituer à des phrases,

des signes tels que des chiffres ou des

lettres. On n’est arrivé aux dernières in-

ventions que de proche en proche; encore

sommes-nous souvent long-temps avant de

saisir ce que nous avons sous la main.

Les abréviations que nous avons faites

fcont d’un foible secours
, et elles laissent

iz
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subsister toutes les difficultés

, lorsqu’il

s’agit d’opérer sur de grands nombres.

Comment
,
par exemple

, multiplier trois

dixaines de mille
, plus deux mille , plus

huit cents
>
plus sept dixaines

,
plus cinq

unite's par neuf mille, plus six cents ,

plus quatre dixaines
,
plus trois unités ?

Notre mémoire nous permettra-t-elle d’em-

ployer la même méthode
,
que lorsque

nous avons multiplié dix plus deux par

dix plus deux.

Les doigts ne seroient ici d’aucun se-

cours
,
parce qu’il ne leur sera pas possible

d’exprimer distinctement et à-la-fois deux

nombres aussi composés , et cependant il

faudrait que toutes les parties en fussent

en même temps sous les yeux. Ce serait le

seul moyen de soulager la mémoire, et

tous les peuples l’ont senti. En conséquence

ils ont substitué aux doigts des signes plus

commodes. Tels sont les caillous d’où dé-

rive le mot de calcul.

Mais comment les ont - ils employés ?

de différentes manières sans doute, et la

meilleure aura été celle des peuples dont

la langue étoit bien faite
;
parce que fana-
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logie qui leur avoit appris à faire avec les

noms
, comme ils avoient fait avec les

doigts
, leur apprenoit à faire cle même

avec les caillous. Ils considérèrent que les

doigts, par l’ordre dans lequel ils sont dis-

posés
,
exprimoient des unités de différentes

espèces
,

et ils distribuèrent les caillous

dans des rangs différens. Ce fut-là une
copie

,
plutôt qu’une invention. Le seul in-

venteur est celui qui, le premier, imagina
. d’exprimer avec les doigts des unités de
différens ordres : encore est-ce-là une in-'

vention qui paroît suggérée par la nature
même.

Traçons, sur une table, une suite de
lignes- verticales

, et plaçons des caillous

sur chacune : sur la première, qui sera le

premier rang
, les caillous signifieront des

unités du premier ordre; sur la seconde,
ils signifieront des unités' du second, sur
la troisième des unités du troisième etc.

Et, s il y a des ordres d’unités qu’un nom-
bre ne contienne pas

, il y aura des rangs
où on ne mettra point de caillous. Par
exemple, pour exprimer cent deux 3 on
mettra deux caillous sur la première ligne.
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un sur la troisième, et point sur la seconde.

Lorsque, par ce moyen, nous aurons

exprimé plusieurs nombres, il sera facile

d’en faire l’addition; puisque nous n’au-

rons qu’à faire un tas de tous les caillous

qui se trouveront dans des' rangs corres-

poudans. •

La soustraction ne sera pas plus difficile :

il suffira d’ôter, de chaque rang du plus

grand nombre, autant de caillons qu’il y
en aura dans chaque rang correspondant

du plus petit.

Enfin, on ne trouvera pas de grandes

difficultés dans la multiplication et dans

la division : mais nous traiterons plus par-

ticulièrement de ces opérations ,
lorsque

nous aurons substitué aux caillous des

signes plus simples encore. Il suffit pour

le présent de remarquer que, lorsque nous

avons décomposé les nombres en unités

de differens ordres, nous pouvons achever,

en plusieurs opérations
,
ce qu’il ne seroit

pas possible de faire en une. Or avec des

caillous, les nombres se décomposent d’une

manière plus commode qu’avec les doigts

et qu’avec des noms
;
et au lieu de longues
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phrases, nous avons des signes simples qui

rendent la mémoire inutile
,
puisqu’ils sont

sous les yeux.

Mais souvent on proposoit des questions

qu’on ne pouvoit pas résoudre par les seules

opérations que nous avons expliquées; parce

qu’avant de calculer
,

il falloit raisonner

sur les conditions qu’elles renfermoient
;

et si elles étoient fort compliquées, elles

pngageoient dans de longs raisonnemens ,

dont on pouvoit être fort embarrassé. Ces

sortes de questions sont proprement ce que

les mathématiciens nomment problèmes .

Essayons d’en résoudre une, en exprimant

avec des mots toutes les parties des raison-

nemens. C’est ainsi qu’on a comnîencé
, et

cette méthode ayant été connue la pre-

mière
,
il çn faut observer les inconvénieng,

si nous voulons qu’elle nous prépare à dé-

couvrir des méthodes plus simples. Je pren-

drai, pour exemple, le problème que Clai-

raut propose au commencement de ses élé-

mens d’algèbre.

Si on partage huit cen£ quatre-vingt-

dix livres entre trois personnes , en sorte

que la première dit dent quatre-vingts
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livres de plus que la seconde

, et la se-

conde cent quinze livres de plus que la t

troisième
, q uelle sera lapart de chacuneP

Il n est pas douteux qu’on ne se soit pro-

pose de bonne heure de pareils problèmes.

,

Pour les résoudre il en falloit remplie
toutes les conditions, et par conséquent

les bien observer. Or celui-ci en a trois

,

l’une que. la première personne ait cent

quatre-vingts livres de plus que la seconde,

l’autre que la seconde en ait cent quinze

de plus que la? troisième, et la dernière

que les trois parts réunies fassent une

somme égale h huitcent quatre-vingt-dix.

Ces conditions étant données
,

il s’agit

de trouver, dans les connues qu’elles ren-

ferment
,

les trois parts qui nous sont in-

connues. Mais la manière dont les condi-

tions
,
ou

,
comme on parle, dont les don-

nées sont exprimées ,
n’est pas propre à

faire déméler ces trois parts. Il faut donc

traduire ces données dans un autre langage.

Or quel sera ce langage ?

Celui qui démêlera la quantité qui est

commune à chaque part

,

et la quantité

par où chaque part diflëre.
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Mais la part de la troisième est une

quantité commune aux deux autres : je

puis donc exprimer cette quantité com-

mune par la petite part

,

et je vois que je

l’ai trois fois pour les trois personnes.

Alors la part de la seconde s’exprime

naturellement par la petitepartplus cent

quinze ; et, puisque la première doit avoir

cent quatre-vingts livres de plus que la

seconde , sa- part s’exprimera par la petite

part plus cent quinze plus cent quatre-

vingt j ou en additionnant les quantités con-

nues
,
la petite part plus deux centquatre-

vingt-quinze. Or ces trois parts, par la

dernière condition du problème, doivent

être égales à huit cent quatre-vingt-dix.

Nous avons donc traduit les données

dans un langage où la quantité commune
aux trois personnes a une même expression

dans la petite part. Alors nous distinguons

les trois parts
,
et nous écrivons : la petite

part, plus la petite partplus cent quinze

,

plus la petite part plus deux cent quatre-

vingt-quinze
, font une somme égale à

huit cent quatre-vingt-dix.

Nous n’avons fait que traduire, dans un
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nouveau langage, lé langage dans lequel

le problème avoil été propose'; et nous pré-

voyons que cette traduction doit nous con-

duire à la solution du problème.

Dans cette traduction, nous comparons

l’expression des trois parts avec l’expres-

sion de la somme qu’elles doivent faire;

or c’est dans cette comparaison que nous

devons trouver la valeur de chaque part.

Mais plus les expressions seront simples,

plus il nous sera facile de saisir le rapport

d’un membre de cette comparaison à l’au*

tre. Vous jugez donc qu’il faut réduire

ces expressions au plus petit nombre des

termes possibles. C’est ce que nous ferons,

si nous additionnons les quantités partielles

du premier membre, et si nous écrivons

trois fois la petite part -f- quatre cent

dix = huit cent quatre-vingt- dix. Voilà

le problème réduit à l’expression la plus

simple :il va se résoudre de lui-même.

En elï'et si vous ajoutez à chaque mem-
bre de cette comparaison — quatre cent

dix y il est évident qu’ils continueront d’être

égaux, puisque vous ajoutez à l’un et à

l’autre la même quantité. Ecrivez donp
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(rois fois la petite part + quatre cent-

dix — quatre cent dix= huit cent qua-r

tre-vingt-dix — quatre cent dix.

Le premier membre se réduit à trois

fois la petite part

,

puisque H- quatre cent

dix et — quatre cent dix sont de6 quan-

tités qui se détruisent
;
et le second ,

après

avoir soustrait quatre cent dix de huit

cent quatre-vingt-dix

,

se réduit à quatre

cent quatre - vingts.

Vous pouvez donc substituer l’expres-

sion trois fois la petite part — quatre

cent quatre-vingts à l’expression troisfois

la petite part + quatre cent dix= huit

» cent quatre - vingt - dix.

Si maintenant vous divisez par trois les

deux membres de cette comparaison, vous

aurez la valeur de la petite part dans la

petite part
quatre cent quatre-vingts

trois
cent

soixante.

Cent soixante est donc la part de la

troisième personne. Par conséquent la part

de la seconde est cent soixante + cent

quinze — deux cent soixante et quinze

;

et la part de la première est deux cen$
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soixante quinze plus cent quatre-vingt— quatre cent cinquante-cinq. Mais cent
soixante + deux cent soixante etquinze
+ quatre cent cinquante-cinq — huit
cent quatre-vingt-dix. Nous ;avons donc
satisfait à toutes les conditions

, et le pro-
blème est résolu.

H y a deux choses à remarquer dans les

raisonnemens que nous venons de faire

,

la première est que nous avons réduit la

quantité
, commune aux trois parts

,
à une

seule et même expression. Par - là nous
n avons eu qu’une inconnue à chercher, au
lieu de trois que le problème paroissoit ren-

fermer
;
et les données traduites dans un

langage plus simple, se sont offertes à nous
dans une comparaison qui nous en a fait

saisir les rapports.

La première chose à faire
,
pour résoudre

un pareil problème
, est donc d’en traduire

les données dans une comparaison qui en
soit l’expression la plus simple

;
et vous ju-

gez qu’il faut bien concevoir le problème

qu’on vous* propose, puisqu’il n’en faut ou-

blier aucune des conditions.

La seconde remarque, c’est que, lors*
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qu’on a traduit les données dans 1 expres-

sion la plus simple, il reste à substituer des

expressions identiques à des expressions

identiques, pour découvrir, par une suite

de comparaisons ,
la valeur de 1 inconnue.

Car lorsque vous comparez trois fois

la petite part plus quatre cent dix avec

huit cent quatre-vingt-dix, vous ne

voyez pas encore quelle est cette petite

part. Il la faut dégager des quantités

connues ,
avec lesquelles elle est mêlée

dans le premier membre ;
c’es t-à-dire

,
qu’il

la faut conserver seule dans l’un des mem-

bres de la comparaison ,
et faire passer dans

l’autre toutes les quantités connues. Voilà

comment vous êtes arrivé à une dernière

comparaison
,
qui vous a donné cent soi-

xante pour la valeur de la petite part.

Jusqu’à présent, je me suis servi du mot

de comparaison

,

parce qu’ilvous est connu,

et que je crois devoir commencer par vous

parler le langage que vous savez. Désormais

j’emploierai
,
avec les mathématiciens ,

le

mot d’équation : car ce qu’ils entendent

par équation, n’est autre chose que ce que

nous entendons nous-mêmes par comparai-
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son. ISous dirons donc que pour résoudre
un problème, il le faut traduire dans une
équation simple qui en renferme toutes le

conditions; et qu’ensuite il faut procéder
d équation identique en équation idenlique

jusqu à ce qu’on arrive à une dernière

équation, où l’inconnue, seule dans un
membre

, se compare avec les connues
qu’on a fait passer dans l’autre. La petite

part — cent soixçinte

,

voilà l’équation

qui est la solution de notre problème.

Au reste
,
quand je dis qu’il faut traduire

un problème dans une équation, c’est qu’il

n’en faut qu’une pour traduire celui que
nous nous sommes proposé. Lorsqu'il en

sera temps, nous verrons pourquoi la tra-

duction d’un problème demande souvent

plusieurs équations.

Pour contracter l’habitude du calcul
,
il

faudrait s’exercer sur un grand nombre de

problèmes. Mais on n’ aurait que de la rou-

tine, et on calculerait sans savoir ce qu’on

fait; si- l’on se pressoit d’aller de problème

en problème, avant d’avoir bien compris

tous les procédés de la méthode.

Or, pour bien comprendre tous ces pro-
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Cédés ,
il ne suffit pas de les avoir compris

une fois
;
on ne les comprendra bien, qu au-

tant qu’ils seront devenus familiers. Car

lorsqu’il s’agit d’opérer
,

il ne faut pas

croire qu’on sache une méthode aussitôt

qu’011 la conçoit : on ne la sait, que lorsque,

l’avant méditée à plusieurs reprises ,
on

s’est fait une habitude dé la concevoir et

de la pratiquer. Il est absolument néces-

saire que tous les procédés s’ofïfent à nous

comme d’eux-mémes, et que nous ne soyons

pas obligés de les chercher. Par cette rai-

son
,

je vais m’arrêter encore sur le pro-

blème que nous avons résolu. La solution

nous en étant connue, nous en observe-

rons avec plus de facilité la méthode qui

la donne
;

et plus nous l’aurons observée

,

mieux nous la concevrons.

Le- premier procédé de cette méthode

est de raisonner sur les conditions du pro-

blème pour les traduire dans un équation

que je nommefondamentale

,

parce qu’elle

est la première, et que c’est en raisonnant

sur elle que nous arriverons à la solution

du problème.

Le second procédé prend le raisonne-
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ment à l’équation fondamentale, et nous

conduit
, 'd’équation identique en équation

identique
,
jusqu’à une équation que je

nomme Jïnale > parce qu’elle est la der-
‘

nière. Vous voyez que nous faisons notre

langue peu-à-peu : c’est la meilleure ma-

nière pour la bien faire et pour la savoir

bien.

Si maintenant vous considérez l’identité

de toutes les équations par où vous avez

passé , vous reconnoîtrez dans chacune

d’elles l’équation fondamentale, qui prend

de l’une à l’autre différentes transforma-

tions
,
pour devenir l’équation finale. La

solution d’un problème se réduit donc à mie

équation qui se transforme ou se traduit

successivement dans différentes expres-

sions. C’est cette identité qu’il faut saisir,

parce que c’est dans cette identité que con-

siste tout l’artifice de cette méthode. N’ou-

bliez pas que, dans chaque équation, les

deux membres sont une même quantité

exprimée de- deux manières.

Nous avons résolu notre problème, en cher-

chant d’abord la part de la troisième per-

sonne : nous allons le résoudre, en commen-
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cant par chercher la part de la première.

Ayant considéré que ce problème a trois

conditions qu’il faut traduire dans une

équation fondamentale, nous reimrque-

rons que nous pourrons faire cette traduc-

tion lorsque nous aurons une même expres-

sion pour désigner la quantité commune
aux trois parts. Car il faut qu’ayant une

expression qui désigne une des trois, nous

n’ayons qu’à ajouter à cette expression ou

qu’à en retrancher
,
pour avoir deux ex-

pressions qui désignent chacune des deux

autres. Alors il est évident que ces trois

expressions, mises dans l’un des membres,

de l’équation
,
feront une somme qui sera

la même que huit cent quatre-vingt-dix }

qui sera dans l’autre.

Je désigne la part de la première per-

sonne par la première. Elle doit avoir cent

quatre-vingt livres de plus que la seconde :

la part de celle-ci sera donc exprimée par

la première — cent quatre-vingts , et la

part de la troisième sera la première—
cent quatre-vingts — cent quinze

,

puis-

qu’elle doit avoir cent quinze livres de

moins que la seconde.
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I3ès que j’ai ccs trois expressions, la tra-

duction est faile, et j’écris l’équation fon-

damentale : la première -+- la première

— ceriL quatre - vingts -4- la première—
cent Quatre-vingts— cent quinze •=.huit

cent quatre-vingt-dix. Voilà le premier

procédé de la méthode. Le second doit

montrer successivement toutes les transfor-

mations par où l’équation fondamentale

passera pour devenir l'équation finale.

Or, en réduisant le premier membre à

l’expressiort la plus simple, ou trouve la

première transformation qui est : trois

premières — quatre cent soixante et

quinze = huit cent quatre-vingt-dix.

La seconde sè trouvé ,
en faisant passer

toutes les connues dans le second membre :

trois premières= huitcent quatre vingt-

dix -h quatre cent soixante et quinze.

La troisième, en additionnant les deux

quantités du second membre : trois pre-

mières— mille trois cent soixante- cinq.

La quatrième, en indiquant la division

des deux membres par trois : la première

mille trois cent soixante-cinq.

trois
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Enfin la çinquième et dernière
,
en effec-

tuant la division indiquée : la première

— quatre cent cinquante - cinq . Il n’y a

plus que des soustractions à faire, pour

connoître ce qui revient à la seconde per-

sonne et à la troisième.

Si nous voulions commencer par là pari

qui revient à la seconde personne, l’ex-

pression commune aux trois seroit la se-

conde : par conséquent l’expression de la

première sera la seconde h- cent quatre-

vingts; et celle de la troisième, la seconde
— centquinze. Ayant alors

,
pour équation

fondamentale, la seconde + la seconde -f

cent quatre-vingts H- la seconde — cent

quinze=huit cent quatre-vingt-dix. Nous
n’aurions plus qu’à observer qu’elle devient

;

i°. Trois secondes H- cent quatre-vingts

— cent quinze= huit cent quatre-vingt-

dix ;

2 °. Trois secondes -h soixante-cinq —
huit cent quatre-vingt-dix ;

3°. Trois secondes= huit cent quatre-

vingt-dix —- soixante-cinq
;

4°. 1 rois secondes — huit cent vingt-

cinq ;

l3
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„ , huit cent vingt-cintf
5°. TJne seconde= : ;

trois 7

6°. Une seconde= deux cent soixante

et quinze.

Remarquez que la première solution i

donne, dans la division indiquée

pâtre cent^atre -vingts

^^ ^
que les deux autres, et que par conséquent

c’est celle où nous avons le mieux com-

mencé. L’expérience vous apprendra que 1

le commencement n’est jamais une chose

indifférente.

En étudiant ces trois solutions ,
on achè-

vera de comprendre ,
dans la seconde oui

dans la troisième , ce qu’on n’aura pas assez:

compris dans la première; et les dernières-

solutions éclaireront d’autant plus
,
qu’on:

n’aura que la méthode à observer.

Alors on aura une idée exacte de ce que

les mathématiciens entendent par analyse..

Car leur analyse n’est autre chose que celte

méthode, qui, par un premier procédé,,

traduit ,
dans une équation fondamen-

tale ,
toutes les données d’un problème;;

et qui
,
par un second

,
fait prendre à celte

équation une suite de transformations, jus-



DES CALCULS. îg5

qu'à ce qu’elle devienne l’équation finale,

qui renferme la solution. C’est-à-dire que

l’analyse, qu’on croit n’appartenir qu’aux

mathématiques
,

appartient à toutes les

sciences
;
et qu’on analyse de la même ma-

nière dans toutes, si dans toutes on rai-

sonne bien. Voyez ma logique : elle contri-

buera à vous rendre cette méthode plus

familière
,
et elle vous convaincra que l’ana-

lyse n’est que l’art de raisonner.

Quoique dans les solutions précédentes,

nous ayons beaucoup abrégé le discours
,
il

est vraisemblable que les personnes, qui

n’ont aucune habitude du calcul
,
auront

eu quelque peine à suivre les raisonnemens

que nous avons faits. Elles en sentiront

mieux combien il est nécessaire, dans des

questions compliquées, de se débarrasser

d e nos longues phrases
,
et de trouver

,
pour

exprimer nos raisonnemens
, des signes

simples qui en fassent saisir toute la suite

sans effort.

On se sera occupé de cette recherche ,

beaucoup plutôt qu’on ne pense
,
parce que

les intérêts à traiter auront donné lieu de

bonne heure à des questions difficiles à
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résoudre

;
et

,
si l’on considère que les

langues des premiers peuples savans n’ont

pas été, comme les nôtres, formées par

corruption d’une multitude de langues sans

analogie entre elles, on jugera quelles au-

ront été beaucoup plus propres au raison-

nement
;
et que ceux qui avoient le mieux

médité les procédés de l’analyse, auront

été capables de résoudre bien des problè-

mes. Il est meme vraisemblable qu’ils cher-

choient quelquefois ceux où ils croyoient

voir de plus grandes difficultés
,
et qu’ils se

les proposoient comme par défi.

Alors on sentit plus que jamais le besoin

de soulager la mémoire, ou de la rendre

même inutile
,
et on reconnut que, pour y

réussir, il falloit écrire les raisonnemens

avec des signes simples, qui
,
parlant aux

yeux plutôt qu’aux oreilles, en rendissent

la suite permanente , et fissent toujours

voir ce qu’on avoit fait, et ce qui resloit à

faire.

De tous les signes jusqu’alors connus

,

les caillous paroissoient les plus propres à

retracer ainsi nos raisonnemens; et je juge,

par cette raison
,
qu’avant d’en chercher
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d’autres
,
on essaya de les employer à cet

usage. Il est naturel aux hommes de s’en

tenir long-temps aux inventions dont ils se

sont fait une habitude : il leur est même
naturel de se refuser d’abord à de plus

commodes.

On conçoit comment avec des caillous,

auxquels on ajouterait ou dont on retranche*

roit des quantités exprimées avec d’autres

caillous
,
on pourrait traduire

,
dans une

équation fondamentale, les données d’un

problème : on conçoit encore comment, cette

équation étant trouvée, on en exprimerait

avec des caillous toutes les transformations.

Il n’y a qu’à imaginer des caillous à la

place des noms que nous avons employés.

Peut-être aura-t-on distingué les caillous

par la forme, peut-être par la situation

respective
,
peut-être par l’une et par l’autre :

il est inutile de se perdre ici en conjectures.

Mais je pense qu’on a eu occasion de ré-

soudre des problèmes par cette voie, long-

temps avant l’invention des caractères.

Lorsque, dans la suite, l’usage de quel-

ques caractères, tels que ceux de l’alpha-

bet, se fut introduit
, on imagina vraisem*
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blablement de s’en servir pour distinguer

les caillous
;
et en conséquence on en grava

sur chacun. On dit donc le caillou a
,
le

caillou b , le caillou c : bientôt
,
pour abré-

ger, on dit simplement a, b , c ; et de la

sorte ayant substitué naturellement
,

et

sans l’avoir projeté, des lettres aux cail-

lous , on vit qu’on pouvoit résoudre des

problèmes avec des caractères fort simples,

ïl ne resta plus qu’à substituer aux mots

plus j moins , identité, des signes équi-

valens à ceux que nous avons employés.

Voilà l’algèbre qui commence : si nous

l’appliquons à notre problème, nous juge-

rons de sa simplicité.

Soit donc a =. cent quinze , b = cent

quatre-vingts , c — huit cent quatre-

vingt-dix , et nommons x l’inconnue, que

je suppose être la petite part. Avec ces

expressions nous écrirons l’équation fonda-

mentale, x - x a x -f a b —c.
Si nous réduisons le premier membre, elle

devient trois x + deux a + b — c; et

elle devient trois x = c— deux a— b,

*i nous faisons passer toutes les connues du

même côté ; enfin lorsque nous divisons
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par trois } nous arrivons a l’équation fi-

nale ~ — c — deux a — b g^^uez mainte-xjdie, u. — trois 7

nant aux lettres a , b , c les quantités

quelles expriment, et vous aurez la valeur

de la part x.

En substituant les lettres aux noms, on

ne vouloit que simplifier les raisonnemens,

et ori a trouvé plus qu’on ne cbercboit
,
je

veux dire la solution de plusieurs problè-

mes dans la solution d’un seul. Car x =
I s\

c — deux a -b_
est expression générale ;

trois 1

qui résout tous les problèmes semblables

,

parce que a , b, c peuvent exprimer toutes

sortes de nombres. Nous en traiterons

ailleurs.
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CHAPITRE XV.

De Vinvention des caractèj'es de la

numération
? ou. de l’invention des

chiffres,
,

C est la simplicité qui donne du prix à
tout. Le génie même n’est qu’un esprit

simple
, fort -simple

,
quoiqu’on ne s’en

doute pas. Aussi est-il rare que nous cher-

chions la simplicité. Lorsqu’on nous la

montre
, nous sommes tout étonnés qu’on

n’ait pas commencé par elle, et cependant
ce n est jamais par elle que nous commen-
çons. L’ignorance complique tout. Or je

s distingue deux sortes d’ignorance
,

celle

des siècles barbares et celle des siècles

polis.

L’ignorance des siècles barbares est un
état de stupidité, où l’homme

, incapable de

s’instruire par sa propre expérience
, sans

règles
,
sans invention

,
sans arts 5 n’est mu

tpe par ses préjugés, et ne sait pas observer
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les causes qui le meuvent. Combien de

peuples paraissent condamnés à croupir

dans cette ignorance ! combien de temps il

a fallu pour nous en arracher nous mêmes

,

en quelque sorte malgré nous ! Enfin nous

en sommes sortis
,
et nous voilà clans l’igno-

rance des siècles polis, ou moins stupides;

nous le sommes encore à bien des égards.

En effet, si nous avons des connoissan-

ces
,
nous ignorons comment nous les avons

acquises : nous n’en savons observer ni les

commencemens
,
ni les moyens

;
et nous

aimons mieux nous croire des génies ins-

pirés, que de bons esprits qui s’instruisent

naturellement par l’observation et par l’ex-

périence. Dans nos siècles de barbarie

,

rien ne nous étonnoit : dans nos siècles

polis
,
nous nous étonnons nous-mêmes

,
et

nous voulons étonner les autres.

Cependant la manie de se singulariser

dénature les meilleurs, esprits
,
parce que

plus on s’écarte de la simplicité, plus on

s’écarte du vrai : les règles alors nous pa-

raissent des entraves : nous n’en voulons

point, et nous faisons comme si nous n’en

avions pas.
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Il semble donc que nous voulions tout

ramener à ces temps grossiers, où les hom-
mes n’avoient

,
pour se conduire, que des

usages qui les égaroient. Nous ne voyons

pas que les lumières n’ont pu se répandre,

qu’autant que nous nous sommes fait des

méthodes pour observer, pour parler, pour

écrire, pour raisonner. Nous aimons mieux

nous représenter les sciences comme une

carrière qu’on a franchie, au moment qu’on

se présente à la barrière : car
,
d’après

cette façon de penser, nous nous croyons

instruits
,
sans avoir fait des éludes

,
et c’ est-

là le dernier terme de l’ignorance des siè-

cles polis.

Ce n’est pas à nous à courir dans la car-

rière des sciences : nous sommes bien plu-

tôt faits pour nous y traîner
,
comme des

enfans qui apprennent à marcher, et dont

les mains ont continuellement besoin d’un

appui. Je préviens donc que je continuerai

d’être simple, jusques-là que je marcherai,

s’il le faut
,
avec les mains.

Si, comme je l’ai prouvé ailleurs, les

langues sont autant de méthodes analyti-

ques, la plus grandes simplicité en feroil
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la plus grande perfection ;
et nous allons

voir qu’avec cette simplicité ,
elles nous

mettraient naturellement dans le chemin

des découvertes.

Dans la numération ,
lesdifférens ordres

d’unités forment une progression décuple

,

c’est-à-dire ,
une progression ou chaque

ordre contient dix fois celui qui le précède

immédiatement
;
dix est décuple d’zz/z ;

cent, de dix , etc.

Supposons une langue formée sur ce

modèle, et dans laquelle par conséquent

les dénominations données aux nombres

marquent cette progression décuple aussi

sensiblement que la numération même. Il

faudra pour cela que, dans cette langue,

après avoir dit dix plus neuf, on dise

deux dix ; qu’après avoir dit deux dix

plus neuf, on dise trois dix ,
et ainsi de

suite.

Il est vraisemblable ,
comme je l’ai déjà

dit
,
que cette langue a existé. En effet,

quand on commençoit à compter avec des

noms, il étoit naturel de suivre
,
dans ce

langage
,
la même analogie qu’on avoit

suivie dans la numération avec les doigts.
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Cette analogie, pouvoit seule guider des
hommes qui parloient pour être entend us,
et ce nétoit pas pour eux une chose arbi-

tiaue de s en ecarter, ou de s’y conformer.
Si le peuple qui parle cette langue, em-

pruntoit pour le calcul les caractères d’un
peuple dont la langue, toute différente,

n’auroit pas la même simplicité, alors il

sentirait d autant moins cette analogie, que
les caractères qu’il auroit adoptés lui se~

roient plus etrangers. L’art de calculer

deviendrait pour lui une etude,où il aurait

tout à apprendre; et il ferait bien des
efforts pour se familiariser avec une mé-
thode compliquée

, tandis qu’il auroit pu
lui-même en trouver une plus simple. Les
nations s’éclairent, sans doute, en se com-
muniquant leurs connoissances : elle s’éclai-

reraient mieux encore
,
si

,
au lieu d’adopter

le même langage dans les sciences et dans
les arls

, chacune s en faisoit un d’après

1 analogie de sa langue. Des mots étrangers

sont souvent mal entendus. Comme on en

ignore la première acception, on dispute

sur ces mots en croyant disputer sur des

choses, et on croit s’instruire, lorsqu’on ne
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se fait que des idées fausses ou confuses.

Voilà pourquoi l’histoire de tous les siècles

connus nous représente les peuples dans un

état pire que l’ignorance. Avant ces siècles
,

il y a eu des temps, dont il ne reste aucune

tradition
,
où l’homme étoit ignorant : mais

il ne s’étoit pas fait encore un art de dérai-

sonner
,
et la nature pouvoit au moins l’ins-

truire
,
et elle l’instruisoit.

Je le répète ; il faudroit que chaque

peuple parlât les arts et les sciences, comme
il les auroit parlés

,
s’il les avoit inventés

lui-même. En efïêt si le peuple que nous

supposons
,
au lieu d’emprunter pour le

calcul des caractères étrangers
,
en inven-

toit lui-même, il les imagineroit d’après

l’analogie de sa langue
,

et par conséquent

il les chercherait dans l’analogie même de

la numération. Voyant alors que, pour ex-

primer di:r, il lui suffit de fermer le petit

doigt et de tenir ouvert le doigt suivant; il

s’appercevroit que, pour exprimer le même
nombre avec des caractères

,
il n’a qu’à

copier ceux que sa main lui offre. I repré-

senterait donc un doigt ouvert, o, que nous

nommons zéro , représenterait un doigt
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ferme

;
et ces deux caractères

, employés
'

comme on le voit ici, i o
,
signifieraient dix.

Alors il y aurait la plus grande analogie

entre la numération avec les caractères et

la numération avec les doigts
,
puisque

Tune serait la copie de l’autre, et que,

dans toutes deux, les nombres croîtraient

également en progression décuple : i
,
io,

ioo
,
un

,
dix, cent.

Cette découverte s’offroit d’elle-même,

et elle ne demandoit pas de grandes re-

cherches, puisqu’il suffisoit d’observer com-

ment on comptoit avec les noms et avec

les doigts. Mais aujourd’hui que nos lan-

gues nous cachent le commencement de

tout
,
et quelles ne nous apprennent qu’à

déraisonner, nous sommes étonnés qu’on

l’ait faite
,
et nous admirons d’autant plus

les inventeurs
,
que nous croyions valoir

davantage
,
quand nous faisons connoître

que nous sentons ce qu’ils valent.

Nous tenons des Arabes ,
les Arabes des

Indiens ,
et peut-être les Indiens de quel-

que autre peuple, les dix caractères i ,2,

3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, o, un, deux, trois,

quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, zéro.
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Sans douteils auront été tracés, en com-

binant différemment le signe de l’unité 1 ;

mais leur première forme 11e subsiste plus.

Ces caractères se nomment chiffres, et

l’art de les employer au calcul se nomme

arithmetique. Ils doivent à leur simplicité

des avantages que l’usage nous apprendra.

Il suffit de remarquer ici qu’ils ont sur les

caillous celui de bâter les opérations, qui

étoient retardées par la nécessité de comp-

ter combien il y avoit de caillous dans

chaque rang.

Tout le monde connoît les caractères,

romains
,

et chacun peut éprouver com-

bien ils sont peu commodes. C’est qu’ils

n’ont pas assez d’analogie avec la manière

dont se fait la numération. Il semble que,

quand on les a imaginés ,
on cherchoit

moins des signes pour compter, que des

abréviations pour exprimer des comptes

faits.

Les Grecs calculoient avec les lettres

de leur alphabet
,
et ils les employoient

de trois manières : c’est une preuve qu’ils

n’ont pas connu la meilleure
;

ils s’y se-

roient tenus, et n’en auroient eu qu’une.
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Les Grecs et les Romains croyoient

,

comme nous, aux génies inspirés. Voilà

pourquoi les Romains n’ont rien trouvé;

et que les Grecs
,
qui étoient laits pour

inventer, ont laissé des découvertes à

faire.

Les langues primitives
,
quoique bornées,

étoient mieux faites que les nôtres, et elles

avoient l’avantage de montrer sensible-

ment Je commencement et la génération

des connoissances acquises. Elles metloient

donc sur la voie de l’invention. Les peuples

inventeurs, en réfléchissant sur leurs lan-

gues, voyoient dans l’analogie comment

ils s’étoient instruits, et comment ils pou-

voient s’instruire encore. Mais où ,
et quand

ont existé ces peuples ?

L’arithmétique dont nous nous servons,

n’est pas fort ancienne en Europe : elle n’y

est connue que depuis la fin du dixième siè-

cle. Les Européens n’étoient pas capables de

faire cette découverte
,
parce qu’en aucun

temps ,
les langues qu’ils ont parlées ne les

y conduisoient.

Il faut donc pour inventer les meilleures

méthodes, que la langue
'

qu’on parle soit
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une bonne méthode elle-même
,
ou du

moins il en faut connoître les défauts, et

savoir y suppléer; c’est à quoi l’on ne réus-

sira qu’avec le secours d’une excellente

métaphysique. Mais malheureusement
,

quand les langues sont compliquées
,

la

métaphysique se complique : et cependant

la plus grande simplicité, à laquelle si peu

d’esprits sont capables d’atteindre, en fai-

soit toute la perfection
, comme elle en fait

toute la difficulté.

P

/

14
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CHAPITRE XVI.

Observations sur les méthodes que

7ious avons trouvées.

Je l’ai déjà répété, et je le répéterai'

encore, c’est la nature qui est notre pre-

mier maître. D’où je concluerai que l’uni-

que moyen d’inventer est de faire comme’

elle nous apprend à faire.

La première méthode du calcul est dans;

les doigts de nos mains : toutes les autres :

méthodes viennent de celle-là, ou plutôt:

elles ne sont que cette première méthode,,

qui se transforme pour devenir successive-

ment chacune d’elles. Car, si les signes chan-

gent, l’analyse est toujours la même, et elle 1

se fait avec des chiffres et avec des lettres,,

comme elle se fait avec les doigts. Mais,,

parce que les signes différens ont été trou-

vés dans des temps différens, on traite les

méthodes qui se font avec différens signes,,

comme si elles étaient autant de méthodes

.
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fotit-à-fait différentes. On ne voit donc plus

d’analogie entre elles, et voilà pourquoi

nos livres élémentaires paroissent si souvent

faits de pièces et de morceaux.

En effet, quand on ne voit pas cette

transformation dont je parle, chaque mé-

thode nouvelle paraît plus nouvelle qu’elle

ne l’est. On la traite donc avec de nou-

veaux principes : on nous force à faire des

études qui ont à peine quelques rapports

avec celles que nous avons faites; et nous

ne trouvons tant de difficultés à nous ins-

truire, que parce que les maîtres en trou-

vent beaucoup à se faire entendre.

Alors jugeant des méthodes par les efforts

que nous faisons pour les comprendre, nous

nous imaginons que les inventeurs ont fait

de grands efforts eux-mêmes, et qu’ils ont

eu une métaphysique fine, subtile, à la-

quelle il est bien difficile d’atteindre.

ISious nous trompons : ils en avoient une

meilleure. Elle étoit simple
,
aussi simple

que celle que nous avons employée
;

et

elle ne demandoit point d’efforts, parce

que la bonne métaphysique n’en demande
pas. Elle ne vous apprend que ce que vous
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faites naturellement
,

et vous la sauriez

mieux que Locke, si vous saviez vous ob-

server.

Si, pour découvrir la métaphysique du

calcul
,

j'ai commencé par observer com-

ment nous calculons avec les doigts
,
c’est

que j’ai pensé que le germe de la métaphy-

sique des inventeurs
,
est là ,

ne peut être

que là
;
et c’est avec la confiance que me

donne cette vérité, que j’ai osé entreprendre

de les suivre dans leurs découvertes, et

de les refaire d’après eux. Cette entreprise

,

dans laquelle je me suis engagé, lorsque

je n’avois encore aucune connoissance de

l’algèbre, paraîtra sans doute téméraire

de ma part : mais je prie le lecteur de

suspendre son jugement ,
et d’observer la

marche que je tiendrai.

Parce que nous avons dix doigts, nous

comptons par dixaines. Un peuple qui en

aurait six à chaque main, compterait par

douzaines; et il compterait par vingtaines,

si à chaque main il avoit dix doigts. On

peut faire à ce sujet tout autant de suppo-

sitions qu’on voudra.

-Mais quelques suppositions qu’on fasse ,
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les méthodes de calcul,toujours les mêmes

au fond
,
ne paraîtront différentes qu’à

ceux qui les observeront superficiellement.

Qu’importe en effetde compter pardixaines,

par douzaines, par vingtaines
;
si toujours,

d’après les mêmes règles ,
on fait les mêmes

opérations ? Tout l’art consiste à ouvrir et

à fermer les doigts dans differens ordres,

ce qui s’exécute de la même manière
,
quel

qu’en soit le nombre.

Aux doigts on substitue d’autres signes,

qui étant plus simples les uns que les au-

tres
,
portent la méthode à differens degrés

de simplicité. Or, en considérant la mé-

thode par rapport à ces degrés, on en dis-

tingue d’autant d’espèces, qu’on imagine

de moyens propres à la simplifier de plus

en plus : mais il faut toujours se souvenir

que ces espèces ne sont
,
dans le principe ,

qu’une seule et même méthode.

L’invention de ces moyens ,
voilà donc

ce qui fait toute la perfection des métho-

des. Or comment les inventer? Je ré-

ponds que nous irons du connu à l’inconnu,

comme nous allons dans toutes les décou-

vertes que nous sommes capables de faire*
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C’est ainsi que se sont conduits les inven*

teurs. Ils peuvent nous cacher le chemin

qu’ils ont tenu : ils se peut aussi qu’ils

l’aient quelquefois suivi à leur insu
;
mais

il n’y en a pas deux : ainsi
,
soit qu’ils le

cachent, soit qu’ils ne sachent pas le mon-

trer, ils ont tous suivi le même.

Donc si nous savons observer
,
nous ap-

prendrons, comme eux, à simplifier; et,

en simplifiant, nous arriverons de proche

en proche aux découvertes les plus éloi-

gnées. Car, et je l’ai déjà dit, l’analogie

qui fait les langues, fait les méthodes, et

la méthode d’invention ne peut être que

l’analogie même. Il est donc évident que les

moyens que la nature nous a donnés, étant

les premiers connus
,

doivent nécessaire-

ment conduire à tous ceux qu'on a inventés,

si nous raisonnons
,
pour trouver ceux que

nous ne connoissons pas encore, comme
nous avons fait pour trouver ceux que nous

connoissons. Mais ce qui est bien capable

de nous arrêter
,

c’est que nous sommes

assez ignorans
,
ou assez vains pour nous

flatter, et sur-tout pour vouloir faire pen-

ser
,
que nous arrivons aux découvertes
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fen Franchissant de grands intervalles; et

cependant il faudrait, avec plus de juge-

ment, avoir l’humilité de croire et de lais-

ser croire que notre esprit ne franchit ja-

mais rien.

Toutes les méthodes ont donc été trou-

vées de la même manière. La dernière

qu’on découvre ,
nous approche d’une autre

qui est à découvrir; et par l’analogie qui

est entre elles
,
il semble qu’on ne voie dans

toutes qu’une main
,
dont les doigts s’ou-

vrent et se ferment.

On n’aura de la peine à saisir cette vé-

rité
,
que parce qu’en général nous ne con-

noissons pas assez notre esprit. Nous n’en

savons pas apprécier les forces
,
et nous ne

nous doutons pas des moyens qui peuvent

les accroître. Ce dont nous aurions sur-tout

besoin , c’est une méthode qui nor, apprît

à le régler. Alorsdl me semble que tout ce

qui nous serait possible, nous deviendrait

facile. Faut-il s’étonner, qu’avec des téles-

copes on ait découvert les satellites de Ju-

piter ? Or une bonne méthode est un téles-

cope ,
avec lequel on voit ce qui échappoît

à l’œil nud. Voilà à quoi les inventeurs
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doivent tout; et c’est proprement la me-
diode qui invente, comme ce sont les téles-
copes qui découvrent.

Les géomètres penseront sans doute que-
j’ai fait commencer beaucoup trop tôt l’ana-
lyse et l’algèbre; mais il est certain qu’ils;
les font commencer eux -mêmes beaucoup
tiop tard. Ils regardent communément
comme inventeurs de ces méthodes, ceux
qui les premiers en ont donné des traités.

Il seroit tout aussi raisonnable de penser
que les premiers grammairiens ont été les

inventeurs des langues.

Quoique les hommes raisonnent commu-
nément assez mal

,
il faut: convenir que

,

dans le tems même de la plus grande igno-

rance
, ils faisoient quelquefois de bons

raisonnemens
;
et, a l’origine des premières

sociétés
, ils ont mieux raisonné que nous

ne faisons aujourd’hui. Premièrement ils

avoient le plus grand intérêt à ne pas se

tromper
,
parce que les connoissauces, dont

ils avoient besoin
, él oient pour eux de la

-
première nécessité. En second lieu, tout,

jusqu’à leur ignorance, leur faisoit sentir,

que 1 observation pouvoit seule leur donner
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ces connoissances
;

et s'il leur arrivoit

d'avoir observé superficiellement, l’expé-

rience, qui les avertissoit bientôt de leurs

erreurs, les ramenoit à de nouvelles obser-

vations, et les formoit peu-à-peu dans l’art

de raisonner. Ils apprenoient donc à résou-

dre des questions
,

et par conséquent ils

apprenoient l’analyse.

Mais, dira-t-on, cela peut être vrai d’une

analyse métaphysique
, et il s’agit ici

d’une analyse mathématique. Je réponds

que je ne connois qu’une seule analyse
;
et

que je ne sais pas ce qu’on veut dire, quand
on en distingue de plusieurs, espèces.

A la vérité le métaphysicien et le ma-
thématicien ne tiennent pas le même lan-

gage, lorsqu’ils analysent; et, parce qu’ils

ne tiennent pas le même langage, 011 a cru

qu ils ne font pas la même chose.

Il y a, comme nous l’avons vu
,
deux pro-

cédés dans l’analyse mathématique
:
par le

premier on raisonne sur les conditions d’un
problème. On n’en oublie aucune

,
et on

le traduit: dans l’expression la plus simple;
par le second, on va d’équation en équa:

tion jusqu à la solution qu’011 cherche. -
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]'l y a également deux: procédés dans

d’analyse métaphysique :
par le premier on

établit l’état de la question, c’est-à-dire,

en d’autres termes
,
qu’on raisonne sur les

conditions, qu’on n’en oublie aucune, et

qu’on les traduit dans l’expression la plus

simple; par le second, on va de proposition

identique en proposition identique jusqu’à

la conclusion qui résout la question
,
ce

qui est encore, en d’autres termes, aller

d’équation identique en équation identique

jusqu'à l’équation finale.

L’analyse métaphysique et l’analyse ma-

thématique sont donc précisément la même

chose, et par conséquent elles ne sont qu’une

seule et même analyse. Seulemement il

faut remarquer que par la nature des idées

^

ou plutôt par la nature de nos langues qui,

sur toute autre chose que les nombres, ne

nous donnent que des notions mal détermi-

nées, l’analyse est infiniment plus difficile

en métaphysique qu’en mathématique.

Mais, enfin, dans l’une et l’autre science,

on fait la même chose toutes les fois qu on

anatyse, si l’on analyse bien.

L’analyse est donc aussi ancienne qu®



* D E S CALCULS. 2ig

les commencemens de l’art de raisonner:

. elle remonte à nos premières connoissances
;

• et, à proprement parler, elle n’a point eu

• d’inventeur, parce que c’est la nature qui

mous en a donné les premières leçons.

Nous ne pouvons pas même douter qu’on

:ne l’ait appliquée de bonne heure à des

[questions purement mathématiques : car

de pareilles questions s’offroient d’elles-

;mêmes parmi des citoyens qui avoient des

[intérêts à régler. Mais, parce qu’a lors elle

tne se faisoit pas encore avec des signes al-

îgébriques, et qu’en mathématiques, comme
en métaphysique

,
elle ne pouvoit se faire

qu’avec des phrases de mots, les géomètres

ne voient point d’analyse dans ces temps
reculés , où ils ne voient point d’algèbre

;

et l’on n’en sera pas étonné, si l’on consi-

dère qu’ils confondent volontiers ces deux
choses.

Il est donc démontré que je n’ai pu faire

commencer l’analyse trop tôt. L’algèbre

est sans doute postérieure : cependant ]e la

crois plus ancienne qu’on ne pense. On a

dû la chercher, aussitôt que des questions

trop compliquées ont fait sentir le besoin
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de substituer

,
à de longues phrases

, de*

signes simples, et propres par leur indéter-

mination
,
à exprimer des quantités de toute

espèce. Si l’analyse n’a point eu d’inven-

teurs, l’algèbre en a eu plusieurs à-la-fois,

ou en difîérens temps : mais
,
parce que

chacun d’eux faisoit un mystère de sa mé-

thode
,

il est arrivé que l’algèbre a paru

récente, quoique les algébristes fussent an-

ciens. Il ne faut donc pas croire quelle

n’ait commencé que lorsque des traités

l’ont rendue publique.

Il est vrai que c’est ainsi que nous Pa-

vons connue
,
parce que nous l’avons ap-

prise des Arabes, et que, si nous l’avons;

perfectionnée, nous ne l’avons pas inventée..

Il paraît que parmi les philosophes grecs

,

quelques-uns ne l’ignoroient pas. Ils pou--

voient; l’avoir trouvée, comme il est vrai-

semblable qu’on l’avoit trouvée avant eux::

mais ils ne l’ont pas enseignée publi-

quement.

Au reste l’algèbre a été dans tous les-

temps, ce quelle est aujourd’hui, je veux,

dire l’art de substituer ,
dans le calcul ,

des-

signes indéterminés à de longues phrases.:-
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îl ne peut pas y en avoir deux. Il est vrai

que les opérations peuvent se faire avec des

signes dilïérens : mais la différence des ca-

ractères ne fait rien à la chose
,
c’est leur

indétermination qui constitue l’algèbre.

J’ai supposé qu’on a tout-à-coup désigné,

par de pareils caractères
,
les connues com-

me les inconnues
,
et cependant cet usage

est tout-à-fait nouveau parmi nous. Mais il

faut remarquer que la méthode d’invention

a ime marche plus rapide que les inven-

teurs. Pour en juger, il ne faut pas observer

comment on a fait une découverte, il faut

plutôt observer comment on l’a pu faire*

Or dès qu’on a vu qu’on se débarrassoit de

longues phrases
,
en désignant les incon-

nues par des signes simples
,
on a pu re-

marquer aussitôt
,
quoique peut-être on

l’ait fait plus tard, qu’on se débarrasseroit

d’autres phrases encore, si l’on désignoit

toutes les connues par des pareils signes
;

et je le suppose parce que l’analogie con-

duisoil naturellement de l’un à l’autre. On
trouvoit même dans ce nouvel usage

, un
avantage qu’on pouvoit n’avoir pas prévu :

c’est qu’un seul problème résolu donnoit la
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solution de tous les problèmes semblables;

J’ai supposé encore qu’on a su de bonne

heure exprimer avec les doigts des unités

de diffe'rens ordres
,
et je l’ai supposé, parce

que l’analogie y conduit d’elle-même. Car

dès que nos dix doigts nous font contracter

l’habitude de compter par dixaines, tout

aussitôt, ils nous font remarquer des unités

de différens ordres. Or puisque nous n’a-

vons compté jusqu’à dix
,
que parce que

chaque doigt a été le signe d’une unité

simple; pourquoi , lorsque nous connoissons

des unités de différens ordres, chaque doigt

ne deviendroit-il pas le signe d’une unité

différente? pourquoi n’imaginerois -je pas

d’exprimer avec le petit doigt des unités

simples
,

avec le suivant des unités de

clixaines, et ainsi de suite? Lune de ces

inventions ne mène-t-elle pas à l’autre? Au
moins ne niera-t-on pas qu’on ait pu com-

mencer ainsi. Cela me suffit, et je suis en

drpit de le supposer : car il m’importe bien

moins de connoître le plus long chemin

qu’ont pris les inventeurs, que le plus court

qu’ils auraient pu prendre.

Si les inventeurs observoient comment
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ils ont fait des découvertes,^ sauroient

comment ils en peuvent faire "^ore. Alors

ils verroient que, lorsque l’anàlogie les con-

duit, elle les conduit bien
,
et que par con-

séquent c’est à elle seule à les conduire.

Mais lorsqu’ils n’ont pas assez étudié cette

analogie, s’ils la suivent, c’est souvent à

leur insu, et dès- lors il est naturel qu’ils

ne la suivent pas toujours. Voilà pourquoi,

après avoir avancé comme à pas de géant,

on les voit s’arrêter tout- à -coup, laisser

échapper des découvertes faciles, ou s’éga-

rer dans des détours longs et fatigans.

C’est à l’analogie à nous découvrir toutes

les méthodes qu’il est possible d’inventer;

et c’est à quoi nous ne réussirons, qu’au-

tant que nous passerons d’une méthode
analogue à une méthode analogue

,
sans

nous piquer jamais d’en franchir aucune.

Or si les opérations, quand on calcule,

se font sur les idées
, ce sera dans l’ana-

logie des idées mêmes qu’il faudra cher-

cher les méthodes : au contraire, il faudra

chercher les méthodes dans l’analogie des

signes
, si c’est sur les signes que se fout

les opérations.



224 LA LANGUE
Mais j’ar, £iit voir que les opérations né

se font que sur les signes; et l’algèbre en

est une preuve bien évidente. En effet qu’on

nous donne une équation
,

telle que x -f-

a — b= c } nous la transformerons
,
sans

avoir besoin de savoir ce que signifient les

lettres dont elle est formée. Si nous le savons,

nous n’y penserons pas
;
et ce ne sera qu’a-

près l’opération faite, que nous substitue-

rons aux lettres leurs valeurs. Voilà pour-

quoi j’ai dit que toutes ces opérations sont

purement mécaniques.

Il en est de même, lorsque le calcul se

fait avec des chiffres. Il est vrai qu alors

nous croyons, avec fondement, opérer sur

autre chose que les chiffres, parce qu’en

effet nous opérons en même-temps sur les

noms que nous avons donnés aux nombres,

et auxquels nous sommes dans l’habitude

de penser : mais ces noms
,
connue les

chiffres
,
ne sont que des signes.

Sans doute que
,

lorsque nous avons

opéré sur les signes, nous avons les mêmes

résultats que si nous avions opéré sur les

idées mêmes
,
et voilà ce qui nous fait illu-

sion. Mais en arithmétique comme eu
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algèbre

, nous ne pensons aux ide'es qu’après

que le calcul est achevé. Qu’on me pro-

pose, par exemple, de partager cent livres

entre dix ouvriers. Que diviserai-je ? Cent

livres par dix ouvriers ? Que signifierait ce

langage : Diviser des livres par des ou-

vriers P Cependant je ne me représente ici

l’idée de cent que dans cent livres, et l’idée

de dix que dans dix ouvriers
;
et par consé-

quent, lorsque pour diviser, je laisse les

ouvriers et les livres
,

il ne me reste plus

que les mots cent et dix. Il est vrai que,

parce que ces mots sont des signes géné-

raux, nous les appelons par extension idées

générales
,
et cela prouve que ce ne sont

proprement que des signes. Il est donc dé-

montré qu’avec quelques signes que se fas-

sent les calculs, les opérations en sont tou-

jours mécaniques.

On conclura peut-être
, et on croira me

faire une objection, que les idées générales

de la métaphysique ne sont pas proprement
des idées, qu’elles ne sont que des signes^

et que par conséquent les raisonnemens
d un métaphysicien sont des opérations

mechaniques, comme les calculs d’un ma-

i5
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thématicien. Cela est vrai
:
personne n’est

plus convaincu de cette vérité que mon

expérience me confirme tous les jours. Je

sens que, lorsque je raisonne, les mots sont

pour moi ce que sont les chiffres ou les

lettres pour un mathématicien qui calcule;

et que je suis assujetti à suivre mécanique-

ment des règles pour parler et pour raison-

ner, comme il l’est lui-ïnemea faire 1 équa-

tion x = b — a

,

quand il a fait l’équation

x 4- a — b. Quant aux métaphysiciens

qui croient raisonner autrement
,
je leui?

accorderai volontiers que leurs opérations

ne sont pas mécaniques : mais il faudra

qu’ils conviennent avec moi, qu’ils raison-

nent sans règles.

Qu’on emploie à la solution d’un pro-

blème mathématique des signes algébri-

ques
,
ou des mots ,

l’opération est toujours

la même. Or si l’operation est mécanique

dans un cas, pourquoi ne leseroit-eLe pas

dans l’autre? et pourquoi ne le seroit-elle
j

pas encore, lorsqu’on résout une question

métaphysique ?

Certainement calculer c’est raisonner,

et raisonner c’est calculer : si Ge sont-ià
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deux noms, ce ne sont pas deux opérations.

Avec des signes algébriques, le calcul et

le raisonnement ne demandent presque

point de mémoire : les signes sont sous les

yeux, l’esprit conduit la plume
,
et la solu-

tion se trouve mécaniquement.

Lorsque les raisonnemens et les calculs

se font avec des mots
,
c’est alors sur-tûut

que la mémoire devient nécessaire
, et sou-

vent nous n’en avons pas assez. Elle ne
peut offrir à-la-fois et distinctement tous

les signes sur lesquels nous avons à opérer :

elle ne les retrace que l’un après l’autre,

avec plus ou moins d’efforts
, suivant que

les raisonnemens ou les calculs sont plus

ou moins compliqués
;
et, parce que nous

faisons nous-mêmes ces efforts, nous croyons

sentir que notre esprit se conduit comme il

lui plaît, et nous ne sentons pas qu’il est

conduit. Cependant il ne fait bien
,
qu’au-

tant qu il obéit aux lois que la nature lui

prescrit.

En effet que la mémoire retrace une
longue suite d’idées, ou que l’algèbre les

mette à-la-fois sous les yeux, raisonner,

comme calculer, c’est toujours conduire
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son esprit d’après des méthodes données*

d’après des méthodes qu’il n’est pas arbi-

traire de suivre ou de ne pas suivre, et

par conséquent d’après des méthodes mé-

caniques. Voilà ce que nous ignorons : on

diroit que nous voulons avoir la liberté

de juger, à notre choix, qu’une chose est

ou n’est pas
;
et nous n’abusons jamais plus

de notre libre arbitre
,
que lorsque nous

croyons raisonner. Nous n’en abuserions

jamais, si nous raisonnions toujours bien.

J’ai traité ce premier livre en grammai-

rien
,
parce que l’algèbre n’est qu’une lan-

gue
;
et les bons géomètres m’approuveront

sans doute. Je pense encore qu’on recon-

noîtra que les langues ne sont que de mé-

thodes analytiques plus ou moins parfaites;

et que
,

si elles étoient portées à la plus

grande perfection, les sciences parfaite-

ment analysées
,
seraient parfaitement con-

nues de ceux qui en parleraient bien les

langues. Créer une science, n’est donc au-

tre chose que faire une langue ,
et étudier

une science n’est autre chose qu'apprendre

une langue bien faite. La lecture de cet

ouvrage convaincra sensiblement de cette
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vérité : car on verra les mathématiques se

former, à mesure que la langue se formera

elle-même. Ce premier livre, où elle com-

mence, sufïiroit pour en convaincre.

En effet, ayant considéré une main dont

les doigts s’ouvrent et se ferment successi-

vement, nous avons substitué à ce langage

les noms de numération et de dénumé-

ration.

A ceux - ci nous avons substitué ceux

déaddition et de soustraction , de multi-

plication et de division : opérations qui

sont
,
au fond, les mêmes que les deux pre-

mières, qui n’en diffèrent que par les diffé-

rentes vues de l’esprit.

Lorsque nous avons expliqué la forma-

tion des puissances
, l’extraction des raci-

nes, le calcul des fractions
,
les propriétés

des proportions et des progressions
, les

évaluations, nous n’avons fait que changer

de langage pour traiter, sous de nouvelles

vues, de l’addition et de la soustraction,

de la multiplication et de la division.

Les noms de produit , multiplicande-

,

multiplicateur
,
que nous avions employés

dans les multiplications, ont été changés,
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dans 1a. division

,
en ceux de dividende ,

diviseur et quotient.

Dans les fractions
,
le dividende est de-

venu un numérateur 3 et le diviseur un
dénominateu r.

Enfin, dans les proportions et progres-

sions géométriques, le numérateur et le

dénominateur sont devenus eux - mêmes
Vantécédent et le conséquent

,

et le quo-

tient est devenu la raison. C’est ainsi

que l’art du calcul commence à se for-

mer
,

et on juge qu’il doit s’achever avec

la langue.

Ce que nous avons observé jusqu’à pré-

sent, suffit pour faire comprendre que la

perfection de cette langue consiste dans la

plus grande simplicité. C’est l’analogie qui

nous conduit d'un langage à un autre
, et

elle ne nous y conduit que parce que le

nouveau que nous adoptons dit au fond la

même chose que l’ancien auquel nous le

substituons. De même elle ne nous conduit

de méthode en méthode, que parce que

chacune est dans celle qui la précède
,
et

qu’elles sont toutes dans le calcul avec les

doigts. Pour en découvrir de nouvelles

,
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nous n’aurons donc qu’à observer celles

que nous ayons déjà trouvées.

Ainsi le commencement de toutes les

connoissances que nous pouvons acquérir

,

est dans les notions les plus communes.

C’est-là que se trouve tout ce que les méta-

physiciens et les mathématiciens ont de-

couvert, et tout ce qu’ils découvriront. Ils

commencent avec l’ignorance de tout le

monde : mais ils ne parlent pas comme tout

le monde, et, par cette raison, ils voient

ce que tout le monde ne voit pas. Voilà

toute la différence entre l’ignorant et

l’homme instruit
;
et un philosophe seroit

bien savant
,
s’il voyoit tout ce qui est dans

les notions communes.

Fin de premier Livre.
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LIVRE second.

Des opérations du Calcul avec les

chiffres et avec les lettres..

CHAPITRE PREMIER.

JJanalogie considérée comme nié-*

thode d’invention.

J’ai déjà observé que la méthode d’inven-

tion n’est autre chose que l’analogie même.
La méthode pour inventer est donc la même
que pour raisonner et pour parler. Voilà 1©

principe auquel je réduis tous ces arts
, et

il est évident qu’il ne sera pas possible d’en

trouver un plus simple. Il peut paroitre

neuf à tout le monde, il peut même pa-

roître extraordinaire ou inconcevable à

bien des lecteurs : cependant je ne fai

point imaginé, je l’ai trouvé comme on

trouve souvent ce qu’on ne cherche pas.



DES CALCULS. 2?3

Ce principes toujours été en nous : la na-

ture l’y avoit mis, et nous l’aurions remar-

qué plus tôt, si nous avions su nous observer.

Mais nous faisons les langues et les sciences

sans savoir comment nous parlons, ni com-

ment nous raisonnons : nous faisons tout à

notre insu, et il semble que la méthode

d’invention ne soit pas même connue des

inventeurs.

friventer, dit-on, c est trouverquelque

chose de nouveau par la force de so/i

imagination. Cette définition est tout-à-

fait mauvaise. Vous vous en convaincrez,

si vous lisez cet ouvrage, où les découvertes

se feront sans imagination. Quand on sait

chercher
, on sait où l’on trouvera

,
et l’on

trouve sans efforts
: quand on ne sait pas

chercher, on fait d’autant plus d’efforts,

qu’on en fait beaucoup inutilement
;
et si

on trouve, c’est par hasard : mais parce

que nous croyons avoir une grande force

d’imagination
,
quand nous expliquons mal

les découvertes les plus simples
,
nous en

concluons qu’il a fallu une grande force

d imagination pour faire ces découvertes.

ÏSous sommes dans le préjugé que cette
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force prétendue est le partage des homme»

de génie, et; par cette raison nous avons la

manie de vouloir qu’on nous croie de l’i-

magination. Un géomètre vous dira que

Newton devoit avoir autant d’imagination

que Corneille, puisqu’il avoit autant de

génie
;

il ne voit pas que Corneille n'avoit

du génie lui-même
,
que parce qu’il analy-

soit aussi bien que Newton. L’analyse fait

les poètes, comme elle fait les mathéma-

ticiens; et quoiqu’elle leur fasse parler des

langues différentes ,
elle est toujours la

même méthode. En effet le sujet d’un

drame étant donné, trouver le plan, les

caractères, leur langage, sont autant de

problèmes à résoudre, et tout problème se

résout par l’analyse.

Qu’est-ce donc que le génie? Un esprit

simple qui trouve ce que personne n’a su

trouver avant lui. La nature qui nous met

tous dans le chemin des découvertes, sem-

ble veiller sur lui pour qu’il ne s en écarte

jamais. Il commence par le commence-

ment, et il va devant lui. Voilà tout son

art, art simple, que par celte raison l’on

ne lui dérobera pas.
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Si les découvertes
,
que nous jugeons

difficiles, nous paraissent autant de mys-

tères
,

c’est que nous sommes stupides ,

quand nous admirons; et, parce que dans

notre stupidité nous ne nous faisons point

d’idées
,
ou nous 11e nous en faisons que de

bien confuses, nous n’imaginons pas que

les découvertes les plus difficiles se font

de la même manière que les plus faciles*

En nous exagérant les obstacles que les in-

venteurs ont surmontés, il nous semble que

nous les surmontons nous -mêmes. Nous

croyons donc participer à leur génie
,
et

nous les admirons pour nous faire admirer.

Voilà pourquoi on définit si mal le mot

inventer

,

qui, si nous savions nous rendre

compte de ce que nous voulons dire, n’aurait

pas pour nous d’autre signification que le

mot trouver. Mais
,
comme Dieu n’a créé

le monde que parce qu’il ne l’a pas trouvé

tout fait, nous voudrions nous persuader

que les inventeurs n’ont rien trouvé, et

qu’ils ont (out créé. Eux-mêmes ils nous le

laissent croire, quoiqu’ils sachent bien que

d ordinaire ils n’inventent ou 11e trouvent

que ce qui leur tombe sous la main. Ils
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ont l’avantage d’avoir appris à conduire

leur vue avec méthode : ils ne regardent

pas au hasard, ils analysent, et, par cette

raison, ils voient les premiers ce que nous

ne voyons qu’après eux. C’est-là tout, et

c’est quelque chose.

Imaginons une langue tout-à-fait arbi-

traire
,
en sorte que l’analogie n’ait déter-

miné ni le choix des mots
,
ni leurs difïë-

rentes acceptions. Cette langue serait un
jargon que personne ne pourrait apprendre:

on ne pourrait donc pas raisonner dans cette

langue, moins encore inventer.

Au contraire
,
une langue serait de la

plus grande facilité, si l’analogie, qui l’au-

roit seule formée, se montrait toujours d’une

manière sensible, pour ne jamais échapper.

On raisonnerait donc comme la nature

nous apprend à raisonner
,
et on irait sans

efforts de découverte en découverte.

Aucune des langues vulgaires connues

n’a cet avantage
,
parce qu’elles ne sont

toutes, à bien des égards, que le débris de

plusieurs langues qu’on ne parle plus; et

le défaut d’analogie qui les rend difficiles,

les rend peu propres au raisonnement. Il
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lie peut pas être facile de parler et de rai-

sonner avec des langues où l’analogie man-

que souvent, puisqu’il ne seroit pas possible

de parler et de raisonner avec une langue

où l’analogie manquerait toujours.

Il y a un choix à faire entre les analo-

gies
, et 011 n’a pas toujours bien choisi.

D’ailleurs quand en français on me fait par-

ler anglais, allemand, italien, latin, grec,

celte, etc., quelque analogie qu’on suppose

aux expressions dans les langues d’où elles

sont empruntées
,
elles n’en ont point dans

la mienne à laquelle elles sont étrangères;

et, si l’on considère que l’analogie manquoit

déjà souvent dans les langues anciennes,

on jugera quelle doit manquer plus souvent

dans les langues modernes; elles sont donc

toutes peu propres au raisonnement
, à

l’analyse
,
à l’invention.

Cependant elles ne sont pas absolument

sans analogie, parce qu’aucune langue, qui

se parle
, n’en peut manquer tout-à-fait.

C est a cette analogie qu’elles doivent tous

leurs progrès. C’est elle qui a fait les Pas-

cal
,

les Racine et tous les grands écri-

vains. Ils l’ont apperçue, et ils l’ont pris®
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pour règle : voilà leur génie. L’analogie ne*

se borne donc pas à faire les langues : elle

fait tous les bons esprits

La langue des calculs a cet avantage

que l’analogie n’échappe plus, dès qu’une

fois on l’a saisie. Elle est donc la plus par-

faite et la plus facile.

On peut distinguer, dans cette langue,,

quatre dialectes
,
puisque nous avons trouvé*

quelle se parle avec quatre espèces de

signes, avec les doigts, avec des noms, avec

des chiffres, avec les lettres de l’alphabet.

Nous lui trouverons encore un cinquième 1

dialecte.

La nature a fait celui qui se parle avec

les doigts. Elle a déterminé à prendre uni

doigt pour le signe de l’unité, parce qu’uni

doigt est un, comme tout autre objet indi-

viduel. Or ,dès que ce premier signe, est

deviné
,
tous les autres le sont. Car, si dans

un doigt on a un
,
dans un doigt plus uâ

doigt on a deux

,

dans deux doigts plus

un doigt on a trois
,
etc.

Les doigts étant chacun le signe de

l’unité
,

c’est une conséquence qu’ils de-

' viennent les signes des unités de différens
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ordres. Ainsi le petit doigt ayant été pris

pour le signe des unités simples, le doigt

suivant sera le signe des unités de dixaine,

le troisième des unités de centaine
,

etc.

Voilà le modèle d’un langage donné par la

nature : l’analogie des signes est sensible,

et c’est d'après eux que nous en formerons

de plus propres au calcul.

Dans le second dialecte, formé de noms

et de phrases de nos langues, l’analogie

n’est pas sensiblement l’analogie même de

la numération
,

et c’est en quoi pèche ce

langage, comme nous l’avons remarqué.

Mais
,
daus les deux autres, l’analogie,

toujours telle qu’elle doit être
,
se montre

toujours de la manière la plus sensible. Il

sera donc également facile d’apprendre

l’un et l’autre.

Parce que, dans ces deux dialectes, les

quantités s’expriment avec des signes diffé-

rens, c’est-à-dire, des chiffres et des lettres,

nous les distinguerons en quantités arith-

métiques et en quantités littérales.
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CHAPITRE II.

De la numération des quantités aritfa

niétiques
7
ou des quantités expri-

mées avec des chiffres.

Lorsqu’on étudie une langue ,
ce n’est

pas pour apprendre à parler dans cetle

langue, des choses qu’on ne sait pas. Il est

vrai que c’est de celles-là que nous aimons

sur-tout à parler dans les langues qui nous

sont familières. Mais personne n’imaginera

de parler de ce qu’il ne sait pas, dans une

langue qu’il ignore, parce que heureuse-

ment cela n’est pas possible.

Nous devons donc commencer par ap-

prendre à traduire
,
dans les deux dialectes

que nous voulons étudier, ce que nous

avons appris dans les deux autres. Par ce

moyen nous les comparerons ,
nous en ju-

gerons mieux, nous nous familiariserons

de plus en plus avec les opérations que
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lîous avons faites, et nous continuerons

d’aller du connu à l’inconnu.

Rien n’est plus simple que de traduire

en chiffres la numération : il suffît d’écrire

les chiffres dans l’ordre dans lequel les

doigts sont disposés. Dans le premier rang

comme dans le petit doigt, nous mettrons

les unités simples; dans le second rang

comme dans le doigt suivant, les unités

de dixaine
;
dans le troisième comme dans

le doigt du milieu
, les unités de centaine.

462
,
par exemple

, signifiera quatre cen-

taines plus six dixaines
,
plus deux unités

simples, quatre cent soixante-deux.

Je puis ajouter un quatrième rang, un
cinquième, j’en puis ajouter sans fin; et par

conséquent il n’y aura point de nombres
que je ne puisse exprimer. Voilà donc une
numération parfaitement analogue à la

numération avec les doigts; et cependant
elle est plus commode et d’un usage infini-

ment plus étendu.

Dans le système de notre numération
décuplé

, chaque nombre peut contenir

jusqu à neuf unités simples, jusqu’à neuf
unités de dixaines

,
jusqu’à neuf unités de

16
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centaines etc. Mais une unité ajoutée a

neuf dans un rang inférieur
, feroit passer

,

dans le rang supérieur, une unité de plus
;

par exemple 999 •+- 1 = 1000 : car 9+1
= 10, et ayant écrit o dans le premier-

rang
,
il me reste également pour le second

9 4- 1 — 10 ,
et j’écris par conséquent en-

core o dans ce rang. Enfin pour le troisième

g -f 1— 10 donne encore o, et ayant avan-

cé 1 dans le quatrième, j’ai 1000=999 -f-

Qu’à l’unité de mille j’ajoute neufunités;

du même ordre, j’aurai une unité d’un:

ordre supérieur 1000 4- 9000=10000;:

qu’à 1000 on me propose d’ajouter goo;

4- 70 4- 5
,
je vois dans quels rangs doivent:

être les chiffres g , 7

,

5
,
et j’écris 1975 =;

1000 4- 900 + 70 4- 5 . En un mot, les?^

rangs étant donnés pour chaque espèce

d’unités, l’analogie nous apprend à expri-

mer quelque nombre que ce soit. Ainsi;

des caractères qui 11e sont qu’une copie de!

ceux que la nature a mis dans nos mains ,

ont une énergie qui ne connoît point de

bornes. Jamais langue n’ëxprimera tout

ce qu’on peut écrire avec des chiffres
;

quoiqu’on ne puisse douter que 1 usage des-
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chiffres n’ait contribué à multiplier les dé-

nominations des nombres.

Pour lire ces caractères, il faut juger au
premier coup -d’œil du rang qu’occupe

chaque chiffre, ce qui devient plus difficile,

lorsque les nombres sont plus grands. Mais
on facilite la chose, en séparant les chiffres

par tranches composées chacune de trois

rangs : en écrivant par exemple 364,582,

999, vous avez des centaines d’unités dans

la première tranche
, où il n’y a que des

9 , dans la suivante des centaines de mille,

dans la troisième des centaines de millions
;

et vous lisez trois cent soixante-quatre
millions cinq cent quatre- vingt-deux
mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf.

Au reste il est inutile d’étudier pour ap-

prendre à lire ces caractères, car vous les

lirez fort bien lorsque vous saurez vous en
servir.

Dans la numération
,
la suite des unités

de difîérens ordres est une progression dé-
cuple 1, 10, 100, 1000, un, dix, cent,
mille ; et cette progression croissante est

produite par la multiplication successive

de chaque terme par ïo. On auroit donc
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l’inverse de celte progression, dans une

progression décroissante où chaque terme

seroit successivement divisé par io;et cette

progression
,
que nous nommerons sou-

décuple, seroit formée des fractions i

,

„'
0 ,

un , un dixième y un centièmey

un millième.

Mais
,
parce que les opérations avec le$

fractions deviendront souvent longues et

embarrassantes, il seroit avantageux de

substituer à ces frac Lions une expression,

qui rendît les opérations aussi simples avec

la numération sou-décuple qu’avec la nu-

mération décuple. On juge qu’on n’y réus-

sira
,
qu’autant qu’on trouvera, pour la nu-

mération sou-décuple, une expression par-

faitement analogue avec la manière dont

nous représentons la numération décuple.

Cette réflexion nous met sur la voie de

ce que nous cherchons : car, un dixième

étant l’inverse de dix, je n’ai qu’à renver-

ser l’expression de l’itn pour avoir l’expres-

sion de l’autre. Donc puisque io signifie

dix, oi signifiera un dixième; et, cette

première expression étant trouvée
,
l’ana-

logie donnera ooi =77-, 0001 =7Tir»
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coooi = t
—-—

.

En un mot, dans la pro-
J O O O O J I

gréssion sou -déçu pie ,
l’unité sera divisée

par 10 à chaque zéro qui la précédera,

comme dans la progression décuple elle

«est multipliée par 10 à chaque zéro qui la

suit; et ces expressions 01 et 10, 001 et

100, étant le renversement les unes des

autres, il est évident qu’elles sont entre

elles dans la même analogie que les deux

progressions.

Que l’unité soit divisée ou multipliée

par 10 ,
les rangs qui la précèdent, comme

ceux qui la suivent, peuvent également

être remplis par des chiffres. On écrira

par exemple 56423 ,
et si cette expression

renferme des unités divisées par 10, ou,

comme on les nomme, des fractions déci-

males, il s’agira d’indiquer les rai^s où

les chiffres sont divisés par dix. Si c’est le

premier, on aura dans 3 des dixièmes on

des fractions décimales du premier ordre;

si c’est le second, on aura dans 2 des cen-

tièmes ou des fractions décimales du se-

cond ordre
;
si c’est le troisième

,
on aura

dans 4 des millièmes, ou des fraclions dé-

cimales du troisième ordre : ainsi de suite.
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Qu’on marque donc ce rang, comme

quelques-uns, par un point, ou, comme
d’autres, par une virgule; on aura 5642,3= —A— , 564,23 = iiiii

, 56,423 =3

AttA» ainsi en portant la virgule de rang
en rang

, vers votre gauche
,
vous divisez

successivement par dix, et vous multipliez

successivement par dix
, en la reportant de

rang en rang vers votre droite. Celte ope-

ration est facile à comprendre; c’est fermer

successivement les doigts après les avoir ou-

verts successivement. Voilà tout le mystère

des parties en fractions décimales
,
que les

commencans n’ont tant de peine à compren-

dre, que parce qu’on fait de grands efforts

d’imagination pour les leur expliquer.

On peut mettre des zéros après un chiffre

décimal, comme on en met avant
:
par

exemple on écrira o,3o, ou o, 3oo. Or que

produisent ces zéros sur-ajoutés? Il est aisé

de voir qu’ils multiplient et qu’ils divisent

tout-à-la-fois par dix, et que par consé-

quent ils ne changent point la valeur de

l’expression
,

quoiqu’ils en changent la

forme. Ils multiplient par dix, puisqu'ils

font passer le chiffre 3
,
du rang des unités
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7

d’un ordre, au rang des unités d’un ordre

supérieur
;

et en même temps ils divisent

par dix, puisqu’à chaque zéro sur-ajoute,

la virgule avance d’un rang vers la gauche.

En effet, lorsqu’au lieu de o,3 vous écrivez

o,3o, c’est la même chose que si vous aviez

multiplié par -f^-,
dont le produit est

= o,3o : c’est la même chose que mul-
i o o 7 1

tiplier les deux termes de cette fraction par

le même nombre io, et nous savons q,ue

celte multiplication n’en change point la

valeur.

Quant à la manière d’énoncer les frac-

tions décimales, je ne sais pas pourquoi on

a voulu y trouver des difficultés. Il est évi-

dentque 23
,
5=-—doit s’énoncer deux cent

trente-cinq dixièmes
,
et que 2,35=

doit s’énoncer deux cent trente-cinq cen-

tièmes. 11 est évident encore que si l’on

veut décomposer ces expressions, on dira

pour la première vingt-trois entiers plus

cinq dixièmes

,

et pour la seconde deux

entiers plus trois dixièmes plus cinq

centièmes.
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CHAPITRE III.
.

«

De Vaddition et de la soustraction

des quantités arithmétiques.

Lorsque deux nombres sont d’un seul

chiffre chacun
, il n’y a personne qui n'en

sache faire l’addition, puisqu’il s’agit tout

au plus d’ajouter gag, et on sait que la

somme est 18.

Mais faire l’addition de deux nombres,
chacun de plusieurstdiiffres, c’est chercher

combien ils ont à eux deux, d’unites sim-

ples, d’unités de dixaines, d’unités de cen-

taines
, etc. C’est ajouter un chiffre du pre-

mier rang de l’un au chiffre du premier

rang de l’autre, un chiffre du second au

chiffre du second, un chiffre du troisième

au chiffre du troisième, en un mot, un
chiffre à un chiffre. Nous faisons donc

par une suite d’additions ce que nous ne

pouvons pas faire en une, et la somme
totale est le résultat de plusieurs sommes

partielles.
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Quant à l’addition de plus de deux

nombres
, elle ne demande autre chose

sinon que d’ajouter un troisième chiffre à

la somme de deux
,
un quatrième à la

somme de trois
,
un cinquième à la somme

de quatre
,
et il suffit de savoir à chaque

fois ce que donne une somme plus un
chiffre

;
si nous ne le savons pas, nous

comptons par nos doigts
, et nous faisons

naturellement
, comme nous avons tous

commencé.

Pour prévenir toute confusion dans la

recherche des sommes partielles
, on écrit

les nombres, comme dans l’exemple sui-

vant
, où chaque ordre d’unités formant

une colonne verticale, tous les chiffres qui

sont au même rang, se correspondent.

Comme chaque addition partielle peut
faire passer des unités dans l’ordre immé-
diatement supérieur

, on conçoit qu’il faut

Nombres

à additionner.

6o6

3o5

720

18

Somme,
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commencer par chercher la somme des

unités simples. Or 6 -+-5 = 11,11 + 8

r= ig
,
et j’écris g au-dessous de la barre,

en continuant la colonne des chiffres qui

sont au premier rang. Cette addition fait

passer une unité dans l’ordre des dixaines.

Ainsi i + g = i o
,

i o + 2= 12,12 -f- 1=
i 3

,
j’écris 3 et j’ai une unité de centaine.

Cette unité -h 5 = 6,6 + 3=g,g + 7
= 16, que j’écris. La somme totale est

i 63 g.

Il est indifférent, dans la recherche des

sommes partielles, de commencer par le

haut ou par le bas dçs colonnes : mais

quand on craint d’être tombé dans quel-

que méprise
,
il est à propos de recommencer

par le bas, si l’on a d’abord commencé

par le haut.

Lorsqu’on sait additionner les nombres

qui sont en progression décuple, peut-on

trouver quelques difficultés à faire 1 addi-

tion des nombres qui sont en progression

sou-décuple? N’est-il pas évident qu’on

doit ajouter des dixièmes à des dixièmes,

des centièmes à des centièmes, de la même

manière qu’on ajoute des dixaines à des
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1

dixaines, des centaines à des centaines,

exemple :

42,

4,o53

0, 24

1, 6

Le premier de cès nombres
,
en com-

mençant par le haut, n’a point de parties

décimales. Le second a des millièmes
,
le

troisième des centièmes, le dernier des

dixièmes : mais
,
pour prévenir toute con-

fusion
,
on achève la colonne avec des zéros,

qui remplissent toutes les places vides.

L’opération étant ainsi préparée, il est clair

que la virgule n’y sauroit apporter aucun
changement. Il suffira de ne pas l’oublier

dans la somme
,

et de la mettre où elle

doit être. Ici ce sera, comme on le voit,

entre le troisième et le quatrième rang
,

puisqu il y a dans les parties décimales
des —

•

42,000

4>o53

0,240

1,600

47,898
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En remarquant comment nous avons

fait une addition avec des chiffres, nous

découvrirons comment elle peut, être dé-

faite. On sait donc soustraire, quand on

sait additionner.

On voit i°. que, lorsqu’on ajoute un
nombre à un nombre, la somme est la chose

à découvrir
;
le reste

,
au contraire

,
est la

chose à découvrir, lorsqu’on soustrait un

nombre d’un nombre.

2°. Que la soustraction et l’addition

étant des opérations contraires
,

il sera na-

turel de commencer la première par où la

seconde a fini; c’est-à-dire, qu’il faudra

d’abord opérer sur les unités de l’ordre

supérieur.

3 °. Que puisque, pour additionner, on

a cherché plusieurs sommes partielles

,

afin d’arriver à la somme totale; on cher-

chera pour soustraire, plusieurs restes par-

tiels ,
afin d’arriver à un reste total.

4°. Que si, pour faire les additions par-

tielles, nous avons dit, par exemple, 4 -f-

2=6; nous dirons, pour faire des sous-

tractions partielles, 4 — 2=2.
5 °. Enfin on éprouvera que, pour faire
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tes opérations sans confusion, il faut écrire

les nombres les uns au-dessous des autres,

de manière que les unités se correspondent
,

ordre à ordre.

Reprenons actuellement la première

addition que nous avons faite
,
et essayons

de soustraire, de la somme totale, tous les

nombres que nous avons additionnés
, la

soustraction vérifiera l’addition : sur quoi il

faut remarquer que ces deux opérations

sont propres à se vérifier réciproquement.

Kombres

à soustraire.

Somme..

.

Dans les centaines des nombres à sous-

traire, j’ai 5 + 3 + 7=i5:ori6— i5
= i

,

que j’écris au-dessous de 6, dans le

rang des centaines. A côté j’abaisse le 3

' Sq6

3o5

720

L_i8

.
i63g
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de la somme totale, et voyant que j’ai i3

dixaines pour reste, je dis i3— g— 2 —
i = i 3 — 12 = 1, que j’écris au-dessous

de 3 ,
et j’abaisse 9 à côté. Il ne reste donc

plus de la somme totale que ig unités

simples : mais ig — 6 — 5 — 8 = ig

— ig —o. Par conséquent il ne reste rien,

et l’addition avoit été bien faite.

E11 faisant cette soustraction, vous re-

marquez que vous réservez les unités d’un

ordre supérieur pour les transporter de

gauche à droite
;
comme en faisant l’addi-

tion, vous en avez réservé pour les trans-

porter de droite à gauche : et vous voyez,

jusques dans le mécanisme de ces opéra-

tions
,
que l’une est l’inverse de l’autre

,

comme fermer la main est l’inverse de

l’ouvrir.

Quand on n’a qu’un nombre à soustraire

d’un autre
;

il suffit d’écrire le plus petit

au-dessous du plus grand.

6528

5i9

Dans le rang des mille du nombre à
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soustraire
,
il n’y a point d’unités. J’ai donc

6— o = 6 ,
et 5 — 5= o : en conséquence

j’écris 6o. Mais quoique 2 — i = i
,
je

n’écris pas i : car, ne pouvant soustraire 9
de 8, j’ai besoin de réserver une dixaine.

J’écris donc o. Enfin 18 — 9 =9, et la

soustraction est faite. Le reste est 600g.

Je vérifierai cette soustraction si je m’as-

sure que 5 19 + 6009 — 6528. Je ferai

donc l’addition suivante :

6009

5i 9

6528

Quoiqu’il soit plus naturel de commen-
cer la soustraction par la gauche, il paroît

qu’on est en général dans l’usage de la

commencer par la droite. Alors il arrive

qu au lieu de réserver des unités
, on a

quelquefois besoin d’en emprunter. Par
exemple :

38

J 9

19

9 ne pouvant se soustraire de 8, j’emi
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prunte une dixaine du chiffre précédent^

et j’ai 18 — g = g ,
que j’écris.

De 3 je puis retrancher l’unité emprun-

tée; ce qui me donnera 2 — 1 — 1. Je

puis aussi ne rien retrancher de ce 3 , et

ajouter l’unité empruntée au chiffre 1 du

nombre à soustraire ,
et j’aurai le même

reste
,
puisque 3 — 2 — 1. Chacun peut

choisir entre ces deux manières
,
celle qui

lui paraîtra plus commode.

Des dixièmes on soustrait des dixièmes,

de la même manière que des entiers on

soustrait des entiers
;
et on conçoit que

les parties décimales ne changent rien

à cette opération. Je ne multiplie pas les

exemples
,

parce que chacun peut s'en

donner.

Je crois, au reste, qu’il ne seroit pas

inutile de s’accoutumer à faire les sous-

tractions, en commençant indifféremment

par la droite ou par la gauche : ce seroit

un moyen propre à les vérifier.

On commence, je crois, à comprendre

comment l’analogie nous conduit de pro-

che en proche : on le comprendra mieux

encore dans la suite , et 011 sera bien cou-



vaincu qu’il n’y a point de saut dans

l’esprit humain. Il est vrai qu’il y a eu des

hommes de génie, qui ont voulu paroi tre

avoir franchi de grands intervalles - bien

assurés qu’ils nous étonneroient d’autant

plus, que nous serions moins capables de
les suivre. C’est un p«tit charlatanisme

qu'il leur faut pardonner, quand d’ailleurs

ils nous éclairent. Cependant ils sont cause
que d’autres font des sauts périlleux qui
ne leur réussissent pas.
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CHAPITRE IV.

De la multiplication et de la division

des quantités arithmétiques.

(3

n

fait une addition lorsqu’on dit, 6 +
6 = 12, 12 + 6 =. 18,18 -f- 6 = 24,

24 -f- 6 = 3o
,
3o + 6 = 36 ;

et lorqu’on

dit 6 X 6 = 36, on fait une multiplica-

tion. Il est évident que la seconde opéra-

tion n’est que le souvenir de ce que nous

avons appris en faisant la première. La

multiplication doit donc toute sa prompti-

tude à la mémoire
;

et c’est la mémoire

proprement qui fait de l’addition une mul-

tiplication.

Si vous ne savez pas les produits d'un

chiffre par un chiffre ,
il ne vous sera donc

pas possible de faire une multiplication,

et vous n’arriverez qu’après plusieurs opé-

rations au même résultat qu’une seule vous

eût donné tout-a-coup.

L’essentiel est par conséquent de con-
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noître tous les produits d’un chiffre par

un chiffre
,
et c’est aussi tout ce qu’il faut

savoir. Car quels que soient les nombres
à multiplier

,
on n’opère jamais que par

une suite de multiplications partielles

,

dans chacune desquelles la mémoire donne
le produit d’un chiffre par un chiffre; et

lorsqu’on a écrit tous les produits partiels,

il ne faut plus faire qu’une addition
,
pour

en trouver la somme que nous nommons
produit total. Ces observations suffisent

pour faire comprendre comment la multi-

plication doit se faire. Nous la commence-
rons par la droite

, comme l’addition
,
parce

que les produits d’un ordre inférieur don-
neront souvent des unités pour un ordre

supérieur.
,

. Multiplicande. .

.

Multiplicateur.. .

3i 6

2 o5

Produits partiels....

Produit total..:....

j
i58o

l
632oo

64780

<

Je multiplie successivement par 5 tous
les chiffres du multiplicande. 6x5 =
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3o. J’écris o au rang des unités simples,

et je réserve 3 pour le rang supérieur, i

X 5 — 5 dixaines, et 5 +3 = 8, que

j’écris au rang des dixaines. Enfin 3 X 5

— i5 centaines, et les produits par o, mis

chacun à leur place, font i 58o.

Il ne reste plus qu’à multiplier par 2
,

puisque o ne peut pas être un facteur. Mais

2, qui est ici 200, ne peut produire que

des centaines. Afin donc de mettre ses

produits dans les rangs où ils doivent être,

je remplis par des o celui des unités sim-

ples et celui des dixaines. Ensuite 6 2.

= 12 : j’écris 2 au troisième rang, et je*

réserve 1 pour le quatrième. 1 X 2= 2, 2:

+ 1 que j’ai réservé= 3
,
que j’écris. Enfini

3X^ = 6, produit qui appartient au cin-

quième rang. J’additionne le produit pai

2 avec le produit par 5 , c est-a-diie, 63200'

avec i 58o, et j’ai pour somme, ou produit:

total, 64780.

Lorsque les premiers rangs des facteurs»

sont remplis par des o, on pourra les sup-

primer pour simplifier l’opération. Par

exemple, 011 multipliera 3 1600 par 3o5o

,

comme nous venons de multiplier 3 16 par.
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2o5 . Mais parce qu’alors le multiplicande

3 1 6 est cent fois plus petit que 3 1 6oo et que

le multiplicateur 3 o 5 l’est dix fois plus que

3o5o, il est évident que le produit 64780 ,

sera 10 X 100 ou 1000 fois trop petit. Il

faudra donc ajouter trois o à ce nombre,

et le vrai produit sera 64780000.

Multiplicande. . . .

Multiplicateur. . . .

Produit. . . .

Voilà deux facteurs qui contiennent

chacun des parties décimales. Faites néan-

moins la multiplication comme s’il n’y

avoit point de virgule, et considérez qu’a-

lors le multiplicande et le multiplicateur

étant chacun cent fois trop grand, le pro-

duit total le sera de 100 X 100 = 10000.

Mais si ce produit est dix mille fois trop

grand, il ne le sera que mille, lorsqu’ayant

supprimé le zéro qui est au premier rang
vous aurez écrit 12768; et celui-là sera

5,32

/
2A°

2 12 80

1064 00

1276 80

12,768
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exactement le produit que vous cherchez,

si vous mettez une virgule entre le troi-

sième et le quatrième rang, puisqu’alors

vous divisez par mille. Le produit que

donne la multiplication précédente est donc

12,768.

La division est l’inverse de la multipli-

cation. La manière d’opérer dans l’une sera

donc l’inverse de la manière d’opérer dans

l’autre
,
et la division commencera par où

la multiplication finit, c’est-à-dire, par la

Les produits d’un chiffre par un chiffre,

étant pris pour dividendes, 11e peuvent

avoir qu’un chiffre au quotient
;

et pour

faire la division, il faut connoître tous les

quotiens d’un seul chiffre; comme, pour

faire la multiplication, il faut connoître tous

f

les produits d’un chiffre par un chiffre. Il

faut savoir que = g ,
que j, que

¥-= 6 , etc. Nous ne substituerons la divi-

sion à la soustraction
,
qu’au tant que la

mémoire nous donnera tous ces quotiens;

et c’est par Y addition des quotiens partiels,

trouvés l’un après l’autre, que nous trouve-

rons le quotient total. La division s acliè-
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vera donc, comme la multiplication»,, par

une suite d’opérations partielles.

La division défait ce que la multiplica-

tion a fait : elle décompose un produit en

ses facteurs; et pour savoir décomposer un

produit
,

il suffit d’avoir observé comment
il se compose. Observons donc.

249

747

La multiplication de 9 par 3
,
produit

des unités de dizaine
;
et celle de 4 par

3
,
produi t des unités de centaine : il fau-

dra donc que la division fasse évanouir les

unités de centaine qui ont passé du second

rang au troisième
, et les unités de dixainç

qui ont passé du premier au second.

Dividende. . .

Diviseur. . . .

747
3

24g
Quotient.

14
Diviseur. ... 3

Diviseur. . .

.

2 7
3

oo
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7 ,

premier chiffre du dividende
,
en

commençant par la gauche, est le pro-

duit de 3 par un autre facteur que je

cherche, et la division me donne, pour ce

facteur, 2
,
que j’écris; c’est-là le premier

quotient partiel.

2 X 3 = 6. Je soustrais 6 de 7, et cette

première division partielle a défait la der-

nière multiplication partielle.

Il me reste 1 que j’écris dans le rang des

centaines au-dessous de 3 : à côté j’abaisse

4, et pour défaire la seconde multiplica-

tion partielle, j’ai .à diviser 14 par 3 . Or

= 4 + | j’ai donc 4 pour second quo-

tient partiel. Alors ayant multiplié 4 par

3, je soustrais 12 ,
et le produit de la se-

conde multiplication partielle est défait.

Il me reste, au rang des dixaines
,
2

que j’écris au-dessous de 3 : à côté j’abaisse

7; et j’ai pour troisième et dernier divi-

dende
, 27, premier produit partiel de la

multiplication.

Enfin la division de 27 par 3 me donne

g pour dernier quotient; et le produit de

g par 3 ,
soustrait de 27 est 27— 27 =0.

La division est donc sans reste
,

et
j
ai

&
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achevé du défaire ce que la multiplication

avoit fait.

Diviseur. Dividende.

375 189492

1875

ÏQ92
1875

.
"7

Les trois premiers chiffres du dividende

ne sauraient être le produit de 375 par

un autre facteur
,
puisque 370 n’est pas

contenu dans 189 : le dernier produit par-

tiel de la multiplication sera donc dans

1894, et par conséquent ce nombre est ici

le premier dividende partiel. Sur quoi vous

remarquerez qu’un dividende partiel peut

avoir un chiffre de plus que le diviseur,

mais vous concevez qu’il ne peut pas ep

avoir un de moins.

~~ étant la première division à faire,

3y5 doit être contenu dans 1894 un certain

nombre de fois : mais, parce que nous ne

jugeons pas de ce nombre
,
en comparant

les expressions 3y5 et 1894, nous les pom-

Quotieivl.

5 o 5
t T 7

ïTT
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rions décomposer

;
la première en 3oo -f-'

7*b, et la seconde en 1800 -j- 94, alors nous

verrions facilement que 3oo est exactement

6 fois dans 1 800 ,
et que 75 n'est pas 6

fois dans 94. Donc 3 y5 n’est pas 6 fois

dans 1894.

Je suppose qu’il y est 5 fois
;
et voyant

que
,
dans cel te supposition 3oo X 5 =

i5oo, et que iboo ayant été soustrait de

1894, il reste 394, il ne me faudra pas

une grande habitude du calcul pour juger

que je dois trouver 7S
,
cinq fois dans 3g4 ,

et que vraisemblablement je l’y trouverai

avec un reste. J’écris donc 5 au quotient.

Au lieu de la décomposition que nous

venons de faire , on peut considérer que 3

est 6 fois dans 18, et multiplier ensuite

3y5 par 6 . Le produit plus grand que le

dividende feroit connoître que 6 n’est pas

le chiffre qu’on cherche.

5 ayant été trouvé, je multiplie 3y5 par

ce nombre, et j’écris le produit 187b au-

dessous du dividende d’où je le soustrais : il

me reste 19. A côté de ce nombre, j’abaisse

le chiffre 9 du dividende
;

et parce que

3y3 n’est pas contenu dans 199, j’en con-
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dus qu’il y avoit clans le second facteur

de la multiplication un chiffre qui n’a rien

produit. En conséquence j’écris o au quo-

tient, et j’abaisse 2 à côté du 199.

est donc la dernière division à faire.
3 7 5

Or = 6 : mais il ne me resterait que

192 ,
où jè vois que 75 ne peut pas se

trouver six fois. Je prends 5
,
comme j’ai

déjà fait
:
par ce chiffre je multiplie 3y5 ;

je soustrais le produit, et il reste 117;

quantité dont la division par 3y5 ne peut

être qu’indiquée. Le quotient est 5o 5

J’ai fait de longs discours, afin de faire

mieux appercevoir la raison de chaque

opération partielle; et je crois que, dans

les commencemens, on fera bien de raison-

ner aussi longuement que moi. A mesure

qu’on s’exercera
,
les discours s’abrégeront

naturellement
;

et chacun imaginera les

moyens qui peuvent expédier le calcul.

On ne trouve pas toujours, du premier

coup
,
le chiffre qui doit être au quotient;

et vous voyez que, dans l’exemple précé-

dent, nous avons été obligés de substituer

5 à 6. Ce n’est souvent que par de sembla-

bles substitutions, qu’on arrive, en tâton-
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naut
,
au vrai quotient : mais on tâtonnera

moins
,
lorsqu’on sera plus exercé.

N’oubliez pas sur-tout que, lorsque le

nombre, qui résulte d’un chiffre abaissé à

côté d’un reste, ne contient pas le diviseur,

c’est une preuve qu’il y avoit dans le fac-

teur inconnu de la multiplication,un chiffre

qui n’a rien produit; et que par conséquent

vous devez écrire o au quotient.

Souvenez-vous encore que le dividende

est toujours le produit d’une multiplica-

tion qui a eu pour facteurs le diviseur et

le quotient
;
et vous reconnoîtrez que vous

saurez diviser, si vous observez comment

vous multipliez. Car il n’est pas bien diffi-

cile d’apprendre à défaire ce qu’on a fait.

Intruisez-vous d’après votre observation
,

et vous serez mieux instruit que si je vous

fatiguois d’exemples.

Afin de vous conduire dans cette re-

cherche
,
remarquez qu’il y a trois opéra-

tions dans la division. i°. On divise le divi-

dende par le diviseur, c’est-à-dire par le

facteur connu, pour avoir un quotient, c’est-

à-dire, pour trouver le second facteur in-

connu; 2 °. on multiplie le diviseur par le
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quotient pour avoir le produit que la

multiplication a donne'; 3 °. on soustrait ce

produit, pour défaire ce que la multiplica-

tion a fait.

Faut-il remarquer que les parties déci-

males ne changent rien à la manière de

faire la division ? Quon ait, par exemple,

48 à diviser par 2, 35
,
on écrira —

4 8oo
* 3 5

*

Or il est évident que ces deux fractions

ont le même quotient, et que par consé-

quent qui divise Tune divise l’autre.

C’est dans la division que les fractions

décimales sont d’un grand usage. Par

exemple. La division de 189492 par 3 y 5

nous a donné pour reste et ce reste est

considérable. Cependant s’il étoit possible

de le réduire à moins de —-— , de —
1 0 O O 1 W

2 0 0 0 0 ?

c‘e on le réduiroit enfin à si peu de

chose, qu’il pourrait être négligé. Or c’est

à quoi on réussira par le moyen des frac-

tions décimales. Nous en traiterons ailleurs.
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CHAPITRE V.

Considérations sur la méthode que

nous avons suivie
,

et que nous

suivrons.

C’est à mesure que nous avancerons,

que ma méthode se développera, et je serai

obligé d’en traiter à bien des reprises.

Pour contracter la routine du calcul, non

seulement il faudrait s’exercer sur beau-

coup d’exemples
,

il faudrait encore s’exer-

cer continuellement; autrement on oublie-

rait bientôt tout ce qu’on croirait avoir

appris.

Ce n’est donc point par la routine qu’on

s’instruit, c’est par sa propre réflexion; et il

est essentiel de contracter l’habitude de se

rendre raison de ce qu’on fait : cette habi-

tude s’acquiert plus facilement qu’on 11e

pense
;
et une fois acquise

,
elle 11e se perd

plus.

Ne lisez pas cet ouvrage pour prendre
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1

des leçons de moi. Je n’en donne qu’à moi,

qui commence comme vous : donnez-vous-

en à vous-même. Ce que vous ne savez pas,

apprenez-le de ce que vous savez
,

et que

vos decouvertes soient pour vous
,
comme

des réminiscences.

Vous l’avez vu, quand on sait la numé-
ration

,
que la nature enseigne à tous

,
on

sait l’addition; quand 011 sait l’addition, on
sait la soustraction : enfin quand on sait

ces deux opérations
,
on sait la multiplica-

tion et la division. Il en sera de même de
toutes les méthodes

,
dont nous nous pro-

posons la recherche. Nous savons déjà en
quelque sorte ce que nous n’avons pas ap-

pris encore; et par conséquent il n’est pas

bien difficile de s’instruire.

Considérez comment nous avons été du
connu à l’inconnu, comment l’analogie

nous ayant donné une première expression,

nous en donne une seconde
,
une troisième,

etc. : comment
, nous ayant conduits par une

suite d expressions identiques
,

elle a sim-
plifié la langue des calculs, elle l’a enri-

chie. Alors vous comprendrez comment
nous pouvons achever cette langue que la
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nature a commencée : il semble même que

dès ce moment on voie en perspective les

progrès quelle doit faire.

Mais
,
comme b l’ai' dit et je le dirai en-

core, il faut saisir cette analogie. Ce qu en

a appris cfelle en me lisant, il le faut rap-

prendre d’elle sans me lire. Alors vous vous

serez instruit sans moi. Songez que si
,
dans

ces commencemens
,
j’ai quelque avantage

sur vous, c’est que je n’ai pour maîtres que

la nature et l’analogie : apprenez à voua

passer de tout autre.

Ne vous plaignez pas que je donne trop

peu d’exemples. C’est à vous à vous en

donner
:
proposez-vous des questions : cher-

chez dans ce que vous savez, la raison.de ce

que vous ne savez pas. Pour apprendre, par

exemple, à diviser, multipliez, et observez

les procèdes de la multiplication. Voyez, en

un mot, comment vous vous êtes instruit,

et; vous apprendrez comment vous pouvez

vous instruire encore.

A quoi se réduisent tous les procédés

de l’analyse? A des compositions et à des

décompositions. O11 fait pour défaire
;
et on

défait- pour refaire. Voilà tout l’artifice : il
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est simple. Car si vous savez faire, vous

*
, #

x ’ 1

savez défaire; et si vous savez défaire, vous

savez refaire.

Un exemple suffit donc pour donner la

raison de chaque opération de quelque es-

pèce quelle soit; si vous avez besoin de
plusieurs

, ce n’est pas pour apprendre à

opérer : c est seulement pour opérer avec
plus de facilité et de promptitude

;
et avec

quelque lenteur que vous procédiez
,
vous

savez faire, si vous savez ce que vous faites.

Exercez-vous donc sans maître. Ne le pou-
vez-vous pas ? Restez dans l’ignorance : c’est

uii oreiller assez doux pour bien des têtes.

18
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CHAPITRE VI.

Des quatre opérations sur les quan-

tités littérales
7
lorsque ces quan

•

tités n’ont qu’un terme .

(3 n a vu de quel usage sont les lettres

dans la solution d’un problème. Par leur

moyen nous avons à-la-fois sous les yeux:

plusieurs propositions, que nous ne pour-

rions nous représenter que par une longue

suite de phrases, et nous raisonnons sans

avoir besoin de mémoire.

Mais tous les problèmes ne sont pas aussi

simples que celui que nous avons résolu
;

et lorsqu’ils se compliquent, comment les

résoudre, si nous ne savons pas faire avec

les lettres des combinaisons de toute espèce;

c’est-à-dire des additions, des soustractions,

des multiplications, des divisions? il faut

donc rechercher comment ces opérations

doivent se faire.

Le chiffre i, avec lequel nous exprimons
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l'imité, est, comme l’imité, tout-à-fait in-

déterminé. Il peut être une unité simple,

une dixaine
,
une centaine

, un dixième
,

un centième
,
un quart

,
etc. Cependant il

a par lui-mème une signification.

Les lettres sont des signes plus indéter-

minés encore. Parce quelles ne signifient

rien par elles - mêmes
,
elles peuvent cha-

cune signifier telles quantité que nous vou-

lons : mais, lorsque nous nous proposons

de nous en servir
, nous ne renonçons pas

aux chiffres. Ces différens signes ne sont pas

faits pour être employés exclusivement
;

ils appartiennent à la même langue. Les
chiffres sont les noms particuliers

, les

lettres sont les noms généraux
,
et ce sont

autant d’expressions qui entrent dans les

phrases de calculs.

Ce dialecte a des règles qu’il faut con-
noître

,
et c’est une nouvelle grammaire à

apprendre. Il s’agit de découvrir l’emploi
de ces termes généraux

, leurs différentes

acceptions, et leur syntaxe.

Cette grammaire, la plus simple de
toutes, sera Ja plus facile, si nous savons
étudier. Voyez comment les enfans apprem
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nent seuls leur langue : ils ne la sauraient

jamais, s’ils ne pouvoient l’apprendre que

de nous. C’est la nature qui les fait obser-

ver, analyser, qui les conduit par analogie

d’expression en expression. Ce moyen est

l’unique.

Comme nous avons dit 4 + 2 et 6

—

-2,

nous dirons a + b et a — b : mais nous ne

déterminons pas la somme que fait a +
parce que a et b étant des signes indéter-

minés ,
la somme est indéterminée elle-

même. Par la même raison , le reste que

donne la soustration a — b est egalement

une quantité indéterminée.

Mais si l’on déterminoit la valeur de ces

lettres : si
,
par èxemple ,

a = 73 et b— 5 ,

alors l’addition a + b donnerait a + b

— 73 4- 5 = 78 ,
et la soustraction don-

nerait a — b = 73 — 5 = 68 .

On ne se propose donc pas d’achever

avec l’algèbre la solution d’un problème :

on ne fait proprement que l’indiquer. Car

a + b est plutôt une addition à faire,

qu’une addition faite; et le résultat sera

différent ,
suivant la valeur des lettres.

On peut même juger, d’après le problème
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résolu dans le premier livre, que l’objet

de l’algèbre est seulement de nous appro-

cher assez de la solution, pour que nous

n’ayons plus à faire avec les chiffres que

le plus petit calcul possible.

Une lettre,précédée du signe -f , indique

une quantité ajoutée, une addition, et je

l’appelle une quantité en plus : lorsqu’elle

est précédée du signe—
,
je l’appelle quan-

titéen moins y puisqu’elle est une quantité

soustraite
,
une soustraction. Comme il est

facile de se souvenir de ces dénominations
,

on ne les oubliera pas
,
et j’avertis qu’il est

essentiel de les substituer à celles dont on
se

,

sert.

Nous avons donc une quantité en plus

et une quantité en moins dans + a— Z>,

ou plus brièvement dans a— h : car toutes

les fois que la première lettre n’est pré-

cédée d’aucun signe, on sous-entend -f.

Dans les phrases algébriques
, on dis-

tingue autant de termes
,

qu’il y a de
quantités précédées de l’un des deux signes,

quel que soit d’ailleurs le nombre des
Ici 1res : ainsi il n’y a que deux termes dans
a b c + b dy comme dans a + b. Mais*
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si on vouloit considérer comme un seul

terme une quantité composée de plusieurs,

on écrirait -f (
a + b— c ). Observons d’a-

bord comment les quatre opérations doivent

se faire avec les quantités les plus simples.

On voit d’abord que l’addition de a + a

ne peut être autre chose que a + a. Ce-

pendant 1 a + 1 a c’est 2 a. A l’expres-

sion a + a on substituera donc comme plus

simple l’expression 2 a .

A la quantité a veut-on ajouter b ? On

écrira a + b
,
et si on veut ajouter— b ,

on écrira a — b.

Remarquez que cette dernière opération

est proprement
,
par le résultat qu’elle

donne, une soustraction : mais nous lui

conservons par extension le nom d’addi-

tion
,
parce que

,
quelle que soit la quantité

qu’on ajoute
,

l’opération mécanique est

toujours la même. Il importe peu que la

quantité soit en plus ou en moins : car, en

moins comme en plus, elle est une quantité,

et nous pouvons la considérer comme ajou-

tée, puisqu’en écrivant — b après a
,
iious

ajoutons en effet — b.

La soustraction 11’est pas plus difficile,
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quoique jusqu’à présent, elle paroisse avoir

souffert de grandes difficultés. D’abord si on
nous propose de soustraire -f a de -f- 2 a ,

nous écrirons 2 a — a
, ou simplement

ci. Ce n’est pas-là ce qui embarrasse.

Mais, s’il s’agit ensuite de soustraire -—

a

de -f- a, la soustraction donnera a -f- a ou
2 a\ et voilà un reste plus grand que la'

quantité d’où l’on a soustrait', ce qui est

lait pour étonner les commençans. On leur

prouve bien que cela doit être : mais il me
semble qu’on ne leur explique pas assez

comment cela se fait.

Si je disoisje ne veux pas ne pas e'crire

sur Valgèbre

,

j’affirmerais que je veux
écrire

,
et je l’affirmerais d’une manière

plus décidée ou plus obstinée. Or dire je
ne veux pas 11e pas

,

c’est nier une néga-

tion : donc nier une négation c’est affirmer.

Tout le monde comprend
,
et comment cela

doit être
, et comment cela se peut.

. Mais — a est une quantité soustraite
,

une soustraction
;
et soustraire une sous-

traction, c’est ajouter
, comme nier une

négation c’est affirmer. Donc

—

a soustrait

de + a, c’est proprement + a ajouté à
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+ a -> et le reste 2 a est, dans le vrai, une
somme. Mais cette somme doit se nommer
reste

,
parce qu’on dit soustraire — a ,

quoiqu’on fasse une addition
;
comme on

dit ajouter— a, quoi qu’on fasse une sous-

traction. Plus cette explication est simple,

moins il faut s’étonner qu’elle soit nou-

velle
( 1 ).

On dira r a, 2 a, 3 a comme on dit un

homme
,
deux hommes

,
trois hommes.

Alors cette lettre est l’unité multipliée par

la suite des termes de la numération : mais,

à chaque valeur qu’on lui donnera, on aura

dans chacune de ces expressions des pro-

duits différens. 2 a
,
par exemple, signifiera

2 fois 2 ,
2 fois 3

,
2 fois 4, etc.

,
suivant

que a vaudra 2

,

3
, 4, etc.

Pour multiplier une lettre par un chiffre,

je n’ai donc qu’à joindre le chiffre à la lef-

( i ) Les grammairiens disent que deux néga-

tions valent une affirmation. Valent ! c’est comme

si je disois que deux soustractions valent une addi-

tion. Si j’avois adopté leur langage
,
je n’aurois

pas pu expliquer comment —• a soustrait de -f- a

donne pour reste 2 a. Cet exemple fait voir ce que

peut le choix des expressions.
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tre; et par conséquent pour multiplier une

lettre par une lettre, je n’aurai qu’à joindre

l’une à l’autre.

Donc a a — a X a, a a a =: a a X a y

aaaa =. aaa X et ainsi de suite,

aussi loin que je voudrai pousser cette mul-

tiplication : mais il y auroil bientôt de la

confusion dans la multitude de ces a , et

j’aurois l’embarras de les compter, à cha-

que fois que je voudrois comparer de pa-

reilles expressions. Il est aisé de remédier

à cet inconvénient.

ci, a a
,
aaa

^ aaaa , sont différentes

puissances d’une même quantité; et puisque

dans a cette quantité est à la première,

qui m’empêchera d’écrire a 1
? a 2

: signifiera

donc que cette lettre est à la seconde puis-

sance, a qu’elle est à la troisième, «4
qu’elle est à la quatrième; et je vois qu’un
chiffre

,
qui m’en évitera la répétition

,

Substituera une expression commode à une
expression dont

j
etois embarrassé. J’écrirai

donc a 1 = a , a ^ = a a , a J z=r a a a 3

—-- aa a a j et ainsi des autres puis-

sances.

Parce que de pareils chiffres exposent



282 LA LANGUE
ou expriment les puissances auxquelles la

quantité a est élevée, on les nomme expo-
sans des puissances de a

, ou plus briève-

mens exposans de a. On juge bien que
multiplier un nombre par lui -même, ce

ne peut pas être la même chose que de le

multiplier par tout autre
;
et que par con-

séquent il ne faut pas confondre les chiffres

qu’on met après une lettre avec ceu5c qu’on

met avant. Par exemple, si a = 4* nous

aurons a 2 = 16
, et 2 ci

— 8. Les exposans

s’écrivent un peu au-dessus de la lettre et

en petits caractères, pour prévenir toute

confusion.

Les chiffres, qui précèdent une lettre,,

avoient besoin d’un nom comme ceux quii

la suivent. Or 2 et a sont les facteurs dui

produit 2 a, comme 3 et a sont les facteurs

du produit 3 a, et il semble que ces chif-

fres auraient pu être nommés co-fac leurs

de a : mais on a préféré de leur donner le

liom de coéjîcient

,

qui n’ast pas français..

Nous préférerons donc aussi coejicient

puisqu’il faut se conformer à l’usage.

Actuellement si l’on vous proposoit de

multiplier 2 a 1 par 3 a 2
,
vous jugeriez que
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le nom de coéjîcient

,

donné à 2 et à 3 ,

ne peut rien changer à la manière dont

vous avez appris à faire la multiplication,

et en conséquence vous direz, 2 X 3— 6.

Il ne vous resterait plus qu’à multiplier

a 1 par a 2
: mais vous venez de voir que

a J X a 2 = a X a a que a X aa =. a 6
.

Or l’exposant 3 est la somme de l’exposant

1 ajouté à l’exposant 2 . Donc pour avoir

le produit de 2 a 1 par 3 a 2
,

il faut multi-

plier les coéficiciens l’un par l’autre, écrire

la lettre à laquelle ils appartiennent, et

faire l’addition des exposans

2 a 1 X 3 a 2 =: 6 a 1 + 2 — 6 a 3
.

Vous concevez que les exposans ne doi-

vent pas être multipliés; car ces chiffres

étant employés pour éviter la répétition de

la lettre
,

il suffit que l’unité soit ajoutée

autant de fois que la lettre aurait été ré-

pétée : a a X a a a = aaa aa
, donc

a 2 X a?> — « 5
.

Vous concevez encore que
,
si les lettres

à multiplier l’une par l’autre sont diffé-

rentes, vous multiplierez les coéficiens
,
et

que vous n’additionnerez pas les exposans.

Ainsi 3a 2 X 4^ 4 == 12 «^éhVous n’é'éri-
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rez pas 1 2 a 6 b

,
ni 1 2 a b 6

\ car vous abais-

seriez l’une des deux lettres à la première

puissance, vous élèveriez l’autre à la si-

xième; et ce seroit un produit bien diffé-

rent de celui que vous cherchez.

Il paroît assez indifférent d’écrire a b

ou b a y puisque dans b a comme dans a b
,

les deux lettres
,
également multipliées

l’une par l’autre, donnent le même pro-

duit, cependant nous nous conformerons

d’ordinaire à l’ordre de l’alphabet, comme
le plus familier. Je dis d'ordinaire, parce

que les opérations amèneront quelquefois

un ordre di lièrent.

Jusqu’ici nous n’avons multiplié que des

quantités en plus. Il nous reste donc à mul-

tiplier des quantités en plus par des quan-

tités en moins; ou, ce qui est la même
chose, des quantités en moins par des quan-

tités en plus, et des quantités en moins

par dés quantités en moins.

— 2 üi X + 4 ou + 4 <z X — 2 a est

la même chose
,
comme je viens de le dire.

Car il importe peu lequel des deux fac-

teurs soit pris pour multiplicateur, le.pro-

duit sera toujours le même. Il est clair
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iqne a X b = a b

,
et que b X a — a b.

\ oyons d’abord quel sera le produit des

coeficiens — 2 par + 4 : car lorsque celui-

là sera trouvé, l’autre se trouvera facile-

ment
,
puisque nous n’aurons qu’à écrire à

la suite a a.

Multiplier — 2 par + 4 » c’est prendre
la soustraction — 2 autant de fois qu’il y
a d unités dans 4, c’est ajouter quatre fois— 2. Or— 2 ajouté quatre fois

,
fait— 8 :

donc — 2.a X '4 a =— 8 a a.

Et, ce qui revient au même
, multiplier

+ 4 par — 2, c’est prendre 4 en moins
,

autant de fois qu’il y a d’unités dans 2,
c’est le prendre en moins deux fois. Or
prendre 4 deux fois en moins, c’est ajouter
deux fois la soustraction —

- 4, ce qui pro-
duit également— 8.

En n employant que des lettres comme
termes généraux propres à exprimer cha-
cune quelque nombre que ce soit, nous
dirons également— a X bz=.— ab. Car,
en écrivant le produit — a b, j’ajoute la

soustraction a
, autant de fois qu’il peut

y avoir d unités dans b
; comme j’ajouterois

1 addition f a le même nombre de fois,
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sij’écrivois -f- ab. En un mot + X + = -f*’

et — X + ou + X ———

.

Soit— 2 a à multiplier par — 4 a. Nous

savons que a X a — a a = a 2
,
et il ne

reste qu’à trouver le produit de — 2 par

~ 4 -

Multiplier + 2 par + 4, c’est prendre

l’addition •+ 2 en-plus
,
autant de fois qu’il

y a d’unités dans 4, ce qui produit -f 8.

Donc multiplier — 2 par — 4, ce sera

prendrç la soustraction *— 2 en moins
,
au-

tant de fois qu’il y a d’unités dans 4 : mais

prendre une soustraction en moins, c’est la

soustraire
;
et soustraire une soustraction

,

c’est ajouter. Or dès que
,
dans cette multi-

plication
,
— 2 et — 4 sont des soustrac-

tions soustraites
,
il est évident que — 2 se

change en -+- 2 ,
et — 4 en + 4. Il n'est

donc pas étonnant que le produit de— 2

par — 4 soit + 8, comme celui de + 2

par + 4.

En un mot ,
multiplier par —

,
c’est

prendre en moins
;
et par conséquent mul-

tiplier — par —
,
c’est prendre moins en

moins. C’est donc prendre en moins une

soustraction; la prendre en moins, c’est la



soustraire; et Ja soustraire, c’est ajouter.
Donc — 2 se change en + 2 ,

et — 4 en
+ 4 -

Nous avons déjà rappelé bien des fois que
la division se réduit a défaire ce que la

multiplication a fait. On se le rappelle en-
coie losrqu on parle algèbre : car ce que les

auties dialectes ont démontré, celui-ci le

démontre d’une manière plus générale et
plus sensible, parce qu’il est plus simple.
En effet si, pour multiplier a par b, nous

avons réuni ces deux lettres l’une à l’autre,

nous les séparerons pour diviser
,
par l’une

des deux
,
le produit a b. Sia est le diviseur,

b sera le quotient
;
et a sera le quotient si

b est le diviseur. Bien n’est donc plus sim-
ple que de diviser des quantités littérales.

L opeiation se réduit a mettre au quotient
les lettres qui ne sont pas communes au
diviseur et au dividende; et il est facile de
juger, si 1 on doit leur donner le signe 4.
ou le signe—

.

Qu’on nous propose
,
par exemple

,
de

c îviser + a b par a, vous écrirez au
quotient — b; parce que vous savez que
+ ab ne peut avoir — a pour l’un de ses
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facteurs, qu

1

autant que l’autre est— b. En
effet, clans cette supposition

, + a b e,st la

soustraction — a soustraite le nombre de

fois et elle n’a été soustraite le nombre

de fois Z>, que parce que b étant en moins

lui-même, il a fait prendre en moins cette

soustraction. Donc - — — b.— a

De même —^— =: — b : car — a b in-
+ a

dique une soustraction ajoutée le nombre

de fois a, et cette soustraction ne peut

être que— b. Elle seroit— a ,
si 1 on avoit

eu à diviser— ah par -f b . — — a .

Tout cela est facile à comprendre.

On additionne les exposans pour multi..

plier une lettre élevée à une puissance, par

cette même lettre élevée à une autre puis-

sance, ou à la même. Donc, en pareil cas,

la division se fera, en soustrayant 1 expo-*

sant du diviseur de l’exposant du dividende.

Si vous divisez un i a 3 par i cl
- vous auiez

. ü 5 5 2,

^
j a 3 au quotient. — — a — a •

Remarquez que, par cette soustraction,

vous ne faites que mettre au quotient les

lettres qui ne sont pas communes au divi-
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feeur et au dividende. Car diviser a 5 par a 2
,

c’est la même chose qu’écrire —

—

—aaa.

où les trois æ du quotient sont autres que

les deux qui sont communs au diviseur et

au dividende. Ainsi la multiplication réu-

nit les lettres
,
la division les sépare : la

multiplication fait
,
la division défait.

Je n’ai rien à remarquer sur la division

des coéficiens, puisqu’elle n’offre que des

chiffres à diviser par des chiffres
,
nous

savons comment elle doit se faire. .. .1

On supprime ordinairement le.chiffre i,

lorsqu’il est le coéficient ou l’exposant d’un®

lettre, et c’est avec fondement; puisqu’il

n’ y a personne qui ne voye que i a
,
comme

a 1

,
est la même chose que a

,
et que

ia l — a. On aura donc pu êtrè étonné

,

qu’en pareil cas
,

j’aie quelquefois écrit

ce chiffre : mais j’ai affecté de l’écrire
,

parce que j’ai pensé qu’on remarqueroit

d’autant plus cette affectation, qu’on la

jugeroit plus inutile. Or il faut se souvenir

quç, lorsqu’on n’écrit ni le coéficient i,

ni l’exposant i
, on les sous-entend toujours

;

J 9
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et il s’en faut souvenir, parce que nous au-

rons quelquefois besoin de les écrire. En
voici un exemple.

Soit à diviser a 1 para 2
. Cette division

ne pouvant s’effectuer
,
parce que le divi-

dende est plus petit que le diviseur, vous

vous bornerez à l’indiquer, et vous écrirez

a 1

a * *

Si vous voulez ensuite réduire cette frac-

tion à l’expression la plus simple, vous sup-

primerez ce qui est commun aux deux ter-

mes
,

c’est-à-dire
,
que vous les diviserez

l’un et l’autre par a 1
: mais alors il vous

restera a pour dénominateur, et vous ne

voyez pas d’abord quel sera le numérateur :

cependant il en faut un.

Si au contraire vous aviez écrit diL au
a 9

• a 1

lieu de —, la fraction se seroit naturelle-
a À

ment réduite à ^ ,
et il ne s’agiroit plus que

de savoir ce que vaut a. Si
,
par exemple

,

il valoit 2,-—-. En effet, dans cette sup-
a 2. r

... la 1
1 X 2 2 1

position
,
— = — = T = T.

Comme on substitue aux parties déei*
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males des expressions qui, étant analogues

à la manière dont se fait la numération,

lie conservent plus la forme de fraction :

de même lorsque les fractions, telles que

'—y ont la même lettre pour numérateur

et pour dénominateur
, on fait évanouir

cette forme de fraction
,
et on substitue une

expression que l’analogie fait trouver dans

la manière d’opérer sur les exposans, et

fait trouver facilement. Car, lorsqu’on a

remarqué qu’en pareil cas, la division se

fait en soustrayant l’exposant du diviseur

de l’exposant du dividende
,

il n’y a per-

sonne qui ne voie que — peut devenir

a 3—

Donc

a

1- 2
Et ena a

suivant l’analogie a~~
r =.—— - = i.Mais° a 1 a

o? a 0
: donc a 0

,
a

1~ l

,
— sont au-
a

tant d’expressions de l’unité. Enfin de
- I T qa =—

,
nous inférons a

~2 = —
, a~a 7

a*'

,
i •— 4 i

a? ’ a
> e ^c *

C est ainsi que l’algèbre nous conduit,
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sans verbiage, du connu à l’inconnu par une
suite d’expressions identiques

;
et on voit

combien ce dialecte a d’avantages sur les

longues phrases que je fesois avec mes dire

c est dire. Cependant je raisonnois de la

même manière : mais je ne parlois pas avec

la même simplicité.

Les mathématiciens font un grand usage-

des exposans en moins
,
qui, indiquant suf-

fisamment le dénominateur et le numéra-

teur ,
font cependant éviter la forme de

fraction. Cette manière d’écrire simplifie

le calcul ,
et vous remarquerez que l’ana-

logie conduit toujours à la plus grande

uniformité. Quelque éloignées que parois-

sent les idées ,
si elles peuvent se rappro-

cher par quelques côtés, l’analogie les re-

présente sous les mêmes formes : voilà sur-

tout ce qu’il faut saisir. Familiarisez-vous

donc avec toutes les expressions quelle

vous donne. Substituez tour-à-tour les ex-

posans en moins aux tractions, et les frac-

tions aux exposans en moins. La manière

de procéder en algèbre, comme dans toutes

les langues ,
n’étant que l’art de substituer

des expressions identiques à des exprès-
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sions .identiques, il est essentiel de con-

tracter l’habitude de ces substitutions. Il

n’y a aucune de ces expressions qui n’ait

son utilité. Telle doit avoir la préférence
clans un cas, telle doit l’avoir dans un au-
tre : l’expérience vous en convaincra.

Au reste
,

il ne s’agit pas d’apprendre
par cœur les operations et les expressions

que nous avons expliquées : la mémoire ne
doit être pour rien dans cette étude. Voyez
comment i a 1 étant donné

, l’analogie

donne toutes les autres expressions. Re-
faite;, ce chapitre, refaites-les tous, à me*
sure que vous les étudiez. Vous ne saurez
cet ouvrage, qu’après l’avoir refait. Moi-
même, je ne le sais pas : mais je l’ap-

piends
,
en le faisant. Aussi je me garde

bien de donner des règles : elles ne feraient
que des routiniers.

|i
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CHAPITRE VII.

Observations sur les quantités en

moins
,

autrement nommées né-

gatives.

j4 jouter une soustraction , c est sous-

traire ,
et soustraire une soustraction,

cest ajouter : pourquoi ce langage contra-

dictoire auquel nous sommes forcés ? C’est

que nous parlons deux langues qui sont

trop différentes pour être toujours analo-

gues entre elles.

Dans le dialecte des chiffres
,
comme'

dans les langues vulgaires, tous les nom-

bres sont déterminés
,
parce que chacun

a une dénomination qui lui est propre; et

c’est une conséquence que, dans le dialecte

des lettres, où il n’y a de dénomination

particulière pour aucun, tous soient indé-

terminés : aussi chaque lettre désigne-t-ellc

en général tous les nombres possibles.

Cette détermination d’un côté, et cette

indétermination de l’autre ,
amènent 11e'-
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cessairement des expressions qui ne peu-

vent pas être analogues; et il n’est pas

étonnant que nous tombions dans un lan-

gage contradictoire lorsque nous les vou-

lons associer.

Dire qu’entre 6 et 4 la différence est

6 — 4, ou quelle est 2, c’est la même
chose. Cependant nous n’imaginerions pas

de l’exprimer en français par six moins

quatre. Nous pouvons prononcer qu’elle

est deux

,

et nous le prononcerons : c’est

l’unique réponse à la chose. Donc, à parler

proprement, il n’y a point de quantités en

moins dans les langues vulgaires, ni même
en arithmétique.

Mais en algèbre
,
où les signes sont in-

déterminés
,
on ne saurait prononcer la

différence : on ne peut que l’indiquer, et

a — b ou b — a est l’unique réponse à

celui qui demande celle qui est entre

a et b.

Ce langage une fois adopté, 011 ajoute

a à— Z», ce qui donne pour somme a— b ;

et on soustrait — b de a 3 ce qui donne

pour reste a + b. Tout cela est conséquent,

et il n’y a de contradiction que dans les
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mots somme et reste

,

qui ne sont pas de

l’algèbre : mais ce qui esl une addition en

algèbre, est nommé soustraction en arith-

métique
;
et ce qui est nommé addition en

arithmétique^ est nommé soustraction en

algèbre. Lorsqu’on allie ces deux dialectes,

il n’est donc pas possible de ne pas tomber

dans des expressions contradictoires
;

et

cependant on ne peut pas éviter de les al-

lier
,
puisque la langue du calcul se forme

également de celui des chiffres et de celui

des lettres.

Toute expression en moins, transportée

dans l’arithmétique ou dans les langues

vulgaires, doit donc faire tomber dans un

langage contradictoire
;

et voilà pourquoi

dans les commencemens
,
nous avons quel-

que peine à parler algèbre. Nous voudrions

y parler notre langue, comme nous la par-

lons dans toutes celles que nous savons

mal.

Il me semble que le meilleur moyen

d’apprendre une langue étrangère, ce se-

roit d’en observer les tours
,
et d’essayer

de les employer dans celle qui nous est

devenue naturelle. Ce n’est pas notre lan-

i
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gne qu’il faudrait parler dans celle-là,

c’est celle-là qu’il faudrait parler dans la

nôtre
, si nous voulons nous la rendre fami-

lière. Essayons donc de parler algèbre en

français.
j

En algèbre
,

ajouter une soustraction
,

c'est soustraire. Je dirai donc qu’ayant été

rencontré par des voleurs, ils 111’ont fouillé,

et qu’ils ont ajouté à ma bourse une sous-

traction de cent louis : cela signifiera qu’ils

m’ont volé cent louis.

En Algèbre, soustraire une soustraction,

c’est ajouter. En conséquence je pourrai

dire qu’un banquier m’a soustrait une sous-

traction de cent louis
,

et cela signifiera

qu’il m’a compté cette somme. Voilà com-
ment nous apprendrions l’algèbre en la

parlant dans notre langue, sans pour cela

en parler mieux français : mais l’algèbre

nous donnerait moins, elle nous devien-

drait plus familière : en remarquant com-
ment l’association des deux langues amène
nécessairement des expressions contradic-

toires, nous apprendrions ce qui est par-

ticulier a chacune, et nous les parlerions

bien toutes ‘deux.
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Qu’est -ce donc que ces quantités en:

moins
,
qui n’ont lieu qu’en algèbre? Car

enfin, si ce sont des quantités, on devroit

les retrouver dans toutes les langues.

de réponds qu’une quantité qu’on sous-

trait
,
est une quantité, comme une quan-

tité qu’011 ajoute : 2 est également une

quantité dans— 2 et dans + 2 cmais— 2

est l’expression d’une opération qui sous-

trait deux, comme + 2 est l’expression

d’une opération qui l’ajoute. Il ne faut

pas confondre ces choses, et prendre la

soustraction d’une quantité pour une quan-

tité. Voilà cependant ce qu’on a fait.

Lorsque je dis que les quantités sont

ajoutées ou soustraites, et que conséquem-

ment je les distingue en quantités en plus

et en quantités en moins
,
je ne les confonds

pas avec l’opération qui les ajoute ou qui

les soustrait; et on voit comment, étant

les mêmes en algèbre que dans toutes les

langues, il n’y a de différences que dans

la manière de s’exprimer : mais quand on

nomme quantitépositive l’addition d une

quantité, et quantité négative la sous-

traction d’une quantité, on confond 1 ex-
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pression des quantités avec l’expression de

l’opération qui les ajoute ou qui les sous-

trait
,
et un pareil langage n’est pas fait

pour répandre la lumière. Aussi les quan-

tités négatives ont - elles été un écueil

pour tous ceux qui ont entrepris de les

expliquer.

Je ne connois aucun ouvrage , dit

M. rTAlembert ( 1 ) ,
où ce qui regarde

la théorie des quantités négatives soit

-parfaitement éclairci. Il reproche
( 2 ) à

ceux qui ont. fait des élémens d’algèbre

,

d’avoir regardé les quantités négatives
,
les

uns comme au-dessous de rien ; notion

absurde en elle même : les autres comme
exprimant des dettes; notion trop bornée,

et par cela seul peu exacte : les autres

comme des quantités qui d,oivent être

prises en sens contraire aux quantités

qu on a supposées positives ; notion dont

la géométrie fournit aisément des exem-
ples, mais qui est sujette à defréquentes
exceptions.

( 1 ) Essai sur les élémens d’algèbre
,
chap. I Y,

à la note.

(a) Eclaircissemens sur les élémens
, eh. XII.
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Cette critique ne me paroît pas aussi dé-

cisive qu’à M. d’Alembert. Il falloit remar-
quer que les dénominations de quantités

positives et de quantités négatives ont été

mal choisies, et en donner d’autres. Quand
on a mal commencé, on s’explique mal :

cela est naturel
, et c’est tout le tort qu’on a

eu. Aussi ceux qui traitent du commence-
ment d’un art ou d’une science

, devroient-

ils, presque toujours, se garder de parler

comme tout le monde. La déno'mination

,

par exemple, de quantités négatives par

opposition k celle àe. quantités positives

>

semble faire entendre qu’il y a des quan-

tités qui ne sont pas des quantités, et des

quantités qui sont réellement des quantités.

Comme cette absurdité qu’on dit, n’est

pas ce qu’on veut dire, nous n’entendons

pas ce qu’on ne dit pas : mais nous achè-

verons d’éclaircir cette théorie, lorsque

nous traiterons des opérations du second

degré.
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CHAPITRE VIII.

Des quatre opérations sur les quan-

tités littérales de plusieurs termes »

O n juge que la manière d’opérer sera la

même dans ce chapitre que dans le prece-

dent : mais nous répéterons plus d’une

fois ce que nous aurons fait, parce qu’on

ne peut pas traiter une quantité de plu-

sieurs termes
, autrement que plusieurs

quantités d’un seul.

Addition.

a —* b -j- c

a b — 2c

2a — c

Comme nous ne distinguons pas en al-

gebie des uni! es de differeiis ordres, nous
commençons toutes les opérations par la

gauche, conformement à notre manière
d’écrire. Ainsi a 4- a - 2 a,— b + b-

o

t

+ c • 2 c —
- c. La somme est donc
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On ne fait une addition que pour avoir

l’expression abrégée de plusieurs quantités.

Il n’y a donc point d’addition à faire, s’il

n’est pas possible de trouver une expression

plus abrégée que la suite des quantités

écrites l’une après l’autre. Ne seroit-ce pas

une absurdité de prendre en arithmétique

2 + 4 + 8 pour la somme de 2 + 4 -+• 8?

O11 serait donc absurde en algèbre
,
si l’on

croyoit avoir trouvé la somme d’une addi-

tion lorsqu’on aurait écrit.

ci -+- b -f- c

d — f ~ g
+ —f— g

L’expression plus abrégée qu’on nomme

somme

,

suppose donc que plusieurs termes

semblables se réunissent en un seul
,
comme

a + a = 2a, ou que des termes se dé-

truisent par l’opposition des signes, comme

•+ b — b — o

.

4a— 2b + 6c

Soustraction. 3 a— 4b + 8 c

a +-2 b — 2c

^ a — 3 a ~ a

,

premier reste partiel :
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?nais ce reste est trop petit, puisque la

quantité a soustraire est 3 a — /^.b \ c'est
k

pourquoi nous avons à soustraire la sous-

traction — 4 h. Or 4. b soustrait de — 2 b~ — 2.b \b = 2b, second reste par-

tiel, qui rajoute ce quej’avois retranche' de
trop. Enfin 6c— 3 c — — 2c. Le reste

total est donc a -f 2b — 2 c.

Multiplications.

i re
. a + b 2 e

. a — b 3e
. a — b

a a —a

aa-\-ab aa— ab —aa + ab

Ce sont-là trois exemples qui compren-
nent toutes les observations qu’on peut
faire sur les produits partiels. Dans le pre-

mier chaque produit est exact par lui-

même
;
quand on a multiplié a par a

,
tout

est fait à cet égard : il ne faut ni ajouter,

ui retrancher, et on multiplie a par b.

Dans le second exemple a a est un pro-
duit trop grand de la quantité ab : car ce
n est pas a que vous aviez à multiplier
par a

, mais a — b. Le produit — ab est

donc proprement une soustraction, et vous
défaites ce que vous avez fait de trop. .
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Dans le troisième exemple — a a psfc

une soustraction trop grande
;
et comme

nous venons de retrancher a b de + a a,

il faut ici ajouter a b à. — a a, parce qu’il

faut remettre ce qu’on a ôté de trop.

Ces additions et ces soustractions, qui

sont de trop dans un premier produit

,

n’embarrassent les commencans que parce

qu’ils ne remarquent pas qu’elles sont de

trop. S’ils le remarquoient ,
ils verroient

qu’ils doivent retrancher ,
lorsqu’ils ont

trop ajouté, et qu’il-s doivent ajouter, lors-

qu’ils ont trop retranché. Accoutumez-

vous à raisonner vos opérations, et vous

raisonnerez d’un clin-d’œil : mais gardez-

vous sur-tout de chercher des règles. Lai

routine des livres élémentaires n’est propre

qu’à dégoûter les meilleurs esprits. Exer-

çons-nous sur deux exemples qui donneront

lieu à quelques observations.

a -f-
b — c

x — d + y

ax -j- bx— ex

*~ad—bd-\- cd

<*j + h.r
— CT !

ax q. bx— ex — ad— bd -(- cd -J-
ay -f-

bj cj

et £ X x produit
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trop grand de la quantité ex : aussi le

troisième produit de —- c par x donne-t-il

la soustraction— ex .

Mais ax est encore tin produit trop

grand
,
quoique nous ne l’ayons pas remar-

qué; puisque ce n’est pas par toute la quan-

tité x que nous devions multiplier a
,
mais

par la quantité x— d. ad est donc de trop

dans ax
,
et c’est pourquoi le produit de a

par — d donne la soustraction— ad. Par
la même raison bx est également un
trop grand produit, et nous soustrayons
— bd.

Cependant, après avoir trop ajouté, nous
retranchons trop. Car la soustraction— bd
est trop grande de la quantité cd

,
puisque

ce n est pas la quantité entière b qui de-
Vroit etre multipliée par — d, mais la

quantité b — c/ Aussi le produit de— c
par— d donne-t-il l’addition + cd. Enfin
parce que les deux premiers produits pary,
cest-a-dire, ay -f- by sont trop grands de
la quantité cy, le troisième est la soustrac-
tion — cy

.

La multiplication raisonnée que nous
venons de faire, confirme toutes nos obser-

20
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valions sur la multiplication de + par +

,

de + par— et de — par —
;
et l’on sent

que
,
si Ton a bien compris ces observations,

.

on pourra désormais s’épargner tous ces

longs raisonnemens : mais je n’ai par cru i

inutile de -vous les faire faire une fois. Il

falloit vous faire remarquer que, lorsque*

dans l’un des facteurs ou dans tous les.

deux, il y a des termes en plus et des ;

termes en moins
,

les premiers produits;

sont toujours trop grands ou trop petits,,

et que par conséquent il faut que les au-

tres soient des soustractions ou des ad-

ditions.

Notre multiplication a pour résultat:

trois produits partiels : mais elle n^a point

de produit total. Il ne serait pas plus rai-

sonnable en algèbre qu’en arithmétique,,

de croire avoir trouvé un produit total ,,

parce qu’on aurait transcrit, comme j’ai!

fait, tous les produits partiels sur une

même ligne. Il n’y a proprement de produit

total que lorsqu’aux produits partiels on

peut substituer une expression plus abrégée..

La multiplication suivante en donne uu

exemple.
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a + b — c

a — b + c

CL CL "f
- b * CL C

-—
• ab— b b 4* bc

-p cic + bc— cc

aa — bb -f 2 bc cc

Vous remarquerez que
,
pour réduire

plus facilement les trois produits partiels à

l’expression la plus abrégée, j’ai écrit les

termes du second produit sous les termes

semblables du premier, et ceux du troi-

sième sous les termes semblables des deux

autres.

Mais
,
pour faire une observation plus

importante, supposons a =8, b =± 4,

c — 2 ,
et voyons quel seroit en chiffres le

produit des deux quantités littérales que

nous venons de multiplier.

Chercher ce produit dans le résultat

aa— bb -f- 2 bc-—cc } ce seroit le chercher

dans 8 x 8—4X4+ 2 X4X^ — 2

X 2 ,
et l’opération seroit longue. Au con-

traire elle s’abrégera, si, sans nous occuper

du résultat donné par la
.
multiplication
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littérale, nous substituons

,
aux termes des

deux quantités à multiplier, la valeur en.

chiffres de chaque lettre : car d’un côléi

nous aurons 8 + 4— 2— 1 o
,
et de l’autre'

8 — 4 + 2 = 6, c’est-à-dire, 10X6 =60..

Vous concevez donc qu’on ne doit effec-

tuer les multiplications algébriques, qu’au--

tant qu’on y est forcé par la suite des opé-

rations. Dans tout autre cas, on ne feroiti

que compliquer le calcul. Il faut se sou-

venir que tout résultat algébrique n’étanL

qu’une quantité indiquée, on doit s’arrêter'

à celui qui laisse le moins de calcul à’,

faire avec les chiffres. C’est pourquoi aui

lieu d’effectuer les multiplications, on se

contente souvent de les indiquer ainsi,

« + 6—c X a-4-fc, ou encore ( a + b—-c )

Ça — l + c ). L’algèbre 11e tolère pas

,

comme les autres langues
,

des discours

inutiles.

Nous savons que pour faire une division,

il faut séparer les lettres que la multipli-

cation ‘a réunies
,
ou mettre au quotient

celles qui ne sont pas communes au divi-

dendeet audiviseur. Noussavons encore que

pour être assuré d’avoir détail tout ce que
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la multiplication a fait; il faut retrouver

tous les produits partiels qu’elle a donnes

,

3 t les soustraire l’un après l’autre. Cepen-

dant nous serions embarrasses a faire la di-

.. . .. , 2 a h* >— 3 a* b -f <2 Æ 3 + a> —
nsion indiquée—^zr^T+â* *

Or d’où peut venir notre embarras, si

non du désordre où sont les termes du di-

vidende et du diviseur ? Ën effet, puisque

la division doit défaire ce que la multipli-

cation a fait, chacun sent qu’on ne divisera

Facilement, qu’autant qu’on verra les ter-

mes dans l’ordre où la multiplication est

censée les avoir mis. Il s’agit donc d’ob-

server cet ordre. Soit à cet effet la multi-

plication suivante.

a 2— 2ab -+- Z»
3

a — b

a'à — 2a2b + a b 3

— a 2 b + 2 ab2 — Z>4

a:

3 — 3 a2 b + ab 3 + 2 cib 2— M-

Nous pourrions avoir le même produit

dans un ordre inverse, en renversant le

multiplicande et le multiplicateur.
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b 3 — zab -f- az

— b + a

— 34+ zab 2- —-a 2 b

+ ab 3 — za2b + <z
3

—34 + ab2 + zab2— 3 a 2 b + a3

Dans le produit de la première multi-i

plication, l’ordre des exposans de a est 3

2 ,
i

;
et dans celui de la seconde

, l’ordre

des exposans de b est 4, 3, 2, 1. Voilà
1 ordre qu’il faut rétablir pour faire une-

division, et c’est ce qu’on appelle ordonne

1

le dividende.

Ou peut ordonner le dividende par rap-

port à la lettre h, comme par rapport à la

lettre a : cela est assez indifférent : mais,
parce qu on évité volontiers de commencer
les opérations sur une quantité en moins,

nous l’ordonnerons par rapport a la lettre a .

. Divisrur.

Dividende, a 1— 3a’3 + aP
-J- zaP—P a'—zal -f p

'

"f 2a 3 3— aP a— 3 quotient'
v—-•— — :

o — a*

6

-|- zaP •— P
+ a*3— zab’

-f- P
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~ — a . J’écris donc a au quotient
;
et

,

parce' que à1 X a est un produit a défaire,

jMcris — a 3 au-dessous du premier terme

du dividende
;
et les deux se détruisent par

l’opposition des signes
,
j’aurai pour reste o.

Cette première division partielle a donc

défait ce qu’avoit fait la première multi-

plication partielle.

a
,
premier terme du quotient, a mul-

tiplié les deux autres termes du diviseur, et

a fait des produits qu’il faut défaire encore.

Or — zab X a —— 2 a2
Z». Voilà donc

une soustraction à soustraire
,
et en consé-

quence j’écris + 2 a 2, b au-dessous du se-

cond terme du dividende : mais a b 3
,
pro-

duit de b 3 par a

,

est une addition à sous-

traire; et, par cette raison, j’écris — a b 3

au-dessous du troisième terme.

Les termes qui se détruisent, ayant dé-

fait, par cette première division partielle,

les produits des trois termes du diviseur

par le premier terme du quotient, il nous

reste
,

pour second dividende partiel
,

— a z b -f 2 a b2— b4.

— — b

j

second terme du quotient.
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Par — b je multiplie tous les termes du
diviseur, et je continue à défaire ce que
la multiplication a fait. Le produit — a-b
est une soustraction à soustraire, et j’écris
au-dessous du dividende + a*

b

: le second
est une addition à soustraire, et

î
^cr * s zab2

)
enfin le troisième est une

soustraction à soustraire, et j’écris + M.
Alors tous les termes se détruisent par
l’opposition des signes : le quotient est donc
sans reste a— b.

Il J a des divisions qui peuvent embar-
rasser les commençans

, lorsqu’ils n’ont pas
assez observé encore la multiplication. Par
exemple, ils seront étonnés que a;4 a4,

divise par x -f- a ait pour quotient x3 .

axz
-f a*x — x 3

;
parce qu’ils n’imagi-

nent pas que ce quotient et ce diviseur,
pris pour les deux facteurs d’une multi-
plication, puissent ne produire que jr4-—

#

4.

Qu’ils comparent donc cette multiplica-
tion et cette division, et qu’ils en observent
les produits partiels. %
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Multiplication.
x 3— ai1

-(- a2 x— a3

x -f a

x 4— ax 3 a’x*— a 3x

-j- ax 3— a2x 1
-{- a 3x —— a4

x 4 o O O — a4

Division, x 4
. . . «—a 4 :-}-a

x ax’
-J-
a2x—a*

ax 3 a5x a

o a*x 2

>— a2x2— a3x

O — a 3x— a 4

-f-
a 3x -)- a 4

O O



LA LANGUE014

CHAPITRE IX.

Des quatre opérations sur les frac-
tions littérales

} et sur lesfractions

arithmétiques

.

B ans le premier livre, nous avons fait

toutes les opérations avec les noms des

nombres : mais les longues phrases
,
qui

demandoient des efforts de mémoire ,

étoient en quelque sorte des entraves pour

nous, et nous n’avons pas pu faire de grands

progrès. Cependant le dialecte des noms

nous préparait à des dialectes plus simples :

il nous mettoit sur la découverte de l’arith-

métique et de l’algèbre
;

et aujourd’hui

nous pouvons faire, à peu de frais, ce qui

auparavant nous coûtoit beaucoup. Voilà

le premier fruit des études bien faites.

Ce n’est pas à l’arithmétique à nous

préparer à l’algèbre : c’est plutôt à l'al-

gèbre à nous préparer à l’arithmétique

,

parce qu’elle est plus simple. Il est vrai
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qu'étant plus nouvelle pour nous
, on sup-

pose qu’elle est plus difficile; on le croit

même
,
tant on est éloigné d’imaginer com-

bien ce que nous ignorons ressemble à ce

que nous savons. Effrayé d’une langue qui

n’offre que des signes indéterminés, on

demanderoit volontiers que signifie -
,
ou

toute autre expression pareille ? A cette

question
,
je réponds par une autre

:
que

signifie le mot être?

On me donnera la réponse que je dois

faire. Comme être se dit de tout ce qui

existe, - se dit de toutes les fractions possi-

bles. Pourquoi donc se faire un monstre des

termes généraux? Peut-il exister une langue

•où il n y en ait point, et pourroit-on, sans

leur moyen
, développer le plus petit rai-

sonnement ?
« *-

Quand les fractions sont au même dé-

nominateur
, 1 addition et la soustraction

ne souffrent aucune difficulté. Pour ajouter

j à - on écrira —
;

et
,
pour soustraire

J
.
^

Cl ^ C I— 1 de -
b i

on écrira de même parce
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que — (— ) = 4-

,
parce que soustraire

une soustraction
,
c’est ajouter.

L’addition de — ~ à est
;

et la
b b b

soustraction -f- ^ de
j

est également
c—~

;

parce que + (— )
=— ,

parce qu’ajouter

une soustraction, c’est soustraire.

Faut- il réduire au même dénominateur

deux fractions, telles que Multi-

^ d
pliez la première par - et la seconde par

-, c’est-à-dire, écrivez En faut-il
e c d de

réduire trois j.? Multipliez la pre-

mière par la seconde par^, la troisième

bd .
a df a c b f c

par 75 ,
et vous aurez TSy=

-

d ,

e b d e

jîx^r
On conçoit qu’en quelque nombre que

soient les fractions, cette réduction se fera

toujours de la même manière
,
et avec la

même facilité : Elle ne sera pas même em-

barrassante ,
lorsque les numérateurs et

les dénominateurs seront composés de plu-

sieurs termes
;
parce qu’alors au lieu de
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faire les multiplications
,
on se contente

de les indiquer. Par exemple, aux fractions

V— et , on ne substituera pas
6 + « J + e •

+ ae— be . Ig + b h + <VT"f oh r
Af'+ be + cj'+ ce bf+ Le + cf+ ce *

"

pressions ne seraient pas les plus simples,

a~b X/+ c ^ g + h x b
ouet on écrira

b+cXf+ b + e XJ p e

C a bJ Çf+ e) (g -f h J rLj-c)

C b + cj ff+ e) C b + cj ÇJ ej
'

L’addition et la soustraction des fractions

réduites au même dénominateur, donnent

souvent des résultats dont l’expression pour-

rait être plus simple, et il ne faut pas

oublier de chercher cette expression. Par

1
^ ^ *.

a ^ f T * » A
exemple, —- et , réduites au meme

1 n -X- h Ta -\-b

dénominateur ,
deviennent

L’addition sera donc
b b -j- aa

b b

a-\-b 5

— bb

a g. •— b b

a + b

a a

a
-f-

b a -j- b *

et la soustraction
,
en retranchant la se-

b b— a a b b

G b
coude de la première sera

»— a a -j- 2 b b

a +1, '

Nous avons vu que la multiplication et

la division des fractions demandent cha-

cune deux opérations. Si je veux multiplier
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- par il faut que je multiplie a par b

,

et que je le divise par d

;

^ X y
= —

.

De même je ferai deux opérations pour

diviser - par ^ mais elles seront l’inverse

de celles que j’ai faites pour multiplier
;

car |fe diviserai a par b 3 et je le multi-

i
• • et 1) tz d

plierai par d. -
: 3= - X a d

n *

On se rappelle sans doute que
,
lorsqu’on

a nmltiplié par b 3 on a trop multiplié de la

quantité d , et que par conséquent il faut

diviser a par d : on se souvient aussi que
,

lorsqu’on a divisé par b 3 on a trop divisé

de la quantité d 3 et que par conséquent il

faut multiplier a par d.

Nous pouvons par -y désigner en général

toutes les fractions possibles
,
et certaine-

ment cette expression ne sera pas plus

difficile à comprendre que le motfraction,

qui en est le synonyme.

Or, sous ce terme général, nous distin-

guerons des fractions de trois espèces. Les

premières seront celles dont les deux termes

a et Z» sont égaux, les secondes celles dont
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le numérateur a sera plus petit que le dé-

nominateur b } et les troisièmes celles dont
le numérateur a sera plus grand que le

dénominateur b .

Si a = b y multiplier ou diviser par ~
,

c’est multiplier om diviser par i. Il n’y a
donc, à proprement parler, ni multiplica-

tion
, ni division

;
et c'est par extension

qu1

on dit multiplier ou diviser.

Si a est plus petit que b

,

la multiplica-

tion par - ne sera une multiplication que

de nom
, et sera une division de fait : au

contraire
,
la division par j ne sera une di-

vision que de nom, et sera de fait une mul-
tiplication.

Enfin si a est plus grand que b

,

les mul-

tiplications et les divisions par seront,

de fait comme de nom, des multiplications

et des divisions.

En employant le terme général —
, nous

pouvons donc nous représenter toutes les

espèces de multiplications et de divisions

qu’on peut faire avec quelque fraction que
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ce soit

;
et, si nous prenons un second terme

général
, tel que ^ ,

nous pouvons égale-

ment nous représenter toutes les opérations

qu’il est possible de faire avec deux frac-

tions, ou même avec un plus grand nom-

bre. Or ce que nous aurons dit en algèbre,

nous pourrons le traduire en arithmétique.

Il ne reste donc qu’à le répéter, et je laisse

ce chapitre à finir aux commençans.
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CHAPITRE X.

4

Des quatre opêratio?is sur les quan-

tités de différentes dénominations.
\

No u s avons remarqué que toute quantité

peut être considérée comme un nombre
entier ou comme un nombre rompu. Un
sou, nombre entier par rapport au denier,

est un nombre rompu par rapport à la

livre; un pied, nombre entier par rapport

au pouce, est un nombre rompu par rap-

port à la toise. Dans tout cela, il n’y a

que des rapports, et nous ne saurions nous
faire l’idée d’un entier absolu, c’est-à-dire,

d’un nombre qui ne soit pas partie d’un,

plus grand.
1

U n’y a donc pas proprement un seul

entier qui puisse être nommé, et c’est pré-

cisément par cette raison que
,
dans les

langues vulgaires
, on a nommé toutes les

mesures
, comme si elles étoient chacune

autant d’entiers
;
en sorte que les dénomi-

21
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nations qu’on leur a données semblent

cacher quelles sont des fractions. De la

pislole au denier, par exemple, il y a une

suite de fractions : cependant on dit mr

denier, comme on dit une pistole; et il n y

a rien dans ces dénominations qui puisse

faire juger qu’aucune de ces quantités

soient des fractions.

Dans nos livres élémentaires, on nomme

incomplexes les quantités qu on prend

pour des nombres entiers, et complexes

celles qui sont composées de nombres en-

tiers et de nombres rompus, a*, par exem-

ple, est une quantité incomplexe, et 2 /t'3 s
.

6 d
. est une quantité complexe. Nous ne

ferons aucun usage de ces dénominations

,

qui ne paraissent avoir été choisies que

pour embarrasser les commençans. Etran-

gères à notre langue, comme la plupart de

nos termes d’art et de science ,
elles ont

encore le défaut de n’avoir aucune ana-

logie avec le calcul. Est-il raisonnable.,

pour apprendre à faire une chose, de com-

mencer par s’exprimer d’une manière qui

ne ressemble point à celle dont il iaut

opérer? Nous parlons mal. \ oilà poui quoi
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nous avons tant de peiné à faire des livres

élémentaires.

Si toutes les mesures avoient été divisées
çn parties décimales, on au roi t vu

, dans
les dénominations de chacune

, comment
on en doit faire le calcul, et cette décou-
verte eût été à la portée de tout homme
intelligent, i

, —> sont des déno-
minations qui ne confondent pas les nom-
bres entiers avec les nombres rompus, et
on apprendrait, de la langue même,, la
manière d’opérer sur toutes ces quantités.

C’est donc parce que notre langue est
mal faite que nous ne voyons pas dans le
calcul des fractions, celui des quantités dq
difïerentes dénominations : les difficultés
que les commençans trouvent dans ce cal-
cul s’évanouiroient bientôt s’ils faisoient
attention que ces quantités ne sauraient
avoir lieu en arithmétique. Il n’y a dans
ce dialecte que des termes abstraits

,
et

ces termes ne signifient et ne peuvent signi-
fier que des unités de différentes espèces,
des collections de ces unités ou des frac-
tions. En un mot, il ne faut voir en
arithmétique que des nombres entiers
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et des nombres rompus : c’est une pré*

caution absolument nécessaire ,
sil’on veut

se rendre raison des opérations
;

et on

brouillera tout
,
quand on cherchera

,

dans ce dialecte, quelque chose de sem-

blable aux dénominations mal faites de

nos langues.

Il n’y a donc en arithmétique ni livre ,

ni sou, ni denier : mais il y a 77, et

—1_ de — ou -f- . Vous n’avez donc pas be-

soin de distinguer des quantités complexes

et des quantités incomplexes. Ce sont-là

des fractions; et, puisque vous savez com-

ment on les traite, faites comme vous avez

fait. Réduisez-les au même dénominateur,

si vous voulez les multiplier ou les diviser;

et, quand vous aurez achevé votre opéra-

tion, il vous sera facile de trouver dans le

ésultat des des ^ et des—
,
que vous

nommerez livres, sous, deniers ou tout

autrement.

Je dis dans le résultat

,

parce que
,
dans;

le cours des opérations, vous ne verrez que?

des termes abstraits', qui expriment des;

nombres entiers et des nombres rompus,,

ce sont nos langues qui nous portent à.
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croire que nous opérons sur les mesures

qu’on nomme livres, sons, etc. Voilà ce

qui a trompé tous ceux qui ont voulu faire

des élémens d’arithmétique. Ils semblent

ne pas savoir de quelle espèce sont les

nombres qu’on calcule. Ils en distinguent

de deux espèces
,
les abstraits, les concrets ,

et ils disent que les concrets sont ceux

qu’on applique à quelque objet; comme si

dans i écu, 2 écus, 3 écris
,

i
,
2 et 3 étaient

autre chose que i
,
2 et 3. Cette distinction

est tout-à-fait inutile
;
et concret sera pour

nous un mol barbare de moins.

i est en arithmétique le terme général

de tous les entiers, et les différentes expres-

sions de l’unité sont autant de termes abs-

traits qui désignent des entiers, de diffé-

rentes espèces. ~ es’t l’entier que nous

nommons livre, £ est l’entier que nous nom-

mons toise 3 ainsi des antres. Il faudrait

traduire
,
dans le dialecte des chiffres

,

toute question de calcul qu’on nous pro-

pose en langue vulgaire : alors vous ne

parleriez que le langage que vous devez

parler : vous seriez convaincu que les cal-

culs ne se font que sur des termes abstraits,
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et vous n’y trouveriez pas .les difficultés

que vous y mettez vous même, en voulant
parler a-la-fois deux langages trop peu
analogues l’un à l’autre.

Remarquons cependant
,
pour ne pas

allonger inutilement les opérations
,
qu’il

n est pas toujours nécessaire de traduire

tous les termes des quantités de différentes

dénominations. Qu’à 3^ g
3
', par exem-

ple, on vous propose d’ajouter 5
# 67'43v

,

vous ne traduirez pas 3 en ni 5 en
;

vous écrirez seulement 3 afin de don-

ner, à l’entier que nous nommons livre, la

dénomination qui lui est propre en arith-

métique. La traduction ne sera donc né-

cessaire, que pour les deux autres termes.

Alors, considérant que 3^ = 3 A2 e t i
' —

tV, vous traduirez i8J par De même
voüs traduirez g

3
' par parce que le sou

est un eritier dont, en arithmétique, l’ex-

pression est -fA, vous écrirez donc :

3
s o . I 8 1 <>

77 + TT -r TT

5 -f I|-i1 S O 1 I s

tt- 3v9" 5J r

Vous comprenez que nous devons com-
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mencer l’opération par la droite — + tt

— i± j—i-. J’écris 1 à la somme, et je

laisse le dénominateur dont je n ai plus

besoin
,

est une unité qui doit passer dans

l’ordre supérieur. Or -ff-
ou-^ + -h| + it

s±= ff- 4- j’écris 5 à la somme, et je re-

tiens^. Enfin 1, et 1 + 3 + 5 =*9,

que j’écris. La somme est donc 9^ 3^ 1 ^

.

Cette addition faite, par le moyen

d’une traduction arithmétique, développe

sensiblement tous les .procédés de l’opéra-

tion
,
et fait voir qu’en additionnant des

quantités de différentes dénominations

,

nous ne faisons rien que nous n’ayons déjà

fait : mais faudra-t-il toujours faire cette

traduction ? Je réponds qu’il ne la faudra

pas toujours écrire, et c’est ce qui abrégera

bientôt le calcul. Faisons une soustraction

d’après la même méthode.

g^ + rr + TV

5 + ^ + ^
3 ^ 18^ g

5'

Pour soustraire — de j’emprunte -fv*

Or -f-|
—

-77— tt î
et cette première sous-

traction donne g pour premier reste.
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Maintenant j’ai à soustraire non de

T7> mais de soustraction qui ne se fait

q-u’après avoir emprunté-^-. Mais 47—77
et la seconde soustraction donne 18

pour second reste. Enfin g , d’où j’ai em-
prunlé ü = 1 , devient 8 , et 8— 5 = 3 .

Le' reste total est donc 3
* 18^ g

5".

Le prix d’un ouvrage ayant été fait à

84* io -
' 2

^

la toise, on demande combien

on doit pour 17*- 3 p - 2 P>

Cette question traduite en arithmétique,

aurait pour multiplicande 34 + 77
-
1
-

de ù °u 777, et pour multiplicateur

17 ! + I + Trde^oufy. Cependant le

calcul serait long si
,
pour pre'parer la mul-

tiplication des deux facteurs, il falloit ré-

duire toutes les fractions du premier au

dénominateur 240

,

et toutes celles du se-

cond au dénominateur 72. Il est vrai que

les arithméticiens l’abrègent par le moyen
de ce qu’ils appellent les parties aliquotes

et les parties allouantes : mais ceux qui

ont imaginé les parties aliquotes et les

parties aliquantes

,

ne peuvent pas être

soupçonnés d’avoir voulu parler français;

et jl y a lien de croire que nous serions
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plus clairs, si nous renoncions à ce langage.

Essayons. J’écris ici d’abord les résultats

que nous trouverons.

17 T. à 34* 57
8*

à 10^ 8 io J-

à 2X 7/ 10*

à 34*" 10^ 2^ la toise.

Les 3 pieds ...... 17 5 1^

Les 2 pouces 19 2 T»

604*17^^

Lorsqu’on propose une question d’arith-

métique
,

si elle a pour objet des nombres

déterminés, c’est une nécessité de le dire,

et par conséquent il faut alors faire usage

des dénominations qui déterminent l’es-

pèce d’entier dont.il s’agit. On dira, par

exemple, 34 livres à multiplier par 17 toi-

ses : mais quand on vient à la multiplica-

tion
, on ne voit plus ni livres

,
ni toises :

on ne voit que les entiers 34, 17, on les

multiplie l’un par l’autre, et on ne vient

aux dénominateurs que lorsqu’il faut faire

l’application du résultat de la multipli-

cation.
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Je ne vois que des entiers dans 34 et

dans 17. Je multiplie donc ces deux nom-
bres l’un par l’autre * et le produit 678
me donne le prix de 17, à raison de 34*

la toise.

Au lieu de ne voir dans la livre que des

vingtièmes, j’y verrai des demi, des quarts,

des cinquièmes
,

et je me représenterai

1 os= ~
,

— -
,
5 i/ = \ ,

alors je pour-

rai faire usage du mot livre, et je parlerai,

en arithmétique
, un langage qui m’est

familier. Donc 17 X = ir
J X 7=

17*' QU- S= O IO .

Après avoir trouvé ce premier résultat,

je considère le sou, comme un entier dont

2

^

sont f, et je dis, à i
J la toise, les 17

vaudraient 17A 2^, sont le sixième d un

sou. Donc 17 X 2^ = 77
— 2S - . Enfin

Je ne conserve point à la livre et au sou

les dénominations arithmétiques 77, 77,

parce qu’au lieu de faire les operations

d'après ces divisions
,
je les ferai d après

des>^, j, 7 ou tout autre, choisissant tou-
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jours les plus commodes. Alors il n’y a

point d'inconvénient à conserver aux en-

tiers les noms de livres et de sous.

Quant à la valeur de trois pieds deux

pouces, je n’ai pas besoin de la chercher

dans des nombres abstraits
,
elle est dans

les termes qui ont établi l’état de la quesr-

tion. C’eSt là que je la trouverai : en effet,

puisque la toise coûte io J 2^, nous

aurons pour 3 pieds
T °

- - -

2
- = iy # 5^ i

3
';

et cette valeur nous ayant donné pour un

pied — =5 1 5J —
, nous trouve-

o i

rons pour 2 pouces
5# x5J'4 d n5-r— + 1Ü

Ï8"

= I Q 2 —J 18

Pour la division
, nous pourrions prendre

l’inverse de la question que nous. venons
de faire : supposez qu’on a payé, pour 1 y

toises 3 pieds 2 pouces, 604
#

i
5'—

>

et qu’on demande à combien revient la

toise ? C’est ce que nous ferons : mais il

faut commencer par une question plus

simple.

En supprimant les pieds et les pouces
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dans la multiplication précédente

, nous

aurions trouvé qu’à raison de 34/ ioJ la

toise, les 17 reviendraient à 586 " \zs 10^.

Je suppose maintenant qu’011 sait que les

17 reviennent à 586 izs io\ et qu’on

cherche ce qu’une toise a coûté. Si je pro-

pose
,
pour la division

,
l’inverse de la ques-

tion que j’ai proposée pour la multiplica-

tion
,

c’est afin qu’on puisse facilement

comparer les procédés de l’une avec les

procédés de l’autre : car enfin c’est en com-

parant les choses qu’on s’en fait des idées.

Pour avoir le produit qui est devenu

notre dividende ,
nous avons fait trois

multiplications par 17, celle de 34% celle

de io J
,
celle de 2^ : maintenant le multi-

plicateur 1 7 devient notre diviseur ,
et nous

ferons trois divisions.

La première division yy-, donne auquo
8# i6os

tient 34*, et il me reste — ou— que je

dois ajouter à 12^
,
mon second dividende.

La seconde division sera donc -/y= IO '
?

avec— ou — . Le dernier dividende est

17 17

donc 24 + 10 = 34 . Or la troisième divi-
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sion ~~ — 2 o et fai trouvé, pour la valeur

de la toise, 34* io-'’

On voit que la division esHbien simple,

lorsque le diviseur ne contient point de

nombre rompu
;

si elle en contenoit, elle

serait plus longue à faire : mais elle ne

serait pas plus difficile à comprendre. Pre-

nons donc maintenant pour diviseur ij

toises 3 pieds 2 pouces.

Nous avons dans notre dividende
, trois

dividendes partiels : le premier est dans

604, et nous prévoyons que la division

donnera un reste qui
,
joint à 17 formera

le second dividende partiel. Le troisième

sera également formé d’un reste ajouté à

1
**

1
18 •

Lorsque nous avons fait notre multipli-

cation, nous avons jugé de la valeur des

pouces par celle du pied, et de la valeur

du pied par celle de la toise; c’est donc
dans la toise proprement que nous avons
trouve le produit. Or, puisque nous de-

vons faire le contraire en divisant, nous
chercherons le quotient dans les pouces,

et par conséquent nous réduirons en pouces
tous les term&s du diviseur.
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Le pied contient 12 pouces et la toise

72, donc 17 toises 3 pieds £ pouces i262P0Uces
.

Cependant, afin que la division me donne
tout de suitêf des toises, je ne prendrai pas

1262 pour diviseur, mais ~~ . O11 voit

même que nous ne pourrions diviser par

1262, qu’après avoir réduit, au même dé-

nominateur, tous les termes du dividende;

ce qui allongerait d’autant plus le calcul,

qu’il les faudrait tous réduire en -4- deA 1 o

denier.

Nous avons donc à diviser 604* 1

7

s
18

par
1262

or

604' 17^ : -4^= 604' i -

f'-ï
”

18 X TTTT»

et par conséquent cette division s’offre

sous la forme de trois multiplications à

faire. C’étoit une condition nécessaire de

déterminer, en proposant la question, les

espèces de nombres entiers et rompus dont

le multiplicande est formé, et je les déter-

mine en les nommant it

,

J
, N Mais, parce

que ces dénominations ne sont point du

tout nécessaires pour multiplier, je ne 111e

les rappelerai que lorsqu’il faudra les ap-

pliquer au résultat des multiplications.
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Ce calcul paraîtra long : mais il ne faut

pas confondre long et difficile, lorsqu’une

chose n’est lçngue à faire
,
que parce qu’il

faut répéter une opération simple, qui se

fait à chaque fois facilement. La difficulté

est donc uniquement à n’oublier aucune
«des opérations. Or je ne n’en oublierai au-

cune
,

si je les ai toujours sous les jeux.
J’écris donc :

l ere . 60.

IIP. fi X
X 7 a

t 2 6 z II e
[7 X •

Voilà trois opérations. Elles compren-
nent chacune une multiplication et une
division

,
qu’il faut faire l’une après l’autre.

Multiplication.
604

72

1208

4228

Division. ^ 58o»

1262 1262

5628

1262

43488 58o

Le reste 58o doit etre joint au dividende,
lorsque

j
en serai a la division de laseconde

opéialion
;
et, puisqu’alors je n’aurai que

des sous à diviser, jl faut que je réduise
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ce reste en sous, et que par conséquent

je le multiplie par 20.

58o

20

1 1600

Pour la seconde opération, la multipli-

cation est 17
. 1

72

34
TI 9

Au produit . . 1 224 ,
il faut que j’ajoute

ce qui m’est resté de la première operation,

c est-à-dirè 11600, et que je divise

la somme 12824 Par 1262.

12824
Division. ~

1202

204

1 262

10
204/

1262

Il faut réduire en deniers le reste de

cette dernière division ,
et par conséquent

multiplier 204 par :
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204
12

408

204

2448

Mais mon troisième dividende 11e con-

tient que des — de denier, j’ai donc à mul*

tiplier encore par 18 le produit 2448 :

Multiplication.
2448

18

19884

2448

44064

Maintenant je viens à la troisième ope»

ration, et je multiplie 19 pa/ y 2 :

1 9

72

Multiplication.

\

i368 .

A ce produit j’ajoute le reste 44064 de
la dernière division.

22
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Addition. 44064

i368

45432

Et je divise la somme 45432 par 1262.

Division. 454^2
1262

36

7572
1262

0000

Le quotient est donc 36 dix-huitièmes

de denier ,
c’est-à-dire 2*; puisque 2^;

nous avons donc retrouvé
,
pour la valeur

de la toise, 34* io
r 2*.

Ce long calcul s’abrégera ,
à mesure

qu’on sera plus assuré de sa mémoire. Ce

sont les efforts de mémoire, comme nous

l’avons remarqué
,
qui rendent le calcul

difficile avec les noms : ce sont ces mêmes

efforts qui le rendent difficile avec les

chiffres; et toute la difficulté, réduite à ce

qu’elle est ,
se borne à ne rien oublier de

ce qu’on doit faire. Il n’y a point d’ins-

truction à donner à ceux qui semblent ne
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Jamais savoir où ils en sont, et qui n’y vou-
dront suppléer par aucun moyen. Voyez
donc comment vous pourriez calculer, en
faisant de votre mémoire le plus petit usage,

posssible, et vous en calculerez plus souvent
et plus promptement

; l’algèbre vous eu
donnera la preuve sensible*

Les commençans, qui trouveront dans
ce chapitre de quoi s’exercer, remarque-
ront que j’ai eu raison de ne pas multi-
plier d’abord les exemples

, et c’est ainsi

que je continuerai : en effet les exemples
se présenteront assez souvent. Lorsque nous
ne reviendrons aux opérations que parce
que nous y serons ramenés par un objet

,

nous les apprendrons mieux, parce que
nous en contracterons l’habitude avec
moins de dégoût.
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CHAPITRE X.

Des évaluations avec les chiffres et

avec les lettres .

CjuAND une chose est évidente
, elle

ne^"saurait être plus évidente : mais l’évi-

dence en peut être saisie plus promptement

et plus sensiblement ,
et cela arrive toutes

les fois que nous parlons un langage plus

simple. Je répète cette observation, et je

ne la saurois trop répéter
,
parce que c’est

d’elle que nous apprendrons à nous élever

de connoissance en connoissance. Par exem-

ple ,
nous avons démontré ,

en parlant

le dialecte des noms
,
que seize sous quatre

sixièmes ,
sont en sous l’évaluation de cinq

sixièmes d’une livre : nous le démontrerons

plus promptement et plus sensiblement

avec le dialecte plus simple des chiffres
;

carf = i6f.

Si nous faisons a= 5,û = 6,c= 20 ,

d •== 1
,
nous dirons la même chose avec

le dialecte des lettres, et nous verrons aussi-
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tôt qu’en général toute fraction de fraction

s’évalue en riiulti pliant numérateur par nu-

mérateur et dénominateur par dénomina-

teur
. j de

c-—
;

il n’y a plus qu’à don-

ner à ces lettres différentes valeurs
,
pour

trouver dans cette formule l’évaluation de

toute autre fraction de fraction. Par exem-
ple

, si a •=. 2, b — 3, c — 12, d— 1

,

cette formule donnera l’évaluation de deux

tiers d’un pied - = = q
pouces.

r bd 3 3

Evaluer , c’est réduire une expression

trop peu familière ou trop compliquée, à
une expression plus familière ou plus sim-

ple. Les monnoies étrangères, dont nous
n avons pas l’usage

, nous les réduisons en
livres de France

, et une fraction
, telle que

7?, nous la réduisons à Nous saisissons

plus facilement une valeur dans une ex-

pression simple
, comme nous la saisissons

plus facilement dans une expression fami-
lière. Aussi cherchons-nous naturellement
ces expressions

,
et il n’y a personne qui n’en

sache trouver. Or
,
quand on en a trouvé

une, on en doit savoir trouver d’autres,

puisqu il n’y a qu’à IcfcMfocomme 0x1 a fait.
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La méthode la plus courte pour évaluer

une fraction, c’est d’en diviser les deux

termes par le plus grand commun diviseur.

Nous l’avons expliqué
;
nous avons remar-

qué que ce diviseur ne peut être plus grand

que le plus petit des deux termes, et que

par conséquent ce plus petit terme est le

plus grand diviseur commun, s’il divise

sans reste ; que si ,
au contraire

,
il y a un

reste ,
il faut avec ce reste diviser le terme

qui a été diviseur; que, si l’on trouve en-

core un nouveau reste ,
il faut avec ce

dernier diviser le premier, jusqu’à ce qu’on

arrive à une division exacte,

Voila un long discours que l’arithmé-

tique développeroit d’un trait de plume,

et mettrait tout entier sous les yeux. Obser-

vez l’opération suivante
,
que je fais pour

trouver le plus grand commun diviseur des

deux termes de~

,

5 76

216 I

3
• •

J44 1

*

72 |

«
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Il est évident que ce diviseur ne sauroit

être plus grand que 216, et je fais la divi-

sion qui me donne 144 pour reste.

Alors je redis ce que j’ai déjà dit : car il faut

bien répéter les mêmes discours, quand on
ne parle que pour faire répéter les mêmes
opérations. Je répète dono : le diviseur

commun de 144 de 216 ne peut être

plus grand que 144, et je fais la division

777, qui me donne aussi un reste 72, et

qui me force encore à répéter le même
raisonnement : le diviseur de 72 et de 144
ne sauroit être plus grand que 72. Heu-
reusement la division se fait sans reste :

car, si j’avois eu d’autres divisions à faire,

je me serois répété encore
;
mais plus vous

serez frappé de mes répétitions
, mieux

vous apprendrez comment on trouve le

plus grand commun diviseur. Remarquez,
au reste

,
que ces raisonnemens si répétés,

se développent clairement et sans verbiage

dans 1 operation arithmétique, où chaque
diviseur se trouve naturellement au-dessous

de son dividende. 72 au-dessous de 144,

144 au-dessous de 216, et 216 au-dessous

de 576 ;
et vous voyez que, comme 72 est
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le plus grand commun diviseur de 144 et

de 216, il l’est encore de 216 et de 576.

En effet -

~
-

T — f, et cette fraction est
570 :7a 87

évaluée ou réduite à ses moindres termes.

O11 juge sans doute que la substitution

des lettres aux. chiffres ne peut rien changer

à cette méthode. Cependant l’algèbre aura

l’avantage de représenter, d’une manière

générale
,
ce que les chiffres n’appliquent

qu’à des cas particuliers. Soient
j ~ ,

c — 144, d — 72, les trois divisions que

nous avons faites deviendront Ie
. - 4- c.
a

IIe
. - + d. IIIe . sans reste. Si ensuite

C CL

nous oublions les valeurs en chiffres que

nous avons données à ces lettres ,
aussitôt

ci, b,c > d deviendront des termes généraux,

et ce que nous aurons remarqué sur la

fraction -
} se trouvera démontré de toute

fraction réductible à de moindres termes.

Ainsi celle méthode, que le dialecte des

chiffres developpoit mieux que celui des

noms, l’algèbre la développe mieux encore.

Quelque nombre de divisions qu’il laille
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faire pour trouver le plus grand diviseur

commun ,
vous les voyez toutes dans une

suite de fractions
,
qui se forment chacune

de la même manière.- + c 3 - + d, y+ e,
CL C CL

- »

—Y f>
e
- g

,

et ainsi jusqu’à ce quon
e j
arrive à une division sans reste.

C’est afin de développer cette méthode,

d’une manière aussi simple que générale,

que j’ai pris pour exemple la fraction ~
b ,

qui est réduite à f expression la plus simple :

mais il faut savoir évaluer aussi les frac-

tions algébriques, lorsque le numérateur

et le dénominateur sont composés de plu-

sieurs termes. Sans doute que cette évalua-

tion ne se fera pas autrement que celle des

fractions arithmétiques. Cependant il arri-

vera souvent que nous ne pourrons appli-

quer la même méthode, qu’après quelques

préparations : c’est ce qu’il faut expliquer.

Soit à réduire aux moindres termes la

fraction
4 aa •— 5iu -f hh

3.'_ 3 + ssr=i7- Parce <îu
’
:1 faut

diviser la plus grande quantité par la plus

petite, le dénominateur par le numéra-



B46 t A LANGUE
, . -3 a 1 — 3 bna 4- bba— /)’ . .

teur,
]
écrirai ————

: mais ic
’

' 4 aa •— 5 ba Lb >

me trouve tout-à-coup arrêté : cette divi-

sion ne paraît pas pouvoir se faire; puisque

3, coéficien t du premier et du second terme

du dividende, et 1
,
coéficient du troisième,

ne contiennent pas 4, coéficient du premier

terme du diviseur, ni 5 coéficient du se-

cond. Elle se feroit cependant, si je multi-

pliois par 4 tous les termes du dividende
;

et je jugç que je puis faire cette multipli-

cation
,
parce quelle ne changera rien au

commun diviseur. Il n’est pas bien difficile

de comprendre qu’il y a des multiplications

et des divisions qui ne le changeront pas

,

comme il y en a qui le changeront.

Si je multipliois
,
par exemple, la frac-

tion — par c } elle deviendrait— ;
et, si je

a c 1 ac

la divisois par Z», elle deviendrait £^.Dans

l’un et l’autre cas le premier diviseur se-

rait changé, puisqu’au lieu d être a } il se-

rait ab ou ac. Si, au contraire, je multi-

pliois ou divisois par A cette même trac-

tion ,
a ,

diviseur commun de ces deux

termes
,

le seroit encore des deux termes
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des fractions— Donc on ne change
v a c a c a

point le diviseur commun de deux quan-

tités ,
lorsqu’on multiplie ou qu’on divise

l’une par une quantité' qui ne multiplie ni

ne divise l’autre.

Or 4 ne multiplie pas la quantité ^aa

— 5 ba + bb

,

puisqu’il n’en multiplie que

le premier terme : donc, en multipliant

par 4 la quantité 3 tz
3— 3 baa + bba - b^y

je ne changerai point le commun diviseur

des deux. Donc je trouverai dans ce divi-

seur le commun diviseur des deux termes

de la fraction proposée. Cette multiplica-

tion par 4 donne 1 2 a? — 1 2 aab q- 4 abb

•— 4Z)
3
, quantité divisible par 4aa— 5 ab

à- b 2
.

Dividende l. Diviseur a.

12

a

3— 12a,al 4 ^abb— 4Â 3

«— 12a 1 + i5tfa3— 3abb
1

(fc

Reste c. o 4 3aab 4 °tb <—

•

4aa •— 5ab 4 t>*

3 a Quotient,

La formule - + c, est le modèle de

cette première division : c’est pourquoi j’ai

écrit dividende b , diviseur a 3 reste c :

Mais, parce je suppose qu’on se rappelle la,
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raison de tous les procédés de cette divi-

sion
,
je me borne à la faire.

-r i . a . 4 aa'— 5 ab 4- b*
La seconde division -

, est \ .
—~~~rr

c àaab abb — 4

A

3

elle a besoin d’être préparée.

b } commun facteur de tous les termes :

du dénominateur, ne l’est pas de tous ceux:

du numérateur
,
puisqu’il ne se trouve pas;

dans 4aa. Je ne changerai donc pas le»

commun diviseur ,
en divisant par &

tous les termes du dénominateur. Je fais;

cette division , et la fraction - devient"

• j -f cependant cette première)

préparation ne suffit pas
,
puisque les coé—

ficiens 4 ,
5 et 1 ne sont pas divisibles?

par 3.

Mais, parce que 3 ne multiplie pas tous;

les termes du dénominateur, je multiplie-

rai, par ce même 3, tous ceux du numéra-

teur, bien assuré de ne point changer le 1

commun diviseur. Or, par cette multipli-

, . , f.
o . . 1 2aa—i5«Æ+3W

cation, la fraction - devient '

dont voici la division.
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Dividende a. Diviseur c.

3aa + ab—4bbI2aa— i 5ab-{- 3b 2

— 1 2aa— 4ab+ 1 6b
Quo lient.

Heste^- O IQûb-i- IC)b2

Nous sommes à la division dont le mo-

dèle est ~
d , et qui est par conséquent

7a 4 ab— 4 b*

•— 19 ab -j- 19 b1

19 b, qui multiplie les deux termes du
nouveau diviseur, ne multiplie pas ceux
du nouveau dividende. Cette quantité ne
fait donc pas partie du commun diviseur :

je la supprime, et j’ai pour dernière division:

Dividende c.

3 aa + ab — 4b2

— 3 aa + 3 ab

o -1- 4 ab —

4

b2

— 4 ab 4b2

Sans reste... q q

Diviseur d.

— a + b

3a— 4 b

Cette dernière division étant sans reste

,

il est évident que — a -f- b est le plus

grand commun diviseur de —— iqab + iqbb
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Cette même quantité l’est donc succès*

. , I2aa—15ab-\- 3b* i 4‘7fl—5ab\bb
sivement de -

I , A* 5 ^
'

6aa-\- ab —4b
3

12a?— 12aab -j- 4abb— 4^
~

-

4aa— 5ab -j- b
2

'iaab-si-abb-L-^q
i *

de

Donc enfin — a + b est le plus grand

commun diviseur des deux termes de la

. , Aaa —— 5ba 4- bb
*

fraction proposée
3a,_ .Jml + aib

~
tT , et par

conséquent nous réduirons cette fraction à

l’expression la plus simple, si nous divisons.

son numérateur et son dénominateur par

— cl -fi b.

Division du numérateur.

4 aa— 5 ab bb

—

4

aa + 4 ab

o — ab + bb

4- ab — bb

— a + b

-4a + b

Division du dénominateur.

3a3— 3aab + aZ>Z> — Æ 3

3a 3 + 3aab

o o + abb — b 3

— abb + Z>
3

a

—3a-—bb

o o j
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La fraction proposée, réduite à l’expres-

sion la plus simple ,
est donc—— b

.11 •— ôaa •— b

o

J’ai fait toutes les divisions, afin que les

commençans puissent me suivre avec plus

de facilité. Je leur ai donné peu d’exem-

ples dans ces deux livres
;
et comme je sup-

pose que beaucoup n’y auront pas suppléé,

il faut bien que j’y supplée quelque fois

moi - même. Je leur dirai même que la

meilleure manière d’apprendre le calcul

n’est pas de s’obstiner à répéter chaque
opération

,
malgré le dégoût qu’on y trouve,

on apprend mal quand l’étude ennuie. Il

suffit d adord de bien saisir l’esprit de
chaque méthode

: quant à l’habitude
,

il

ne faut pas compter la contracter aussi

vite; on l’acquerra peu-à-peu. On s’essayera

a chaque fois qu’une occasion fera sentir

le besoin de s’essayer; et, parce qu’ alors

on aura quelque intérêt à savoir faire
,
on

feia mieux. Voila un conseil qui ne sera

pas désagréable aux paresseux
,
et qui sera

utile à tous.

Ce que la recherche du plus grand divi-

seur, commun à deux quantités algébri-
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ques ,
a de particulier, c’est qu’on a souvent

besoin de préparer les divisions. D’ailleurs

la méthode est absolument la même. On

divise le plus grand terme par le plus

petit; le plus petit par le premier reste, le

premier reste par le second, le second par

le troisième, et ainsi de suite; c’est ce que

vous dit, avec plus de précision, la formule

b a i c
— -}- c

j

— "h d j ~y etc.

Ces réductions ne sont pas proprement

des évaluations, puisqu’elles ne donnent,

pour résultats, que des signes généraux,

susceptibles de differentes valeurs. Cepen-

dant on est fondé à regarder une expression

algébrique, lorsqu’elle est simple, comme

l’évaluation d’une expression plus compo-

sée; et on l’est d autant plus, quelle in--

dique mieux ce qui reste à faire
,
pour

évaluer en chiffres avec aussi peu de calcull

qu’il est possible.

Il est vrai que, dans l’évaluation des^

quantités arithmétiques ,
il n est pas tou-

jours possible d’arriver à une division sans-,

reste : mais on n’a pas besoin d’avoir ap-

pris l’arithmétique, pour juger de ce qu’oii.
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doit Taire en pareil cas; Tout le monde le*

sait. Si vous avez
,
par exemple, à diviser1

i 3 ^ entre 9 personnes, il ne vous sera pas

difficile de trouver qu’il revient à chacune

1 y- ;
et il 11e le sera pas plus d’imaginer la

Substitution de ~ oü de 80^ à 4^. Or

= 8 — et vous avez, dans 1
# 8 —

,
le

neuvième de i 3 C, à moins d’un sou près :

mais, puisque le sou vaut 12 deniers, vous

imaginerez également de substituer au nu-

mérateur 8J
,
le produit de 8 par 12, c’est-

à-dire, 96. Or-Y = 10 Donc DÛ —3
9

9 9

i* 8^ 10— , et cette fraction est évaluée à
9

moins d’un denier. Certainement il n’y a

personne qui, avant d’avoir étudié l’arith-

métique, n’ait eu occasion de faire de pa-

reilles évaluations
,

et qui par conséquent

ne sache évaluer une somme à moins de

TT 011 de tt- : mais, si cela est, on doit

savoir évaluer à moins de — •— , de —-

—

4
C © O O ' IOOOO?

tut o 0 . >
etc. L’opération est la même. En

effet comme pour évaluer la livre à moins
d un sou, à moins d’un denier, vous la

23
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représentez par par fji

;
de même,

pour l’évaluer à moins de 7^7, de —~

,

de —7777’ vous la représentez par

I O ° -° ,• et, dans chacun de ces cas,
z o o o o ? 100000/ *

vous ne ferez que ce que vous êtes dans

l’usage de faire, lorsque vous l’évaluez en

sous ou en deniers. Le calcul sera seule-

ment plus long.

Ai est une fraction qui n’a point de quo-

tient rigoureusement vrai , ou dont on ne

sauroit avoir la valeur exacte : mais vous

l’assignerez à moins d’un millième, si, à

cette fraction ,
vous substituez l’expres-

sion identique dont le quotient est

ALLA 4- —A_ . Il ne s’en faut pas d’un mi-

lième que ce quotient ne soit exact : car il

seroit trop grand, si, au lieu de—1—, on

écrivoit 7777.

C’est dans ces sortes d’évaluations que

le calcul avec les parties décimales, est

sur-tout en usage ,
et nous avons promis

de faire voir comment on l’emploie : re-

prenons à cet effet la fraction — :
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47 »
000

!

5,o

7

JO

7

3o

7

6,714 +
2

7000

2

Vous pouvez
,
dans le cours de Topera-

ration, supprimer la virgule, si elle vous

embarrasse : mais vous juge& que le divi-

dende 47000 étant alors mille Fois trop

grand, le quotient 6714 le sera par consé-

quent mille fois trop lui-même. Vous repla-

cerez donc la virgule entre le troisième et

le quatrième rang, et vous écrirez 6,714
j 2—

*
1 7 ooô *

En avançant la virgule du côté des rangs-

supérieurs, vous représenterez des frac-'

lions décimales de différons ordres. Par

exemple :
---- - = 0,6714 4- —

= 0,06714 + r

4,7000

7

0,47000

7
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Sans rien changer au premier dividende

47,000 ,
vous pourriez mettre le diviseur

7 en parties décimales. Par exetnple :

47,000

7
= 67,14 + 7-b

47,000

o, 07
= 671,4 + 7o*

Car dans toute division, où le dividende

reste le même
,
le quotient suit la raison

inverse du diviseur. Il faut bien que, dans

tous les changemens qui leur peuvent arri-

ver
,

le quotient soit toujours plus grand,

dans la même raison que le diviseur est

plus petit, puisqu’ils sont les deux facteurs

qui, dans tous les cas, doivent reproduire

le même dividende. Le quotient de 777 ,

est 67142. + ; et celui de ±—
^ ,

est
! ' 7 o, 07

671428 +
- J -

Je vous fais remarquer ces résultats
,

afin que vous compreniez comment la di-

vision se fai t toujours de la même manière,

de quelque espèce que soient les dividendes

et les diviseurs.

Quoique, par cette méthode, on ne puisse

pas trouver un quotient rigoureux qui

n’existe pas
,
cependant les évaluations

qu’elle donne par approximation, peuvent
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.être supposées exact es, lorsque la différence,

entre le quotient qu’on trouve et celui qui
échappe est si petite, qu’on la peut regar-

der comme nulle : mais il arrive que les

résultats renferment quelque fois un si

grand nombre de parties décimales
,
qu’on

est oblige d abandonner ces expressions
,
et

d’en chercher de plus simples parmi celles

qui en approchent. Par exemple la fraction

3 1 415926535 exprime
,
par approximation

,

le rapport du diamètre du cercle à la cir-

conférence, et on demande une expression
plus simple qui exprime

,
a peu de chose

près, le même rapport avec la même exac-
titude. C est ce qu 011 trouve par le moyen
des fractions continues

,
qui sont l’objet du

chapitre suivant.
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CHAPITRE XII.

Des fractions continues.

Lorsqu’on évalue des expressions, il

y a trois cas à distinguer : le premier, où

les évaluations peuvent s’exprimer par des

nombres entiers; le second, où elles ne

peuvent s’exprimer que par des fractions;

et le dernier, où elles ne peuvent s’exprimer

ni par des nombres entiers, ni par des frac-

tions, c’est-à-dire, celui où l’on ne peut les

exprimer qu’à-peu- près, ou par approxi-

mation : ~ = 3
#

2.~
r 6^= y6o\ est une

O

évaluation en deniers ,
et par conséquent

en nombres entiers :
-fj
— est une éva-

luation en nombres rompus; et ~ = G,,

y 14 est une évaluation approcliee.

Cette dernière est à moins de 7^7, par

la même méthode on en pourroil trouver

à moins de 77^—, à moins de -
„ e
\-~ ,

etc.

Il suffiroit pour cela d’ajouter de nouveaux

séros à 47,000, et de continuer ensuite la*
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division par 7 : mais, quoique toutes plus

approchées les unes que les autres ,
ces

évaluations ne seront jamais que des appro-

ximations, et il ne sera pas possible de les

exprimer ni en nombres entiers , m en

nombres rompus.

Lorsque les évaluations sont dans les

deux premiers cas, les quantités qu on éva-

lué, se nomment rationnelles ou commen-

surables : rationnelles

,

parce qu’on voit,

dans les nombres entiers ou dans les nom-

bres rompus, la raison de ces quantités a

l’unité; coimnensurables

,

parce que l’uni te

en est la mesure exacte : on 11e devroit pas

les employer indifféremment.

Par opposition à ces dénominations ,
les

mathématiciens nomment irrationnelles

ou incommensurables les quantités qu’on

ne peut évaluer que par approximation.

En effet ces quantités n’ont avec l’unité

aucun rapport qu’il soit possible d’assigner;

ou, pour s’exprimer autrement, l’unité 11’en

sauroit être la mesure exacte. Les quan-

tités irrationnelles ou incommensurables,

se nomment encore figurément quantite's

sourdes. Cette dénomination me paroît la
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plus propre et la plus heureuse
;
elle repré-

sente les quantités irrationnelles , comme
des quantités qui ne nous échappent, comme

des quantités que nous ne pouvons assigner.

En effet c’est-là le caractère qui les distin-

gue. Nous aurons occasion de nous servir

de cette dénomination.

Les fractions continues se présentent na-

turellement toutes les fois qu’il s’agit d’éva-

luer des quantités fractionnaires ou des

quantités sourdes. J’entends ici par quan-

tités fractionnaires , non seulement les

fractions proprement dites
,
mais toute

quantité qu’on ne saurait exprimer par des

nombres entiers : telle est quantité

formée d’nn entier et d’une fraction.

La réflexion qui s’offre la première

,

lorsqu’on veut évaluer f, c’est que cette

quantité plus grande que i
,
plus pelite que

2
,

se trouve entre ces deux limites, de

manière qu’elle est, de 1 une et de 1 autre,

à une distance moindre que l’unité.

Les premières valeurs approchées sont

par conséquent ces limites mêmes, et c’est

en partant de l’une des deux que nous trou-

verons entre elles une suite de valeurs tou-
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jours plus approchées. En parlant de i T

je décompose yen i + f ;
et, en partant

d e 2
,
je le cl écomposeen 2—f . Par le moyen

de cette décomposition, j’ai, dans 1 ou 2,

une valeur approchée de comme j’en ai

la valeur exacte dans 1 + fou dans 2 — f.

Pour évaluer de la manière la plus simple

une quantité plus grande que 1’unité, mais

inexprimable par un nombre entier, il n’y

a donc qu’à la décomposer en deux parties,

dont l’une soit un entier, 'tel que f = 1 ,
et

l’autre une fraction, telle que f . La pre-

mière partie sera la valeur approchée, puis-

qu’elle sera l’entier qui en approche davan-

tage. La seconde sera une quantité moindre
que l’unité; donc le rapport de l’unité à

cette quantité, et, par conséquent, l’unité di-

visée par cette quantité, sera une nouvelle

quantité plus grande que l’unité
, et inex-

primable par un nombre entier
;
quantité

qu’il faudra, comme la première, décom-
poser en deux parties

,
dont l’une sera en-

core 1 entier qui en est le plus près, et l’autre

une nouvelle fraction. Il est évident que de
décomposition en décomposition, nous irons

de valeur approchée en valeur approchée.
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Représentons généralement par n toute

quantité plus grande que l’unité, et inex-

primable par un nombre entier : nous

aurons n entre deux valeurs approchées ,

l’une qui est au-dessous, l’autre qui est au-

dessus; entre a
,
par exemple

,
et a -f- i,

en sorte que n = ci -f- une fraction
,
ou n

= a + i — une fraction
,
suivant que a

sera l’entier au - dessous ou l’entier au-

dessus : mais
,
pour nous conformer à

l’usage ,
et ne pas compliquer cette recher-

che
,
nous ne prendrons que l’entier qui est

au-dessous de n

.

Ainsi n— a sera une quantité moindre

que l’unité; et, par conséquent, est une

quantité plus grande que je désignerai par

p y et qui sera décomposable en un entier

plus une fraction. De cette manière on aura

,
l- — p, et par conséquent n — 0= - >

ii — a -f -

.

A présent, si nous nommons b l'entier

qui approche le plus de./?, nous aurons

pz=zb + une fraction, et nous trouverons,

par un raisonnement semblable :p ~ b + -
,

i
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q étant dç nouveau une quantité plus

grande que l’unité. Ainsi on aura n = a

Pour continuer cette suite, q est la quan-

tité qu’il faut décomposer en un entier plus

une fraction. Or il est évident que cette

décomposition se feracle la même manière

que celle de p. Nous répéterons donc ce

que nous avons dit
,
parce nous referons ce

que nous avons fait.

Soit donc c l’entier qui approche le plus

de q\ on trouvera q =. c -f r étant une

nouvelle quantité plus grande que l’u-

nité , et notre suite deviendra , n = a

-f
-
* + i

c + I

Je continue de la même manière. Je

décompose r, je nomme d l’entier qui en

approche davantage, et la valeur appro-

chée de n est exprimée par la suite n = a

+ -
b +JC

c +r
t

d'
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C’est ainsi qu’en répétant la même op<£

"ration, nous aurons une suite de résultats

qui donneront chacun une valeur plus ap-

prochée. Le premier est une valeur exacte

où a, comme i dans ~ = i f ,
n’ap-

proche pas assez
;
nous avons donc substitué

à p sa valeur approchée b 3 plus la fraction
I •

- i
et

,
par cette décomposition

, nous avons

eu, pour second résultat, n ~ a 4- -

*+i.La

décomposition de g en c -f -
> a donné le

troisième n = a 4- 4

,

1
c 4 x

f

etladécom-
r 7

position de 7* en d
,
plus une fraction, que

nous désignerions
,
si nous voulions ajouter

de nouveaux termes
,
a donné le quatrième

résultat n =.a +4 ,

^ l
-

.

La continuité

qu’on apperçoit d’une fraction à l’autre
,
a

fait nommer cette suitefraction continue.

On la continuera autant qu’on voudra, ai

l’on écrit + -
e + 1

J + 1

Z dû*
O
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Quoique les fractions continues, expri-

mées en quantités algébriques, se trouvent

par un procédé bien simple, peut-être ne
verra-t-on pas cfabord, comment on pour-

voit appliquer le même procédé à des quan-
ti tés arithmétiques : mais, si nous obser-

vons ces fractions, nous nous appercevrons
bientôt qu’elles se forment par une méthode
qui nous est connue- et cette méthode est

celle que nous avons employée pour trouver
le plus grand diviseur commun à deux Quan-
tités. Il faut seulement ,remarquer qu’une
fraction continue se forme des quotiens
que nous négligions

, lorsque nous cher-
chions le plus grand commun diviseur.

La décomposition de n en un entier plus

une fraction, nous a donné ?i zzz a -J-
—
p 5

d où n • a= j; et, puisque nous pouvons

prendre -, comme n, pour l’expression

generale de toute quantité inexprimable
par un nombre entier

, il est évident que
la décomposition de ± en un entier' plus

une fraction, doit donner le même résultat,

c’est-à-dire
,
~ — a =—

,

Ij r* 0



366 L A LANGUE
Or chercher le nombre entier qui ap-

proche le plus de ~ ,
ou chercher le quo-

tient de A divisé par B, c’est certainement

la même chose. Donc si nous nommons ci

ce quotient et G le reste
,
nous aurons

£= « + £, <roùA-«* = -|. Doua

p — —
,
c’est-à-dire, que p est égalau pre-

mier diviseur B, divisé par le premier reste

C. En effet = i : et vous voyez que

la fraction dont le numérateur est i et le

dénominateur ,
est évidemment la frac-

tion -

.

p

Puisque p = prendre pour la valeur

de p l’entier qui en approche davantage

plus une fraction ,
c’est la même chose que

prendre le quotient de -y plus un reste, que

je nommerai D, et qui sera divise pai C.
-g

Soit donc b le quotient de nous aurons

T\ # , A

p -rr b + -q •
Ainsi nous trouvons -g— ;

G *‘
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Mais ~ == i : £ = 7
et q t: §-. Nous

trouverons donc la valeur de q dans le quo-

tient du premier reste G ,
divise par le

second reste D, plus un nouveau reste E,

divise' par D; et, par conséquent, si nous

c
nommons c le quotient de —, la suite de*

viendra 41 -a + *
,

±> b
-f-

i

iT-f-E

"ET
'

Il est évident qu’en continuant de di-

viser chaque reste par le reste qui le suit

,

nous retrouvons la même fraction continue

que nous avons trouvée lorsque nous décom-

posions la quantité n en deux parties
,
dont

l’une étoit l’entier qui en approchoit davan-

tage
,
et l’autre une fraction. En un mot

ces deux méthodes ne diffèrent que par la

manière de s’exprimer.

Ainsi pour réduire en fraction continue,

par exemple, nous diviserons le pre-

mier diviseur 887 par le premier reste

,

chaque reste par le reste qui le suit; et les

quotiens
,
que nons négligions lorsque nous

ne cherchions que le plus grand diviseur

commun, nous les prendrons pour dénomi-

nateurs d’autant de fractions qui auront
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chacune l’unité pour numérateur. Mettons

cette opération sous les yeux : car c’est à

eux que parle la langue des calculs, bien

plus qu’à l’oreille, et nous ne saurions trop

abréger les discours.

_ iioi T I r
887 — 1 T 1

216 4 +_t

23 9 + £
9 a+_r

5 i + £
4- • •

J +1
4

i i
ei' terme de la fraction continue, est

la première valeur approchée : i 4- - — -

approcheroit davantage, mais l’expression

en est moins simple; et, si nous prenions

un plus grand nombre de termes, l’expres-

sion, toujours plus rapprochée ,-seroit aussi

plus compliquée.

Cette fraction continue a un dernier

terme, parce que le dernier diviseur i di-

vise 4 sans reste
;
et vous concevez que cela

doit arriver, toutes les fois que la quantité*

à évaluer, a l’unité pour mesuré, puisque*

avoir l’unité pour mesure ou être divisé

sans veste par l’unité, c’est la même chose..
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Notis avons vu qu’une pareille quantité se

nomme commensurable ou rationnelle.

Mais
, lorsque les quantités à évaluer sont

sourdes, incommensurables, c’est-à-dire

lorsqu elles n ont pas 1 unité pour mesure,
quelques divisions qu’on fasse

, il restera

toujours une fraction de l’unité : il ne sera
donc pas possible d’arriver à une division
sans îeste

,
et par conséquent la fraction

continue ne se terminera point.

Gomme l’expression des quantités sour-
des en parties décimales se complique
d’autant plus qu’on veut approcher davan-
tage

, on subtitue aux décimales, des frac-
tions continues qui donnent, en expressions
plus simples

, des valeurs équivalentes
,

à peu de choses près. Par exemple, à
3,i4i5g26535, on substituera JL1 4

1

5

lOOOOCOOOOO

7 +
i5 -f 1

1
-f- T

2Ç2 -f t

i etc.

.

1)3118 cette expression du rapport de la
circonférence du cercle au diamètre

, ] a
circonfeience est exprimée par onze carac-

24
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tères. Or il faut remarquer qu’en augmen-

tant d’une unité le onzième caractère, nous

aurons deux limites , 5 et 6 ,
entre lesquelles

doit se trouver la valeur la plus approchée

de ce rapport. Pour ne pas sortir de ces

limites ,
il ne suffira donc pas de faire le

calcul sur la fraction dont le dernier ca-

ractère est 5 ,
il le faudra faire encore sur

cette même fraction ,
lorsque le dernier

caractère aura été augmenté d’une unité.

Si ,
croyant abréger ,

on se bornoit aux frac-

tions
3 t 4 1 5 9 3 1 4 1 6 o

j o o o o o z 00000 ,
les quotiens de la

première seroient 3 ,
r
j-) 1 b , 1 ,

et ceux de la

seconde 3,7, 16 :1e troisième quot ient seroit

donc incertain, et l’on ne sauroit lequel

prendre. Si l’on veut donc qu’une fraction

continue ait plus de trois termes, il faut

adopter pour la circonférence une expres-

sion qui ait plus de six caractères. Ludolpk

en a donné une de trente-cinq, que nous ne

calculerons pas. Observons plutôt, dune

manière générale
,
les propriétés des frac-

tions continues.

X,a fraction continue n~a + 7 + T

C -f IT - 11011$
U
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a donné quatre valeurs approchées dont
les expressions, réduites en fractions ordi-
naires

, deviennent :

I°»= Il0 /Z= £-£*. Ufo ^aè + Ijc + a .l

1 b bc
-f~ i

rv° n =: C r^_+_v; c-f.«)^+ 0 ^ + ri

(bc + i.jd + b
~ *

Lorsque vous considérez combien ces
expressions se compliquent, vous sentez la
nécessité de les simplifier. Or toute suite

,

dont les termes se forment par une même
loi, peut être représentée par A, B, C, D, etc.
Les quatre approximations précédentes se-

ront donc £, £, et par conséquent
nous ferons :

A == a et A'= i : d’où — — t
A i

B = b A -fi i et B'—

b

d’où JL~ 1 i

jy
_ *

C = cB -f AetC'^r cB' -fi A' •

d’où £ - rab +Ul±^
^

C bç
fi i

D = dC -f B et D' : d C' -fi B' •

^ °U
U' ± Cab + T ^ c + « ) i fi «A + i

f
~ *

Le^ quatre termes ~

.

£ £ D
.

‘

.

.A' ’ jy ’ c ’ d7 ’ ay ant
ete détermines

, d’autres se détermineront
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cle lamême manière. On fera, par exemple :

E = el) + G et E' == eD’ + G'

F =/E + D et F' =JE' + D'.

Si n a l’unité pour mesure
,
cette suite

aura nécessairement un dernier terme ^7 :

au contraire elle aura toujours une fraction

pour reste, et par conséquent elle pourra

être continue sans fin, si-/z ne peut pas être

mesurée par l’unité.

Notre fraction continue étant réduite à

des termes aussi simples, il sera plus facile

d’en observer les propriétés. Voyons d’a-

borcl quelle sera l’expression de la diffé-

rence d’un terme à l’autre :

Si nous multiplions en croix le numéra-

teur du premier terme par le dénominateur

du second, et le numérateur du second par

le dénominateur du premier, nous aurons

les produits AB', A'B, dont la différence

sera A'B-AB'-uA + 1 -ab- 1 ;
et, mul-

tipliant les dénominateurs l’un par l’autre,

AB v

nous aurons les fractions ^7, — ,
réduites a.

la meme dénomination—- >

Si nous continuons de la même manière,.
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lions trouverons B' C -B C'=AB'-BA':=:- 1

.

DC'— CD'= BC'— ÇB' 3=i, etED'—
DE'= CD'~D C'=- i. Nous avons donc :

B A' — AB'= i

.C B' — B C'=— i

DG'— CI)'— i

ED'-DE'= -I
• * « • . • »

,

•

Les différences qui sont en -f i et— i

,

démontrent que les fractious — , — , —etc

sont réduites à leurs moindres termes :

car si C et C', par exemple, avoient un com-
mun diviseur, autre que l’unité, CB'-BC'
seroit aussi divisible par ce même diviseur.

Mais cela ne se peut, parce que C'B-BC'=
- 1. Nous aurons donc :

A' B — AB'
A' B'

B' C — BC'

_ B
B7

C

A
_

Â7—
B

I

A'B'

I

B' C' C' B' CB'
CD — CD' D C I

CD' D' C' D'
C'

D'E-^DE'
D'E'

E D I

E' D' E'D'
9

^ C' > B' etc., comme B > A,
^ e ^c * Les dénominateurs croissent donc
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d’un terme à l’autre; le numérateur I, étant

toujours le même, chaque fraction qui suit

est une valeur plus approchée que la frac-

tion qui précède. Mais elles sont alternati-

vement en plus et en moins
,
parce qu’elles

sont alternativement au-dessous et au-dessus

de la vraie valeur de n .

4 + A/

n = a -f-
d donne

.

p
ap

-f-
I Ap 4- i

n
’

P A p
/

n — a \ b

- donne

.
C“b + + a B<7-f-A

71 : ;
—

.

bq I B q A'

On trouverait de même n— c ' + B

n

C'r4B'

Dj -j- C

D'j 4-G"

A I

jr + 777
démontre que la valeur

71 e ^c *

approchée ~ est au-dessous de n ; et qu’il

s’en faut de A- qu’elle ne soit la même.A p
1

B
Quant à —

,
pour connoître si rnffo

pression est au-dessus ou au-dessous de la

quantité n > et de combien elle en appro-

che
,

il est évident qu’il faut chercher la



il E S CALCULS.' 37S

différence qui est entre n et cette fraction,

en prenant
,
pour la valeur de 71, l’expression

que nous venons de trouver^ ^ A/ . Nous

ferons donc :

B _B q -f A B
__

B'Bi/
-f-
AB'—B'Bi/—B A»

11 B'“B> +A~B'~ B ( B'?
-J- A'

J

A B7— B V= =————r—
;
mais nous savons que AB'

±> (
±> <j -J-

A J
' A

BA'= 1 : donc n - gr-'-g,
( ^ q + •

La valeur approchée est donc au-des-

sus de n : elle la surpasse de la quantité

1 •

h C&'q + A'

j

• •'

On trouvera de la même manièreCl c
n— — -+-

ë
~
7c> 4- b 7

j
’ c7 est au' clessolls

de la valeur de n; et n =g-- .

f
-- où

^ est au-dessus. Vous voyez qu’on n’auroit

plus besoin de calcul
,
pour évaluer les

termes suivans. Il est donc démontré que
A B C D
~K<' n > ~Q < n 3 fÿ> n, et cette

alternative aura lieu dans toute la suite.

Il est démontré encore que la différence

entre les fractions est aussi petite qu’elle

puisse l’être
, et que par conséquent il



\
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ne sera pas possible d'insérer entre deu*
fractions consécutives une fraction dont
le dénominateur tombe entre ceux de

ces deux fractions. Car
, si ^ étoit cette

fraction qu’on supposerait, par exemple,

entre —, et le dénominateur N étant

entre G' et D', il faudrait que la différence

entre -^7 et fût plus petite que la difîe-

C D
rence entre ^ et —,

;
mais la première de

ces différences est exprimée par 3

— — ,
et la seconde 1 est par ——

DC' CD r
I

*==.

—

crbr
' ~=

lÿlÿ >
or numéi’ateur

MG'

—

NC étant, par sa nature, un

nombre entier, ne peut être moindre que

l’unité, et le dénominateur C'N est nécessai-

rement moindre que le dénominateur C f D',

puisque N est moindre que D 7 par l’hypo-

thèse. Donc il est impossible que la première

différence soit moindre que la seconde.

Les fractions ^ etc. ,
étant

alternativement trop petites et trop grandes,

çlen nempêche d’en former les deux suites.
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"B' ’ D' ’ "]p J GIC.
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Dans la première
,
les fractions

, toutes
plus petites que n , iront en augmentant
vers cette quantité : dans la seconde

, toutes
plus grandes, elles s’en approcheront en
diminuant.

En les traitant l’une et l’autre, comme
nous avons fait on trouvera pour

la première :

CA c

C7" X A'"C' ’

E_ C e

E' C7
E' C' ’

Et pour la seconde :

J3
D d

tb>' Dr Xd7 »

D F f
D' X dX7

" '

Si les numérateurs c, d, e, f, étoient
égaux à l’unité, on appliqueroit ici le rai-

sonnement que nous avons fait, et on prou-
veioit qu il est impossible d’insérer une
fraction entre deux fractions consécutives
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de Tune ou de l’autre suite : mais, puisque

avant de séparer ces deux suites, chaque

fraction de la seconde étoit entre deux de

la première
, nous sommes fondés à sup-

poser que tous ces numérateurs, ou plu-

sieurs au moins, sont composés de plusieurs

unités. Or dans ce cas^lest évident que

les fractions intermédiaires auront lieu. Si

c — 4, on en pourra insérer trois; 4» si

c— 5; 5, si c —6 : en un mot, un nombre

égal à c — 1

.

Si, après avoir inséré toutes les fractions

Al C CE
possibles entre ^7 et entre et -g ,

etc.

,

on veut avoir la différence entre deux frac-

tions consécutives, on la trouvera en pro-

cédant comme nous avons déjà fait
;
et à

l’unité
,
qui sera le numérateur de chacune,

on jugera qu’il ne sera plus possible d in-

sérer aucune fraction intermédiaire.

Dans cette suite, qui est toujours au-

dessous de la quantité 11

,

on remarquera

que chaque fraction intermédiaire appro-

che plus de cette quantité que la fraction

2L et 011 le démontrera, si l’on prend la

.B'
’
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différence entre — et chaque fraction in-

termédiaire.

On fera sur la seconde suite i etc:

qui est toujours au-dessus de la quantité n,
des calculs semblables à ceux qu’on aura
faits sur la première, et on lui trouvera
les mêmes propriétés.

Aucune de ces suites ne sera terminée;
si n est fine incommensurable : car cette

quantité n ayant pas l’unité pour mesure,
c est une conséquence que les divisions

,

quel qu en soit le nombre
, donnent cha-

cune un entier plus une fraction
, et qu’elles

puissent être continuées sans fin.

Si n est commensurable
, si elle peut être

mesurée exactement par l’unité
, l’une des

deux suites sera nécessairement terminée :

mais il faut remarquer que l’autre ne pourra
pas 1 être. Car

, dans la supposition que la
suite des fractions plus grandes se termine,

par exemple,- a —
, la suite des fractions

plus petites, arrivée à ~
, ne pourra être

continuée
,
qu’en insérant entre et— dP .

C/ jb/
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fractions intermédiaires, qui approcheront

continuellement de ^7, et qui n’y arrive-

ront jamais : mais faisons une application

de çette théorie.

Suivant les observations de l'abbé de la

Caille, la différence de l’année commune à

Fannée tropique ou solaire
,
est de 5

h
48 ' 49".

On juge donc que le commencement de

l’une 11e pourra répondre exactement au

commencement de l’autre, que lorsqu’après

un certain nombre d’années communes ,

on intercalera un certain nombre de jours.

Si la différence de ces deux sortes d’années

étoit exactement de six heures ,
on trouve-

roit le rapport de six heures à vingt-quatre

dans la fraction ^ = 4, et on sauroit

qu’on doit intercaler un jour dans quatre

• ^ 1 2 -ih

ans : mais ce rapport étant de—^7—7, on

juge qu’il ne peut être exprimé que par

une grande fraction : en effet cette fraction

est ±i±i|. C’est-à-dire, qu’après 86400

années communes
,

il faudrait intercaler 1

20929 jours.

Pendant fout cet intervalle, le calendrier

serait dans un gr.and désordre. Il s’agit donc
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d’exprimer ce rapport d’une manière plus
simple, afin que les intercalations rappro-
chent

, à peu de chose près
,
et le plus sou-

vent qu il est possible, le commencement
de l’année commune du commencement
de 1 année tropique. Il suffit pour cela de ré-

duire en fraction continue la fraction —
2 O 9 a 9

20929

izn

i5

Cette division se fait sans reste, parce
que la quantité est commensurable. La
suite des fractions aura donc un dernier
terme-, et j’écris cette suite en plaçant

,

au - dessous de chaque fraction
, le quo-'
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tient que chaque division m’a donné :

a bcdefghv
A' ’ B7 ’ "g7

’ D” F/’ "f
7 ’ g7

’ ËF ’ V'

4, 7, i
,
3

,
I, 16, I

,
I

,
i 5

2. UL ÜJL 1 2 1 g 1 2 o 7 4 i8fi5 5 5 6 9 8 g 4 o o .

7 ? 8 ^ 3i^ 3 9 î 6 5 5 J 694^1349^*09*9"

Maintenant
,
poW trouver les fractions

arithmétiques
,

il suffira de se rappeler

comment les termes —,.^7 etc., se déter-

minent. Cherchons d’abord les numé-

rateurs.

A = a = 4 : c’est-à-dire, que 4 est le

numérateur de la première fraction.

B = b A + I : le numérateur de la se-

conde est égal au produit du second quo-

tient par le numérateur de la première

plus l’unité.

B = 7 . 4 + I = 2 9*

C — cB + A : Le numérateur de la

troisième est égal au produit du troisième

quotient par le numérateur de la seconde

plus le numérateur de la première.

C= 1. 29 -{- 4= 33 .

On trouvera donc le numérateur de la

quatrième en multipliant le quatrième
.

quotient par le numérateur de la troisième,
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tet en ajoutant au produit le numérateur
de la seconde. D =± 3. 33 -f- 2g = 128.
On trouvera le numérateur de la cin-

quième en multipliant le cinquième quo-
tient par le numérateur de la quatrième,
et en ajoutant au produit le numérateur
de la troisième

, et ainsi de suite. Dès que
tous connoissez la loi suivant laquelle se
forment ces numérateurs

, il vous est facile
de les trouver. Venons aux dénominateurs.= 1 ’ L'unité est donc le dénomina-
teur de la première fraction.

B/ ~ h = 7 * le dénominateur de I3
seconde est le second quotient.

C/
77.

° ^ : le dénominateur de
la troisième est le produit du troisième
quotient par le dénominateur de la seconde,
plus le dénominateur de la première.

G' = 1. 7 + 1 = 8.
D' = dC + B' : le dénominateur de

la quatrième est le produit du quatrième
quotient par le dénominateur de la troi-
sieme^plus le dénominateur delà seconde.

3.8 + 7 = 3i. yous trouverez
facilement tous .les autres dénominateurs

,car vous voyez qu’ils suivent, dans, leur
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formation

,
la même loi que les numéra-

teürs.

Puisque d’un terme à l’autre cette suite

approche toujours de la quantité proposée

que vous savez être commensurable, vous

ne devez pas être étonné qu’elle la repro-

duise dans le dernier. Vous jugez aussi

qu’elle ne la reproduirait pas, si la quantité

étoit incommensurable; parce qu’elle en

approcherait toujours
, sans pouvoir être

jamais terminée.

D’après la fractions ~ l’intercalation la

plus simple est d’un jour dans quatre an-

nées communes. Plus exacte d’après ~ et

elle serait de 7 sur 29, et de 8 sur 33.

Cependant, comme ces intercalations sont

alternativement plus grandes et plus petites'

que t§vît *
011 voit que l’intercalation d’un

jour sur quatre années est trop forte, celle
'

de 7 sur 29 trop foible, celle de 8 sur 33 trop

forte
,
et ainsi de suite. Cependant chacune

de ces intercalations sera toujours la plus

exacte dans le même espace de temps.

Mais nous pouvons ici, comme dans la

formule générale, distinguer deux suites,

l’une formée des fractions trop petites *
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1 autre formée des fractions trop grandes

;

et, par ce moyen, nous trouverons de nou-
velles approximations, puisque nous pour-
rons insérer des intermédiaires dans cha-
cune des deux suites. Écrivons-les.

Fractions croissantes

.

1 i i i5
± 3

_
3
_ 2 6_2 2 8 6 5 8 6 4 oo.

1 85 3 ÿ 5 694 9 2 ô 9 2 9
•

Fractions décroissantes.

7 3 16 !

-L£. 1 2 8. 2 ° 7 4 5 5 6 9
7 ’ 3 1 5 6555 "1349 *

. f
a Premièl

'e suite se termine à k quan-

‘f ProPoséo qu’aie reproduit : la seconde
n J peut arriver, parce qu’elle ne sauroit
avoir un dernier terme.

Au quotient 1, qui est au-dessus des
tractions seconde, troisième et quatrième

„

laP“e Suite
> on iuge qu’il n’est pas

possible d insérer entr’elles aucune fraction
intermédiaire

: mais le nombre i5, qui est
m-dessus de k cinquième, fait voir qu’entre

e et 1a precedente on en peut insérer 14.

25
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La seconde suite pourroit avoir 6 frac-

tions avant la première, 2 entre la première

et la seconde, et i5 entre la seconde et la

troisième : mais en voilà assez pour 1 objet

que je me propose. C’est dans M. de la

Grange qu’il faut étudier la théorie des

fractions continues et leur usage. Aussi

est-ce la source où j’ai puisé.
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CHAPITRE XII L

De Ici formation des puissances , et

de l’extraction des racines dans
le dialecte des lettres , lorsque les

quantités sont d’un seul terme *

Un E méthode plus parfaite, je lié saurais

trop le faire remarquer, n’est qu’une langue
plus simple, substituée à une langue plus

compliquée. Une pareille langue, en nous
apprenant à dire avec précision ce que nous
savons,'nous apprend plus encore : elle fait

voir, dans ce qu on sait, ce qu’on parois-

soit ignorer avant de la parler
,
et il semble

quelle conduise à des découvertes, moins
parce quelle apprend quelque chose de
nouveau

,
que parce qu’elle apprend à dire

ce qu on ne savoit pas dire auparavant*
Par exemple, en matière de goût, combien
de choses que nous ne paraissons ignorer,
que paice que nous manquons d’expres-
sions pour les rendre ? Cependant nous ne
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les ignorons pas absolument, puisque nou3

les sentons. Le plus difficile n’est donc pas

toujours d’apprendre les choses
, souvent

c’est plutôt d’en parler; et les plus grands

mathématiciens n’ont d’autre avantage.

,

que de savoir la langue la plus simple, et

par cette raison la plus exacte. Vous venez

de voir, dans le chapitre précédent, jusqu’où

la simplicité des expressions nous a con-

duits; et, si vous éludiez les fractions con-

tinues dans M. de la Grange, cette simpli-

cité vous mènera bien plus loin. On ne sera

donc pas étonné que je traite d'abord de la

formation des puissances et de l’extraction

des racines dans le dialectes des lettres :

puisqu’il est plus simple, il nous en fera

parler avec plus de facilité, et il nous

apprendra comment nous en devons parler

dans le dialecte des chiffres.

à1
y a2

y a? y a4 cl".

Voilà une progression dont je ne connoîs

pas le nombre des termes; et, par cette

raison, je donne au dernier, pour exposant,

le signe général il

,

qui peut être dit do

tout nombre.

Ces premières expressions étant trouvées,
- ?

.

...

Ml
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1 analogie

,
qui nous en donnera d’autres

,

nous apprendra bientôt à dire ce que nous
11e savons pas dire encore, et nous nous
instruirons d après ce que nous savons.

En observant la progression precedente,
\ ous voyez que la quantité a est élevée à sa
seconde puissance

,
quand on double son

exposant
;
à sa troisième, quand on le triple;

à sa quatrième, quand on le quadruple;
à sa. puissance n y quand on le prend autant
de fois qu’il y a d’unités dans n. En géné-
ral, élever une quantité à une puissance,,
c est multiplier son exposant par le nombre
qui indique la puissance même. La cin-

quième de a 2 est a
2 ' 5 — a

10
.

Or 1 extraction des racines est l’inverse
de 1 élévation aux puissances

, comme divi-
ser est l’inverse de multiplier. On aura
donc la racine seconde d’une quantité, en
divisant son exposant par 2

;
la racine troi-

sième, en le divisant par 3; la racine qua-
trième, en le divisant par 4, etc. Par con-
séquent à l’expression a\ racine quatrième

de <z4, je puis substituer a i
;
à a\ racine

troisième de a9
,
je puis substituer «f

;
et à
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<z
2

,
racine seconde de a4

,
je puis substituer

«

4

ÇL 2 •

Ces exposans fractionnaires se nomment

encorefractions exponentielles. Mais nous

n’avons pas besoin de cette dernière déno-

mination ,
et nous la rejetterons d’autant

plus volontiers qu’elle n’est pas française.

Les grammairiens disent qu’il n’y a pas deux

mots parfaitement synonymes. Ce n’est

pas qu’ils soient sûrs de cette observation
;

mais ils la supposent vraie, parce qu’elle

devroit l’être, parce que les langues vul-

gaires, auxquelles la nature a la plus grande

part, semblent ne devoir adopter que les

mots dont nous avons besoin. Il n’en est

pas de même des langues des sciences, que

chaque philosophe veut faire à sa maniéré,

elles sont souvent des jargons
,
et il faut

commencer par les debarrasser de tous

leurs mots inutiles, au hasard d en paraître

moins savant.

Eu nous apprenant a dire d une nom elle

manière ce que nous savions déjà diie

d’une autre ,
les exposans fractionnaires

uous apprennent des choses qui ne nous

éipienl iuçonnuçs, que parce que nous n eu
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connoissions pas le langage; nous n aurions

su que répondre ,
si on nous eut demande

quelle est la racine carrée ou cube de a, ou

ce que signifient cl * 1
cl * • actuellement

l’analogie nous fait voir que, comme a~r
1

est la racine carrée de a % de même a~

est la racine carrée de a

,

et à 3 en est la

1 _i £ . £
racine cube. En effet, a * X cl 2 =#* *

= a
L
* =û,etflï X î

+ h = a f '= a . C’est ainsi qu’en passant

'd’expressions qui semblent ne rien appren-

dre
,
en expressions qui semblent 11e rien

apprendre
,
nous apprenons neanmoins à

parler, et nous nous confirmons que l’étude

des mathématiques n’est autre chose que

l’étude d’une langue.

Si une puissance avoit pour exposant un

signe général et indéterminé, tel que n ,

et qu’on nous proposât d’élever une pareille

quantité à d’autres puissances
,
ou d’en ex-

traire différentes racines, nous saurions de

l’analogie comment nous devons opérer,

puisque nous n’aurions qu’à faire sur ces

exposans ce que nous avons fait sur les
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autres. Le carre de a" sera donc a n + n oit

a 2n
, et le cube a n + » +» ou a * n

, etc. l.a

JL n
îacme carree sera a 2 .la racine cube cl 6

,

rt

la racine quatrième a 4
, etc.

Les racines sont de même ordre ou d'or-

die diffèrent. Si elles sont toutes de même
ordre, c’est-à-dire, si elles sont toutes, par
exemple, carrées ou cubes, elles ont toutes

le même dénominateur à leurs exposans
fractionnaires : car tous ceux qui expriment
des racines carrées ont z pour dénomina-
teur

, et ceux qui expriment des racines

cubes ont 3, etc. On juge donc qu’en pareil

cas, pour faire la multiplication des deux:

racines, il faut ajouter numérateur à nu-

mérateur; et, pour en faire la division, il

faut soustraire le numérateur d’un expo-

sant, du numérateur de l’autre. Ainsi

- - 2 ix
# ~ X cl

1= a 2 2 == a 2= a • et a 2
: a x

zi z_j
ou — a 2 2 =z a — J — i.

Si les racines sont d’ordres différens, les

unes, par exemple
, des racines carrées

,
les

autres des racines cubes
;
on jugera

,
d’apres
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Ce que nous avons dit sur les fractions

,
qu’il

faut ramener les exposans au même dénomi-
nateur : on multipliera donc les deux termes
du premier par le dénominateur du second

,

et les deux termes du second par le dénomi-

nateur du premier. Alors àc 2
et à a 3

qu'on voudra multiplier ou diviser l’un par
3 2

l’autre, on substituera a 6
et a ?

: la mul-

tiplication donnera donc a
6+^~ a 6

efe

^
... ~ .f ?

la division donnera a 6 6 — a
Maintenant

, si nous voulons élever de
pareilles quantités à une puissance quel-
conque, ou si, les considérant comme puis-
sances

, nous en voulons extraire les raci-
nes, nous savons ce que nous devons faire.
Dans le premier cas

, nous multiplierons
exposant par celui de la puissance; dans

le second
, nous le diviserons par celui de

X

la racine. Ainsi a 6
aura pour carré a 6~a 3

produit qui est le même que celui d<
L 1 I I 2
i_ i

a 6 X a ® a a<5 -—a .De même
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X a 12 =za 12 i:i =a 12 =a 6
.

Faut-il remarquer que la réduction au

même dénominateur n’est necessaire
,
que

lorsque les quantités sont désignées-par les

mêmes lettres ? On jugera sans doute que le

i 2 L -

produit de a % par — b 3 est — a ~ b 3
. Il est

3 4

vrai qu’en substituant— a 6 b
3

,
on dii oit

la même chose
5
mais on n a pas besoin de

faire cette substitution. Quant au quotient

que donneraient de pareilles quantités di-

visées l’une par l’autre, on ne pourrait que

1 — —

l’indiquer ;
en écrivant -a* ou - a 2

: : b .

j
Quoique les exposans fractionnair es

soient d’une grande utilité, ils ne sont pas

toujours nécessaires, et souvent on se con-

tente d’indiquer les racines par la lettre r,

dont on a fait y/, qu’on nomme le signe

radical Cette expression étant plus sim-

ple, on la préfère toutes les fois quelle:
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.suffit, parce que l’élégance de l’algèbre

consiste à ne pas embarrasser le calcul de

résultats inutiles.

Au-dessus du signe radical on écrit l’ex-

posant de la puissance dont on veut indi-

quer la racine. 2 est l’exposant du carré,
2

et |/ indique une racine carrée : mais ,

parce que ce chiffre peut être sous-entendu,

on est dans l’usage de le supprimer, et on
3

écrit \/a . j/ indique une racine cube ,

4 i
V une racine quatrième

, etc. \/a et a 2
,

3 1
ya et a 3 sont donc des expressions iden-
tiques qui ont chacune leur usage.

Les quantités qui sont sous le radical

s’additionnent, se soustraient, se multi-
plient et se divisent de la même manière
que les autres : on conçoit que le radical

n y peut rien changer. Pour l’addition
,

par exemple
, Ka+|/a= 2 /a, va—

V a= o, Pour la soustraction.

4— K 2 + 2^3— 3|/5+4 v6
1 + 2

1

/ 2— 2/3— 5 v 5 + 6 v 6

Reste. 3— 3 v z 4- 4^3 + 2 v 5—- 2 v Q
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Pour la multiplication et pour la di-»

vision.

Va va — v aa=.a,v a v b—V ab,

\/a= [/'-=: i,Va— Vtï et avec des cliif-—
7
- r a 77

* b 7

{/a y b

fres v 3 V 2--V 16=4, 1/ 181/2=1/ 36= 6 ,

0V^_= y/ -= 1/4= 2, V718— 1/ Q
y/*

3
v/*

K ^

= 3 , ŸJ1 = = 1/4= 2. Ou encore
y/3

3

2 = V/4 r=z (/- = 1/ 2 ,
3 -

—

y// y/a
a

y/3

1/ 6.4= 2 y/ 6 .

73

1/ 24 =

Mais il faut remarquer que, lorsque le

signe radical ne permet pas d’effectuer les

opérations, on lui substitue les exposans
s 3

fractionnaires. Par exemple
, v a v a n’est

que le produit indiqué de la multiplication
3 V-

de i/ a par 1/ a. Pour effectuer cette multi-

plication, autant qu’elle peut l’être en al-

gèbre, il faudrait substituer les exposans

1 1

fractionnaires a 2
et a 3

, les réduire au mê-

me dénominateur et les ajouter l’unà l’autre.
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Le signq radical se met sur-tout devant

les quantités que nous avons nommées irra-

tionnelles
, incommensurables , sourdes; et

ce signe leur a fait donner une nouvelle

dénomination, celle de quantités radi-

cales. Voilà quatre synonymes qui ne de-
vraient pas être employés indifféremment,
puisque ce sont differentes vues de l’esprit,

qui en ont introduit l’usage. Lorsque le

rapport d’une quantité avec l’unité est tel

que nous pouvons le déterminer exacte-
ment, nous disons qu’elle est rationnelle

;

et, lorsque nous ne pouvons pas le déter-
miner exactement

?
nous disons quelle est

irrationnelle : si une quantité est mesurée
exactement par l'unité, elle est commen-
surable; et elle est incommensurable, si
elle n’est pas mesurée exactement. Enfin,
quand nous n’avons pas pour une quantité
une expression exacte

, nous la nommons
sourde

,
parce qu’alors elle échappe comme

un bruit sourd qu’on distingue mal.
Une quantité sourde, est donc propre^

ment une quantité inassignable, c’est-à-
dire, une quantité qu’on ne peut exprimer
exactement par aucun signe. Ainsi assi^
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gnable, ou quantité qu’on peut exprimer

exactement par un signe
,
sera l’opposé de

quantité iiiassignable ou sourde, comme

rationnelle est l’opposé d’irrationnelle ,

commensurable d’incommensurable.

La dénomination de quantité sourde ,

appartient, ce me semble, plus particu-

lièrement aux quantités qui sont sous le

radical; et celle de quantité radicale
,
qui

en est le synonyme ,
n’en diffère

,
que parce

que nous sommes portés à lui donner plus

d’étendue. Car, quoiqu’à proprement par-

ler, quantité radicale et quantité sourde

soient la même chose., cependant nous

nommons
,
par extension

,
quantités radi-

cales toutes celles qui sont sous le radical.

Par exemple
, \/5oa* est une quantité radi-

cale, qui comprend une quantité sourde ou

inassignable ,
et une quantité assignable.

Car 5o est le produit de 25 par 2
,
et 25 est le

carré de 5 : doncK 5oæ2=5<zk 2
,
où vous

voyez que-5(Z estunequantilé assignable ,
et

que 1/2 est une quantité inassignable ou

sourde. Remarquons encore que, pour abré-

ger, au lieu de dire, quantité radicale, om



dit un radical , multiplier, diviser des

radicaux.

Il est très - essentiel de savoir décom-
poser les radicaux, parce qu’il est néces-

saire de démêler -

dans une quantité ce

qu’elle a d’assignable et ce qu’elle a d’inas-

signable : mais cette décomposition s’ap-

prendra facilement : elle ne demande qu’un

peu d’exercice, et il ne faut pas un grand
effort d imagination, pour juger comment
elle doit se faire. Supposons qu’on vous
propose de décomposer k 48aabc, afin de
ne laisser sous le signe que la quantité
sourde : vous remarquerez d’abord que
K 4$aabc =z \/aa 486c . Or k aa =z a :

donc 1/48aabc = a \//fôbc. Vous remar-
querez ensuite que 48 contient les carrés

4 •> 9 ’
* 6

,
2, 5

, 36 ;
et que ce nombre peut

être décomposé, s’il a pour facteurs quel-
ques-uns de ces carrés

;
or 4 X 1 2= 48

.

2
,

racine carrée de 4, peut donc être mis de-
vant le signe, et par conséquent c lx'48^'
== 2 a \/ i 2 bc . Mais nous avons encore

8 X 16 = 48, et 4 est la racine de 16 :

donc a \/48bc =4^ V3 bc . Les autres carrés

n étant pas des facteurs de 48 , vous voyez
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que 3Z>cest la quantité sourde qui doit

rester sous le signe radical. Si vous vou-

liez faire repasser 4 a sous le signe, vous

élèveriez cette quantité au carré, et vous

auriez \/

\

6aa .8hc = t/48aabc . Des exem-

ples plus simples pourroient rendre cette

décomposition plus familière
,
et voici les

plus simples.

|/8 e/Î4=2|/2 [/24-\Zë74~ 2 [/6

1/12=1/574=2 1/3 1/32 = 1/2.16=41/3

i8=i/~9 =3 1/2 ]/75 =1/37^= 5 v/3

Nous aurons occasion de nous exercer à

Ces sortes de décompositions
,
lorsque nous

traiterons des équations du second degré,

et c’est assez pour le présent de connoitre

comment elles se font. Je préviendrai seu-

lement que les quantités radicales ne sont

quelquefois sourdes qu’en apparence, par

exemple, \ZLj-=

Il y a une observation à faire sur le$

puissances et sur les racines ,
ou plutôt il

faut nous rappeler une chose que nous sa-

vons, et, en observant ce qu'elle renferme,

en remarquer une que nous devrions savoir*
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1

Nous n’ignorons pas que aa peut avoir

également pour racines - a et -f a
, car- a

X - a= aa, comme + a X + n— aa

m

Nous n’ignorons pas non plus que si a
est la racine de aa

, le cube sera a 3
,

puisqu’il sera le produit de — a par + a2
;

que la quatrième puissance, produit de
a~ pai a , sera -f- #4; que la cin-

quième, produit de + <z4 par — a> sera— a 5
,
et ainsi de suite

;
en sorte que les

puissances seront alternativement en plus
et en moins:

Nous savons tout cela : nous savons donc
encore, ce qui est la même chose en d’au-
tres termes, que toutes les fois que la pre-
mière puissance est en moins, la seconde,
la quatrième, la sixième

,
en un mot, toutes

les puissances paires sont en plus; et, qu’au
contraire, toutes les puissances impaires
sont en moins.

.

Donc le si§ne devant une puissance
impaire

, est une preuve que la première est
en moins; et -f , devant une pareille puis-
sance, est une preuve que la première est
en plus. Donc + , devant une puissance
paire, ne détermine pas si la première esten

26
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plus ou en moins; et, parce qu’alors la ra-

cine peut être double, on l’indique par i 1/ .

Toute puissance paire étant nécessaire-

ment en plus
,
une quantité en moins ne

saurait être un carré
,
ni aucune puissance

d’un degré pair; et par conséquent v/—aa
,

Y -4, Y -a*, — 16 etc.
,
ne sont pas des

racines carrées ou des racines quatrièmes :

cependant 011 croit voir dans ces expres-

sions des quantités qu’on nomme imagi-

naires ; et on croit avoir une idée de ces

prétendues quantités
,
parce qu’un signe

paraît supposer, une idée. Qu’est-ce donc

qu’une chose qui implique contradiction?

Si elle 11’est rien
,
l’unique idée qu’on puisse

en avoir, c’est qu’elle n’est rien; la déno-

mination de quantités imaginaires a été

mal choisie
;

il falloit dire expressions

imaginaires ;
expressions

,
parce quelles

ressemblent aux expressions qui signifient

quelque chose; et imaginaires, parce que

dans le vrai elles 11e signifient rien. Ce

ne sont des expressions qu’improprement

et par extension. Il y a donc, jusques dans

l’algèbre, des expressions qui ne signifient

lieu : elles s’y trouvent nécessairement, et
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par conséquent il ne faut pas s'étonner, si*

dans I ou les les langues, il y a un grand
nombre d’expressions imaginaires, qu’on

prend pour autant de quantités.

Quelquefois les conditions d’un problème

donnent pour dernier résultat des exprès*

sions imaginaires, des expressions qui im-

pliquent contradiction; et alors on peut être

assuré qu’elles sont absurdes
,
et que la so^

lution est impossible.

D’autres fois le calcul fait passer pâr des

expressions imaginaires, qui s'évanouissent

aussitôt
;
et il conduit, par ce moyen, à des

résultats réels : c’est ce que nous explique*
' rons plus particulièrement. Pour le présent

il suffit de remarquer que le calcul ées
expressions imaginaires se fait par analo-
gie, de la même manière que celui des
expressions réelles, comme dans nos lan-
gues vulgaires, les mots qui ne signifient
rien

,
se construisent d’après les mêmes

règles que ceux qui signifient quelque
cli ose. Par exemple, va va = a

, de
même (/_ a a = — a. Ou encore
^ ? 1/ a=

—

a y de même + |/I_ a
^ P — a — (

— û ) =; + a: car—
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(
— a

)
est une soustraction à soustraire.

Ce que j’ai exposé dans ce chapitre

,

comme dans les autres, est de la plus

grande simplicité : mais, parce que vous

entendez ce que je vous dis, ne croyez pas

le savoir. Vous n’avez pas appris votre

langue en un jour, vous n’apprendrez pas

l’algèbre en une lecture. Ce dialecte de-

mande une précision
,
qui vous est peut-

être bien étrangère, et c’est-là ce qui en

fait pour vous toute la difficulté.

|

»

4
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CHAPITRE XIV.

De la formation des puissances et

de Vextraction des racines
,
lors-

que les quantités algébriques sont
de plusieurs termes.

(a + by est un carre indiqué dont le

développement (

a

+ b
) (<z + b) = aa

+ zab 4- bb

,

renferme le carré aa du
premier terme

,
le double de ce terme

multiplié par le second, 2a b

,

et le carré

du second bb. Ce carré développé est une
expression ou formule générale

,
qui nous

réglera jusques dans les opérations les plus

compliquées.
,

*

Puisque nous savons multiplier, il n’y a
point de puissance à laquelle nous ne sa-

chions elever une quantité de plusieurs

termes
;
nous n’avons donc besoin d’obser-

ver la formation des puissances, que pour
apprendre à retrouver les racines. Pour les

défaire, il faut avoir remarqué comment
elles se font, et nous pouvons commencer
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par défaire le carre' a 2 + 2 a b -f- b*

aa + 2a<6 + bb a + b

~-^aci— 2ab — bb 2 a Diviseur.000
a est la racine de aa

' ;
et, ayant sous-

trait an de aa y il reste 2 ab -\-bb~(2a -f b)b.

C'est-à-dire, que ce reste se décompose en

deux facteurs dont l’un est b et 1 au ire

2 a -f- b. Donc en divisant par 1 un des

deux
,
j’aurai l’autre pour quotient. Tl est

vrai que je ne connoisquele premier lerme

du facteur 2 a -f- Z>, mais il est vrai aussi

que je n’ai pas besoin d’en connoifre davan-

tage. En effet ,
en divisant par 2a, je trouve

le second terme de la racine. Je soustrais

donc, le produit de 2a par Z>, celui de b par

b

,

et le carré est défait. Passons à un exem-

ple un peu moins simple, dont la racine

ne nous soit pas entièrement connue.

,
-j- 2al -(- iac-f-Z»

2

-f zlc -f o‘ a b c

2 a Première division.

p -fsab+ zap+ b’ -\-2bc-\-c* za + zb. $e, division,

v-rZab

—

b
3

O -f zao o -f aÆc-fc*

’ioo —zbc—c*

P P
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En opérant comme nous venons de faire,

nous retrouverons, pour les deux i
ers termes

de la racine, les deux que nous avons déjà

trouvés. Or si nous remarquons que, dans

le premier exemple
,
b a été multiplié par

2a

,

nous jugerons que
,
dans le second , le

troisième terme, quel qu’il soit, doit l’avoir

été par 2a -f- 2 Ô. Je divise donc par 2 /z+ 2/5,

et cette division m’ayant donné c au quo-

tient
,
je soustrais 2 ac -f 2 /5c -f c 2

, et ce

second carré est encore défait.

Pour s’assurer qu’il devoit l’être, il n’y

a qu’à observer comment il s’est formé.

Multiplions donc a -f b + c par a -f- b -f- c.

a + b -f c

a 4- b -f c

aa -f- ab -f- ac

+ ab -+- bb 4- bc

+ ac + bc -f- c 2

aa + 2ab + bb -f- 2ac + ibc 4- c 2
«

Vous remarquez, dans ce développe-

ment, que, comme le carré d’une quantité

de trois termes renferme le double du pre-

mier multiplié par le second, il renferme
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également le double du premier

,
plus le

double du second multiplié par le troi-

sième
;
et que par conséquent, lorsque vous

avez trouve les deux premiers, la division,

par le double de l’un et de l’autre, doit

vous donner le troisième.

L’analogie nous fera donc juger que ,
si

une racine a quatre termes , cinq
,
six ou

davantage
,
vous trouverez le quatrième en

divisant par le double des trois premiers,

le cinquième en divisant par le double des

quatre préeédens
,
ainsi de suite. En quel-

que nombre que soient les termes, pour

aller de la découverte de l’un à la décou-
, • i

*'
"i

verte de l’autre, vous ne referez jamais que

ce que vous avez fait. Vous devez donc les

savoir retrouver tous.

Si la quantité n’étoit pas un carré, et que

vous ne voulussiez pas vous contenter d’en

indiquer la racine en écrivant, par exem-

ple, ou ( aa + bb)\, vous la

chercheriez par approximation. L’opéra-

tion pourra vous paroître plus difficile

,

cependant il faut remarquer qu’elle est

absolument la même.
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fl
2 ,+ b2

-fl
2

.

**

« +—

ier. B. + Æ2

—b*——,
4a

2e. K.
H
42”

+ —~ 4a 1

2a

+

~ -+- "TT e
'

l<^*
Sa 3 16 a5

3e. Eeste.
4- —

'

8 a*

«8

8a 4 64a-

64 c

La racine de aa étant a

,

je soustrais fl
2

de fl
2

,
et j’ai

,
pour premier reste, + b2 .

Quant au second terme de la racine, la

formule 2 ab me rappelle que je le trou-

verai en divisant ce reste par 2 fl : ce second

terme est donc -1 .

2: a

Je reviens à la formule générale, qui est

faite pour suppléer au défaut de mémoire;

et 2ab + bb
,
me fait voir que je dois re-

trancher le produit de 2 fl par — ,
c’est-à-

dire b2 , et le carré de —
,
c’est-à-dire ,

—;

.

3 2 a 7 4a-1

,

le second reste est donc — ,

4 ^

Je prends
,
pour diviseur de ce reste, le
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double des deux termes trouvés

,
2 a -f-

il.
2a *

ou plutôt, en réduisant 2a + et la di-

vision me donne, pour troisième terme de

la racine
,
- . J’ai toujours sous les yeux

la formule 2a b -f b 2,

,
et je vois que j’ai à

soustraire le produit de—— par 2a + — 3

et le carré de— Or — ~C 2a + — )

—— 4. IL— fl.il. H
8a 3

4 a> 8a< ’
Ct

8a 3 ^ *"
8 a 3

1 8
, M

•— + p—«• Le troisième reste est donc
O 4 Cl

fiô 2 Q

+ ô—i— t—

E

n continuant, la formule
o a* 64 <z

nous feroit trouver une longue suite de

termes
;
nous n’avons de la peine à nous

rendre raison des opérations de cette espèce,

que parce que nous voudrions les expliquer

avec les phrases de nos langues. Les quatre

premiers termes de cette suite sont :

1/ ,
b* 6 *

,

J 6

y a a — b b — CL d —
5

-j —
j .

2a 8a J 16 a 5

Nous avons appris à extraire des racines

carrées, en observant le développement

d’une quantité qui s’élève à la seconde

puissance; en observant le développement

d’une quantité qui s’élève à la troisième,
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nous apprendrons à extraire des racines

cubes. ( a 4- b )
3 = a 3 + 3 a 2 b + 3nÆ 2

+ b 3
: dans celte formule, a s’offre de lui-

même comme premier terme de la racine,

et le second se trouve facilement
,

si on

remarque qu’il est multiplié par trois fois

le carre' du premier; on divisera donc par

3 aa
, et pour s’assurer que la racine est

exactement a 4- b, on n’aura plus qu’à

soustraire 3 aab 4- 3 abb 4- b 3
.

Lorsque nous chercherons les deux termes

de la racine de tout autre cube, nous répé-

terons ce que nous avons fait sur cette for-

mule; parce que, de quelque manière que
ce cube soit exprimé, si nous le comparons
terme à terme avec la formule, nous y trou-

verons toujours a 3 + 3 aab + 3 abb 4- b 3
;

et, si cette racine avoit plus de trois termes,

cette même formule nous les fera trouver

encore
;
comme a 2 4- 2ab 4- b 2

,
nous fait

trouver les racines carrées qui en ont plus

de deux. Il suffira d’observer les cubes ,

comme nous avons observé les carrés, et

de raisonner de la même manière.

Lorsque vous aurez trouvé cette méthode
vous-méme, vous la saurez mieux, que si
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je vous l’expliquois, et vous en comprendrez

mieux tout ce que j’ai dit dans ce chapitre.

Sur-tout elle vous deviendra bien plus fa-

milière, et alors vous pourrez chercher la

racine cube approchée d’une quantité, telle

que æ 3 + l)\ Mais
, si vous voulez trouver

moins de difficulté dans cette recherche,

ayez toujours la formule sous les yeux
,
et

ne vous embarrassez pas dans de longs

discours. Nous voulons toujours parler

notre langue
, et il faudrait ne parler

qu’algèbre.

Quand on aura extrait des racines carrés

et cubes, on saura bientôt extraire des ra-

cines quatrièmes, cinquièmes, etc. 11 ne fau-

dra qu’une formule pour chaque espèce.

Voilà donc de quoi exercer les comrnen-

cans : mais je préviens que nous découvri-

rons des méthodes beaucoup plus simples

pour extraire des racines de tous les degrés.
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CHAPITRE XV.
/

De l extraction des racines avec les

chijfres .

Traiter de l’extraction des racines
avec les chiffres, c’est nous répe'ter dans un
nouveau dialecte : mais il n’en est pas de
ces répétitions comme de tant d’autres. Puis,
que nous n’allons de connoissance en con-
noissance, que parce que nous allons d’iden-
tité en identité

, c’est une nécessité pour
nous de redire, d’une nouvelle manière ce
que nous avons déjà dit; et l’art de raison-
ner ne consiste qu’à savoir changer de
langage, à traduire ce qu’on sait dans ce
qu’on ne sait pas, ou ce qu’on ne sait pas
dans ce qu’on sait.

En algèbre où les termes, séparées par-
les s,gnes + ou-, se distinguent sensible.
ment, il ne faut souvent qu’un peu d’habi-
tude pour découvrir

, au premier coup-
“ œi1 > ‘l

uelle5 soat les parties d’une racine

’
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carrée. Il ne pareil pas d’abord qu’il en soit

de même en arithmétique ,
où elles sem- *

blent se confondre dans un seul terme. Ce*
j

pendant, parce que chaque chiffre à un

rang différent suivant sa valeur, chaque
j

partie d’une racine a aussi une place mar-

quée; et la différence de ces‘rangs fait en

arithmétique
,
quoique d une maniéré moins

sensible, le même effet qu’en algèbre, la

différence des termes. Pay exemple, 144»
'

décomposé en 100 + 4° + 4 ?
es ^ f°r“

.

mule même n 2 + 2ab + b2
. Et vous voyez

|

aussitôt que la racine a deux termes 10

4- 2 = 12.

Cependant il ne faudroit pas, d apres

cet exemple, se hâter de juger que, lors-

qu’en arithmétique la racine â deux chif-

fres
,
le carré n’en a jamais que trois : car

il peut en avoir quatre. Par exemple,

36 X 36= 1296. D’ailleurs il faut remar-

quer que 1296 ne peut pas, comme 144;

se décomposer en trois parties qui corres-

pondent ,
terme pour terme

,
à la formule

a 2 2ab + b2
: mais vous pouvez le dé-

composer en deux, chacune de deux chif-

fres ,
et cette décomposition vous fera trou-*
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vci, dans chaque partie de ce carre, une
des deux de sa racine. E11 effet le plus grand
carré contenu dans 12 est 9 : le plus haut-
chiffre de la racine est donc 3, et il reste
3q 6 — zctb -f bb. Il ne faut donc plus que
diviser 3g par 6= 2a= 2 X 3

,
el vous

trouverez G pour Ië second chiffre de la
racine.

L analogie doit vous faire juger que, si la
racine avoit trois chiffres

,
le carré en au-

roit plus de quatre, c’est-à-dire, cinq ou
peut-être six. Par exemple, 2S6 — 200 +
5 o -g 6. Ainsi :

aa ou 200 X 200 = 40000
bb ou 5 o X 5 o = 2 5oo
ce ou 6 X 6 = 3£

zab ou 400 X 5o = 20000
2
Ï
C °U 4°° X 6 = 2AOO

_

2ÔC 0U X 6 = *00

256 x 266 = 65536

s. vous aviez donc à chercher la racine
* + o + c d un pareil carré, vous le dé-
romposeriez en 60000 + 55oo + 36 e{
ne vous serait pas difficile de juger dans
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quels chiffres doivent se trouver les pro-

duits aa + 2.ab -p bb 4~ 2ac -\- 2 bc 4-ce.

Mais vous pouvez faire cette décomposition

d’une manière plus simple : il vous suffira

d’écrire 6
j

55
|

36
;
et

,
ce nombre étant

partagé en trois tranches ,
vous voyez non

seulement que la racine doit avoir trois
.

chiffres, vous voyez encore où doivent se

trouver les différens produits qui forment

le carré. Soit à extraire la racine 9604:

i

96 1 °4

81

i 5
1
04

i 5 04

98

o

Aux deux tranches de ce nombre, je

juge que le carré a deux chiffres à sa racine;^

je vois encore que, dans la formation de

ce carré, le chiffre des unités a dû pro-

duire des dixaines, et celui des dixaines,

des mille. Je sais donc où prendre tous les

produits que j’ai à défaire. Je n’ai besoin

pour me guider que de la formule (

a

4- b) 2

_ aa 4- 2a

b

4- bb, et elle supprimera

bien des discours.
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Eii effet aa ne peut être que dans la

trancheSupérieure
,
dans g 6. Or 81 ëst le

plus grand carré contenu dans ce nombre :

donc g ,
qui est la racine

,
est le premief

terme de la racine que je cherche. Je l’écris/

je soustrais son carré 81 , et j’abaisse à côté

du reste i 5 la tranche suivante, 04.

Donc i 5o4 =: 2ab -f- bb ; et je trouverai

b en dAisànt par 2a , c’est-à-dire
,
par

2 X g, ou plutôt par 2 X 90, car 9 doit

exprimer des dixaines dans la racine
;
divi-

sant donc i 5o4 par 180 ou i 5o par 18 *
je

trouve 8 pour le quotient de la division de
2db par 2a ,

ou pour Z>; je l’écris donc à
la racine, et je trouve 2ab •=, 18 X 8 ,

bb === 8 X 8 et 2ab + bb = 180 X 8 -f

8 X 8—188 x 8—

i

5o4 . Or cette somme
étant soustraite du nombre i 5o4 qui nous
restoit, il ne reste rien. 9604 est donc un
carré parfait dont la racine est 98.

Si le carré avoit un troisième terme, un quâ^

trième, un cinquième, vous les trouveriez

tous de la même manière, c’est-à-dire avec'

la même formule. Car si vous en cherchiez*

par exemple, un quatrième, vous auriez

alors 2a » 2 X 9^* Vous diviseriez don<3

*7
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par 196, et cette division vous ayant donné

b

j

vous n’auriez plus qu’à soustraire les

produits 2ab + bb. Ainsi de suite, parce

que vous ne pouvez faire à chaque fois que

la même chose.

Vous ne pouvez encore qite vous répéter

d’après la même formule, si vous vous pro-

posez d’extraire parapproximation la racine

d’un nombre îqui n’est pas un carré exact

comme ôy.Vous écrirez, par exemple, 57,00

ou 57,00,00, ou 57,00,00,00, avec plus ou

moins de tranches
,
chacune de deux zéros

,

suivant que vous voudrez avoir mie racine

plus ou moins approchée. Chaque tranche

vous donnera un chiffre décimal. Vous

trouverez à moins d’un dixième, 7,5 ;
à

moins d’un centième, 7,54; à moins d’un

millième, 7,549, etc.

Pour apprendre tous ces calculs, il n’y

a donc pas autant de choses à'étudier qu’on

l’imagine. Il n’y en a qu’une proprement;

et, si vous la |savez bien faire une fois,

vous la saurez bien faire toujours. Avec

cette chose unique, quand vous la saurez,

vous extrairez des racines troisièmes, qua-

trièmes ,
cinquièmes

,
etc.

, comme des ra-
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cmes carrées. Il est vrai que vous vous ré*

glerez dans vos opérations d’après dWtre$
formules : mais vos procédés

,
quoique plus

compliqués, seront au fond les mêmes*
Au reste il est inutile de nous fatiguer de
tous ces calculs

,
et c’est assez de savoif

comment ils se peuvent faire.

j

:
’

Y
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CHAPITRE XVI.
j j ; J , < ; \ * f. \ ‘ •

• i -»

r »
\ g f. , i ^ # ,

Pej -proportions et des progressions

arithmétiques avec les lettres et

avec les chiffres .

Nous avons déjà parlé des proportions

et des progressions dans le dialecte des

noms : nous allons en parler dans deux

dialectes plus simples, et nous saurons dire

beaucoup de choses que nous ne sa\ ions

pas dire auparavant.

2 . 5 : 6 . g est une expression qu’on ne

peut généraliser; parce qu’en arithmétique

chaque chiffre est un nom propre : au con-

traire en algèbre ,
ou les lettres sont des

termes généraux ,
ci • h ’ c .d est une expi es-

sion générale, qui comprend toutes les pro-

portions arithmétiques, avec quelques chif-

fres qu’on les écrive
;
et ce qu’on démon-

trera de cette proportion ,
se trouvera dé-

montré de toutes, quelles quelles puissent

être.
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Dans une proportion arithmétique, la

raison se nomme proprement différence .

Or la différence se connoît par la soustrac-

tion. On l’exprime en plus, si on soustrait

le plus petit nombre du plus grand , 5-2^3 ;

on l’exprime en moins
,

si on soustrait le

plus grand du plus petit, 2— 5=

—

3 .

Lorsqu’on dit que la différence entre 5 et

2 est b - 2, on ne fait que l’indiquer
;
et 011

la prononce, lorsqu’on dit qu’elle est 3 . Il

est à notre choix de l’exprimer en arithmé-

tique de l’une ou de l’autre manière : mais

en algèbre, on ne la saurait prononcer : on

ne peut que l’indiquer. C’est que, les lettres

n’ayant pas de valeur déterminée
,
la diffé-

rence entre deux quantités algébriques est

conséquemment indéterminée elle- même.
On se borne donc forcément à l’indiquer

,

et 011 écrit a—b ou b— a. Afin de nous

familiariser avec ce langage
, employons-

le d’abord avec des chiffres, et reprenons

la proportion 2

.

5 : 6
.
g

.

2 — 5 , différence entre le premier et le

second terme , = 6— 9 , différence entre

le troisième et le quatrième: 2—5=— 3,

et 6—g—

—

3 . De même 5— 2= 9— G,
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parce que 5 — 2 = 3

;
et 9 — 6 = 3 .

Qu’on retranche donc chaque antécédent

de son conséquent, ou chaque conséquent

de son antécédent, il y a toujours égalité

ou identité entre ce qui reste de part et

d’autre; ou, pour dire la chose autrement,

la différence est toujours la même. Seule-

ment elle est en moins dans un cas, et en

plus dans l’autre : mais
, en général , il

importe peu qu’on l’exprime en plus ou en

moins ,
et les circonstances du calcul de-

mandent qu’on ait le choix.

Puisque 2 — 5 = 6— 9: donc 2=6
— g + 5

,
donc 2 + 9 = 6 +. 5 . Mais

2 -f 9 est la somme des extrêmes, et 6 + 5

est la somme des movens. Donc dans cette

proportion , la somme des extrêmes est

égale à la somme des moyens.

Si, au lieu d’exprimer la différence par

2—5, nous l’exprimions par 5 — 2,

nous aurions le même résultat : car, de ce

que 5 — 2 = 9— 6, il s’ensuit que 5 = 9

^6 + 2, et 5 + 6= 9 + 2.

Quoique les mathématiciens •défendent

de conclure du particulier au général ,
on

ne douteroit parque ce que nous venons de
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Remontrer
,

21e fût vrai de toutes les pro-

portions arithmétiques ,
si l’on savoit se

rendre compte de ce qu’on entend par dé-

montrer. Quoi qu’il en. soit, il nous suffit

qu’avec l’expression a.b'.c.d ,
la démons-

tration devienne générale. Or cette expres-

sion donne a — b c~ d et b — a= d—c 3

deux équations qui démontrent l’une et

l’autre que la somme des extrêmes est tou-

jours égale à la somme des moyens. Car,

de la première
,
nous tirons a—c— d + b

et a + d = c + b : de la seconde
,
nous

tirons également û = d •—
- ç + a et b a

— d -f- ci •

Puisque la somme des extrêmes est égale

à la somme des moyens, toutes les foi* que

quatre quantités sont en proportion arith-

métique
;

donc réciproquement cp^gtre

quantités sont en proportion arithmétique

,

toutes les fois que la somme des extri-m.es

est égale à la somme des moyens. Il est

évident quen prononçant ees deux propo-

sitions, on ne fait que répéter la xnêne

chose de deux manières : car si de a . b : c . d
je puis conclure a + d= b -f- c; donc de

a -j- d= Æ + c, je dois conclure a . b \ c . <b
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De l’égalité de ces deux sommes, il s’en*

Suit que, dans une proportion continue, la

somme des extrêmes est égale au double
du terme moyen. Car l’expression qui s’écrit

? a . b . c est la même que l’expression qui

s énonce a . b : b . c , dont elle est une abré-

viation
;
et par conséquent a -f- c ;= b -f b

?=. zb.

Maintenant il sera facile de trouver le

quatrième terme d’une proportion
, lorsque

les trois premiers seront connus. On dira

a .b : c . x; donc a + x — b + c, donc
x ~ b -f

- c— U»

Orj. trouvera avec la même facilité le

terme moyen entre a et b ,* parce qu’ayant

ia.X.bj ou a+\- b— zx et x= .

2,

Ejr nommant d la différence
,
une pro-

portion arithmétique s’écrira a . a ±d: b.

b d; et cette expression plus générale

comprendra
,
par le moyen du double signe

d=,les proportions où le conséquent est plus

petit que l’antécédent, comme celles où il

est plus grand. En décomposant les deux

ponséquens, elle démontre d’une manière

pu ne peut pas plus simple, que la somme
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des extrêmes est la même que celle des

moyens
;

puisqu’elle donne pour Tune

a -f b d, et pour l’autre a =L d -j- b 3

c’est-à-dire, les mêmes lettres : mais ce

n’est pas là son unique avantage. Comme
elle est la plus générale, elle est aussi plus

utile qu’aucune autre : nous dirons avec

elle ce que nous n’aurions pas su dire sans

elle
,
et nous nous élèverons à de nouvelles

connoissances.

Quoiqu’une proportion continue ne s’é-

crive qu’avec trois termes , elle s’énonce

comme nous venons de le remarquer
, avec

quatre f a.a-\-d.a-\-zd, s’énonce a est à
a + d, comme a + d est à a + zd. Ainsi,

dire que la somme des extrêmes d’une pro-

portion continue est égale au double du
moyen écrit, c’est dire qu’elle est égale à
la somme des deux moyens énoncés. Par
où l’on voit que tout ce qu’on démontre
d’une proportion de quatre termes, est dé-
montré d’une proportion continue.

Mais une proportion continue est une
progression de trois termes. Donc une pro-

gression, qui en a plus de trois, est , dans
j. enonciation

, une suite de proportions qui
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en ont chacune quatçe. En effet la progrès

sionde sept f a.

a

+ d. a + 2 d.a + 3 d.

a + 4 ^ • a ~Y $d. a + 6 d, s’énonce a est

& a -Y d, comme a + d est à a -f 2.d,

comme a + 2d est à a + 3 d, etc. Donc
ce qui est vra* des proportions est vrai des

progressions. C’est-à-dire, que la somme
des extrêmes, si le nombre des termes est

impair, comme dans une proportion con-

tinue, est égal au double du terme moyens

et qu’elle est égale à la somme des deux

moyens, si le nombre des termes est pair,

comme dans une proportion de quatre.

Ces démonstrations, tirées de l’énoncia-

tion, demanderaient de longs discours, et

par cette raison seraient plus difficiles à

suivre. Cependant j’ai cru devoir commen-

cer par les donner, parce qu’après avoir

entendu, avec quelque peine, un langage

qui parle plus aux oreilles qu’aux yeux,

ïious en sentirons mieux les avantagé d'un

langage qui parle plus aux yeux qu'aux

oreilles.

123 | S b' 7
V a.

a

-j- d.a vd.a -J-
3tf.Lt

-f- 4a.

a

-J-
5d.a -f-

6d.

Les deux extrêmes de celle progression
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I et 7, font, avec le terme moyen 4,

la proportion continue r a . a -f- 3 d *

a + 6 d . Donc la somme des extrêmes

d’une progression est égalé, au double du
terme moyen.

Le troisième et le cinquième termes,

également éloignés des extrêmes, font avec

eux la proportion a . a -j- zd : a -f 4d . a+ 6d .

Donc la somme de deux termes
, également

éloignés des extrêmes
, est la même que la

somme des extrêmes : mais nous démontre-

rons toutes ces propositions d’une manière

plus simple et plus sensible, si, après avoir

écrit dans un ordre direct, l’expression gé-

nérale de toute progression, nous la réécri-

vons au-dessous dans un ordre rétrograde.1^34 5 67
a. a + d. a -f zd. a 4 3d. a 4 4d. a -f 5d. a 4 6d.

7 6 5 4 3 2 1
a + 6d.a

f

5 d. a
-f- 4^. a -f 3d. a -f 2d. a -j- d. a

3A\6d,za-\-6d, 2a\Gd, 2a-\-6d, 2a-\-Gd,2a-{.6d,2a-{-6d.

Vous voyez que la somme des deux ex-

trêmes, 1 et 7, est 2 a -f- 6d 3 et que celle»

de deux termes qui en sont également éloi-

gnes, tels que 2 et 6, 3 et 5, est aussi
2 a -

j- 6 d.
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Cette formule générale nous apprendra

comment on peut insérer
,
entre deux ter-

mes donnés , un nombre quelconque de

moyens proportionnels. Qu’on nous pro-

pose, par exemple, d’insérer quatre termes

entre 3 et 9 ,
ce sera nous demander une

progression de six termes dont 3 et 9 soient

les extrêmes. Faisons donc a- 3; et, d’après

la formule, écrivons.

; 3. 3 -M. 3 + 2^. 3 + 3^. 3 + 4^. 3-4-5^.

Le sixième terme 3+5^ nous fera con-

noître la différence : car, puisqu’il doit être

égal à 9 ,
nous avons 5d= g — 3= 6 , et

d=z |= i j. La progression sera donc :

v 3
. 4} . 5{ . 6

1

. 7

1

. 8 1 ou 9 .

En effet la progression ayant six termes,

elle a cinq différences, qui, étant égales

,

sont chacune un } de celle qui est entre 3

et 9 ,
c’est-à-dire

, j de 6 ou f

.

ia.a^=d.a^= 2 d.a=^= 3d etc. , est

l’expression de toute progression croissante

ou décroissante ,
suivant qu’on prend le

signe supérieur ou le signe inferieur. Or

remarquez que
,
dans cette formule

,
le

coéficient qui multiplie la différence
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est nécessairement dans chaque terme un
nombre égal au nombre des termes moins

un. Donc le second est égal au premier

=4= d X 2 — 1 ;
le troisième, égal au pre-

mier =4= d X 3— 1 ;
le quatrième

, égal au

premier =±= d X 4 — 1, etc. Donc, dans

toute progression arithmétique
,
le dernier

est égal au premier plus ou moins la diffé-

rence, multipliée par le nombre des ter-

mes moins un. Par conséquent
,

si nous

nommons n le nombre des term'es, a le

premier et u le dernier, nous aurons, pour

l’expression de celui-ci
,
il— a 4= d(n -1)

.

Quon vous demande donc le dernier terme
d’une progression dont le nombre des ter-

mes est n, le premier 2 et la différence 3

;

Vous ferez a= 2 , d= 3
,
n= 1 1 , et vous

trouverez u — 2 + 3 X 10 = 32 . Il ne
sera pas plus difficile de nous faire une
formule pour trouver la somme de toute

progression.

Dans toute proportion continue, le terme

moyen est égal à la moitié de la somme
des extrêmes. Il est donc le tiers de la som-

<uie de la proportion, et par conséquent la

somme d’une proportion continue est trois
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fois la moitié de celle des extrêmes : elle

est la somme des extrêmes, multipliée par

la moitié du nombre des termes. Si nous

nommons s la somme de i a . a + d:
a + 2 d, nous aurons s = ( 2 a -f- 2 c?

) f

___ 6

«

—3a + 3 d, et c’est en effet

la somme que donne l’addition. Soit donc

en général le premier terme a

,

le dernier

u et leur nombre », nous aurons s =
(a + u)

Or ce qui est 'démontré d’une propor-

tion continue, l’est d’une progression de

trois termes
,
et ce qui l’est d’une de trois,

l’est de toutes les progressions possibles.

Il est évident que la loi générale qui fait

toutes les progressions, doit donner un ré-

sultat commun à : toutes : par conséquent,

si c’est une suite de cette loi que nous ayons

dans une + *0 il est impossible

que nous n’ayons pas dans toutes 5 =
(a + u)

Cette vérité se démontrera plus simple-

ment encore, si nous reprenons la double
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progression où les mêmes termes s’offrent

tout-à-îa-fois dans un ordre direct et dans
un ordre rétrograde.

+ 5</. a -f 6d.
O + 6d. h -f 5d.a

-f- 4d.a -j. 3^,^ + 2ej' „ + ^ a

3a + 6</+ aa -}- 6d+ + 6d+ 2a+ 6</-fM -}- 6</-f 6a?
-j-2a-\-6d. ' *

Dans cette somme de la progression ré-
trograde, ajoutée à la progression directe,
le même terme, za + 6d, est répétée
sept fois : cette somme est donc la même
que( 2a + 6d) 7: elle est la même que
la somme des deux extrêmes

, multipliée
par le nombre des termes : mais, puis-
qu elle est la somme de la progression
double, elle est le double de chaque pro-
gression simple. La somme de chaque
progression simple est donc la même que
!ïa somme des deux extrêmes, multipliée
ipar la moitié' du nombre des termes.

Donc dans toute progression s=(a+ u)
IÇuelle eue soit une progression arithmé-
tique, il vous suffira, pour çn trouver la
;*omme, de connoître le nombre des ter.
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mes , le premier et le dernier- Si elle en

avoit i o
,
par exemple

,
que le premier fût

2 et le dernier 60 , vous auriez i o = n ,

2 z=z a, 6o = u r et vous trouveriez s —
(2 + 6o )5= 62 X 5 = 3 io.



DES CALCULS. 433

CHAPITRE XVII.

Des raisons et des proportions

géométriques .

X l faut se souvenir que nous exprimons

la raison géométrique par une fraction qui

a pour numérateur l’antécédent d’une pro-

porlion, et pour dénominateur le consé-

quent. 2 : 4 :: 3 :6a pour raison f ou f

,

deux fractions qui se réduisent l'une et

l’autre à . Au s: 2 : 4 :: 3 : 6, et i = |

sont moins deux expressions que deux for-

mes qu’on fait prendre à la même : mais

ce que nous appelons raison , quand nous

écrivons 2 : 4, nous le nommons quotient,

quand nous écrivons \

.

L'antécédent est donc toujours supposé

contenir le conséquent, et il le contient en

effet en tout ou en partie. S’il le contient

exactement une fois, a : a , 2:2, la raison

est 1 : c’est le rapport d’égalité.

La raison est au contraire plus ou moins

28

-
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que l’unité, toutes les fois que le rapport

d’inégalité a lieu. Si l’antécédent contient

deux fois le conséquent ,4 : 2 , la raison

se nomme double : triple

,

s’il le contient

trois fois, 12 : 4; quadruple 3 s’il le contient

quatre, 8:2, etc. Mais ces dénominations'

sont assez inutiles.

* Dans tout autre cas, la raison est expri-

mée par une fraction plus grande ou plus;

petite que l’unité; plus grande, 4 : 3 =:
1 \ ;

plus petite, 4 : 6= f . Enfin, lorsque

* la raison échappe à toute expression, elle,

est sourde 5 : [ri z ,1/6:4.
Mais on distingue encore des raisons,,

qu’on nomme compose'es 3 quand on le$.;

compare aux raisons simples qui en sont les.'

racines ou les raisons composantes. Pan

exemple, ace : b df, est une raison com-
posée de raisons simples a : b , c : d,e

Elle se forme en multipliant les antécédensi

des raisons simples par les antécédens, et!

les conséquens par les conséquens. Les es-

paces
,
par exemple, renfermés dans deu.w

salles ne sont pas en raison d’une seule di-

mension; ils sont en raison des trois ensein

ble. Ils sont donc en raison composée de
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la longueur

,
de la largeur et de la hauteur

;

et cette, raison composée a pour racine

longueur : longueur
,
largeur : largeur

,

hauteur : hauteur . Les antécédens sont,

par conséquent, longueur, largeur, hau-

teur d une des deux salles
,
et les consé-

quens, longueur , largeur , hauteur de
l’autre. Supposons que l’une dit 36 pieds en
longueur, 1

6

en largeur, 14 en hauteur;
et l’autre 42 en longueur, 24 en. largeur et

10 en hauteur. Nous écrirons :

Longueur 36 : 42:: G : 7
J

Largeur 16: 24:: 4 y 6
>rr * *

Hauteur 14: 10 7 : 5

Mais comment trouverons. - nous cette

raison composée ? En faisant plusieurs fois

ce qu’on ne fait qu’une, lorsqu’on cherche
nne raison simple. Nous pourrions prendre
les produits des trois antécédens pour le

numérateur d’une fraction
,
pour dénomi-

nateur les produits des trois conséquens;
et il est évident que cette fraction, réduite
aux termes les plus simples

, serait l’ex-

pression de la raison composée :mais l’opé-

ration serait longue. Faisons mieux
: pre-
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lions séparément chaque raison compo-

sante
;
ou

,
pour parler plus exactement

,

réduisons-les chacune à l'expression la plus

simple : nous devons présumer qu’alors la

raison composée s’offrira d’elle-même. Je

dis donc 36 : 42 :: 6 : 7, 16 : 24 :: 4 : 6,

14 : 10 :: 7 : 5
;
et je n’ai plus de multi-

plication affaire : car certainement il se-

rait inutile de multiplier d'un côté les anté-

cédens 6, 7, et de l’autre les conséquens

7, 6. La raison, composée des deux espaces,

est dont 4 : 5 .

Quelquefois on ne voit pas d’abord com-

ment on pourrait réduire chaque raison

composante
,
par exemple :

' 12 : 25

28,-: 33

55 : 56

Mais vous pouvez transposer les anfécé-

dens ou les conséquens
,
sans rien changer

à la raison composée,' et aussitôt les raisons

composantes se réduiront facilement. Ecri-

vons donc :

55 : 25 :: n : 5

12 : 33 :: 4 : 1

1

28 : 56 :: 1 : 2.
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Vous voyez que 1 1 est d’une part un des

aniéce'dens, et de l’autre un des consé-

quens : vous le pouvez donc supprimer, et

il vous reste pour la raison compose'e 4:10
ou 2 : 5 .

Lorsque les raisons composantes sont

égales, les raisons compose'es qui en résul-

tent sont des raisons multiples, a a : bb ,

est une raison multiple de a : b et a : b ;

la raison a 3
: Z>

3 est multiple de a : b

,

a : b
,
a : b. La première a 2

: b 2
,
se nomme

raison doublée ; la seconde, a 3
: Z»

3
, se

nomme raison triplée

,

etc. Les géomètres

font un grand usage de ces dénominations :

ils disent que les carrés sont en raison dou-

blée de leurs racines
,
les cubes en raison

triplée, etc. Cependant on pourroit dire

également raison carrée y raison cube , rai-

son quatrième } etc. Quand on a déjà une

dénomination
, est-il bien nécessaire d’en

faire une nouvelle ? Par exemple , 011 dé-

montre en géométrie que les cercles sont

entre eux en raison doublée de leurs dia-

mètres. On veut dire qu’ils sont en meme
raison que les carrés de leurs diamètres.

10n seroil entendu si l’on s’en tenoit à
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cette dernière expression : mais toute autre

a besoin d’être expliquée.

Supposons deux cercles
,

‘dont l’un ait

45 pour diamètre et l’autre 3o; ils seront

l’un à l’autre
,
comme 45 X 4^ : 3o X 3o;

et la raison, qui est ici g : 4, se trouvera

promptement, si on écrit :

43 : 3o :: g : 6 :: 3 : 2

45 : 3o :: g : 6 :: 3 : 2

car alors la raison 45 . 45 : 3o. 3o se ré-

duit à3.3:2.2.g:4.
La proportion a : b :: c : d ayant pris

k p cl C
-J

• CL d 1) C
1 •

tonne -= -
,
devient— = —, lorsqu on

a réduit les deux fractions au même déno-

minateur; et, puisque la suppression du

dénominateur ne change rien au rapport

qui est entre les deux membres de cette

équation, elle devient enfin ad= bc. C’est-

à-dire, que le produit des extrêmes est égal

au produit des moyens; et que par consé-

quent, dans une proportion continue, le

produit des extrêmes est égalau carré du

terme moyen, a : b : c, donc ac— bb.

Cette propriété de toute proportion géo-

métrique se démontrera d’une manière plus
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sensible encore, si, à Pex pression a : b ::

c : d
,
nous substituons a : aq :: b : bq 3

expression qui décompose les deux consé-

quens. Ici
^

est la raison
,

et l’équation

a b q
— aq b fait voir, jusques dans l’iden-

tité des lettres
,
l’identité des produits.

Puisque le produit des extrêmes est égal

au produit des moyens, toutes les fois qu’il

y a proportion : donc, réciproquement, il

y a proportion toutes les fois que le pro-

duit des extrêmes est égal au produit des

moyens. En effet dès que abq = aqb , on
n’a qu’à diviser chaque membre par abqq

,

et on aura — -=ab q aq b
OU

abqq abq q
~ a q b q

— ~q—
, et par

a a ba 1

conséquent a : a q b : b q ; et, pour dire

la même chose avec des expressions plus

simples, ad 7 i ci d hc ibc> donc n=n’ don«

V

j
— -j, donc a : b :: c : d.

Dans une proportion on en trouve beau-

coup d’autres
,
par la seule transposition

des termes; parce qu’il suffit qu’après cette

transposition l’identité subsiste entre le

produit des extrêmes et celui des moyens.
Si cl : b :: c : d 3 donc b : a d : c >
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a : c :: b : d, d > b :: c : a , d : c :: b : a;
donc encore a + b : a :: c + d : c, a—
b : a :: c - d : c etc. Car, dans tous les cas

semblables, il est aisé de s’assurer (jue le

produit des moyens est le même que celui

des extrêmes.

Çu'on multiplie ou qu’on divise l’anté-

cédent et le conséquent d’une raison par

un même nombre, on ne la change point;

et cela n’est pas étonnant, puisque l’anté-

cédent et le conséquent sont le numérateur

et le dénominateur d’une fraction dont on

ne change point la valeur, quand on en

multiplie ou qu’on en divise les deux termes

par un même nombre. Ainsi a : oq , am :

amq y £ :
— ont également pour raison

ou pour quotient-.

Mais m est une indéterminée, qui peut

être employée pour toutes sortes de nombres

entiers ou rompus. La raison qui est entre

deux quantités est donc la même entre leur

double, leur triple, leur quadruple, etc.

Leur, moitié, leur tiers, leur quart, etc.

Elle continue d’être la même entre les

mêmes puissances de ces quantités
,

et
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entre les mêmes racines. 11 suffit, pour le

771 771 771

de'montrer
,
de l’expression a :b :: c :

m m m mm
d

,
qui donne ad = b c . Les quanti-

tés proportionnelles, élevées chacune aux

mêmes puissances, sont donc proportion-

nelles encore; et leurs racines, si elles sont

du même ordre, le sont également.

De deux proportions qu’on multiplie
,

terme par terme, il en résulte une propor-

tion dans les produits. Les termes de a :

aq :: b \ bq, multipliés par les termes

correspondans de c : cp :: d : dp, pro-

duisent ac : aepq :: bd : bdpq. La division

des termes correspondans de l’une par les

termes correspondans de l’autre, donne

également une proportion - :
ZI - •

h
J_

1 A g cp d 9

dp >

Dans une suite quelconque de quantités

proportionnelles, qu’on peut exprimer en
général par a : aq :: b : bq :: c : cq :: d :

dq, la somme des antécédent a + b+c+d
est à la somme des conséquens aq -f- bq -f.

cq + dq, comme un antécédent à son con-
quent. Ou le voit sensiblement

,
si l’on écrit
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« + b + .c + d:( a + b+ c + d')

y :: a : #<7.

La progression fr a° : ; a 3 . a4 .

a 5 : a6
î représente une suite de quantités

proportionnelles, et cette expression peut

s ecnre a = a.= “<
a4 — j5— ~

0 • O est

même ainsi qu’on énonce cette progression,

puisqu’on dit 1 : à a comme a à a2
, comme

a 2 à a 3
, comme a 3 à #4, etc. Mais toutes

ces fractions sont identiques : chacune
,

réduite à l’expression la plus simple, est

a ;
et, après cette réduction, nous avons 6

pour la somme des numérateurs
,
et 6 a

pour celle des dénominateurs
;
nous avons

donc ou6 : 6a :: 1 : a. Donc
6 a a

.la somme des numérateurs, est à celle des

dénominateurs, comme un numérateur est

à son dénominateur. Or les numérateurs

sont les antécédens d’une progression, et les-

dénominateurs en sont les conséquens.

Il serait inutile d’entrer dans de plus

grands détails à ce sujet. Nous serons tou-

jours à temps de tirer de pareilles consé-

quences, lorsque nous en aurons besoin.
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Bornons-nous à faire voir combien il est

facile de trouver un quatrième terme pro-

portionnel à trois termes donnés, a :: b :: ex,

donc a x — bc

,

et x— ~
a

. Voilà ce qu’en

arithmétique on entend par la règle de

trois, et c’est tout ce que j’en dirai. Je ne

parlerai pas meme des autres règles des

arithméticiens pour résoudre des problè-

mes que l’algèbre résout beaucoup mieux.

Nous savons assez d’arithmétique.
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CHAPITRE XVIII.

Des progressions géométriques.
• •

,
»

~ aq° \ aq 1
: aq 2

: aq 3
: ; û^

5 e fCi y

est une expression générale qui comprend

toutes les progressions possibles
;
toutes les

progressions croissantes, si q > i
;
toutes

les progressions décroissantes
,

si q < i
;

et si q = i ,
tous les termes sont égaux.

Quand nous déterminons la raison par

la fraction — , elle est Alors le second
aq 1

q

terme est le quotient de la division du pre-

a

mier par la raison :
t_ = a q. Mais, parce

q

que cette opération n’est une division que

de nom, et qu’à parler proprement ,
elle est

une vraie multiplication, il me paraît plus

simple de regarder tous les termes de cette

progression ,
comme les produits successifs

de a par q°, q
x
, q

2
, q

3
, etc.

La loi
,
qui détermine tous les termes de
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celte progression
,
est donnée dans les pre-

miers, et on n’a pas besoin de passer par

les intermédiaires pour arriver à l’expres-

sion d’un terme quelconque. Comme le

troisième est aq° *ou aq 2
,
le dixième est

IO— I . ,

aq ou aq*)
;
et, si on nomme n le nom-

bre des termes, le dernier sera aq
n~ T

.

Supposons, par exemple
,
qu’on demande le

u e
. terme de la progression i, 2,4,8, etc.

nous aurons azzi,qtz2.,n-i - 10, et

par conséquent le dernier terme, le 11 e
.

est 2 TO == 1024. Si l’on vouloit avoir le

dixième
, on trouverait 2 9= 5 12, etc. Soit

l’équation

s= I +2 -f 4+ 8 + 16 + 32 -f 64 4- 128 + 256 4 5 X 2.

Le second membre est une progression de
dix termes, et il s agit d’évaluer le premier
s, ou de trouver la somme du second

1 + 2 -f- etc.

Considérez d’abord que, si vous multi-
pliez 1 un et 1 autre par la raison 2, vous
auiez une équation qui sera le double de
la première. Considérez ensuite que, si vous
retiancliez 1 équation simple de l’équation
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double

,
le reste doit être la somme que

vous cherchez, ainsi

2j~ 2444^>4* 16+324-64-}- 128-}- 256-}- 5i2-f- 1024
2^—

-

- s— 2— 1—2+ 4—4+ 8—8+16 +1024

il reste donc .? 22= 1024— 1 , et la somme
est 1023. La soustraction détruit par les

signes contraires tous les termes de la va-

leur de s
,
excepté le premier qui reste en

moins, et tous les termes de la valeur de

2 s, excepté le dernier qui reste en plus. La
somme se trouve donc en multipliant le der-

nier terme par la raison
,
et en retranchant

1 du produit. Donc en général en nommant

71 le nombre des termes, le dernier 2”
—I

mul

tiplié par la raison 2 deviendra 2", et la

somme
1
’ de la progression sera 2222 2” — 1

,

par exemple, 1 + 2 + 4—4.2— ï =7,
14-24-4 + 8 =28 . 2— 1 2=2= i5, etc.

Soit s22=i+3+3 ï + 3 3 ... + 3” r
:

en multipliant par la raison, qui est ici 3,

le dernier terme devient 3"; et, si de l’équa-

tion 3^ 222: 3 + 3 1
. . . . + 3”, on retranche

l’équation simple, il restera 2s = 3"— 1 ;

71

3 1
donc s 2= —~-

T

. Si les termes de la pro-

gression éloient 1 + 3 + 9 + 27+ 81 +243
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calculs.
729.3-1

447

:I093.

Dans les deux exemples précédens, Tex-

pression générale de la somme se présente

sous deux formes différentes, s = 2"— 1

et.?

n
3 — r—

;
et cependant, pour être géné-

îale, elle devrait être sous la même forme
dans 1 un et 1 autre cas : mais remarquez

que dans .? = —~ , le dénominateur es t la

raison moins un, ou 3 — 1 ;
et que dans

J — 2 "— 1 , où la raison est 2, il pourrait
être 2 — 1. Vous pourriez donc écrire

n n

0 2 T 3 I

2— I

et s — 7IT7 > et ces deux expres-

sions seraient uniformes.

En substituant les lettres aux chiffres,
cette uniformité se conservera dans tous les
cas,, et nous aurons l’expression la plus
générale. L équation simple sera <? — a
+ a q.+ a<j*+ aqZ. .+ aq

n ~~ x
. L’équa-

tion
, multipliée par la raison, sera qs =

«q + aç*+ aq K ,+aq\ en retranchant la
première de la seconde, nous aurons

j

t>u s
( q O = aq n — a

j donc s =3
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71

a
.
q~l celte expression signifie que

,
pour

avoir la somme d’une progression quel-

conque, il faut multiplier le dernier terme

aq
n ~ 1

par la raison q

,

soustraire du pro-

duit le i
er terme a

,
et diviser le reste par la

raison diminuée dune unité, par q i.

Quand nous nous serons accoutumés à voir

dans ces expressions tout ce qui y est
,
nous

les entendrons bien mieux cjue nos longues

phrases : car la plus grande précision l'ait

la plus grande clarté
;
mais nous aurons de

la peine à prendre l'habitude de parler

algèbre, si nous voulons toujours dire en

français ce que 1 algèbre dit beaucoup

mieux. Pour bien apprendre une langue,

il faut se mettre dans la nécessité de n’en

pas parler d’autres.

Supposons une progression de sept ter-

mes, dont le premier soit 3 et le second 6.

La raison, en la déterminant parla frac-

tion | ,
sera 2 ,

et nous aurons a= 3
, (j= 2 ,

7i = 7. Donc le dernier terme= 3 .

2

6 ='

3 . G4 = 192, et la progression entière

sera

3, 6, i2, 24, 48 > 96 » *9 2 -
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D’après la formule générale, s v=. ——

-

là° q — I

3 i'^_3 3 3
somme sera — ou — : c’est- à-

2. I 2. I

dire-, que là. somrhe së trouve en multi-

pliant le dernier terme 3 . 2 6 — igiz par la

taison 2, fen retranchant du produit le prë-

inier terme 3 '; ët> en divisant le reste par

a— i -, elle est donc 38 1.

Soit une progression de six termes
,
dont

le premier est 4 et la raison § ,
le dernier

sera ( f )
5
4 = 4f 4 == ~jt=^ et nous

aurons pour la suite :

u
’ y > 2 » + j

j~- ...

Or 1
i
A -7= z

rr- Retranchons de cetté

fraction 4 ,
c’est-à-dire

, = j±, il restent

c
l
ui

> divise par f — 1 = f , donnera
JS 6 5 ^ OQ 1

8 i *

On trouvera de la meme manière la

Somme d’une progression qui décroîtrait

sans fin. Soit s == 1 + 7 + i + ?> etc. La
raison sera 2 , parce qu afin d’av.oir toujours
une multiplication proprement dite, je la

détermine par une fraction qui a polir nu-
rnéràteür un antécédent

> et un conséquent
pour dénominateur. Alors la mùltiplica-

29



4^0 LA LANGUE
lion des deux membres par la raison don-

nera 2s — 2 + i 4-7+7, elc.; et, en

retranchant la première équation de la se-

conde
,
il restera s — 2, soit qu’on suppose

un dernier terme à la progression
, soit

qu’on ne lui en suppose point.

Si l’on avoit s^i+f + f+T^, etc.,

on multiplierait par 3
;

et
, après avoir

soustrait la valeur de s, il resterait 2,?= 3

et s = 1 7.

Soit en général s — a + -^-*-77 +

^7, etc. Expression où tous les termes dé-

croissent
,
parce que c est supposé plus grand

que q : en multipliant par q
, nous aurons

a— 3
et û et . ez et q et -pv

-s — — 4 rH t > etc. Donc, en sous-
c 1 c c c

trayant la seconde équation de la première,

il restera (1 —

s

= a et .y = ^,ou;

(

1
s

en multipliant par c les deux termes de

la fraction, s = Lasomme d’une pro-
c— c\

gression sans fin se trouve donc en multi-

pliant le premier terme par le dénomma-;

teur de la raison, et en divisant le produit
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par ie dénominateur moins le numérateur.

Si l’équation étoit .

s ~ a~^ +
a-î:-. aJl +

aJl __ etcc co c 3
c 4 , CLC»

Après que la multiplication par- auroit

donné :

L. y ZI lîl _j_ Lil
c c

etc.

* On ajouterait l’une à l’autre, et on trou-

veroitil
(

1 + Ÿ)
s == a

j d’où .y =
* + 9-

et

c -f <7

Si la progression étoit

6 J Li_ .

* I 2 55 25 * 125 625 5

la xaison serait -g-
j
nous aurions donc^ ’

c = 5 et a = f . Par conséquent —a
- —

^

i + l

~ I » et ce serait la somme de cette

progression.

Si
, conservant la meme valeur aux let-

tres, la progression étoit

*2- -4- 6 I 12
, 24

5 *r îj -r tt? -r 777 + etc.,

la somme serait —— :
— _— T1—

<7 5 *•
'I
O

5

3

5
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L’expression du dernier terme ar

/
'l ~~ l

a

pourrait être encore//"— 1

;
et chacun em-

ploie
,
l’une ou l’autre à son choix. On est

conduit à la première, quand on détermine

la raison par la fraction ^ : car alors cha-

que terme est le produit de a par q

,

élevé

successivement à différentes puissances, et

par conséquent le dernier est a q
”

1

: mais

au contraire lorsqu’on détermine la raison

par la fraction^ ,
alors chaque terme est

regardé comme le quotient de la division

du premier par la raison ,
et par conséquent

a
i

le dernier doit être q
n ~~ t

.

On juge sans doute que dilférens procédés-

donneront aussi pour la somme ,
des expres-

sions différentes. Par exemple ,
si on nomme:

le dernier terme u, la somme des antece-

dens sera s—u, puisque cette expression

comprend tous les termes, excepté le der-

nier; et, parce que tous sont conséquent

,

exceplé le premier, s — a sera la sommet

de tous les conséquens. Or, si nous noini

rappelons que, dans toute progression, ls*
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somme des antécédens est à la somme des

conséquens
, comme un antécédent est à

son conséquent
, nous aurons s—~u:s— a

:: a : a

q

y d’où nous -tirons successivement
saq— uaq = sa— aa , sq— uq=s—a,
sq — s— uq— a, s(q— 1 )= uq— a,

enfin s = . Cherchons, d’après cette

expression, la somme de la progressiozi

3 ,
6

, 12, 24, 48,-96, 192,

nous aurons s= 1 q 2X 2—3 384— 3
38 ]

résultat que nous avons trouvé, et le calcul

en est aussi simple qu’avec la première

expression, parce que la raison est consi-

dérée comme un facteur qui multiplie le

premier terme.

Nous pouvons encore arriver à une ex*

pression générale de toute progression
,
par

le moyen de la proportion : le premier
terme moins le second est au premier

,

comme tous les ante'ce'dens moins tous
les consequens sont à tous les antécedens

>

qui devient, à cause des termes qui se dé-
truisent

, le premier terme moins le se^
cond est au premier y comme le premier
moins le dernier esta la somme des an-
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técédens; et, si on détermine la raison par

cette proportion se traduira en algèbre,

a — - : a :: a — u : s— u.: d’où l’on
9

tire s = a
~~~^ ' Nous trouverons égale-

ment 38 1
,
pour la somme de la progres-

sion précédente : mais le calcul en arith-

métique sera plus long. On s’en convaincra

en substituant aux lettres leur valeur en

chiffres.

Nous avons déjà observé plusieurs fois

qu’il faut préférer les formules qui laissent

le moins de calcul à faire. Au reste, si je

ne me suis pas borné à une seule expression,

c’est qu’une seule ne feroit pas assez con-

noître la langue que nous étudions , et qu’on

n’entendrait pas les écrivains qui en em-

ploieraient d’autres. On trouvera sans doute

que la première manière dont nous avons

i

procédé pour trouver une expression gene-

rale de la somme de toute progression ests

fort simple et fort lumineuse; je l’ai tirée

des élémens de M. Euler, où l’on trouve

toujours, comme dans tous ses ouvrages,
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la plus grande lumière et la plus grande
simplicité.

Dans une progression dont le nombre
des termes est impair, le produit des ex-

trêmes est égal au carré du terme moyen
;

et vous n’en pouvez pas douter, puisque
vous savez que cela est démontré d’une
progression de trois termes ri a : a2

: a 3
,

a X a ° —r æ
2 X aZ

• Si les termes sont en
nombre pair, le produit des deux extrêmes
est égal au produit de deux termes égale-
ment éloignés de l’un et de l’autre. C’est
ce qui est démontré d’une progression de
quatre termes fr a : a 2

: a 3
: a\ donc

a X =. a 2 X a 3
. Voyons comment on

peut insérer un nombre quelconque de
moyens proportionnels entre deux termes
donnés. Soit

H a° : ci' : a 2
: a 3

: a 4, etc.

Il est évident qu’insérerun moyen propor-
tionnel entre les termes consécutifs de cette
progression, c’est diviser par 2 l’exposant
de la raison d’un terme à l’autre, ou écrire

i 2
H a° ; «-

: a 1
: a 1 r

: a 2 etc...

En insérer deux, ce sera donc le divi-
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\

ser par 3
,
ou écrire

2

a \ etc. Donc on le divisera par 4, pour en
insérer 3

;
par 5

,
pour en insérer 4; et, en

général
,
par m + 1, pour insérer le nombre

7ii. Par conséquent nous écrirons a° :

i a 3

a
m

-J-
1 7» -f x 771 4- 1a : a T

,
et nous conti-

nuerons cette suite intermédiaire, jusqu’à

ce que le numérateur de l’exposant de-

vienne égal à m -f 1. Mais m + 1 peut

être 10, 100, 1000, etc. Nous pouvons

donc insérer un nombre quelconque de

moyens pi'oportionnels entre les termes con-

sécutifs d’une pareille progression.

Il est également facile d’insérer ùn moyen
proportionnel entre deux termes, tels que

a et Z»; puisqu’ayant écrit a : x :: x : b ,

nous avons x — \/ab.

Pour en insérer deux, onécriroit ~ a :

x : y : Z», et on chercheroit d’abord le se-

cond terme x. Pour le trouver, remarquons

que, dans toute progression, — a : a 2
:

a 3
: <z4

?
le premier terme est au troisième

,

comme le carré du premier est au carré du

second, a : a 2,

:: a 2
: cz +

;
que le premier

„
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terme est au quatrième

, comme le cube
du premier est au cube du second

, a : a* ::

a 3
: a 6 et ainsi de suite.

Donc le premier terme étant a, le second
a; et le quatrième b

,

nous avons a : b ::

a 3
: x 3

\
d’où nous tirons a

x

3 -a 3b , x 3 tz

3

aab et x =.\/aab.
3

Maintenant a : \/aab :: y : b, qui
,
en

élevant tout au cube, devient a 3
: aab ::

y 3
: b 3

, nous donnera pour troisième terme

o a'i 3
77 *

y — 771— abb ety— Vabb.

Si nous voulions insérer trois moyens,
nous dirions <z4 ; a : b

;
si nous vou-

lions en insérer quatre, nous dirions a 5
:

a: 5 a : Z>;et, par conséquent, si nous
en voulions en insérer le nombre m

, nous
772 I 772

-f- I

dirions <z : a; :: <z : Z>, ce qui nous

n .

m +I 772
-f- I 772

-f-
I

donneroit ax — a b, d’oùx =
772 -}- I

772 -f I

772 -j- I

= a
m
i,etx=\/a m

h.

Ce sera là le premier moyen : on trouvera
donc facilement les autres.
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CHAPITRE XIX.

Des logarithmes.

B ans le calcul des grands nombres, la

multiplication est bien longue, la division

l’est plus encore, et il seroit commode de

n’avoir à faire que des additions et des

soustractions. Cette recherche est l’objet

de ce chapitre. Quand nous avons trouvé

la multiplication et la division comme une

manière abrégée d'additionner et de sous-

traire, nous n’imaginions pas que l’addition

et la soustraction deviendroient une ma-

nière abrégée de multiplier et de diviser.

IOOOOO
IOOOO
IOOO
IOO

IO

I
r

io—

*

x

X O O
M O1ko

X CO!OM10 0 9

I foMIOOOO
I

10 9 9 0 9
10—3
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Voilà deux colonnes qui se correspon-

dent. Dans celle qui est à gauche ,
les puis-

sances de 10 sont prononcées; dans celle

qui est à droite
,
elles ne sont qu’indiquées.

Or les chiffres que nous nommons expo-

sans quand nous les considérons par rap-

port aux puissances indiquées, se nomment
logarithmes quand nous les considérons

par rapport aux puissances prononcées. 2,

exposant de 10 2
,
est le logarithme de 100;

4, exposant de 10 4
,
est le logarithme de

30000 : en un mot, chaque exposant d’une

puissance indiquée est le logarithme d’une

puissance prononcée correspondante.

Vous remarquerez que les exposans de

la progression décuple se répètent dans la

progression sou-décuple; avec cette diffé-

. rence qu’ils sont en plus dans la première

et en moins dans la seconde : io 1
,
10 2

,

io3
,
etc. 10 \ 10 ", io*~

3

,
etc. Ainsi les

mêmes chiffres, suivant qu’ils sont en plus

ou en moins, sont les logarithmes des puis-

sances au-dessus de l’unité, ou les logarith-

mes des puissances au-dessous.

Vous remarquerez encore, comme une
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conséquence, que, si nous avions les loga-

rithmes de tous les nombres intermédiaires

dune progression décuple, nous aurions

aussitôt les logarithmes de tous les nom-
bres intermédiaires de la progression sou-

decuple qui en seroit l’inverse. Car, puisque

7 : i : : 1:2, que | : 1 :: 1 : 3, etc., donc
le logarithme de ~ sera en moins le même
que celui de 2 en plus; donc le logarithme

de
j sera en moins le même que celui de

3 en plus, etc., comme le logarithme de
— est — 1, parce que celui de 10 est -f- 1.

Maintenant si vous ajoutez 2, logarith-

me de 100, à 3, logarithme de 1000 ,
voua

aurez pour somme 5 logarithme de 100000;

et, sans avoir besoin de faire une multiplia

cation, vous trouverez, vis-à-vis de 5
% fe

produit de 100 par 1000. Si au contraire.vous

retranchez 3 ,
logarithme de 1000

,
de 5 ,

lo-

garithme de 100000, il restera 2, logarithme

de 100; et une simple soustraction voua

montre
, vis-à-vis de 2 ,

le quotient de

* 00000 divisé par 1000.

On voit donc qu’une table de logarith-

mes
,
qui com prendrait tous les nombres

depuis 1 jusqu’à *00000 , ijous épargneroii
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bien des multiplications et bien des divi-

sions. Elle auroit encore l’avantage de nous
faire trouver les puissances et les racines

par un procédé bien simple, et elle tendrait

inutiles les longues méthodes que nous
avons apprises. Par exemple, en mul tipliant

par 2 le logarithme d’un nombre, nous
trouverions celui du carré; et, en divisant

ce même logarithme par 2, nous trouve-

rions celui de la racine carrée. Il en serait

de même des autres puissances et des au-
tres racines : il suffirait de prendre leurs
exposans pour multiplicateurs et pour divi-

seurs des logarithmes donnés.

Il faudrait faire bien des calculs avant
d’avoir achevé cette table, qui serait si pro-
pre à les abréger. Heureusement elle a été
faite

;
mais ce ne serait pas assez de s’en

ser\ n par routine
,

il s en faut servir avec
discernement. Cherchons donc par quelle
méthode elle a été calculée.

La progression décuple, par où nous
avons commencé, nous ayant donné o pour
logarithme de l’unité, et 1 pour celui de
10; il est évident qu’en divisant l’unité
nous pouvons insérer entre o et 1 , tel
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nombre de moyens arithmétiques que nous

jugerons à propos.

Il n’est pas moins évident qu’entre 1

et 10 ,
les deux premiers termes de la pro-

gression décuple, on ne puisse également

insérer un nombre quelconque de moyens
géométriques : il suffit pour cela d’élever 10

à tout autant de puissances fractionnaires.

Enfin il est évident que la progression

des moyens arithmétiques peut correspon-

dre
,
terme pour terme

,
à la progression des

moyens géométriques : et que
,
par consé-

quent, dans la première, chaque terme sera

l’exposant ou le logarithme de la puissance

qui lui correspondra dans la seconde.

Or
,

si nous divisons l’intervalle de o à

1 en dix millions de parties; ou, ce qui est

la même chose, si nous insérons dans cet

intervalle 9999999 moyens arithmétiques;

ces deux termes ,
o et 1 deviendront les

\

extrêmes d’une progression qui aura pour

différence commune
, 0

-

0

1

0
--

0
—

:
>
et ^es termes

\

de cette progression arithmétique seront .

les logarithmes d’un égal nombre de ter-

mes, qui seront en progression géométri-

que depuis 1 jusqu’à 10.
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Dans un si grand nombre de moyens
géométriques

,
insérés entre j et io, il y en

aura sans doute auxquels on pourra
, sans

crainte d’erreur, substituer les nombres 2,
3

, 4 , 5 , 6, 7, 8, 9; et, par conséquent,

les logarithmes de ces moyens deviendront
les logarithmes de ces nombres mêmes.
Nous aurons donc une table formée d’une
progression arithmétique depuis o jusqu’à

1 , et d’une progression géométrique cor-
respondante depuis 1 jusqu’à 10.

Nous trouverons un moyen géométrique
en 1 et io

,
en faisant la proportion 1 1

x :: x : 10
? proportion qui donne xxzz 10,

et x = V 10. Or on sait que la racine de
10 approchera d’autant plus de la valeur
cherchée qu’elle sera exprimée par un
plus grand nombre de parties décimales

;

elle deviendra, par exemple, x =. S,
6622776, si nous poussons l’extraction jus-
qu’au septième chiffre décimal.

Le logarithme de ce nombre est le moyen
qui lui correspond dans la suite arithmé-
tique depuis o jusqu’à 1. Mais, puisque le
moyen géométrique renferme sept chiffres
décimaux, le moyen arithmétique corres-
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pondant doit en renfermer un égal nombre

j I

et
j
par conséquent, nous devons nous re-

présenter les deux termes de la suite, o et :

1 ,
par 0,0000000 ët i,oooocoo. Alors la

:

proportion 0,0000000 . x 1 x, 1,0000000
1,0000000

donne -2X= t ,0000000 ,
et x— —

•OjSooooô'ô >
et c’est le logarithme de

3,1622776.

Le nombre 3,1622776 est trop grand

pour être substitué à 3, et il est trop petit

pour être substitué à 4. La fraction déci-

male o,5oooooo n’est donc le logarithme

ni de l’un, ni de l’autre. Mais entre 1 et

3,1622776, nous trouverons un moyen qui:

vaudra 3, à moins de -
oo0

I

0 0
—

^
et d111 aurai

son logarithme entre 1 et o,5oooooo. 1 )6 :

même lés nombres supérieurs 4, 5, 6, 7,8,9.

doivent se trouver entre 3,1622776 et 10,

et leurs logârithmes entre o,5oooooo et 1.

Puisque 3 doit être entre 1 et 3,1622776;

je fais les deux proportions correspondantes,

l’une géométrique ,
l’autre -arithmétique*

i 1 : x :: o; : 3,1622776
.

0,0000000 . x : x . o,5oooooo.

]La première donne x = y3> lb
'

2«77e^
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*,7782794, et la seconde 21 = o, 5oooooo,

OU X= 0,2000000.

Nous avions trouvé un moyen géomé-
trique trop grand : actuellement nous en
trouvons un trop peti t

* c’est donc en tre

3 , 1622776 et 1,7782794 qu’il faut cher-

cher un moyen plus approché; et c’est entre

o, 5oooooo et 9,2600000 qu’il faut cher-

cher un moyen arithmétique correspon-

dant. Je fais les deux proportions.

3,1622776 : x y, x \ 1,7782794

o, 5oooooo . x : x . o, 25ooooo.

Je trouve, pour troisième moyen géo-
métrique 2,3713787, et pour son logarith-

me 0,37.60000. Mais ce nombre, trop petit

encore, me force à repéter les mêmes rai-

sonneynens et les memes opérations. Je
Considère donc 2,3718737 et 3,1622776
comme les extrêmes d’une proportion géo-
metiique

,
et leurs logarithmes comme les

extiêmes dune proportion arithmétique
Correspondante. En conséquence je dis :

2,

3

7 i3737 : x:: x: 3,1622776

25,00000 . x : X . 0,3750000.

En continuant de prendre un moyen

3o
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géométrique entre deux, dont l’un est plus

grand que 3 et l’autre plus petit, il arrivera

qu’à la vingt-sixième opération on aura un

nombre qui n’en différera pas d’une unité

décimale du septième ordre; c’est-à-dire,

que ce nombre sera 3 ,
à moins de 7

On pourra donc prendre, pour logarithme

de 3 ,
le logarithme de ce nombre.

Pour déterminer le logarithme de 5
,
nous

chercherons un moyen géométrique entre

3,1622776 et 10, et un moyen arithmétique

entre o,5oooooo et 1,0000000. Nous trouve-

rons, pour le premier, x- 1/10X3,1622776

= 1/31,622776= 5,6234132; et, pour le

, 1,Soooooo y
second, x = —7 = 0,7500000.

Mais
,
parce que le moyen géométrique

est trop grand, il en faudra chercher un

nouveau entre 3,1622776 et 5,62341 32 ;
et

nous répéterons encore
,
jusqu’à vingt -six

fois, les mêmes opérations.

5,6234i32, moyen géométrique trop

grand pour 5
,
seroit trop petit pour 7. C’est

donc entre 5 ,6234132 et ïo, qu’il faudrait

chercher celui’ qui approchera lelplus de

ce dernier nombre; et on le trouvera ,
ainsi
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,

si on a la patience

de refaire jusqu’à vingt-six fois la même
chose.

Quand nous aurons les logarithmes de

3
,
de 5 et de 7, tous les autres, depuis 1

jusqu’à 10, s’olfriront d’eux-mêmes. Nous
trouverons celui de 2 en retranchant celui

de 5 de celùi de 10 : car 2 = —
, donc

log. 2 = log. 10 — log. 5 . En doublant

celui de 2 ,
nous aurons celui de son carré

4; en le triplant, celui de son cube 8. Nous
ajouterons celui de 2 à celui de 3, pour

avoir celui de 6, produit de 2 par 3; et,

pour avoir celui de 9, nous multiplierons

3 par 2, puisque 9 est le carré de 3 .

Ces logarithmes éiant déterminés, on en

déterminera une infinité d’autres. Ceux
des produits, en additionnant les logarith-

mes des facteurs; ceux des quotiens, en

soustrayant le logarithme du diviseur de
celui du dividende

;
ceux des puissances

secondes, troisièmes, quatrièmes, etc., en
1 multipliant par les exposans 2, 3, 4, etc.

;

ceux des racines secondes, troisièmes, qua-

trièmes, en divisant par les mêmes expo-

saus 2
, 3

, 4 > e ^c - Il n’y a que les nombres
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• premiers, n, i3, '17, 19, etc., dont il

faudra chercher les logarithmes,, en pro-
i

cédant comme on a fait pour 3, 5, 7.

La table, dont nous venons d’expliquer

la formation, a pour base le nombre 10.

Tous les nombres qu’elle contient ont été

produits en élevant 10 successivement à

différentes puissances
;

et ,
comme nous

avons rempli l’intervalle de 1 à 10 par une

suite de puissances fractionnaires de 10,

on le remplit de 10 à 100 par une suite de

puissances fractionnaires de dix fois 10, ou

le remplit de 100 à 1000, par une suite de

puissances fractionnaires de dix fois 100,

et ainsi de suite. Tous les nombres de cette

table, quelque étendue qu’on lui donne,

ne sont donc que différentes puissances de

celui qui en est la base.

Depuis 1 jusqu’à 10 exclusivement, les

logarithmes sont des fractions proprement:

dites, où le numérateur est 'plus petit que

le dénominateur.

A 10, 100, 1000 etc. ,
chaque logarith-

me est un entier qui n’a d'une fraction que

la forme sous laquelle il est représenté :

niais tous les* logarithmes intermédiaires
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sont composes d’un entier et d’une fraction

décimale; et ces deux parties re'unies sont

l’exposant d’une puissance de 10, égale au

nombre écrit vis-à-vis. Comme 2,0000000 =

2 est l’exposant de la puissance 100; de

même 1,0791812, logarithme de 12, est

l’exposant de la puissance égale à 12.

La première partie -du logarithme, c’est-

à-dire
,
celle où se trouve l’entier

,
quand il

y en a un
,
ou un zéro, quand le logarithme

est une fraction proprement dite, se nomme
la caractéristique du logarithme. X)e 1 à

10, cette caractéristique est o : de 10 à 100,

elle est 1; de 100 à 1000, elle est 2, etc.

Par où vous voyez qu’elle n’est autre chose

que les différentes puissances de 10 multi-

plié par lui-même, io°, io 1 10 2
,
10 3

,
etc.

Mais on a compris tous ces exposans sous

la dénomination générale de caractéristi-

que
,
parce qu en la voyant on juge de quel

ordre est un nombre; comme, en voyant
un nombre, on* juge quelle doit être la ca-

ractéristique de son logarithme. On auroit

donc pu supprimer les caractéristiques :

aussi les supprime-t-on souvent; cependant
elles servent au moins à diriger las yeux»
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Remarquons, au reste, que, pour avoir

le logarithme d’un nombre dix fois plus

grand
,

il ne faut qu’ajouter une unité à la

caractéristique; comme il ne faut qu’en re-

trancher une unité pour avoir le lôgarithme

d’un nombre dix fois plus petit. Par exem-

ple
, le logarithme de 19 est 1,278754,

celui de igo est 2,278754.

Tous les nombres ne peuvent pas être

dans les tables. D’ailleurs on n’y a mis ni

' ceux qui sont composés d’entiers et de frac-

tions, ni ceux qui sont purement fraction-

naires. Comment y suppléer?

Si nous suppposons que les tables dont

on fait usage ne contiennent pas les nom-

bres au-delà 20000, et que cependant on

veuille avoir celui de 788878, on remar-

quera que ce nombre peuts’ écrire 7888,73.

A la vérité on le rend par-là cent fois plus

petit : mais, quand on aura trouvé le loga-

rithme 7888,78 ,
on le rendra cent fois

plus grand, en ajoutant deux unités à la

caractéristique.

En second lieu, ou remarquera que la

différence des deux nombres qui se sui-

vent 7388 et 7889 est l’unité; que celle de
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leurs logarithmes est o,oooo55 i
;
et que

celle de 7888,73 et 7888 est 0,73. Alors,

supposant que les différences de deux nom-

bres qui durèrent peu
,

sont entre elles

comme celles de leurs logarithmes
,
on

fera la proportion
,

1 : o,oooo55 i :: 0,73 : xj

Et on trouvera
,
dans la valeur de x y la

difîërence du logarithme de 7888 à celui

de 7888,78.

La proportion donne x == 0,000040223

,

que nous réduisons à x— o,0000402
,
parce

que nous n’avons besoin que de sept chiffres

décimaux.

Maintenant nous voyons dans les tables

que le logarithme de 7888 est 3,8969669.

Ajoutons à ce logarithme la différence de

celui de 7888 à celui de 7888,73 , c’est-à-

dire, 0,0000402
,
et nous aurons 3,8970071

pour logarithme de 7888,73. Il ne faut plus

qu’ajouter deux unités à la caractéristique,

et le logarithme de 788873 sera 5,897007 1

.

Quoique les différences entre les nombres
ne soient pas à la rigueur comme les diffé-

rences entre les logarithmes, on le suppose;

parce que,dans le calcul des grands nom-
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bres, l’erreur est si petite, qu’on peut n'y

avoir aucun égard.

Si je cherchois dans les tables 3 ,8999777,
je n’y trouverois pas ce logarithme : mais

Ie verrois qu’il devroit être entre celui de
j

7942 et celui de 7943. Je jugerois. dono

qu’il est le logarithme d’un nombre com-
pose de deux parties, dont l’une est l’entier

7942 ,
et l’autre une fraction décimale. «

Pour trouver-cette fraction, je dis la diffé-

rence des logarithmes des deux nombres |

7942 et 7943 est à la différence du loga-

rithme de 7942 et 3,^999777, comme
l’unité est à un quatrième terme

;
j’écris

donc :

0,0000547: 0,0000478 :: 1 : x

547 : 478 :: 1 : x
x= fraction, qui, réduite en par-

ties décimales, est à-peu-près' 0,874. Le

nombre cherché est donc 79421874.

Soit la fraction f dont on demande le

logarithme. Elle est l'inverse de f,dontlog,

8 — log. 3
,
se trouve dans les tables =5

0,4259687, et on peut faire la proportion

géométrique | : 1 :: 1 : f. Or à cette prô*»

portion correspond une proportion arith*
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métique
,
dont: la somme des extrêmes est o

puisque celle des moyens est o elle-même;

et la somme des extrêmes ne peut être o,

que parce que le logarithme, le même pour

les deux, est en moins pour l’un et en plus

pour l’autre. Celui de f est donc- 0,425687'.

On peut éviter les logarithmes en moins,

en ajoutant à la caractéristique diï plus

petit logarithme assez d’unités pour en

pouvoir soustraire le plus grand. Si, par

exemple, vous en ajoutez 3 à 0,47721213,

logarithme du numérateur 3, vous aurez

3,47721213 d’où vous pouvez soustraire

0,903900, et il vous restera 2,57408 13

pour log. de la fraction f , multipliée par

1000. Quoique ce log. soit trop grand, il

pourra vous servir pour faire sur f diffé-

rentes opérations : vous vous souviendrez

seulement, lorsque vous sérez arrivé aux

résultats
,
de les diviser par 1000.

On a choisi pour base des tables de loga-

rithmes le nombre 10, parce qu’il les rend

plus analogues à la numération, et que

par conséquent elles sont d’un usage plus

commode. Mais il n’est pas inutile de con-

sidérer d’une vue générale toutes les tables
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qu’on peut faire sur quelque autre base que

ce soit. Cette manière de considérer les

connoissances acquises nous prépare à de

nouvelles connoissances, parce qu’elle rap-

proche, sous un même point de vue, les

choses que nous ne sayons pas de celles que

nous savons. Généraliser, il est vrai, est un

écueil dans les langues vulgaires : mais

c’est un grand art dans l’algèbre, et c’est

là proprement tout l’artifice de l'analyse.

A io substituons a
,
et aussitôt nous nous

représentons généralement tous les nom-

bres comme les bases d’autant de tables

de logarithmes.

Quelque variées que puissent être les

tables, construites sur cette base générale,

les nombres qu’elles comprennent, ne se-

ront jamais que a même élevé successive-

ment à differentes puissances.

Or toutes les puissances de a peuvent

,

en général, être exprimées par m. Donc am

est une expression générale, qui embrasse

tons les nombres possibles de toutes les

tables possibles.

Dans toutes ces tables, o est le log. de

Vanité, parce que a° — i , et i est leloga~
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rithme de là base a
,
parce <jne a — a '

.

Mais les puissances au-dessus de Funité

sont# 1
,
a 2

,
a 3

,
etc., et les puissances au-

dessous sont a \ a
2

,
a

3

,
etc. Donc les

logarithmes sont les mêmes pour les puis-

sances qu’on peut considérer comme les

extrêmes d’une proportion dont l’unité est

le terme moyen
;
et il n’y a d’autre diffé-

rence, sinon qu’ils sont en plus pour les

puissances au-dessus de l’unité, et qu’ils

sont en moins pour les puissances au-

dessous.

iDonc on aura les logarithmes de tous

les moyens intermédiaires, depuis a° jus-

qu à a
,
a

,
etc., quand on aura tous

ceux des moyens intermédiaires
, depuis

a° jusqu’à a 1

, a2
, a 3

, etc.

En ajoutant les exposans, on trouve le

produit ci es puissances; mais les exposans*
des puissances indiquée? sont les logarith-

mes des puissances prononcées. On aurà
donc le logarithme du produit de plusieurs

nombres, lorsqu on prendra la somme de
leurs logarithmes. Log. a 3 == log. a -f
log. a + log. (/= 3 log. a.

;
et, en général,

log. am =. ni log. a.



Dès que la multiplication se re'duit à

une addition, c’est une conséquence que la

division se réduise à une soustraction. Ainsi

log. - ou log. a/~ T

=. log. a— log. b.

Enfin
,
pour élever un nombre à une puis-

sance entière ou fractionnaire, il ne faudra

que multiplier le logarithme de ce nombre

par l’exposant de la puissance proposée:
z

2 log. a — log. a 2
, 7 log. a—a z

.

Voilà une récapitulation des propriétés

générales des logarithmes, et c’est d’après

ces propriétés qu’on apprend à construire

les tables et à s’en servir.

Afin de nous, familiariser davantage

avec ces vues générales
,
considérons deux

tables, l’une construite sur îa base a , et

l’autre sur la base b
;

et soit n l’exposant

général des puissances de b ,
comme m est

celui des puissances de a. Dans la première,

les logarithmes seront trouvés d’après la

proportion ,
i : x x \ a, dans la seconde,

ils le seront d’après la proportion i : x ::

x : b\ et, puisque rz et b sont deux nombres •

diiïérens, on conçoit que les logarithmes-

ne peuvent pas être les mêmes dans les:
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deux tabler. Un nombre quelconque,/? aura

par conséquent dans l’une n pour logar.,

parce qu’il a m dans l’autre. Donc p= am

n in

et p — bn
, d'où a!

n =. bn

,
b n = a «

,
b=

m '*

a n
;
et, par conse'quent, le logarithme d’un

nombre étant connu sur la base a , on con-

noîtra son logarithme sur la base b; tout se t

réduit à déterminer les deux termes de

l’exposant fractionnaire
^ ;

et nous les dé-

terminerons si nous déterminons les deux
buses

, a et b.

En effet, soient, par exemple, a — 10
«t b =. 7, nous aurons pour logarithme de
7 sur la base b= 7, n — 1 ;

e t, sur la base

a —\o y nous trouvons, dans les tables,

logarithme 7 ou m = 0,845098. Donc - =
0,845008 ~

x
•

'^r nous tirons de cette équation

une expression générale de la valeur de n

comparée à m . Carn~m : — 5oq8
. —m y1000000

TOCOOPO

"fa^T = X I,i832 9 .

Maintenant, qu’on vous demande le loga-

rithme d’un nombre quelconque sur la
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base 7, vous chercherez dans les tables

celui qu'il a sur la base 10 : vous substi-

tuerez à m y clans la dernière équation

n~mX i,i832g, le logarithme que vous

aurez trouvé, et il ne faudra plus qu’une

multiplication pour connoitre celui qui lui

correspond sur la base 7.
#

Je n’entrerai pas dans de plus grands

détails sur les tables des logarithmes. Nous

serons toujours à temps de faire de nou-

velles observations sur ce sujet*, et le mo-

ment de les faire sera celui où nous en

aurons besoin. On apprend d’ordinaiïe

assez mal
,
lorsqu’on étudie avant d’avoir

senti le besoin d’apprendre

Ici finit le manuscrit.

NOTE DES ÉDITEURS.
m ,

Jusqu’où l’auteur ,
s’il avoit joui encore Je ‘quelque*

années Je vie ,
auroit-il poussé se,s recherches ?

Apres avoir fait, d’après les inventeurs ,
et souvent

d’après lui-même , tous les dialectes et tous les élémens

de la langue des calculs; après avoir montçé daus de

simples analogies , avec les dialectes déjà connus . ce

cinquième dialecte qu’on parle depuis Newton et Leibnitz

,

et dont on scroit presque tenté de croire que l’origine s’est

dérobée à ses propres inventeurs ;
après avoir refait

,

dans l’espace de quelques années ,
et par la seule puissance

de sa méthode ,
les principales découvertes dont le génie

mathématique n’a voit pu se rendre maitre que par le*
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efforts combinas et successifs des plus grands hommes de
tous les pays et de tous les siècles, il auroit cru ( nous
osons l’assurer

) ne s’êlre placé encore qu’à l’entrée de la
carrière qu’il voyoit s’ouvrir devant lui.

Ce premier travail sur la partie de nos connoîssanres

,

où l’évidence frappe tous les esprits de la plus éclatante
lumière ,'n’étoit qu’un prélude à des travaux plus important

.et plus difficiles : c’étoitun modèle qu’il plaçoit sous ses
yeux et qu’il devoit imiter en appliquant sa méthode à
des objets jusqu’ici presque entièrement méconnus

,
quoique

d’une nécessité plus immédiate pour le bonheur des
hommes.

Ce qu’il avoit principalement en vue
, ce qui avoit élé

le but constant des recherches d’une vie employée toute
entière à perfectionner la raison, c’étoit de débrouiller le
chaos où les abus et les vices du langage ont plongé les
sciences morales et métaphysiques. Les jargons inintelli-
gibles qu’elles parlent trop souvent auraient été convertis
en autant de belles langues que tout le inonde auroit
apprises facilement

,
parce que tout le monde les aurait

entendues; et dans ces langues on eût vu les idées qui
paraissent les plus inaccessibles à l’esprit humain

,
sortir

<1 elles-mêmes et sans efforts des notions les plus com-
munes.

Qu’on ne croie pas que c’est une conjecture que nous
hasardons

; ce que Condillac avoit communiqué de son
projet à quelques amis

, ce qu’il a fait dans sa logique
,le degré étonnant de simplicité auquel, sur la fin de ses

jours, d avoit porté son esprit, enfin 'ce qu’il annonce
dans 1 introduction de l’ouvrage qu’ou vient de lire

, 7,es
mathématiques, dont je traiterai, sont dans cet ouvrage
un objet subordonné à un objet bien plus grand

; tout
nous dqnne la conviction la plus entière qu’il ne se serait
pas borné à perfectionner une langue qui

, tout admirable
quelle est-, ne sera jamais parlée que par un petit nombre
cl hommes*

9 e n est
.

donè
.
Pas seulement la science des mathéma-

ticiens qui £f fait uue grande perte, ce sont toutes la
«ci en ces qui ont fait une perte irréparable

;
et tous la

•a vans
,
quel que soit l’objet de leurs études, ont à gémii

que ce beau monument de la gloire de notre nation et de
l esprit humain n’ait pas pu être achevé par celui qui en
posa les fondémons. *

Si quelques-uns des derniers chapitres laisseut quelque
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chose à desirer , il faut qu’on sache que ce n’est ici

qu’un premier jet. L’autfiur, en les retouchant, les eût

aisément ameijés à ce degré de simplicité qu’il aimoit

tant et qu’il atteiguoit toujours.

Nous ne parlerons pas des soins qu’a pu exiger la révision

d’un ouvrage de calcul , dont il n’existe qu’une première

copie
,
nécessairement chargée de ratures , et dont quelques

légères inexactitudes demandoient à être rectifiées.

Nous nous sentirions plutôt pressés du besoin de faire

repasser devant notre esprit et devant celui des lecteurs

cette foule de vues nouvelles , de préceptes iinportans ,

de réflexions lour-à-lour piquantes , naïves, pleines de

finesse, mais toujours simples, toujours instructives, qui

sortoient avec une inconcevable facilité de la plume de

l’auteur.

Nous voudrions faire remarquer cette unité rigoureuse

de système dont toutes les parties
,

tous les chapitres,

toutes les phrases, toutes les lignes et toutes les idées vont

se confondre et se perdre en quelque sorte dans une seule

idée sensible, celle d’une main dont les doigts s’ouvrent

et se ferment successivement l’un après l’autre.

Nous aimerions sur-tout à nous reposer sur le sentiment

délicieux que nous a fait éprouver cette perfection déses-

pérante de style
,
qui a si bien su prendre tous ses charmes

et toute son élégance dans leurs véritables sources
,

la

précision et l’analogie.

Mais il ne nous appartient pas de prévenir le jugement

du public ,
seul juge suprême de tout ce qui est fait p. ur

lui.

C’est particulièrement au petit nombre d’hommes supé-

rieurs
,
qui peuvent se trouver en France et dans toute

l’Europe, qu’il appartient de prononcer sur le mérite d’un

ouvrage où l’on dévoile et où l’on met
,
pour aÿisi dire ,

à nu, ce qu’il y a de plus caché dans les procédés du

génie. C’est à eux à nous dire si Condillac a deviné leur

secret, s’il a tracé fidellement la route qui mène aux dé-

couvertes , et si lui-même a su y marcher d’un pas ferme

et sûr.

Pour nous
,
nous allons reprendre la lecture de la Langue

des Calculs
,
que nous avons déjà lue bien des fois ,

certains

d’y trouver toujours un nouveau plaisir ,
d’y puiser une

instruction nouvelle.
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.0ERRATA
DES ŒUVRES COMPLÈTES

DE GONDILLAG.
0

Essai sur l’ Origine des Connaissances Humaines.

Page 204, ligne 5 ,
secours étraqge

,
lisez : secours étranger.

Traité des Sensations et des Animaux.

Page 26 , ligne 1 ,
qui discernent moins

,
lisez : qui dis-

cernent plus. — P. 365 j 1. i5 , de ces sens, lisez: de
ses sens.

Le Commerce et le Gouvernement.

Page 97 , ligne 1 , etablissement, lisez : l’établissement.
* P* 226 5 1. /I , qu’il en ait

,
lisez : qu’il j en ait. •

—

P. 468, 1. 23
,
qu’on pensent , lisez : qu’on pense.

On a laissé subsister l’expression fictice , parce que l’au-

teur paroi t l’avoir adoptée avec réflexion.

La Grammaire.

Page i 43 , ligne 24 , un période, lisez : une période.— P- 189, 1. 23 ,
il est véai qu’on peut dire j’ai fait hier,

lisez : il est vrai qu’il faut dire : je fis hier.

L’Art de Penser.

Page 41 ,
ligne 12 , séparer à d’autre, lisez : séparer

de quelque autre. P. 161 f 1. 19 , ne soient simple
,
lisez :

ne soit simple.

L’Art d'Ecrire.

Page 207, ligne 25 , couvert de mots, lises : couvert
$1* morts.
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Histoire Ancienne
,
livre III.

Page. 48, ligne 5 , aimera
, lisez: animera.— P. 125^!

1 . 26 , ers, lisez : Vers. — P. 314 , 1 . 22 , 0n auroit sa-

satisfait
, lisez : on l’auroit satisfait.

Histoire Ancienne
, livre Y.

Page 376 ,
ligne 5 , eut

, lisez : crut.

Histoire ancienne
,
livre VIII

, tome 4.

Page 1 1 ,
ligne 1 7 , sous lés villes

,
ÏÏsei : dans les villes.

]

Histoire Ancienne

,

livre XI ,tome 5 .

Page 78 y ligne 2.2., qui jugeoit
,
lisez : qui jugeoient. —

P* 182, 1 . r 5
, les maladies

, lisez : des maladies. —
P. 3i4, s’allier de l’empereur

, lisez : s’allier à l’empereur.

Histoire Ancienne
,

livre XV , tome 6.

Page 394 ,
au second sujet marginal

,

Valentinie
, lisez i

Valentinien.

Histoire Moderne
,
livre XI.

Page 5o
,
ligne 17, neveu de Canutson

, lisez: neveu ds
Canut. — P. 457 , dernière ligue

,
elles seront plus ca-

pables
,
lisez ; elles seront peu capables.

Histoire Moderne
,

livre XIII.

Page 514, à la tahle des matières
,
est dans l’esprit

,

lisez : et dans l’esprit.

De l'Etude de l’Histoire
, I £r e. partie.

Page 28 ,
ligne n,bagayant, lisez: bégayant. —P. 201 }

1. 23
, religieuseme

,
lisez : religieusement.

La Logique.

Page 8, ligne 23 , confirmation
, lisez : conformation. •

La Langue des Calculs.

Page 46 ,
après chapitre IV

,
en quoi consiste les idtfs t

lisez : en quoi consistent les idées.

P. 70 ,
1 . 13

,
tout

,
lisez : toute.
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P. 90,1. 10 ,
soustrait

,

lisez : soustrais

.

un

quatre

a

quatre
P. 99 ,

1. 26 ,
• lisez :

un

P. 291 ,1. 5, — lisez :

P. 3n , 1. 4 5
détruisent ,

lisez : détruisant.

P. 3i6, 1. 3, -7- lisez:

be bc

P. id. 1. 10, —lisez:

P. 35o
,

1 . 2 , q
3

,
lisez : P.

P. 37 3, 1. 14, C'B Usez : CB'

P. 400

,

1 . 9 , ^-24, Usez : \/.2.4.

P. 424,1. 16 ,
ou , lisez : on a.

Après la page 436 , au lieu de 337 >
Usez : 4371

P. 443 , L 3 ,
c .r , lisez : c : x.

P. 509 j 1. 9 ,Jaisoit

,

lisez :J'eroit.
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