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Mathematik fiir Anwender 1
Arbeitsblatt 5

Ubungsaufgaben

AUFGABE 5.1.%

Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofer ist.

5T 2007
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AUFGABE 5.2.*

Es stehen zwei Glaser auf einem Tisch, wobei das eine mit Rotwein und
das andere mit Weiflwein gefiillt ist, und zwar gleichermaflen. Nun wird ein
kleineres leeres Glas (ein Fingerhut oder ein Schnapsglas) in das Rotwein-
glas voll eingetaucht und der Inhalt in das Weilweinglas iiberfiihrt und dort
gleichméBig vermischt (insbesondere gibt es Platz fiir diese Hinzugabe). Da-
nach wird das kleinere Glas in das Weifiweinglas voll eingetaucht und der
Inhalt in das Rotweinglas iiberfiihrt. Befindet sich zum Schluss im Rotwein-
glas mehr Rotwein als im Weiflweinglas Weilwein?

AUFGABE 5.3.%

Eine Bahncard 25, mit der man ein Jahr lang 25 Prozent des Normalpreises
einspart, kostet 62 Euro und eine Bahncard 50, mit der man ein Jahr lang 50
Prozent des Normalpreises einspart, kostet 255 Euro. Fiir welchen Jahresge-
samtnormalpreis ist keine Bahncard, die Bahncard 25 oder die Bahncard 50
die giinstigste Option?

AUFCABE 5.4.*

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahrridern eine Strafle ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat eine Uberset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radius von 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fiir eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zentimetern.

Wer fahrt schneller?

AUFGABE 5.5. Zeige, dass in einem angeordneten Korper die folgenden Ei-
genschaften gelten.

(1)1 >o0.



(2) Esist a > 0 genau dann, wenn —a < 0 ist.
(3) Es ist a > b genau dann, wenn a — b > 0 ist.
(4) Es ist a > b genau dann, wenn —a < —b ist.
(5) Ausa > bund ¢ > dfolgt a+c > b+d.

(6) Aus a > bund ¢ > 0 folgt ac > be.

(7) Ausa > bund ¢ < 0 folgt ac < be.

(8) Ausa > b > 0Ound ¢ > d > 0 folgt ac > bd.
(9) Ausa > Ound b < 0 folgt ab < 0.

(10) Ausa < Ound b < 0 folgt ab > 0.

AUFGABE 5.6. Zeige, dass in einem angeordneten Korper die folgenden Ei-
genschaften gelten.

(1) Es ist a* > 0.

(2) Ausa > b > 0 folgt a™ > b" fiir allen € N.

(3) Aus a > 1 folgt a™ > a™ fiir ganze Zahlen n > m.
AUFGABE 5.7.%

Es sei K ein angeordneter Korper und x > 0. Zeige, dass auch das inverse
Element z~! positiv ist.

AUFGABE 5.8. Es sei K ein angeordneter Korper und z > 1. Zeige, dass fiir
das inverse Element 27! < 1 gilt.

AUFGABE 5.9. Es sei K ein angeordneter Koérper und x > y > 0. Zeige, dass
fiir die inversen Elemente 27! < 3y~ gilt.

AUFGABE 5.10. Es sei K ein angeordneter Korper und seien x,y positive

Elemente. Zeige, dass ¢ > y zu % > 1 dquivalent ist.

AUFGABE 5.11.%

Es sei K ein angeordneter Koérper und b € K, b > 1. Zeige, dass es dann

Elemente ¢, d > 1 mit b = cd gibt.

AUFGABE 5.12.%*

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir « > 3 die Beziehung
22+ (2 4+ 1) > (v +2)?

gilt.

AUFGABE 5.13. Es seien x < y reelle Zahlen. Zeige, dass fiir das arithmeti-

sche Mittel xTer die Beziehung

r+y
2

T < <y

gilt.



AUFGABE 5.14. Man untersuche die Verkniipfung
R>o x R>g — Rxq, (7,y) — max (z,y),

auf Assoziativitit, Kommutativitéit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.

AUFGABE 5.15. Ein Bakterium mochte entlang des Aquators die Erde um-
runden. Es ist ziemlich klein und schafft am Tag genau 2 Millimeter. Wie
viele Tage braucht es fiir eine Erdumrundung?

AUFGABE 5.16. Wie viele Billionstel braucht man, um ein Milliardstel zu
erreichen?

AUFGCABE 5.17.%

Im Wald lebt ein Riese, der 8 Meter und 37 ¢cm grof3 ist, sowie eine Kolonie von
Zwergen, die eine Schulterhohe von 3 cm haben und mit dem Kopf insgesamt
4 cm grofl sind. Hals und Kopf des Riesen sind 1,23 Meter hoch. Auf der
Schulter des Riesen steht ein Zwerg. Wie viele Zwerge miissen aufeinander
(auf den Schultern) stehen, damit der oberste Zwerg mit dem Zwerg auf dem
Riesen zumindest gleichauf ist?

AUFGABE 5.18.%*
Zeige, dass in einem archimedisch angeordneten Korper die folgenden Eigen-
schaften gelten.

(1) Zu jedem z > 0 gibt es eine natiirliche Zahl n mit + < .
(2) Zu zwei Elementen z < y gibt es eine rationale Zahl n/k (mit n €

< o <
T - .
k y

AUFGABE 5.19. Berechne die Gauklammer
513
21 |-
AUFGABE 5.20. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunktion
R— R, z+— |2/,
(dabei seien x,y beliebige reelle Zahlen).
(1) |z] = 0.

(2) |z| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) || = |y| genau dann, wenn x = y oder z = —y ist.
(4) ly — 2| =z -yl

(5) lzyl = |z [yl

(6) Fiir  # 0 ist |z~ = |z| "



(7) Esist |z +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung fir den Betrag).
(8) Esist [z +y| > |z] — |yl

AUFGABE 5.21. Es seien x1, ..., x, reelle Zahlen. Zeige durch Induktion die

Abschéatzung
>_wi| = ) lwil.
i=1 i=1

Die Idee zu den folgenden Aufgaben stammt von

http://jwilson.coe.uga.edu/emt725/Challenge/Challenge.html,

siehe auch
http://www.vier-zahlen.bplaced.net /raetsel.php .
AUFGABE 5.22. Wir betrachten die Abbildung
U: N — N,
die einem Vierertupel (a,b, ¢, d) das Vierertupel
(Ib—al,[e=0[,[d—¢|,|a—d])
zuordnet. Es bezeichne U™ die n-fache Hintereinanderschaltung von W.
(1) Berechne
W(6,5,2,8), ¥*(6,5,2,8), ¥(6,5,2,8), ¥(6,5,2,8) ...,

bis das Ergebnis das Nulltupel (0,0, 0,0) ist.
(2) Berechne

W(1, 10,100, 1000), T(1, 10, 100, 1000), ¥3(1, 10, 100, 1000), ¥*(1, 10, 100, 1000) ...,
bis das Ergebnis das Nulltupel (0,0, 0,0) ist.
(3) Zeige ¥(0,0,n,0) = (0,0,0,0) fiir jedes n € N.
AUFGABE 5.23. Wir betrachten die Abbildung
¥ N* — N,
die einem Vierertupel (a,b, ¢, d) das Vierertupel
(Ib—al,lc=0],|d—¢],|a—d])

zuordnet. Bestimme, ob ¥ injektiv und ob ¥ surjektiv ist.

AUFGABE 5.24.*
Wir betrachten die Abbildung
¥: N* — N,
die einem Vierertupel (a, b, ¢, d) das Vierertupel
(1b—al le— bl |d— el ] — d])
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zuordnet. Zeige, dass sich bei jedem Starttupel (a, b, ¢, d) nach endlich vielen
Iterationen dieser Abbildung stets das Nulltupel ergibt.

Wir werden spéter auch die Frage behandeln, wie es mit reellen Vierertupeln
aussieht, siehe insbesondere Aufgabe 28.9.

AUFGABE 5.25. Es seien
f17"->fn: R—R

Funktionen, die wachsend oder fallend seien, und sei f = f,, o--- o f; ihre
Hintereinanderschaltung. Es sei k& die Anzahl der fallenden Funktionen unter
den f;. Zeige, dass bei k gerade f wachsend und bei k ungerade f fallend ist.

Bei den Rechenaufgaben zu den komplexen Zahlen muss das Ergebnis immer
in der Form a + bi mit reellen Zahlen a,b angegeben werden, wobei diese so
einfach wie moglich sein sollen.

AUFGABE 5.26. Berechne die folgenden Ausdriicke innerhalb der komplexen
Zahlen.

(1) (5 + 4i)(3 — 2i).

(2) (24 3i)(2 — 4i) + 3(1 — 1)
(3) (2i+ 3)*

(4) 11011‘

(5) (=2 + 5i)~1

(6) -

AUFCABE 5.27.%

Zeige, dass die komplexen Zahlen einen Korper bilden.

AUFGABE 5.28. Zeige, dass P = R? mit der komponentenweisen Addition
und der komponentenweisen Multiplikation kein Korper ist.

AUFGABE 5.29.%

Beweise die folgenden Aussagen zu Real- und Imaginérteil von komplexen
Zahlen.

Re (rz) =rRe (2) und Im (rz) =rIm (z).

(5) z = Re (z) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau dann der
Fall, wenn Im (z) = 0 ist.
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AUFGABE 5.30. Zeige, dass innerhalb der komplexen Zahlen folgende Re-
chenregeln gelten.

AUFGABE 5.31. Zeige die folgenden Regeln fiir den Betrag von komplexen
Zahlen.

(1) Fiir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag iiberein.
) Esist |z] = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.
) |2 = [z].
) |zw] = |2] Jwl.
) Fir z 4 0ist [1/2] =1/ 2|
)

(2
(3
(4
(5
(6) [Re (2)], [Im (2)] < [2].

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 5.32. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und z < 0. Zeige, dass auch das inverse
Element x~! negativ ist.

AUFGABE 5.33. (2 Punkte)
Zeige, dass eine streng wachsende Funktion
T R—R

injektiv ist.

AUFGABE 5.34. (3 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

v Qéo — @éoa

die einem Vierertupel aus nichtnegativen rationalen Zahlen (a,b,c,d) das
Vierertupel

(|b—a|,|c—b|,\d—c|,|a—d|)

zuordnet. Zeige, dass sich nach endlich vielen Iterationen dieser Abbildung
stets das Nulltupel ergibt.

Tipp: Verwende Aufgabe 5.24.



AUFGABE 5.35. (3 Punkte)
Berechne die komplexen Zahlen

(1+1)"
firn=1,2,3,4,5.

AUFGABE 5.36. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die komplexe Konjugation die folgenden Rechenregeln gelten.

(1

(2) —Z.

3) z-w=7z%-w.

(4) Fir 2 #£01ist 1/z2 = 1/Z.

(5) z = z.

(6) Z = z genau dann, wenn z € R ist.

AUFGABE 5.37. (5 Punkte)

Berechne die Quadratwurzeln, die vierten Wurzeln und die achten Wurzeln
von 1i.

AUFGABE 5.38. (3 Punkte)
Man finde alle drei komplexen Zahlen z, die die Bedingung
2 =1

erfiillen.

Die Aufgabe zum Aufgeben

Losungen zu der folgenden Aufgabe bis 12. Dezember (in neuer Abgabegrup-
pe, unabhéngig von Deckelregel).

AUFGABE 5.39. Wir betrachten die Abbildung
¥: N* — N,
die einem Vierertupel (a,b, ¢, d) das Vierertupel
(Ib—al,lc—=b[,|d—c|,|a—d])

zuordnet. Man gebe ein Beispiel fiir ein Vierertupel (a,b,c,d) mit der Ei-
genschaft an, dass sdmliche Iterationen ¥"(a,b,c,d) fir n < 25 nicht das
Nulltupel liefern.

Uberpriife das Ergebnis auf http://www.vier-zahlen.bplaced.net /raetsel. php
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