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Ubungsaufgaben

AUFGABE 31.1. Die Siiddeutsche Zeitung schrieb am 10.3.2020 unter dem
Titel ,Die Wucht der groBen Zahl“ (von Christian Endt, Michael Mainka

und Séren Miiller-Hansen):

,Um zu verstehen, warum das neue Coronavirus so gefiahrlich ist, muss man
sich klarmachen, was exponentielles Wachstum bedeutet. Der Begriff ist et-
was sperrig, das Konzept dahinter aber einfach. Es geht um eine Vermehrung,
die sich stadndig selbst beschleunigt. Und dieses Muster ldsst sich auch beim
Coronavirus erkennen. Das ist der Hintergrund, warum nun immer strengere
Auflagen verhdngt werden, Fufiballspiele ohne Publikum ausgetragen, Fe-
ste und Kongresse abgesagt werden. Und warum Gesundheitsminister Jens
Spahn, Kanzlerin Angela Merkel und andere davon sprechen, man miisse
die Ausbreitung des Virus verlangsamen. Sprich: Verhindern, dass es sich
exponentiell verbreitet.*

(1) Beschleunigt sich lineares Wachstum ,,sténdig selbst“?

(2) Beschleunigt sich quadratisches Wachstum wie bei der Funktion
f(x) = 2% ,stindig selbst“?

(3) Wie kann man exponentielles Wachstum charakterisieren?

(4) Wenn man exponentielles Wachstum wie bei einer Virusausbreitung
,verlangsamen® mochte, verhindert man dann exponentielles Wachs-
tum oder &ndert man Parameter (welche?) fiir exponentielles Wachs-
tum?

AUFGABE 31.2.*

(1) Es sei @ > 1 und g(z) = &* die Exponentialfunktion zur Basis a.
Zeige, dass es ein w € Ry mit g(x + w) = 2¢(z) fir alle x € R
gibt.

(2) Es sei w > 0 vorgeben. Zeige, dass es eine Exponentialfunktion b*
mit b > 1 und mit

bt = 2p”
fiir alle z € R gibt.

(3) Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f: R—= Rmit f(x+1) = 2f(x) fur alle x € R, die keine Expo-
nentialfunktion ist.
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AUFGABE 31.3. Bestimme, fiir welche ¢,d € R die Differentialgleichung mit
Verzogerung

y'(t) = c(yt) —y(t — d))
eine Losung der Form
y(t) = at+ 5
besitzt.

AUFGABE 31.4. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
/ — y

AUFGABE 31.5. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
v = cy.

AUFGABE 31.6.*

Lose das Anfangswertproblem

y' =2 mit y(5) = 3.

AUFGABE 31.7.*

Lose das Anfangswertproblem

y =3t — 3t + 4 mit y(—1) = —5.

AUFGABE 31.8. Lose das Anfangswertproblem
y = 3t> — 2t + 5 mit y(3) = 4.

AUFGABE 31.9. Lose das Anfangswertproblem
y' =sint mit y(r) = 7.
AUFGABE 31.10. Man mache sich anschaulich und mathematisch klar, dass

bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung der Abstand zwischen zwei
Losungen y; und ys zeitunabhéngig ist, d.h. dass y;(t) — yo(¢) konstant ist.

Man gebe ein Beispiel, dass dies bei zeitunabhéngigen Differentialgleichungen
nicht der Fall sein muss.

AUFGABE 31.11. Untersuche die gewohnlichen Differentialgleichungen, die
sowohl zeit- als auch ortsunabhingig sind.

AUFGABE 31.12. Wie sieht der Graph einer Abbildung
RxR-—R

aus, die nur von einer Variablen abhéngt.



AUFGABE 31.13. Es sei I C R ein Intervall und es sei
D(I,R) ={f:1— R f differenzierbar}

die Menge der differenzierbaren Funktionen. Zeige, dass D(I,R) ein reeller
Vektorraum ist und dass die Ableitung

D(I,R) — Abb (I,R), f — [,

eine lineare Abbildung ist. Bestimme den Kern dieser Abbildung und seine
Dimension.

AUFGABE 31.14. Es sei
D(R,R) = {f:R — R | f unendlich oft differenzierbar}

die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Bestimme die Ei-
genwerte, die Eigenvektoren und die Dimension der Eigenrdume der Ablei-
tung

D(R,R) — D(R,R), f+— f.

AUFGABE 31.15. Finde die Losungen fiir die gewohnliche Differentialglei-
chung

/

y =y

Wi

mit c € R,.

Finde eine inhaltliche Interpretation zu dieser Differentialgleichung analog
zu Beispiel 31.14.

AUFGABE 31.16. Zeige, dass y(z) = 2" (n € N, ) eine Losung der gewohnli-
chen Differentialgleichung

’ n—1

y =nyn
auf R, ist.

AUFGABE 31.17.*

a) Es sei
f: RxR—R
ein nullstellenfreies Vektorfeld, d.h. f(¢,y) # 0 fiir alle (¢,y) € R% Zeige,
dass jede Losungskurve zur Differentialgleichung
y = ft.y)
injektiv ist.
b) Sei f nun ein zeitunabhéngiges Vektorfeld. Zeige, dass f genau dann

nullstellenfrei ist, wenn jede Losungskurve injektiv ist.

c) Man gebe ein Beispiel fiir ein Vektorfeld, das nicht nullstellenfrei ist, fiir
das aber jede Losungskurve injektiv ist.
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AUFGABE 31.18. Finde eine differenzierbare Funktion y(¢) (nicht die Null-
funktion), die die Bedingung

y(t) =yt —1)
erfiillt (dabei ist y(t — 1) als der Wert der Funktion y an der Stelle ¢t — 1
zu verstehen, nicht als das Produkt der Funktionsvariablen y mit ¢ — 1; es
handelt sich also nicht um eine Differentialgleichung).

Aufgaben zum Abgeben
AUFGABE 31.19. (2 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem

y = 3t? — 4t + 7 mit y(2) = 5.

AUFGABE 31.20. (3 Punkte)

Finde eine Losung zur gewohnlichen Differentialgleichung

y=t+y.
AUFGABE 31.21. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem

t3

r : _
V=5 mit y(1) = 2.

AUFGABE 31.22. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem

/

t) =
yt) sinh ¢

auf R, mit der Anfangsbedingung y(1) = 7.

AUFGABE 31.23. (5 Punkte)
Zeige, dass es zu jedem n € N, unendlich oft differenzierbare Funktionen
fi R—R, z— f(x),

derart gibt, dass die n-te Ableitung f™ mit f iibereinstimmt, die Ableitun-
gen f@ 1 < i < n, aber nicht.

Denke an Potenzreihen.



Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



