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Maf3- und Integrationstheorie

Arbeitsblatt 10

Aufwiarmaufgaben

AUFGABE 10.1. Es sei M ein Messraum mit einer Ausschopfung M, 1 M
und sei
fon: M — R

eine wachsende Folge von nichtnegativen messbaren Funktionen mit der
Grenzfunktion

f: M — R
Zeige, dass S°(M,; f,) eine Ausschopfung von S°(M; f) ist.

AUFGABE 10.2. Wir betrachten die Funktionenfolge
fni R—R
mit f, =1—2 (n € N}). Es sei f die Grenzfunktion. Zeige die Bezichung

U S(fa) = S(H\Ty.
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AUFGABE 10.3.*
Es seien (M, A, 1) und (N, B, v) zwei endliche Mafirdume und es seien
f: M —R

und

g: N—R
integrierbare Funktionen. Zeige
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AUFGABE 10.4. Es sei (z,,),,y cine Folge in R. Zeige, dass die Folge genau
dann konvergiert, wenn

liminf ((2,),cy) = limsup ((zn),cy)-
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AUFGABE 10.5.*
Es sei (2,,),cy eine beschrénkte reelle Folge,
fiR—R

eine stetige Abbildung und y, = f(z,) die Bildfolge. Es sei H die Menge
der Haufungspunkte von (z,), .y und G die Menge der Haufungspunkte von

(Yn)nen-
a) Zeige f(H) C G.
b) Zeige
f(imsup ((z4),en)) < limsup ((Yn),en)-

c) Zeige, dass die Abschitzung aus Teil b) echt sein kann.

AUFGABE 10.6. Es sei f,, : [1, +00[— R>, fiir n € Z,, die Funktionenfolge

L, falls @ € [n, +o0]
) n2 ’ )
Jalw) = {O, anderfalls .

Berechnen Sie

lim f, und lim fnd\!.

n—-+o0o n—-+o0o [1 +oo]

AUFGABE 10.7. Es sei f, : [0, +oo[— R, fiir n € Z,, die Funktionenfolge

_exp(—nr)
Inlz) = r4+n
Berechnen Sie
li d 1 d\'.
i poond i f S

AUFGABE 10.8. Es sei (z,),,y eine Folge in R und sei
Yn = inf (zg, k > n).

a) Zeige, dass die Folge (y,),cy Wachsend ist.

b) Zeige, dass die Folge (yn), oy gegen liminf ((:vn)neN) punktweise konver-
giert.



AUFGABE 10.9. Es sei (M, A) ein Messraum und sei
fo: M — R
eine Folge von messbaren Funktionen. Zeige, dass dann auch die Funktionen
lim inf ((fn)neN): M — R, z — liminf (fu()),en)

und
limsup ((fu)pen): M — R, 2 — limsup ((f(2)),cn),
messbar sind.

AUFGABE 10.10. Es sei (M, A, u) ein o-endlicher Mafiraum und sei

fn: M — @20
(n € N) eine Folge von nichtnegativen messbaren numerischen Funktionen.
Zeige, dass
fudn =Y [ fuda
Jxra= 2],
gilt.

AUFGABE 10.11. Berechnen Sie

+oo  ,m/2
Z/ (1 — sinx)ncosxdx.
n=0 0

AUFGABE 10.12. Unter einer Quader-Treppenfunktion verstehen wir eine Ab-
bildung

t: [a,b1] x - X [ag,bq) — R,
fiir die es Intervallunterteilungen

ar =cpp<cp <...<Cipy :bl,...,ad:cdo < cCgr < ..o < Capy :bd,
derart gibt, dass
t’[cul ,C1 g +1] XX [Cdjcw Cdjd+1]

konstant ist. Das zugehorige Integral nennen wir Treppenintegral.
Es sei

fZ [al,bl] X oo X [ad,bd] — R
eine stetige Funktion. Zeige, dass das Supremum der Treppenintegrale zu
unteren Treppenfunktionen von f gleich dem Infimum der Treppenintegrale

zu oberen Treppenfunktionen von f ist, und somit auch gleich dem Lebesgue-
Integral.



Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 10.13. (3 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer integrierbaren Funktion
i R— R,

fiir die das Integral nicht das Supremum iiber alle Treppenintegrale zu unte-
ren Treppenfunktionen ist.

AUFGABE 10.14. (5 (243) Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:00,1] —[0,1], 2 — 2*.

Berechne fiir n = 1,2,...,5 das Supremum der Integrale zu den folgenden
einfachen Funktionen.

a) Die Funktionen g < f, die auf den n Teilintervallen [£, B[ (mit k =
0,...,n — 1) konstant sind.

b) Die Funktionen h < f, die nur die Werte % annehmen.

AUFGABE 10.15. (4 Punkte)
Bestimme fiir die Funktionenfolge
fo: [0,1] — R, x — f,(z) = 2",

die zugehorigen Integrale, den Grenzwert der Integrale, die Grenzfunktion
und das Integral der Grenzfunktion.

AUFGABE 10.16. (4 Punkte)

Bestimme die Haufungspunkte der Folge x,, = sin (n%) Was ist der Limes
inferior, was der Limes superior?

AUFGABE 10.17. (8 Punkte)

Bestimme den Limes inferior und den Limes superior der Funktionenfolge
fu(z) = sin(nz) auf [0, 7.

AUFGABE 10.18. (4 Punkte)

Zeige, dass der Satz von der majorisierten Konvergenz ohne die Vorausset-
zung iiber die Existenz einer Majorante h > |f,| nicht gilt.



AUFGABE 10.19. (3 Punkte)
Es sei |a, b] ein (eventuell unbeschrénktes) Intervall und es sei
fi]a,b)[— R
eine nichtnegative stetige Funktion. Zeige, dass das uneigentliche Integral

ff f(t)dt gleich dem Lebesgue-Integral f]a o [ dX (also gleich dem Fléchenin-
halt des Subgraphen) ist.
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