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AU 31 DÉCEMBRE 1886.

Bureau.

Président, M. Catalan.

Vice-Président, » Ronkar.

Secrétaire général

,

» F^E Paige.

Trésorier, » Neuberg.

Bibliothécaire, » Fraipont.

Membres effectifs.

1842 Selys Longchamps (baron E. de), membre de l'Académie

royale des sciences , des lettres et des beaux-

arts de Belgique.

Trasenster, L., ancien recteur de l'université de Liège.

1844 Kupfferschlager, Is., professeur émérite à l'université

de Liège.

1847 De Cuyper, A. C, professeur émérite à l'université de

Liège.

1833 Candèze, E., membre de l'Académie des sciences, des

lettres et des beaux-arts de Belgique , à Glain.
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18So PÂQUE, A., ancien professeur de mathématiques à Tathénée

de Liège.

1855 Dewalque, g., professeur de minéralogie, de géologie et

de paléontologie à l'université de Liège.

Bourdon, J., docteur en sciences naturelles, à Liège.

1856 Catalan, C. E., professeur émérite à l'université de Liège.

1860 GiLLON, A., professeur de métallurgie à l'université de

Liège.

1861 Perard, L., professeur de physique à l'université de Liège.

1865 Folie, F., directeur de l'Observatoire royal de Bruxelles.

1868 Graindorge, L. A. J., professeur à l'université de Liège.

1870 Masius, V., professeur de pathologie et de clinique à l'uni-

versité de Liège.

Vanlair, C., professeur de pathologie et de thérapeutique

à l'université de Liège.

1871 Van Beneden, Ed., professeur de zoologie, de physiologie

et d'anatomie comparées à l'université de Liège.

1874 FiRKET, Ad., chargé de cours à l'université de Liège.

1 875 Spring , W., professeur de chimie à l'université de Liège.

SwAEN , A.
,
professeur d'anatomie à l'université de Liège.

1876 DE KoNiNGK, Lucien, professeur de chimie analytique et

de docimasie à l'université de Liège.

1878 Le Paige, professeur de géométrie supérieure à l'univer-

sité de Liège.

1879 Jorissen, docteur en sciences, à Liège.

1880 Neuberg, j., professeur à l'université de Liège.

1881 Fraipont, j., professeur à l'université, à Liège.

4884 Deruyts, J., docteur en sciences, assistant à l'université.

BoNKAR, Ém., chargé de cours à l'université.

Ubaghs, p., répétiteur à l'École des mines.

1885 Gravis, A., professeur de botanique à l'université de

Liège.
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Membres correspondants.

1842 Van Beneden, J. P., professeur à l'université de Louvain.

Laguesse, ingénieur en chef des mines, à Mons.

ISâfù Stas, J. s., membre de l'Académie royale des sciences,

des lettres et des beaux-arts de Belgique, à

Bruxelles.

Keyserling (comte A. de), membre de l'Académie des

sciences de Saint-Pétersbourg.

Reichert, professeur à l'université de Berlin.

Steichen, membre de l'Académie, à Bruxelles.

1844 Lecointe, professeur de mathématiques supérieures, à

Anvers.

1 848 Maus, inspecteur général des ponts et chaussées, à Bruxelles.

CoQuiLHAT, général d'artillerie , à Anvers.

Hagen, professeur à l'université de Cambridge (Etats-Unis).

1848 Klipstein (von), professeur à l'université de Giessen.

1852 Dana, J. D., professeur de géologie et d'histoire naturelle,

à New-Haven (Etats-Unis).

Ettingshausen (baron Constantin von), membre de

l'Académie des sciences de Vienne, à Graz.

1853 Westwood, professeur de zoologie à l'université d'Oxford

(Angleterre).

Waterhouse, conservateur au Musée Britannique, à

Londres.

Bède, Em., industriel, à Bruxelles.

1854 Petrina, professeur de physique, à Prague (Bohême).

KÔLLiKER (von), professeur à l'université de Wurzbourg

(Bavière).

DuTREUX , receveur général , à Luxembourg.

Drouet, h., naturaliste, à Charleville (France).

Weber, professeur de physique à l'université de Gottingue

(Prusse).
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1 854 Stammer , docteur en médecine, à Dusseldorf (Prusse).

Erlenmeyer, docteur en médecine, à Neuwied (Prusse).

Lucas, H., aide-naturaliste au Muséum d'histoire naturelle,

à Paris.

Blanchard, E., membre de l'Institut, à Paris.

1855 Geinitz, h. B., professeur à l'Ecole polytechnique, à

Dresde.

Liais, ancien directeur de l'Observatoire impérial de Rio

de Janeiro, maire de Cherbourg.

TcHÉRYCHEFF, P., membre de l'Académie des sciences, à

Saint-Pétersbourg.

MiCHOT (abbé), botaniste, à Mons.

1857 Wright (D' Th.), membre de la Société royale de Lon-

dres , à Chellenham (Angleterre).

1858 Caligny (marquis de), correspondant de l'Institut, à Ver-

sailles (France).

1859 Marseul (abbé de), entomologiste, à Paris.

Beyrich
,
professeur à l'université de Berlin.

Marcou, J., géologue, États-Unis.

1860 Du Bois-Reymond, professeur à l'université de Berlin.

Brïicke, professeur à l'université de Vienne.

Studer, B., professeur émérite à l'université de Berne

(Suisse).

1862 Caspary, professeur de botanique à l'université de Kônigs-

berg (Prusse).

1863 GossAGE, membre de la Société chimique, à Londres.

1864 Thomson, J., membre de la Société entomologique de

France, à Paris.

Bruiner de Watteville, directeur général des télégra-

phes, à Vienne.

DuRiEU DE Maisonneuve, directeur du Jardin Botanique,

à Bordeaux (France).

1865 Hugueny, professeur, à Strasbourg.

Terssen, général d'artillerie, à Anvers.

De Colnet d'Huart, conseiller d'Etat, à Luxembourg.
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1865 Zeis, conservateur au Muséum royal d'histoire naturelle,

à Dresde.

Dausse, ingénieur en chef des ponts et chaussées,

à Paris.

Le Jolis, archiviste perpétuel de la Société des sciences

naturelles de Cherbourg (France).

GoDWiN AusTEN, R. A. C, membre de la Société royale de

Londres, Chilworth Manor, Guilford (Angle-

terre).

Hamilton, membre de la Société géologique de Londres.

De Borre, a., conservateur au Musée royal d'histoire

naturelle, à Bruxelles.

1866 Rodriguez, directeur du Musée zoologique de Guatemala.

Ledent, professeur au collège communal de Verviers.

Desaims, membre de l'Inslitut, à Paris.

1867 Gosselet, J., professeur à la faculté des sciences de Lille

(France).

Barnard, président de l'École des mines, à New-York

(États-Unis).

Radoszkoffski ,
président de la Société entomologique de

Saint-Pétersbourg.

BoNCOMPAGNi (prince Balthasar), à Rome.

1868 Rejnard (S. Ex. le chevalier), conseiller d'État, président

de la Société impériale des naturalistes de

Moscou.

Clausius, h., professeur de physique à l'université de

Bonn (Prusse).

Helmholtz (von), professeur de physique, à Berlin.

Cailletet, pharmacien et chimiste, à Charleville (France).

1869 Marié Davy, directeur de l'Observatoire météorologique

de Montsouris.

ScHLÔMiLCH, professeur d'analyse à l'Ecole polytechnique

de Dresde.

Simon, E., naturaliste, à Paris.

Pisco, professeur à l'École industrielle de Vienne.
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1870 Trautschold, professeur à TÉcole d'agriculture à Pétrovs-

koï, près Moscou (Russie).

Malaise, C, professeur à l'Institut agronomique de Genn-

bloux.

Bertrand, J. L. F., membre de i'Inslilut, à Paris.

1871 Van Hooren, docteur en sciences, à Tongres.

Imschenetski, professeur à l'université de Karkoff (Russie).

MiJLLER (baron von), botaniste du gouvernement, à Mel-

bourne (Australie).

Henry, L., professeur à l'université de Louvain.

Durége, professeur à l'université de Prague (Bohème).

Maxwell T. Masters, membre de la Société royale, à

Londres.

Thomson, James, vice-président de la Société géologique

de Glasgow.

Capellini (commandeur G.), professeur de géologie à

l'université de Bologne.

Le Boulengé, P., colonel d'artillerie.

1872 Vallès, inspecteur honoraire des ponts et chaussées,

à Paris.

Garibaldi, professeur à l'université de Gènes (Italie).

Fradesso da Silveira, directeur de l'Observatoire, à Lis-

bonne.

Kanitz, D'^ Aug.
,
professeur à l'université de Klausen-

bourg (Hongrie).

1875 Clos, directeur du Jardin des Plantes, à Toulouse.

Bâtes, H., membre de la Société royale de Londres.

Hermite, membre de l'Institut, à Paris.

Darboux, membre de l'Institut, à Paris.

Hall, James, paléontologiste de l'Etat, à Albany (Etats-

Unis).

Worthen, a. H., directeur du Geological Survey de l'illi-

nois (États-Unis).

Whitney, J. D., géologue de l'Etat, directeur du Geolo-

gical Survey de Californie (Etats-Unis).



( XIII )

1875 Glaziou, botaniste, directeur des Jardins impériaux, à Rio

de Janeiro.

Ladislao Netto, botaniste, directeur du Musée impérial

de Rio de Janeiro.

De Carvalho (Pedro Alphonso), docteur en médecine,

directeur de l'Hôpital de la Miséricorde, à Rio

de Janeiro.

BuRMEiSTER, H., directeur du Musée national de Buenos-

Ayres.

MoRENO, F. P., paléontologiste, à Buenos-Ayres.

Areschoug, professeur adjoint à l'université de Lund

(Suéde).

1874 WiNKLER, D. C. J., conservateur du Musée de Harlem

(Néerlande).

Hayden, géologue de l'État, à Washington.

Van Rysselberghe, aide à l'Observatoire royal, à Bruxelles.

Gegenbauer, professeur à l'université de Heidelberg.

Hackel, professeur à l'université de léna.

Waldeyer, professeur à l'université de Strasbourg.

Huxley, professeur à l'école des mines, à Londres.

1875 Mansion, professeur à l'université de Gand.

MiCHAELis, 0., captain, chief of Ordnance, à Saint-Paul,

Minn., département de Dakota (Etats-Unis).

Dewalque, Fr.
,
professeur à l'université de Louvain.

Marie, M., examinateur à l'École polytechnique, à Paris.

Mathieu, Em.^ membre de l'Académie des sciences

(Nancy).

Eymer, professeur à l'université de Tubingue.

De la Valette Saint-George, professeur à l'université

de Bonn.

Ray-Lankester, professeur à l'université de Londres.

Packard, professeur à l'université de Salem (États-Unis).

Flemming, W., professeur à l'université de Prague.

Plateau, F., professeur à l'université de Gand.

Rômer, F., professeur à l'université de Breslau.
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1875 Saporta (Gaston marquis de), correspondant de rinstitiit

de France, à Aix (France).

1876 Balfour, J. H., professeur de botanique à l'université

d'Edimbourg.

Balfour, Th. G. H., membre de la Société royale, à

Londres.

1877 Mac I>achlan, Rob., membre de la Société entomologique,

à Londres.

TissANDiER, Gaston, rédacteur du journal la Nature, à Paris.

1878 Hertwig, B., professeur à l'université de Rônigsberg.

Strasburger, professeur à l'université de léna.

Bluntschli, professeur à l'université de Heidelberg.

Brongniart, Charles , à Paris.

1879 Wetterby, professeur à l'université de Cincinnati.

Sylvester, professeur à l'université d'Oxford.

CzuBER, professeur, à Prague.

1880 Cremona, directeur de l'Ecole d'application, à Rome.

Weyr, Ém., professeur à l'université de Vienne (Autriche).

ÏBANEZ, général, directeur de l'Institut cartographique, à

Madrid.

Bolivar, L, professeur, à Madrid.

RiTSEMA, conservateur au Musée royal d'histoire naturelle,

à Leyde.

Renard, conservateur au Musée royal d'histoire naturelle,

à Bruxelles.

Studnigka, F., professeur de mathématiques à l'université

de Prague.

Genocchi, membre de l'Académie de Turin.

Van der Mensbrugge, professeur à l'université de Gand.

Ijagre, général, secrétaire perpétuel de l'Académie royale

des sciences, etc., de Bruxelles.

De Tilly, J., lieutenant-colonel, membre de l'Académie

de Belgique.

Bonnet, membre de l'Institut, à Paris.

1881 Sébert, colonel d'artillerie de la marine française, à Paris.
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1881 Angot, a., allachc au biinau central méiéorologiqiie de

France, à Paris.

WiEDEMANN, G., profcsseur à Tuniversité de Leipzig.

Planté, G., à Paris.

KoHLRAUSCH, directeur de l'Institut physique de Wurz-
bourg.

QuiNCKE, professeur de physique, à Heidelberg.

Rey Axel, professeur à l'Ecole de médecine de Stockholm.

Retzius,G., professetM'à l'Ecole de médecine de Stockholm.

GiORDANO, inspecteur du corps des mines, à Rome.

Mei\eghi]\i, professeur à l'université de Pise.

GuisCARDi, professeur à l'université de Naples.

Taramelli, professeur à l'université de Pavie.

Laisant, député, à Paris.

Beltiîami ,
professeur à l'université de Pavie.

Gestro, D' R., conservateur au Musée d'histoire naturelle

de Gènes.

Salvadori (comte Th.), professeur à l'université de Turin.

1882 Mascart, membre de l'Institut, à Paris.

BouNiAKOWSKi, membre de l'Académie des sciences, à

Saint-Pétersbourg.

1883 HuLL, Edward, directeur du Geologkal Survey d'Irlande.

Sandberger, Fridolin, professeur à l'université de Wurz-
bourg.

Breitiiof, N., professeur à l'université de Louvain.

Mittag-Leffler, g., professeur à l'université de Stock-

holm.

GoMÈs Telxeira, F., ancien professeur à l'université de

Coïmbre.

1884 Bierens de Haan, D., professeur à l'université de Leide.

Trinchesi, professeur à l'université de Naples.

Gerono, C., rédacteur des Nouvelles annales de mathéma-

tiques, à Paris.

De Heen, p., correspondant de l'Académie royale de

Belgique, à Louvain.



1885 ScHUR, Fréd., professeur à Tuniversité de Leipzig.

Halphen, membre de rinsiitut, à Paris.

PicQUET, répétiteur à l'École polytechnique, à Paris.

DE LoNGCHAMPS (Goliierrc), professeur au lycée Charle-

magne, à Paris.

VanÉcek, J. s., professeur, à Jicin (Bohême).

CesÀro, E., professeur à l'université, à Palerme.



LISTE

DES

SOCIÉTÉS SAVANTES, REVUES, ETC.,

AVEC LESQUELLES

LA SOCIÉTÉ DES SCIENCES DE LIÈGE

échange ses puLlications.

BELGIQUE.

Bruxelles. — Académie royale des sciences, des lettres et des

beaux-arts de Belgique.

Observatoire royal.

Société entoniologique de Belgique.

Société mcdacologique de Belgique.

Société royale belge de géographie.

Société belge de microscopie.

Musée royal d'histoire naturelle.

Liège. — Société géologique.

lions. — Société des sciences, des lettres et des beaux-arts du

Hainaut.

ALLEMAGNE.

Bci>liu. — K'ônigliche Akadeniie der Wissenschaften.

Deutsche Geologische Gesellschaft.

Entomologischer Verein.

Zeitschrift fier die gesammten Natunoissenschaften.

Bonn. — Naturhistorischer Verein der Preussischen Rheinlande

und Westphalens.



Hreslau. — SchlesiscJie Gesellschaft fier vaterlclndische Cullur.

Coluiî&r. — Société d'histoire naturelle.

lErlaaBgen. — Physikcdibch-medicinische Societdt.

Fa*ajicf®i'4. — Senckenbergische nalurwissenschaftliche Gesell-

schaft.

Frîîsotarg. — Naiurforschende Gesellschaft.

Griessean. — Oberhessische Gesellschaft fur Natur- und Heilkunde.

Gorlîts. — Naiurforschende Gesellschaft.

Oberlausilzische Gesellschaft der Wissenschaften.

(w'étt»n.g;me. — Kônigliche Gesellschaft der Wissenschaften und

Georg-August-Universitdt.

Halle. — Nalurwissenschaftlicher Verein fiir Sachsen und Thû-

ringen.

Naiurforschende Gesellschaft.

Kaiserliche Leopoldinisch-Carolinische Deutsche Akademie

der Naturforscher.

Kiel. — Naturivissenschaftlicher Verein.

ti^'ùniSsUcvg. — Kônigliche physikalisch-okonomische Gesell-

schaft.

Iiau«tsl&«B.t. — Botanischer Verein.

JLeipzIg. — Naiurforschende Gesellschaft.

Metffi. — Académie des lettres, sciences, arts et agriculture.

lIsBiticla. — Kôniglich Bayerische Akademie der Wissenschaften.

Kônigliche Slernivarle.

MiBuster. — Westfàlischer Provincial-Verein fur Wissenschaften

und Kunst.

Ofl'cubacla. — Offenbacher Verein fur Naturkunde.

Htctiin. — Entomologischer Verein.

Sttsttgart. — Verein fur vaterldndische Naturkunde in Wur-

temberg.

Wîeslïaden. — Nassauischer Verein fiir Naturkunde.

ItVnrxItotBi'g'. — Physikalisch-medicinische Gesellschaft inWùrz-

burg.

Z^vickau. — Verein fur Naturkunde.
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AUTRICHE-HONGRIE.

Hcrinanustadt. — Siebenbiirgischer Verein fur Nahirwissen-

schaften.

lunspruck. — Naturwissenschafllich-mediciimcher Verein.

Prague. — Kôniglich bohmische Gesellschaft der Wissenschaflen

Kaiserlich-Konigliche Sternwarte.

"^'ienuc. — Kaiserliche Akademie der Wissenschaflen.

Kaiserlich-Konigliche zoologisch-botanische Gesellschaft.

Kaiserlich-Konigliche geologische Reichsanstalt.

ESPAGNE.

Madrid. — Real A cademiu de Ciencias.

FRANCE.

Bézîers. — Société d'étude des sciences naturelles.

Bordeaux. — Académie des sciences, belles-lettres et arts.

Société linnéenne.

Société des sciences physiques et naturelles.

Caen. — Société linnéenne de Normandie.

Cljerîj®8irg. — Société des sciences 7îaturelles.

Dijon. — Académie des sciences.

LiiBle. — Société des sciences, de l'agriculture et des arts.

Ijyou. — Académie des sciences.

Société d'agriculture.

Société linnéenne.

lloutpellier. — Académie des sciences et lettres.

Mauey. — Société des sciences {ancienne Société des sciences natu-

relles de Strasbourg).

Paris. — Société géologique de France.

Société Philomatique.

Muséum dlnstoire naturelle.
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Rouen. — Société des amis des sciences naturelles.

Académie des sciences.

TotBlouse. — Académie des sciences.

Société des sciences physiques et naturelles.

Troyes. •— Société académique de l'Aube.

Ageu. — Société d'agriculture, sciences et arts.

GRANDE-BRETAGNE ET IRLANDE.

Dublin. — Royal Irish Academy.

Royal Society.

Édimlioui's;. — Geological Society.

liondres. — Geological Society.

Linnean Society.

Royal Society.

Crlasgiow. — Geological Society.

Natural history Society.

Philosophical Society.

llanchcstcr. — Litterary and philosophical Society.

ITALIE.

Bolog;ne. — Accademia délie Scienze.

Catane. — Accademia gioenia di scienze naturali.

Gênes. — Osservatorio délia R. Universita.

llodèue. — Societa dei naturalisti.

Maples. — Societa Reale.

Palernie. — Istituto tecnico.

Societa di scienze naturali e economiche.

Circolo matematico.

l*îse. — Societa di scie?ize naturali.

Rome. — Rulleltino di bibliografia délie scienze matematiche,

publié par le prince B. Boncompagni.

Reale Accademia dei Lincei.

Accademia ponlificia de' Nuovi Lincei.

R. Comitato yeologico d'Italiu.
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LUXEMBOURG.

Luxembourg;. — Institut royal grand-ducal, section des sciences

naturelles et înathématiques.

NÉERLANDE.

Aaustcrdaiti. — Koninkiijke Académie van wetenschappen.

Harlem. — Société hollandaise des sciences.

Musée Teyler.

Rotterdam. — Bataafsch Genootschap der proefondervindelijke

ivijsbegeerte.

Dclft. — École polytechnique.

PORTUGAL.

Coianbre. — Journal des sciences mathématiques et astrono-

miques, rédacteur : M. Gomès Teixeira.

Lisbonne. — Académie des sciences.

RUSSIE.

Helsingfors. — Société des sciences de Finlande.

Moscou. — Société impériale des naturalistes.

Saint-Pétersbourg. — Académie impériale des sciences.

Société d'archéologie et de numismatique.

Société entomologique.

Société impériale de minéralogie.

SUÉDE ET NORWÈGE.

Bergen. — Muséum.

Ciiristiania. — Kongelige Frederiks U?iiversitet.

!§tockltolm. — Académie royale des scie?ices.

lYordist medicinskt Arkiv, directeur : I)"" Axel Key.

Entomologiska foreningen.

Acta mathemalica, rédacteur : M. Mittag-Leffler.
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SUISSE.

Bei'iic. — Naturforschende Gesellschaft.

Société helvétique des sciences naturelles.

îlfe«Hcliàt®B, — Société des sciences naturelles.

Schaffsoaase. — Naturforschende Gesellschaft.

ETATS-UNIS.

American Association for advancement of sciences.

Baltimore. — American Journal of mathematics.

Johns Hopkins University.

Boistou. — Americcut Academy of arts and sciences.

Society ofnatural /fis tory.

Canibritlgc. — Muséum of comparative zoology.

€o5iBisibtBS. — Ohio State agricultural Society.

lladSiiiou. — Wisco7isin Academy of sciences, lelters and arts.

i%e^v-IIavcii. — Connecticnt Academy of arts and sciences.

Meiwport. — Orléans Coimty Society of natural sciences.

ilie^^-York. — Academy of sciences.

Philadclpliic. — Academy of natural sciences.

American philosophical Society.

Wagner Free Instilute of sciences.

Portlaud. — Natural History Society.

Sstlem. — The American Naturalist.

Essex Institute.

Peabody Academy of sciences.

^aiî-Fi'ancisco. — Californian Academy of sciences.

^VaslisBigtou. — Smilhsonian Institution.

GUATEMALA.

Cirtiaténiala. — Sociedad economica.
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MEXIQUE.

Tacubaya. — Observatoire national.

RÉPUBLIQUE ARGEÎVTIIVE.

Kuciios-Ayi'csi. — Universidad.

ASIE.

INDES ANGLAISES.

Calcutta. — Asiatic Sociely of Bengal.

INDES HOLLANDAISES.

Bata'via. — Koninklijke natuurkundige vereeniging in IVeder

landsch Indië.

Hobart-Toivu. — Tasmanian Society of natural sciences.

llelboufiic. — Observatoire.

Sydney. — Linnean Society.

Royal Society of New South Wales.





ALLOCUTION

DANS LA SALLE ACADEMIQUE DE L'UNIVERSITE DE LIEGE

LE Y I>ÉCE:]MBÏS,E 1S84

Mesdames, Messieurs,

L'érnotion me rendrait absolument muet, si je n'avais eu

la précaution de préparer, à Tavance, quelques paroles de

remerciements pour les honneurs dont vous m'accablez. Elles

sont loin de rendre ce que j'éprouve; mais vous connaissez la

maxime : Si la lettre tue, l'esprit vivifie.

Je dois, avant tout, rendre grâce à ceux qui ont eu l'idée de

cette manifestation, si glorieuse pour moi ; et, en particulier, à

M. Demaret, le jeune et zélé Président du Comité d'organisation.

En second lieu, je prie mon illustre ami Tchébycheff, et

MM. Folie, Mansion, Neuberg, Le Paige, ...mes savants Confrères,

d'agréer l'expression de ma reconnaissance. 31alheureusement,

quelques-uns de ceux que j'aurais voulu voir ici n'y sont

pas. M. Hermile, Président d'honneur, et le plus éminent des

Géomètres français, aurait voulu assister à cette cérémonie :

des devoirs impérieux le retiennent à Paris. M. le général

Liagre, qui ne manque jamais de me prouver sa vive affection,

m'avait promis de nous présider : des circonstances doulou-

reuses l'empêchent de quitter Bruxelles. Ce matin même, j'ai

reçu de mon vieux camarade Tresca, mon ami depuis plus de

cinquante ans, une trisle lettre : la maladie l'empêche de venir (*).

Enfin, M. Souillart, Professeur à la Faculté des sciences, de

(*) 11 est mort Tannée dernière, après m'avoir, peut-être, sauvé la vie!

(Décembre 1886.)
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Lille, et délégué par la Société des sciences, est également retenu

par une indisposition.

Vous avez devant vous, Messieurs, le chef-d'œuvre qui met

le comble à la réputation dont jouit, si justement, M. Delpérée.

L'habile artiste me permettra d'ajouter, à vos chaleureux

applaudissements, mes plus vives félicitations.

Enfin, je vous remercie tous, amis connus ou inconnus, vous

qui, après avoir rendu possible cette fête, en rehaussez l'éclat

par votre présence !

Je serais coupable d'ingratitude si, dans cette rapide énumé-

ration, j'oubliais la Belgique, si hospitalière pour moi et pour

tous les Français. Mais ce mauvais sentiment n'a jamais eu

accès dans mon âme. D'ailleurs, comment pourrais-je oublier

ce que je dois à votre pays? Ne suis-je pas, pour vous, un

g^6fls^-compatriote? Ne suis-je pas né à Bruges, comme mon

savant Collègue et ami vient de le rappeler? Aussi, en toutes

circonstances, j'ai manifesté l'affection que j'éprouve pour ma

seconde patrie (la première, suivant M. Mansion). Permettez-moi

d'en donner une preuve.

Il y a quinze ans, je venais de lire, en séance publique de la

Classe des sciences, le rapport sur le concours quinquennal.

M. Quetelet voulut me présenter au Roi des Belges, présent à

la séance.

Après qu'il m'eut adressé quelques félicitations, je lui lançai

cette apostrophe, qui l'étonna peut-être un peu : « Sire, puisque

» l'occasion s'en présente, je vous dirai que j'ai trouvé, en

» Belgique, le bien-êlre et la sécurité qui me manquaient en

» France. J'en remercie la Belgique et son Gouvernement. »

Aujourd'hui, Messieurs, la situation a changé : la France

est libre, sinon heureuse; mais ma reconnaissance envers la

Belgique reste entière.

M. Mansion, dans son consciencieux et trop bienveillant

Rapport, ne s'est pas contenté d'analyser, en excellents termes,

des travaux bien arides : il a fait la biographie de l'Auteur.

Permettez que celui-ci la complète en quelques points.

Si mes débuts dans la vie furent pénibles, j'ai été cependant.
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je dois le dire, heureusement servi par les circonslances : les

encouragements, surtout, ne m'ont jamais manqué. Tout à

l'heure, M. Mansion citait Leféhure de Fourcy, à qui je dois

d'être entré à l'École polytechnique; mais, dès 1827, de modestes

savants avaient bien voulu s'intéiesser à moi. Que ne puis-je

évoquer ici les images de Lavit, de Douliot, mes excellents

Professeurs à l'École gratuite de dessin ! Comme je les aimais !

Comme ils m'aimaient ! Mais je suis forcé d'abréger.

Encore gamin de Paris (bon gamin!), j'az vu Legendre elj'ai

connu Bouvart : parfois, je fus aide (bénévole) de Hachette et

d'Ampère. Après ma sortie de l'Ecole polytechnique, jesuis devenu

le disciple et l'ami de Liouville, de Sturm, de Lamé, d'Arago, de

Cliasles. Plus tard, Poisson, Cauchy, Dirichlet, Jacobi, Steiner,

Poncelet m'ont accueilli avec une grande bienveillance (*). De leurs

savantes leçons, de leurs entretiens, il est resté quelque chose.

Il n'en pouvait être autrement : depuis des siècles, Vinfluence

des milieux est incontestable et incontestée. Le poète Saadi n'a-

t-il pas fait parler ainsi une humble plante : « Je ne suis pas la

rose, mais j'ai vécu dans son voisinage »? Pour moi, ne pouvant

m'élever au niveau de mes illustres maîtres, j'ai tâché, par

reconnaissance, de ne pas rester trop au-dessous d'eux.

Deux passions. Messieurs, ont surtout rempli ma vie : la

Politique militante et la Mathématique, comme on disait autre-

fois. Un discours sur la Politique serait de mauvais goût, serait

déplacé dans cette enceinte. Puis, nous ne serions peut-être pas

d'accord, vous et moi. Il n'en sera pas de même, j'en suis

convaincu, si je soumets à mes chers élèves, anciens et nouveaux,

non une Dissertation sur les délices des Mathématiques (cela

(*) Par suite d'un inexplicable oubli, celle liste ne contient pas le nom

de L. B. Francœurj Professeur à la Sorbonne, dont les ouvrages et les leçons

furent si utiles au futur Elève de l'École Polytechnique ! Vers la fin de

sa carrière scientifique, cet excellent Maître me fit l'honneur et l'amitié de

me désigner comme son suppléant : j'ai fait, en cette qualité, une leçon.

Mais un célèbre Agrégé de Faculté vint se mettre à la traverse, et voulut

suppléer M. Francœur malgré M. Francœur. L'honorable Professeur, juste-

ment blessé, acheva son cours; après quoi, il donna sa démission.
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nous mènerait trop loin), mais quelques réflexions, bien simples,

relatives au travail intellectuel.

Beaucoup de jeunes gens, surtout les aspirants à un diplôme,

s'imaginent que, pour arriver, il suffît de faire, de temps en

temps, un effort extraordinaire. Ils se trompent. Pour atteindre

un but, même quand on l'aperçoit nettement, rien ne sert de

marquer le pas : il faut marcher, marcher constamment. Ici, les

exemples et les autorités abondent.

On demandait à Newton : « Comment avez-vous découvert

la gravitation »? — « En y pensant toujours », répondit le grand

homme. Après avoir rapporté cette anecdote. Voltaire ajoute :

« C'est le secret de toutes les grandes découvertes : le génie,

» dans les sciences, ne dépend que de l'intensité et de la durée

» de l'attention dont la (été d'un homme est susceptible ». C'est

[)icsque la pensée que l'on attribue à Buffon : « Le génie est une

longue patience ». Enfin, Gauss, vous le savez, avait adopté

cette devise : « Paiica, sed bona », qu'il appliquait à son travail

quotidien. Il est vrai que Pascal, à l'âge de dix-sept ans, décou-

vrait Vhexagrammaticum mysticiim; mais, dans les sciences

comme dans les lettres, Pascal a été un phénomène unique.

Si le travail modéré et continu est le plus sûr moyen de déve-

lopper les facultés cérébrales, il a d'autres effets, plus importants :

il est le grand consolateur! Au risque d'être accusé du péché

d'orgueil, je me citerai encore comme exemple. A diverses

époques, j'ai éprouvé de cruels malheurs de famille, ou j'ai subi

le contre-coup d'épouvantables catastrophes. Pour échapper à

de tristes pensées, pour ne pas me laisser abattre par le chagrin,

je me suis (passez-moi l'expression) réfugié dans le travail. II

a calmé mes douleurs de père, de citoyen et de patriole. Donc,

mes jeunes amis, si les mauvais jours viennent, rappelez-vous

que la vie est un combat! En les attendant, travaillez avec ardeur
;

et, si ce conseil de votre vieux Professeur est impuissant à vous

déterminer, j'y ajouterai un vœu que vous agréerez : « Puis-

sions-nous, longtemps encore, travailler ensemble ! »
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MÉLANGES

MATHÉMATIQUES.

XCIV. — Problème propojsé par II. Steiuer.

{Juin 1841) (*).

On donne deux plans parallèles. Quelle doit être la figure d'un

corps touchant les deux plans, et dont la surface a une aire

donnée, pour que le volume de ce corps soit maximum ?

J'admets que cette surface est de

révolution autour d'une perpendicu-

laire aux plans donnés, et qu'elle est

symétrique par rapport au plan de

symétrie de ces deux autres plans.

Soient le centre de la courbe

méridienne; Ox, Oy les axes coor-

donnés, Oy étant l'axe de rotation.

On a

OA= a,

demi-distance des plans donnés.

L'aire de la surface est

2 . Stt / xds = 47r / xdx \/\ -+ y'^ == /i-Tr/'^;

/ représentant une longueur connue.

(*) A cette époque, Steiner était à Paris, et m'honorait de sa bienveil-

lance. C'est, probablement, dans une conversation particulière qu'il m'a

proposé ce problème.
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( 2)

Le volume est donné par la formule

x'dy= ^T: I och/(

l élant un facteur constant, on doit donc poser

(? . / [xx VX H- ?/"' -4- x-y'\ dx = 0.

Ainsi, avec les notations ordinaires :

II = Axl/l + y''' -4- xy, M = aI/i -h ?/'' + '2xy',

N = 0, P =

équation

y/J y

d^
N =

dx

se réduit à

Il en résulte

d

dx

Xxy

V\ -^ y'

Xxy'

0.

puis

f

dy =

-4- a- = c
;

f/x.

(1)

(2)

(3)

V/x'^x^ — (c^ — x'^f

Telle est l'équation différentielle de la courbe méridienne,

(4)

C).

(*) Je supprime les calculs suivants, devenus inutiles par suite des

remarquables Notes de Delaunay et de Sturm, publiées dans le Journal de

Liouville en cette même année 1841 (mais au mois d'août). D'après le théo-

rème de mon infortuné Camarade, la courbe méridienne est e7igcndrée par

un foyer d'une certaine conique roulant sur une droite. (Mai 1885.)
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XCl^. — Question proposée au Concours g;énéral

de 1841.

Par lin point A, donné sur une courbe du second degré, on

mène une tangente fixe AN et une sécante mobile AM. On trace

aussi la bissectrice AT de l'angle MAN et la tangente MTN.
Quel est le lieu des points M (*) ?

vu Prenant pour axes

M" la tangente ANx et

.le diamètre Ay, nous

aurons, entre les co-

ordonnées x', y' du

point T, une relation

de la forme

a;'^=2m?/'-4- ny'^. (1)

A W g P X L'équation de la

tangente en T est

xx' = m{y -t- y') + nyy'. (2)

Menons TQ, MP parallèles au diamètre Ay ; soit R le point

où AT coupe MP.

On a ÎQ_5£.
AQ^AP'

et, par la propriété de la bissectrice,

RP MP

AP AM -+- AP
Donc

TQ(AM -4- AP)= AQ.MPp),

(*) J'ignore si une solution de ce problème a été publiée.

(**) Autrement dit :

AD étant une bissectrice du triangle ABC; soient CC, DD' deux droites

parallèles, limitées au côté AB. On a

DD' _ ce

ÂD'"' AC -+- AC
'
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ou
(AM +• x)y' = yx',

ou encore, étant l'angle des axes :

y' \/x^ -+- ''Ixy cos ô -\- y'^= yx' — xy'.

Si Ton élève au carré, cette équation devient

y'\y -+ 2x cos 6) = yx'^^ — 2x'y'x. (3)

Des équations (1), (2), on déduit

yx'^— 2«/' . xx' = {'2iny' +• ny'^)y — ^my'{y + y') — 2nyy"'\

ou
yx'^— ^xx'y' = — (2m h- ny)y'^.

D'après l'égalité (3), le premier membre équivaut à

y'^(y "+" 2x cos 0). L'équation du lieu est donc, après suppres-

sion de y"^,

(1 + n)y -+- 2x cos 9 -+- 2m = 0. (4)

Elle représente une droite.

Addition. — (Mai 1885.)

On simplifie les calculs précédents si l'on prend, pour axes,

la tangente et la normale en A.

x\ y' étant les coordonnées du point T :

Ay'^ -+- By' -h x'- -+- D?/' = (*). (5)

L'équation de la tangente MJ\, polaire de T, est, par la règle

connue :

(2Aî/ -+- Bx + D)?/' -t- (By + 2x)x' -:- Dy = 0. (6)

(*) Note LU. Cette Note renferme une faute de signe : à partir de l'équa-

tion (2], on doit lire -t- D au lieu de — D.
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Soit

X

et, par conséquent,

y 2Â:

X l — k'

L'élimination de y' donne

Bk Dy

(7)

Aft' -+- Bft -t-

1

(2Ai/ H-Bx-t- i)/c-+- Bî/ -»- 2x'

puis

{Ay -+- Bx -^ D)k^ -\-''2x .k — y = 0. (8)

D'ailleurs, par la formule (7) :

— k^y — nx -V- y = 0.

Si l'on ajoute, on obtient donc, comme équation de la droite A,

lieu du point M :

(A— l)î/ -+- Bx-t- D = 0. (9)

Cette équation prouve que la droite A a une liaison remar-

quable avec le point de Frègier (*).

En effet, le point de Frégier a pour coordonnées :

D
,

L'équation de la polaire de ce point est donc

D \ BD D'
2A *- ^]y ^

A-+-1 /' A-+-1 A-t-4
ou

(A — l)î/H- BxV D = 0. (10)

Ainsi, la droite A est la jjolaire du point de Frégier. C'est ce

que l'on peut vérifier par de simples considérations géométriques.

(*) J'appelle ainsi le point fixe déterminé par le Théorème de Frégier

(Nouvelles Annales, t. II, p. 186. Voyez aussi la Note LU, déjà citée).

(**) Note LH.
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XCVI. — liignes de courbure d'une surface gauclie.

{Février 1864.)

1. AxVIB étant la directrice, soit MP une génératrice quelconque.

•T/ |N Désignons par a, b, c les coor-

données de M
;
par /, to, n les

cosinus directifs de cette droite;

par V la distance M P. Il est clair

que
a:= a -+- /v, \

y = b -^ mv , > (1)

IA \
I-"- z ^^ c -i- nv. 1

Dans ces formules, a, b, c, /, m, n sont des fonctions, connues,

d'une certaine variable n (*).

Comme dans le Mémoire cité, nous représenterons, par des

accents, les dérivées relatives à u, et nous emploierons les

abréviations suivantes ;

Mmà ^^ Mmi f

U = ^la\ D- =: yj,ny' - mz'f,
\

M = ^(mn' — nm')a', ^=y[ny' — mz')x",

V = ^[nm'—mn')l", \l=^^{mn'— mn')a"—^inm" — mit" u'

,

R = ^{nh' — me') a".

(2)

(3)

(4)

II. Il existe, entre les quantités N, P, Q, R, une relation

simple (**) analogue à

D' = A -+- 2By -H Cv^ — U^ ("*) (5)

(*) Recherches sur les surfaces gauches, p. 3.

(**) En i865, je ne l'avais point remarquée. (Mai 1888.)

C**) Recherches sur les surfaces gauches, pp. 6 et 67.
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D'après les valeurs (1), il est clair que :

x' = a' -+- Tu, y' = b' -\- m'v, z' ^= c' -+- n'v,

x" = a" + i'v, y" = h" -+- m"v, z" = c" -+- n"v.

Donc

{ny' — mz')x" = \^n{b' -h m'v) — m{c' -+- n'v)\ {a" -+- l"v)

== [{iib' — me') H- [mn — mn')v^ [a" -f- l"v;

puis

N = 'S^{nb' — mc')a" -+- vy{nb' — mc')l" -+- vy{mn' — mn')a"

-\- v^ > [mil' — mn') l".

Dans le deuxième terme du second membre, le coefficient

de V est

{nb'— mc']r -\- {le' — na')m" -+- [via' — lb')n"

= — y [nin" — mn')d.

Si l'on compare la valeur de N aux formules (4), on a donc la

relation annoncée :

N = R + Qv -H Pt;^ (6)

III. Soient /", g, h les cosinus direclifs de la normale PN à

la surface S. On sait que (*)

nij' — mz Iz' — nx' , mx' — lii'

' D -^
D D ^

'

D'un autre côté, les lignes de courbure qui se croisent en P

sont représentées par les équations

dx dy dz

Parmi les diverses combinaisons de ces formules, je choisirai

celle-ci :

jldx ^x'dx

y^idf y^x'df

(*) Recherches sur les surfaces gauches, p. 7.

(9)
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La question se réduit à évaluer les quatre sommes indi-

quées.

1
° y Idx = rfw 2 '"' "^ '^^^^ 2 ^^ "*" '^^'

Le troisième terme est évidemment nul. Quant au deuxième,

il représente le cosinus de l'angle TMP, si , comme on peut le

supposer, la variable u est Varc AM. Admettons, en outre, que

la directrice AMB soit une trajectoire orthogonale des généra-

trices : alors

U = 2 /a' = 0, 2 ^^' = ^' (^^)

et

y^idx^dv. (M)

2" "S x'dx = 2 x'{x'du -+- Idv) = du ^ x'^

= rfw 2 («' -*- ^'^)' = (A + 2Bi; + Cv') rfw
;

ou, à cause de U == :

y^x'dx= \yHu. (12)

3" L'angle MPN étant droit, on a llf=0; et, par conséquent,

2ldf=-2ldl=--du2fi'-

i i

fi = - {ny' — mz')l' -= - [(«//— me') -h [nm' — mn')v\i.

Donc

2 //' = - 2(^6' - tnc'j/' =- 2(»"'^' - ^"w')«' = p ;

puis

(*) Parce que

2 {nm' — nin') /' = 0.
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Dans le second membre, la première somme est nulle; la
M

deuxième égale -^. Ainsi déjà :

y x'df= — du y fx" dv.

Par la formule (3),

donc

2 a;V// = [mu -t- Mrfv]. (iS)

Rassemblant ces différents résultats, j'obtiens, au lieu de

l'équation (9) :

dv B^du

Mdu ^du -f- Mdv

ou
Mdv^ -\- Mu dv— M D^du^ = 0. [\ 6)

Telle est Véquation différentielle des lignes de courbure de la

surface gauche.

IV. Admettons que les génératrices, supposées orthogonales à

la directrice AMB (III, 1°), soient les normales principales de cette

courbe. Alors les cosinus /, m, w sont proportionnels ha",b",c" (*).

De là résulte que

R=.y hif,' —7nc')a" = 0.

(*) En effet, à cause de u = AM = s, les cosinus directifs de la tangente

MT sont a', 6', c ; les cosinus directifs de la tangente voisine sont

a' -4- a"du , h' -+- b"du , c' -4- c"du.

Donc les cosinus directifs de la binormale sont proportionnels aux binômes

b'c"— c'b", c'a" — a'c", a'b"— b'a";

etc.
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Cela posé, considérons les deux lignes de courbure MC, MC
qui se croisent en M. Pour ce point, v^=0; donc

D- = A=1(*), N = 0.

L'équation (16) se réduit à

dv^ — du' = 0.

Celle-ci exprime le théorème suivant, qui n'a peut-être pas

été remarqué :

Les lignes de courbure de la surface gauche, lieu des normales

principales d'une courbe C, rencontrent la directrice sous un

angle de i^°.

La réciproque est vraie :

Si les lignes de courbure d'une surface gauche coupent, sous

un angle de ^S", une trajectoire orthogonale des génératrices, ces

droites sont les normales principales de la courbe.

En effet, ± 1 étant les racines de l'équation (16) (**), on doit

avoir R= 0, ou

2(6'c" — c7/')/ = 0.

D'ailleurs,

Ja'l = 0.

Or, ces équations sont vérifiées par

/ = ka" , m = kb" , n = kc".

Donc les cosinus directifs de MP sont proportionnels à

a", b", c".

Addition. — {Mai 1885.)

V. Lorsque î;= 0, N = 1{,D=1; et l'équalion (16) se

réduit à

Mdv' -+- Mu dv — Mdu' = 0. (4 7)

(*) A cause de
a'2 -H 6'-

-+-
c'- = I.

(") Il est visible que, pour v= 0, ^^ représente la tangente de l'angle

formé par la tangente MT et la ligne MC.
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On en conclut

dv = ^ du. (18)

R et M ne contiennent que u; donc le second membre est une

différentielle exacte.

Si Ton fait

R = — 2Mcotcp,

on trouve

du I du 1

VI. Dans le Mémoire cité plusieurs fois, j'ai donné (p. 67),

comme équation du lieu des points pour lesquels la courbure

moyenne est nulle :

Pv- + Qi; -+- R = 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que AMB soit une

de ces lignes, est donc R = 0. En conséquence (IV) :

Tonte courbe C est une ligne de courbure moyenne nulle, rela-

tivement à la surface engendrée par les normales principales

de C (*).

VII. Remarque.— Au moyen de cette proposition, le théorème

démontré dans le paragraphe IV devient évident.

En effet, la somme des courbures des sections principales en

M, égale à la somme des sections normales dirigées suivant MT
et suivant MP (**), est nulle. Donc la formule d'Euler se réduit à

et il en résulte

1

(cos^e — sin'«) = 0;

(') Bertrand, Journal de Liouvillc, t. XV, p. 334.

(**) D'après la formule d'Euler.

(***) Cette démonstration est celle dont j'ai fait usage pour déterminer les

lignes de courbure de Yhéliçoïde à plan directeur (Journal de l'École poly-

technique, 29« Cahier, p. 142). Par la considération de Vindicatrice, on peut

encore abréger.
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XCTII. — Eiigaes assymptotiquefs d'une surface

g^aiicbe.

(Mars 1 864.)

I. L'équation de ces lignes est, généralement,

tdy'' -\- ^sdxdij -\- rdx^ = (*). {\ )

A cause de

dp = rdx -\- sdy, dq == sdx -+- tdy,

elle équivaut à

dpdx -+- dqdy = 0.

Or,

d'^z = pd^x -+- qd'^y -»- dpdx -+- dqdy ;

donc on peut prendre, au lieu de l'équation (1) :

d^z =pd^x -+- qd'y. (2)

II. Dans le cas oîi la surface est gauche :

711/' — mz' Iz' — nx'

P = -T-. r' ^^T' ^(")'
ly — nz ly — nz

et l'équation (2) devient

2(wy ~ mz.')fi'z = (). (3)

De

X = a -\- Iv (***),

on tire

dx = x'du -+- tdu,

d'^x =^ x"dir -+ 'ûl'dudv;

(*) Recherches sur les surfaces gauches, p. 45.

(**) Ibid., p. 6.

(**") Voir la Note précédente.
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et, par conséquent,

y {ni/— inzyt^x= dtâ ^ {ny'— mz')x" -^ Idudv "S {ny'— mz')l'.

La première somme a pour valeur N. La seconde égale M (*).

Donc, après suppression du facteur du (**), Téquation des lignes

asymptoliques est

Nr/M -•- 2Mf/t; = 0, (4)

ou bien

{Pv- -4- Qy -4- R)du -4- 'imdv = (*"). (5)

IIL Pour simplifier celle-ci, posons

Q— — +- w,
2P

expression d'où résulte

dv = du -^ dw

.

2 \P/

puis, au lieu de Téquation (d)

4P' P P \P>

2M
,

du H dw = 0. (6)

IV. Si v= 0, l'équation se réduit à

Rdu -t- mdv = 0. (7)

Posons, comme ci-dessus (p. 11), R = — 2M cotç. Alors,

du
^=18 9- (S)

AMB étant une trajectoire orthogonale quelconque, soit MG
la génératrice qui passe en M. Considérons, dans le plan tangent

(*) Page 6, formules (3).

(**) dii= 0, ou u =const., représente une génératrice.

(***) Cette équation (S) n'est pas généralement intégrable; mais on la

ramène à une équation linéaire : i" lorsque R= 0; 2° quand on en connaît

une intégrale particulière. (Mai 1885.)
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GMT, la tangente MH à la se-

cow(/e ligne asymptotique, et les

tangentes ME, MF aux sections

principales : ces deux dernières

droites sont les bissectrices de

GMH et de son supplément.

Q A l'inspection de la figure,

et d'après la formule (8),

HMG = 9.

Quand il s'agissait des sec-

tions principales, nous avons

trouvé (p. 1 1) :

du J

-— = tir _ ©
dv ^ 2 '

'

du

dv
cot - tp.

Il est clair que ces trois résultats s'accordent.

En résumé, la recherche des lignes de courbure de S se

réduit à l'intégration de l'équation (5), beaucoup plus simple

que l'équation (16) de la Note précédente.

XCTIII. — Détermination d'une constante. (1876) f).

I. Dans son célèbre Mémoire sur les intégrales définies

eulériennes (**), Binet forme, très péniblement, l'équation

2 ^. r(2x) = (— 1 -t- ix) f. (2x) + ^ (2t) — 4x -+- 2^2x)
;

{i)

d'où il aurait pu conclure

2/22^
M. Bertrand, par un procédé tout autre, a déterminé cette

(*) Cette Note est tirée du Mémoire intitulé : Recherches sur ta constante G,

et sur les intégrales eulériennes,

(**) Journal de l'École polytechnique, 27'' Cahier, pp. 240 et 241.
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valeur; mais sa mélhode est un peu longue. Voici celle que

j'expose dans mon cours (*).

Soit, suivant une notation souvent employée,

^{x)^J:.T{x). (3)

On a, par une formule connue, dont la vérification est facile :

,'(x H- i)= ^. X ^ 1 ^y"(i _ -1__ 1) e-«*n; (4)

et, en conséquence,

cp(x -^ i) = k -4- X j^. X — X H— ^. X -i- u{x);

ou, plus simplement,

cp(x) = /;:-4- (x
1
4.^.x — X H- ct(x) :

A; est la constante d'intégration, qu'il s'agit de déterminer

La formule de Legendre :

r(2x) 2-"-* / '1= -F [x -i
—

(5)

r(x) i/- V i>y

équivaut à

9(2x) — cp(x)- (p |a; + ij = (2x - 1 ) -C". 2 — ^ -f . T. (6j

Or :

"^r
"^

2/
^

"^ r "^
2/
~ "" ~

2
"*" "" r "^

^j
'

9(2x) = k -^ (2x — -j 4^ (2x) — 2x + ct(2x);

donc le premier membre de l'égalité (6) a pour valeur :

-/c+(2x-i)4'.2-f.x-e--^+i-+-^2x)-^x)-r.(x-4-l).

X -{

2

(*) Plus exactement : que j'exposais.

(*') A la page 17 du Mémoire cité, on a imprimé clx au lieu de doc.
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Après quelques réductions, cette égalité se transforme en

Si l'on fait croître x indéfiniment, le premier membre tend

vers (— k) (*).

Ainsi

et enfin, au lieu des égalités (1) et (5) :

4^. r(x) = <f'x) = i -f (Stt) + (x - i)
-f . X - X + ^x). (7)

II. Remarque. — Au moyen de cette formule, l'égalité (6) se

transforme en

-(2x) - r.{x) - - (^
-*-

^)
= ^ -^ (l -^ ^) - ^n (8)

(*) A cause de

^
\ 2a;/ 2 8a;

(**) A la page 224 du Mémoire de Binet, on lit :

« 2^ (p
^-

2 )
"^ "^'^^^ ~ ^^^^'^^ "^

1 1 1—
I 1- 1- etc. »

2(2p-+-l) 2.3(2p-t-l)2 3.4{2p-+-l)

Avec notre notation, cette égalité devient

1 I

La somme de la série est

1 +2a;4'-(l -^-^],
\ 2a; -I- 1 /

ou

Donc, la formule (8) ne diffère pas, au fond, de celle de Binet.



( 17 )

Addition. — (Juin 1885.)

II. La formule (8), que Binet n'a pas formellement indiquée,

est donc une traduction du théorème de Legendre. Si Ton

remplace la fonction nr(x'), de Binet, par sa valeur :

y e^-i3_i"^-'s
arc te -

le premier membre de l'égalité (8) devient

'/
f/,8

g2^/3 _ ^

s s s
arc tg arc tg arc tg

:2a:
"^

iP I

9

Au moyen d'une transformation bien connue, la quantité entre

parentheses.se réduit à

(6x- H- x -+- 2S')3— arc tg —: î-^ •

4a;'' -+- !2x^ -t- p"^

Conséquemment,

relation qui ne diffère, qu'en apparence, du théorème de Legendre.

IV. Elle est en défaut pour x= 0. En effet, d'après cette

hypothèse, on aurait (**)

(') Recherches sur la constante G, et sur les intégrales eulériennes^ p. 16.

(**) Si l'on fait x= -, le dernier terme devient

et il est visible que la fraction tend vers zéro, quand ^ croit indéfiniment.

9
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Or, le premier membre égale

Voici, je pense, la raison de celte anomalie, x étant supposé

positif (*), les formules

rs{x) = 9(x) — k — ix — -| 4^. X H- X, (S)

^u]==^ r ^Laretg^ (10)

sont équivalentes. Pour oc ^ 0, elles donnent, l'une et l'autre,

CT-(3c) = 00 . Néanmoins, elles ne s'accordent plus.

En effet, il résulte, de la première,

^x)— u{'2x)= cp(x)— cp(2x) - |a-—-
j
^ . X + (sx - -

j f(!2x)-x
;

puis

lim [a(x)— T:T(2x)]= lim [(p(x) — 9(2x)] + x ^'.x-4-
f
2^—

-) ^- 2— ^

= lim[cp(x)-cp(2x)]-l-(-'.2n;

ou, par la relation (6) :

lim [^x) - .(2x)] = i ^. . -. i f . 2 - <p
(i) •

D'ailleurs,

donc enfin

r n 1

lim [a(x) — a(2x)] = - f . 2. (11)

(*) Cette liypothèse est celle de Blnet.

('*) a;^ . a; = j^our a? = 0.
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Prenons maintenant la formule (10). Elle donne

ct(x) — zsr2x) = I -—-r arc te arc Xs. —

ou

/" dS Ëx
-—^ arc tg —i- : ;

et, par conséquent,

]im[^a:) — t3(2a:)] = 0; (12)

ce qui est contradictoire avec la valeur (H).

Si Ton adopte celle-ci, on trouve, au lieu de régalité (9), dans

laquelle on ferait ac = :

2 V2/ 2

et ce résultat ne diffère pas de la formule (2) (*).

(*) Ce n'est pas tout. Pour passer de la première expression de ts{x) :

/=° / 1 1 1 \ e-^'"

à la seconde :

13

'

J e'^3-/3 — 1

arc Ig
X

Binet emploie, très heureusement, la formule

r e^~P — \ 4e«— 1 2(Z

due à Poisson ; après quoi il met u(x) sous la forme d'une intégrale

double; etc. Or, ces diverses transformations, légitimes tant que x est

positif, n'ont plus de sens quand a; = 0. Aussi, Binet a-l-il constamment

écarté cette dernière hypothèse.



(20)

V (*). D'après la relation connue

.1, _p-i
5»— 9'(o=y -Yiz

— clt.

t

il est clair que : si x est commensurable, la différence 9'(x) — (p'(l )

est réductible à l'intégrale d'une différentielle rationnelle (**).

XCIX. — Snp les lig;uesi de courbure

de l'ellipsoïde i^**).

(^Aoùl 1868.)

I. Si A et jj. sont les paramètres des hyperboloïdes homofocaux

avec un ellipsoïde donné, les lignes de courbure de celte surface

sont représentées par 'k= const., ^ = const. Si donc l'on part

d'une équation de ces lignes, ayant la forme

Adu^ H- Bdudv + Cdv- = 0, (1 )

et que l'on effectue le changement de variables, on devra

trouver, comme transformée de l'équation (1),

di .d/x = 0. (2)

II. Supposons, par exemple, que u soit le rayon vecteur et v

la distance du centre au plan tangent. L'équation est alors (") :

uS^du^ — uv^{a^ -+- b- -t- c^ — u^)dudv -t- aWâdv"^ = 0. (o)

(*) Supprimé, en partie, dans le Mémoire de Saint-Pétersbourg.

(**) On lit, dans le Calcul inlégral de Bertrand (p. 252) : « Gauss a montré

» très élégamment que la fonclion 'f{x) peut se calculer sous forme finie

» toutes les fois que x est un nombre rationnel ». La proposition énoncée

est fausse. Quant à la démonstration de Gauss, elle est longue, difficile

et obscure.

(***) Complément des Noies LVIII et LXI.

{") Tome I, page 227.
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De plus :

„
abc

t(} = a- -4- 6" -+- c- — :^^ — ^-, V =— (*) ; (4)

et, par conséquent :

abc
udit = — (ac/a -t- i«f/^), f/y = ^-^ (pt(/A -4- Arf^).

A IX.

Au moyen de ces valeurs, l'équation (3) devient

• 2 'i

(Af/). + /«(/,a)^ [idj. + ;U(/a<) (/af// -f- Arf^) -+- (^rfA + ldiJif= Q,

OU, après quelques réductions,

(A^ - f/-)^(/Arf^= ; (S)

conformément à la remarque ci-dessus (1).

III. L'élimination de p., entre les égalités (4), donne

Telle est donc, inversement, l'intégrale de l'équation (5);

1 étant la constante arbitraire (**).

C — ProWèine de Géométrie.

(Juillet 1862.)

On donne une suite de courbes, AB, A'B', ..., représentées par

f{x,ij) = c, (1)

et l'on demande quel est le lieu du pied M de la normale MM'
commune à deux de ces lignes, infiniment voisines.

(*) Tome I, page 255. On a fait un changement de lettres.

('*) Tome I, page 228.
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I. Solution. — Soient x, y les coordonnées de M, et

x' = X -4- dx, y' ^= y -i-dy les coordonnées de M'. On doit avoir :

dy— ây -f- (îx= 0,
dx

dy'

Mais

dy' dy dy

dx' dx dx

d

dx

dy

. ây -h §x = 0.

dy

(2)

dx

donc

puis

dy

dx

dx

dy

âx
dx

dy

d

dx
Sx

dx

dy
= 0;

bJy
dx

[ dx I
dy =

(3)

(4)

Pour développer celte équation, observons que
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II. Application. x^ — if -\- Sa^x = c?.

Suppression faite du facteur 3 :

dx '
'/y

'
(/x^ ' dxdxi ' (i^^

Donc réquation (5) se réduit à

î/^(x^ -+- a^) (x + 7/) == 0.

Celle-ci représente l'axe des abscisses et la bissectrice de

l'angle yOx' . En effet, pour tous les points de la courbe donnée,

situés sur Ox, la valeur de ^ est infinie ; et, d'un autre côté, la

bissectrice dont il s'agit est un axe de la courbe (*).

III. Remarque. — Si la quantité [{x, y) est homogène,

l'équation (5) l'est pareillement; et te lieu demandé se compose,

comme dans le cas précédent, de droites passant à l'origine.

IV. Autre remarque.— Considérons la surface S représentée

par

^ = A^, y)' (6)

Alors le problème peut être énoncé ainsi :

Trouver, sur la surface S, le lieu C du pied M de la normale à

deux lignes de niveau consécutives.

La projection horizontale de C est donnée par l'équation (5),

ou plutôt par celle-ci :

pq[r— t)= s{p'— q') ; (7)

p, q, r, s, t représentent, bien entendu, les dérivées partielles de z.

C) Faisant

/T /

1

x={x' - ,/) \y -, y = {x'-i-y') y 2 '

on trouve, comme transformée,

X' 1^2 X'^- -H Ip -+- - {X'-^ — t/^) = f5.
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V. Application. — Soit

z = x^ -\- y^ — 'ùaxy (*).

L'équation (7) est, dans ce cas,

2{x^—ay){y^—ax){x—y)+a{x'^-}-y'^—ay—ax){x'^— y^— ay-t-ax)=0.

Elle se décompose en

x — y = 0, (8)

2(x^ — ay){y'^ — ax] -+- a{x^ -\- y^— ay — ax){x -\- y -\- a) = 0. (9)

L'équation (8) représente le plan bissecteur de l'angle formé

par zOx, zOy : solution évidente. Quant à l'équation (9), si

l'on fait :

X = u ces w, y = n sin a,

on la réduit à celle-ci :

\
- M^sin^2cj-i-aM^(sinw-+-cosu)(— 1 + sinSw)— a^(sinco-4-cosw)= 0, (10)
J^

dont la discussion paraît assez simple.

Addition. — {Juin 1883.)

VL Si l'on fait

a~ 77

u = — > w=9 )

V 4

l'équation (10) devient

ce" cos'''29

v"— 2a-v cos^ e ^ =0. (11)

21/2 sinô

Celle-ci représente une courbe, réciproque de la précédente,

et très facile à discuter.

(*) Les lignes de niveau sont des variétés du folium de Descartes.
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CI. — Sur une équatiou difTérentielle.

(Juin 1870.)

I. Soit

{xdx — ydy)-= a^{dx- +- chf). (1)

Posant

^ = (^' + .'7')^/^' y = {^'-y')\/Y ^'^

on trouve

[x'dij' -f- ij'dx'f= d\dx'^^ -+- dy'^), (3)

ou

[a- — x"^)dy"^ — ^x'y'dx'dy' -*- {a- — y'^)dx''^ = 0. (4)

Soient, comme dans ma Note sur Vaddition des fonctions

elliptiques de première espèce (*) :

x' = a cos u, y' = a cos v.

L'équation (4) devient

sin- u sin- vdv"- — 2 sin m cos u sin v cos vdudv + s'uf v s\n^udir= 0,

ou
sin u sin v{du' -+- dv^) — 2 cos u cos vdudv = 0. (o)

Soient encore (**) :

M -4- u = é, Il — V = ce;

d'où :

1 I

sin u sin v = - (cos w — cos 6), cos u cos v = - (cos co -+- cos ô),

dir -h dv"" = - (rfe' -+- f/w') , "Idudv = - (f/e'— rf"-)
;

puis

cos 5 . (/e^ — cos »f/co^ == ,

ou

dB \/ 4 — 1 sin' - 9 ± rfco \/ 1 sin'- co = (6)

(*) Bulletin de l'Académie de Belgique, 2<= série, t. XXVII, p. 149.

(**) Loc. cit., p. 146.
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II. Si l'on pouvait trouver une intégrale algébrique de l'équa-

tion (1), on aurait donc, pour les fonctions de deuxième espèce

fh module |/M, un théorème analogue à celui d'Euler. Le

problème, s'il est possible, paraît difficile.

III. L'équation (3) représente les trajectoires orthogonales

des courbes (1). D'après la manière dont cette transformée a été

obtenue, il s'ensuit que : si l'on fait exécuter un huitième de

révolution aux courbes (1), on obtient leurs trajectoires orthogo-

nales. Autrement dit: les courbes (1) sont égales, respectivement,

à leurs trajectoires orthogonales.

Addition. — (Novembre 1871.)

IV. On tire, de l'équation (o) (en supprimant les accents) :

î/ = — px -+- fl l/'l -H f ; (7)

puis, en dififérenciant,

pdp
'2pdx + xdp = a-

ou

dx X a \

L'intégrale de celte équation linéaire est

Vpl
Je fais

X — 1 c -t- - I dp \ / — •

vp\ -v/ "^ y • -^ f

(8)

(9)

„ I 1 — cos

formule d'où résulte

I — -sin'
9 ^ 1 -+- ces' CD 2

-4- p^= 2 — = 4
(1 -H COS cp)'^

( I -+- COS Cpf

P^ _ sin> ^^^^ sin cpt/(p

'^P' 4(l-lsin-^ M -.COS,)-



^=:- (10)

y \ — -sin>

Ainsi, la valeur (9), de x, est réductible aux intégrales

elliptiques.

Cil. — Coe application de la théorie des solutions

sing;ulicres (*).

(Avril 1870.)

I. Soil

a^ -+- Pa -f- Q == (1)

une équation intégrale; P, Q étant des fonctions de x et de y.

La solution singulière est

p2_ 4Q = C). (2)

Pour trouver Véquation différentielle, on élimine a entre la

proposée et

ac/PH-rfQ = 0; (5)

ce qui donne

ou

— -*- « — — p \- ^^ — y- Il
—

dx -^ dijl \dx -^ dijl \dx '' dy

(dp dpy
-4-0 H V' — =0.

^ \dx '' d>J

(4)

(*) Cette Note a paru, en partie, dans les Comptes rendus (t. LXXI,

p. 80).

(**) Proposition contestée par M. Darboux {Comptes rendus, t. LXX,

p. 1351); mais les cas où elle est en défaut sont excessivement rares :

je crois n'en avoir jamais rencontré.
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Cette équation, ordonnée par rapport à y' , devient

Ai/'2 + B(/' -t- C == ; (5)

en supposant :

\dyl dy dy \dy

IdQdQ dVdP\ (dPdQ dP dQ\ 1

\ dx dy dx dy I \dx dy dy dxl i

mV dPdQ fdP

\dxj dx dx \dx

II. Au moyen de ces valeurs, on peut former le binôme

B^ — MC, qui entrerait dans l'expression de y', tirée de

l'équation (5) (*).

Toutes réductions faites, on trouve

fdP r/Q dP dQYB'_4AC=(p.-4Q)(--^--£). ,7)

m. Au lieu des formules (6), écrivons

A = S'- — Px'p' H- Qx'\
j

B = 2(p!3' + Qa«') — P'a(3' + a'[3),
|

(8)

C = ^^ — Pap + Qa\ )

La relation (7) deviendra

B^ ^ 4AC -= (P^ - iQ){ocp' — «'{3)1 (9)

(*) Évidemment, il est plus court de résoudre l'équation (4), par rap-

port à

ciQ ,dQ
«-y —

dx du

dP d?
h- y' —

dx dy

Néanmoins, eu égard à l'objet que nous avons en vue, le premier procédé

est préférable au second. (Juin 188S.)
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Celte fois, a, «', fi, (3', P, Q sont des quaiiiilés quelconques,

numériques si l'on veut (*).

IV. Soient a, (3 des entiers quelconques, positifs ou négatifs,

mais premiers entre eux. Si l'on détermine a, (3' par la condition

«(3' — a' (3 = ± '1

,

on aura

B^ — 4AC = P^ — 4Q. (10)

Soient, par exemple, a = 15, (3 -= 8 : on peut prendre

a' = 5; (3' = 5. Les formules (8) donnent :

A = 9 — 45P -H 25Q, B = 48 — 79P -+- 150Q,

C = 6t — 104P + 1G9Q

Donc, quelles que soient les quantités P, Q, l'égalité (iO) sera

vérifiée.

Addition. — {Juin 1885.)

V. Si P2 — 4Q= 1, la relation (9) se réduit à

B'— 4AC = (ap' — «'p)l (II)

Pour satisfaire, de la manière la plus générale, à la condition

indiquée, il suffit de prendre

P = 2ï + 1, Q = f(«+ 4). (12)

On peut donc énoncer la proposition suivante :

5/ Von fait :

A = a'H'^ -t- {a — 'ip')a't — {a - |3')p',

B = 2aa'«2 ^ 2(aa' — «(3' — a'p)t + 2[3(5' — «8' — «'(3,

C = rJt- + (a — 2/3) ai _ (a — P) ^

,

on aura
B^ — 4AC = («S' — a'pf.

{") Ainsi, le rapport des deux formes seynblables, B- — iAC, P- — -IQ,

est lin carré. (Juin 188S.)
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VI. Application. — Soient, comme ci-dessus :

a =15, (3
= 8, a' = 5, |3' = 5.

On doit trouver

(150«' — 28f — 31 f— 4(^25«^ — 5/ — {î)(iG9i'— 59« - 40)= 1 ;

ce qui est exact (*).

cm. — Enveloppe d'un cylindre de révolution (**).

(Avril 1873.)

I. Problème. — Si l'axe MT d'un cylindre de révolution roule

sur une courbe donnée, AMB, quelle est l'enveloppe de la surface

cylindrique?

Par les considérations les plus élémentaires, on reconnaît que :

1° L'intersection de deux cylindres de révolution, égaux entre

eux, et dont les axes se rencontrent, est composée de deux ellipses;

2° Si les axes viennent à coïncider, l'une des ellipses se réduit

à la section droite; l'autre se transforme en deux génératrices,

parallèles à l'axe commun, et passant par les extrémités du

diamètre 2R de la section droite parallèle au plan des deux axes (***).

Par conséquent, l'enveloppe cherchée se compose de deux

parties :

1° Une surface- canal 1, enveloppe d'une sphère inscrite au

cylindre donné, et dont le centre décrirait AMB;

(*) Les formules précédentes sont applicables à la résolution, en nom-

bres entiers, de l'équation

X2 -4YZ = U2;

mais il est clair que la solution directe (absolument évidente) est préférable

à l'autre.

('*) Reproduite, en partie, dans les Remarques sur la tliéorie des courbes

et des surfaces (Mémoires de l'Académie de Belgique, collection in-S», 1875).

(***) Plus exactement, le diamètre dont il s'agit est la limite de cette per-

pendiculaire : dans le problème actuel, ce diamètre coïncide avec la binor-

male de AMB.
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V' ^

2° Une surface ré-

glée S, do7it on trouve

deux génératrices GH,

G'H' en prenant, sur

la binormale G M G',

MG = M'G' = R, et

menant, par les points

G, G', des parallèles

Tï' à M P.

IL Soient

X, y, z les coordonnées du point de contact M
;

a, b, c les cosinus directifs de la tangente MT ;

/, m, n les cosinus directifs de la binormale MN ;

p, r les rayons de courbure et de torsion de la ligne AMB.

On a, par des formules connues (*) :

l m n

bc' — cb'

= ?, (i:

CM
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sont X ~i-Rl, y -+ IXm, z -h Rw. La génératrice GH, passant en

ce point, a pour équations

X — x — R/ Y— ?/- R)H z — ^ — Rw= — = =m,
a b c

^

9 étant une fonction de s, inconnue (*).

Ecrivons-les ainsi :

X—x — Rl = a(p, Y — y — Rin = ()(p, Z — s — Rn = ctp. (6)

III. Si la surface s est développable, on doit avoir, avec ces

équations (6), les relations

— a — R/' = ocp' -4- a'cp, 1

— b — Rw' = 6cp' + 6'cp, > (7)

— c — Rw' = cç' -+- c'cp; ]

dérivées des premières.

Comme
a^ -I-

&'•'
-f- c^= I , au' H- bb' +- ce' = 0,

on conclut, des équations (7) :

— 1 — R "V al' =(p', — R "^ a'I' = cp ^ a"^.

ou, à cause des relations (2) et (3) :

_l=(p', R?=(p, 1 h-5- = (p'2h_Î^. (8)

La troisième égalité est une conséquence des deux premières;

donc deux génératrices consécutives se rencontrent; ou, ce qui

est équivalent, la surface S esl développable (**).

C) Cette fonction représente la distance comprise entre le point G et le

point où la génératrice GH touche son enveloppe, si la surface s est déve-

loppable.

[**) On arrive au même résultat, mais moins simplement, en considérant

GH comme Fintersection du plan rectifiant avec un plan parallèle au plan

osculateur.
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IV. Soit P le point où la génératrice GH touche son enveloppe.

D'après la valeur de 9 (8) :

GP = R-, tgPMT=--
r P

Or, '- représente aussi la tangente de l'angle H formé par la
r

tangente MT avec la rectifiante (*) ; donc le point P est finter-

section de la rectifiante MR avec la génératrice GH.

V. PP'P" ... étant l'aréle de rebroussement de la surface S,

soient PM, P'M', P"M", ... les rectifiantes passant en P, P', P", ...

Si l'on développe la surface rectifiante, la courbe AMB devient

une ligne droite amb (**). Les rabattements des binormales MG,
M'G', ... seront les droites mg, m'g', ... perpendiculaires à ab,

et égales à R ; donc la transformée de l'arête de rebroussement

est une droite, parallèle à ab. Conséquemment, cette arête est

une ligne géodésique de la surface rectifiante.

CIV. — Quelques identités.

{Mai 1872.)

I. Des expressions de yp -^
^^ (1), (4), (5) (***), on conclut

(a'2 + b" -H c-''){l" -h m'^ -i- n") == {a'I' + b'm' -t- c'nj; (9)

ou, par un changement de notation :

{x^ -t- î/^ -t- z^)(x'^ -h y"^ + z'^)= [xx' -H yy' -t- zz'f. (A)

Dans celle identité, les quantités x, y, z, sont proportionnelles

à x', y, z'.

(*) Théorie analytique des lignes à double courbure, p. 27.

{**) C'est à cette propriété que la rectifiante doit son nom.

(*") Voir la Note Clll.
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Cette condition, évidemment suffisante, est nécessaire. En

effet, l'égalité (A) peut être remplacée par

iyz' — zy'f -4- (zx' — xz'f +- [xy' — yx'f= (').

II. De

iVa^ -4- 6'^ + c'^ = hc — cb', (i)

on déduit

a'u" -+- b'b" -+- c'c" . /
/— — + /' \/a" -*. b'- -+- c'- = bc" - cb"; (10)

\/a"' -t- b" -t- c"

puis, en prenant les deux autres relations de même forme que

celle-ci, et faisant la somme des carrés :2(a'a"-h b'b" ~^- c' c")^

a^ +- b^ + c
^

L'égalité (10) donne encore, en vertu de la condition

la' -H mb' -+- ne' = 0,

conséquence des formules (1) :

l/a'^ -+- b'^ -+ c'^ 2 ^'"' = y \^^" — cb")a = — ^ ("^ — ba)c",

ou

_ 'S iab' — ab')c"

|/a'^ ^- b''' + c'-

Au moyen des valeurs (H) et (12), la relation (9) devient

ou, par le changement de notation déjà employé :

[x"' *- y" + z'^)[{yz"—zy'J -^{zx"— xz"f -^{xy" — îjx"f]= )

{x'x"-^-y'y"+z'z"f+[iyz"—zy")x'+{zx"—xz")y'-h{xy"—yx")z'Y' )

C) La relation (9) est une conséquence des formules (2) de Frenet.

Inversement, si elle était connue a priori, ces formules en résulteraient.

(Juin 1888.)
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III. Remarques. — \° Dans cette identité (B), les quantités

.T, y, z, x', ... sont assujetties, seulement, aux conditions

x"^ -\- if -^ z- = \ , xx' -f- yy' -\- zz! = 0. (14)

Effectivement , si l'on fait passer tous les termes dans un seul

membre, et qu'on ordonne suivant les puissances et les produits

de x", y", z"; on trouve, en ayant égard à ces deux conditions,

= 0.

2° La relation (B) permet, dans certains cas, de transformer,

en une somme de deux carrés, le produit d'une sotnme de trois

carrés par une somme de trois carrés.

IV. Application. — Soient :

9 12 20 . 24 15

y y
25 2525 25' 25

îc" = 2, y" = \, z" = 5.

Les conditions énoncées étant remplies, on doit trouver

24' -H V

25'

25' ffi

15' r/16

.25

_/10\- ri 6. 24 15.

~
\25/

'^
L 25- "^ ~25

15

25

15'

25^

ou

(24' + 7' -4- 15') (16' + 15' + 15')

= 250' -+-(6.24+15.7-+- 225)' = 250'

ce qui est exact,

V. Autre identité. — Soient

X = j/'7 — z'p,

y = z'cc — xV -,

z =.x'p— y'jc.

700';

l
('15)^
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Soient x", y", z" trois quantités quelconques. On a, identique-

ment,

{x'^ -+- y'^ -4- z") [{yz" — zy"f h- {zx" — xz"f + {xy" — yx")J v

= (a;2 -4- y' + z^){x'x" -\- y'y" + z'z'J i (C)

-\-]^x{y'z" — z'y")-\-y{z'x" — x'z")-t- z{x'y"— yx")Y{*). ]

Si, par exemple :

«= 1, p= 2, r=5; x'='ù, y'=i, z'='i; x"=l,y"=], z"=^;

puis

x = 8, y = 7, z = 2;

on doit trouver

(3^ -t- 4' H- 2') (1
0^

-+- 1
6^ -f- d 4^)= (8' + 7^' + 4^) H ^+ (48 -V- 28— 2)^

ou

(5^ + 4^ -+- 2'-') (1 0^ H- i 6^ -+- d4^) = 88" -t- 77" -h 44" + 74".

C'est ce qui a lieu.

VI. Remarque. -— L'identité (C) réduit, à une somme de

quatre carrés, le produit d'une somme de trois carrés par une

somme de trois carrés.

Addition. — {Mars 1878.)

VII. La solution d'un problème sur le triangle (**) conduit à

ridentité

ia'b''c^ — (6" -t- c^ — a'') (c" -t- a" — 6") (a" + 6" — c")= )

(6" -4- c"— aja^ -*- (c" + a" — 6")" 6" + (a" + 6" — c^fc\ j

^^^

(*) Cette relation (C) ne diffère, qu'en apparence, de l'identité (A)

démontrée à la page 22 de la Théorie analytique des lignes à double cour-

bure. (Juin 1885.)

(**) Evaluer, en fonction des côtés, la distance comprise entre le centre du

cercle circonscrit et le point de concours des hauteurs (Théorèmes et Problèmes,

p. 181).
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dans laquelle le second membre est une somme de trois carrés,

et dont la vérification est facile.

VIII. En voici deux autres, d'après lesquelles le cube d'une

somme de trois carrés est, au moins de deux manières, une somme

de neuf carrés :

(a'-^b'-i-cj= {ab^f-i- {bcy-^ {ca^i'-h- [a(a''-+-6^)]^-+-[c(a-^-t-6^)]^ \

= (6ay-t-(c6^)--H(ac'f+1 6(6^-f-a^)]^-+-[c(6^-+-a^)i'^-+-[a(a''+c')]^ ^

^^^

+ [6(a^+c^)p+[c(c^H-6^)]V[a(c^+6^)]^ (*). /

Par exemple :

(1+4 -+-16)' = 4- -^52'+ 4^+ 5^ -+- 20' -4- 40'' + 20- -f- 68' -4- 34-

= 2' H- 1 6' + 1 6' + 1 0' -4- 20' + 1 7' -t- 34' + 80' -+- 20'.

IX. Décomposition en bicarrés.— On a, identiquement,

(

—

x+ y-i-Z'^uy+{x— y-i-z-\-nf-\-{x-^y—zH-M)*-+-(a--+-î/-+-z

—

u)'"

= 4 [2 x' -+- 2 ^'y^ ~ 24.xi/zw]
;

et, si u= :

( X -+- «/ -t- Z)* -4- (x 3/
-4- Z)* -+- (x + î/ — Z)* -t- (x H- 1/ -+- Z)* =

On a aussi

4(x' + î/- -+- z')' = 4 [2 X* -+- 22 «'^']-

Donc, par soustraction,

(— X -H 1/ + z)^ H- (x — y H- z)* -H (x -+-
2/
— ^)* -t- (ae H- 3/

+ z)

= 4{x' -i- î/' -+- z') -4- 1 6 y x'y'.

Le second membre égale

{2x' -t- 2?/' -+- 2z')' -+- (4xî/)' + (4.V2)' + (4zx)';

(*) On sait que (fe'^-4-6^-t-c"^)" <?s< réductible à une somme de trois carrés

(Mémoire sur certaines décompositioîns en carrés, p. 9).



(F)

( 58)

en sorte que l'idenlité devient

(— ic -t- ?/ -h z)* -+- (x— y -i- zy -h {x -{- y — zf -i- [x -\- y -^ zf =
(2x''-i-2y-+-2zY-t-(4xr/)V(4î/zf+(4zxyi

Ainsi, la somme de quatre carrés peut être égale a la somme

de quatre bi-carrés (*).

X. Suite. — Soient

a = 2(a;^-»- «/"-+- z^), 6 = ixy, c == kyz, d = izx.

On tire, des trois dernières équations,

^ bd ^ bc ^ cd

c ^ d b

puis, en substituant dans la première :

2abcd= bH^ + b'c^ -t- rcl\

Si donc cette condition est remplie, et que les fractions

bd bc cd

c d b

se réduisent à des carrés pairs, la quantité a^ -h b^ h- c^ 4- d'^

est la somme de quatre bi-carrés.

Autre addition. — (Juin 1885.)

XI. Si l'on prend

a:=y'z" — z'y", p= z'x" — x'z", y=^x'y" — y'x",

les formules (1S) donnent

x= x'(x'a:" -4- y'y" -+- z'z") — x"{x"^ -t- y'^ -t- s'^),

y =y'{x'x" -+- 2/Y' -+- z'z") — tj"{x" + y'^ -t- z'^), \ (16)

z = z'{x'x" -t- y'y" -+- z'z") — z"{x'^ -*- y"^ -t- 2'^)
;

(*) On ne compte pas la solution insignifiante :

(«2)2 ^_ (^2)2 -+- (t.2)2 _^_ ((i«)4
— a* ^ b* -h c' -+- d'.
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et le déierminanl

x{y'z"— z'y") -t- y{z'x" — x'z") -+ z[x'y" — y'x")

se réduit à zéro (*).

Donc l'identité (C) devient

(x^ -+-/-»- z^){x'x" -t- y'y" -+- z'z'J

= (x'^ -\- î/''^ -+- z"^) [{yz"— zy"f-\- {zx"— a:z"f -<- {x\j" -t- 3/x")-].
)

Celle-ci réduit, à une somme de trois carrés, le produit de

deux facteurs égaux, chacun, à une somme de trois carrés.

XII. Application. — Soient

x'=i, y' = '1, z' = o', x" = 2, y" = o, z"=!;

et, par conséquent :

x = — 15, y = — 40, z:=31.

On a, en supprimant un facteur commun,

(12 + 2' H_ 52^(12 H- 13' -+- 5''')= 13' -H W -4- 31'.

XIII. ilM/re identité. — Supposons

x'x" -+- y'y" +- z'z" = 1. (17)

Alors, en vertu des formules (16) :

X = x' — x"(x'"'' -+- y + z''), y = y' — y"{^ -*- y -^ ^

z = z' — z'ix'"'' -+- ?/'' + z");
(18)

(H)

puis, au lieu de (G) :

(x" -t- y'^-\- z") \^yz"— z?/"f -+- (zx"— xz")' -+- (x^"— yx"f
9 9 'J= X -<- ^ -+- Z'.

On peut donc, d'une infinité de manières, trouver un produit

(') A cause de

«X -H i2y -+- yz = 0.
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égal à une somme de trois carrés, et dont les deux facteurs soient

égaux, chacun, à une somme de trois carrés. .

Par exemple,

(4^ -+- 2^ + 3')(29' -t- 13^ -H 37') = 169' -<- 68' + \\\

XIV. Remarques. — 1° Le premier facteur est arbitraire (*).

2" D'après les valeurs (18), on a

yz" — zy" = y'z" — z'y", zx" — xz" = z'x" — x'z",

xy" — yx" = x'y" — y'x";

donc l'identité (H) est la même chose que

(x''-+- î/'^-H z"^) [{y'z"— z'y"f-+- {z'x"— x'z"f-h {x'y" — y'x"f]
. {^)

a;- -+- / -H z'
( ).

5" Celle-ci est, pour ainsi dire, conjuguée de la relation

connue :

{x" -^ y'^ -h z"){x"^ -i-
y"^

-*- z")

= (y'z" — zy'J -H {z'x" — x'z"f + {x'y" — y'x")\

laquelle suppose

x'x" +- y'y" -H z'z" = 0.

(*) Soient

et, par conséquenl,

z"=\—(x"'^y").
On trouve :

œ = 1 — 7ix", y = 1 — Zy", s := — 2 -+- ôix" -4- y")
;

y's" ~ z'y" =1 — x'^— 2y"
, ;:'a;" — x'z" — — 1 H- 2a;" -+- y",

a;'y" — y'x" = y" — a;" ;

puis, en vertu de la seconde Remarque,

(r2-i-P-+-12)[(l —x" — 2y"f-^(- 1 -\- ^2x" -i- y")- -i- {x" — y"f]

= (t — 5a/')- -t- (1 — 3y")2 -+- [- 2 -+- 5(a;" -l- y")]%

quels que soient x", y".

('*) Cette petite transformalion a pour elVct de simplifier les calculs.
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Autre addition. — (Mai 1886.)

XV. En discutant l'identité (F), on trouve ces deux-ci :

(a-+-6-4-r-t-rf)^-4-(a-f-6— c— rff-4-(o-+-f— h— df-i-{u-h(l— b— cf

(— a-+-ft-4-r-+-rff-4-(a— 6-4-f-t-(//"+(a+ft— c-4-f/)'-+(a-+-/>-f-c— df

évidentes et connues (*).

On en conclut les identités :

(a^^h'-^(-'-i-d'V (a^+b-—c-—d-V fa'-i-c'—b^—d'\

H
2 . .

(L)

= a'-hb'-hà-hd\

(M)

2

f^a'-^b^-^e+d.'V (a^—b'-^c'-i-d'Y (a'-^b^—c--^d''^

"2 J \ ^2 I \ 2

'a^-\-b'^-\-c-—d^\
, ,, , „

qui permettent de décomposer, en carrés, une somme de deux,

trois, quatre bi-carrés.

Soit, par exemple, le nombre N= 3 108= 'l*-i- 5*+ o*h-7*.

On trouve

N = 42' -4- 64' H- 22' -+- 1 6' = 42" -+- 52' -4- 1 6' -+- 8'.

XVI. Ce n'est pas tout : la relation (M) est un cas particulier

de l'identité évidente :

dans laquelle

S2, = «'' + 6'*-»- ••• -t-.9'^

(') Kealis s'est servi de la première pour clablir de remarquables théo-

rèmes d'arithmétique {Nnuvellefi Annales, 1875, p. 219).
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CV. — Développemeuts de l'iutégrale elliptique

de première espèce.

(3lai 1872) (*).

I. Pour transformer

/w» / .

.

. ''l,^
' (1)

je pose

I

tg 9 = —= »g 9- (2)

1/6

Cette formule donne

sin^ ô „ 6 cos'* e

«'"^=rT7„T7—77ir' ^0=^9
6 cos^e H- sin'^e 6cos^0+-sin^

cos^e -+-6sin'e - de
i — r sin' cp = 6 , ~-^ , d(D= Vb

6cos^9 4- sin'^ô
'

6cos'^e -+-sin'^ô
'

puis
TT

de

l/[4 — (1 — 6) cos'^ o][i—{\— ()) sin''' e]

/'-i (10

== (**) (3)

On a, par la formule du binôme :

[1 -,. -6) ces' .p= 2: 1^51^.(1 -')"--«,

(*) Un extrait de cette Note a été communiqué au Congrès du Havre,

en 1877.

(**) A cause de

cos^e-»- 6sin=e= 1 _(l — 6)sin2e, fteos^O -+- $111^0 = i _ (i _ 6)cos*6.



( 45 )

donc

La valeur de rintégrale est

,r(«-.l)r(pH-l

2 r(/î -+- p -4- 1
)

Par conséquent,

.,

r(2,.^i)r(2y^.)r(.-.i)r(„.i) ^^ ^^,

^•(^^
2 ^0 -^0 [T{n -t- 1)r(p + 4)]T(n + p + -|

) \ 4 / "
^

^

II. La fraction

r(2w+i)r(H + i)

égale

1.2.5...2W,/- 4 3 5 2n-1 (w4-I)(/i+2)...2«, /-2.6.10...(4w-2)
V TZ . — ' ' = V T

(i.2.3...wf 2 2 2 2 I .2. 5 ... w 4"

^/^ ^(,^^^)(n + 2)..2/^]^

4"'
4 .2.5... w

^''

De même,

[r(p-t-4)]' 4P l.2.5.../>

Donc, si l'on suppose n -h p= s, et qu'on fasse

1 .2.5... s ^ 4 .2.3... n. 4 .2... /î

(') Coi<rs d'Analyse de l'Université de Liège, p. 56. La transformation

précédente peut être effectuée de diverses manières
;
par exemple, au moyen

de la formule de Legendre.
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on aura, au lieu de la formule (4),

1 —b
16

(6)

On verra, tout à l'heure, que P, est un nombre entier (*).

III. Le développement de Fi(c), ordonné suivant les puis-

sances du module, est

1 -+-

VI . 4/ Vl . 4 . ()/ J

Si l'on fait 1 — 6= 2.r, il devient

F,(c) ix^-4
x(l —x)'

(7)

Dans le développement de (1 — x)", le coefficient de x'' est

Donc si l'on suppose encore n -h p = s, et que Ton fasse

on aura

(9)

D'ailleurs, la formule (6) peut être écrite ainsi :

F,(c) = -^ P, -

P, = 2' ..4U-

Conséquemment,

(10)

(11)

(*) Cette propriété résulte, aussi, du théorème suivant :

(a -t- 1
) (« -+- 2) ... 2a . (6 -+- t) (6 H- 2) ... 26

=: entier,
1 . 2 . 5 ... (a+ 6)

si H et h sotit des nombres entiers (Sur quelques question)^ relatives aux fonc-

tions elliptiques. Seconde Note, p. 14.)
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Et comme i^'Q, est un nombre entier, P, est aussi un nombre

entier, divisible par 2*.

IV. Soit, pour abréger,

F,{c)=y^A„{i-bY; (12)

et, par conséquent :

dFi(c) c w-,"

-^'=7-2 ^A„(1-6)«-'0, (43)
de b

^F,(c) _ c

le* ~~b

]

"6

d%(c) c' ^,-

^,2nA'X\-bf-^n
[U]

On sait que

iPFt i — 5c' rfF, ^ _
dc^ c de

Cette relation devient, d'après les valeurs précédentes,

_6 2°°A„(l-6r=0.

Soit encore 1 — b = t; et, par conséquent :

6 = 1 — f, c'= (2— f)f, 2— 5c^= 2— 6f-+-o<'';

(*) A cause de
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puis, au lieu de la dernière égalité,

(2 — 3« + f
)

5°°
n{n — \) A„r-* + (2 - 6« + 3^)

^'^ nk^t'

-(1- o2"a««" = o.

(15)

V. Dans le premier membre, qui doit être nul quelle que

soit la valeur attribuée au nombre entier n, le coefficient de t^

est 2Ai — Aq; le coefficient de t est

4A2 -t- 4A2 — 6Ai — A, -t- Ao-

Donc
1 5 ^

A,=-Ao, A2 =— Ao.
2 10

Dès que n surpasse 2, le coefficient A„ est donné par la loi

de récurrence :

2n^A„ — {'5if-—ôn -^ 1)A„_, + (n — \fA„_,= 0. (16)

La comparaison des formules (6), (12) donne

A„= ^ •

2 16"

Donc

w^P„ — S{on' — 3»i + l)P„_i H- 128(« — \fP„., = 0. (17)

Par la formule (5), on trouve

P„=1, P, = 8;

après quoi l'équation (17) donne, successivement ;

P2= 80, P3= 89fi, P4=10 816,...

On a donc le théorème suivant, qu'il serait, croyons-nous,

très difficile de démontrer directement :

Soient une suite de nombres Pq, P^ , Pg, ..., dont les deux
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premiers sont 1 et S, et dont les autres, à partir de n = 2,

sont déterminés par la formule :

8 r
p„ = _ r(3n^ — 5n -4- 1 ) P„_, — 1 6{n — 1 f P„_,] .

Tous ces nombres sont entiers (*).

VI. La comparaison des formules

Q„ = 2 [C.«-...n-.]'^C„_,„(- 1)- (i)" ",
(8)

P„ = 2".4"Q„ (H)

prouve que

ou

P«
2 2 2 2 1

4"[C2„_6, n-3.1 ^n-3, 3
"+- "•

'

Nous avons ainsi l'expression générale de P„, ou de Vintégrale

(*) M, de Jonquièrcs, à qui j'avais indique quelques-uns des résultats

précédents, a eu la patience de calculer les valeurs de P„, jusqu'à n = 17.

Les voici :

Pj =2^ P2 = 2*.5, P3 = 2'.7, P4= 2«.)69, Ps= "29.269, P8= 2'M78J,

p, =21^5035, Ps = 2"'.358 377, P^= 2'^ 399 569 , P,„ = 2i«. 4 300 645,

P.i=2i'.7 816 893, P,^ = 2'«.229 01 1 025, P^^ = 2'». 412 401 885,

Pl,= 22^ol3o675 605, P,5 = 22^5 850 156 227, Pi6= 2>«. 2 806 908 617 417,

P,-= 2-^'.3281 843126 105.

Les recherches de ce savant Géomètre sont l'objet d'une Note communi-

quée à l'Académie des sciences, et publiée dans les Comptes rendus (séance

du 10 août 1885).
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particulière de l'équation (17), relative à Vq=\, P^ = 8. Si,

dans celte formule, on prend n= 4, on trouve

Pi /8.7.6.5\2 /6.5.4\« /4.5
'

' — 4. 5 -+- de'
16 \1 .2 .3.4/ \i .2.3/ \1.2^

= 70^ — 4 . 20\ -+- 4 6 . 6'= 4 900 — 4 800 -j- 576 = 676;

puis P4= 10 816, comme ci-dessus.

VII. Le second membre de la formule

7L

F,(c)= / — "^^ = (3)

(4 — 6) cos^ e] [1 — (1 — 6) sin^ e] ^
'

égale

/"^ dx /^ 2 dx

\/46 -t- (1 — 6)' sin^ x J 1/(1 -i-6)''-(1 -6)cos'x
n

2 /^ y citp

1 -\- b

Ainsi

v^'-Kr->'

2 (i—b\

relation connue (**).

(*) On fait

puis

(**) Legendre, t. I, p. 79.
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VIII. Remarque. — Si, dans la même formule (3), on change

6 en — b, on obtient, semble-t-il :

T dd
F.(c) =/ \/[I _ (1 -H 6) ces' ô] [1 — (I + 6) sin' e]

Mais le second membre n'est réel que pour les valeurs de 9

satisfaisant aux conditions :

i 1

ces' e < , sin' 9 < • (20)
1 -t- 1 -+- 6

La première équivaut à

6
sin' e > •

1 -t- 6
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Addition. — (Juillet 1877.)

IX. Reprenons la formule
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Faisons, comme Gauss :

-1 j[

De là résulte, au lieu de Tégalilé (27),

4^
F,(cy = lim(^.?^.?^

9. 72 73
(30)

Les nombres /)„, </„, toujours compris entre p eï q, tendent,

évidemment, vers une limite commune 1. Pour déterminer cette

limite, trouvée par Gauss, écrivons ainsi les équations (29), de

rang impair :

pi = pq , pi = p^qi , pi = p„_^q„_y .

11 résulte, de celles-ci et de la relation (50) :

q TT

2 F,(c)
(51)

XI. Les valeurs de Çj, q^, ... q^ (29) donnent, par un calcul

aussi simple que le premier :

\

^'' = ^ b -^ 7 -+- (Pl — ^l) -^ (P^ — 72)
-<-••• -t- iPn-i — 7«-l)]-

La limite du premier membre est X; donc

\
A= -[/>-i-7-+-(Pi— 71) +?Ji— 72)-^ •••-+- (p„-i— 7„-i) +•••]. (32)

Conséquemment :

La quantité "k, donnée par la formule (ol), est la limite

commune : ]" de p„ ;
2° de q„ ;

3° de [/pq [/-\/^...; V de

5 [p ^ n + (Pi — q-i) -^ (p^2 — q^) -+- •••]

XIL Des formules (ol), (32), on conclut

ïT~N ^ :: b "^ *? "^ ^?^' ~" 'î''^ "^ (?^'^ ~ '?'^) "^ "]
• (

Fi(c) 7
^-

DD
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La fonction j^, déjà décomposée en produit indéfini (30), est

donc développée en série. En outre, les deux termes des facteurs

de ce produit, ou plutôt leurs carrés, sont les termes mêmes de

la série ; ce qui est assez remarquable (*).

CTI. — Sur la méthode des isopériuiètrets.

(Juillet 1877) (**).

I. Des formules connues :

r,=i(r+R), R, = 1/r;;, r, = i(r, + R,), R,= Vr7„...

4

r„ = -(r„„, -+- R„_i), R,, = l/R„_ir„

,

on conclut les deux systèmes :

2r, = R -t- R, 2r, = r, h- R, , ..., 2r„ = r„_, -^ R„_,

,

R? = Rr,, R| = R,r,, .., Ri = R„_,r„;

puis

r, -t- î\ -i- ' -¥ 2r„ = r -ï- Ri -4- • •• + R„_i,

R,R2...R„_,.Rf, = Rr,r,... r„_,r,;

ou

r„ = l
(r + R) -f- - [(R.- n) + (R2 - ^2) + •• + (R»-.— r„_0]' (^)

Ri R2 R„

Si n croît indéfiniment, les rayons r„, R„ tendent vers le rayon

d'une circonférence égale à 4 (***). Donc la série (i) et le pro-

(*) Abstraction faite, bien entendu, des facteurs 2 et q.

{") Cette Note peut être considérée comme un complément de la pré-

cédente.

(***) Pourvu que l'on suppose r= 0, R = 1. {Éléments de Géométrie,

p. 184).
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duit (2) ont une limite commune, dont la valeur est-. En d au-

tres termes :

1 _ 1 (,. + R) + 1 [(R,_r,)+ (R,-r2)+ --4- (R,.._. - r„_,)+ -], (5)

1 1 ri 7\
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CVII. — Sur les Membres de Seguer.

{Juillet 1870.)

I. Divers Géomètres se sont occupés de ce problème : De
combien de manières un polygone convexe, de n côtés, peut-il

être décomposé en triangles, au moyen de diagonales'^. (*) Soit

T„ ce nombre de manières. On sait que

T, = 2, T, = 5, T„ = 14, T, = 42,.

.

Les nombres T„, considérés par Segner (**), satisfont aux

relations suivantes :

T„+. = T,T„ + T,T„_, -H ... + T„_,T3 + T„T, r\ («)

^« — 6
T„^. = T„. (2)

n

D'après celle-ci, T„ est divisible par n, au moins quand n est

premier avec 6.

De plus, comme Ta trouvé Binet ("), la fonction génératrice

de T„ est ' ~ '^ * ~ ^"^
. En effet, dans le développement de celte

quantité, le coefficient de x" est

1 . 5 . ... 2n— 1
C,= 4". (3)

4 . 6 . 8 ... 2n H- 2

Il résulte, de cette formule,

4n -»- 2

n -+- 2

La fraction ne diffère, de la précédente, que par le changement

de n en n -h 2. Et comme Tg =- C, = 1 , on a T„+i = C„_,

.

[") Journal de Liouville, t. III et IV.

(**) Ibid., t. III, p. 805.

(***) On suppose T- =: I.

(") Journal de Liouville, t. IV, p. 85.
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En outre,

conformément à la remarque de Binel.

II. On peut vérifier, directement, que C„ esHm nombre entier.

En premier lieu, d'après la formule (3) :

2.6.10 ...4n—'2
C„= -_^:=^

2 . ô . 4 ... w -4- I

Or,

2.6.10... 4« — 2 = (w + !)(/« + 2) ... 2n (*);

donc

^^(,.^<)(„->-2)...ii«^ 1.2.5...2,. _^„,„,,(..)
(,)

2. 5 . 4 ... n -f- 4 1 .2...«Xl .2...w-t-l

De plus,

1

ou

III. D'après la génération des Nombres de Segner, ils doi-

vent se rencontrer dans les développements qui proviennent de

la formule du binôme. Par exemple, comme

^-1.5.5... Un — 1 x'"+* ,^ ^^
arc sin x = > (

*
),

on peut écrire :

^- n -+- 1 x'"+'
arc sin X = > C,, >

-'o 2n -f- 1 4"

(*) Voir ci-dessus, p. 43.

('*) Cours d'Analyse de l' Université de Liège, p. 48.

(***) Pour n= 0, la fraction est remplacée par 1.
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ou bien

arc sin X= 2 5 T
'^«^'^ "7^ ^^- ^^^

IV. Dans legalilé (5), changeons ac en x'^, puis se en|. Nous

aurons

\ _ \/\ _ x''' ^- ^ a;'"

X •^0 4"

puis

\/T-:^=l-5^T.«—

;

(9)

développement par lequel nous aurions pu commencer.

V. Soit

y = l/i — ac" arc sin a; ; (10)

et, par conséquent,

X
n' = \ arc sin ac (il)

Il est très facile, non seulement de développer la fonction y,

mais de découvrir de nouvelles relations entre les Nombres

de Segner.

Posons, en effet :

y = 5" kX^^\ y' = y" (2n -h \ )ky\ (42)

Des relations (9) et (10), on déduit

y \ — x^

y' — i

(*) De même, la formule

5r VI /1 .3...2rî— 1\2
F,(c)= - > c'-"

peut être remplacée par celle-ci :

(Août 1885.)
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puis, à cause de Ao = I :

H- (1 — x^) [dAjx' + 5A2X* -t- TAjx'' -+-

-h (2n -+- l)A„x'" -t- ••] = 0.

Cette égalité donne, successivement :

A.==--, A.=
2 2.4

» As= —
5 .5 3.5.7

et, en général,

La fraction

A„ = 2.4.6... 2«— 2
(13)

3.5.7 .. 2w -+- 1

2.4.6...2W—

2

1 (2 . 4 ... 2n— 2f

3.5.7... 2m -+- 1 (2m — l)(2w -t- 1) I . 2 . 5 ... 2w— 2

4« 1
1

(2« — l)(2M-4-i)C2„_,,„_,

Donc, par les formules (7) et (2) :

4"-i
1

A„ = -
w(2n— 4)(2w -+- 1) T„H., w(n + '1)(2m m- 1) T„+2

(14)

Dans le produit des fonctions (8), (9), le coefïicient de

.x'"-^' est

n -t- 1

(2n H- 1)4"
T«+2

.)2,.-l

2 3

- ^
D 5 2n — 4

i «+i 1

2

ou
^n 1

T„
(2n H- 1)2'" *

'"''

2 5 '* ^,

3 5 2m — I
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Ce coefficient égale aussi A„. Conséquemment

TJ„+, + l T,T„ + l ÏJ„_, -+-... -H —IL- T„^.,T,

_ 2n - 1
4^»-*

1 ' ^ '

Telle est la relation annoncée.

En la combinant avec l'égalité

T.T„+, ^- T3T„ -4- T;r„+, -4- ... + TJ, -i- T„^J, = ^^"—1? T„^, , (1)
n -4- I

on trouve

I 1 1

TaT^^i -+- - T3Ï,, -+- - TJ„^i -^ +- T„^jT2
3 5 2w — 1

2«(2n — 1) _ 2*»-*
1 ^

^^^^

"^
~{n-h l)(2n + 1)

"'"' ^ «(«H- i)(2n-t-T) ivT^
'

ce qui est un peu plus simple.

VI. La méthode précédente peut être généralisée. Soient

u, V, y trois fonctions de x, telles que l'on ait

du 1

y =z uv, a = -— =r -

,

(17)
dx V

A cause de

on a

n,= "VB„x", i;=5"cx'- (18)

y' i<' ?/

y u v'

y' — 1 i?'

Soit encore

(19)
y V

r/='^°°A„x". (20)
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Si la quantité ^ est algébrique, Tégalité (19) fera connaître,

de la manière la plus simple, les coefficients A,, Ag, ... A„, ...

En outre, si Ton fait varier la fonction v, on obtiendra des som-

mations, en nombre indéfini.

VII. Exemple :

1 /'- dx
v=\/\ — x\

l/l — x' J \/\

La formule du binôme donne

\ x^ 1 . 5 x' 1.5.5 a'^

2 5 2.49 2.4.0 15

I
,

1 « 1.5 . , 1.5.5
V = 1 X X «16

2 2.4 2.4.6 2.4.0.8

Soit maintenant

yz=x -\- k^x^ -H Agaj* -+-•••-+- A4„_,.,x^""*'' -+- ••
;

et, par conséquent,

</' — 1 _ SAgX' -4- "èk^x" -+- • . H- (4/i -^ l)A4„+iX*"-' -H

y 1 H- AgX^ -t- AgX^ -f- •• -1- A4„+,x*" h

On a

v' 2x^

u 1 — X*
'

donc l'équation (19) devient

(1 — x'0[5As + 9A9X* + 15A,3x'- + - + (4n -f- IjA.^+ix'C-')

-1- 2[1 -f- A5.X' -+- k^x^ -1- .. -1- Ai,.^,x'" -t- . .] = 0.

Il résulte, de celle-ci :

5As-t-2 = 0, OA^ — 5As=0, 15A,3— 7A3= 0, ••

(4n + 1 )A4„+, - (4n - 5)A,„_3 = 0, ...
;
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puis

A — — ? A - — ^-1^ A — ^ • 5 •
7

5 5.9 5.9.-13

_ 2 .3. 7 .41 -..iw —

5

5. 9.'15,17... 4w-f- I

Par conséquent

y=1/1- =a; a;^—2^ x"'+K (21)

l/1-a?^ 5 -^2
5.9 1d...4w4-1

On trouve, de la même manière,

i /^\ ,/ T 2 ^ ^»7.11.15...4w-l , .

rfaîl/l—a;*=a;+-x^+2 2 x"'+\ (22)

VIII. Développement d'une intégrale elliptique. — Considé-

rons la fonction

z= / dxV~\dxV^i^x'. / -———
J y~

La dérivée est

z- =\/i —x' I + / <;a;i/r

1/1— x* 1/1— x'

Par les formules (21), (22)

z' = 2a: + 2 2
7.11 . 15...4>i— 1 3.7.11 ...4w —

5

5. 9 . 15 ... 4w -f- 1 5.9. 13 ... 4n -t-

1

ou

4 .^» 7.11 .15.. 4n—

5

:' = 2x -4- 2 x^ -t- 2 5 i=r (^»*— ^) ^ '

•

^•9 ^ 5. 9.13... 4WH-1
Donc

4 x*» ^- 7 . 1 1 . 1 5 ... 4w— 5 x*"+'

r-IÏT-^2 (4n-4)- -;(25)
S- 9 5 "^^ 5. 9.13...4n-t-1 '^n -^ \
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et, en pariiculier.

dx\/\—x'. I —^r=

1 4

(24)

. * vi" 7 . 1 1 . 1 5 ... 4/t — 5 4/î — 4= 1 -H H > ^____
5.9 D ^5 g O.lD... 4W+ r^^*-+-l

L'intégration par parties donne

(k l/d — x* = / ————
J 1/1 -?

dx l/l — X* = - / —:=rr •

5^ l/l— X*

Si l'on fait x= cos 155, on a

/' dx _ /^"

puis

rf(p

\/2 sin cp=^<^i

1 4 v^"7.il.l5...4w— 54n— 4 , ^

3-9S ^ôg_ 9.15.. 4^-+-l2w+ l

La relation (24) devient

D'ailleurs,

IV 2/ 2L \2/ 2 \2.4/ 2^ \2.4.6/ 2^ J

Donc, finalement,

'1\M /1.3

12
1 -t-

2/ 2 \2.4y 22^ \2 . 4 . 6/ 2^ J f

.. .. -. .. .. ,
(26)

1 4 v^"7.11 15... 4?i — D4n —

4

1 + :^--t- 2.5.95 5 . 9 . 1 3 ... 4?i -t- 1
-n + 1
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Addition. — (Avril 1876.)

IX. D'après la formule de Lagrange, appliquée à réquation

î/ = a -+- - , (27)

y

k , y^(/c+3) — '(':^'^l^r-V^...(0(28)a—^x
1.2.5

Si l'on suppose «= 2, et que l'on change x en — ^x, on a,

par l'équation (27) :

1 /l-l/l-4£C
„=l-4-V/l-4x(**), -=1-l/l-4x, r'-,7r^

puis, par la formule (5) :

^"
(2xy

[x H- T3X"'' -+- TiX"^ -t- ïs»* -»- •••]'.

Le second membre de l'égalité (28) est, en vertu des hypo-

thèses précédentes,

k /c(/£-+-5) , k{k-^ 4) (A; -4- 5) ^— ce "T* ' Jj "T"" X
1 1.2 1.2.3

Par conséquent.

._.. . ^./... .

^(^-^3)
[T^x-^T,x^-^TiX^-^T,x'-h-f=x" -^- - a;'-^'+

1 .2
(29)

X. Remarques. — 1° Lorsque A:= 2, le second membre se

réduit à

x"^ -t- 2x^ -4- ox'* -+- 14x'' -t- ••• = TjX^ -+- ï'*x'' -\- ïgX^ + •••;

et l'on retrouve la relation (1).

(*) Bertrand, Calcul différentiel, p. o20.

(**) Oa prend la racine qui donne

pour X = 0.

lim (y"
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2° En général, le coefficient de ai*"*"", dans le second membre, esi

k{k -¥- n-*- \){k -t- « -t- 2) ... (& -t- 2m— 1)
)

1 . 2 . 5... n

ou

Dans cette expression, n est supposé positif. Si n= 0, x"^''

devient oc', terme dont le coefficient est 1.

XI. Relation nouvelle entre les nombres T. — Pour l'obtenir,

prenons l'égalité

{aiz -«- a^z- + a-X +- •••)* = ^oZ* -«- A,z*+* h- •• -t- A„z'"^" -+-•••

Le premier membre est le produit de k facteurs, dont les

termes généraux peuvent être représentés, respectivement, par

ttffZ'^-, a^z^, ... aiz^.

Par conséquent, si

a -+- p -+- r -+- ••• -+- A 3= ^' 4- yi, (50)
on a

A» = 2 ^i^:- «,3 ...ax. (31)

En particulier :

y^ 'Ù-.+ i l/3 + l •• i/-M =^ t>/,.+2„_,_„ Ck+'în-\,n-l- (32)

Telle est la relation cherchée.

XII. Bemarqiie. — Le nombre des termes, dans le premier

membre, est celui des solutions, entières et positives, de l'équa-

tion (30), laquelle renferme k inconnues. On sait que ce nombre
égale C,+„_i, „ (*).

XIII. Application. — Soient A;= 3, n = à-. Si l'on déve-

loppe, directement,

{x -V- x^ -+- 2a;'' -+- 5a;* + I4.x^)"',

(') Noiu 1.
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on trouve, comme coefficient de ac' :

U . d . 1 -+- S . 1 . 4 -t- 2 . 2 . 1 -1- 4 . 5 . 1 -t- 1 . 14 . i

-t- 5 . 1 . I -H 2 . 1 . 1 -»- 4 . 2 . 1 -t- 1 . 5 . 1 -4- 2 . I . 2

-Hl.l.2-t-1.2.2-t-1.1.5-t-1.1.5 + l.l.U = 90.

Le nombre des termes de cette somme est \^= C^i. D'un

autre côté,

"S Tac+iT^p+i^l+i = TsTaTg -t- T2T3T5 -+- T2T4T4 -t- T2T5T5 -f- ïaTfilî

+ T3T2TS + T3T3T4 + T,TJ, -*- T3Ï5T2 -4- Ï4T2T, + TJ5T5

+ TJJ2 + TJJ, -+- T^T^T^ - T6T2T2

= 4 4._t-3 + 2.2H-5-t-14-t-o-+-2-+-2-+-o-4-2.2-»-5-»-5

H- 1 4 = 90 = Cio, 4 — C,o, 3

.

Autre addition. — (Millet 1885.)

XIV. L'égalité (32) exprime ce théorème :

La différence entre les nombres de combinaisons de k -+- 2n— 1

lettres, prises n à n, puis n — 1 an — l, est égale à la somme de

produits composés de k fadeurs, pris parmi les Nombres de Segner :

i, 1, 2, S, 14, 42,...

Le nombre de ces produits est celui des combinaisons de

k H- n — 1 lettres, n à n.

XV. D'après les égalités

1 — l/| — 4x= 1 -4- Ï3X -t- TiX' -H TsXs H- •• (S)
2x

i 1_\/1_4j;

y 4x
on a

2x I — l/l — 4x
Igil- -t- TsX + TiX" + ••• = =

;

y 2
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quantité comprise entre Ô et^. Conséquemment,

2a; /Sx-y l'Ixy 1 ^i—i/\—/tx

ou

y ^y' \yi

Si donc, dans le premier membre de Tégalilé

on fait varier A, de zéro à l'infini, la limite de la somme est

l + T3X -f- T,i,x^ -+- T^x^ -<-••• {*).

XVI. On a vu que, dans le second membre, le coefficient

de a*"^" est Q+2„_,,„ — Cy,+2„_j,„_.i. Si donc A--i- n= s, la somme

de tous ces binômes doit se réduire à T^^...

Autrement dit ;

^ ^2s-A— I,s-1 ^ ^<is~k-i,s= is+2- (O^)

En effet, la première somme égale Ca^, ,(**); la seconde est,

pareillement, C2,, s+,= C2, s_, ; en sorte que l'égalité précédente

se réduit à

As+2 = '-'2ï, s ^2s, s-i; ("5'*)

relation connue, facile à vérifier.

XVII. Conséquences de la formule

in — G

(') Celte propriété, que l'on n'a peut-être point remarquée, ne diffère pas,

au fond, de celle qui est exprimée par la relation (I).

(**) Cours d'Analyse
j p. 46.

5
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1' Si n est premier avec 6, T„ = t7ll(n) (*).

2° On a

4/i — 40
T„ = —-T,, ,.

n — 'i

Donc, si n — 1 est premier avec 6, T„ = Jri(4n — 10).

3" Si T„ est divisible par un nombre premier p, supérieur

à 5, sans que Tn_, le soit, p divise 2n — 5.

4° La plus petite valeur de n, qui rende 2n — 5 divisible

par p, est ^(p + S).

5" Soil T„+;t /e dernier des nombres T„, T„+i, ... divisibles

par /;, de manière que T„^i^, ne soit pas divisible par p.

A cause de
hn -+- 4/c — ()

T„^j.^i = T„^i, (3.5)
7« -+- A:

p divise n H- k.

6" On a

2.6. 10... 4»— 10

!2 . 5 4 ... /> — I

mais non jri(p'^).

En effet, dans la suite

1, 5, 5, ..., 2/> — 5,

un seul terme est divisible par y; : c'est le nombre p.

7" La plus petite valeur de n -4- k estp; ainsi

\ \

k = p — n = p — ~{p-^D) = - {p — S). (36)

8" On a donc ce tbéorème :

Soit p un nombre premier, supérieur à 5. Dans la suite

C) Remarque déjà faite (1).
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Ti, Tr;, ... T„, ... T„^.K, il y a toujours ^-^ termes consécutifs

divisibles, une seule fois, par p. L'indice du premier de ces

termes est 5 (p + 5) ; l'indice du dernier est p.

Autrement dit :

Tp, et les"^-^ termes qui précèdent Tp, sont divisibles par p (*).

9° Les Nombres de Segner, prolongés suffisamment, contien-

nent, comme facteurs, tous les nombres premiers (**).

10" Après T,,, le premier terme divisible par p est déterminé

par réq nation
2« — 5 = 5/);

d'où

n = - {ôp -+- S).

\\" Le groupe des multiples de p, commençant par Tijji.^j^,

est composé, comme le premier groupe, de ^^^ termes. Il se

termine à T^^.

Soit, par exemple, p = \\. Le premier groupe est

^8) A»? MOî Ml-

Le deuxième :

T T T T* 19 5 ' 20 î '•ît > ''il-

Le troisième groupe serait

i 30 1 1 3 1 T 1 52 5 i 53 ?

etc.

(*) Vérification :

Tj =S, T6 = 2.7, T,= -2.5.7, T3= 2^ô.ll, T<,=5.11.15, T.„= 2.3.11. 13,

ïii = 2.11.15.17, T„=22.1Ô.17.19, 1,3 = 2.7.15.17.19, T,,= 2^7.17.19.25,

T,s= 2^5M7. 19.25, T„ = 2». 51 5. 17. 19.2.3, 1.7 = 5^5.17.19.25.29,

T,8 = 2.5^5.19.25.29.51, T„=2.5.5.l 1.19.25.29.51, T2„=22.5.5^7.1 1.25.29.51,

121 = 2.3.5.7.11.25.29.51 .57, T.,, = 2^ .5 . o . 1 1 .15.23.29.51 .37,

T.25 = 2^ 3^ 5-
. 15 . 25 . 29 . 51 . 57, ...

(*') On ne doit pas oublier que Tg = JTC 2, et que T,= t^ll 3.
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CVIII. — Problème de (Géométrie analytique.

{Décembre 1871.)

Tracer, sur une sphère donnée, une courbe dont les tangentes

fassent, avec une droite donnée, un angle de 45°.

1. Si l'on prend pour unité le rayon de la sphère, l'équation

du problème est

dx' -i-dij^ = dz\ (1)

Soient :

a; == ces cpcos w, 1/ = ces cpsin cv!, z=sin(p;

et, par conséquent :

dx = — cos 9 sin corfio — ces u sin cpc/tp,

dy = cos 9 cos uda — sin w sin çrfcp,

dz = cos (prfcp.

L'équation devient

l/cos'^cp — sin'^cp
,

dco= ^ 1 dm. (2)
cos 9

L'intégrale de celle-ci est, comme on le trouve sans peine,

co — a = 1/2 arc sin (1^2 sin 9)— arc sin (tg 9). (3)

IL Remarque. — Le second membre devient imaginaire si

l'on suppose 9 supérieur à 45°. Des considérations géométriques

aboutissent à la même conclusion.
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OIX. — Uuc relation coinbiuatoirc.

{Juillet 1881.)

Par la formule de Clausen (*), ou par les propriétés des

Nombres de Segner (**), on a

arc sin x

[/i — x'

= 1
2.4.6... 2n

3 . 5 . 7 ... 2/î -4- 1

(1)

Or

arc SMi X = arc (s-

1/4— x'^

\ / XX \ f X

i/Tzr^ 3^v/rz^2y 5 1^^/'^:—

ou
arc sin x \ x'^ i x'

y/l _ a;'2
\ —x^ 5 (1 — x'f 5 (1 - x^)'

Le terme général du second membre a la forme

1 ,T^*+*

2^ + 1 (1 — a;Y+'

Développé suivant les puissances ascendantes de x, il devient

~2^+l L

,
k+ l ,

(^-t-1)(^-+-2)
^

(Â;-+-1)(fc-f-2)(/c+ 5)
1h ic'n x^-\ ^

i 1.2 1.2.3
x®+ ..

Dans la parenthèse, le coefficient de x^"
'"

est

[k -^ \){k + '2) ... Ji

1 . 2 .... n — A;

= c„...

Par suite,

arc sin X ^=° 11 1 1

I — C„ ,-i- -C„ ,-.--=b C„ i±
5 • H ' 2/?-l • 2n+l iô)

(*) Traité élémentaire des séries, p. 105,

(**) Voir ci-dessus, p. 56.
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La comparaison avec la formule (1) donne cette sommation

\ \ \ 1 1

5 7 2n — 1 2n H- I

2.4.6 ... 2/i
(4)

3 . S . 7 ... 2« + 1

qu'il est facile de prouver directement.

Addition. — {Août 1885.)

II. Soit, eh général,

A = y (I — x*)'V/x,

n étant un nombre entier.

Il est clair que

1 I I

k -\- \ 2/c -t- 1 /î/v -+- I

^

Si l'on pose

x*= ô,

on trouve

I / '
1-,.k=-

I (I — éj" 6* (/ô,

c'est-à-dire

r(M + 'i)rf-]

A=

ou
1 . 2 . 5 ... «

A = k" (6)
(1 -+- /c)(l + 2A) ...(1 -4- «A-) ^ ''

La comparaison avec la valeur (5) donne

I 1 1 , 1.2.5... n

/k+i ' 2/c^J ' nk-^ï {k^\)[^k-^-\)...{nk-\-\)



( 71 )

ex. — Sur les ovales «le Descartes.

(Jîdn 1870.)

I. On doit, à M. Chasies, ce beau ihéorème : au lieu de deux

foyers seulement , elles en ont toujours trois. (Aperçu historique.)

Voici comment on peut le démontrer.

F, G étant les deux foyers cou-

'

\ nus, dont la distance est h, soit M
/ \y. un point de la courbe. Par défi-

\ nitton :

u V
- + -=J. (1)
a h

S'il existe, sur FG, un troisième foyer H, l'équation de l'ovale,

rapportée aux foyers G, H, sera

- -+-
7, = ^ ; (2)

a', b' étant des longueurs inconnues.

Soient f, g les segments GH, FH de la droite FG. Par un

théorème d'Eu 1er :

fu^ -4- gv^= h{iv' -+- fcj). (5)

L'élimination de u et de iv, entre les équations (1), (2), (3),

conduit à celle-ci :

laquelle doit être identique, si les inconnues f, g, a', b', ont des

valeurs convenables. Autrement dit, l'égalité (4) se décompose en

fo'=h[b---^lg), (S)

(6)

/«'
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On tire, de l'équation (5),

b''= l[a^-gh)-
(8)

puis, de l'équation (6),

a' = ^,{a^-gh). (9)

Ces valeurs, substituées dans la relation (7), donnent celle-ci :

(10)
b'

"*"

a' h

On en conclut

a^-gh = -(;

de sorte que les formules (9), (8) deviennent :

a' = '-,
(10)

ft' = ±^/(*)- (11)

Enfin, comme f -i- g ^^ h, on a encore

' h[d'-b')' ^ h{a' — b')' ^ '

Les valeurs de f, g, a', b' éiant réelles et finies (**), le théorème

de M. Chasles est démontré.

II. Remarque. — Les calculs que nous venons de développer

démontrent, en outre, la propriété suivante :

(*) Pour fixer les idées, supposons a el 6 positifs. Alors, d'après l'équa-

tion (1), chacune des branches de l'ovale est une courbe fermée. Donc,

dans l'équation (2), a et b' doivent être positifs. Alors, si a surpasse 6,

le segment / est positif. Dès lors, dans la fornjule (H), on doit adopter le

signe supérieur.

Nous omettons la discussion complète, un peu longue.

(**) Excepté si a=:=fc6; mais alors la courbe donnée est une ellipse ou

une hyperbole.
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Étant donnés trois nombres a, b, h, on décompose le troisième

en deux parties f, g, satisfaisant à la condition

On fait, ensuite :

Cela pose, toutes les solutions des équations

U V V w

a h a

rendent identique l'équation

fu^ -4- giu^ = h{w'^ + fg).

CXI. — Intég^ration d'une équation.

{Octobre 1871.)

I. Soit l'équation homogène

xdy^ -+- 2(x -H y)dxdy -\- ydx^ (*). (1)

y z= tx donne

dx dt

^ — 2< — 1 ± l/r' H- < -+- 1

(2)

(*) On la rencontre en cherchanl les surfaces orthogonales entre elles

et orthogonales aux surfaces représentées par

Xj/Z = c^

La proposée, dans laquelle x et y seraient remplacés par a et p, exprime

la condition d'orthogonalité des surfaces inconnues. Voyez le Mémoire inti-

tulé : Recherche des lignes de com'bure de la surface..., p. 8.

Le problème a été résolu, d'une autre manière, par M. Serret {Journal

de l,iouville, 18^0).
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Pour rendre la différentielle rationnelle, je pose

1, \

l/<2-+- <-H 1 =« + -{u -4- i);

ou
u^ -+- 2w — 3

t= (4)
4t<

II résulte, de cette expression, la transformée :

-5^=^^^;^'^^..
(5)

X u{ii' — 1)
^

^

La fraction égale

ô 2 2
1 1

u u — 1 w -+- 1

L'intégrale de l'équation (5) est donc

(^)'= ^^^; (6)
\X/ U

OU, si l'on remplace u par sa valeur

2 t/^n^+n" — 2f — 1 :

6^(2R — 2,v
— xf = x'{R — y — xy{?, — yf. (7)

Dans cette équation, 6^ remplace ^, et

R = 1/ x^ -+- xy -+- y.

Il s'agit de la rendre rationnelle.

A cet effet, je multiplie les deux membres par

(2R + 2^ -t- xf.

A cause de
4R'' — (2.y -h xf= 5x^

j'obtiens

b'x'= (R — îy — xf (R — ?/)' (2R + 2y -t- x)^ (8 )

Le produit des deux carrés est, moyennant quelques réductions,

2x* -t- 9x^y -H 17x'î/' -f- I Gxy' -t- 8»/*— 2R(x^ -h 4x^y -t- 6x?/* -f- 4t/').
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D'autre part,

,(2R+ 2j/-f- a:)'=l 3a;'+ 42x'?/ -+-48x/ -+- 52î/^h 2R(7a;' -H 1 6x1/ -4- i 6^).

L'intégrale (7) devient donc

6=x*= {^x^-h9xhj-i-l IxY-^ 1 6xî/'+ 8«/*) (1 3x'-t-42jr^î/-H 48xy-+-52^'j \

— 4(a;^ -\-xy -\- y^){x^ + ^xh/ +- 6x?/^ -t- 4?/') (7x^ h- \ Gxy +- 16?/^) /

H- 2R(2x*H- 9x'î/ -t- ITx'y -4- 16xt/"^ + 8y)(7x' -+- idxy -+- 16/) (
^

'

— 2R(15x' + 42x^î/ + 48xî/' -t- 52«/')(x' -t- 4x^2/ + 6xi/' -t- 4j/'). )

L'ensemble des deux premières parties du second membre

étant représenté par P — 4P', on a :

P = 26x' + 201x««/ H- 695xy -t- 1 4I8xy -4- i SSOx^y' -t- \ 648x'i/"

-+- 896xy -t- 256/,

P' == 7x'-t-51x''j/+I73xy-t-554x*^'-t-470xy-+- 412xy+224x/

-+- 64^/^

P — 4P'=—x*(2x'-i-5x'^—5x/-2/)= -x*(x— ?/)(2x^-t-5xi/-t-2/>.

De même, les deux dernières lignes se réduisent à

2R(14x'^-f-95x''</-f-295xy + 528xy -t- 584xy-t- ôSixt/-^ 128/)

—2R(13x''+ 94x'jy-*- 294x'^V 528x't/' -t- 584x'î/*-t- 584xî/^+ 1 28?/')

= 2Rx*(x^ +- xy -t- î/^).

Par suite, l'égalité (9) est transformée en

6' = — (x — y) (2x' -t- 5x«/ -+- 2?/'-') -i- 2R(x' -^ ^jj -^
^f),

ou

6« ^ 26'(2x^+5x''?/— ôxî/'— 2î/^)+ (2x'+ 3x'î/— Sx*/^— 2?/')

On a :

= 4(x H- xî/ H- î/y.
'^

4(x^ -t- xî/ h- y-y

= 4x« + '12xV -H '2ixY -H 28x'^' -+- ^ixY -+- Mxy^ -4- 4?/«,

(2x^ + ôx^y — 5x/ — '2y^f

= 4x" -f- \ 2x^1/— Sx*?/'''— 26x^^^ — ôx'^î/* -4- 1 2xy* -4- 4?/'
;
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donc

4(ac' -\-xy-i- yf— (2x' -t- 3x'î/— ùxy^— ^iff= T1xY[x -f- yf-, (10)

et, finalement,

6« + 26'(x — 2/)(2x^ H- 5x1/ + 2î/^) = 27xy(x -^ ^)l (A)

Telle est l'intégrale de l'équation (1).

II. Autre méthode (*). — Si Ton pose, suivant l'usage, ^==p^
l'équation

xdy^ +- 2(x -*- y)dxdy -4- ydx^= (1)

prend la forme

V=— - ^x. (12)

Celle-ci est un cas particulier de Véquation de Clairaut (**).

Il en résulte

5 — + 2 —^—-^ dp = 0. (13)
X p(/) + l)(2jo -+- 1)

La fraction

p^ -4 p -1- 1

se décompose en

1 1 5

p p -+- 1 2^-^-1

Donc rinlégrale de l'équation (13) est

-= (2p + l)(p^-Hp)"% (14)
c

et l'intégrale de l'équation (1 ) est le système des formules (12), (1 4).

(') On vient de voir que le procède classique entraîne à des longueurs

de calcul.

(**) Il y a quelques années, M. Mansion, mon savant Confrère, a démontré

ce beau théorème : Toute équation du premier ordre est réductible à l'équa-

tion de Clairaut. (Octobre 1885.)
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On lire, de l'équation (12), ou de la proposée :

R — x — y I^ —
.V ,, , 2R-a:-%

P{P -+- 1) =
.X* -+- Sxî/ -t- 2î/^ — {x -*- 2î/)R

a;

Par suite, l'équation (14) devient

x'[x' +- 2x2/ + 2î/' — (x -1- 2/y)R]' = c'[2R — x — 2î/]l

Multipliant les deux membres par (2R -h x -+- 2î/)5, on trouve,

successivement :

x'(2R -t- X -t- 2?/)[(x' -4- 2xî/ 4- 2t/')(x -H 2?/) -t- x'R — 2(x -+- '2y)K'J

= 27c'x«,

(2R -4- X -+- 2î/) (R — X — 2r/)'^= C07ist
,

(2R -4- X -t- 2?/)[2x' -+- 5xï/ + 5î/' — 2(x -+- 2ï/)R] = C07ist,

(x -4- 2?/)(— 2x^ -+- x?/ -4- ?/^) -+- 2R^ = coiist,
3

/f' -4- (î/ — x)(x -t- 2?/) {y -+- 2x) = 2(x' + xy -4- 37')^ (B)

Cette intégrale (B) ne diffère, qu'en apparence, de l'intégrale (A).

m. Si, dans la proposée (1), on remplace x par a, y par [3,

puis que l'on fasse

a = z^— y\ p = if — x\

on trouve que le système triplement orthogonal, déterminé par

l'équation donnée,
xyz = c^ {\ 5)

se compose des surfaces représentées par cette équation, jointes

à celles dont les équations seraient :

' ' (16)

— (x* -+- y/^ -4- z* — ifz' — z'x' — xy)-^ = 0, )

6« _H (2^2_ ^2 _ _^2^(.)^2 _ 3-2 _ ^2^ ^2^2_ y^_ ^2^
|

3 (17)

+ (x* ^xf-^z' — y'z' — z'x' — x'yj= (*). ;

(*) Serret, Journal de Mathémaliqiics, t. XII, p. 249.



( 78 )

Addition. — {Octobre 1885.)

IV. L'équation (1) est un cas particulier de celle-ci :

{ax H- hy)di/ +- 12(a'x h- l)'ij)dxd!j -+- {u"x + h"y)dx' =^ 0, (18)

laquelle est linéaire et homogène. I.a transformation déjà em-

ployée donne

ap^ -4- 2a'p -H a"

19)

^ 6/)'^
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CXII. — Uue appUcatiou numérique.

{Juin 1871.)

Problème. — Décomposer, en une somme de deux carrés, le

nombre N= 1 73. 75« = 1 1 85 000 756 4.09.

I. Je trouve :

N = 2 640 G85^ -i- 16 . 458 895^

N =
N =
N =
N =
IN =
N =
N =

N =

75. 40 411)'-»- 16(75 .10 615)S

75\'-276y -\- 16(75M55)''',

17.84 691)'-+- 46(17.41 835)^

I7.73.65^)'-H^6(17.75.625)^

17. 75'-. 29)'-'-+- 46(17. 7o^5)^

17.4 115)'^-+- 46(47. 46 924)^

4 7.75.1 755)-' + 16(17 . 75 . 475)^

17.75^55)'-H 16(47. 75')S

565 197' -+-16. 695 585',

75.41 195)'-+- 16(5 659.75)',

75'. 557)'-+- 16(75'. 55)1

II. Remarque. — Les facteurs premiers de N ont la forme

4u + 1

.

D'après un beau théorème de Gauss (*), le nombre des décom-

positions de N doit être ^ (3 + 1)(5 + 1) = 12. C'est ce qui

a lieu.

(') Genocchi {IVoiivelles Annales, ly54, p. 1S8).



( 80 )

CXIIÏ. — Problème de GÏenie (*).

{Janvier 1871.)

A un cercle donné, inscrire un triangle ABC, connaissant

y la base AB, et tel que Von ait

ÂC' H- BC' = 3ÂbI

1. Soient:

AB=2«, AO=R,
0D = 6, AC=x,

BC = 3/.

Soit, en outre, z la hauteur CP.

Les équations du problème sont

î/'= 24tt% (4)

6^= R^ (2)

xy = 1Kz. (3)

Pour en obtenir une quatriènie, qui soit simple, je m'appuie

sur le lemme suivant, facile à démontrer ;

Le carré de la médiane CD égale le carré de la moitié de la base,

plus (**) deux fois le rectangle de la hauteur par la distance du

centre à la base.

On sait que

x^ -t- y2 _ 2^(][)V a'y,

(') ScriplGrcs logarithmici, t. IV, pp. 555 à 'il 2. Suivant Maseres,

Glenie était, « en son vivant », Lieutenant au Corps des Ingénieurs. A la

fin de sa longue dissertation, l'Éditeur des Scriptores annonce que le pro-

blème a été proposé, en 1794, dans Tfic Ladies' Diarij, et que la solution

de Glenie a paru, dans le même journal, en 1795.

(**) Il faudrait moins, si le sommet C et le centre n'étaient pas du

même côté de AB.
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et l'on lire, des équations (3), (4) :

(X -\- yf = 4[a2 + (R -4- h)z],

x"— xy -\-if= <2[%i^~{^ — <2h)z'].

Donc l'équation (1) devient, après élévation au carré,

[a' + (R -+- h)z] [2a^ — (R — 26)z]^ = 56a«. (5)

Celle-ci est du troisième degré, complète, même quand on la

simpliûe au moyen de la relation (2).

II. La construction donnée par Glenie se rapporte au cas, très

particulier, où Ton aurait

= - a.
5

Quand il en est ainsi , l'équation (5) est vérifiée par z = a.

Il résulte, de cette valeur,

V\ y Vil
puis la proposition suivante, qui résume les quatre premières

pages de la Note de Maseres :

On prend, sur le rayon OE, OG = ED = ^ OE. Par les

points D, G, on mène, à ce rayon,

les perpendiculaires GC, AB. Le

triangle ACB satisfait à la con-

dition

ÂC^ -t- BC^= ÔAB^

III. Si l'on veut un problème

analogue à celui de Glenie, et con-

duisant aune équation du deuxième

degré, on peut prendre celui-ci :

A un cercle donné, inscrire un triangle ABC, connaissant la

base AB, eî tel que

ÂC' bC AB-
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Si, dans réquation (o), on divise par 9 le second membre, on

obtient celle-ci :

[a" + (6 -t- R)z][2a^ - (R — %)zf = 4a«, (6)

laquelle est vérifiée par 2= 0.

Suppression faite de cette racine, l'équation (6), développée,

devient

(K ^ 6)(R _ 96)V — ùu\R'— W}z + 1 ^a'b= 0. (7)

Par suite,

z = r3(R -4- 26) dr \/3(R— 26)(5R + 26)1. (8)

Addition. — (Octobre 1885.)

IV. A cause de a^ = R- — 6^, la dernière formule se réduit à

^ ^ 2(R - 26)
1^'^^

'"'" ^^^ "^ ^^^^ ~ ^^^^ ^'^ ''" ^^^] ^^^- ^^^

Des équations

a:i/ = 2Rz, x^ -i- y- = 4(a^ -f- 6z),

on conclut

X = l/o^ -t- (R + 6)z -t- l/a' — (R — b)z,

îj = Va' -+- (R -4- b)z — l/tt'— (R — 6)z;

(*) Pour faire disparaître le radical, on peut faire

R - 26 = ô/^, ûR -4- 26 = (/^

et, par conséquent,

4 8 64

Mais la simplification est plus apparente que réelle.
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ou, sous une forme un peu plus simple

x = l/(R -+-6)(R_6 -*- z)+ \/(R — 6)(Rh- h -z), (10)

y = l/(R-H /;)(R — />-v-z) — l/(R — 6)(R-4- b — z). (M;

Dans chaque cas particulier, les formules (9), (10), (11) déter-

neront le triangle cherché.

V. Application. — Soient R =7, 6 = 1 ; et, par conséquent,

On trouve

^ = -(27 ±1/545);
5

puis, en rejetant un système imaginaire :

X = \ /- 2 V /o7 — 1/345 -f- \ /— ^<-l + 5 1/545

y = \/- 2 \ /57 — 1/545"— \ /— 41 + 3 K545

La somme des cubes est

J^y /-\ /57-V/545[8(57-l/345)-t-6(-4l-+-Dl/545)|
I

"5

= 24 Y/- \/57 - 1/545(5 +1/545)

= 24 1/Ï2 \/ 37^— 545 = 48 . 32 . 1/5 •

Elle doit égaler 8ft^ = 8 . 48 1/ 48 : c'est ce qui a lieu.

VI. Remarque. — Dans le cas traité par Glenie,

X -t- ?/= AC + BC = 4a = 2AB.

Conséquemment :

Si une ellipse a pour foyers les milieux F, F' des deini-axesOA,
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OA', et que l'ordonnée cVun point M de la courbe soit égale à OF,

on aura

Fm' -t- FM' = 3FF'.

VII. Autre remarque. — Les formules (10), (11) donnent lieu

à ce petit théorème de Géométrie :

Le triangle ABC étant inscrit à un cercle donné; soient EDF
le diamètre perpendiculaire au côté AB, G la projection de C

sur EDF :

i'' La demi-somme des côtés AC, BC est moyenne proportion-

nelle entre les segments DF, EG
;

2° La demi-différence de ces côtés est moyenne proportionnelle

entre les segments DE, FG.

CXIV. — Problème d'Aritbitiétique.

{Septembre 1871.)

Combien un nombre donné, n, admet-il de diviseurs ayant la

forme h'\j. — 1 ?

I. Si n est divisible par 2\ la réponse à la question est la même

pour n et pour^ : on peut donc supposer n impair.

Cela étant, décomposons n en trois facteurs P, Q, R ; le premier,

composé de facteurs premiers ayant la forme 4p. — 1, affectés

d'exposants pairs (*); le deuxième, composé de facteurs premiers,

de cette même forme, affectés d'exposants impairs; le troisième,

composé de facteurs premiers ayant la forme Afj. -h \.

II. Soit, pour fixer les idées,

P = a«6/^cyrfV. (1)

Désignons par F(a, (3, y, ê, e), le nombre des diviseurs de P,

ayant la forme &u — 1

.

(') Par conséquent, P est un carré.
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Soit

l'un de ces diviseurs : la somme «' h- [3' + y' -+ (5 h- e' doit être

impaire. Elle résulte d'une valeur paire de a' + [3' -i- y' -4- ^'

,

jointe à une valeur impaire de e'; ou inversement.

Dans la suite

0,1,2,.. ,£,

il y a 5 H- 1 nombres pairs et ~ nombres impairs.

Donc

F(a, (3, r, <y, f) = F(a. (3, r, ^) (^
+ ^

-f- [(a + 1)([3 -t- 'l)(r + \){S + 1) - F(«, p, r, S)] ^'

ou

F(a, p, r, ^, f) = F(a, p, r, (J) -4- - (a + 1)([3-t- 1)(r -4- 1)(<J -l-M)^. (2)

De même,

F(a, p, r, ^) = F(«, p, r) + - (a + \)[P> H- i)(r + 1)(?,

F(a,p,r) = F(«,|3)+i(a+l)(|3-^-1)7.,

F(a,(3)=F(a)-t-i(«-4- 1)p.

D'ailleurs,

F(a)=ia.

Donc

d
F(a, (3, r, J, f) = - [a + (a + 1)p + (« + 1

) (p
-+- l)r

H- (a+ l)(p-f- i)(r -t- 'l)J-f- (a-t-l)(p+ •I)(r-v i)((?+ 'l)f];

ou

I -H2F(a,p,r, t?, f) = (a + 'l)(|3-t-i)(:/ + 'l)(J+1)(f H- 1),
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ou enfin

F(a,p,r,â,e) = '^-{N-i); (3)

N désignant le nombre des diviseurs de P.

III. Soit

Q = a'^'-'b'l^'c'y'd'^'e"'
; (4)

les exposants étant impairs.

Dans la suite

0, 1,2,... e',

il y a —j— nombres pairs, —j— nombres impairs. La relation (3)

est remplacée par celle-ci ;

¥(a',p',r',â',e')=-K; (5)

W désignant le nombre des diviseurs de Q.

IV. D'après ce qui précède ; 1° le nombre des diviseurs de P,

ayant la forme
4fj!.

-f- 1, esï ^ (N -h 1); 2° /e nombre des diviseurs

de Q, ayant celte même forme, est ~ ^' (*).

Donc :

3° Le nombre des diviseurs de PQ, ayant la forme iu. — 1 , est

1 \

- [(N — d)N' -t- (N -4- 4)N'] =-NN';

4" Le nombre des autres diviseurs de n est ^ NN'.

V. Si nous appelons N" le nombre des diviseurs de R, lesquels

(*) Si, comme dans les Recherches sur quelques produits indéfinis, nous

appelons f„ Vexcès du nombre des diviseurs de w, ayant cette forme, sur le

nombre des diviseurs de n, ayant la forme 4f;t ^ 1, il s'ensuit que

£p = 1 , £q = 0.

(Octobre 1885.)
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ont tous la forme 4f/+ 1, la réponse à la question proposée est,

en conséquence,

x=-NN'N", (G)

Ainsi, ordinairement, un nombre impair a autant de diviseurs

ayant la forme ifjt — 1 ,
que de diviseurs ayant la forme 4^.4- 1 (*).

VI. Remarque.— Il y a exception si tous les facteurs premiers

de n, ayant la première forme, sont affectés d'exposants pairs.

En effet, quand il en est ainsi,

a: = i(N-l)N"; (7)

et le nombre des diviseurs de n, ayant la forme ^ju. -+- 1 , est

2/ = l(N-t-l)N"n. (8)

Addition. — {Octobre 1885.)

VII. La démonstration contenue dans le paragraphe II est

trop longue : nous l'aurions supprimée, si elle ne se basait sur

l'idenlité

a -+-(a-4- l)p-+-(a-t- \){p -+- l)r H- (« + 1) (P -+- l)(r + '1)^^)

-+- (« -4- 1)(|3 + \){r -+- \)[â -+- i)6 (9)

= (1 -t- a)(l -+- (3)(d H- r)(l -t- ^]{\ + f) — 1, )

à laquelle nous reviendrons bientôt (***).

(*) Par suite,

£„ — ^•

(**) Conséquemment,
'-. = N".

(**') Cette identité, que je croyais nouvelle^ est due à Euler. Mon illustre

ami Genocchi l'a rattachée à une formule de Nicole. (Nouvelles .-/nnales

de Mathématiques, années 1867 et 1869.) — Voyez aussi, dans le .Journal de

M. Hoppc (t. LXI, 1876), les Eclaircissements sur une Note relative à la

fonction 4^. r(ir); par M. Genocchi.
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Si l'on fait abstraction des facteurs premiers ayant la forme

4fx -4- 1, il y a deux cas à distinguer.

\° n a la forme iiJ. — 1. Alors, à chaque diviseur ayant cette

forme, il en correspond un ayant la forme contraire. Donc £„= 0.

2° n a la forme ^^ -h \. Comme

la somme des exposants est paire. Dans le produit qui sert à

former les diviseurs de w,

(1 +a-+-a^-+-...+a*)(l + 6 + 6' + • •• -+- bP){\ + e -t- c^ + ... -+- c^)...,

substituons, à chaque terme, son résidu par A. Nous aurons

(1_1 + 1 ±i)(l— 4 + 1 ±1){1— 1 -t-.-±l)-..= l.

Le produit a autant de termes égaux à h- 1 que n admet de

diviseurs ayant la forme 4fjt.-4-1, et autant de termes égaux à —

1

que n admet de diviseurs ayant la forme contraire. Donc e„=1 (*)•

VIII. Remarque. — Soit, comme ci-dessus (1),

A = a^'b^'c^' ...

un diviseur de n. Les facteurs premiers «, b, c, ..., ayant tous

la forme 4^ — I, A aura cette forme, ou la forme contraire,

selon que la somme
a' -H |3' -t- T'' H- •••

sera impaire ou paire. D'après cela, on est conduit au Problème

suivant :

Soient les k suites

0,1,2,..., a;

0,1, 2, ...,(3;

0,1,2,..., 9.

. (*) Celte démonstration se trouve déjà, en partie, dans les Recherches...,

pp. 75 et 76.
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On forme les (a-h 1) ([3 -t- 1) ... (9 -h 1) sommes contenant,

chacune, un terme pris datis chacune des k. Hrjnes. Combien y

aura-t-il de sommes impaires et de sommes paires ?

En représentant par z 1 excès du premier nombre sur le second,

on aura, d'après le paragraphe précédent,

selon que les nombres cf., [3, y, ..., sont, ou ne sont pas, tous pairs.

CXT. — C/oinparalsou entre deux^ séries.

(Octobre 1885.)

I. Posons :

w„ = (1 + «,)(! -+- ^2) •• (1 + «„-i)a^, (i)

S„ =w, -t- «2 -+- ••• -•- «„, (2)

P„ = (l + a,)(l -Ha,)...(I -+-a„). (5)

Il est visible que

Par conséquent, la somme S„ converge ou diverge en même

temps que le produit P„; ou, ce qui est équivalent :

La somme S„ converge ou diverge en même temps que log. P„.

II. Soient, d'après cela :

t'„=-f(i-^or), (5)

S'„ = v^ + V2 -+ ••• -+- v„ : (6)

les sommes S„, SI sont, simultanément, convergentes ou diver-

gentes.

(*) Voir l'identité (9), p. 87. Pour vérifier cette relation (4), évidente

lorsque n = 1, il suffit d'ajouter u„^i a chacun des deux membres.

(**) Pour plus de simplicité, nous prenons des logarithmes népériens;

mais les propositions sont indépendantes de ce choix.
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Ainsi, les conditions de convergence de la série proposée :

Ui -\- Ui + ••• -\- ^«„ -^ •••

se réduisent à celles de la série auxiliaire :

Si les quantités»^, «g,...,»,,,... sont positives, il en sera de même
pour v^, Vç^, ..., v„. Les deux premières conditions nécessaires sont

donc
lira ^ (1 -f- a„) = 0, lira [n J^ {\ -^ «„)] = (*).

La première équivaut à lim a„ = (**). Pour satisfaire à la

seconde, il suffit de prendre

«•=^.' *^)

k étant une constante positive.

En effet,

""^l ;^j
est compris entre - et __-—^,

Ces deux conditions sont d'ailleurs suffisantes; car la série

dont le terme général

est convergente (***).

En résumé : la série, déterminée par les formules (1), (7), est

convergente.

IIL Supposons, en second lieu, que les quantités a^, a^, ..., a„,

soient négatives, mais comprises entre et — 1. Posons

««= — Pn;

(*) Traité élémentaire des séries, pp. 3 et 17.

{*') Condition évidente a priori.

(**') Propriété connue, dont la démonstration résulte de la dernière

remarque.
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et, afin travoir encore des séries à termes positifs, prenons

w„=('J-P.)(l-P.) •.(l-p-.-OPn, (8)

S„ =Ui -t- 1/2 -+- - -+- «„, (9)

P«==0 -P.){> -(32)-.('l -P«-.)(1 -?„), (10)

',.
„ ,

-t'« = -r (•-?,.)• (M)
Si Ion fait

^'. = ;^' («2)

la série auxiliaire :

— Vi— fa — V„

sera convergente. En effet,

et cette dernière quantité est comprise entre

1 1 I

et
2 («*+" — '])''

Etc. (*).

IV. De tout ce qui précède résulte la proposition suivante :

1° Les séries ayant, comme termes généraux :

Un = (i -+- ai)('l + a.) ... (I -t- «„-0c<„,

sont, simultanément, convergentes ou divergentes;

(*) En général,

1

^1 — X ^ 1-f-
1 — X

donc, si X ne surpasse pas ^ :

x) es; compris entre et1— X X— 1 -2(1— x)2

Je crois n'avoir vu, nulle part, cette remarque si simple et si utile.
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2" Elles sont convergentes lorsque

«"=±;^.'

k étant une constante positive;

3° Elles sont divergentes si cette constante est nulle.

CXTI. — Problème sur l'ellipse {*).

(Mars 1854.)

Parmi toutes les ellipses circonscrites à un quadrilatère, quelle

est celle qui diffère, le moins possible, d'un cercle; c'esl-à-dire :

Quelle est l'ellipse, passant par quatre points donnés, datis

laquelle le rapport des axes soit maximum ou minimum ?

I. L'équation de tomes les coniques passant en A, B, C, D est

2ax^ -h ab{y — c){tj — d) -t- cd{x— a){x — b) — abcd= (**), (1 )

A étant un paramètre arbitraire.

Si nous transportons l'origine au centre I, cette équation

devient

^Xxy -t- aby^ -t- cdx'^= F. (2)

Les équations du centre sont, comme on sait :

2Aj3 -+- crf(2« — a — 6) = , 2a* + a6(2S— c — d) = 0. (3)

La distance u, d'un point de la courbe, au centre I, est donnée

par la formule
ti'^= x'^ -i- y^ -\- ^xy cos 9. (4)

Pour exprimer que le rayon u est maximum ou minimum, on

doit joindre, aux équations (2), (4), l'égalité

X -i- y cos ô y -i- X cos 9

1 = -:L .

(5)
Xy -+- cdx XX -+- aby

{') Proposé dans les Annales de Gergonne (t. XVII, p. 284)5 résolu par

Slcincr (Journal de Crclle, t. 11, p. 123).

(**) Manuel des Candidats à l'École polytechnique, t. I, p. 477.
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Celle-ci représente deux droites, menées par l'origine, paral-

lèlement aux axes principaux de la conique.

Chacun des rapports (5) égale

x^ + Ixy cos ô -^ î/^ 11^

^),xy -+- cdx^ +- abif F

Donc

(F — u^cd)x = [u^l — F cos Q)y, (F — u^ab)y = {u\ — F cos &)x
;

puis

(F — u\h) (F — u'cd) = {uH — F cos e)\ (7)

ou

{abcd — >') u' — F{ab -v- c<i — 2a cos 6) u^ -v- F' sio^ ô = 0. (8)

Telle est l'équation qui donne, pour chaque valeur de 1, les

carrés des demi-axes de la conique correspondante.

II. Admettons que les deux valeurs de u'^ soient positives
;

désignons par fx la plus grande, par v la plus petite. Le rapport

r devant être minimum, on doit avoir vu.' — {iv =0, ou

/ _ ''^'

[x , V désignant les dérivées relatives à X.

On a

ab + al— 2a cos ô F^ sin^ ô

abcd — A^ abcd — A^
'

et, par conséquent,

(^ -+-
-jf {ab -+- cd — 2l cos ôf

fjL-j (abcd — a'^) sin^ e

ou
[j. V {ah -^^ cd — 2a cos e)^

V ^ {abcd — 1^) sin''^ ô

La dérivée du premier membre étant

1 '1\

-,
—

A W — f^-'l = 0,
:' p."/

(9)
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il en est de même pour celle du second membre. Ainsi, après

suppression du facteur ab -i- cd— '21 cos G (*) :

abcd cos 4
^ , ^,A='i-- -• (10)

ah + cd

III. Quand l'angle est droit, l'équation (1) devient, à cause

de?.= 0,

ab(;y — c){y — d) -+- cd[x — a){x — 6) — abcd = 0.

Le centre I est l'intersection de la perpendiculaire au milieu

de AB, avec la perpendiculaire au milieu de CD.

Dans le cas général, la détermination de l'ellipse cherchée

repose sur les remarques suivantes, dues, en grande partie, à

l'illustre Steiner.

1" D'après les équations (5), le lieu des centres de toutes les

coniques passant en A, B, C, D, est Vhyperbole H représentée par

y cd{x— a — 6)

X ab[y — c — d)
(11)

2" Les asymptotes de H sont déterminées, en direction, par

la formule

X \ ab

5" D'après (6), les carrés des demi-diamètres de l'ellipse E,

parallèles, respectivement, à ces asymptotes, sont donnés, eux-

mêmes, par cette autre formule :

îi" cd zt 2 cos 5 V abcd -+- ab ab -\- cd
(13)

F abcd cos 6 . -. "labcd
abcd ± 4 — --V abcd -*- abcd

ab -Y- cd

Ainsi, ces demi-diamètres sont égaux entre eux {**).

(*) Ce facteur ne peut être supposé nul; car il résulterait, de celte

hj'pothèse,

M-2 -+- •/- = 0.

(**) Tncorème de Steiner {Nouvelles Annales, t. IV, p. 481).
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4" Les axes de E sont parallèles aux bissectrices des angles

formés par les asymptotes de H.

IV. De tout cela résulte la construction suivante, assez simplc:

Soit pris, sur Ox, OE =\/ab; et, sur Oy, OF==Vcd. Par

le point E, on mène la parallèle à Oy; on prend, sur cette droite,

EG= EH-= OF; on trace OGY, OHX; et l'on prend arbitrai-

rement, sur ces deux directions, ON= OM.

Sur la parallèle à OX, menée par le point ]\, et qui rencontre

Ox en R, Oy en S, on prend NR' = ôn'' ^^' ^m\
Si, par le milieu de AB, on lire la parallèle à OR'; et, par

le milieu de CD, la parallèle à OS', l'intersection de ces deux

dernières droites est le centre de E.



( 96 )

V. Remarque. — D'après les formiiies (o), les équations de

OR', OS' sont, respectivement :

ab CCS 9 cd cos ô

2 —.
i 1/ 4- a: = , 2 -:

; X -t- 3/
== 0.

a6 -4- cd' ab -+- cf/

Ainsi, les coefficients angulaires de ces mêmes droites ont

pour valeurs :

ab -t- cd '2cd cos 6

m = ; » tn' = •
2ao cos ô ab -t- cd

La construction précédente détermine donc, graphiquement,

deux droites dont les coefficients sont compliqués.

CXVII. — Sar la courbe de ^Vatt.

{Avril 1872.)

Problème. — Un quadrilatère ABCD, dont la base AD est

fixe, et dans lequel

les côtés AB, CD sont

égaux, est articulé en

A, B, C, D. Trouver

l'équation du lieu dé-

crit par le milieu M
du quatrième côté.

I. Lemme (*). — Si

un quadrilatère a deux

côtés opposés égaux :

1° ces côtés sont également inclinés sur la médiane des deux

autres côtés; 2" la projection de chacun d'eux, sur la médiane,

est égale à la médiane.

(*) Énoncé et démontre dans le premier volume de la Nouvelle Corres-

pondance mathématique (1874, pp. 51, 65, 161).
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Menons les droites BE, CF parallèles à la médiane MO. Par

le point 0, menons EOF parallèle à BC. Enfin, traçons les

droites AE, DF.

1° D'après la construction, BEOM, MOFC sont des paral-

lélogrammes ; donc BE == OM = CF, OE= BM= MC = OF.
2° Les triangles AOE, DOF sont égaux, comme ayant un angle

égal compris entre deux côtés égaux, chacun à chacun. Ainsi

AE= DF. De plus, ces droites sont parallèles; car les angles

OAE, ODF, alternes-internes, sont égaux.

Par suite, les triangles ABE, DGF sont égaux, parce qu'ils ont

les côtés égaux, chacun à chacun. Donc angle ABE = angle DGF.
5° Les angles égaux, AEB, DFG, sont supplémentaires, à

cause des situations respectives de leurs côtés. Donc chacun

d'eux est droit. En même temps, les droites BE, GF, égales à la

médiane (1°), sont égales et parallèles aux projections, sur MO,
de AB, GD.

IL Équation de la courbe. — Soient AO = OD = a,

AB==GD= 6, BM = GM = c. Soient, en outre, OM = u,

MOD= co.

A cause du triangle rectangle GFD,

v^= 6^— FD'.

Pour évaluer VU, prolongeons cette droite jusqu'à sa ren-

contre, en G, avec OM. Il est clair que :

ou

FD = DG — FG = a sin « — FG, FG = Ve— a' cos' ce.

L'équation demandée est donc

11^= b- — [a sin co — l/c"-— a^ cos'^ co]*,

lâ -+- c^— 1/ = iâ cos 2w -+- 2« sin w \/c^— a'- cos'- w. ( I
)
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Addition. — (Juin 1885.)

III. Remarques. — 1** Cette équation (1) peut encore être

écrite sous les trois formes suivantes :

{n^ ^e— «2 _ iff^ ia'ib'— ir) sln^ ce, (2)

^ir- _ u^ — 2r(6' — «') + («' — ff + 2a'(6'— u^) cos 2« = 0, (3)

4a r — (m- -+ a^ -\- c — fr)''

2° Considérons le parallélogramme MCDH, dans lequel

MH = 6, DH = c. Si nous menons la droite OH, elle est per-

pendiculaire à OM (I, 3°). De là résulte le dispositif suivant,

probablement connu et peu pratique :

La tige DH, qui tourne librement autour du point fixe D,

est articulée, en H, avec une seconde tige HM. Si les côtés d'un

angle droit HOM, dont le sommet est fixe, glissent dans des

ouvertures placées en H, M, l'extrémité M de la tige HM décrira

la courbe de Watt.

Antre addition. — (Aoi'it 1885.)

IV. Dans le triangle DOH,

Dîî' = oh' + Ôd' — 2011 . OD sin w,

ou

c- = ÔÏÏ' + a^ — 20H . a sin co,

ou"

(ôh' -t- u- — c-y= 4Ôh' «^ sin- co.

Et comme
ÔÏÏ' = Vd- = 6- — wS

on a, sans calcul, l'équalion (2).

V. Soit I le milieu de Tliypoténuse du triangle HOM (III, 2").
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La (1 roi le 01 = III = ,^6. Par conséquent, le mécanisme indi-

qué ci-dessus peul èlre simplifié

comme il suit :

Soient trois tiges 01, IH, HD,

articulées en 0, I, H, D, et dont

les deux premières aient même

D longueur; soient 0, D deux points

fixes. Si la tige IH est prolongée

en IM, de manière que IM = IH, le point M décrit la courbe

de Watt (*).

VI. Supposons OI= IH= HD(**). Alors 01 HD est un qua-

drilatère dans lequel deux côtés opposés sont égaux. Donc le

point P, milieu de IH, décrit une courbe de Watt.

VH. Enfin, si l'on considère la figure formée de Vheptagone

articulé AEKOIHD(***) et du losange articulé OKMl, les points

A, 0, D étant fixes, on

voit que le point M,

et les milieux P, R,

de IH, KL, décrivent

des courbes de Watt.

De plus, les deux der-

nières lignes, égales

entre elles, sont sem-

blables à la première.

En effet, pour pas-

ser de ABCD à cha-

cun des quadrilatères

ALKO, OIHD, il suffit de changer « en ^, 6 en |.

(*) Contrairement à l'opinion émise dans le paragraphe III, M. Dwels-

liauwers, mon savant Collègue à l'Université de Liège, pense que ce petit

mécanisme est nouveau et «/«7e.

(**) C'est-à-dire -= c.

('**) Tous les côtés de cet heptagone, excepté AD, sont égaux.



( 100 )

Cl^TIlI. — Développées, et surfaces développables.

(1871-1880.)
»

I. Tfiéorème (*). — Si les génératrices d'une développable 2

sont normales à la directrice, supposée plane, 1 est une surface à

pente constante.

On prouve aisément cette proposition, au moyen de la réduc-

tion à l'absurde.

On peut, aussi, la démontrer par le calcul suivant :

Le plan de la directrice étant pris pour celui de xy, une géné-

ratrice est représentée par les équations

X — oi. = az, y — 3=bz, (1)

dans lesquelles (3 = (p(a), et

6cp'(a) -H fl = 0. (2)

Les dérivées des équations (1) sont

— \ = a'z, — (p'(a) = b'z.

Donc, pour que deux génératrices consécutives se rencontrent,

ou, par réquation (2)

bb' -t- aa' = 0;

puis
6^ -«- a' = const. (4)

Cette condition exprime que la génératrice fait, avec le plan xy,

un angle constant; etc.

n. La généralisation du théorème précédent semble être

celui-ci :

Si les génératrices d'une développable 1 sont normales à la

(*) Réciproque d'un théorème connu.
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directrice, elles font, avec les plans oscillateurs correspondants

,

des angles constants.

Mais il n'en est rien.

Considérons, en effet, une courbe gauche AMB (*), arête de

rebroussemenl de 2, et dont une développante soit BPC : la

génératrice MP est nornnale, en P, à la directrice BPC. Soil PN
la binormale à celte directrice. D'après un théorème connu (**) :

la binormale PN, à la développante, est parallèle à la rectifiante

MG de la développée. Or, l'angle GMP est variable; donc, etc.

III. Ce théorème ayant été peu remarqué (***), nous allons en

rappeler la démonstration.

Soit MP = n. D'après la définition de la développante,

arc AM -t- MP = coiist,

ou
s -+- w — const. (5)

Donc, s étant prise pour variable indépendante, u' =— 1.

Soient x, y, z les coordonnées de M; X, Y,Z les coordonnées

de P; a, b, c les cosinus directifs de MP; etc.

Nous aurons :

X = X -\- au, Y =y -\- bu, T. = z -^ eu ; (6)

X' =a'u, Y' =b'u, Z' =c'u; (7)

X" =^a"u — a', X" = b"u—h\ Z" ^c"u — c'; (8)

Y'Z" — Z'Y ' Z'X "— X'Z" X'Y" — Y'X"
u. (9)

b'c" — c'b" c'a" — a'c" a'b" — b'a"

Les cosinus directifs de PN sont, comme on sait, proportion-

nels à

YZ — Z'Y', L\ —X'Z", X'Y' — Y'X".

(*) Le lecteur est prié de faire les figures.

(**) Théorie analytique des lignes à double courbure, p. 63.

('**) Il avait même, jusque dans ces derniers temps (octobre 1885), été

oublié par l'Auteur.
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Donc }., iJi.,v étant les angles formés, avec les trois axes, par la

binormale :

ces A ces pi ces V

r-, 7777 = , „ , „ = -777, TTTT
" (^0)

b c — c c a — av. a b — b a

Soit encore l'angle MPN : chacun des trois rapports égale

COS 9

2a(6'c"
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€XI^. — Discussion d'une surface.

(Mars 1870.)

Problème, — Une sphère C esf, coupée, par un plan GFO.y, sid-

Fig. 1.

vaut une circonférence FG. Sur FG, prise comme circonférence de

grand cercle, on construit une sphère D. Quelle est l'enveloppe (*)?

J. Soient OC= 6, AC = «, GOx= 0. Les coordonnées du

centre D sont

a= 6cos^6, p = 0, r = 6 sin ô ces 9. (1)

(*) La question a été traitée, en partie, par Houtain {Des solutions singu-

lières. Bruxelles, 1884).
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L'équation de la sphère variable est donc

[x— b cos^ ef -+- î/^ + (c — h s'in 6 cos ôf= a^— 6'*' sin^ d,

ou

x"^ -t- »/--+- s^ — bx — b{x cos 29+2 sin 28) -h 6^ — a^ = 0. (2)

Prenant la dérivée, on a

tg2ô = --
(5)

X

Ainsi, la surface enveloppe est engendrée par la circonférence

KL, dont le plan LOy fait, avec ocOy, l'angle 20 (*).

Si l'on écrit ainsi les équations (2), (3) :

b{x cos 2(9-4-2; sin 2ô) == a;^ -+- y'^ -+- z^ — bx -\- b^ — a\

b{x sin 26 — z cos 26) = 0,

et que l'on fasse la somme des carrés, on trouve, comme équation

de l'enveloppe,

^x'' + y' -+- z- - bx -4- b' — uj = b\x'- -+- z^). (4)

IL Les sections par les plans principaux xOy, zOx ont pour

équations :

{x' -+- if— bx-^ b' — aj= b''x\ (5)

(x'^ + z- — bx -t-
6'^ — ay= b\x' -t- z') (**). (6)

(') C'est ce que l'on vérifie en observant que :

d» est le centre radical de la circonférence C et des circonférences

consécutives FG, F'G';

2» La corde commune, KL, est perpendiculaire à la ligne des centres, DD';

ô» Ces centres, D, D , appartiennent à la circonférence décrite sur OC

comme diamètre;

i° A la limite, DD' est tangente à cette circonférence;

5° Le rayon DI, parallèle à LK, fait, avec Ox, un angle double de 0.

(**) Au lieu de celle-ci, Houtain a trouvé :

{œ^- -\-
z''

-t- b'' - ay = i'{x- -\- z'}.

Ainsi, la section par le plan sx se composerait de deux circonférences ayant,

pour centre commun, l'origine; résultat inadmissible.
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La première, qui se décompose en

(x — bf -\- if = a^^ X- -i- y^ -\- b'^ — a^= ,

représente la circonférence horizontale ACB, puis une eircnii-

férencc imaginaire, si, comme le suppose la ligure, b surpasse a.

L'équation (6), du quatrième degré, est irréductible (*).

in. 1 étant le centre du cercle générateur LK (situé dans le

plan LO//), on a

6
01 = OD CCS e = 6 cos^ 9 = -

(
I h- ces 26);

équation d'un limaçon de Pascal.

Donc, au lieu de la construction précédente, on peut employer

celle-ci :

Sur OC, comme diamètre, on décrit une circonférence, à

laquelle on mène une tangente TT'
;
puis Von abaisse 01 perpen-

diculaire à TT' : I est le centime de la circonférence génératrice (**).

(*) Au moyen des coordonnées polaires, elle devient

w- — b[\ ± cos a) u -h b- — a^= 0.

Soient ?q, ii^ les deux racines. A cause de WjWg = 6*a', la courbe ne diffère

pas de sa réciproque : elle est donc une anallagmatique. La surface S en

est également une. (Nov. 1885.)

(**) On vient de voir que l'équation de la section principale est

u^ - b{\ -t- cos 29) M -H 6* - a«= 0,

et que
b

v = OI = -(l+cos20j.
2

Par conséquent, si l'on suppose

w =: -y db p,

on a

f = v^ — (b^ — a-).

D'après cela, soit pt'is, dans la circonférence OC, la corde CP = a. Sur 01,

comme diamètre, décrivez une demi-circonférence. Soit l\ le point où elle est
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IV. La circonférence KL (Hg. 1), caractéristique de la sphère D,

est une ligne de courbure de S. Ainsi, le premier système de

lignes de courbure se compose de cercles, dont les plans passent

tous par la droite Oy (*). Le cône de révolution KDL est normal

à S, en tous les points de la circonférence KL. De plus, le lieu

du sommet D est la circonférence décrite sur OC comme dia-

mètre (**).

V. On a trouvé 01= 6 cos^ 9. D'ailleurs la figure 2 prouve que

coupée par la circonférence décrite du point comme cenlrCj avec OP jmur

raijon. Si, du point I comme centre, vous tracez une dernière circonférence

Fis. 2.

passant en l\, les points K, L, où elle coupe 01, appartiennent à la section

principale cherchée.

De plus, la circonférence KRL est le rabattement, autour de son diamètre

KL, de la génératrice. (Novembre 1885.)

(*) Conformément à un théorème connu.

(**) D'après la figure 2, la droite DI est tangente, en D, à cette circonfé-

rence, laquelle est, par conséquent, Venveloppe des axes des cônes normaux.

(Novembre 1885.)
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Si l'on suppose que le cercle générateur, projeté suivant KL,

soit rabattu autour de Oy, dans le plan Xy, l'équation du rabatte-

ment sera

(x — 6 cos' bf -i-y' = b^ cos* fl + a' — b\

ou
x' ^xf— Ibx ces' e = «^ — h\ (7)

X= donne y= ±: V^b^— «^ 1/— 1 . Ainsi tous les cercles de

courbure, après qu'ils ont été rabattus autour de Oy, passent par

deux points fixes, imaginaires.

L équation des cercles C, orthogonaux à ceux-ci, est

0,2 ^^f^l)iy = b' — a^ (*), (8)

>. étant un paramètre variable. Chacun de ces nouveaux cercles

rencontre Ox en deux points fixes, déterminés par

^ = 0, x = àzVb''~a\

Faisons tourner C autour de Oy : il engendre ime sphère,

dont l'intersection avec S détermine une trajectoire orthogonale

des premières lignes de courbure (**), c'est-à-dire une ligne de

courbure appartenant au second système. Celui-ci est donc com-

posé de courbes sphériques (***).

VI. Remarque. — L'équation (4), étant écrite ainsi :

(x- -+- î/' -H z'— 6x -+- c'f = b\x' -4- z'), (8)

a une grande analogie avec celle de la Cyclide de Dupin :

(ic' -t- y- -\-z^-\- a^— f — rj = 4(ax -I- prf -+- 4(r'— «') z' {"}. (9)

(*) Note sur la projection stéréograpliique (Journal de Liouville, t. XIX,

p. 155).

(**) Voir, duns les Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces,

le paragraphe VI, relatif aux surfaces d'enroulement.

(***) Propriété connue.

C") Voir la Note LXXXVI (t. I, p. 572). Pour éviter loule confusion,

nous avons fait un chanaement de lettres.
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Mais la surface S n'esl pas la Gyclide (*). Pour le faire voir,

changeons x en x +- a, dans l'équation (8), et posons

a;^ -+- î/^ H- z^= lû.

En développant, on trouve les deux transformées :

-f- 2[(2a — b){a^ -^ c') — af/ |a: — 6V = 0,

,/. _ 4,-2^2 + (^2 _ ./-i _ p^)^_ 4a2p2 ^ 2(r' — «^— S^) u^

— 8aprx — 4{?'' — a') z' = ;

puis, en identifiant :

a = 0, r = 0, a = 0, 6= 0, c'= — (31

Pour ces valeurs, chacune des équations (8), (9) représente

deux sphères égales, confondues.

CXX. — Sur les lig^ucs de courbure (**).

{ISovembre 1885.)

I. Lemme 1, — Si les lignes de courbure d'une surface S,

appartenant à un même système, sont orthogonales à une

surface 2 , l'interseciion de S et de 1 est une ligne de courbure

de S.

Soient L, L', L" ... les premières lignes de courbure. Soit

MM'M" ... rinlerseciion des deux surfaces. Menons MR tan-

gente à L, MT tangente à MM'M" ... D'après l'hypothèse,

MR est normale à 1. Conséquemment, la droite MT, située dans

(*) Celte proposition résulte, déjà, de l'équation (6), laquelle ne repré-

sente pas deux circonférences.

(**) Note complélive de la précédente.
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le plan langent à 2, esl perpendiculaire à MR. Donc MM'M" ...

est une trajectoire orthoc/o-

nale de L, L', L" ... ou une

ligne de courbure apparte-

nant au second système (*).

II. Remarques. — 1° Le

plan RMT est tangent à S;

donc la normale MN à cette

surface est perpendiculaire

à RM : /es deux surfaces sont

orthogonales en tous lespoitits

de MM'M"... Et comme cette

courbe est une ligne de cour-

bure de S, elle est aussi une ligne de courbure de 1, conformé-

ment à un théorème connu.

2° Si les lignes L, L', L", ... sont planes, leurs plans envelop-

pent une développable A. Pour avoir des surfaces 1, il suffît de

considérer les surfaces d'enroulement, engendrées par L, L', L", ...

quand leurs plans roulent, sans glisser, sur A; puis les trajectoires

orthogonales G, G', G", ... de ces lignes, après qu'elles sont

venues se placer dans un même plan P, puis les surfaces d'en-

roulement engendrées par G, G', G" ... : ce sont les surfaces

demandées (**).

0° On peut adopter, comme surfaces 1, les normalies à S,

passant par les secondes lignes de courbure.

III. Lemme II. — Si une sphère 2 coupe, orthogonalement, un

système de lignes L, L', L", ... tracées sur une surface S, l'inter-

section est une ligne de courbure de S.

En effet, l'intersection est une ligne de courbure de la sphère,

et les deux surfaces sont orthogonales en tous les points de celle

ligne. (Lemme I.)

(*) Cette démonstration sera, peut-être, jugée inutile; mais je crois qu'on

ne saurait être trop clair.

('*) Remarques sur la théorie des courbes et des surfaces, p. J 5.
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IV. Lemme m. — Èlant donnés un cercle C et une droite XY,

on projette le centre C en 0; puis Von mène la tangente OA, et,

d'un point quelconque iVl de XY, la tangente MT. Cela posé,

mt' — ÔÂ'= ôm' (*).

V. Théorème 1. — Soit une surface S, engendrée par une cir-

conférence C, dont le plan contient une droite donnée, XY, et dont

le centre se meut dans un plan P, perpendiculaire à XY. Si cette

circonférence, dans toutes ses positions, est orthogonale à une

sphère donnée, 1, dont le centre soit le point oit XY perce P :

1" Les circonférences G forment, relativement à S, un premier

système de lignes de courbure;

2" Les secondes lignes de courbure sont déterminées par des

sphères ayant leurs centres sur XY (**).

Démonstration. — 1" Représentons par R le rayon de la

sphère 2, par p le rayon (variable) de la circonférence C.

La condition d'orthogonalité est, évidemment,

C désignant le centre de la circonférence génératrice (***).

Si, comme on le suppose, cette condition est remplie, l'intersec-

lion de S et de 2 est une ligne de courbure de S. (Lemme IL)

2" Soit 2' une sphère ayant son centre M sur XY, et dont le

rayon R' soit donné par la formule

R'^ = R2 -+- mi\

D'après la réciproque du Lemme III, cette sphère 1', dont te

rayon ne varie qu'avec la position du centre, est orthogonale à

toutes les circonférences C.

3° Les intersections de S, par les sphères 1, 1' ..., sont donc

(*) Cette fois, nous supprimons la démonstration.

(**) Ce théorème renferme, comme cas particuliers, diverses propositions

connues.

(*'*) Ainsi, le Hpu des centres est arbitraire.
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les secondes lignes de courbure de S; et, en conséquence, les

premières lignes de courbure sont les circonférences génératrices.

VI. Cercles orthogonaux. — Soit, dans le plan vertical Y/x,

ACB le lieu des centres des lignes de courbure circulaires, dont

les plans contiennent Vhorizontale Oy (*). Soit FKGH la sphère

donnée 2, qui doit couper orthogonalement toutes ces lignes. Si

nous rabattons le centre C en Cj; que nous menions la tan-

gente C,T au grand cercle 0; que, du point C^ comme centre,

avec CjT pour rayon, nous décrivions la circonférence D^Ej,

cette ligne est le rabattement de la ligne de courbure circulaire,

projetée en DC; etc.

Les rabattements des cercles de courbure sont donc les cercles

orthogonaux à FHGK, ayant leurs centres sur Ox.

Les traces horizontales des sphères 2', orthogonales à ces

(*) Dans cette petite épure, Ox est la ligne de terre.
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lignes de courbure, sont, par ce qui précède, les cercles ortho-

gonaux à Cj, et dont les centres sont situés sur Oy. Ces deux

systèmes de cercles orthogonaux, situés sur le plan xy, détermi-

nent donc, de la manière la plus simple, les deux systèmes de

lignes de courbure.

VII. Suite. — Si Ton fait OCj == OC = ^, les cercles C^ sont

représentés par

x' -f- y — 2AX -t- R^= 0. (1)

Ceux qui les coupent orthogonalemenl ont pour équation

x^ -t- y' — ^f^y — R'=0 (*). (2)

Elle est vérifiée par ?/= 0, x = =b R. Donc toutes les sphères

2' passent par la circonférence FGHK, située dans le plan

vertical OZac.

VIII. Remarque.— Si Ton veut former l'équation différentielle

qui caractérise les trajectoires orthogonales des cercles C, on doit

éliminer l entre la relation (1) et

X — X dx

y ^ dy

Cette équation différentielle est, par conséquent,

(y2_ ^,'2 ^ R-2-)
^J/ ^ 2XÎ/ = 0. (5)

L'équation (2), des cercles orthogonaux, satisfait à celle-ci.

De plus, elle contient une constante arbitraire. Ainsi, Yéqua-

tion (2) est l'intégrale générale de l'équation (3) (**).

IX. Une anallagmatique. — La section principale de la sur-

face S, ou le lieu des points D, E, est une anallagmatique.

En effet,

OD . OE = ÔC' — Cï)* == R'' = const.

(') Page 109.

(**) Dans ma Noie sur la projecHoti stcrcographiquej]'a\ omis cette Remarque.
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Soit, en général, un pôle 0, et une courbe AMB, plane ou à

N

double courbure; puis ranalIagmatiqueCPD, C'P'D', déterminée

par la condition

MP' = Ôl' — k\

D'après une propriété connue, les normales en P, P' se cou-

pent sur la perpendiculaire MR au rayon vecteur. On trouve

aisément que, ON étant la sous-normale polaire, relative à la

directrice AMB,
MR = ON.

CXXI (*). — llaxiniiiiii et iiiuiiuuiii de la fouctiou

bx

a X b'x
y (')

I. En supposant a' différent de zéro (***), on a

ab'\ ' ( oc'
X -+- c

a \ a' I \ a'

«' a'x -+ b'x 4- c'

(*) Publiée dans Mathesis (janvier 1882).

(**) Cette question, bien connue, a été traitée récemment dans divers

recueils; mais avec des développements et des complications que le sujet

ne comporte guère.

(***) Lorsque a' est nul, on applique la discussion suivante à la fonction

1 b'x

y ax* -^-bx-h c
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puis, si Ton fail, pour abréger,

^= bu' — ab', g= ca' — ac' : (1)

a Ix -\- a
?/ = — -4-

(2)
a a'[a'x -+- b'x +- c'}

II. Si f est différent de zéro (*), le nouveau numérateur

prend la forme f(x — a), pourvu que

Soient alors

g ca — ac

/ ab'— ba'

a
?/ = — -i- Y, X = a -»- X. (4)

a'

Au moyen de ces abréviations, l'égalité (2) devient
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Le produit des deux parties de S est égal à AC. Donc :

i" Si \ el C sont de même signe, on doit prendre (*)

X=±V/X^ (7)

en sorte que la fraction proposée a un maximum et un mini-

mum (**);

2" 5/ kctC sont de signes contraires, y n'a ni maximum ni

minimum.

IV. Dans les formules (5), (6) :

A = a', C := a\ac — ca'Y -^b\ac'— ca'){ba'— ab')-\-c\bu'— ab'f

= a'c ïa'^c-\-b'(ab'— 6a')1 -4- a'& ïà^c'— b{ab'— ba')^— '^aa'^cc'

.

n
Donc la relation ^ > devient

c^a'^ -4- c'V— '2aa'cc' -t- {ab'— ba') [cb'— 6c') > 0,

ou
{ac'— ca'f > {ab'— ba') {bc — cb'). (8)

Ainsi, quand la condition (8) est remplie, la fraction y a un

maximum et un minimum.

y. Remarques. — 1" On ne peut pas supposer

[ac — ca'f = {ab'— 6a') (6f''— cb');

car alors, d'après une propriété connue, les équations

ax"- -4- 6x + c= , a'x'^ -»- 6'a; + c'=

auraient une racine commune ; et la fraction donnée serait

réductible,

{") Si deux fadeurs positifs forment un produit constant, leur somme est

la plus petite possible quand ils sont égaux.

{*") I! y a un cas exceptionnel, sur lequel nous allons revenir.
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B'
2° Si, dans la formule (7), €= 77, on trouve

De ces deux valeurs, la seconde annule AX^ -h BX -t- ^; et,

par conséquent, rend infini Y (II) : elle ne correspond donc ni

à un maximum ni à un minimum (*). Dans ce cas, la formule (7)

doit être remplacée par

B
X=—

:

(7')

2A ^
'

la fraction donnée, dont le dénominateur est un carré, a un

maximum ou un minimum.

CXXII. — Une propriété des surfaces
conclioïclales {**).

(Février 1872.)

1. étant le pôle, soit OMPQ ... un rayon vecteur quelconque,

rencontrant, en M, P, Q, ... des sur-

faces conchoïdales, déduites d'une

surface directrice donnée. D'après un

théorème connu (***), les normales

en M, P, Q, ... percent, en un même

point N, le plan mené par le pôle, per-

pendiculairement au rayon vecteur.

Soient, sur le plan des normales,

MM', PP', QQ', ... les traces des

plans tangents. On sait que l'enve-

loppe de ces droites est une para-

bole ayant pour sommet et N pour

foyer. Donc l'enveloppe des plans tan-

gents considérés est un cylindre parabolique.

(*) Exception indiquée précédemment.

(**) Omise dans le paragraphe IX des Remarques sur la théorie des

courbes et des surfaces.

(***) Loc. cit., p. 25,
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II. Remarques. — 1° J chaque rayon vecteur correspond un

cylindre parabolique ;

2° Le rayon vecteur est la podaire du cylindre, relativement

au point N;
3" Vantipodaire d'un cylindre parabolique, par rapport au

foyer d'une section dt^oite, est la génératrice située dans le plan

principal.

CXXill. — Relation entre deux épicycloïfles.

(Janvier i 872.)

I. Soit la circonférence I, roulant sur la circonférence C, double

de la première. Le

point Q, d'abord situé

en A, décrit une épicy-

cloïde à deux rebrous-

sements.

MG étant le dia-

mètre de I, passant au

point de contact M, me-

nons l'ordonnée MP,

la tangente commune

MR, les cordes MQ,
GQ.

Il est visible (et

connu) que

1

angle MGQ = - angle MIQ= angle MCP = cp.

Donc les triangles rectangles CPM,G1VIQ sont égaux; et MP=MQ.
D'après un théorème connu (*), MQ est normale à l'épicycloïde.

Ainsi, la circonférence M, décrite du point M comme centre,

avec MP pour rayon, touche, au point Q, Vépicycloïde. Par con-

(*) Attribué à Descartes.
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séquent, cette courbe est l'enveloppe de la circonférence M, variable

de grandeur et de position.

II. La tangente MR est bissectrice de l'angle PMQ. Et comme
MP= MQ, la droite PQ est perpendiculaire à MR, c'est-à-dire

parallèle à CMG.
Prolongeons cette droite PQ jusqu'à sa rencontre, en S, avec

le diamètre perpendiculaire à CA; nous aurons PS=C!M=a.
Ainsi :

Pendant que la circonférence M enveloppe Vépicycloïde à deux

rebroussements , la corde PQ enveloppe l'hypocycloïde, à quatre

rebroussements, déterminée par une circonférence roulant à

l'intérieur de la circonférence C.

Addition. — (Juin 1886.)

III. Achevons le rectangle PCSE; et, du sommet E, abais-

sons ER perpendiculaire à la diagonale AS. D'après la théorie

des centres instantanés, le point R est celui où la droite AS
touche l'hypocycloïde. Mais, d'après les constructions précé-

dentes, PQ= 2PR. On a donc ce théorème :

Soit une droite PS, de longueur donnée, glissant dans un angle

droit. Si, à partir du point R, où cette droite touche son enve-

loppe, on prend RQ=3RP, le lieu du point Q est une épicycloïde

à deux rebroussements (*).

IV. Remarque. — Le point Q peut être pris de part et d'autre

du point R.

(*) Si Ton conserve les notations précédentes, on trouve que les coor-

données du point Q sont

a a
a; = - (5 cos cf

— ces ôcp)
, 2/ = 5 (s'o ôœ — 3 sin (p);

équations qui sont bien celles de l'épicycloïde.
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€XXIV. — iSérics et intégrales elliptiques {*).

I. Un développement de la fonction f{q).

Soit, comme aux pages 73 à 75 du Mémoire cité :

'^" 4\7r / 1—7 \—(f \—(i' ^i "' ^'

Dans la série

1 — (j 1 -
(f I — 7'

chaque terme positif peut être représenté par -^^^ , a ayant la

forme i^i -+- 1. De même, chaque terme négatif, pris en valeur

absoUie, peut être désigné par-^-^, b ayant la forme 4p. — 1.

((" -t- f/'^" M- q'"" -+- fj^" H- </^" -+- q'^" -+ f/^" -H
1-9
= q" -i- q'" -+

{(f""
H-

(f"
-i- r/"" -+- 7''" -4- ••) -i- S :

S est (abstraction faite de q" -+ r/") l'ensemble des termes dans

lesquels les exposants de q n'ont pas la forme 4p. — 1

.

La somme de la série entre parenthèses estr^-V- Doncr I
— qiu

fjia _^ ^3a ^ f^6

\ — q" ' ' '
1 — q

"2" Semblablemenl,

1

puis

t^

, _ ^.
=(9" + f^ + q'' * q'" + -) -- S';

~
1 — 7"

(5)

(*) Cette Note est un complément aux Recherches sur quelques produits

indéfinis.
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Si l'on fait «= 1, 5, 9, 13, ... 6 -= 3, 7, 11, 15, ... on trouve

f{q)
= q ^ q^ -^ q^ ^ q^^ -Ji- q^ ^ q^» + ç'^ _h ^^g _^ _,

q'^ '\-q^ -^ q^ q^ -\- q^ -+- q^^ q^+ q^^ -4- q^° q^" -h ^^* + qf^**

"*

1 —q' 1 — 7''^ "*
1 — (^'^ 1 — 9'*

1—^36 I _ ^44

OU, plus simplement :

q
q"^ q''-i-q'^-+-q^ q'^-\-q'^-^q^'^ q'^'^-^q^^-i-q^°

^

'^'^'^i-q^'^l—q^'^ 1 —q' 1 — q'' '^
\ - q^'

^« -H q^i + ^28 ^36 ^ ^45 ^ ^54 / ^

Tel est le développement, très convergent, de la quantité

1 l'2:

4 \ TT /

II. Remarque.— Une considération bien simple permet d'abré-

ger le calcul précédent. Revenons à la double égalité

1 — q l — q 1 — q-' ^i

Si g= ^u — 1, £„= (*). Il est donc inutile de conserver,

dans les développements des diverses fractions, les termes ayant

la forme ç*^~'. Cette suppression faite, on a

i — q

9'

{q' -+- q' -4- q'-) -^ iq'' h- q-' -+- q^'} -f- {q'" + g"^^ -+- g^^") h- -,
1 — g"*

(*) Recherches..., p. 74.
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'. . =
{q''-^(f' + q^^) + (q'^ H- g" -i- q'') -t- (7'» + q'' + r/«) -+-.-,

q-

q^

1

q^ ^ q^^ H- (7'" -f- q''' -t- 7") -v- [q'' + 7»' -t- 7"') -4- .••,

OU

q 9 7"*" T "*" 7 7" y "*" 7 "*" 7— 7 -H 7
—

1 — 7 1 — 7* 1—7^ 1—7'''

7^ ^^'20 _|_ ^25 ^ fjZO

= q^^q*o
1 — 7* I — 7

puis, au moyen d'une réduction évidente,

7 7^ 7* -f- 7** + 7* 7" -+- 7® -t- 7'^

'^^' ^
{ —q^

"*"

F-I^8 "^
1 —7* 1 — 7'''

q^O ^ ^25 _^_ ^3« ^U ^ ^21 ^ ^2S

I - 7^" i—q-'

comme ci-dessus.

III. Remarque. — Soit

^_7* + 7^+7« q^^q'^q'-' q"' -^
q^^+ q''"* 7'*

-4-
7^'+ 7'^»

2— I _ ^4 I
— 7'^ '*"

1 — 7^»
I
— 7^« "^

"

A cause de
1 /2« \

v^ ' /2« \ 7 7'

IV. Sommation par intégrale définie. — On sait que

-='-^^2 rv-r„a (6)
TT -^11-4- 7 "

(*) Fundamenta nova, p. 105.
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et que
1 — 9" f''^s'mn{a.-^.q)

^ ^^^

\ -\- q"
u

ou, par le changement de q en q^

2 z^" sin n(2a \ . q)
\ -+- =_4r ^^ii!i^^i^^rf«.

(7)
1 -t- g-^"

u

Cette dernière égalité donne

-i^,*^X xhf--'d ^^:=Fr.l, ï'™«C2a4..,).(8)

On a aussi

> q" sin « 2a f . = ^^^-^ (").
-^1 V -^ -/;

1 —27 ces (2a ^.7) + 9^^ ^

Par conséquent,

^_^2y'°-^^=-4r, /" '^- sin(2a^.,y)
^

i-qr Al+gr'^" V e^'^— 6-^^^1—29 cos (2a 4^. 7)+ 7''

puis, au lieu de la formule (6) :

2w _ 1 -+- 7
><-" f/a sin (2a /> . f/)

T" 1 — 7~ V ^^' — e-^«
1 — 27cos(2a4;».7)-t-7'" ^^

Ce développement de la fonction ^ est un peu plus simple

que celui qui se trouve à la page 125 des Recherches; savoir ;

2w q arc le q

«a sin (a -(.</)
i /^ «a sin (a -( . <;

q[ —9)J g2;r«_^
1 + 2r/^ ces (2a 4"2r/' ces (2a 4^ .q)-i-q^

(*) Recherches..., p. 123.

(") /ôjd, p. 121.

("*) A la page 124 du Mémoire, le premier membre de l'égalité (4.52)

doit être lu ainsi :

q q» q-^ q^
-4 1 H ••• -«- 1- ••

1 — g* 1—7* 1 — ç« \ — q^"
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V. Identités remarquables. — Les formules connues :

7^(1 -4-,/ + ,/^ + r/> + .../= -^0,

^ -^r —-—
- + o'

—

-— -+-... =— n,

(45)

I —q^ I — </* 1 — q

donnent :

9(J-<7-r-H9«-....r=^,-2^-^,+3^'^„-... (12)

On conclut, de ces deux égalités :

^[(1 H- q' -+- f/^ -t- fy"-i- ••f -t- (d — 9 — </^ -t- (/" H- .•)*]
j

[l _f,^ 1 —fy" 1 — <y'» J'
'

)

A cause de :

f/(l — 7 — q' + 7« -H •••)«= f-J k'k'^ ["),

(*) Recherches..., p. 2.

(") Fundamenta..., p. IH.
('**) En passant, rappelons que :

{q -+- f/J + fy2o ^. çUI + ...)8 ^ pi r -^^
j

,

(q — </3 — f/5 ^ qvj ^ )8 —

[Recherches..., p. 102.)

('") Recherches..., p. 2.
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le premier membre a pour valeur

(^)' F(2 - F) =
{^J

^'
[(1 + k'r -H (1 - k'f]

(-] ('1 + A;T= (1 + 2g' -+- 27» + 2g'' + •••)*,

Or

Donc légalité (13) devient

q' + f -. }' \

(U)

g(l -4- g' -t- (/•* -+- 7'^ -• •••)*

7
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</' 7* (f </*

B=—-—
- -4- '1—'-

-.- 5 —i
V- 4—^—

1—7' 1-4- 7* I — q^ \ -t- 7«

7' 7« 7'" 7"

I — 7* 1 — 7''
I — 7^»

! — 7^^

Par suite,

8A(B-^2C)=(3'-3)^.+(B=-5)j^,-.(7'-7)^. +...(!»)

II reste à développer, suivant les puissances de 7, chacun des

deux membres.

Or, il est connu que (*) :

c =

donc

B -<- 2C = 5
2°"

(7" + 7" + 7'* -+- 7"' + •••) A;
ou, plus simplement,

B-t- 2C = 3 2"7'' /*'(")•

Ainsi, au lieu de Tégalité (15), nous avons :

q"
. q^ cP

i6)

1 — 7« ^ '1—7'" ' '1—7'*

Et comme le second membre a pour développement

{*) Recherches..., p. 79.

(**) Dans cette nouvelle formule, p est suppose pah', cl i' représente

le plus grand diviseur impair de p (Recherches..., pp. J15 et suiv.).

(***) Recherches..., p. 117.
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l'équation finale cherchée est

n étant impair.

En outre, la relation (13) peut être écrite ainsi :

j^^q^q^+ff^+qi^+...f^{q-q^-q^"^^q'^^-^...f^=.2^q'"Un),{\9)

ou, par le changement de q en q^ :

i

2'

n étant impair.

VI. Théorèmes d'Arithmétique (*) ;

1" Tout multiple de 8 est la somme de huit carrés impairs (**)
;

2" Si l'on fait n = di, le nombre des solutions de l'équation

il + î| H- ••• -+- il = 8n

est égal à la somme des cubes des diviseurs d (***)
;

0° Soit n= 2-^1 -+- i', i et i' étant impmirs. Soient |i(n) = /n,

|3(n) la somme des cubes des diviseurs de n. On a

4" L'identité

'I -.2J?L+5X-H...= ^+5X+o^.+...0 (20)
l + qr l-f-g- l-»-9° 1—

9

1—
(J'^

1—

9

(*) Démontres dans les Bccherchcs..., pp. iOO et 117.

(**) Résulte de l'identité (11).

(***) Même identité (11).

('") Identité (17).

{") Recherches..., p. 70.
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entraîne celle-ci :

dans laquelle i est un diviseur impair de n, el p un diviseur

pair. En conséquence :

La somme des diviseurs d\in nombre entier n, qui donnent

des quotients impairs, se compose de la somme des diviseurs

impairs, augmentée de la somme des diviseurs qui donnent des

quotients pairs ;

proposition assez visible (*).

VII. Remarques. — 1° Si l'on développe, suivant les puis-

sances de q, chacune des fractions composant le premier membre

de l'égalité (20), on trouve que ce premier membre équivaut à

[i-qr {i-ff {'i-qr {'i-qr

Par suite,

q'^ 29^' — 59" iq^— Sç*" 67' — 77'^

(T"-"?^" (4 - ff
~

(1 - qr
~

(I - 9V
/T,2 rA «6 (22)

{l-qf (l-7*f {\-q7

2° Cette identité en donne une autre, assez remarquable.

D'abord, on peut l'écrire sous la forme abrégée :

n étant impair.

Changeant q en — q, el retranchant, on a donc

4 v" r(»-i)?"-

^3 [ (1 — q"(1 — qy ^3
|_ (1 — q"Y (1 -i- 7")' J

(*) Il n'en est pas de même du théorème 1°, implicitement contenu dans

le Traité de Legendre (t. II!, p. 133). La démonstration directe, si elle n'a

pas été faite, est désirable.
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ou ^ — J W H- 1

= 2
r—ET-

9'"

(1—7^ ^5 {\—q^"f

Si l'on fait w= 3 + 2n', et que l'on remplace q"^ par ç, on

trouve, finalement,

Ainsi, la série

(1 _ if>f (1 _ qy (1 _ 9')^ (i _ qj

dont la génération est assez compliquée, a une limite fort simple.

En outre, le développement, suivant les puissances de ç, est

\ -t- 2qf + oq»^ -+- 4f/^ H- •••

3° Par la transposition des termes négatifs, on a encore :

\ 2(7 07^ 49^

(1 _ q^f
-^

(TZI^j^
"^

(1 _ q^f
-^

(1 _ qy
"^ '

1 27' 57" 4(/«
'^

^ ^

(1 — qf (1 — ç')' (1 — q'Y {i — qj

k° Cette égalité (24) présente une particularité curieuse. Si

Ton développe les deux membres, suivant les puissances de 7,

les coefficients de ç" sont composés des mêmes parties, disposées

en ordres contraires. Par exemple, dans le premier membre, le

coefficient de ç'^ est 5 + 4.2+13; et, dans le second.

15 + 2.4 + 5. On vérifie cette propriété en s'appuyant sur

celle-ci, laquelle est presque évidente :

Les valeurs entières et positives (ou nulles) de x, y, qui satis-

font à l'équation

(2a; + 5)(2?/-t- 1) = 2«-i- 3,

satisfont à celle-ci :

\{x — ?/
-+- i) = n -\- \.
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VIII. Autre développement. — 1° Reprenons la formule

'^"
1 - r/ l —(f \ — q' ^

'

Il en résulte :

5 fAî)-/-!-'/)]-^. + ^, - :f37» + j^ - jr^. +
-

Pour évaluer le premier membre, j'observe que l'on a, simul-

tanément (*) :

f{fj) = (7
-+- f/ -*- (f -+- •••)(» ^- 7 -^ 7' -+- 7

1

2

1 / /2"^'\

donc

1 / /2co&'\

puis

2[Aî)-rt-?)] =ï—;^^

et, par conséquent,

1 w(l— A;') q fy» 9» ç^s

TT i-q' ï-q' \—q'' \—q"> \— q''

IX. Remarque. — Il est connu que

1 «{1 — k') q q' q^

(25)

l—q^ i—q' I —q' n-

{*) Recherches..., pp, 2 et 74
(•*) Les exposants 5, 25, 45, ...; 4, 20, 56, ... ; 9, 21, 33, ...; 12, 28, 44, ...

;

forment quatre progressions.

(***) Legendre, t. III, p. Jo2.

9



On a donc cette identité :

q q" 9** q'

\—q' l~f/ 1—^/'" \ — q'' \—q' \—q' \~q'

féductible à

if r/" q^ cy^ q'^ q^^ q^^

I- q'
~'

ï-q'
"
1— r/'»'*' \-q''~ \-q''

"^ 1^^"° ~ T^^^ I

q' 17 « / i-^)

4 _ r/28 1 _ q^^
I
__ fy36

V ;

X (**). Sur une formule d'Eisenstein.— On doit à ce profond

Géomèire, mort beaucoup trop tôt, la relation suivante, qui

donne une transformation de la sétie de Lambert :

E
i

!

Dans le premier membre, E représente la remarquable fonc-

tion d'Euler :

(I _j)(.j — c-)(l —z'){\—z')-=i—z— z--i-z''-^z'— z''

On peut écrire autrement le second membre. En général,

F(n, p) est le nombre des décompositions de n, en parties égales

ou inégales, non supérieures à p ("). Donc

Z
'^ "-"

ni PtP+O

(—
\ Y 'p

z ; = y {-^Y 'p F(«, p)^ '
• (29)

2 F{n,p)z": (28)

(*) Nous arrêtons ici cette Note, sauf à y revenir plus tard. Le sujet est

inépuisable; mais il faut savoir se borner. (Décembre 188b.)

(**) Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite. (Juin 1886.)

('*") Journal de Crelle, t. XXVII.

(") Recherches..., p. A7.
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ou

N = «

^ p{p + i;

Alors

2

= nombre des décompositions de N en p parties inégales

= (N, p) r).

Ainsi, le coefficient de z^ est

(N, 1)— 2(N, 2) + o(N, 5) — 4(N, 4) + •••

Soit maintenant G(]N) le nombre des diviseurs de N. Il est

visible que, dans le premier membre de l'égalité (27), le coeffi-

cient de z^ est

G(N)— G(N— 1)— G(N— 2)-i-G(N— 5)+G(N—7)— G(N— 12)

On a donc cette relation entre deux fonctions numériques,

bien différentes :

(N, 1) - 2(N, 2) + 3(N, 5) - 4(N, 4) + ..

j

=G(N)-G(N-l)-G(IV-2)+ G(N-5)-4-G(N-7)-G(N-']2)--
]

^^ '

Est-elle connue?

XI. Application. — Soit N= 19. On doit trouver

(19, 1) — 2(19, 2) -t- 5(19, 3) — 4(19, 4) + •••

= G(19) — G,18)-G(17) + G(14)+ G(12)— G(7) — G(4);

ou (**)

1_2.9^-3.21— 4. 18-4-5.5 = 2— G — 2 + 4-4-C — 2 — ô;

ce qui est exact.

(*) Introduction à l'Analyse, p. 245; Recherches..
., p. 54.

(**) Recherches..., Table I.
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CXXT. — Application de la Géométrie à l'Algèlire

et à l'Aritlimétique.

(Mars 1877.)

I. On doit, à Liouville, un beau théorème dont un cas parti-

culier peut être énoncé ainsi :

Si l'on représente par p le rayon de courbure d'une courbe

algébrique, en un de ses points d'intersection avec l'axe des

abscisses, et par a l'axe que la tangente en ce point fait avec le

même axe, on aura

2-;^ = 0; (4)*"
P sin oc

le signe sommatoire s'étendant à tous les points d'intersection,

réels ou imaginaires.

Au moyen des formules
3

te a = w', p
=

y y cos" a

l'égalité (1) se transforme en celle-ci ;

2^3 = 0. (2)

On a donc ce curieux théorème d'Algèbre :

Soit f (x, y) = 0; soient y' =5! ,
y" ""^d^ • ^'^ somme des

fractions ^, étendue à toutes les racines de l'équation f(0, x)= 0,

est nulle.

En particulier, la somme des fractions rff-^> étendue à toutes

les racines (supposées inégales) de l'équation f{x) = 0, est nulle.

(*) Rapport sur un Mémoire de M. Emile Ghysens (Bulletin de l'Aca-

démie, mai 1877).
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II. Considérant d'abord ce dernier cas, supposons

f{x) = (x - a) (x - b) ... (X - g) (x - h) ; (5)

et, par conséquent :

ri 1 1 "I

^
'

\_x — a X — b X — hj

/»=rw 1"— -+-•+ -^1 -f{x) rJ— +...+ _i-l

r 1

'' ^
L(^ - a)(x — b) {x — a)(x — /*)

(4)

(P)

(x — ^)(X — A)J
'

(x — 6) (x — c

puis

f'(a) = {a-b){a-c)...{a-h), (6)

f"{a)=^<i{a-b){a-c)...{a-h)\—^-i- J— + ..^__L.1,
(7)

[jx— a—

c

a— nj

ï
—c)...{a— lijj [_a-^ [/(")? [l"—^)("—c)...(a—AjJ [_a—6 a—c a—h

Le théorème énoncé ci-dessus peut donc l'être ainsi :

a, b, c, ... h étant des quantités inégales, on a

y î M ^_L^...^_Ll=oc).
^[{a—b){a— c),..[a— h)Yla— b a— c a— hj ^/

III. Exemple :

a = 2, b= D, c= 7, d= \i.

On doit trouver :

/ i 1 1\ 1 /l 1 1\ 1

D 5 9/ (5 . 5 . df \5 2 6/ (5 . 2 . G)'

1 1 1\ 1 fl i i\ i

.0 2 4/ (5 . 2 . 4)' \9 6 4/ (9 . 6 . 4)^

(*) Nouvelles Annales (1877, p. 555).

= 0;
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ou, successivement :

29 i 9 19
.4.56.16 .23.81.16 + — .81.9.56-1 .4.23.9 = 0,

4d 5 20 56
'

29 9
.256— 23.27.16 + -.81 .81 +19.23 = 0,

3 3

1

-(729 . 81 — 29 . 236) = 25(27 . 1 6 — 1 9),
D

51 625 = 125.415;

ce qui est exact.

IV. Remarque. — D'après les formules (7), (8) :

1 f"{a) 1 1 1

2 f'{a) a — b a — c a — h

Soient a, (3, y, ..., )5 les racines de f (a)= 0. On a

f"{x) 1 1 1

/'(x) X — a X —

p

a; — >;

et, pour X = a ;

f"{a) 1 1 1= .^ —1 ^. ... H
/'(u) a — a a — p a — ij

Par conséquent,

1 1

(9)

11 11
H y

a— a, a— p a — !^

(10)

.(11)
a — 6 a—

c

a— k 2

En d'autres termes :

Si une courbe parabolique, représentée par

y = [x— a){x — />) ... [x— h),

rencontre en A, B, ... H l'axe des abscisses, et que A', B', ... G'

soietit les pieds des ordonnées des points pour lesquels la tangente

est parallèle à cet axe, on a

1 1 1

1 1- ••• H
AB AC AH

1 r 1 1 11
2 [aA' AB' AG'J
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V. Autre remarque. — De la relation (11), on déduit, par

un changement de lettres et une sommation :

( +-— -+-...+ ]+(- h- -4-. . + - )h-...=0; (12)
\a-a a—

S

u->^/ \I)—m h—p l) — )^l

égalité presque évidente.

VI. Venons au théorème général (1), et prenons

/(x, y) = Xo.v'" -t- X,y/'"-* H- ... + \,,_.jf
-4- X,„_,y + X„, = 0. (15)

Dans cette équation : X^ est une constante, X, est un

binôme, ...

Les valeurs de y'
,
y", répondant à ?/ = 0, sont, évidemment,

indépendantes de Xq, X^, ... X,„_3. Nous pouvons donc, à

l'équation (13), substituer celle-ci :

X,„_2:v' H- X,„_,y -+- X,„ = (*). (U)

Prenant les dérivées, on a

-^m-2.î/.y' -+- x„,_,)y' -+- x;„_2?/^ -H x^.iij -+- x'^ = o,

'2X,„_^{yy" -H y"') -*- X„._,?/" -^ ^K-^Jjy' -^ X^i^/'

+ '2Xl_,yy' -f- X:„_,î/' -f- X'„:.2î/^ -h X':_,î/ h- X;: = 0;

(*) De là résulte la proposition suivante :

Soient h'S courbes C, représentées par l'équation

Xm -+- X,„_i/y -+- \,„-iy'^ -t- .y'cf(a;, y)= 0,

d««s laquelle la fonction y^fix, y) <?»< assujettie à la seule condition de s'an-

nuler avec y.

Soit, d'autre part, la courbe D, représentée par

Xm -+- Xm-li/ -4- X,„_2.(/* = 0.

1" Les courbes C (?< if* courbe D o?ii /es mêmes intersections avec l'axe

des abscisses;

2° En ces points d'intersection, les lignes C, D ont mêmes centres de

courbure. (Novembre 1885.j
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et, pour y= :

x„._,i/' -4- x:,. = 0, (is)

X„._,i/" + 2X„_,.v'' H- 2X,;_,r/' + x;' = 0. (1 0)

On tire, de ces deux équations :

x: „ 2x„,_,(x'„f— 2x„,. »x:,.x;„_. + (x,„..o^x;,:

y = — ;;?

—
' y =

y" 2x„._,(x:j^- 2x._,x:,.x:.-, -^ (x._.rx;,:

y" (x:.^

En conséquence :

(17)

La somme des fractions (17), étendue aux m racines de

X^= 0, est nulle.

VII. Application. — Soient : m = 3, X3= x^ — x, Xg^ac'^

X, =flC H- i.

Au moyen de ces valeurs,

?/" 2(x -+- i)(5a;^ — 1)'— 4x'(5x^— 1 )
-+- Gx^

7^= (5x^-1)'

Les racines de X5= sont 0, h- 1, — 1. Ainsi :

2 16— 8 -+-6 8 — 6= 0;18 8
'

ce qui est exact.
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CXXVI. — Huv la cléconiposition d'uu cube

eu quatre cubes.

{Février 1875) (*).

I. Au moyen de VidenlUé d'Euler :

(1)

Videntilé de Le Besgue :

G(c — 1f=c'-t- (2— c)'— 1 — 1 n (2

devient

à cause de

II. Si Ton suppose c compris entre 1/^2 et 2, les trois premiers

termes du second membre, dans l'identité (5), sont positifs. Afin

de remplacer, par une somme de deux cubes positifs, le binôme

Itstt) — ^ '
prenons

2c'— I

a = — ' 0=1.
C="H- 1

Alors

2c'— i

c" -+- I

— 1

'2c'— I (2c'— 1)'— 2(c'-t-lV

c' -t- '1 / L(2c'— 'l)'-4-(c'-+-d)

T r2(2c'— 1)'— (c'-h4)'T_

J
"^

[(2c'— l)'-^(c'-i- 1)'J

'

(*) INote publiée, en partie, dans la Nowiellc Correspondance mathématique

(t. IV et V).

{*') Exercices d'Analyse numérique, p. 148.
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ou, après quelques réductions,

2c'— I 2c»— 6c'—

1

oc'—OcVôc'— I

^^(c* — c' -+- 1
)_

Par conséquent, Fidentité (3) est transformée en

6(c— If — c'
'^
~~

W

c'-+- 1

2c'— 4 2c''— 6c«— i

c'+l 3cV— ^--+-'1)

-(2-c)'

roc'-*- Oc'^ ôc'- I

5c3(c«_c'-+- 1)

(S)

Chassant les dénominateurs, puis écrivant x au lieu de c,

on trouve

27x'' (x' — 2)' {x'— x' -H 1 )' -.- 27x' (2 — x)' (x' + f

= 'l62(x— i}V(x'-' -t- 1)'.
)

(2x'— I )'(2x''— 6x«— 1 )' -4- (5x»— !»x« -+- ôx'— \ )'(x' -f- 1 )' (A)U'I

Dans cette nouvelle identité, tous les cubes sont positifs, dés

que X est compris entre \/5,1 et 2 (*).

III. Remarques. — 1° Posant

A = (2x'— l)(2x«— 6x«— I), B = (ox'— Ox*^ -\- 5x'— l)(x' -h 1),

on trouve

A' -+- B' = 27x»(7x^' — ÔGx^* -+- 90x'' — 1 50x'» -h 17 Ix'^ — 1 44x''

-+- Six' — ô6x« -+- 9x'— 2).

2" Le polynôme entre parenthèses doit être divisible par

(x^ — x^ +- lp;ce qui a lieu. Le quotient est

(x'— 2)(7x* — x' -+- i).

3° Par conséquent, le premier membre de l'équation

7;j9_ ÔC2« -+- 90z' — ISOz" + 171z=* — lUz' + 8iz'

— 3Gz' -+- 9z — 2 =
earaie

(^:,^_:, + if(7r^— z + ]){z — ^2)

(*) 5,i surpasse la racine positive de l'équation

2z'— 6z'—ï=0.
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IV. D'après la deuxième Kemarque,

(2a;^— 1 f (âx» —{Jx'—\Y-^ {bx' — 9a;« -»- 5x"' — 1)'(x' + 1)'

= 27x«(x«— x' H- If (7x« — 1 5x« -4- Dx' — 2).

Le dernier facteur est la même chose que

(2x'— i )' — (x' -+- 4 )'.

Changeant x^ en x, on a donc, identiquement :

(2x — 1f(2x'— Gx'^— If -t-(ox^— 9x'-f-5x— l)=^(x + 'lf )

-+- 27x' (x'— x-i-\f{x^\f^ 27x^ (x^— X + l f (2x — if.) ^

V. L'identité (B) permet de trouver un cube égal à la somme

de trois cubes. On en conclut, par exemple, les décompositions

suivantes :

6"^ = 5' -t- V' -\-h\

564' = 275' + 40' -f- 505%

40 290' = 50 810' -f- 2 941' -+- 55 039'.

VI. Dans (A), tous les facteurs sont des cubes, excepté

162(x — 1)^ = 27 . 6 (x — 1)'^. Pour que cette quantité de-

vienne un cube (entier ou fractionnaire), il suffît de prendre

x=i^r.n,

la fraction étant comprise entre des limites convenables. Si, par

exemple, x= -, on trouve

^3 ^ A' -t- li' -H C + D',

en supposant :

N:= 18. 545. 40 015 751 =250 7(51 646 674,

A = 5 . 2 1 5 . 2 401 . 99 795 = \ 54 545 950 485

,

B= 5.545. 40 615 751 = 41795 607 779,

C= 8.511. 55 267 854 = 87 746 420 752,

D= 4.407.157 954 851 =224 590 497 428.
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Vérification :

IN^ = 15 768 244 27:2 452 554 919 519 605 755 070 024.

A^= 5 691 100 414 566 556 611 789 117 416 854 125,

B' = 75 001 150 890 984 050 552 405 582 190 159,

Ç? = 675 597 806 447 545 172 824 655 512 299 008,

D"" = 1 1 528 544 920 547 669 084 1 55 429 441 746 752.

Somme ; = 1 5 768 244 272 452 554 91 9 51 9 605 755 070 024.

VII. Au moyen de la substitution indiquée, l'identité (A)

devient

(6/>^7)'[(6p-^ -4- q'f ^ (fj -+- (7'f[(6/>^ + (ff H- q'J \

= (6p^+7T[(6//-*-9'f-29«>+(7"^-6/>^f[(6;/-H7^)^ + 97 (C)

^ {qj\^[^p' -^- qy - <fY. ]

Celle-ci détermine une infinité de nombres égaux, chacun, à la

somme de deux cubes et à la somme de trois cubes.

Par exemple :

2 442'' -t- 1 628' = 1 505' -t- 407' -»- 2 488',

5 714 705' + 255 297'= 2 825 600' +117 650' -t- 5 529 550'.

Addition. — (Juillet 1878.)

VIII. Si, dans Videntité, à peu près évidente :

[u^b-*- cf— yh -t- r— «)'— (c -+- «— 6)"'— (« -+-6— c) = 24 abc, (D)

on fait

a = 5a', b = 5p', c = ?'',

elle devient

{3a' H- 5(3' -+- 7'')'= (5p' -+- r'" — ôa'f -t- {7^' H- 5a' — 5^')'

-+- (5a' -t- 5(5' — rf -+- (6aprf

•

De celle-ci, on tire une infinité de solutions de

r = x' -+- îy' -t- z' -+- î/'.

(D)
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Soient, par exemple :

a =3, (3 = 2, r = 4;

alors :

x = 7, ^ = 121 , z = 41 , M = 144, /, = Kiî).

En effet,

1 G9'= 7^ -H isr' -1- 4 1
' -+- 1 441

CX.XVII. — iSiii* un (létcriiiinaut.

(Février 1873.)

Dans le tome XIII du Bulletin de l'Académie de Belgique {*),

j'ai donné cette proposition :

dét (A -*- M, B H- N, C H- P, ...) = dét (A, B, C, D, ...)
J

H- dét (M, B, C, D, ...) H- ... -t- déi (A, N, C, D, ...) ! (1)

+ dét (M, N, P, Q, .. ). )

Soient, comme cas particulier :

M = 0, xN = — A, P = — A, Q = — A, ...

A cause des déterminants nuls, l'égalité (1) se réduit à

dét (A, B — A, C — A, ...)= dét (A, B, C, ...) (**). (2)

C) Vers 1850.

(**) Le Mémoire intitulé : Remarques sur la méthode des moindres carrés

contient diverses applications de ce théorème. (Décembre 1885.)
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CXXVIII. — Remarque sur une identité connue.

(Août 1873.)

Cette identité, cas particulier de celle que Ton doit à Euler (*),

est

(«2 + ^2 _^_ c') {a" -+- h" + c") = {aa -+- bh' -^ cc'f

H- [ab' — ba'Y -+- (6c' — cb'f -+- {ca — ac'f.

Si les nombres a, b sont proportionnels aux nombres a, b',

le second membre est composé de trois termes seulement.

Ainsi, dans ce cas, le produit d'une somme de trois carrés, par

une somme de trois carrés, est une somme de trois carrés.

Par exemple,

(52 _H 5^ + 4^) (6^ -4- 10^ + 7-) =. 96^ + 0^ H- 5^= 9 2S0 (**).

(*) Voir les Nouvelles Annales, 1874, p. fî22.

(**) Notre Théorie analytique des lignes à double courbure contient (p. 24)

une identité plus générale que celle d'Eulcr; savoir ;

y a- y [by — c'^f y a"-

= 107 a'[b'y — 0)3) -+ [by— cl3) > aa' V

-4- r^ y a'(by— c^) +- (ra —- ay) > aa'

J

-+-
j
c ^ a'(by— c'!i) + {aS — ha) > an

j

-*- [2 "*' 2 ""^ ~ 2 '^*' 2 "'] •

Les neuf quantités a, b, c, n\ b', c\ c/, (3, y sont, par exemple, des nombres

entiers quelconques.

Cette relation permet de décomposer, en quatre carrés, te produit de trois

fadeurs égaitX, chacun, à la somme de trois cai'rés.



( 143 )

CXXIX. — Sur les lignes de courhure planes.

(Juillet 1873.)

I. Je rappellerai, d'abord, ce théorème général (*) :

Soient ab, a'b', a"b", ... les sections faites, dans une surface S,

pat^ des plans P, P', P", ... ayant une enveloppe E. Soient AB,
A'B' ... ce que deviennent ces lignes lorsque les plans mobiles,

ayant roulé sur E, viennent se confondre avec un même plan n,

tangent à E. Soient enfin CD, CD', CD", ... les trajectoires

orthogonales de AB, A'B', A"B", ... Si le plan tt s'enroule autour

de E, de manière à prendre les positions P, P', P", ..., les surfaces

d'enroulement 1, T, 1", ..., engendrées par CD, CD', C"D", ...

coupent S suivant des lignes cd, c'd', c"d", ..., trajectoires ortho-

gonales de ab, a'b', a"b", ...

II. Supposons que les courbes planes ab, a'b', a"b", ... soient

des lignes de courbure de S. Alors les secondes lignes de cour-

bure sont les trajectoires cd, c'd', c"d", ..., dont il vient d'être

question. Comme je l'ai fait observer dans le petit Mémoire cité,

la détermination de ces nouvelles courbes se réduit à la

recherche des lignes planes CD, CD', C'D", ... : le premier pro-

blème, appartenant à la Géométrie de l'espace, est ramené à un

problème de Géométrie plane.

Si l'équation différentielle des courbes AB, A'B', ..., rabatte-

ments des premières lignes de courbure, dans le plan r., est

Mdx-H Niî/ = 0,

et que l'on puisse intégrer

Mdy — N(/x = ,

les surfaces d'enroulement, contenant les secondes lignes de

courbure, seront connues.

(*) Bulletin de l'Académie (février 1872). Voir aussi les Remarques sur

la théorie des courbes et des surfaces (Mém. in-8», 1875).



( 144 )

Addition. — (Janvier 1886.)

m. Remarque. — La solution précédente est en défaut

lorsque S est une surface d'enroulement. En effet, dans ce cas,

les lignes de courbure ab, a'b', ..., égales entre elles (*), ont

pour rabattement, sur le plan n, une courbe unique AB.

Mais, quand il en est ainsi, les secondes lignes de courbure cd,

c'd', ..., sont des trajectoires orthogonales des plans P, P', P", ...(**)•

IV. Supposons que l'enveloppe E se réduise à un cylindre.

Alors chacune des courbes cd, cd', ... est la développante d'une

section droite de ce cylindre. Les plans de ces lignes, au lieu

d'être tangents à un cylindre, soîit parallèles entre eux, contrai-

rement à un théorème connu.

V. Une proposition de Monge. — On lit, dans XApplication

de l'Analyse à la Géométrie (***) :

« Mais un plan ne peut être susceptible d'une seule série de

» positions, et être mobile d'une manière plus générale que de

» rouler sur une surface développable quelconque : donc il n'y

» a point d'autre surface qui jouisse de la même propriété
;

» donc la surface engendrée est définie d'une manière complète

» lorsque l'on énonce qu'une de ses lignes de courbure est

» constamment plane. »

Le sens naturel de la dernière phrase est, semble-t-il, celui-ci :

Toute surface qui admet un système de lignes de courbure planes

est une surface d'enroulement. Mais celte proposition est fausse.

L'illustre auteur a-t-il supposé, tacitement, que les lignes de cour-

bure considérées sont égales? Alors son théorème équivaudrait à

celui-ci, dont la démonstration, si elle est possible, est peut-être

difficile :

Toute surface qui admet un système de lignes de courbure

planes, égales entre elles, est une surface d'enroulement.

(*) Remarques sur la théorie..., p. 18.

(**) Loc. cit.

(***) Édition de Liouville, p. 330. II s'agit de la surface dont toutes les

normales sont tangentes à une même développable, c'est-à-dire d'une sttrface

d'enroulement.
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CXXX. — Sur l'Analyse indéterminée

du seconfl deg^ré.

(Avril 1873.)

I. En supposant

x"^ -+- y- -4- z'^ = 1 , xx' -\- yy' -\- jzz' = 0,

nous avons Irouvé (*) Videntité :

(x'^ + y"^ + z'^)^{yz" — !^y"Y -+- {zx" — xz"f -+- {xy" — yx"f^

=:{x'x"-^-y'y"-i-z'z"f-^Uyz"—zy")x''i-(zx"—xz")y'-^[xy"—yx")z'y.

Afin qu'elle soit homogène, posons :

x = ^ 3 .
h.

c'est-à-dire

K K K

r + g'^-^lf = ie; (4)

puis, en changeant de notation :

fr + gg'-,-hli' = 0, (2)

= k\rf" -^-g'g" + h'h"f (A)

H- [IXg'h" - h'g") + 9{li'f" - f'h") + hif'g" - 9'Dj- )

De là résulte le théorème suivant :

Lorsque dix quantités entières satisfont aux conditions (1),

(2), elles rendent identique l'égalité (A), dans laquelle le produit

d'une somme de trois carrés, par une somme de trois carrés, se

réduit à la somme de deux carrés.

Soient, par exemple :

f= 6, 9 = 5, A = 2, A = 7, /'^ 1, g' = '2, h' = — (j,

/" = — 5, g" = — 5, /*" = — 1.

(*) Page ôA.

10
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On doit avoir

(1^ + 2^ -^ 6^)(o- -+- D^ -^ VO = 55^ -4- 13^
ou

41 . 54 = 1 ^225 -+- 1()9 = l 594;

ce qui est exact.

II. L'identité (A.) a la forme

(/'" -+- g" -+- /*") (X' -+- Y' + 7J) = {]-' + V\ (B)

D'après une proposition connue, si les nombres U, V sont

premiers entre eux, chacun des trinômes f - -h g'^ +- h '2,

X' H- Y2 -4- Z- esf i/we somme de deux carrés. Nous avons donc

ce théorème remarquable :

Si sept entiers f, g, h, iv, f ,g', h' satisfont aux conditions :

p -+- g- H- /i^ = k\ ff -t- 99' -^ /j/i'= 0,

le trinôme f ^ -+- g'^ + li'^ est, ordinairement, la somme de

deux carrés (*).

ni. Dans ce qui va suivre, nous pouvons supposer f, g, /rpre-

miers entre eux, et f, g', h' également premiers entre eux.

En effet, si f, g, h ont un facteur commun, ce facteur doit

diviser k; et alors on peut remplacer f, g, h, k par des sous-

multiples de ces nombres. De même pour f, g', h', à cause de

la condition (2).

IV. De l'équation (2), on tire, successivement :

gY^ -t- /iVi'^= /Y'^— '2ghg'h',

ig"- -f- h^){g"- H- in = rr-^ {f>g' - 9h')\

P représentant /"^ -i- g"^ -+- h'^-.

(*) On verra, lout à l'heure, que la propriété énoncée ?k'm/ subsister,

même quand U et V ont des facteurs communs.
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Le premier théorème peut donc être remplacé par celui-ci :

f'2 _)_ g'2 _|_ jy2 ggf ffjig somme de deux carrés, an moins

lorsque kf et hg'— gh' soiit premiers entre eux (*).

V. Remarques. — 1° On a, simultanément ;

{h^-^P)V= kY--^{fh'-hf')\

Ainsi :

P est une somme de deux carrés, au moins lorsque kg' et

fh' — hf sont premiers entre eux; etc.

2" Le théorème ci-dessus (II) peut encore être énoncé

comme il suit :

Soient six entiers, f, g, h, f, g', h' satisfaisant à la condition

Si l'une des sommes

p -H g^ H- Al /"- + Çj" -+- ir-

est un carré, l'autre est, ordinairement, une somme de deux

carrés.

3° Pour satisfaire à la condition (2), f, g, h étant donnés, il

suffit, comme on sait, de prendre

f' = 9r — hp, 9'=hoc — fr, A'= /j3 — gfa; (3)

a, P, y étant des entiers quelconques.

(*) Soient

f =—], g =^, Il = 2, /,-=5,

r= 2, ^' = 5, /j' = -2;

valeurs qui satisfont aux égalités (i), (2). Il en résulte

A/' = 6, hg'-gh'= 10;

puis

8P = 6*-+-102, P= 17 = 4»-4-lî.

Ainsi, comme nous l'avons annoncé, P peut êlrc une somme de deux carrés,

même quand hg'— gh' et kf ont un facteur comnntn.
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II résulte, de ces formules,

P= liHa'' -+- p^ -t- r') — (/« -t- 9P + hyf. (D)

Ainsi, sauf les cas d'exception signalés (s'ils existent), le

second membre, somme de trois carrés, est aussi une somme de

deux carrés.

VI. Interprétation géométrique. — Soient a, (3, y les coor-

données rectangulaires d'un point M; ^, |, ^ les cosinus direc-

tifs d'une droite OA, passant par l'origine 0. II est visible que

P 2

P étant la projection de M sur OA.

Soit P == A'^ + B2, ou

P /A\^ /B\^

puis

, lAV /B
'

MP =
^-J

. ^-j
. (,6)

Cette égalité, dans laquelle A, B, A: sont des nombres entiers,

exprime que :

La distance MP est l'hypoténuse d'un triangle dont les côtés

de l'angle droit sont rationnels.

VII. Applications :

i» /"^io, g= 46, h = 2, A- = 63;

a = S, p = 4, r = i;

/'==58, g' = — 33, /i' = — 58.

P = 38' -+- 53' -- 58' = 1 144 h- 1089 + 3364 = 5 897.

Le nombre 5 897, qui est premier, a la forme 4fjt. h- 1 : il est

dans la somme de deux carrés. On trouve P= 76^ + 11^
;
puis,

au moyen de la formule (16) :

\63y
MP ....
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2° /= 45, g = /t(î, /»=!2, /c = r»5;

a =— 4, p= 5, r = 2;

p = 65'(i' -t-
5'^ -f- 2^*) — (— 43 -+- 250 -+- if

= 65* . 50 — 191'= 82 589 = 13 . 6555

= (5' -+- 2-) (73' -t- 32') = 155' + 242'= 285' + 50';

etc. (*).

VIII. Remarque. — Les entiers f, g, h, f, g', h' étant supposés

différents de zéro :

\° La quantité (hg' — gh')- -h k^f'^, égale à

ir + g'-' -^ inif- -^ II'),

est un nombre composé;

2" Ce nombre est une somme de quatre carrés : (hg' — gh')^,

(ïï%(^îy,{hiy; ... -
h-

3° // se réduit à une somme de trois carrés s* | = ^ 5

4° // est décomposable en six carrés.

IX. Autre Remarque. — Plus généralement :

Soient six entiers \, y, z, x', y', z', satisfaisant à la condition

xx' H- yy' H- zz' = 0.

\° Le nombre (zy' — yz')^ -4- (x^ -i- y^ -H z^jx'^ est composé;

2° Ce nombre, égal à (x'^ -h y'^ + z'2)(y2 •+ z^), est la somme

de six carrés.

(*) A chaque décomposition de P, en deux carrés, correspond un triangle

rectangle.
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Addition. — (Octobre 1885.)

X. Théorèmes d'Arithmétique. — 1° L'identité

(x -t- y + 1)' -h{x—yf^l==x^-t-{x-h\Y + y' -^{y -^ 1)' (E)

prouve que :

Si un nombre impair, n, est la somme de deux carrés non

consécutifs, n -i- i est la somme de quatre carrés, consécutifs deux

à deux.

2" Si Ton suppose y =x -h 2, cette identité devient

(2x -+- 5)' -t- 5 = x' -+- (x -+- If + (x + 2)'' -t- (x -+- 5)1 (F)

Par conséquent :

Tout carré impair (supérieur à 9), augmenté de 5, est la

somme de quatre carrés consécutifs; et réciproquement (*).

(*) Dans le petit Mémoire intitulé : Sur un développement de l'intégrale

elliptique de première espèce... (1886), on trouve divers théorèmes sur les

progressions. Par exemple, celui-ci :

Dans toute progression arilftmétique , lu somme des carrés de cinq termes

consécutifs est une somme de quatre carrés.
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CXXXI. — Sur uu produit iudéflni.

{Novembre 1875.)

I. Soit

y/ = (I-x')(l-a:^)(l-x^0-.O, ('»

ou

— ^.xj= — ^.{\—x)— j^[\- x')—S^{\ —r")

= j; H X" H X H X -+-•••

2 5 4

« '4 "s 's
2 5 4

H- X^ H X* H x" H X^'^ -+- •••

2 5 4

ou encore, par la sommation des séries verticales :

^ X 1 x^ I x^ 1 X*

^ -^ 1 — X 2 1 — x' 5 1 - x^ 4 1 — X* ^
^

On tire, de cette égalité (2), en prenant les dérivées :

y' 1 X x^ X?

~ 7""
(• — xf

"*"

(1 — xj '^
(-1 — x^f

"^
(1 — x^)'

"*" "" ^^'

On a aussi

II' I 2x 5x'^ 4x'

?/ 1 X 1 — x^ I — x^ 1 — x'

(*) Ce produit, considéré par Euler, donne lieu, comme on sait, à la série,

très remarquable,

1 — X — x'-^ -\- x'^ -^ x''— X^'^— X'5 -+- . .
.

,

développement de y (Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 7).

L'expression de cette série, rapportée dans le Calcul différentiel de M. Ber-

trand, est inexacte.
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Conséquemment,

1 Sac 3x^ 4x*
+

1 — X i — x^ \ — x^ \ — 2*

'I X X^ X'

(S)

(i—a;)^ (1— x^ {\—xJ {l-x'f ';

OU, ce qui est équivalent :

X x{\ — 2x') x'(2 — Dx') x'(3 — 4a;*)

(6)
(1 — xf (\ — xj (1 — X^f (1 — x*f

Pour vérifier l'égalité (5), il suffit de remplacer chaque frac-

tion par son développement en série.

Addition. — (Janvier 1886.)

II. Si Ton suppose, avec Jacobi,

X = q = e "
,

on trouve

-1 = 1 VÙi 5Â:'V E.(fe)co

y 24
"*"

3 TT^
"*"

6 TT^ TT* ^
^"

^
^

III. L'identité (6) peut être remplacée par celle-ci :

\ — "Iq"- </(2 — 5</^) «j''(4 — S</

(8)

(l -H qf (I -f- ç -+- qf^)^ (1 -H 7 -+- qi^ -4- qi^f

(i -f- q^ -+- q»^ -+- qr" + q^y

Soit it„ le terme général du premier membre ; savoir

9"-'[n — (n -+- 1)ç"+*]

(I -\- q -\- q^ -\- ••• -¥- q"f

En le développant suivant les puissances de q, on parvient

aisément à Videntité :

2 j
q"-'+{n—l )7''"'-+-(n-2)^'"+'-H(n-5)9*"+V(n-4)9'"'+'+.-- . , ,^.

= 1 H- 2^^ -+- Sq^^ -+- 49^ -+- •••

(*) Recherches sur quelques produits..., p. 92.



( 153 )

IV. On vient de voir que

I — 1(f-
°tq — Zq' dq' — Itq" Uq^ — 5^^

(4 _ fjj (I _ q^f (I ._
q^Y (1 _ ^«f (1 — qY

D'autre part (*) :

1 — 2q^ 'iq — Zq" âq'— 4r/' iq'' - S«/"

{f-qy-
"*"

(T-'^r
"^

(1 - qj
"^

(1 - qr

Par conséquent, il y a équivalence entre les séries composant

les premiers membres.

CXILXII. — Deux leçons de Probabilités (1897) (**).

I. Bègle de la moyenne arithmétique. — Supposons que l'on

ait mesuré deux fois, trois fois, ... n fois une longueur inconnue,

X, et que les résultats obtenus, k^, A;.^, ... k„, soient tt^ès peu

différents les uns des autres (***). Si toutes ces mesures sont

également probables, c'est-à-dire si l'on n'a aucune raison d'en

préférer une aux autres, on doit prendre
^

/m -f- A-^ h y- A„x= (1
n

Soit d'abord le cas de deux observations, et, pour fixer les

idées, ki^ < L^. Vhypolhèse la plus naturelle est que x est com-

prise entre k^ et A*2> et également éloignée de ces limites. Ainsi

k^ — x==x— k^; d'où

k, H- L2
X=

ï>

(•) iVo^eCXXIV, p. 128.

(**) Elles font partie d'un Traite inédit.

(***) Cette condition préliminaire, sur laquelle les Auteurs n'insistent

pas assez, est absolument indispensable. Si trois observations, par exemple,

ont donné environ 1 mètre, et une quatrième observation, 2 mètres, celle-ci

doit être annulée.
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S'il y a trois observations, on peut les combiner deux à

deux, en prenant

kl -+ k^ k.i -h k^ k^ -¥- kl

Les erreurs correspondantes seront

h, -H /co k^ + k, k^ -\- kz

Si l'on veut que la somme de ces erreurs soit mille, on a

l'équation

ox — [ki -f- k^ -+- Ais) = ,

ou
/c, -\- ki -i- k-^

x = ;

etc.

En générai, d'après la formule (1),

{x — kl) -+- (a; — k^) -4- ••• -t- (x — A',,) == 0.

Ainsi, le principe de la moyenne suppose nulle la somme des

erreurs.

II. Remarque. — Cette démonstration, très élémentaire, est

peu rigoureuse. On l'acceptera, je l'espère, après l'énuméraiion

suivante :

1" Dans la Théorie des moindres carrés (*), Gauss, avant de

démontrer (?) la formule (1), s'énonce ainsi, à propos d'un

Lemme préliminaire :

« Si l'on objecte que cette convention est arbitraire et ne

» semble pas nécessaire, nous en convenons volontiers. La

I) question qui nous occupe a, dans sa nature même, quelque

» chose de vague et ne peut être bien précisée que par un

» principe jusqu'à un certain point arbitraire. La détermination

» d'une grandeur par l'observation peut se comparer, avec

(•) Traduction de M. Bertrand (1857) (pp. 6 et 7).



(
Joa )

» quelque justesse, à un jeu dans lequel il y aurait une perte à

» craindre et aucun gain à espérer. » ... « Mais quelle perte

» doit-on assimiler à une erreur délerminée? C'est ce qui n'est

)> pas clair en soi ; cette détermination dépend en partie de

» notre volonté... »

« Laplace a considéré la question d'une manière analogue...

» Cette hypothèse (*), si nous ne nous faisons pas illusion, n'est

» pas moins arbitraire que la nôtre » ; etc., etc. (**).

Ce n'est pas tout. Gauss dit encore : « La moyenne arithmétique

» des valeurs observées est la valeur la plus probable de celte

» quantité (x), sinon en toute rigueur, du moins avec une

» grande approximation, de telle sorte que le plus sûr soit ton-

» jours de s'y arrêter » (p. 118). Le Géomètre rigoureux par

excellence admet donc, comme axiome, une proposition fausse

dans certains cas!

2° Encke a fait, pour le cas de trois quantités, une tentative

de démonstration; mais elle suppose que la valeur la plus pro-

bable est la même que si, au lieu des mesures A,, A^, k^, on

avait pris
^

(A;, -h Ag), ^ (A:, -+- A's), k^ .

Comme le fait observer M. De Tilly (***), cette hypothèse est,

au fond, un postulatum nouveau.

3° Dans son Traité élémentaire du calcul des erreurs ("),

M. Faà de Bruno s'exprime en ces termes :

« La valeur la plus plausible... sera celle dont les différences

» avec les valeurs observées seront les plus petites. Si cela est,

» il faudra aussi que la somme de ces différences prises en

» valeur absolue soit la plus petite possible. Pour réaliser celte

» condition algébriquement, nous dirons (sic) que la somme
» des carrés des erreurs doit élre un minimum. »

Autant de mots, autant ... (ïerreurs.

(*) Celle de Laplace.

(**) Ces raisonnements font songer à. ceux qu'emploie Sganarelle

{Le Médecin malgré lui; acte II, scène VI).

(*'*) Nouvelle Correspondance mathémalique, t. I, p. l-i5.

(") Page IS.
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Soient, pour fixer les idées, OA = 5, OB == 6, OC = 8. Soit

à déterminer le point M par la condition

AM -4- DM -t- CM= min.;

M

A B C

les distances étant prises en valeurs absolues. A cause de

BM H- CM = BC = 2, le point M, supposé situé entre B et C,

doit être le plus près possible de A : il doit se confondre

avec B. La formule qui répond au problème de M. Faà est donc

x= 6, et nona; = ^±|:ti.

En outre, si l'on veut que ÂM^ -i- BM^ H- CM^ soit un

minimum, on trouve

(x — o) -+- (x — 0) -H (rr — 8) = 0.

4° Meyer, mon savant prédécesseur, admet que « la valeur

» la plus avantageuse (sîc) du résultat d'un grand nombre d'ob-

» servalions est celle que l'on déduit de leur moyenne arithmé-

» tique (*) »,

5" M. H. Laurent fait un véritable entassement d'intégrales (**).

6" D'après M. De Tilly, excellent juge : « le principe de la

" moyenne est établi ... lorsque le nombre des données est

» infini et lorsqu'il est égal à deux ... il est impossible de

» démontrer ... le principe de la moyenne entre trois quan-

.. liiés (***) ...

7" Une Théorie analij tique des moindres carrés, due à

M. Biver, est basée sur la proposition suivante, véritable non-

sens :

La dérivée de 9 (x^ ->r y"^ -k- z^ -h ...^ est

(p'(a;' -f- î/' -4- z' -- ...) X (i2x -*- ly -t- 2z -+- •••) f ).

(*) Calcul des probabilités, publié par M. Folie, p. 213.

(*') Traité du calcul des probabilités, pp. 144 et suiv.

(***) Nouvelle Correspondance mathématique, t. [, p. 144.

(") Journal de Liouville, 1853. p. 177.
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III. Méthode des moindres carres (*). — Soil P la probîi-

bililé du concours «les erreurs A,, A^, ..., Au. Après avoir

démontré (?) la formule

Gauss en déduit, comme il suit, la règle des moindres carrés:

« Il faut, pour que le produit P devienne maximum, que la

» son)me
Aï -+- AI -+- A? -+- •••

» devienne minimum. Donc le système de valeurs des inconnues,

» le plus probable, correspond au cas où les carrés des diffé-

» renées ... donnent la somme la plus petite possible, pourvu

» que toutes les observations soient également présumées pré-

» cises. » (sic) (**)

Voici une autre manière, très simple, d'arriver à la même
conclusion.

Supposons que des éléments inconnus, x, y, z, ... soient liés,

à des paramètres a, b, c, ... p, a', b', c', ... p', ..., par des équa-

tions de la forme

V = ax -H 6?/ -+- CI -+- ••• -+- jo = 0.

Si les valeurs de ces paramètres étaient données exactement,

les équations

V = 0, V' = (), V" = 0,... (1)

en nombre égal à celui des inconnues x, y, z, ... détermineraient

celles-ci.

De plus, on pourrait remplacer le système (1) par l'équation

unique

y^r==o. (2)

Au lieu de cela, et quelles que soient les valeurs adoptées

pour X, y, z, ..., les seconds membres des équations (1) sont

(*) On devrait dire : de la moindre somme des carrés.

(**) Méthode..., p. 121.
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des quantités w, iv', w", ..., très petites si les observations ont

été bien faites : ces quantités sont les erreurs provenant des

observations.

L'équation (2) est remplacée par

2v.=2 vr

La quantité lid^ ne pouvant être nulle, il est naturel de dispo-

ser des valeurs de x, y, z, ... de manière qu'elle soit la plus

petite possible. On est ainsi conduit au principe de la moindre

somme des carrés des erreurs, découvert, presque simultanément,

par Legendre et par Gauss (*).

CXXXIII. — Sur les uorniales à certaines courbes.

{Novembre 1873.)

1. Problème (**). — Sur la tangente MP à une courbe donnée,

A!V1B, on prend MP = "PCs), s désignant l'arc A M, compté à

partir d'un point fixe A. Le lieu du point P est une ligne

PP P"... On propose de construire la normale PN, située dans le

plan oscillateur à la courbe donnée.

X, y, z étant les coordonnées de M, les coordonnées de- P sont,

avec les notations ordinaires :

= a(\ -H o') + a'cp, !

= 6(1 -+- 9') -4- 6'(p,
I

(2)

= c{\ -+- (p') -t- c'qj.

(*) Pour les développemcnls, voir nos Remarques sur la méthode des

moindres carrés.

(**) Le lecteur est prié de faire la figure.

X,
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Les premiers membres sont proportionnels aux cosinus diree-

lifs de la tangente PS; donc l'équation du plan normal, en P, à

la courbe PP', est

2(X-x,)[«(1 -f-9') + «>] = 0. (5)

Les équations de la normale principale MC, à la courbe don-

née, sont (*)

X— X Y — V Z — z

a h c

Les valeurs de X, Y, Z, satisfaisant aux équations (5), (4),

sont les coordonnées du point ÎV où la normale PN rencontre

MC. Si l'on fait MN= />, on a, par les proportions (4) :

X — x = pa'o, Y

—

y^=pb'ç, Z — z=^pc'ç[*'). (5)

On a aussi

X — ii'i == (X — x) — [xi — x) = pa'ç — «©.

Donc l'équation (3) devient

ou

p

ou

p = p(l + cp'). (6)

U. Soit Pj le point symétrique de P, relativement à M; soit

pi la distance MN^ :

Par conséquent,

1

-(p-+-p,)=P- (7)

(*) Voir notre TJicorie analytique des lignes à double courbure, p. 9.

(**) A cause de
1

MC= ? = .
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Ainsi, le centre de courbure, C, est le milieu du segment déter-

miné, sur la normale principale, par les normales MN, MNj (*).

m. Supposons que la distance MP soit constante, auquel cas

la courbe PP'P" ... est une sorte de parallèle à la courbe

donnée (**).

Alors cp' = 0, et

P = ? (8)

Donc, si une droite MPQR glisse tangentiellement à une

courbe donnée AMB, et que PP', QQ', RR', ... soient les trajec-

toires de ses différents points, les plans normaux en P, Q, R, ... à

toutes ces trajectoires, passent au centre de courbure C, de AMB.
Autrement dit, ces plans normaux se coupent suivant la droite

polaire CK (***).

IV. D'après les formules (2) et (6) :

n désignant la longueur du segment PN de la normale.

Les cosinus directifs de cette droite sont donc

L \a(i + 9') + a'ç], ^ [6(1 + cp') + b% '-[e{\ + 9') + c'cp].

n^ n -' n'- -^

Par suite, si est l'angle des deux tangentes :

ou

cos ô= - (1 -+- 9'j,
n

cose = - = cosMCP. (10)

(*) Dès 1857, M. Mannheim a trouvé, ^owr les courbes planes, des théo-

rèmes analogues à celui-ci. (Voir les Nouvelles Annales, les Annali mnte-

matica, etc.)

(**) Nous l'appellerons pseudo-parallèle.

("*) Propriété connue, évidente par la théorie des axes instantanés.



( i(;i )

En efFel, PS est dans le plan oscillateur PMC (*), et les an-

gles TPS, MCP ont les côtés respectivement perpendiculaires.

De plus, par la formule (9) :

cis,

ds
(11)

Addition. — {Janvier 1886.)

V. Considérons la développable S, ayant AMB pour arête de

rebroussement. Le plan tangent en P,à S, contient la tangente PS

à la courbe PP'. D'ailleurs ce plan est oseulateur, en M, à l'arête

de rebroussement. Donc celui-ci conîient PS.

VI. En revenant au cas particulier de PM= cows^, projetons

„ la figure sur le plan oscillateur PMC. Les

tangentes PS, QU, aux pseudo-parallèles,

sont perpendiculaires, respectivement, à CP,

CQ, ... Donc, d'après un théorème connu,

Venveloppe de ces droites, c'est-à-dire l'anti-

podaire de MP, est la parabole qui a M pour

sommet, C pour foyer.

Vif. Courbure de la pseudo-parallèle. —
On a

1 1

-= —2 {(ixid^i/i — dijid''Xif, '12)

quelle que soit la variable indépendante. Supposons que ce soit s.

Alors, si nous désignons MP par A: :

dxi =(a -+- a'k)ds, dyy ={h -+- b'k)ds,

v^Xi= («' -t- a"k)ds^, f^-^yi= C*'
+- b"li)ds^,

dxid^yi— dy^d'^Xi= \{ab'— ha')-^{ah"— ba")k-\-{a'b"— b'a")k^^ds^.

(*) Voir le paragraphe V.

\\
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A cause de J^
= -^ la formule (12) devient

m
pourvu que l'on fasse

S = 2 («^' — ba'f + k' 2 {ah"- ba"f + Jà J («'^" - ^>'«"f

-4- 2ic 2 («&' — ^«') («'^" — ^«") *- ^^' 2 ^^^^' ~ '*«')(«'''"— ^''*")

-+- 2fc'» y (a6" — ha") [a'b" — ^'a").

Or (*) :

y [ah' - ba'f = V 2 («''" - ''«")'= -r7 (p' + '-'p")'
•^ p'' -^ r p*

P \P

y («6' - 6a')(a6" - ha") = - ^ -^ r^ ( )
=-

S{ab'-ba'){a'b"~b'a")=2---[--^-]=-'
"^ *-

p p \r p / p

2 [ah" — ba"){a'b-' — b'a") =— ^ -

—

z^ I

- +

Ainsi,

1 , p' F / p^

p p p ^ ^

ou, après quelques réductions faciles,

p/ p

hS' k' l\ 1\ \\
1

2/

'^7 (n-— A-pp'/
Fn^

La formule demandée est donc

1 _ \

pi '^

(«^-A'pp'f (14)

(*) Théorie analytique des lignes à double courbure, pp. lô et suiv.

(**) Ici, n est un cosinus directif.
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VIII. Remarques. — 1" Si Ton suppose r infini, auquel cas la

courbe donnée est plane, la formule (14) se réduit à

- = ± ^- 15)

p, n"

2" Nous venons de rappeler que :

2 («6' - baj =-L 2 («''>" - b'a"? = A (4 -^ A
P P -P' »"

D'un autre côté (*) :

y (ab' — ba')c" =
-' rf

Donc, par l'élimination de r et de p :

2 {a'b" — b'a'J = [2 [ab' - ba'f]' + [^ [ab'— 6a')c"
J. (1 6)

Dans celte identité, a, b, c sont des fonctions d'une variable s,

vérifiant la condition

«'^
-t- />'^ -t- c' = 1

.

5° Soit R le rayon de courbure, en C, de la développée de AMB.
On sait que R= pp'. La formule (14), si l'on adopte le signe -+-,

devient

if

On conclut, de celle-ci

^1
—
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CVXXIV. — Lue iiité^irale fl'équatiou.

{Juin 1874) (*).

Soit réquation différentielle

(Ix (II/

-=0, (1)

1/ x- -+- 1 \ >j- -t- l

dont rintégrale immédiate est

^(a: -f- \ X-+ l)-f- 4^ (y + l V -+- l) = -("(." + V VTl"),

ou

(x -H \/x- -H I ) (r/ -f- l V~Tl) = .a + l/^'-H- 1. (2)

Comme facteur intégrant, on peut prendre

Kn effet,

/ A \ / -A \

di 1
^/f -7=1

dy l/x' H- 1 \ if -k- \ dx

De plus, le premier membre de la proposée est une différen-

tielle exacte. Donc, si l'on remplace 1 par — c, et que l'on isole

le radical, l'intégrale médiate, mise sous l'orme rationnelle, est

x" -+- }/' -4- !2rx^ -+- 1 — 0" = 0. (4)

(') Introduction au théorème d"Euler, sur lintcgralc algébrique de

dx (il/

1 = 0.

\/l — c- sin- X \ I — r- sin- //
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CXVX^ . — Sur les surfaces orthosouales.

{Juin 1874) (*).

I. Problème. — Déterminer toutes les surfaces 1 qui coupent,

ûrthog&natement , les surfaces S représentées par

Cherchons d'abord les trajectoires orthogonales des surfaces S.

Soit Vdx -i- Qdfj -\- Rdz la différentielle de F(x, y,s). Les

équations différentielles du problème sont :

dx (lu dz—=—=

—

(2)
P Q R ^

'

Les surfaces S, se succédant d'une manière continue, admet-

tent une infinité de trajectoires orthogonales; donc les éqitations

mnultanées (2) sont toujours intégrahks. Si

en sont les intégrales, celles-ci représentent toutes les trajectoires

cherchées, et

l\x, tf, z)= Œ[/t(ar, tf, z}j (4)

représente toutes les surfaces 2, f étant une fonction arbitraire (**).

(") Cn extrait de cette Note a para dans les Comptes rendus (séance du.

6 juillet 1874) . La méthode est celle dont j'ai fait usage dans le petit Mémoire

întilnlé : Recherche des lignes de courbure de la surface lieu des points dont

la somme des distances à deux droites qm se coupent est constante (Académie

DE Belgique, Satamts étrangers, t. XXXII).

(") De là résalte que si^ comme on Ta supposé,

P(ix -t- Qdy +- R(fc =
est inté^rMe^ Fiiit^ratton de

équivaut au problème proposé-
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II. Problème. — 1" Reconnaître si les surfaces S, représentées

par l'équation (1), appartiennent à un système orthogonal triple ;

2" Trouver, si elles existent, les surfaces 2, , 2^ qui, avec les

surfaces S, constituent le système.

Attribuons à la fonction (p deux formes particulières, <]) eln :

si les surfaces correspondantes sont orthogonales, le problème

sera résolu. La condition à'orthogonalité est

dfV

dxl
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buées à x, doit, en particulier, être nulle pour oc == 0. Ainsi,

déjà, les paramètres satisfont à la condition

F(«, 6, o) = 0.

2° Soit

y == F(o, 6, x) — F(«, h, o).

(]ette fonction ?/, identiquement nulle pour x == 0, doit être

toujours nulle, c'est-à-dire constante. Comme le premier terme

est variable et le second terme constant, la condition imposée

est absurde, à moins que y ait la forme 9(a, b)X, et que les

paramètres vérifient l'équation (p(«, 6) = (*).

3° De
F(o, h, x) — F(fl, h, 0) = (p[a, b)X,

on conclut que
F(«, h, x) = A -4- aX

,

les quantités A , / étant indépendantes de x , et la fonction X
n'étant pas infinie pour x= 0.

En outre, les valeurs des paramètres sont données par les

équations

A = 0, X = 0.

IV. Revenons aux équations (o), (5) ; et supposons, comme

précédemment, que les valeurs de x, y, tirées des deux pre-

mières, soient substituées dans la troisième. Si le système

orthogonal existe, on devra pouvoir disposer des fonctions ç, r.,

de manière à faire disparaître z. D'après le dernier paragraphe,

le résultat de la substitution a la forme A -+- XZ. Et comme les

quantités ^j^' -4- ti', ^^V sont indépendantes de z, on a, séparé-

ment :

dfv idfv idfY
' > ' ' ' ' ' ^ =Ah- aZ,

dxl \dyl \dz

,lld£ _^d£dj^^
'!L'lll=.Yi ^ ^Z,

) (8)
dx dx dy dtj dz dz

dx I \dy I \ dz

(*) La fonction X ne doit pas devenir infinie pour x = 0. Elle peut

contenir a et h.
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Nous croyons donc pouvoir énoncer ce théorème :

Soient

les équations d'une infinité de lignes, trajectoires orthogonales

des surfaces S représentées par F(x, y, z) = c. Pour que ces

surfaces puissent faire partie d'un système orthogonal triple, les

dérivées partielles ^ , j-, ... doivent, après l'élimination de x, y,

satisfaire aux équations (8), dans lesquelles les quantités A, B, C,

\ fx, V sont indépendantes de z (*).

V. Au moyen des valeurs (8), l'équation (5) devient

(A -+- iZ) — (B -+- fxZ)(i];' +- tt') -\- (C + vZ)4;V = 0.

Cette équation de condition, devant avoir lieu quel que soit z,

se décompose en

A — ïi(^' -4- 71-') -4- C^P'tt' = , / — ;"(<]>' -+- n') -+- v\^'tc' = 0.

(la
Par conséquent, ^' et n' sont les deux valeurs de ^, satisfaisant

à l'équation

(B^ -M \jj -^ (Cl - A.) Uj + A^ - BA = 0, (9)

du premier ordre et du second degré. Une équation du premier

ordre ayant toujours une intégrale, il s'ensuit que: Si les condi-

tions (8) sont remplies, il existe deux séries de surfaces 2i , 2<^,

formant, avec les surfaces S, un système triplement orthogonal.

Les conditions (8), nécessaires, sont donc suffisantes (**).

'

(*) Quand l'équalion donnée a la forme

X-hY-+-Z = 0,

les égalités (8) conduisent, assez rapidement, aux conditions

X'X'" = 2(X" - aj(\" - b), Y'V" = 2(Y" — a) (¥'' — 6)

,

Z'Z"' = 2(Z"- a)(Z" — 6),

trouvées par M. Serret {Journal de Lîouvilte, t. XII).

(**) Les doutes exprimés dans la Note Insérée aux Comptes rendus
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VI. Application.

{e" -+- e"'')(e'' -*- e'") = c sin z,

ou

Donc
g,i- g-o: gv g-,v ,,Q5 2

P= Q = , R = _ ___
:

e"-' -4- e'"' e" +- e~" sin z

puis

dx dy dz

gi g-x^ ^gv g-y\ /(,Qs
„

\ev H- e-V \sin z

Les intégrales sont

gV _ g-y

ces z ces

Par suite :

df e^ -+- e'""' c?/ fd

dx ces z </?/ dz

(e^.
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Ces valeurs, comparées à

A-t-AZ, B -^ A'Z, C-+-vZ,
donnent :

A = «''-4- 4, A = «^-t-4, B = 0, Ac=«Ê, C = [3'-f-4,

v = [32^4, Z = tg^z.

L'équation (9) se réduit à

Va' H- 4 l/p-^ + 4

L'intégrale de celle-ci est (*)

a^ -+- p'' =b /lap -t- 4 — /i' = 0.

Par conséquent, les surfaces 2^, ^2 sont représentées par

{e— e-'^f -4- {e^ - e-î'f -^ /i(e=^— e-^)(e^ — e"^) + (4 — ]f) ces' z= 0,

(e^ — e-'f -I- (e!' — e'-^f— ^(e* — e-^)(e"— e"!') -4- (4— gf')cos'z= 0.

Elles constituent, avec les surfaces données, un système triple-

ment orthogonal.

VIL Cas particulier remarquable. Supposons que l'équation

donnée ait la forme

F(x)-+-F(t/) + F(z) = cn. (10)

Considérons la ligne (inconnue) dont les équations seraient

/» = /(«/) -A^), ("»)

puis les surfaces 2 contenant cette ligne. Leur équation est

/•(x)-/-(z) + A[/'(y)-/-(z)] = o. m)

C) Voir la Noie CXXXIV, p. 164.

(**) Chacune des surfaces S, représenlée par cette équation, est située

de la même manière relalivenient aux trois plans coordonnés. Si, par

exemple,
F(a;) = kx^ -f- V^x -+- G,

S est une surface de révolution autour de la droite isogonale.
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La condition d'orthogonalité de S et de 2 est

F'(x)/» -^ >F'(^)/-'(.v) - (1 -H A)F'(z)/"(z) = 0.

Elle devient identique si Ton prend

OU

/• (Ix f à\i
.

/^ (/z

Soient maintenant deux surfaces 2), Sg, la première repré-

sentée par 1 équation (12), la seconde par

/•(x)-/(z)-t-4/(y)-/-(z)l = 0. (15)

La condition d'orthogonalité est

\J\X)\^ ^ A4/"(;.y)J -4- (1+ l){\ H- ^)[/'(z)]^ =0.

Elle se réduite une identité, pour x = y =z, si les constantes

>, w vérifient la relation

4 -H ;^ya-+-(l -+- A)(l -4- A') = 0. (14)

En résumé :

Par la droite isogonale passent une infinité de couples de sur-

faces 2], 22? orthogonales deux à deux (*), et orthogonales à

toutes les surfaces S (**).

Vin. Suite. — Dans l'équation (10), je prends

F(a;) = 4^sinx, (15)

de manière que les surfaces S sont représentées par

sin X . sin îy . sin z = sin c.

(*) A chaque valeur de i correspond une valeur de y-.

(**) Ce n'est donc point là un système triplement orthogonal, dans le sens

habituel de l'expression.
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Les équations (8) deviennent

dx dy dz

cot X cot y cot z

On déduit, de celles-ci :

cos X cos y= a, = p.
COS z cos z

Donc

doLV (daV [daV sin^iccos^z+cos^xsin^z 1+a^— 2a^cos'^zt]\ ctw i±y^
dxl \diii \dzldyl \dzl cos*z cos'^z

da. dp dcc dp da dp cos x cos y sin''' z ap(l — cos^ z)

dx dx dy dy dz dz cos* z cos^ z

dpy fdpy IdpV sin-'t/cos'z + cos'î/sin'z d+jS'— 2p'cos'

dxl \dyl \dzl cos*z cos'^z

puis

A = — 2a^ A= 1 -+- a^ B = — «[3, p = «8,

1

C = — 2p\ V = i -+- S^ z =
cos'z

L'équation (9) est, par suite,

.8r-i)(-) ...K-«(-)_.«„'_,)=o.

Celle-ci n'est peut-être pas facilement intégrable ; mais le sys-

tème triple existe.

IX. Remarque. — Soient, comme précédemment,

fix,y,z) = a, fi{x,y,z) = p (3)

les intégrales des équations simultanées :

dx dy dzy "q ^ ¥ *

^^'



Par la théorie connue

df

dx
Q
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dy

df
K-f = 0,

dz

df\ df, df\

dx dy dz

puis

Q R = ô; (Ki)
df^(li\ _d£dj^ dfdf\__dfdf\ df dl\ df df

dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx

6 étant une fonction de x, y, z, ou une constante.

On conclut, de ces proportions :

.^ndf'dfi dfdfXn

La somme contenue dans le second membre est la même
chose que

dy

dz dz]

\dxl \dyl \dzi J \\dx

_\d±df\^ cllclf, dfdf,

dx dx dy dy

c'est-à-dire, d'après les formules (8),

(Ah- ;.Z)(C-t- yZ)-(B -+- pZy

Donc, finalement,

(A -H aZ)(C + vZ) — (B + ^Z)- = Q^ R^
(18)

X. Application. — Dans l'exemple ci-dessus (VIII) :

P = cota;, Q = cotî/, R = cotz5

ces </

k-^ xl^

ces X
a = î

cos z

\ -^ a? — 2a:^ COS' Z

P
=

COS

cos^z

C -H vZ ^=

^-^- fJ!.Z = a.^{\ — COS^z)

COS"

1 -t- p- — 2,S' cos" z
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Donc
(A H- aZ)(C -f vZ) - (B -t- Xfjif

= -^-[(1 +a^— 2a'cos'z)(i + (3'^— 2p'^cos^z)— a^(3^(l— cos'zf],

ou
(A + aZ)(C -+- vZ) — (B H- Ki^f

I= ^ (1 -+- a' -t- (5''' — 2 (a'^ + p^ -+- a^(3-) cos'' z + 3a^(3'' cos' z\.

D'un autre côté,

. a^cos^^'z p^cos'^z cos'z

1 — a' ces' z 1 — (3^ cos^ z sin^ z

ou, après quelques réductions,

(1 _ a^ ces- z)(l — f cos^ z) sin' z[P^ -«- Q' h- R']

= cos' z[1 ^ a^ -H p^— 2(«' H- p^ -- a^8-) cos' z + 3a^p^ cos* z].

La comparaison avec la relation (18) donne

eos^ z

(4 — a^ cos^ z)(l — p^ cos'^ z) sin^ z'

ou plutôt,

.^
cos^z

sin^ se sin^ y sin^ z
'

expression qui s'accorde avec les égalités (16).

Addition. — {Février 1886.)

XI. Une propriété numérique. — L'équation (9) a la forme

(Bc — Cb)x^ + (Co — Ac)x + A6 — Ca= 0.

Celle-ci étant résolue par rapport à x, la quantité sous le

radical est

(Ca — kcf— 4(Bf — C6)(A6 — Ba).
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Si on la multiple par C^, et qu'on emploie la transformation

ordinaire, on trouve l'identité

C\{Ca — Acf — 4(Bc - a>){Ab — Ba)] )

= [Chi -+- (2B'' — AC) r — 2BC6P— 4(B'^ — AC)(Bc — Chf )
^ '

Par conséquent :

A, B, C, a, b, e, m étant des nombres entiers, la quantité

^[(Ca— hcf — 4(Bc — C6)(A6 — Ba)]

est une somme de deux carrés, si B^ — AC =— in^.

XII. Suite. — D'après cette remarque, l'identité (A) prend

la forme

X et Y étant des nombres entiers. De cette égalité, on con-

clut, facilement,

N = X'^ -t- Y'^

même quand X et Y ont des facteurs communs. L'énoncé précé-

dent peut donc être remplacé par celui-ci :

A, B, C, a, b, c, m étant des nombres entiers, la quantité

N = (Ca — Ac)- — 4(Bc — C6)(A6 — Ba)

est une somme de deux carrés, si B'^ — AC=— ni'.

XIII. Applications.

1" A = 2, B = 5, C = 17, a = i, 6^5, c = 2, w = o.

On a

N = 15' H- 4 . 41 = 535 = 18' + 51

2° A = 2, B = 1, C=15, a=l, 6 = 2, c= 5, m = 5.

On trouve

N = 7- + 4 . 25 . 5 = 525 = 1 8' + r = 17' -H 6-= 1 5' -+- 10^
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CXXX\T. — Sur une intégrale psendo-elliptiqne (*).

I. Une lettre de Fuss à Condorcel, rappelée par M. Darboiix(**),

contient le passage suivant :

« ... La formule intégrale

./
dx l/|

1 — x^

» qu'il (Euler) observe pouvoir être rendue rationnelle (***)

» moyennant la substitution singulière

\/\ ^f -+- \/\ —f
V V~i

» quoiqu'il ait cru autrefois qu'il soit impossible de la réduire

» à la rationalité par quelque substitution que ce soit, parce

» qu'il en pouvoit (") exprimer l'intégrale par des logarithmes

» et des arcs de cercles... »

Je vais montrer, dans cette courte Note, que la substitution

employée par Euler, au lieu d'être singulière, est, pour ainsi

dire, forcée, en ce sens qu'elle est la résultante de plusieurs

transformations simples et connues,

II. Soit

1" Si l'on fait

V \ -^ x'

^ = ig^9r), (2)

(*) Nouvelle Correspondance mathématique (1880). A propos d'un travail

de M. Hermile, publié dans le Journal de Resal, l. VI, p. 5.

(**) BuUclin des Sciences, mai 1879, p. 226.

("*) C'est, bien entendu, la différentielle qui peut être rendue rationnelle.

(") Plus loin, nous reviendrons sur ce mol.

{") Legendre, Traité des fonctions elliptiques, t. I, p. d.
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on trouve :

1 sin^'i

(Iw COS CD 2
dx = , 1— x*=4 ^—

-.,, I-4-a;*=4
1 -+- COS <p (I -f-COSCp)''' (1 -+- COS (p)*

V'i-isin^
rfx 1/ 1 -h X*= 2— -— d(p;

(1 -+- coscp)

puis

du = d(p. (3)
•^ 2 coscp

^ ^
^

2° Faisons

siii 9 = r:
;

et, par conséquent,

\/l-isin^

f/cp oos (pd(p dz

cos (p ces" <p 1 — z*

L'équation (3) devient
4~~

Ainsi, .(/ n'esf pas une intégrale elliptique (*).

5° Pour faire disparaître le radical, on peut poser

z—- = sin $. (6)

1/2

De là résulte, immédiatement,

\ cos^ ede
dy=-—. ..

(7)

1/2 1—2 sin' 6

(*) D'après cela, dans le fragment rapporté plus haut, ne doit-on pas

lire pourrait, au lieu de pouvait? Si, a priori^ Euler regardait ''^
'"'"'^

dx

comme la différentielle d'une intégrale elliptique, il devait conclure, comme

récrit Fuss, à l'impossibilité de la rendre rationnelle.

12
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4** Enfin, la transformation habituelle :

l^ô==t, (8)

donne

<Iy=^-- ^ (9)

1/2(1 — 0(1 -+-«')

ou

dy = i df 1 / f/< dt

2 1/2 1 -+- f' 4 1-^2 V <+ 1 « — 1

5° L'intégrale est donc

1 1 p f + 1

y = ^ arc t^ 1 h : -<^
• h const.

21/2 ' 4\/2 < — 1

111. Des formules (2), (4), (6), (8), on tire, successivement

^-V]
1 — coscp 1 — coscp 1 — l/l — z^

1 -t- coscp sin cp

1— l/l— 2sin'â V ^ ^_ ^

-v/i—

^

1/2 sin 6 i/« ^
1/2.

1/1 -f-i^

et enfin

x= ; . (H)

ce qui, sauf une insignifiante différence de signes (*), est la trans-

formation employée par Euler. Celle-ci, comme je l'ai dit en

commençant, était donc forcée.

(*) Dans

l/l -t-
p^

-t- l/l — p»
x = —

,

pl/2

on peut convenir de prendre négativement le second radical, afin quep=
donne x= 0.



( 179 )

IV. L'équation (il) donne

xl/2

1^1 -f-x*

On a donc, an lieu de l'inlégrale (10),

1 xV^i
y z= - arc tg —zii^zzi:

-

1 „ 0-1/2 -4- l/l -+- x'

- < ~ :^z=i= -+- const.
;

ou, sous une forme un peu plus simple.

xl/2 1 ,3 xl/2 -+- l/i -+- a:*

arc sin 1— 4 " =: r::=
1 H- X- 2 X 1/2 — l/l -t- X*

Si l'inlégrale est comptée à partir de x= 0,

v =—= '

2I/2L
const.

f 1

dx=:
I — r* 21/2

xl/2 1 p l/l-i-jc*-t-xl/2

1 -l-.T" ^ i/^r;:^_x\/2

ou enfin

/ • dx =
J 1-.T^ 21/2

formule connue (*).

(*) Cours d'Analyse, |». 138

a;V/2 .^ l/l-t-x
arc sin \-

\

1 -4-:r' 1

7—\ n
1 — x' J
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C3IL3i.lLTII. — iSnr les Élassoïdes (189») f).

ï. Transformation des formules. — Aux formules (87) de

mon ancien Mémoire (**), on peut substituer celles-ci, dont la

vérification est facile (***)
:

X = (p'{a) sin a -+- <f"{a) ces a -+- ^'{b) sin 6 -+- 4'"(^) ^^s 6,

t/ = (p'(a) cos a— (p"(a) sin a -+- t|^'(6) CCS 6— ^"{b)sin b, [ {i)

z = l/^T[9(a) -* ?"(«)-m - ¥^^)\'

En particulier :

X = (p'(a) sin a +- (p"(a) ces a -+- cp'(6) sin 6 +- cp"(^) tîos b,

y = (p'(a) CCS a — 9"(«) sin a -+- (f'{a) ces 6 — 9"(^) sin 6, l (2)

z = \/=T[(p(a) H- ç"(a) - 9(6) - 9"(6)] H-

IL Élassoïdes algébriques. — Pour en obtenir, il suffit de

supposer que f{a) soit fonction de sin a ou de cos a.

Prenons, par exemple,

(p(a) = cos 2a, (5)

auquel cas les formules (2) deviennent

X y
COS* a -4- cos^ 6= > sin'a-t- sin^ô = -'

4 4

z -^—
cos^a— cos^6= \/— 1 C).

6
^'

(4)

(*) Surfaces à courbure moyenne nulle. Cette dénomination d'élassotde

a été proposée par M. Ribaucour, dans le beau Mémoire couronné, en 1880,

par l'Académie de Belgique.

(**) Journal de l'École polytechnique, 37* Cahier, p. 156.

("*) Elle se fait comme on le voit à l'endroit cité.

(") Le système (2), ne renfermant qu'une fonction arbitraire, ne con-

stitue pas l'intégrale générale de l'équation aux dérivées partielles :

( t -+- p*) / — 2/jgs -+- (! -4- (/2) r = 0.

C) Nous supprimons le calcul, très simple.
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Pour éviter les fractions, soient, généralement :

cos'a -f-cos^6^A, sin^a-+-sin'6 = B, cos^o— cos*6 = 2C, (5)

puis l'équation auxiliaire :

cos^ a -4- cos* f)= 2a.. (6)

Il résulte, des deux dernières :

(7)

cos^a= i-*-C, cos-6=A— C,

sin^ a= 1 — ) — C, sin^ 6 = 1 — ;. -t- C.

De la première des équations (5), on tire

cos'^ u = A^ — 2A ces' 6 + cos® 6,

puis

4A- ces** 6 = (A'^— cos'' a + cos® 6)S

c'est-à-dire, à cause des valeurs (7) :

4A-(A — C/=[A'-— 2C'— eCx^. (8)

On trouve, semblablement,

4B^(i -f- C — yf = [W -t- 2C' -4- 6C(1 — ifY (*). (9)

Il resterait à éliminer \ ce qui serait plus long que difficile.

Mais il vaut mieux conserver les équations (8) et (9), en y regar-

dant X comme un paramètre variable : ces équations représentent

la génératrice de Vélasmïde (**).

111. Remarque. —- Celui-ci est réel. En effet, soit z = 0,

d'où C = 0. Les équations (8), (9) se réduisent à

16 ^ 16

(*) L'égalité (8) étant connue, il suffît, pour former l'égalité (9), de

changer A, C, ). en B, — C, 1 — \.

(**) On ne doit pas oublier que

^=—,' ''=1. <^— ëi/-'-
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11 résulte, de celles-ci,
2 2 I

x^ -\-
tf" = 8%

équation d'une hijpoci/cloïde à quatre rebroussements.

IV. Rayons principaux.— Reprenons les formules rappelées

ci-dessus (*) :

dx= CT'(a) sin iida -\- t'(6) sin hdb, \

dy = vs'{a) ces ada -+- 3-'{6) cos bdb, 1(1 0)

dz =\^— \ \ys\a) da— t'(^) db]
;

puis les suivantes, qui s'en déduisent :

1 1

cos -{a-\- b) sin - [a -^- b)

p = V~^ ^— , ,y=_l/~i ^

sin - (a— 6) sin - (a — b) ) (1 ' )

1 -t- p^ -4-
(f
= — cot^ - (a — 6) •

L'équation qui donne les rayons principaux d'un élassoïde est

[s" - rt) R'^ = ( 1 + p2 + qj. (1 2)

Il s'agit de former s^— rt.

Or:
dx du dp dx du dp
r— -4-s — = —

,

r— -+-«—= -4'
da da da db db db

dx du dq dx du dq
o _j^ f !_. , 1^ -^ ^ .

da da da db db db

Par conséquent,

dpdjq_dpdq^/dx^^(jy;J^clx^^dy\ltU^^^^^^

dadb db da \ da daj\ db db
j \ db f/6/\ da daj

(dx dy dx dy)
fv'f g

' \da db db da

C) Ce sont les formules (87) du Mémoire.
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ou
dp dq dp dq

du dh dh da

dx dy dx dy

da dh dh da

D'après les formules (10), la valeur du dénominateur est,

évidemment,
w'(a) 7r'(6) sin (a — 6).

D'un autre côté, les relations (il) donnent :

dp I . . ces h dq I ,
. sin a

da 2
. , I

, ^ dh 2
. , 1

sin^ - (a — 6) sin -(a — 6)

dp 1 , , cos a dq \ , . sin 6

dh 2 . \ ,, rftt 2 \

sm - (a — o) sm''-(a — 6)

Ainsi

puis

2^ ' 2

dp dq dp dq i sin {a— b)

da db dh da i l

sin -(a— 6)2^

1

rt = -

(14)
1

4w'(a) n'(b) sin* - [a— h)

D'ailleurs (H),

cos* -(a— 6)

{i^f-^-qy== ^ ..

sin* -(a— b)

Donc, finalement,

R2 = 4n'(a)7r'(6)cos*-(a— 6). (d5)

V. Discussion d'un élassotde. — A la fin du Mémoire, nous

avons donné les formules :

— x= (e" + e~") cos m -t- (e" — e"") sin m,
]

y = {e" -h e~") sin m — (e" — e~") cos iw, \ (1 6)

— z = 2(w -+- n) \
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Il résulte, des deux premières :

x^ -H y = 2(e'« -t- e-'"), (17)

(x cos m — y sin m f— {x sin m -+- y cos mf = 4 (1 8)

Soient ;

X ^u cos co, y = u sin œ.

L'équation (18) devient

u^[cos'^{m +- a) — sin^(m -t- cj)j = 4,

puis

4
2m =— 2cu H- arc cos — • (19)

M*

Quant à l'équation (17), elle donne

e-'" = (20)
4

L'équation de la surface est donc

4 ^M^— 1/m^— 16
z = '-2a — arc cos »- J • (21)

ir 4

Celle-ci a la forme

z = /rw -H F{u).

Or, cette nouvelle équation appartient à la surface d'une vis,

dont le pas est 2A:k, et dont le pro^/ serait représenté par

z = ¥{x)0.

VL Remarque. — Si l'on éliminait seulement n, l'équation (21)

serait remplacée par le système suivant, qui représente une

génératrice quelconque de l'élassoïde :

u^ cos (2m -+- 2co) = 4, (22)

z = — 2m-t-4\ . (23)

(*) Mémoire, p. 20.
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Cela posé :

1° L'équation (22) représenle une infinité de cylindres hyper-

boliques, égaux à celui dont l'équation est

1/'* — x^ = 4.

2" L'équation (22) représente des surfaces de révolution,

égales entre elles.

Quand le cylindre tourne autour de l'axe Oz, la surface de

révolution glisse le long de cet axe. On voit donc, de nouveau,

que Vélassoïde considéré est une surface de vis.

Addition. — (Septembre 1880) (*).

VIL A la fin de son avant-propos, l'Auteur du travail envoyé

à l'Académie, s'énonce ainsi :

« M. Sophus Lie a montré que les surfaces à courbure

» moyenne nulle sont, de deux façons, des surfaces-moulures. »

J'ai toujours soupçonné, sans pouvoir le démontrer, que les

élassoïdes sont des surfaces à génératrice constante. Quant au

théorème de M. Lie, il résulte assez simplement, si je le com-

prends bien, des formules :

X = I w'(a) sin uda h- / 7r\b) sin bdh,

y= I Ts'{(n) <M?,ada -^ I T'{b) cosbdh.

Soient :

/ ct'(o) sin ada = X, / 7r'(6) sin bdb= X,
,

/ ra-'(a) oos ada == Y, / 7r'(6) cos bdb = Yi

,

l/^^ ^(a) = Z, l/^^î ^(6) = Z,
;

(*) Tirée d(i Rapport sur le Mémoire de M. Ribauoour.
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et, par conséquent :

x = X-.-X,, ?/ = Yh-Y,, z = Z-+-Z,.

Il est clair que l'on a

X = /-(Z), Y = (p(Z); X, =/;(Z), Y, = (p.(Z,).

Construisons les courbes AB, A^B, , représentées par ces

^^ équations; prenons un

point C sur la première, et

un point C^ sur la seconde.

étant l'origine, le som-

^ met M, du parallélogramme

construit sur OC et OCj,

appartient évidemment à

la surface. De plus, si le

point C, est fixe, M décrit

une courbe égale et parallèle à ACB ; etc.

Dans le cas actuel, les profils AB, AiB^ sont imaginaires.

Antre addition. — (Mai 1885) (*).

VIII. A la page ISO de mon ancien Mémoire, on trouve, sous

la forme suivante, les équations d'un élassoïde :

e' vie'
2 ^

y =

puis, en note

(e^ — e-^)

ces ô H— s(e''

2 ^

J

sin 6 e (e"* -+- e "'') cos 6,

= e(.-1);

(24)

(23)

« D'après la forme de ces expressions, il est probable que

» la surface peut être engendrée par le roulement d'une certaine

» courbe la trace, sur le plan des xy, est une développante

» de cercle. »

(*) Tirée d'une leçon à l'Université de Liège.
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Si Ton fait

2 ^

e-), B = i(e-^-.-0, (26)

une génératrice de la surface est représentée par

X = A cos ô -+- Be sin 6, »/ =: A sin — B5 cos ô, z = (y — I ) e.

Les deux premières formules étant écrites ainsi :

X = B(cos e -4- ô sin ô) -+- (A— B) cos e,

y = B(sin ô — e cos ô) -*- {A — B) sin e,
(27)

on voit que x, i/ sont les coordonnées d'un point P, défini de la

manière suivante.

Soient décrites les circonférences OA, OB, puis la développante

BEF ... du cercle OB.
-J^/ Menons la droite OCD

"Fi

faisant, avec OBA, l'angle

arbitraire 6; puis con-

struisons le rectangle

DCEP.

Le lieu du point P, ou

la projection horizontale

de la génératrice, est donc

une pseudo-parallèle à

la développante variable

BEF. On sait que la normale, en P, est la droite PC (*).

IX. Remarque. — On a, par les formules ci-dessus, ou par

l'inspection de la figure,

x^-+- i/2^A^+ B¥ = A^-+- B* ^

ou

a
2 -+- î/2_ R2

{v-\\
= A^

Ainsi la génératrice, projetée suivant APQ...

un hyperboloïde de révolution, à une nappe.

appartient à

(') Voir page 160.
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exxXTIII. — f^uelqnes Intégfrales déBnies (*).

X. Dans un Mémoire sur les Nombres de BernouUi et

d'Euler (**), j'ai donné les quatre formules :

a"'~'d'3f. q /^*l^cos cocos (2ç — 1)w «iw

( )'
-Çcotcosin'"+'w

/°° a^i-^dor. q /^*|:coscoo

/^" a^î(/a 1 /^f:coswsin(2a— 1)« rfw

1

II en résulte :

, '^ cos w cos (2a — \)u dio

e^ -f- e ^

^'rfa /^2: cos a sin (2^ — 1 ) w du
' ^ ^ ^ > (49)

Dans (48), je fais a = ^ cot m : le premier membre devient

cos^*"* ce duf - cot W ^cot fc SUl W
e — e

II

Donc

cosajcos(2(/— l)w rf«

^cotw - i^cot « sin *"*" w / ^cot» ^co.wsin''"'+^o
(30)

e

La même transformation, appliquée à l'égalité (49), donne

cos^''&3 rfo) /^^coswsin(2q'— !)« rfw/l cos'î« rfo) p
^coiw _^coiw sin^+^<a / -cotw sin^«'*'^cj

(51)

(*) Suite de la Note XCIU.

(**) Académie de Belgique, Mémoires in-quarto.

(***) On ne doit pas oublier que P»,-] est un nombre entier, impair.

{Note XXXIV.)
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XI. Une rectification. — Des fautes de calcul se sont glissées

dans le paragraphe VI (*). Il en résulte que les formules (30), (51 )

sont inexactes.

On peut, comme il suif, rétablir ce paragraphe (**).

Dans la relation connue ;

(-2f/ + 2)(2r/ + i) ^ (2r/+2) 27 + 1)27(27- 1)„

TTS '"-'
'^

1.2.5.4
^''-'

(27-^2)(27-^n ^
^^^^

+—n

—

^'^'^^
^'

remplaçons les Nombres de Bernoulli par leurs valeurs, expri-

mées en intégrales définies. Elle devient

r" Tdl 7

./ ?îr^=±ï^r), (33)
\ 1 /

en supposant

(27^1)27 (27-i-l)27(27-l)(27-2) , 27-H
1.2 1.2.3.4

"
1

Il est visible que

(f ^ i/=-if-^'
H- (f - l/3Tf

-^'

~
2

*

Nous avons donc, au lieu de la relation (53) :

4(7 + 1)'

(*) Tome I, p. 396.

(**) Ce nouveau calcul, plus simple que l'autre, date de 1874.

(*") Loc. cit.

(") Le signe -h, si q est impair.
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ou

^^ "
' (55)

4(9 + 1)^'

Soit, dans la relation (o4), ï == cot cp. Elle se réduit à

/^i: cos^*"^' 9 — cos (29 H- 1)9 (/cp 9

On a aussi (**)

/£ sin 2/)(£ sin 2/)cp . sin cp d(p 2^ — 1

?_ I sin''+> 4(29 H- 1)

Donc, par soustraction,

/- co^s^'"^' cp — cos 299 sin 9 f/9 1

En outre,

/^cos (2o — \)(p d(p

^7:rT-^.V9- W
XII (***). Soit

A,,,, = / cosP X cos qxdx {"). (59)

(*) L'intégrale

est essentiellement positive. Donc le premier terme de Tégalité doit être

pris avec le signe supérieur ou le signe inférieur j selon que le nombre q

est pair ou impair.

(**) Loc. cit.

(***) Ce paragraphe est tiré de mon deuxième Mémoire sur les fonetions X„

(1882, p. 20).

(") On peut consulter, relativement à cette intégrale, la Note que nous

avons publiée dans le Journal de Liouville (t. V, p. H3); et, dans le même

Recueil (t. VIIF), un remarquable Mémoire de Serret.
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De
cos (/x = cos

{(f
— \)x cos X — sin (7 — 1 )a' siii x,

on déduit

A;', î
= -V+t., 1 — / (•os''a: sin (</

— 1 )x sin xf/j!'.

L'intégration par parties donne

-[ cos''"''' X sin ç — Ix

p -+- 1

Et comme le terme intégré est nu

q -*- i
'p+t, q-

p — q -\- "i

P+^, <,

De cette relation, on conclut, facilement,

j) — q -\- '2 p — ^-+-4 p -^ q

p H- 1 p -^ 2

p -^ q f*
/ cos

p -^ qj

(60)

os,,^.^xrfx. (61)

La nouvelle intégrale est nulle si p -4- q^ est impair. De plus,

le second membre est nul, encore, dans les cas suivants :

q = p-i-'2, q = p-^-i, q = p-\-G,...

Donc, pour que Vintégrale représentée par A,,,, ne soit pas

nulle, on doit avoir

p— q=^tiïl ."I.

Quand il en est ainsi.

/'c„s-.rfx = ./îcos-...x = .
1 . ^ . 5 ... p -4- ç — i

2 . 4 . 6 ... p -t- (/

et, en conséquence,

Ap,
'/

— (p— f/ H- 2) (p — 7 -t- 4) ... (p -+- 9) 1 . 5 . .^ ... p -+- 7 — 1

(p -I- l)(p -+- 2) ... (p -+-
7) 2.4.6 ...p -+- q
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Le second membre peut être considérablement simplifié.

En premier lieu, la fraction

(/)—</-t-2)(p—9+4)...(/)+9) I /l\^ 1

^2.4.6... (p -H ç) 2.4.6...(p-f/) V2/ ^^^ p-q^

D'autre part,

4 .3.5...(p -4- «/— 1)= (-) 2.6. 10... (2p H- 29 — 2);

puis, par une transformation bien connue (*),

Enfin,

('-^-)r-i^-4-^'^-'^)
(p -.- l)(p-f-2)... (p + q) \ 2 /\ 2 / '^

On a donc

(p — 7 H- 2)(p — 7 -H 4) ... (p -t- 7) 1 . .^ . 5 ... p -H 7 — I

(p -4- l)(p -+- 2)... (p -+- 7)
2 . 4. 6... p -f-

7

pH-7
ijC^-i)....|\P\9
I \ ^ I IV

-1 c
2/ p — 7 \2/ P'

1.2.5... ~ ^

2

puis

A — r

ou

/ ces'' ic cos 7xc/a; = — C ^_,. (62)

(*) Voir pages 45, 55, ...
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XIII. De la formule

do
wa, „ - TTC/.

due à Poisson (*), on déduit, par iniégralion,

— J^. cos X= / ^ —
; (63

et, par difïërenciation,

= 4 / a<U (04)

La combinaison de celte égalité, av( c celle-ci :

Ig- X = 4 / —r- r— «"« (**)

donne ce résultai connu

1
/''^ alla

XIV. Suite. — On a, en série convergente,

a^
' ^i r(2yi+ 1)

Donc, si Ton suppose le premier membre de l'égalité (63)

développé suivant les puissances de x, le coefficient de x^"

doit être

r(2w H- 1) y e^« - e-'

(*) Voir, sur d'autres conséquences de cette formule, la Note XXXV.

D Note XXXV.

15
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Or,
—

J(- . OOS X^24 2n

pourvu que l'on suppose

A _-
^•^"-'

(-)
'"

rri» -+- 1)

Identifiant, nous avons donc

Cette formule ne diffère pas, au fond, de celle de Plana :

/ -. =± — B.,„_,(***

,/ e-'^—

1

4?/
(I

Autrement dit,

/ = (4"-l)/ -—
0?" '(la Z'" a'"-V/a

1

En effet, cette égalité revient à celle-ci :

(I

puis à l'identité

J e^« — \
~ J e-'-'^ — i

C) Note LIX, p. 208.

(**) Note XXXIII, p. 92.

(***) Ibid., p. 95.
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XV. Comme on le vérifie aisément,

cos2xtg-a:rfar= 2cosx— -cos2x— -— 24^. cos-xj- (66)
*"

Donc, en particulier,

^ cos 2x tg - xdx = — 1 -t- J^.'i. (67)

La relation (66) va nous donner d'autres intégrales définies,

assez intéressantes.

Soit X le second membre. Intégrant par parties, on a

/ " xdx cos 2x tg - rr = [Xa] ^ — / ^ Xdx

^ ^ ^
/'?!' '1 5 /Ml=-(— 1 -f- -1 .2)-+- / - — 2 cos X -H -cos 2xH I-2P. cos-x rfx.

2 J \ 2 2 ^ \ 2 /

La dernière intégrale se décompose en

3 TT r- a ( ^ \
2 H- - - -1- 2 / ' -( •

[
cos - X f/x.

Ainsi

/ - x(Zxcos2xlg-x=--+- -J;^.2— 2-t-2 / ^ -C-lcos-xj rfx.

Si l'on fait - x = a, on a

1 I
^- ^. [cos - X

j
r/x = 4 / ^ 4^.(C0S a) da = — Tr 4^.2 + 2G (*).

Par conséquent,

- xf/x COS 2x tg - ^ == P . 2 — 2 + 2G. (68)

n

(*) BlERE.NS DE Haax, T. 286.
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XVI. Suite. — Soit

E= 1^ [sin (2a + 4)x — sin (2a + 2)ic] tg

-

xdx, (69)

le paramètre a surpassant (— 1).

La quantité entre parenthèses équivaut à

.
\ 1

2 sin X cos (2a h- 3)x = 4 sin - o; cos - x cos (2a + 3}x;

donc

'"^

sin^ - xcos(2a+ 3)j-£/x= 2 / ^ (1 — cosx)cos(2a-+-5)a;fi?ilc

= 2 / ^ eos(^a-\-5)xdx ~ / ^ cos(2a-4-2)irrfx— / ^ cos(2a-i-4)acrf.x,on
OU

sin (2a -+- 5) -
2 sin (a -- i )7r sin [a + 2)7t

, ^^
E= 2 ^ ^ -C) 70

2fl-+-3 2(a-t- 1) 2(a + 2) ^ ^

Prenant les dérivées des deux membres, on a

/^ - i \

^ xdx [ces (2a -+- 4)a: — cos (2a -+- 2)x] Ig - a; '

1

TT COS (2a + 5)- sin (2o -1-0)-
, ,1^ ^2 ^

2 7TCOs(a-+-4)7r) (71)
"^ " 2a-+- 5 (2a-+-o)' 2(a -t-

1)"

sin(aH-i)7r 77 cos (a -+- 2)7r sin (a + 2)7r

"^
2(a -f- 1)'^ 2(a -- 2) ^ 2(a -h 2)''' *

Il y a, maintenant, deux cas à distinguer.

1" Si a est un nombre pah^, le second membre se réduit à

4 71" TT

(2a -4- 3)'
"*"

2a -t- 2
"*'

2a + 4
'

(*) Si a est un nombre entier, le premier sinus égale =b 1 j les deux

autres termes sont nuls; en sorte que E = ±^^;^. Ce résultat s'accorde

avec celui que Ton trouve dans la Note LIV, formule (27).
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2" Si a est impair, celle même quanlilé égale

4 7T W

(2a -- 3)'" 'la -+- i> -la -^ 4

Supposant « = 0, 1, 2, 5, ..., 2»i, nous trouvons donc, suc-

cessivemenl

/^f 1 ft TV T.

2 / " xdx (cos 4a; — ces 2x) tg-a; =— +^-i— >

4 77 77

5^'~4~(î'
/il i

'^

«-(/a; (cos Gif — cos 4x) tg - .x =

/^f ,

'1 4 77 TT

2 / - rcr/x (cos 8x — cos 6x) t£;-x = 1 1—
,J ^

^ "2 7-^
(> 8

2 / ^ arfxrcos4w-+-2x— cos4nx)ts; -x=

2 / ^ xrfx (^cos 4/« -+- 4x — cos in + 2x) tg - x

4^z-h2'

(4n -4- ôf An -<- 2 4?î -t- 4
'

puis, par addition,

/!l l
^ xdx (cos in H- 4x — cos 2x) tg - x

4 1

5'-= 'r {in -t- 3)-J 2 1_ 2y^ -+- 2_

(72)

Pour n infini, cette égalité devient

'./2 /ly» / ^ xrfx cos {in ^- 4)x tg - x

r^ 1 77= 2 / - xf/iP cos 2x tg - X -4- 4(1 — G) -4- -
;

c'est-à-dire, à cause de la formule (68) :

/— 1 /.

'' xrfx cos (471 -+- 4)x lg-x = -(l — -C^.2 (75)
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CXXXIX. — Une intégration.

{Juillet 1875.)

I. Soit l'équation

{ax^ Hr bif H- c)dy'^ -+- ^fxydxdy -+- gx^dx^ = (*), (1)

ou
[agx'' -4- [bg — p)y^ + cg'ldy^ + [fydy -+- sfxcîxp = 0. (2)

On tire, de celle-ci,

^h = ± . .

Le second membre est une différentielle exacte si

bg — P a
'

ou

r-bg-^af=0; (3)

et alors l'intégrale est

y — ^ = zp-\/—aftf — agx'—cg,

ou

«'(!/ - P)' + "/!/' -+- «Sf^' -+- c^= C*). (4)

(Addition. — 3/ars 1886.)

II. En général, posons

agx^ -+- {bg — p)y^' -^ cg ^= — aW, (5)

de manière que

fydy -4- gxdx = ± uudy, (6)

et

agxdx -t- (6^ — Dv^V "= — ahidu. (7)

(') On peut voir, dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. Il,

p. 21), le problème de Géométrie répondant à cette équation.

(") Nouvelle Correspondance mathématique (t. II, p. 82).
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ÉliminaiU (jxdx, on a ces deux équations homofjcnes, du

premier degré :

ahi{du ± dy) = {af -+ P — b(j)ydy
;

ou, si Ton f'ail

af +- P — bg = a^k :

u{du zh dy)= Icydy, (8)

et le problème peui être considéré comme résolu.

III. Application. — L'intégrale de

(a' H- î/' -t- 1 ) dy-— 'Ixydxdy — 'Ix^dx' = (9)

est

{u-y){u + ^yf = i\ (10)

si Ton pose

II'= 2x' -+- oif -\- 2.

En effet, la différentielle de Téquation (10) est, suppression

faite d'un facteur,

udu -4- [u — '^y)dy = 0,

ou

'ixdx -+- ydy + dy V'ix' -+- 5?/'' -+-2 = 0,

ou enfin

(x'^ -+- y^ -4- 1 ) d^f — '2xydxdy — 'Ixhlx'= 0. (9)

CXIj. — Sur une foriunle de Jacobi.

{Octobre 1875.)

1. Cette formule, bien remarquable, se trouve dans une lettre

de Jacobi à Legendre, reproduite par le Journal de Crelle (*).

Elle consiste en :

A Tinspeclion de cette identité, on ne peut savoir si, dans le

premier membre, les exposants

J^ 5^ r, \\\ \^\ \T\ ..

f) 1875, p. 240.
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sont les carrés des nombres premiers impairs, autres que 3, ou

les carrés des nombres impairs, non divisibles par 5 (*).

Pour trancher la question, il suffit de lire, dans le tome Vil

du Journal de Liouville, le célèbre Mémoire de Jacobi, relatif à

la formule, non moins célèbre :

[\ — X — x^ H- x" -•- x' J = \ — 3x -+- 5x^ — 7x® + •••

En effet, à la page 92, on trouve Videntité

[2 ± a;™]' = 2 (— 1) ' bx^'', (2)

dans laquelle a est un nombre impair non divisible par 3, et b, un

nombre impair quelconque (**).

Or, la formule (2) n'est que la formule (1), expliquée.

11. En 1877, j'ai proposé ce théorème empirique :

Le triple de tout carré impair, non divisible par o, égale la

somme des carrés de trois nombres premiers, autres que 2 et 3(***).

Si l'on supprimait la restriction : non divisible par 5, le

théorème empirique ne différerait pas de celui qui résulte de

l'égalité (1), mal interprétée. Mais on ne peut la supprimer.

En effet, le nombre 6 075 = 3 . 43^ n'est pas la somme des

carrés de trois nombres premiers impairs ('").

(*) Pendant plusieurs années, j'ai admis la première hypothèse.

(Mai 1886.)

(**) On a imprimé a?"' au lieu de x^''''.

(***) Voir la Note LXXXVII.

[") Le carré de tout nombre premier impair, autre que 5, est terminé

par { ou par 9. De là résulte que, dans l'équation supposée :

un des nombres p, p', p'' égale 5. Soit p = 5.

Il vient

6 0S0 = //2-i-p"-,

puis

équation impossible. (Mai 1886.)
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Par conséquent.

dcpde / 1 (ix=, (2)
cos^ CD — a;"^ cos^ :T"-5.5.7...2/î-t-1

H. Remarque. — La fraction

2.4.6... 2n r2"r(n + l)P >r.'

zzzzzr= —^ = 4" / z%l - zYdz.
5 . 5 . 7 ... 2n H- 1 r(2/* -H 2) J

Donc la relation (2) peut être écrite ainsi :

/ 'VV r^ i
^~llx=- / Z"{\-Z)"dz.iô)

11

ClLliII. — Vue formule Avi binôme.

{Février 'J876.)

I. La théorie de la décomposition des fractions rationnelles

donne, comme cas particulier :

1

f—
X — a)"{x — 6)"

1

{u-bf"-
'' {X- aY {b—af" ' "(x—6f_

(^)

Si oc= (*), cette relation devient

(a6)
-=2 (--')"c,„^,_,,„_.

,j=i

I

{a—bf"-''a>'
' {b—aY"^''bP

n (2)

iVlultiplions les deux membres par (a— 6/" a"b", et changeons

6 en — 6 :

(a + 6f'
-' = 2 Cin-p-i,u-i{u -+- by-'a^-Pb^-Pia" -+- b"). (A)

(*) Les constantes a, b sont supposées inégales, et non nulles.

(**) A cause de

(— 1 )»-/> : (
- 1 )?' = (— 1 )"-'^p= (-!)«.
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Par exemple,

(a -+- ///'= 924(a6)«(a -+- b) -+- 4G2(a + l>){aby{(r -+- b')

-4- 2I0(a -+- 6)^(a6)'(a^ -f- //i -+- 84 (a -+- bf{abf{a' -+- 6'0

-t- 28(a -t- />)^(rt6f(a^H-6^)

-t- 7 (a H- 6f (a6)(a« -+- ^/) -t- (a -+- /j)"(a^ -4- b').

II, Si l'on lait b= ax, et qu'on change n en w H- 1 , on trouve

(1 -f- xf = (1 H- a;)''-^(-l + a'"+') -h C.,^.,,,(I -+- x)"-'x(1 + x") )

-+ t;,+2,2('l -»- X)""'X^(1 -+- X"-') +- ••• -H C2„,„X''. )

Donc, en particulier,

(1 -+- xf= {\ -f- xf{\ -4- X^) -+- 3(1 -+- X)^X(1 -+- X*) -4- 1 0(l -4- x) x''('l -4- X")

-4-55x^(1 -4- x') -4- 70x*.

(Addition. — Mars 1886.)

III. L'égalité (B) peut être écrite ainsi

(I -4- X/^"

= (1 -4- x)"-'-4- C„^.,, ,(1 H- a;)"-'^x-f- (:„ ^2,2(1 + x)"-V -^ h Ax""

+ x"+*[(l -4- x)"-'-i- €„+,,,(! H- x)"-'^-4- C„+2,2(l ^- J^y"'^ H A] '
^' -^

-4- Li2„,„X
(^ J.

On a, en série convergenle,

(1 ^- X — x)-(«+*^= (1 -4- x) -("+')

•I+ Cw,.J +C„^„J- 1
-4-.+ A -4-B , +...

ou

''^'•^'
i+xj "+'''^n-xy V'+W "li-^^'

(1 -4-xy'"

== (1 -4- X)"~' -+- C„+,j(l -1- x)"^^X -4- ••• -4- Ax"" ' -4- B

-4-C

X"

1 -4- X
,r"+'

(1 -4- xf

( ) B = C-2„, „ , C ;= Cj,,^.), „, ...
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1 I

-+-••• -+- A-
I -4- X

B
i

(iH-x)"-' (i + x)"

(i -+- xf

-X
tl+1 (l+x)'-*+C„^,,,(l+x)"-^+- +AH-B--'- +C—*-—

'l-t-X (l-t-X)"

Par conséquent, Tégalité (3) devient

1 -4- X (I -+- ^)'

= (l H- xf' — X2n „.H+1

_ 1 H- X ('1 -+- xf

ou

"în+l,n
, , ,^>

~^ ^"2n+-2,n
x""^' ( I -+- x)-,.«+1

'1 -* X)

On a ainsi un développement de

(1 -+- xf"

l-^x^

(l + xf

en série convergente, du moins si la variable x est comprise

entre et 1 (*).

Si X égale 1, la formule se réduit à

* = "^ ;T '^iJM-t-l,»! "*~ T ^2»i4-2, îf "^ ~^2K+3,n + •" (4)

expression connue, facile à vérifier.

(*) Cette relation (C) a quelque analogie avec une remarquable formule

d'Euler, que j'ai démontrée en 1844 (Journal de Liouvillc, t. IX).
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CXIillI. — Sur iiue série tie liC^cudrc (*).

(Décembre 1875.)

1. Parmi les Notes que rilluslre Legendre a placées à la suite

de sa Géométrie, la plus remarquable me parait être celle qui

donne, en fraction continue, le développement de

H-
a 1 a^ 1 a'

a zH-1 l.i>(-+ i){^-+-2) l.2.5(zH-l)(z-t-2)(z+5)

z a i ft^ \ ^? '
^*'

1.2z(z-+-l) l.2.5z(z+l)(z-t-2)

savoir,

a
^ (z)=

z; -+- 1 -t-
(2)

z -+- -+-

Ce développement résulte, d'ailleurs, des équations

(p(z)-(p(z+l)= -- -cp(z-+-2), (5)
z z -f- 1

6(z')= a cd(z h- 1)

dans lesquelles

^^'
z d.2.z(z-i-t) 1.2.5.z(z+ I)(z-f-2) ^^ ^'

(*) Tirée, en partie, des Notes d'Algèbre et d'Analyse; en partie, du

Bulletin de l'Académie. (Janvier 1876.)

(**) La formule (4.) est l'égalité (1), mise sous forme abrégée.
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H. Changeant de notation, soit

^^ ' •'
. \.k 4.2./c(/c-f-1) 1.2.5.A(A-4-l )(^H-2)

(6)

Pour évaluer y, ou sommer la série, prenons la dérivée

de 3c*~*î/ :

^ ^'
^

'
\ .'l.k 1 .2.5.A(/c-t- 1)

Multiplions par y?~'' les deux membres de cette égalité, et

prenons encore les dérivées ; nous aurons

[x^-^- («;''-*«/)']'= 1 ••=2/

ou

\ .k \ .2./£(/c-4- r

xif ^ky' — y^(). (7)

Telle est l'équation qui, intégrée, ferait connaître y.

III. On tire, de l'équation (6) :

y
k

ou

\.{k-^\) 1 .2.{fc -4- 'l)(A--t-2)

.V' = ^9(^--<- ')• (8)

La relation (4) devient donc, après le changement de notation,

(9)Uk) = x--;
y

ou, ce qui est équivalent,

dx

IV. Lorsque A'= è)

'])yk) = l/x

, d . cpfac, A-)

k—^^A-^= 9(x, k-^\) (*). (10)

n.

(*) Cette équation (10) se rattache au Calcul des différences mêlées, dont

Biot, et d'autres Géomètres, se sont occupés au commencement du siècle.

(**) Legendre, Eléments de Géométrie (1823), p. 291.
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L'équation (9) devient

y \ é.ïV.!
-^V'x

JîVi , „-2»<I-
y \/x e" " -+- e'

Le second membre est la dérivée de

donc

doit satisfaire à l'équation

y = ?/,= e"*' ' -*- e"*^'''

^y" -^^y' — y = ^- (n:

C'est ce qui a lieu. Connaissant cette intégrale particulière, on

trouve, sans peine, l'intégrale générale :

V. Pour réduire, au premier ordre, l'équation

xy" -4- kxj' — y =0,

il suffit d'employer la transformation connue :

On trouve

x{ii' + n"^) -+- ku — 1=0.

Supposons, pour un instant,

k'x -h hi = 0;

d'où u= Cx~''. Le principe de la variation des constantes donne,

tout de suite,

dC ,—= x'-' — x-'C,
dx

(12)

(7)

(13)

(14)

ou dz

dx
(ID)

équation trouvée par M. Le Paige, au moyen d'une autre trans

formation (*), et réductible à Véquation de Riccati :

dv

dx 1 — k

(*) Bulletin, 1876, t. XLI, p. 1011.

(16)
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VI. Par les formules (13) et (9) :

II' \— = « = - <li(k).

IJ X

Or, après le changement de a en x, la formule (2) donne

m=
/.-H î

Donc

u = —
k

/c H- 2 -H • • •

De plus, z = ux''. Conséquemment, l'intégrale de 1 équa-

tion (15) est, à une constante près, représentée par

k^ (17)

k + i -h
A; -+- 2 H-

Si, par exemple, k= \, l'équation

dz _ z'

est vérifiée par

X
z =

X^-^-—-- o-

2

(*) Lorsque k= 1, la sommation de la série (6) dépend de la quantité

/ e('+»^) '="5 cos (x sin 6) cos (sin 0)clG.
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CXIilV. — Relations entre tics sommes de carrés.

(Avril 1876) (*).

Parmi les innombrables identités relatives à ce sujet, a-l-on

remarqué celle-ci :

^ (a' -f- 6' -t- c'—d'f-t- (6'+ c'-f-f/'—«)'-+-(c'-+-rf'-+-a—6f-+-(rf'+a+6- c)"'

={a -4- 6)'-' H- (6 -+- cf -t- (c -+- rf)^ -f- (rf + a')^ -+- (a' + 6^ + (6' -»- c'f

-t- (c' -+- d'Y -+- (f/' + af -+- (a— f/)^ -t- (6 — a')' + (c— 6')^ + (f?— c'f

+ (a' _ f/')2 -t- [b'— af -f- (c' — bf -t- (rf' — cfï

Elle réduit, à ?fwe somme de huit carrés, une somme de seize

carrés.

Par exemple :

2^ ^ 52 + 82 _j. 8'^
-f. 10' -t- 19" -t- W -t- 8^

= o'-t- 5' + 7'-*- dO' -4- H'-+- 42'-+- 15'-t- 9'

_^. 52 + 42 ^ 2' -t- 5^ -+- 2' -+- 4^ -»- 3' H- 5\

ou

4-4- 9-4-C4-i- 64 -4- 100 -+- 561 -+- 196 M- 64 = 862

9 -t- 25 -+- 49 -H 100 -t- 121 -4- 144 -4- 225 -4- 81

9^1(3+4+ 9+ 4-4-16-4-25-4-25.

{Addition. — Mars 1886.)

II. Si l'on suppose les quantités

a, b, c, d, a', b', c', cl' disposées

circulairement, on peut énoncer

ainsi l'identité précédente :

On ajoute deux termes consé-

cutifs, et l'on élève au carré.

On retranche deux termes dont

les rangs diffèrent de trois unités,

et l'on élève au carré.

(*j Complément de la Note CIV.

14
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On fait la somme de trois termes consécutifs; on en retraîiche

le terme suivant; et Von élève au carré.

Cela posé, la somme des seize premiers carrés, ainsi formés,

égale la somme des huit derniers.

En outre, le premier membre peut être remplacé par

{a-\-d'-+-c'—b'f-^(d'+ c'-i-b'-a'f-i-{c'-\-b'-^a'—df-t-{b'-^-a'-i-d-cf

^{^a'-*-d-^c— 6)^-t-(d+ c+6— af-+-(c-t-6-t-a

—

d'y-^(b-i-a + d'—c'f;

c'est-à-dire que l'on peut faire le tour de la figure, dans un sens

ou dans l'autre.

III. Application.

1° 4^ H- S-
-t-

7'
-t- 13'-^ 12' -f- 11-

-f- 15' -+-7'^ = 742,

20 42 + 5' -4- 2' -+- 2' -+- 2' -+- o'-t- 4«

-+- 4' = 94,

50 42 ^ 22 ^ 442 ^ 4Q2 ^ 432 ^ ,(-2

-t- 112 H- 8' = 856,

40 402 ^ 92 ^ 442 .^_ 452 ^ 4^2 ^ 92

-4-0' -H 5^= 856,

0" 742 H- 94 = 656.

IV. Autre identité. — Si s et n désignent la somme et le

nombre des quantités a, b, c, ... on a

^{s— ^af= {n — /i)s'-^'2[^aT'

Lorsque n = 5, elle se réduit à

en sorte que la somme de cinq carrés est remplacée par la somme

de six carrés.

Etc.
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CXIj\^. — Sur les dévcloppautcis d'une liypocycloïdc.

{Juin 1856) (*).

I. Soit Vhypocycloïde à quatre rebroussements, A, repré-

senlée par
2 2 2

^
a'5 -+- p' = a\

Soit MP la tangente en M, faisant,

avec AO, l'angle 9. On a :

a :^ a cos^ cp,

p—-- a sin^cp (**),

-r- = — coscp, -— = sin o, s=-asin^cp.
ds ^ ds

^'
2

^

Si AMP = /, les coordonnées du point P sont

a; ^= « — (/ — s) ces tp , î/ = p .4- (/— s) sin 9 ;

X = a cos'' (p — I / a sin^ 9 cos ©,

y = a sin' © -t- U a sin^tp sin ç.

Comme cas particulier, je suppose /= | a : la développante B,

lieu du point P, passera par le sommet I de la développée A.

En vertu de cette hypothèse, les formules précédentes se

réduisent à

x = -a{'ô — 2 ces- cp) cos 9, i/^=-a(5 — 2sin^(p)sinffl (I)
4 4

ou

(*) Résumé d'une Noie publiée dans les Comptes rendus, à propos de

deux communications de Lord Brougham.

('*) Cours d'Analyse, p. 494.
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II. Celles-ci peuvent être écrites ainsi :

1 I

X = - fl(3 cos 9 -t- 5 cos 9 — 4 cos^ <?) = - a(3 cos (p— cos 3ç)

,

8

1 . 1

y "=- «{3 sin cp + 5 sin 9 ^— 4 sin^ 9) = - «(3 sin 9 h- sin 39);
o 8

OU plutôt de celte manière :

a 5a a mi
Jc = — - cos 09+ y cos 9, ?/ = -sin59 + — sin9(*). (2)

Sous cette forme, il est aisé de reconnaître que la dévelop-

pante B est, comme la développée \,une hypocychïde.

En effet, supposons qu'une circonférence 0', dont le rayon est

IV, roule à l'intérieur d'une circonférence 0, ayant pour rayon

R = 4R'=-

C étant le point de contact, soient C'0'0A= 9, C'0'P= '49 :

le lieu du point P est une liypocycloïde dont A' et B' sont

deux rebroiissements.

(*) Par suite d'une faute de calcul ou d'une faute d'impression, les for-

mules analogues à celles-ci, rapportées dans \cs Comptes rendus, sont

inexactes; mais nos conclusions subsistent.
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Un point quelconque de la circonférence 0' décrit une liypo-

cycloïde égale à la première. En particulier, le point M, diamé-

iralement opposé à P, en décrit une qui passe au nnilieu I' de

l'arc A'B'. Cela posé, si Ton appelle X, Y les coordonnées

rectangulaires de M, on a :

x =
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puis
2 2 2

p^-^- q^=[m'f; (5)

puis encore, par les formules (4) :

(X + Yf -+- (X — Yf= 2 1>'4R"^
; (6)

ou, ce qui est équivalent,

2 2 J 2

(a;-^^)5 + (x-i/f = --a-^(*). (7)

\/2

Tel est le résultat cherché.

IV. La tangente T, à l'hypocloïde A, est représentée par

X y

cos cp siri
(8)

Les développantes de A sont les trajectoires orthogonales de T.

La condition d'orthogonaliié est

du

Donc l'équation différentielle de ces trajectoires serait

X y ^

dy dx V dx^ -+- dy'^

ou
dx a

X

V g)
D'après la remarque faite dans la Note XX (t. I, p. 54) (**),

une intégrale de cette équation (9) est l'équation (7).

(*) On conclut de cette équation, en élevant deux fois au cube :

(**) Et, antérieurement, dans les Coinptes rendus.
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V. Nous pouvons résumer, comme il suit, les relations qui

existent entre rhypocycloïde A, ses parallèles, riiypocycloïdc B

et ses parallèles :

i° Be même que la courbe A, et ses parallèles, sont les enve-

loppes d'une série de droites parallèles entre elles, et dont l'une,

ayant pour longueur a, glisse sur les côtés d'un angle droit; les

développantes de ces courbes sont les enveloppes d'une seconde

série de droites parallèles, dont l'une, ayant pour longueur |, glisse

sur les bissectrices de l'angle droit ;

2° A chaque courbe de la première série correspond, dans la

seconde, une courbe semblable : le rapport de similitude est - (*).

CXIiTI. — Sur Icjs lignes de courbure de l'ellipsoïde

et de la surface des ondes (**).

I. Si l'on représente par /, m, n les cosinus directifs de la

normale mn en un point m d'une surface s, et que l'on adopte

les notations employées dans la Note LVIIJ, les lignes de courbure

de s seront représentées par

dx dm dz udu

dl dy dn dv

Soient, comme dans le Mémoire sur une transformation géomé-

trique et sur la surface des ondes, a, (3, y les cosinus directifs d'une

droite OA, perpendiculaire au plan Omn. Posant

ft = -H Vii' — x)\ (2)

on trouve

a (3 y \

ny — mz Iz — nx mx — ly k

puis, au lieu des équations (1) :

2 *^-^ udu

y a.dl dv

(3)

(4)

(*) Voir la A^o^e CXXIII.

('*) Communiquée, en partie, au Congrès de Paris (24. août 1878).
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II. Ellipsoïde. — Dans le cas où s est un ellipsoïde, on a

VX V/=— , x'^a'-— —-- —(*), (5)
a [ce— 6^) {a? — cF)

ny — mz viiz / 1 l \

Donc :

\dx xyz^lï \\ uv°du— b\^dv

A; ^[c^ Ifix k ^W bV k'v^-^{b''—v'){c^—v')

y adl= 7 "5 y'^
( ^— t:, -, {vdx -H xdv)^ k '^ \c b I a-

k ^ \c^ 1)^1 a- \ X

v^xyz ^ l\ \\ \ dx

ou bien

k ^ W b'^l d^ X

ut

{b'-v''){t

vxyz -^ / 1 i \ 1 uv'^du — bVdv

~ir ^ W~ J?J ^^ tv' -i- (b'-v')(c'—v^)
'

adx = -^^— y bW — c^) , (7

1

a'b'c'k -^ ^ ' kV -+- [b' — V-) {(? —v^) ^

y.di= 2^^y[b^-e)
'^^^-^^^

(8)

Si l'on désigne par cp le premier men:ibre de l'équaiion (4'), on a

vcp =

(*) A'o/c LVllI.

(**) Mémoire,.., p. 5.

(***) Le coefficient de dv est nul.
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III. Suite. — Soicnl, pour abréger :

alors Tégalité (9) prend la forme :

V(D = -_ (lO)^
Quv'clu — Q'dv ^ '

Il s'agit d'évaluer les sommes P, Q, Q'.

Chacune est réductible à la forme

Ma +- Bit' -H C.

Or, on trouve aisément les valeurs suivantes.

1" Pour P:

A = i;2 2(//^ — Oa^= 0,

C = [a' - u^) {b^-— v') [c^— v') 2 {b^ — c')aV — v^)

= — (a' — b^) (b^— c^) (c' — u'){(â — v^) (6^— v'j [â— v^) ;

2° Pour Q :

C = (a^ — i;2) (6^ — v^) (t-^— u') 2 {b'— c') (a'— v^) = ;

5° Pour Q' :

A = y^ 2 e^' — c') ^'c' = — (a^ — 6^) (/>' - c^) (r — a') yS

B = v' 2 (''^ — c')6V(a- — u')(6^ -+- c^ — 1v')

= (a' — /;')(6^— e) (c^ — a'ju' (a' + 6* -+. c^ _ 9^2)^

C = (a^ — i;2) (6^ — u') (c-^ — v") 2 (^' - 06'cV — v^)

= [a^— //) (6' — c') (c' - 0?) {a'— u') (6^— v") [â— v\

Conséquémment, si l'on fait abstraction du facteur

(a^_6^(6'-.c'')(c- — a^),
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on peut prendre :

P = Pu* _ («^_ v^) {b^ — v') (c^ —v^), \

Q=/iV, (12)

Q'= l—k'v^-^-k%a^-^b^+c^—^v')v^-i-{a^-v^]{b^-v^){c'-v')]v\ )

Par suite, après quelques réductions,

u^ k^uvHu— (a^— i;')(6-— i)^)(c''— v^tvdu— k^a'bVdv

'^ "" 7 ' ¥uhhlu— [a'— II'} (6'— m'){c'— u^ydv— k^a'b'c^dv
'

^
^'

Relativement aux coordonnées podaires u, v, l'équation diffé-

rentielle des lignes de courbure est donc

k^uv^du — («'-^— v') (6'— v") (c-— vyivdn — kWU'c'd.v _ vdu

kWvHu — {a'— u''){b''—u')[c'—ii'ydv — k\i'b'c\lv
~ ^' ^

Chassant le dénominateur, ordonnant, et supprimant un facteur,

on trouve

îi'v'du' + uv^u' — lâ — b' — e)dudv -+- aWcHv^ = ; (15)

résultat connu (*).

IV. Surfaces conjuguées (**), — L'équation des lignes de

courbure d'une surface s étant

> a.dx iifhi^ = _, (4)

^ adl dv

celle des lignes de courbure de la surface S, conjuguée de s, sera

(16)

(17)

2arfX
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Il résnile, de ces valeurs :

k y adX = V y adx — 11^ "S adl (*), )

(18)

k y a.dL = 2 ccdx — u 2 adl. \

Désignons parole premier membre de l'équation (16). D'après

les deux dernières formules,

V^) — u^

ou
(I)<p
—

((I)
-4- cp)t; -t- M^ = 0. (19)

D'un autre côté, l'équation (16) devenant

fcp — «^ iidii

9— V dv

il résulte, de celle-ci :

vdit — udv

îtdu — vdv

On a donc ce théorème :

La même fonction tp, égale à u ^ pour les lignes de courbure

de s, devient égale à u „,j„Zvdv poiir les lignes de courbure de S :

(*} On a

Mvdx+ xdv — u*dl— ^ludu) — [vx— lu^) dk

k-

donc

k^ "S adX = S (ny — mz)(vdx H- xdv — u'^dl — lludu)

dk
2. (ny — mz)(vx — lii^)

;

k

et, en négligeant les sommes évidemment nulles :

k^ > adX = u N {ny — mz)dx — u^^ {ny — mz-)dl,

ou

k 7 *rfX = (j \ ixdx — w- 7 adl.

Ainsi u, v, k se comvorlcnt comme des constantes.

Le développement de kl.adlj donne lieu à la même remarque
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ou, ce qui est équivalent :

La même fonclion 9, égale à \x -^ pour les lignes de courbure

de s, devient égale à u ^j^~"^y pour les transformées, sur s , des

lignes de courbure de S.

En effet, un point M de S, et son conjugué m, ont mêmes
coordonnées u, v.

V. Remarque. — L'équation (19) étant symétrique par rapport

aux fonctions 9, <!>, les lignes de courbure de s sont représentées,

indifféremment, par

udu vdu — udv
li

dv udu — vdu

et les lignes de courbure de S, par

udu vdu — udv

dv udu — vdv

VI. Surface des ondes. — Soient, pour abréger :

\]^[u^—a')[v}— b''){ii''—e), \= {v''—a^){v'— h'')[v''— c'). (21)

Dans le cas où s est un ellipsoïde, nous avons trouvé (III) :

U' k^uv^du -+- \uvdu— K^aWc^dv

v IcuSi^du -t- ^Jti^dv — lâa'b'^c-dv

Donc les lignes de courbure de la surface des ondes sont

représentées par l'équation

Il {lih:i^ -h \)uvdu — k^à^b^chlv vdu — udv

V Khc'v^du -»- (\}v^— k^d^b'^c'^) dv udu — vdv

que l'on peut réduire à

Yu'vdu^— [{\]v' + yu')v^-i-k\a:'b^c^—u^v')]dudv^^\]uv''dv^=0. (22)

Celle-ci, dont la forme est symétrique, parait néanmoins diffi-

cile à intégrer, même quand l'ellipsoïde s se réduit à un cylindre

ou à une ellipse (*).

(*) Dans ce second cas particulier, la surface S, représentée par

(a^a;^ H- 6V) (a?' -+- y"^ -4- z^) — aW(x-'- -+- j/^)_ q^

est une cyclotomique à directrice recHligne. (Note XLI.)



( 221 )

VII. Problème. — On mène, dans ta surface des ondes, 0, un
demi diamètre s, parallèle à une normale mn à l'ellipsoïde E,

conjugué de 0. Quelles sont les valeurs de s ?

Les coordonnées du point d'inter-

section , G, sont

/jn
Is^
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donc réquation (23) esl vérifiée par s'^= g'^; et, conséquemment,

par s^= h^, h étant le paramètre du second hyperboloïde H,

homofocal à lellipsoïde E, et passant au point m. On a donc ce

théorème :

Soient m un point de l'ellipsoïde E, et g, h les paramètres des

hyperboloïdes G, H qui se coupent en m, et constituent, avec E,

un système triplement orthogonal. Si, par le centre 0, on mène

une parallèle à la normale, en m, « E, et que l'on prenne, sur

cette parallèle, OG= g, Oli = h ; les points G, H appartiennent

à la surface des ondes, conjuguée de E.

VI H. Corollaire. — Si le point m décrit une ligne de courbure

de E, représentée par g= const., l'un des deux points corres-

pondant à m décrit, sur 0, une conique sphérique : le rayon de

la sphère est g.

En d'autres termes :

Le cône C, dotit les génératrices, passant par le pôle, sont

parallèles aux normales à l'ellipsoïde E, menées en tous les points

d'une ligne de courbure, coupe, suivant une ligne sphérique, l'une

des nappes de la surface des ondes : le rayon de la sphère est le

paramètre de l'hyperboloïde sur lequel la ligne de courbure esl

située (*).

IX. Considérons l'ellipsoïde E, l'hyperboloïde G et le cône C

dont la directrice est la ligne de courbure L, interseclion de E

et de G. Les équations de ces surfaces sont, respectivement :

= 0.2?-'' 2^ = ^' 2(5-5

(*) Cette proposition complète, nous semble-t-il, an théorème de

M. Mannheim : « Sur la surface de l'onde (S,,) dérivant de E, la transformée

» d'une ligne de courbure de celte surface est telle que les normales à (S^)

» issues des différents points de cette ligne sont respectivement perpendi-

n culaires à des diamètres de (S^) égaux entre eux. » (Congrès du Havre.)
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Soient rV,,, Nj, N„ les trois normales, au point m. En désignant

par p la dislance du centre au

plan langent, en m, à Tliyper-

boloïde, on trouve :

oos(N,, N,) =

cos(N,,N„

V

{/v"' + p^

Vv'

Prenons, pour plan de la figure, celui qui est normal, en m,

à la ligne de courbure. Supposons le centre projeté, en n et

en k, sur les normales N,, N^ : ivn == v, mk^=p. Si l'on achève

le rectangle, on a

p _ V
ces Omk = cos Omn

Vv- v\p V V -+- yr

donc la normale N„, au cône, est perpendiculaire à Om.
Cette simple remarque donne lieu au théorème suivant, qui

complète une proposition due à Lamarle (*) :

\° Si, par le centre 0, l'on mène des plans P, parallèles aux

plans tangents à l'ellipsoïde E, en tous les points d'une ligne de

courbure L, le cône C, enveloppe des plans P, coupe E suivant une

ligne sphérique : le rayon de la sphère est le paramètre g de

Vhyperboloïde sur lequel la ligne L est située ;

2" La génératrice de contact, entre le plan P et le cône, est

parallèle à la normale N^ à l'hyperboloïde (**).

(*) Si du coitî'c de (E) on mène des plans tangents à cette surface menés

i> des différents points d'une ligne de courbure (m), ces plans enveloppent un

i> cône du 2* degré qui coupe (E) suivant une ligne sphérique. » (Mannheim,

Congrès du Havre.)

(**) M. Mannheim a déduit son théorème de celui de Lamarle. Du reste,

les deux propositions n'en font réellement qu'une, en vertu du Lemme

suivant :

Soient une surface développable 2 et un cône 2j , ayant leurs génératrices

respectivement parallèles. Soient, sur ces deux surfaces, L, L, les trajectoires

orthogonales des génératrices : les ta?igentes MP, MiPj, en deux points cor-

respondants, sont parallèles.
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CXIiVIII. — Problème de quadrature.

(Min 1875.)

On donne un paraboloïde de révolution, représenté par

y^ ^ z^ = 2ax.

Sur le cercle osculateur,

en 0, à la section méri-

dienne OG, on construit le

X cylindre OABz, dont l'équa-

tion est

y'^= x{a — x).

Trouver l'aire A de la

DEMI-FENÉTRE ODBC (*).

1. En employant les notations habituelles, on trouve aisément

dxVa'-^'Iax 1 ^
(1)

J V^lax-f

L'intégrale relative à y est

arc sm y

Vlax

Entre les limites données, elle devient arc sin \/^^- Donc

dx 1/ a -+- Sx arc sin V (2)

(*) Ce problème, analogue à celui de la fenêtre de Viviard, a été traité

dans une leçon à l'Université de Liège.

15
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Pour réduire aux intégrales elliptiques, je pose

De là résulte

x = u[i sin'ejn.

sin ê cos^ dd& arc sin ( - 1/3 sin 9

\/5-

(3)

(4)

sin^a

II. L'intégration par parties donne

I sin 6 cos^ erfe arc sin I
- i/5 sin 9

cos^ôarcsin [ -1/5 siii^

1

21/5

cos*

1 sin* 9

'

''
COS* 9(/9

56 k^ 5 2\/5 ^ 1 sin^ 6

4

puis

en supposant

A = a' -1- -B,
6 5 .'

COS* ô(/9

V^

(5)

(6)

1 —^
- sin"
4

III. Soit, généralement

cos'* et/9/cos* et/9 ^
/-• de /'*

—^ = a(A sin 5 cos 9) + P / - + rJ Add (**),

(*) Résultante de deux transformations très simples.

(**) Ceci est l'arlifice de Legendre (Fonctions elliptiques^ t. I, p. H), un

peu simplifié.
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ou
4 — 2 sin'^ -t- sin* 9

= a(i — c'^sin^ e)(l — 2sin"ô)— ac-sin-â(l — sin-â)-+-S-+-7'(l — sin-

En identifiant, on trouve

i (5r-2)(r-l) ^2r->
a = —-> S = -^—^

, 7 ' = 2 ;— ;

5c'
^

3c* 3c*

ei, si c-= I :

_4 _ 1 16
"^ ~

9
' ^

~" ~"
27 '

'

"" 27
'

Ainsi

« '^ . % / 3 . , 1 16
B= - sin ^ ces fA y/ 1 — - sin-

f^
— — F(^) + — E{f^)

puis

= i[4-4-16%)-F(f.)];

A = - ^/t^ -+- ^ «^ -+-

|j
[16E(^) - F(^)]. (7)

CXIilX. — Sur les podaires.

(Juin 1875.)

I. Élément de la podaire. — Soient, sur une courbe donnée, C,

M, M' deux points infiniment voisins. Soient P, P' les points

correspondant à M, M', sur la podaire CD de C, relativement

à un pôle 0. Désignons par w le rayon vecteur Oi\I, par E l'angle

de contingence en M, par da Tare infiniment petit PP'.

Si l'on mène MR parallèle à la langente M'T', la distance RP',

entre ces deux droites, est un infiniment petit du deuxième ordre.

Donc nous pouvons supposer do-= PR.

Pour évaluer la longueur PR, j'observe que le quadrilatère
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OPRM, ayant deux angles droits, en P et en R, est inscrit à la

demi-circonférence décrite sur OM comme diamètre. Ainsi

u PIR
PR = 2 - sin = u sin £

9 9

ou, en négligeant le troisième ordre,

PR = lie.

La formule cherchée est donc

(la = us;

(Is

(1(7 = u —
OU

(1)

(2)

Celle-ci exprime que : Vêlement de la podaire est à l'élément

de la courbe primitive, dans le rapport du rayon vecteur au

rayon de courbure de celle-ci (*).

II. Soit

Addition. — (Novembre 1881.)

p = f{co) (3)

l'équation de la podaire. Legendre a donné cette formule remar-

quable
(is = {p + pyhn, (4)

{*) Traité des fonctions elliptiques, t. III, p. S88.

(") Nouvelle Correspondance mathématique, t. II, p. 175.
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dont la démonstration est facile (*). D'ailleurs, t/œ= s ; donc

III. Remarque. — On doit, à M. Green, cette autre expression

du rayon de courbure :

udu

Il est aisé de ramener Tune à l'autre. En effet, d'après une

propriété connue, sur laquelle nous allons revenir :

donc

etc.

udu = ipp' -t- p'p")dcc = (p -t- p")dp;

IV. Podaire de la développée. — On sait que la normale PN,
au point P de la podaire, est l'hypoténuse du triangle PON, dans

lequel ON = p'. En outre, cette normale est la diagonale du

rectangle MPON ("). Donc MP =p'. De plus, le lieu du point N,

(*) Celle de Lcgendre csl trop compliquée. De plus, l'illustre Géomètre

ne semble pas avoir aperçu la relation (5).

{**) Bulletin de VAcadémie, février 1869.

(***) Nouvelle Correspondance mathématique, t. II, p. 175.

(") Cours d'Analyse, p. 517.
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projection de l'origine sur la normale à C, est la podaire de la

développée de C.

V. Centre de courbure. — D'après la formule (5), il suffît, pour

trouver le centre de courbure de C, de prendre Nl=p" (*).

VI. Relation entre trois aires. — Supposons que la courbe C
soit fermée, convexe, et qu'elle renferme le pôle 0. Appelons

C, P, N les aires des trois courbes. Il est visible que

A cause de la valeur de ds (4) :

C-P=-y pp"dco =
-J

pdp' = \-pp'\
--J

p"dc,.

n 00
Le terme intégré est nul

;
parce que p, p' ont mêmes valeurs

aux deux limites (**). De plus, le troisième terme égale (— N).

Donc
P = C -t- N.

Ainsi : la surface de la podaire équivaut à celle de la courbe

primitive, augmentée de celle de la développée (***).

(*) On peut observer que le lieu du point N est, à la développée, ce que

la podaire est à la courbe primitive C. Donc, à cause de œON =: w -h const.,

la relation MP =p' entraîne celle-ci : NI = ;>". Cette démonstration de la

formule (5) nous paraît fort simple.

(**) Cette remarque a été faite, autrefois, par M. Ronkar, aujourd'hui

Professeur à l'Université de Liège.

(***) Autrement dit : la couronne comprise entre la courbe et sa podaire,

lisi équivalente^ en surface, à la podaire de la développée. Par exemple, lu

podaire de la développée de l'ellipse (l'un des foyers étant pris comme pôle)

a pour mesure Tza{a — b), (Septembre i886.)
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Autre addition. — (Avtil 1886.)

VII. Transformée d'une podaire. — Soient une courbe ACB et

sa podaire DPE, relative-

ment à un pôle M. Enrou-

lons la figure sur une surface

développable 2, de manière

que ACB devienne A-,C,B^
;

etc.

Les droites MC, CP, MF
sont remplacées par des

lignes géodésiques MjC^
,

C,Pj, MiPj. MPest le plus

court chemin de M à la tan-

gente CP; donc MjPi est,

sur 2, le plus court chemin

de M, à CjP^; et Vangle

M^P^Ci est droit (*). On a

donc ce théorème :

La transformée, sur une développable 1, de In podaire d'une

courbe plane ACB, relativement à un point donné M, est le Heu

du sommet de l'angle droit d'un triangle M^P,|Ci formé par trois

lignes géodésiques, et dont le sommet M^ est fixe, tandis que le

côté C^Pj est tangent au côté AjBi, transformé de AB.

VIII. Remarque.— Si AB est une ellipse, dont M soit un foyer,

la courbe DjP^E^ est une transformée de circonférence (**).

(*) Cette proposition, à peu près évidente, est démontrée dans le Calcul

des variations, de Moigno et Lindelôf. Elle est d'autant plus remarquable

que, dans la transformée plane d'une figure tracée sur une surface dévelop-

pable, les angles ne sont pas, généralement, égaux aux angles primitifs.

(**) La question des transformées de podaires est liée à celle des dévelop-

pantes. On peut consulter, sur ce sujet, notre Théorie analytique des lignes

à double courbure, pp. 61-65.



( 232 )

Cli. — Un théorème d'Ampère.

(Septembre 1875.)

« Si l'on réunit toutes les fractions continues qui, réduites

» sous la forme la plus simple, donnent s pour somme de leurs

» quotients entiers, le nombre de ces fractions sera égal à 2^~*(*). »

Le dernier quotient entier (ou incomplet) ne pouvant être 1 (**),

à moins que la fraction égale 1 , la question ne diffère pas de celle-ci :

Combien l'équation

Xi -t- X2 -t- Xs -4- ••• + X^ ^ s

admet-elle de solutions en nombres entiers, avec la condition que x„

surpasse 1?

Soit A, ce nombre de solutions.

1° Il est visible que A2= i.

2° Des identités :

s = s = 4 -+- (s — 1) = 2 -+- (s — 2) = ." = (s — 2) -H 2,

on conclut la relation

A, = 1 -»- A,_, -H A,_2 -+- ••• -H A2;

puis, de celle-ci :

A,_i = 1 -^ A,_2 -4- •••-+- A2.

Donc, par soustraction,

A, = 2A,_,

Ainsi, les nombres A^, A5, ... A, forment une progression,

dont la raison est 2. Et comme Ag == 1 :

A, = 2*^"^

(*) Correspondance mathématique de Quetelet, t. IX, p. 145. Cet énoncé

n'est pas très clair. Voici comment je l'interprète : Combien y a-t-il de frac-

tions continues (de la forme ordinaire) dans lesquelles la somme des quotients

incomplets soit s?

(**) En effet,

1 1

a -i = a H '

.

1 1

6 -t- 1 6-»- •••H
1 yc-4-1

/t-t- -
1
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Clil. — Sur le» dérivées» d'nne firaction.

(Février 1876.)

I. Soit

1 1 1

^ (i —xj (1 -»-x)*(l —x)' ^ '

On a, k étant positif:

(1 -4- Xf I

r{k)

(i - xf

donc

g-(,-x)i3pi-l^p.

[r{k)Jy = f / e-'"^"^^' e'^-«'^ a^"' p'"* da(ip, (2)

et

d"
[r{k)J -\= f r e-(^+'3)+(^-«)==(|3 — a)"a*-*p*-Varfp. (5)

Pour simplifier l'intégrale double, posons

u V

1 H- ar i — X

Il résulte, de ces valeurs :

/ „M .
(mv)*"'

. . dudv vfl-t-a:)

—

u{i—x)

puis, au lieu de la formule (3) :

'o

Le terme général de la puissance n""* est

r{n -+- I
)

Vip H- \)T{n — /> -«- 1)

lj''î/''v"-p(l — a-)p(l -4- x)"-
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Donc l'égalité (4) devient :

L'intégrale double, considérée comme le produit de deux

intégrales simples, a pour valeur

T{k -t- p)T{k + n— p)= r(2A: + n) f (1 — 6)*+"-* 5'+"-''-*rfe

= r(2fc + n) / (e — ey-*('l — ô/e'^-'-rfe.

Nous avons donc, au lieu du second membre de la formule (5):

La quantité 2" représente le développement de

[('1 M- a;)^ — (I —x){i — 9)]" = (2e — 1 + xf.

Par conséquent,

IL Posons

'ïl = î^_: (7)
dx" (1 — a:')*+"

P„ est un polynôme entier, du degré n, déterminé par la formule

P = ^^^'' "^ ''^

r\^ — ôJ-H^ô — i -t- xYde. (8)
[r(A-)7 J

(*) Très probablement, le calcul précédent peut élro abrégé; mais peut-

être, en l'abrégeant, le rendrait-on moins simple.
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Pour la simplifier, soit fait

2e — I = cos (p.

On trouve, par un calcul facile,

1 r(2^-+- n) f

(9)

2"-' [r(/t)7
r sin'*-'cp(a;-t- coscp)''(/(pn. (10)

Addition. — (Avril 1886.)

III. Si Ton développe (x -+- cos «p)", on a, en supprimant des

intégrales nulles,

/ sin" '^{x -+- cos cp)"</cp

== 2 / '^
sin^''-'(pd(p[x'' -^ C„,2X"~' cos'^9 -f- C„,4x"~* cos*9 h ].

En général,

r (
^ "^ M r /^ "^ ^

Donc

1 \ 2
sin''9 cos'' (pr/9 = -

' rf?^^ + i

1 \2

r u- +-

sin^*~'(p cos'^ (pd(p = - r(Â;) -

'^

r [k

(*) Lorsque k = -^, cette égalité se réduit à

r(n-t- 1)
/''r

P„ = / (X -+- cos tp)"rf(p;

ce qui est exact. (Notes d'Algèbre et d'Analyse, p. 10.)
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puis, à cause de r({) = t^rr ;

/ sin^*~*(p(a; -4- cos cp)"<:

r[k) \/n

r U

1

a;" + C„^2 7^" <~'-'»,4

1 3

23

^)(-|)

et enfin, au lieu de la formule (10) :

1 r(2ft -- n) l/^
P.,=

[
X U" -t-

1

2A-t- I

C„,2a-"^-4-

'wr(/

1.3

(2;c + l){n -t- 3)
ux"-*-^-"lr )• 0^;

IV. Remarque. — Si /t est un nombre entier, le second mem-

bre est rationnel; ce qui devait être.

Soit, par exemple, k= \; alors

P, = r(n -I- 2)
I

a;" + 1 C„,,x"-^ + ic„.4x"-*

et, par conséquent,

y r(n -+- 2) r 1 'i , 1

(1 — xy+' L D 5 J
^

(*) IjC dernier terme contient x" ou a;', selon que n est pair ou impair.

(**) Si, après avoir décomposé î/ en

on forme directement j-^ , on trouve le même résultat.
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Clill. — Une construction de l'hyperbole.

{Mars 1876) (*).

I. Lemme. — Étant donné un triangle ABC, on décrit, du

sommet C comme centre, une circonférence quelconque. Des

points A, B, on mène des tangentes AD, BE, lesquelles se coupent

en M. Le lieu du point M est la circonférence circonscrite au

triangle ABC.

II. Construction de l'hyperbole. — Soient A, A' les sommets

réels; F, F' les foyers; Oy l'axe non transverse. Par F, F', on

fait passer une circonférence quelconque : soit C l'un de ses

points d'intersection avec Oy. On trace la corde CF, qui coupe,

en D, la parallèle AB à Oy. Du point C comme centre, avec

CD pour rayon, on trace une circonférence C. Soient M, M' les

points où elle coupe la première circonférence : les points M, M'

appartiennent à l'hyperbole, laquelle touche, en ces points, la

circonférence C.

III. Remarque. — L'hyperbole est l'enveloppe de C.

ClilII. — Développement d'un radical.

(Avril 1886.)

I. Soient

y = i -\- z -^ z^ -\- "• -\- z'', (1)

u=-^=^ k^n-, (2)

Vy »

(*) Le lecteur est prié de faire les figures.

('*) Lorsque p := 2, les coefficients A„ deviennent un cas particulier des

fonctions de Legendre [Deuxième Mémoire sur les fonctions X„
, p. 63).
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et, par conséquent,

mI/2/ = 1. (3)

On déduit, de cette équation,

uy' + ^yu' = 0, . (4)

ou

m(1 -f- 2z -+- 5z' H ^ pz^-') -4- 2m' (l + Z -f- z' H H z")= 0. (5)

A cette égalité, on peut adjoindre celle-ci :

u[\ —{p+\)zr>-i- pz"-*-*] + 2m'(1 — z)(l - z^+^j = 0, (6)

résultant de ce que :

y
^ ^ -, (7)

1 — z

^
(1 — Zf

II. La relation (6) équivaut à

[i_(p + l)^PM-pz''+*]
2°"

A„z'-'+ 2(1—Z— z^+'+z"-^'^) 2 «A„z"-'=0,

ou encore, à

[1 — (p + 1)zî' -+- pz"-^'] 5 A„z"

(9)

+ 2(i — z— z''+* -4- z''+''') 5 (n -i- 1)A„+,z"= 0.

Le coefficient de z"~* est

A„_i — {p -h \) A„_p_i -+- p A„_p_j

-4-2[»A,-(w-l)A„_i-(«-p-l)A,._,_,-+-(w-p-2)A„_p_2]=0, (;^yp+2)

ou

2nA„—(2n—3)A„_,—(2m—p—1)A„_,_,-h(2»î—p—4)A„_,_2=0.(10)

(*) Les équations aux différences finies, déduites des égalités (5), (6),

contiennent, respectivement, p -h i termes et quatre termes. A partir de

/) = 4, la seconde est donc plus simple que la première. En conséquence,

dans ce qui va suivre, nous négligerons l'égalité (S).
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III. Vordre de cette équation (10), aux différences finies, est

n — (n — p— ^) = p -*- 2.

Donc, elle donnera, de proche en proche, un terme de rang

quelconque, si l'on connaît, préalablement, les p 4- 1 termes

initiaux : Aq, Aj, ..., Ap.

Évidemment,
1

Ao=1, A, = — -

Pour trouver A2, A3, ..., Ap, et même le terme général, A„,

on peut appliquer l'une ou l'autre des méthodes suivantes :

1" D'après la formule

on a

- _i
ii = {\ —zf{\ —z"-^'} ^

(12)

Le développement du premier facteur est

11 1.5 _^°° £«+'

2 2.4 2.4.6 A " '4«-*-*. 2(7+1)^ ^

Le développement du second ;

11.0 ^^- jr(pH)î'

,^_,,.,^_..^„^.._2/v„-^^- (U)

Faisant le produit, et le limitant à z'', on aura donc les valeurs

initiales demandées ; savoir :

2.4

2° De

1.5
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on conclut

l — z

ou

= 4 -+- 2A,z -t- ••• +- (AoA„ H- Âi^„_^ H- •• -4- A„Aolz" -+- •••,

= 1 -+- 2A,z -t- 5 (AoA„ -*- A,A„._i -t- ••• -t- A„Ao)z"; \

puis
-^ 4

AoA„ -t- A,A„_, -t- ••• -t- A„Ao = — I
, (16)

selon la forme de n.

JV. Cette relation (16), inapplicable dès que l'indice n est

un peu grand, pourrait servir à prouver la propriété suivante :

4"A„ = entier. (1 7)

Mais la démonstration est encore plus simple au moyen de la

formule (12), jointe aux développements (13) et (14-).

En effet, si ^ -h 1 n'est pas multiple de p h- 1,

et, dans le cas contraire,

1 ^ 1
/ _ ^ \

A„ = - C, ,
- 2 C.,.

,
. C,,, ,, -^-^-^-—- . U =—

-^j

Or, d'après un théorème connu,

d 1 . 2 . 5 ... 2a
Ca,, , = = entier ;

9-^^ '

1 .2... 9 X 1 •2...7"n

et, d'un autre côté, P^"'^^ divise
4»+'^'+"»'+'

V. En résumé : 1° 52 l'on suppose

(1 ^, H- .' H- ... + .')'"'= 2„c„ y,
tous les coefficients C„ sont entiers.
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2" Ces coe/pcients sont donnés par la formule

2/î(: =4(2n-5)C,, ,-f-4''-^'(2rî-p-1)C„.,_ -4"+^(2/j-/;-4)C„_,^, (18)

3° Ce multiple de 4" se réduit à zéro, si n ^= JrL(p -f- 1).

VI. Remarque. — Si />= 1, la formule (18) devient

»C„ — ^2(2n — 5)C„_i — 16(m - \)C„_, + 5:>(2n - 5) C„,3 = 0. ('19)

Le calcul direct donne

C] = Z =: '-2, 1 1 '-'2 =^ " = *-'4, 2 5 ^"3 = 20 = Ce, 3 ;

après quoi l'on vérifie, aisément, que

C,, = zpC,„,„C). (20)

Par conséquent, il existe cette relation entre les nombres C2„ „ :

nCi„,n -t- 2(^2«— 3)C2„_2,« 1 — 16(« — l)Q«-4,„-2
, (2 h

-52(2/<- Ô)C,„.e,„.3 = 0. )

'

Il en résulte, si n est impair :

OCjn 2, « )
"^ °^2n-i,7i—'i "^~ oOC2„_6, „_5= tJIL (w),

ou
5C2„,„ — 8C2„_2,„_i — 80C2„_i,„_2 = t'K (m -h 1).

On sait que C^„^„=i')\\(n+\); donc, par le changement déjà

effectué :

€2„,„ -t- 10C2„_2,,.-i = DK {n -+- 2).

Nous avons donc ce petit théorème :

Soit n un nombre impair. Si, an nombre des combinaisons de

2n lettres, n à n, on ajoute 10 fois le nombre des combinaisons

de 2n — 2 lettres, n — 1 à n — \, le résultat est divisible par

n + 2 (**).

(') Ce résultat était évident a priori, à cause de

(**) Pour le cas de n pair, je n'ai rien trouvé de semblable.

16
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CIjI^. — Sur une équation alg;él>rique.

(Septembre 1876.)

I. L'équation

{x -.- if" — x"" — 2,T — 1 =

a été remarquée depuis longtemps, parce que ses seules racines

réelles sont toujours 0, — ~, — 1 (*).

Il est facile d'en former d'autres, jouissant de propriétés ana-

logues à celle qui vient d'être rappelée. Par exemple :

L'équation réciproque

^4»+2_ (9n -+- 1 )x'"+- -t- (2?/ -\- \ )x-" — 1=0 (1
)

a trois racines égales à -¥- \ , trois racines égales à — 1 , et

in — 4 racines imaginaires.

La démonstration, que nous ne développerons pas, est extrê-

mement simple.

IL Si l'on supprime le facteur (x^ — \f, l'équation résul-

tante peut être mise sous la forme

[.jt,^«-*+a;'"-^-f--.-t-xP— (2^î-'l)x'»-'— (2«—5)a;^''-*— ..— 1= 0, (2)

|)uis sous celle-ci :

^4»-2^c2^i«-4_,
4-/îx'"— wx'"-'— (w— l)x'"-' 1=0. (3)

Il est évident que le premier membre de cette dernière

équation est encore divisible par x^ — 1

.

Addition. — {Septembre 1886.)

III. Le quotient est

Q = x*»-4 -I- ox*"-^ -t- fix*" 8 -+-... + ^ '
'"--'

2

-t- 6a* -4- ox" H- \

.

{*) Cours d'Analyse, p. 305. On suppose «> 1. Je crois me rappeler

que Waring s'en est occupé.
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Ainsi, ïéquation réciproque

X*" -+- 5a;'"-^ -t- Gx*"-* -+-••• -I- ., -,- -, ,,,

-t- 6x* -4- 5x" -4-1 = 0, )

dans laquelle les coefficients sont les nombres triangulaires, n'a

aucune racine réelle.

IV. Soit X4,, le polynôme formant le premier membre. Il est

facile de voir que

Xi,, = {x^" -t- x'"-' H 1- x- -+- If -4- x'X,„_^. (5)

En effet, le développement du carré est, comme on sait :

X*" -4- 2x*"-* -+- 5x*"-* -+- 4x*"-" -4- ••• -4- 3x* -4- 2x'' -4- 1.

Donc, en identifiant les deux membres, on retrouve les égalités

connues :

5 = 1-+- 2, 6 = D-+-5, 10 = 6-4-4, 15 = 10-4-5,...

V. Si l'on part de

X4 = X* -4- DX" -+- 1 = (X^ -4- 1 )^ -+- X"'',

on obtient, au moyen de la formule (5) :

Xi„ = (x''" -4- x'"-- -+-••• -4- x' -4-
4

f

-4- XV'^' -+- »^*""* -^ h X'' -4- 1)- -4- • . -4- X'"-^(X' -4- 1)" H- X'^
(C)

Ce polynôme, étant la somme de plusieurs carrés, ne peut s'an-

nuler pour aucune valeur réelle de x. La proposition primitive

est donc vérifiée (*).

(*) Au moyen de cette relation (6), et de l'équation (A), on pourrait

démontrer la formule connue qui donne la somme des carrés des nombres

naturels.
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CliV. — IJne application de la formale du binôme.

{Novembre 1861.)

X étant positif, on a, en série convergente,

X xix— 1) xix — \)...ix — w-t-4) ,^, ,

1 1 . iJ 1 . 2 ... « ^ ^
'

D'un autre côté,

^ ^

x(f.2)^ .-U-.2f ,
x\^.^f

^

4 1.2 1.2.3 ^
'

Si, dans ces deux développements, on égale les coefficients

de ac^, on trouve

1 , 1 1 / 1\ 1 / 1 1\

Le second membre est la même chose que

r' ri 1 1 1

/ rf^ -— - (1 -+- ô) -t- - (1 -»- 8 -4- 9')
: (1 H- 6 -4- 9' + e') -f- .

OU

OU encore :

/^ rf9 r i^ -C (1 -+- 9) — e"l

1 - 9 L ^ J

Donc enfin,

-^^-—^ [f (1 + X)- ^ J^ 2] = - (^\ 2)' (••). (4)

(*) Comptes rendus, t. XLV, p. 621.

{"*) Probablement, cette intégrale est connue; mais je ne l'ai pas trouvée

dans le Recueil de 31. Bierens de Haan.
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CIi\^l. — Sur la fonction Vl(ac).

(Mars 1877.)

Soit, avec la notation de Legendre,

N, p étant des nombres entiers.

Mettons N sous la forme :

a/>"~* -4- bp"~° -+-' -\- kp -i- l;

a, b, c, ... k, l étant inférieurs à p (*).

Il résulte, de cette décomposition,

X = a(p"~^ -i- — -4- p -+- 1) -4- 6(p""^ H \- p -y- 1) -t- ••• -k- k,

ou

X = a^^ -^h- ^ ... ^ k" •

(2)
p — i p — i p — 1

On a aussi

N = a(p»-* — 1) + • • H- /c(p— 1) -t- a + 6 -+- -. -+- Â:-+- /. (5)

Donc le quotient entier de N par p— 1 est

/a -+- 6 -+- ••• -H k -+- /\y^x*e( —^ ). w

Le maximum du numérateur est n(p— i ).

Par conséquent :

Le nombre X est compris entre Y et Y — n
;

ou, ce qui revient au même :

Si Von suppose

. N
X = Y= E

\p — i,

l'erreur commise est inférieure à n ; p° étmit la première puis-

sance de p qui surpasse N.

(*) Autrement dit, on suppose N écrit dans le système dont la base est p.
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Clil^II. — Aire d'nue flgure sphériqiie.

,
(Avril 1877.)

I. Le rayon OA étant pris pour unité, soit OC = c.

Sur OC, comme diamètre,

décrivons une circonférence.

A désignant l'aire de la partie

supérieure de la sphère, pro-

jetée à l'intérieur du cercle OC,

-l/Â
dxdy

l/l — x^ —! y'^

X ei y étant positifs.

X = u cos cp
, y = Il sin 9 ;

udit
2 r^ do r

V\- 0;

puis
TT — 2E,(c).

(2)

(3)

(4)

II. Remarques. — 1° Lorsque c = 1, la figure sphérique est

la fenêtre de Viviani (**).

2° Dans le cas général, le quart de la sphère, dont la projec-

tion est ADBO, a pour mesure ti. Donc

E,(c) = aire projetée suivant ADCMO.

(*) Parce que OM := OC sin y.

(**) Voir la Note CXLVIII.
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(X^'III. — (J|nclc|iics tliéorciiics sur les coiii(|ues (*).

I. Si deux coniques ont leurs axes principaux respectivement

parallèles, leurs quatre points d'intersection appartiennent à une

même circonférence (**).

II. Réciproque.— Si deux coniques se coupent en quatre points

situés sur une circonférence, leurs axes principaux sont, respec-

tivement, parallèles.

III. Corollaire. — Si deux angles ont leurs bissectrices paral-

lèles, leurs côtés forment un quadrilatère inscriptihle.

IV. Dans l'ellipse, la somme des cordes passant par un foyer,

et parallèles à deux diamètres conjugués, est constante (***).

La somme dont il s'agii est, avec les notations habituelles :

2P [73-^ -^
. ^t:^' I

•
^':

e^ cos^ a 1 — e^ cos^

Il faut vérifier que s est indépendante de m et de w', si l'on a,

entre ces variables, la relation

tgcotgco' = --.
(2)

Soient t, t' les deux tangentes, de manière que

tt' = e'— \. (3)

La formule (i) peut être écrite ainsi :

\ +e i

s = 2/9
\
—é" + e !

-I

(') Trouvés à diverses époques. Je supprime les démonstrations de

ceux qui sont presque évidents. (Avril 1886.)

('*) Conséquence d'une propriété des surfaces du deuxième ordre,

publiée en 1847 (Nouvelles Annales, p. 421).

(***) Manuel des Candidats, t I, p. 469.
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puis sous cette forme :

C2(i — e^) -4- (2 — e^){t^ + r) -f- ^er
^ ^ '^^

(1 _ ey + (1 — e'){f -+- ("^) -^ er
'

Au moyen de la condition (3), la fraction devient

4 _ 6e^ 4- 2e* + (2 — e^)(t' -+- r') _ 2 — e^

(r^r"ê^)[2^^^27+l^"^rr] "~ 1 — e'^'

Ainsi

S-=2p; ;=2 (4)
i — e^ a

V. 5/, ci'im pomî M d'une hyperbole, pris comme centre, on

décrit une circonférence passant par un foyer, et qui coupe,

en R, R', la directrice correspondante, l'angle RMR' est

constant {*).

VI. Soit une ellipse E ayant F, F' pour foyers. Sur FF' et

DD'= 2b, comme diamètres conjugués, on construit une

ellipse E'.

1" Les deux courbes sont doublement tangentes;

2° La normale commune, en chacun des deux points de contact,

est parallèle à DD'.

]° L'équation de E étant

ay -»- 6V= a%\ (5)

on trouve, aisément, que E' est représentée par

cy 4- b\x sin 9 — y cos Qf = 6^c^ sin- 9. (6)

Les deux courbes seront tangentes si l'on a, pour chacun de

leurs points communs :

c'y - b\x sin d—y cos ô) cos ô 6^(a; sin 9—?/ cos 9) sin 9 6Vsin^9

(*) Autrement dit, le triangle isoscèle RMR' est mvariable de f^orme.

(**) Par le théorème des fonctions homogènes.
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Les équations (7) se réduisent à l'équation unique

y l>^

X a-
(8)

laquelle représente la corde de contact TT' (*).

2" Le diamètre GG', perpendiculaire à DD', a pour équation

- = — col
X

(9)

Le produit des coefficients angulaires de TT' et de GG' étant
b2

, TT' est conjuguée à GG' ; ou, ce qui revient au même :

La normale commune, en T, est parallèle au diamètre DD'.

VU. Soit une parabole P. Du point B, symétrique du som-

met A , relativement à la directrice, on mène une transversale,

qui coupe P aux points C, D. Les normales CM, DM, en ces

points, se coupent sur P.

Vin. Remarque. — Si la transversale devient tangente, le

point M appartient à la développée de P.

IX. Soit un hexagone ABCDEF, dans lequel trois côtés alter-

natifs concourent en un point S, et les trois diagonales, joignant

ë.<r:

(') Si l'angle 6 varie, Venveloppe de E' e.*^ donc E (abstraction faite des

deux foyers). (Application de l'Algèbre à la Géométrie, 1848, p. 336.)
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les sommets opposés, concourent en un point R. Cela posé, les

trois autres côtés concourent en un point T (*).

Considérons un hexagone auxiliaire, A'B'C'D'E'F', dont les

côtés soient parallèles trois à trois. Il est très facile de vérifier

7
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3" Le premier énoncé peut encore être remplacé par celui-ci :

Lorsque, dans un hexagone ABCDEF, les côtés AB, DE et la

diagonale CF concourent en un point S; que, de plus, les cotés

CD, AF et la diagonale BE concourent en un point R ; alors les

côtés BC, EF et la diagonale AD concourent en un point T (*).

A" Dans la figure auxiliaire, les trois hexagones (**) seraient :

A'C'E'F'B'D', A'C'E'B'D'F', A'B'F'D'E'C.

(*) De là résulte un ihéorème corrélatif. Mais nous ne pouvons épuiser

cette intéressante théorie.

(**) Non tracés.



( 252 )

ClilX. — Sur la somme des diviseurs de n.

(Juillet 1877) (*).

I. Soil la formule de Jacobi :

= 1 _ 3x -t- bx'— 7x« + Qx*"— 1 la;"* -4- - (**).
(

Il en résulte, comme l'a remarqué M. Halphen ;

(1)

a" / n

X — Sx^ -+- iix^ — 30x^*' -1- SSx*"*

Supposons :

4

(2)

r).

1 — 5x-4-5x^— 7x®-t-9x'
= 1 -^AjX+AaX^H hA„x"-t----, (3)

de manière que les nombres entiers A„ sont donnés par la loi de

récurrence :

A„ — oA„_, -+- 5A„.3— 7A„_6 -+- 9A„_,o =0. (4)

Alors, d'après l'égalilé (2) :

/n= A„_, — 5A„_3 -t- 14A„_6 — dOA„_,o -<- S5A„_,5 (A)

Ainsi, l'on peut trouver la somme des diviseurs de n sans con-

naître aucun de ces diviseurs, sans décomposer n en facteurs pre-

miers, etc.

(*) A l'occasion d'une formule de M. Halphen (Bulletm de la Société

mathématique, Congrès du Havre).

(**) Note CXL. Le second membre est décomposable en facteurs, d'aw

moins treize manières (Recherches sur quelques produits indéfinis).

('**) Recherches sur quelques produits..., pp. 39 et suiv. Il est visible que,
n(n+i)

datis le numérateur, le coefficient de x ^ est, en valeur absolue, la somme

des cai^és des n premiers nombres entiers.



( 253 )

II. J'ignore si Ton a fait allenlion que l'on peut ramener la

recherche de /*w, au problème de la décomposition d'un nombre

entier, en parties entières, positives, égales ou inégales. Poui'

arriver à ce résultat curieux, il suffit de modifier, légèrement,

la méthode employée ci-dessus.

Soit la célèbre formule d'Euler :

(1— x){\— x'^)[{ X^)'- ^1 X— x"^ -\-
x^ -^ x''— x'^— x'^^-t- •• (o)

On en conclut, comme Labey {*) :

"'/'X + ôx'^ +- 4x + ••• 4-

X -H 2a'— ^x'— 7x' H- 1 2x'' -t- \ Sx*''—
1 X — x' -t- x^ -+- x' X*^ X*^ -f- ••

La fraction

I

{^}

4 — X — x'^ -+- X* -t- x'— x'^— •• •

développée en série, devient

^{n) représentant le nombre des décompositions dont il s'agit (*'').

Par conséquent,

J (B)

(j.(«—l)+2t];(«—2)—5<];(n-5)-7i];(n-7)-t-12i];(«— 12)+ . ..('**).)

(*) EuLER, Introduction à l'Analyse, t. I, p. 3o7,

(") Recherches..., p. H.
('**) Les coefficients 1, + 2, — 8, — 7, ..., sont donnés par la formule
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CLX. — ISur quelques produits iudéfiuis {*).

{Août 1877.)

I. Rappelons un certain nombre de définitions et de formules :

a = (1 — q){\ — q') (I — q') " = 2«A;' ^'k''q'\ (3)

oc' = (1 — q'){\ — q'){l — q') ... = 2« f^j {kk'fq~"^\ (4)

1 L —
(3
= (4 + 7)(1 -+- 9^)(1 + 7^) ... = r{kk'f'^q^\ (o)

p' = (1 + 9^)(1 -t- q'){l + (/«) ... = 2 ^F(A;'9) *% (6)

«PP' = 1

,

(7)

2« ^_ = (! + 2^ -i-29*-+-29»-4- -.f, (18)

— i . / ^
,
/— *'

(20)

-I
_ 5^2 ^ g^6_ 7^12 ^ . , ^ ^'5^ ^^

—4M ^/2^
^ (24)

p=2>'Wr' (3-^)

(*) Complément au Mémoire de 1871. Voir la Note CXXXI.

(**) ?(") '^^^ ^^ nombre des décompositions de n en parties positives, entières

^

inégales; »i(n), celui des décompositions en parties impaires , inégales; etc.
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'=.ocp'=2(-(l^y{^), (73)
p

a'p =r 1 -+-
q
— q^— q'^— </'— q^' -+- q^''^ -+-

(f-
+- r/^" -t- </'"

, (79)

(1 —
^Z''
— 7^ H- (y'»-i- </" f \

= (i + 27 + 29^ + 27« -+- ...) ^ r,„^,(- 7)".
^''^ ''^

I

II. Décomposition de la série d'Euler (*). — Si l'on y change

X en 9-, elle devient

1 — (/- — 7* -4- 7'" + </'* = a'. (52)

1" Pour la décomposer en deux facteurs, il suffit de prendre

Videntité :

a'= — . 8.
8 ^

En effet, d'après les formules (21), (34-) :

X — q'-q^+q'Wq^' =(1—7— Tr'+ç^+ç*" )'S (pi{n)q". (A)

2" Pour la décomposer en trois facteurs, on peut d'abord

observer que les formules (18), (75) donnent

' 4 / 2w
« = V - r^

OU

i —q^ — qi ^ q'o ^ 7**
)

= (1 H- 27 -H 27^ -^ 27^ + ...) [^2^- qrMn)J- {
^^^

3" Ce n'est pas tout. A cause de la relation (7), on a

«' = a'p X « X p';

(*) Voir page 2S5, formule (li).
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puis, par le développement (79) :

1 — 9'— ç* -t- ç*" -+- 9'*

= {\—q — q^-^q' + q'— •) 5 ?i(»ï)7" X 2 9(^)9'" (*

III. Autres décompositions. — Reprenons la formule

1 — q^ — qi* -t- g'" -+- qi'* — •••

(C)

(B)= (1 -^- 2^ + 29' -+- ^q' -+-

En la combinant avec celle-ci :

on obtient

(1 -q'-q'-^ q'' + ...)'^ = 2" ^^-n'- 7)" X p^

ou

5 9'(^')'/'' ;
(R)

puis, à cause de la formule (73) :

^'^.nU- qr -\{\~q'-q'-^ q'' -^-)^\- qY^i»)
\

'• (e)

Ainsi :
1° de même que la série iVEuler est le produit d'une

série par le carré d'une série, (B), son carré est le produit d\me

série par le carré d'une série, (D).

«' = a'^3 X a,3';

(*) On a aussi

et, par conséquent,

1 _ (/2 _ q4 ^ ^10 ^ qxi _ (1 _ fy
_ fy2 H_ q,5 ^ qi

puis

y p(n)fy" = "V F,(n)rx2 ?('*)</'"•

^^o ^'o *^n -

(Mai 1886.)
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2" La série

est un carré (*).

IV. Suite, — D'après les définitions {i'), (5),

a'_ (l - q'){\ -r/^)(1-^«)(1 -(/«)...

p (1 -4- 7)(1 -f- </')(! H- ^'')...

Si l'on groupe convenablement les facteurs, la fraction devient

(1 - 7) (1 - 7^) (I - 7^) ... X (1 - q') (I - q') (1 - q'') ...

= a X (1 - 7* - 7' + 7'" -+- 7''
)

= V(p,{n){—q") X [i -q'— q'-^q'"^..].

La comparaison avec (E) donne donc, par le changement de q

en (— 7) :

i -H 7 -+- 7^' -h 7* -t- 7*° -+- •. \

= (• - f-9' -^ <r + 7'*'-
••)2o>(")r (F)

= (1 - 7^ - 7« -H 7^" -^ 7^«- -) 2„>.('09"- )

Enfin, si l'on élève au carré, on a, d'après la note précédente :

= [('I - 7^- 9* + Q'' - q'' --) 2„>.('^)7"?- )

^^'^

Conséquemment :

La série

quotient de deux carrés, (D), e^ï, au moins de deux manières, le

produit de deux carrés.

{') En effet, le produit contenu dans le second membre de (E) est

_=1 -q — q-o^q^^qi

17
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fylàJLl. — iSur une formule d'appronLiiuatiou (*).

(Septembre 1877.)

I, Dans la Note XXXVI , nous avons rappelé la solution de

ce problème :

De 1 à n (inclusivement), combien y a-t-il de nombres non

divisibles par des nombres premiers donnés, a, (3, y, ..., A?

Le nombre cherché est

Si l'on remplace cette formule par celle-ci :

'••=(* -!)(^ -?)('-,-)••' <''»

dont le calcul est très simple (***), on commet une erreur

a;= N' — N,

dont il serait fort utile de trouver des limites; mais, chose remar-

quable, la valeur de x est, assez souvent, fort petite. Autrement

dit, l'approximation résultant de la formule (A') peut, dans cer-

tains cas, être très grande.

II. Exemples :

\o w = l 000 000, a= 'lô, 3 ==23, o/=149.

(*) Addition à la Note CLVI.

(**) Tome I, page 120. La première Remarque renferme une faute : au

lieu de N = 1, on doit lire N = 2.

('**) Surtout au moyen de la Table IX, de Legendre.
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La formule (A) donne

N = 1 000 000 _ r°°n -
(

'«»"»»"
) _ (

'«°""«"

\ 15 y \ 25 / \ 149

4 000 000 ('[ 000 000\ /1 000 000\ / i 000 000

15.25 V 15.149 / \ 25.149 / \15.25.149

= 1 000 000 — 76 925 — 45 478 — 6 711 +5 544-+- 516

+ 291 —22 = 877 017.

D'après (A') :

12 22 lis 59 072 000 000
N' = l 000 000 — = =877 017 0..

15 25 149 44 551
o//ui/,u...

Ainsi,

a;<0/l.

2» n = 8541, a = 5, p = ll, r = i9, â = ô\.

Un calcul tout semblable donne

N = 5 695, N'=5 694,8; x < 0,2.

III. Remarque. — Si n est divisible par tous les nombres pre-

miers donnés, N' == N.

CliXII. — Lu lieu i^éoniétrique.

(Octobre 1877.)

Par un des points d'intersection de deux circonférences, on

mène la double corde commune ATT'. Par les points de con-

tact T, T', on mène les tangentes TM, T'M. Quel est le lieu du

point U{*y.

Prenons AB pour axe des abscisses, le point A pour origine.

Soient x, ?/ les coordonnées de T; x', y' les coordonnées de T'.

Nous avons
x" -^ xf _2«x —^ij =0, (1)

x'-' -f- î/"- — 9ax' — 2,6'î/' = 0. (2)

(') Le lecteur est prié de faire la figure.
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Les équations des tangentes sont

(a; _a)X -4- (?/ — p)Y = ax -+-^î/,

(x' — a)X -\- {]}'— p')Y = ax' -^
P'y'';

ou, à cause de

^ = -= »i
•

X x'
(3)

(x — a)X -+- (WX — j3 )Y = (a -+- 7Mj3 )x, (4)

(x' — «)X H- (mx' — |3')Y = (a -4- wp')x'. (5)

Les abscisses des points T, T' sont, par les relations (1 ), (2), (3):

mj3'
x = 2 x'= 2 (0)

Il faut, entre les quatre dernières équations, éliminer ac, x', w.

L'élimination de x et de x donne

2(mY H- X) (a 4- mp )
— (pY + aX) {m' -i- 1 )

— 2(a -+- m[3 )'= 0, ( 7)

2(mY -+- X) (a -4- mp') — (S'Y h- «X) {m- h- 1) — 2(a -v- wp')'= 0. (8)

Par soustraction, après suppression du facteur P — [3', on

trouve

2(mY + X)m — Y(m' + I )
— 2m[2;t -h m (8 + p')] = ^- (9)

D'autre part, si l'on multiplie par (3', par (3, et qu'on retranche :

— 2a(mY -t- X) -+- (iH- -+- 1 )^X -t- 2(a- — m-pp') = 0. (10)

Ces équations se réduisent à celles-ci :

2mX H- (m^ — 1 )Y — 2;» [2« -+- m(p -+- p')]= 0, (9')

(m"— 'l)X-H 2mY —

2

'?]-^a — m' = '10')

lesquelles représentent deux droites perpendiculaires entre elles.
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Ecrivons-les ainsi :

[Y — 2([3 -+- p')]m- -4- 2(X — ita)m - Y = 0, (11)

|2??__Xj«r- + 2Yîa + (X — 2a)= 0. (12)

L'enveloppe de la première droite est la circonférence repré-

sentée par

(X — 2a)- -+- Y^ - 2(p H- p') Y = 0. (1 5)

L'enveloppe de la seconde a pour équation

Y^ H- (X — 2a) (x— 2^
j
= 0. (1 4)

Par conséquent, te point M est le sommet d'un angle droit,

circonscrit à deux circonférences : le problème est simplifié (*).

(*) Nous arrêtons ici cette Note, parce que de pures considérations

géométriques prouvent que le lieu du point M est un Limaçon de Pascal.

Voir, dans les Nouvelles Annales (t. XV), les curieux théorèmes énoncés

par M. Mannheim; et, dans Mathesis (t. I), la démonstration, due à M. de-

vers. Nous ferons, cependant, les remarques suivantes :

i<* Les circonférences, dont il vient d'être question, sont orthogonales ;

2» D'après un théorème connu [Théorèmes et Problèmes, p. 50), l'angle M
est celui sous lequel se coupetit les circonférences données : il est constant :

o» Par conséquent , le lieu du point M se compose, généralement, de plu-

sieurs Limaçons de Pascal (Mankheim);

-i" Le lieu du sommet d'un angle donné, circonscrit à deux circonférences

données, coïncide avec le lieu du sommet d'un angle droit, circonscrit à deux

circonférences auxiliaires, orthogonales. (Mai 1886.)
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Clil^III. — Théorèmeis d'ArUbitiétique.

(Novembre 1877.)

I. Soit h un nombre premier, non diviseur de a. La fraction

a{a -+- b){a -+- 26) ... (a -+- n — ib)

'

^
1.2.0 ...n

est réductible à

N
6-.

<)•

Soit p un diviseur premier de 1.2.3 ... n, différent de b. Pre-

nons, dans le numérateur de f, les p premiers fadeurs :

a, a ~h b, a -I- 26, ..., a -4- (jo — 1)6.

Parmi ces nombres, il y en a un, et un seul, divisible parp (**).

Soit pa' ce multiple de p.

Dans le numérateur de/", les seuls multiples de p sont, comme
on le voit sans peine :

pa', pa' -+- pb, pa' -f- 2jo6, ..., pa' •+ n' — ipb;

n' étant le quotient entier de n par p.

Dans le dénominateur, les seuls multiples de p sont

p, 2p, 3/}, ..., n'p.

Supprimant, aux deux termes, p"', nous avons à considérer la

fraction auxiliaire

a'[a' -H 6) ... (a' -\- n' — -16)

'

^
1.2.3... n'

(*) Ce théorème est dû, peut-être, à Eisenstein.

(*") Propriété connue.
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sur laquelle on peut répéter les mêmes raisonnements. Celle-ci

conduirait à

«"(o" -H 6) ... (a" -* n" — i 6)

' ^ 1.2.5... w"
'

«" étant le quotient entier de w' par p ; et ainsi de suite.

De cette manière, on fait disparaître, des deux termes de /,

lo%s les facteurs premiers du dénominateur. 11 n'y a exception

(|ue pour le facteur premier 6.

D'ailleurs, par une propriété connue,

{n\ ln\ In

II. Kemarques. — 1° Si b est seulement premier avec a, la

fraction /"est réductible à

N
p'p""p""'

p, p', p'\ ... étant les facteurs premiers de 6.

2" Si h surpasse n, f est un nombre entier.

5° On peut énoncer le théorème suivant :

s et h étant premiers entre eux, tout nombre entier N, premier

avec b, divise une infinité de termes de la progression :

a, a H- 6, a -»- 26, ..(*).

4-° Soit ^ == m < 1 . On a, en série convergente (**) :

a i a{a -+- 6) 1
2-'" = 1

16 1.26'

a{a -+- 6)(o -f- 26) ... (a -+- w — 16) 1

1 . 2 . 5 ... /i 6" ^ "

(*) Ce théorème, évident par la théorie de l'équation

a-+-bx=: N/y

,

est, pour ainsi dire, inverse de celui de Jacobi (Note XXXVI).

C*) Comptes rendus, t. XLV.
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D'après le théorème,

a{a -t- 6) ... (a + w — i b) A„

1 . 2. 5... n 6*
'

A„ étant un nombre entier. Donc

• i « A

6"+*

CliXIV. — Sur une série.

(Novembre 1877.)

Soit s„ la somme des îî premiers termes de la série

1 1 1

a -•- 1 (a -4- 1 )(«-+- 2) (a -4- 1) (an- 2) (a -1- 3)

On trouve :

a a -H 1 a^ -»- 5a -+- 1 Nj

a-f-i a -+-

2

(a-+-l)(a+ D) (a -4- 1
)
(a -+- d)

Supposons

S = > ( !
^

(a -I- 1
)
(a H- 2) ... (a -+- n — 5) (a -+- w— \j

]\„_2 étant un polynôme du degré n — 2.

D'après la loi de formation des termes :

s„ =
a H- 1

)
(a -4- 2) ... (a -+- n— 4) (a -i- m— 2)

^ l ().

[a -^ i)[a + 2) ... (a -H n — 1)

i^)

(*) Le signe — , si n est joair.
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Conséquemment,

(a -+- n— 2)i\„_2= (a -t- n — o) (a -+- n — 1 ) N„_3 zp 1 . (3)

Dans celle idenlilé, prenons a =— {?i — 1). Elle se réduil à

N,._,=±in. (4)

Ainsi, le poh/nôme ]N„_2 devient ± 1, quand on y remplace a.

/Mr 1 — n. Celle loi, évidenle pour

N, = a -+- 1 , N2 = a^ -+- 5a -+- 1 , N3 = «' -*- 6a^ + 9a -+- 5,

subsiste donc pour N^, IV^, ..., N„_3, N„_5j.

Soil maintenant, d'après les formules (1), (2) :

N^^_^ ^ 1
,

*"'^'
(a+ i)...(a-4-«— 3)(a-f-n— 1) (a -+- l)(a -.- 2) ... (a -4- n)

'

ou

_ (« -+- M — 2)(a + w)N„_2±i
^"''~

(« + 'l)(a + 2)...(a-+-n) " ^
^

Pour a= 1 — n, le numérateur devient

q= 1 =b 1 =0;

donc il est divisible par a -^ n — 1; et la dernière formule se

réduit à

K-i
"*'

(a -+- 1) (a -4- 2) ... (a -+- w— 2) (a -t- n)
'

C. Q. F. D.

(*) -4- 1, si n est paii'.
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CEiVT. — Une décomposition en factenrs.

(31ars 1878) (*).

I. Pour résoudre l'équation

ac* -+- 2px^ -t- qf2= 0,

dans le cas où toutes les racines sont imaginaires, on peut (**)

faire usage de Videntité

x*-+-2/)x^-4-(/'^=La;^-+-x l/2(^

—

p)-^(i\ \x^— ^ \/l{q— p)-^q\- (A)

Si l'on suppose

elle devient

= [(2,f
<+* H- (2r)'^+* -t- f/] [(^rf+' — (2r)*+* + ç]. P ^

Celle-ci permet de décomposer, en deux facteurs entiers,

certains nombres. Par exemple :

dO«— 8.40"^+ 1=(I0'+ 10^ 4- d)(IO'— 10''-+-i),

4«H_2. 4'-f-9 = (4'+ 4' -4-
5)
(4^— 4^ + 5),

etc.

JI. Si r= (/= 1, la relation (B) se réduit à

2*4+2 ^_ I ,= (^'2^k+i _j_ 2/'+i
_j. '|)(22*+i _ 2<+» +-]), (C)

formule de M. Le Lasseur (***),

(*) Communiqué, en partie, au Congrès de Reims.

(**) Manuel des Candidats à l'Ecole polytechnique, t. I, p. 36.

("*) Nouvelle Correspondance luathématique, t. IV, p. 86. Ce simple

rapprochement, que M. Le Lasseur a bien voulu admettre, a été l'objet,

à Reims, d'une attaque aussi dépourvue de raison que de politesse.

(Mai 1886.)
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III. Dans ridentité

x«-t- 1 =(x'^-+- l)(x'-4-a;l/3+ \)(x' — xi/ï+ l),

faisons

X = .

Elle prend la forme

56A.+3 ^ ,, ^ (52A-f-i _^ i)(52A+. ^ 5*+i ^ ^)(32/.+i _ 5*+' + I). (D)

Ainsi, le cube de 3^' + ', augmenté de l'unité, est décomposé

en trois facteurs entiers. Par exemple :

(27'H-i) = (27 -f-i)(27 -t- 9 -V- 1)(27— 9 + i).

Il est clair que le nombre des relations, analogues à (B), (C),

(D), est indéfini.

IV. Le premier membre de (C) étant une somme de deux

carrés, chacun des facteurs du second membre doit être, égale-

ment, une somme de deux carrés.

En effet :

<^^''+i ^ 2*+* -+- -1 = (2* -+- 1)^ -4-
(2*f

,

^2*+' 2*+» ^ \ = (2^' 1)'^ -4- (2*)^

V. Si, pour abréger, on fait 2*= ûc, on a encore :

i
2^i+i ^ 2^+1

-t- 1 = 2a;^ -4- 2x + 1 = - [(2x -\- if -^ l],

22A+1_ 2*+' -+- i = 2x^ — 2x -*- 1 = - [(2x— 1)' + 1];

puis

2«+2 ^i==L [(2a: -t- 1 )2 + i] [(2x — if-i-i],

ou

4x* -f- l=-f(2x -+- if-^ .i][(2x— If -4- 1]; (E)

identité évidente et connue (*).

(*) Manuel des Candidats, t. F, p. 31. 11 en résulte que la recherche

des facteurs premiers de 2^*+2_(_ 1^ se réduit à celle des facteurs premiers,

soit de (2a; + 1)"^ -4- I, soit de (2a; — 1;* -4- i.
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CliXTI. — Sur uue classe d'équatious

différentielles (*).

{Juin 1878.)

I. Si l'on élimine c entre l'équation

t\x,xj) = co[x,y) + V[c) (4)

et sa différentielle, on trouve Véquation du premier ordre :

Donc, pour intégrer cette équation (2), il suffit d'y rem-

placer-^ par c, absolument comme si /" et ç étaient les varia-

bles (**).

H. Application. — Soient :

c -I- 2
f^x^-i-l, ffi=y^-+-2y, F(c) ^

c — 1

L'équation (2) devient

xdx xdx H- %y -+- llrfu
x^ -^ \ = [y' -^ "ly) h

^-^ ^

ou
(y -y-X) dy xdx — (y -+- \)dy

\{x'- -^ \){y -\- \)dy — x{y'^ +- ^2y)dx^[xdx — [y *- \)dy^

= (!/-+- ^)\j^<ix -t- 2(y + i)dy'\dy.

L'intégrale de celle-ci est donc

c H- 2
x'' -\- \ =c(y'^ -+- 2m) h

(*) Note lirée, en partie, du Bulletin de l'Académie. (Février 1878.)

(**) Relativement à / et y , cette équation (2) est, en effet, une équation

de Clairaut, conformément au beau théorème de 31. Mansion. (Mai i886.)
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Addition. — {Mai 1886.)

III. Soit l'équation :

xdx -+- ydy Ixdx -t- iidiiV
x' + ,f=^x,j— ^+ —

^^-f , (:î)
xdij -+- ydx \xay -+ ydxl

ou

(y^ — x^)(ydx — xdy){xdy -\- ydx) = (xf/x -+- ydy)\ (4)

Il paraît difficile d'intégrer celle-ci , même au moyen d'un

changement de variables. Mais comme l'équation (3) rentre dans

la forme (2), l'intégrale cherchée est, tout simplement,

a:^ -4- î^2 __ ç^^r^y _^ g2_ ^4^

IV. La méthode précédente, indirecte, nous paraît, néanmoins^

assez remarquable : elle s'applique à certaines équations qui ne

rentrent dans aucune classe connue. Ainsi, l'intégrale de

r df . Idf
/= cp H sin —
' ^ rfcp V/(p

est

[^ C9 H- sine,

quelles que soient les fonctions f, f.

V. Exemple. — L'équation

ces X -4- î/'cos «
sin X +- sin y = ces x ces y sin (x -+- y)—; -—

^ "^
cos^iî/ -H y ces' X

cos X -i- y' ces ?/

-+- sin < cos X cos y
(

cos" y -h y cos'x

a pour intégrale :

sin (x -+-?/) .

sin X -H sm ?/ = c
'—h sin c

( ).

cos X cos y

{*) On contribuerait aux progrès de l'Analyse si l'on pouvait former un

recueil des équations différentielles ayant des intégrales de formes données.



( 270 )

CliXTII. — Conclioides et podafres.

{Novembre 1878.)

I. Soient des conchoïdes AMB, A'M'B', ... ayanl le point

pour pôle. D'après un théorème

connu, les normales aux points cor-

respondants M, M', ... concourent

en un point N, situé sur la per-

pendiculaire au rayon OMM' ... Les

tangentes MT, M'T', ... sont donc

les positions du second côté d'un

angle droit, dont le sommet parcourt

le rayon, et dont le premier coté

passe en N. Conséquemment, l'enve-

loppe de ces droites est une parabole

ayant N pour foyer, pour sommet,

et dont OMM' ... est la tangente au

sommet (*). Si la tangente MT ren-

contre NO en R, on trouve le point I,

oii elle touche la parabole, en prenant

MI= MR.

II. Remarque. — 1" Pour chaque

rayon OMM' ..., il y a une parabole,

dont le sommet est le pôle 0.

III. Corollaire. — Si une droite

AB se meut dans un plan, les tan-

gentes en M, M', M", ... aux trajec-

toires de ces points, enveloppent une

parabole (**).

(*) Propriété connue. La parabole est l'anti-podaire de OMM'..., rela-

tivement au foyer N.

(**) Théorème connu. Voyez les Mélanges de Géométrie pure, par

M. de Jonquières, p. 29.
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IV. Généralisation. — Soit une courbe AB, s appuyant sur

lieux directrices CD, EF. Menons les normales AI, BI à ces

directrices : I est le centre instantané de rotation; donc MI est

normale à la trajectoire du point quelconque M. Soient MT la

tangente à cette trajectoire et HGK l'enveloppe de MT.

Relativement à HGK, AB est une podaire; donc HGK est

ranti-podaire de AB; et, par conséquent :

L'enveloppe des tangentes aux trajectoires des points M, M' ...,

est l'anti-podaire de AB, relativement an centre instantané I.

Pour trouver le point de contact G, il suffit de tracer la

normale MN à AB, puis d'achever le rectangle MING.

V. Remarque. — Si la ligne AMB est droite, et que les direc-

trices CD, EF soient circulaires, la trajectoire du point quelconque

M est une courbe de Watt (*), et le point I est fixe. Soit alors

IP perpendiculaire à AB : le point P est celui où la droite mobile

touche son enveloppe.

CliXTIII. — Une propriété des noiubres
trîaug^nlaires.

{Décembre 1878.)

Il suffit de renoncer :

La différence entre les carrés de deux nombres triangulaires

consécutifs égale le cube de la différence entre ces nombres.

[") Dans le cas le plus général. Voir la Note CXVH.
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CliXIX (*). — iSiir l'iiomolosie.

{Décembre 1878.)

I. Problème. — Sur les côtés a, h, c, d'un triangle ABC, on

prend

BL = a, BL' = a', CM = 8, CM'=|5', AN = r, AN'= r',

de manière que

aa'^B'rr'= (« — «)(« — «')^'^— PW' — .â')(<- — r){c — r') :

l'hexagone LL'MM'NN' est inscrit à une conique (**).

Prolongeant les cordes L'M, M'N, N'L, on obtient le triangle

{*) Tirée, en partie, du Bulletin de l'Académie.

(**) Théorème de Carnot.
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A', B', C, homologiqne de ABC. Déterminer, en fonction des

données, l'axe PQR d'homolocjie et le centre d'homologie.

1° Considérant le triangle ABC et la transversale B'C, on h

AN.BP.CiM' = AM'.BN.CP,
ou

BP BN.AM' (c — 7.-)(6 — p')

CP AN. CM' rp'

Une permutation tournante donne ensuite :

CQ _{a — oc){c — r') AR_(6 — p)(c — a')

(^)

m

Ainsi Vaxe PQR divise les côtés du triangle ABC dans des

rapports simples et connus.

2° Des triangles BCH, BAH, respectivement coupés par A'B',

B'C, on conclut :

BL'.CM.B'H = BB'.MH.CL',

EN . AM'. B'H = BB'. M'H . AN.

Donc
MH AN.BL'.CM

M'H BN.AM'. CL''

ou
M H pyo:'

M'H {a— a'){b — p'){c — r)

El comme MM' = (3' — [3, on tire, de celte proportion

(5)

ôva'
MH = (p' —

p)
L_

(4)
''pr« -+-(« — a'j(6 — p')(c — r)

^

M'H = S' — S) — -^-~— ^— "-^
( S)

^' ^^pra'-4-(a — a')(6 — p')(c — r)
^^

o° On a

Œ = p-^MH, AH = (6 — p') + M'H;

puis, au moyen des valeurs précédentess :

CH p o^'p'r -+- (a — «') (6 — P')
{c — r)

ÂH~ b — p' 0,'pr -H (o — (x.')[b — p){c — r)
'

18
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Une simple permutation donne ensuite :

r «pV' +- (« — a)(c — 'y'){b — p')AI

BG

c — r' (3V« -*- (« — a) (c — 7^)('> — S')

a P'x'a.' -\- {b— P)(« — a')(C'— v')

a — a' r'ap + (6 — [3)(a — «)(c — r')
0-

(7)

(8)

II. Théorème. — Le rapport des distances des sommets A, A',

au centre 0, est au rap-

^^ port de leurs distances à

=--^_\.~(J'^---^_ l'axe PQ, dans une raison

\^,ir--^70 constante (**).

Jen'ai trouvé, dansaueun

ouvrage, la démonstration

annoncée par Chasies (***).

En voici une.

Soient Aa, A'a', Ce, Ce'

perpendiculaires à PQ. On
doit avoir

ou

Or

donc l'égalité (9) devient
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Menons QO. D'après un théorème sur les transversales, trouvé

autrefois (*) :

OA CQ _ OC AQ

ce qui ne diffère pas de la relation (10).

III. Remarque. — La valeur commune des derniers rapports
. AC

est p^,.

Addition. — (Juin 1886.)

IV. Soient, pour abréger :

AO = x, BO = î/, CO = z;

BG = p, CG = //, CA = fy, Ati = q\ AI= r, Bl = r';

de manière que

pqr=^p'q'r'. (11)

Du triangle AGC, coupé par BOH, on conclut

BC. AH.GO = BG.CH. AO,

ou

aq'GO =pqAO;

puis, par un calcul fort simple,

X ip-^p')q'

AG (p -+- p')q' -+ pq'
(12)

(*) Si trois droites, issues d'un même point 0, rencontrent, en A, B, C

et en A', B', C, deux transversales, on a

BC OA _ CA OB _ Ah OC

B^ ' ÔI' ~ GÂ' '

ÔF' ~ Â^ "

ÔC'
'

(Théorèmes et Problèmes, p. 95.)
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et par une permutation tournante :

BH [q -+- q')r' -\- qr

z [r -t- r')p'

CT (r -4- r')p' -4- rp

(13)

(14)

Les droites AG, BP, CI sont connues (*) ; donc les valeurs de

X, y, z le sont également.

V. Remarques. — 1" La formule (13) peut être remplacée

par une autre. Reprenons, en effet, la relation

AG [p -H p')q'-^ pq

Dans le triangle ABC, on peut substituer le point G au

point H, en changeant p en q', q en p'. Ainsi

BH (p -4- p')p -t- p'q

2" Dans les formules (12), (15), les dénominateurs sont iden-

tiques; donc

AG BH {p -^ p)fî' -^ pq

Si Ton introduit les aires des triangles AOB, BOC, COA,

ABC, on trouve, au lieu de la dernière relation,

AOB pq'

ABC (p -+- q')p' -^ pq'

{*) Par exemple, au moyen d'un théorème d'Euler :

—2 1

AG = —
( 6'/) H- c^p')— pp'.

a

('*} Il est d'ailleurs visible que, d'après l'égalité (il) :

(16)

(q + q')r' + qr (q -+- q')p + p'q'
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Par conséquent :

Si les quantités p, q, r, p', q', r' satisfont à la condition

pqr= p'q'r', elles rendent id'entiqiie Végalité

pq' qr' rp'1-
-i-, ,-^ — -.-^

r-, r (17)
pq -H p q -»- pq qr -¥ q r -^- qr rp -\- r q -¥ rp

3° La formule (12) donne, immédiatement, celte autre

identité :

1= VA H-
''-^ + ^ (18)

pq -4- p'q' -\- pq' qr h- q r' +- qr rp -+- r'p' -\- rp'

4" Des deux dernières, résulte celle-ci :

.'»,'

^ = ¥.—, * '^.
r H- ^,

.
(•). (19)

pq -H p q -i-pq qr -i- q r -t- qr rq \- r p -\- rp

5° Si l'on simplifie, autant que possible, chacune de ces

égalités, on trouve

ipqr— p'q'r'f = (**).

(*) De simples échanges de lettres donnent encore trois autres relations,

de même forme que les précédentes.

(**) Par conséquent, la surface représentée par

=2
xy

xy -\- ab -\- bx'

est identique avec celle dont l'équation est

xyz — abc.
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CEiXX. — Polaires réciproqneis.

(Décembre 1878) (*).

I. Théorème. — Deux triangles T, T', polaires réciproques

relativement à une conique C, sont homologiques (**).

Récipuoque. — Deux triangles T, T', homologiquesj sont

polaires réciproques relativement à une certaine conique (***).

H. Remarques. — 1" Soient deux polygones P, P', de n côtés

chacun, polaires réciproques relativement à une conique C. Dans

P, prenons trois côtés, indéfiniment prolongés : nous formons

un triangle ABC, auquel correspond, dans P', un triangle A'B'C

Les droites A A', BB', CC concourent en un centre d'homologie H.

Le nombre de ces centres est

n[n— \)[n— 2)
"''

1.2.5

2" Le nombre N, des triangles ABC, est celui des combinaisons

trois à trois, de
°'°~'^

droites. On trouve

— (n -t- \)n{n — \){n — 2)(w^

—

n — 4).

48

Etc.

(*) Complément à la Noie CLIX.

('*) Démonstration facile.

('**) Cette réciproque a été démontrée par M. Neuberg, aussi bien que le

théorème (Nouvelle Correspondance mathématique, t. V, p. 270). Mon savant

Confrère a étendu ses recherches aux tétraèdres homologiques.
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OjXXI. — Qiiestiou «l'analyisc Indéterniiuéc.

(Juin 1879.)

Trouver la loi de formalion des nombres à la fois triangulaires

et carrés (Philippe Breton) (*).

I. L'équation du problème :

se transforme, immédiatement, en

{^y^iy — 2{^xY=\. (1)

Si Ton développe \/2 en fraction continue, on trouve les

réduites :

1 7 47 41 99 239 577

T' i' 5' 12' 29' 7Ô' Ï69' 408' '

Par conséquent :

2x = 2, 12, 70, 408,...,

2î/-»-l=3, 17, 99, 577,...;

ou
x=l, 6, 55, 204,...

tj=\, 8, 49, 288,...

Ainsi, les valeurs de y sont, alternalivement, le carré du

numérateur d'une réduite de rang impair, et le double du carré

du dénominateur d'une réduite de rang pair (**).

(*) Nouvelle Correspondance mathématique, t. V, p. 28S. La question est

traitée dans VAlgèbre d'Euler.

(**) En outre, chacun de ces doubles, augmenté de 1, est un carré.
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II. Les valeurs générales sont données par les formules

connues :

X = -i^ U\ + V/2)^"- (1 — l/2ri

,

(2)

41^2

2î/ + 1 = i
[(1 + v/2)^» + (1 — i/2f' ] ; (5)

ou par celles-ci, qui s'en déduisent :

\

2

y == C2„,2 -+- 2C2„,4 -+- 2'C2„,6 -H •••
(5)

D'ailleurs

^'=4 [(1 -^ V/^r + (1 - 1/2)^»- 2] ;

c'est-à-dire :

x^ = l[C,„,, + 2C,„,, H- 2^C4,„,e -+- •••]. (6)
o

Ainsi , les nombres demandés résultent de la formule

N = ^ I

C,„,2 + 2C,„,, + 2^C,„.6 -4- ...] : (7)
o

ils sont carrés et triangulaires.

III. D'après la valeur de 2i/ -+- 1, on a

y = i[(V/2 + l)"-(l/2-ir]l

Si n est pa/r, cette formule peut être écrite ainsi :

y = 2[C„., + 2C„,3 -t- 2^C„,s -4- ...j^ (8)

et, si n est impair :

.V
= [l + 2C„.,-4-2'U,4-^-?. (9)

Dans le second cas, y est un carré impair; et, dans le premier,

^ est le double d'un carré pair {*).

(*) Voir la fin du paragraphe II.
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IV. Remarques. — 1" N = | y (y -t- 1) est la somme des y

premiers nombres entiers. Le problème peut donc être énoncé

ainsi :

Déterminer y, de façon que la somme N, des y premiers

nombres entiers, soit un carré.

2" Si l'on représente par ^ la réduite de rang n, on a

puis

w„-^[(i/2 + ir + ('i-\/^)"J,

u.v,^ = ^[(i + 1/2)^" - (1 - i/2r] = x = N.

(10)

Les valeurs de N sont donc

1^ (2 . ùf, (5 . 7)^ (12 . l7)^ (29 . 41 )^ (70 . 99)^ ... (*).

Addition. — (Juin 1886.)

V. Dans l'expression de v„ , remplaçons n par 2n — 1 . Nous

aurons :

i'.n-.= ^[(l/2 + ir-* -H (1/2- If— ]. (M)

Soient

1/2 -*- 1 == a, 1 — \/2 = — p.

Ces deux quantités vérifient l'équation

f— 2< — 1 = 0.

Donc, d'après un théorème connu (**) :

(*) Cette propriété résulte aussi de la forme des valeurs de y.

(**) Mémoire sur coûtâmes décompositions en carrés (Atti de l'Académie

DES Nuovi LiNCEi, 1884, p. 23).
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Chacun des dénominateurs

d, 5, 29, 169, 985, 5 741, ..

est : 1 " la somme de deux carrés ;
2° (a somme de trois carrés (*).

CliXXII (**). — Sur une classe d'équations

différentielles.

(Juillet 1879.)

I. Dans la première Note sur quelques questions relatives aux

fonctions elliptiques, j'ai lait observer que l'intégrale générale de

l'équation classique :

d^y 1 dy y

dx^ xdx 1 — x^

est réductible à la forme

Dans cette égalité, 1, u sont les constantes arbitraires, et

E(x)= / ^ d<^ l/l — x' sin'^ç = E,(a-).

(*) 11 y a, naturellement, exception pour les deux premiers. Quant aux

autres, on trouve :

29= 5^-»- 2^= ô^-f- 4-^-t- 2%

169 = 12^ -t- 52 = 12*^+ 5^-+- 4^

985 = 29= -+- 12= = 21^ -+- 20= -\- 12=,

5 741 = 29= + 70= = 21= -H 20= + 70=,

On peut consulter, sur ce sujet, le travail intitulé : Notes sur la théorie

des fractions continues et sur certaines séries (1883, p. 26).

(**) Tirée du Bulletin de l'Académie (^886).
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il résulte, de la formule (2), que Téquation (1) peut être

transformée d'une manière simple et remarquable.

Posons, en effet :

2/ = -^-, \/^E(x) = X; (3)

Vx
nous aurons

t/l"4
puis, en divisant par X et en différenciant deux fois :

z" X"

z A

Addition, — (Juin 1886.)

II. Remarques. — 1° X étant une fonction quelconque, l'inté-

grale générale de l'équation (S) est donnée par la formule (4-).

On vérifie directement ce fait en observant qu'une intégrale

particulière est

2ri = X ,

et en appliquant la méthode connue (**).

2° Une seconde intégrale particulière est, évidemment,

/dx

III. Il n'est pas inutile de vérifier que

est l'intégrale générale de l'équation (1).

(*) Dans le tome V de la Nouvelle Correspondance mathématique (p. 531),

j'ai ramené, à cette forme, une équation assez complexe, proposée par

M. Escary.

{**) Inventée, ou du moins très heureusement employée par l'illustre

Sturm, dans ses Mémoires sur la théorie de la Chaleur. Il en a déduit son

célèbre théorème.
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Pour plus de clarté dans le calcul, remplaçons, suivant l'usage,

X par c, de manière que

E(c) ,/ c

' de

ou, sous forme abrégée :

E y cE'' ^
'

Les deux premières dérivées de cette équation sont

c(Ey— î/E') = ^
cEy" -4- E(/'— (cE" -+- E') 2/ = 0. (7)

On sait que

\ , , E — 6''F

donc

E" = - TE' — F'] TE — FI, cE" + E' = F/ — F' =—^^E.
c - r -' 0^

La substitution dans (7) donne, après suppression du facteur

commun E :

c

ce qui ne diffère pas de l'équation (1).

IV. Si l'on veut, de la transformée (5), revenir à la proposée (1 ),

on doit faire z= i/\'^x. On trouve

Ax'tj X ^
^

A cause de X ^= l/ac E(x), cette équation paraît contradictoire

avec l'équation (1). Mais un calcul semblable au précédent

donne
X" 1 -+- 3a:'''

X 4(1 — x')x'
'

(*) Legeivdre, t. I, pp. 66 et 67.

(9)
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puis

4x^(1 — ^'""iv"
+ 4ic(l — x^)y' — (i — x'')(j + (I -H 5x^)î/ = 0;

etc.

Ainsi, la fonction^, au lieu d'être transcendante, est algé-

brique et rationnelle. Cela devait arriver ; car deux équations

différentes ne peuvent avoir même intégrale générale.

V. Lorsque X = \/x E(a;), l'équation (5) est donc

z" \ H- 3x'

z 4(4 — x^]x'^

0. (10)

Cette transformée de l'équation (1), plus simple que celle-ci,

a pour intégrale, comme on l'a vu :

= x[./|..]

VI. Généralisation. — L'équation (5) est comprise dans cette

Vz" + kXX'z — [XX" + LX"^]z = ; (U )

k désignant une constante donnée.

En récrivant ainsi :

\z" — \"z X'
-+-A--=0, (12)

\z'— X-z X ^ '

on reconnaît qu'une intégrale première est

(Xz' — Xz) X* = A. (15)

L'intégrale générale a donc pour expression

(*) On arrive à la même conclusion en observant que l'équation (dl)

est vérifiée par z = X.
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VII. Remarque. — Sauf le cas où X est un monôme , la

méthode précédente ne semble point applicable à l'équation

p surpassant 2.

Mais soit X= x"; et, par conséquent,

(15)

— = n{n — 1 )
••• (n — p -\- \)x~''. (16)

z

Si Ton essaie

on trouve

i(x — i) -
' {i — p -^ 1)= n(n — \) "- (n — p + i). (17)

Cette équation algébrique, du degré p, dont la discussion est

intéressante, est vérifiée par

i = w (*);

et, lorsque p est pair, par

)i = — [n — p -t- 1 ).

L'intégrale générale de l'équation (15) (**) est donc, si p est

pair :

z = Ax" -t- Bx^-"-* -H B,x'^ -t- ••• -4- Xp^^x"-'^; (18)

et, si p est impair :

z = Ax" -t- A,x ' -t- •• + A^_iX "-*. (19)

VIII. Application. — Soient w = 5, p = 4- ; auquel cas

l'équation (16) devient

z'^ 9 8 7 6

z X*

(*) L'existence de cette racine était évidente a priori.

(**) Équation linéaire^ a coefficients constants.
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L'équation auxiliaire (17) est

;i(> — 1)(A — i>)(:^ — 5) = 5 024,

1' — 6a"^ -f- H A- — 6a — 3 024 = 0.

Elle a pour racines :

9,— G, -(3^l/2?5l/^^), -(3-1/215 1/^)

L'intégrale générale de l'équation (20) est donc

[
V215.,—

;

Vîlb,,—-

z = Ax» -+- B-" H- I A,x '
"*"

*
-4- A^a: '

^ '

X-:

ou, sous une forme un peu plus simple,

2 = Aa;*-t- Bx-'' H- Cx^sin ( ^.axl(*). (21)

(*) Si l'on pose, pour abréger,

=:m.

les quatre premières dérivées de

z-i = X'' sin (m P . «a;)

sont :

z\ =- œ- sin (»n ^. ax) +- mx- cos{m J^ . ax),

= 1 m' \ X - sin (m 4^. aa?) + 'imx ces (m P . ax),

o o ^\ ~± _ f> /l
==—

(
- -f- - m^ ) a; - sin (m -l . ao;) — [- m -\-m^]x - ces (m -^^

. ax).

ri' =
I H - ni^ -+- )?i' 1 a? - sin (m -i . ax).

* \16 2 I
\ -V /

5 024 X - sin (m P . aa?)

Égalant à
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Autre addition. — {Juillet 1886.)

IX. M. De Tilly m'écrit (*) qu'il sait intégrer

— = Ax'",
z

m étant quelconque. C'est là un très grand progrès. En effet, la

méthode de Kummer (**), fort ingénieuse, exige des transforma-

tions longues et pénibles; et, jusques dans ces derniers temps,

j'ai cru que l'intégrale de la simple équation

— = x (2-2)

ne pouvait être exprimée que par des intégrales définies. Voici,

en peu de mots, le résultat auquel je suis parvenu, il y a quelques

années.

Soit 0^ une racine primitive de Céquation binôme x^"*"* — 1 =0.

L'équation (22) est vérifiée par

/.« _*^
e

P+'
(e^^ -H e^-Q<^ + - + e^^'^)rfa. (23)

Donc, l'intégrale générale est la somme de p intégrales définies,

respectivement multipliées par des constantes.

cette dernière expression, on a donc

o 48 575
«1*-+-- m^ = 0;

2 16

d'où, en négligeant les racines imaginaires,

215
TO" =—

4

etc.

(*) Lettre du A juillet,

(**) Journal de Liouville, t. IV.
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X. Remarque. — Soitp= 1. L'intégrale générale de

z

serait donc

e ' (e*^ -*- e~^')da

.

(24)

Or, cette intégrale est

Z = Ce^"

Ainsi, l'on doit avoir

Si l'on fait ac = 0, on trouve A== \/*2n. Par conséquent,

e
''

(
e^'^ -t- e-^") f/« = I^^Stt e^

;

(25)

formule connue.

Dans le cas général, la comparaison de la valeur de z, déduite

de la formule (23), avec celle qui résulte de la méthode due

à mon savant Confrère, fera connaître de nouvelles intégrales

définies.

CliXXlII. — Théorèines «l'Arithmétique (*).

(Avril 1886.)

1. Soit N= a'^b'^c'''..., a, b, c, ... étant des nombres premiers,

inégaux. Soit x le plus grand des produits aa, b|3, cy, ... On a

l .2.5...x = jrL(N).

Supposons
X = aa.^ b^ ^ Cy 'y. ...

(*) A propos de ma démonstration du Théorème de Staudt et Clausen

{Note LXXVI).

19
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Il suffît de démontrer que

4 . 2 . 5 ... x = J|\ (6^) (*).

Dans le premier membre, le nombre b est facteur autant de

fois que l'indique l'expression

Soit

X = /;p H- y,

y étant nul ou positif. Il est clair que l'on a

puis

et, par conséquent,

4 .2.5...x = ,)R (6^).

II. Soient n un nombre pair, et p im nombre premier , supérieur

à 2. On a

Le premier membre égale

f)
— I » — 1p>-i—L . (p _ '!)«-' H ' 2"-» -,_ \,

En négligeant des multiples de/), on le réduit à

(p — 1)"-' -^{p— 2)"-' -^ [p — 5)""' -<- ••• ^- 2"-' -+- \ ;

puis à

_ \ _ 9"-' — 5"-» ^ 3"->
-t-

2"-* -\- 4,

quantité nulle, parce qu'elle est composée de n termes, égaux et

de signes contraires deux à deux.

D En effet,

1.2.5...aa= Jll(a«);

et, d'un autre côté, les facteurs a:^\ 6'^, cV, ,.. sont premiers entre eux,

deux à deux.
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CliXXIV. — mur un tliéorèntc de II. Pépin.

(Septembre 1880.)

1. Dans les Comptes rendus (séance du 16 août), on lil :

« Ainsi les deux nombres premiers 7 eM5 ne peuvent diviser

» la somme de trois cubes sans diviser l'un de ces cubes. »

p étant un nombre premier, soit n = ^^.

D'après le théorème de Fermât, si p ne divise pas a :

Donc, i étant impair :

a',' -+- 02 H- • • • -»- a" = DTL (p) -+- a;

,

en supposant

x = (=b I) -+-(i 1)-+- ...

Le nombre des termes du second membre étant impair, x n'est

pas nul. On a donc ce théorème :

5/ p est un nombre premier, et que i soit impair, la somme

des puissances ^^., de i nombres entiers, premiers avec p, n'est

pas divisible par p.
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CliXX^. — Sur denx formules d'appro3Kiniatioii.

(Mars 1881.)

I. Suivant Euler (*), on a, sensiblement,

6a' a L« + 1 «' + ^ a^ + a^J'
^'

a étant un nombre entier (**).

On sait que/1
ou

/ e " sin xdx = —
;

•

Donc,

1 I
-1 l /•"/ -î _!f _??\

-T—r-*--^—T-t--H—;

—

:,
= -z I V "+6 "h *-e " sinxrfa;. (2)aVl a^-t-4 a'-f-a^ av /

\ /

La quantité entre parenthèses égale
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Or:
/*sinx 7r

/•" sinx n
dx = -, I e'"—— dx { ) = -

X 2' ./ X ^' 4
Ô

Donc
lim A = TT.

II. Si l'on fait a = \, 2, 5, on trouve, par application de la

formule (1) :

7r = D,16 66G, 7r = 5,14 166, 7r= 3,141 595.

On voit que le second membre converge rapidement vers

sa limite.

III. Dans le Journal de M, G. de Longchamps (février 1881),

M. Geoffroy a donné une formule que l'on peut écrire ainsi ;

4 r 1 1

a 1

i„1.
a^ -\- a — 1 J

2)

En la comparant à la formule d'Euler, on voit que la différence

des seconds membres est

a 6a^

Cette quantité, nulle à la limite, devient — pour a == 2. Ainsi,

la formule (2) est moins approximative que celle d'Euler.

CliXXTI. — lue surface d'intrados {**).

(Juin 1881.)

I. On donne, dans le plan vertical OA, une ellipse projetée, en

vraie grandeur, suivant A'D (***); et, dans le plan vertical OB,

une ellipse projetée, aussi, suivant A'D'. Une circonférence, dont

le plan est perpendiculaire à OA, et dont le centre I est sur l'hori-

zontale OC, rencontre les deux ellipses. Quelle est la surface ainsi

engendrée ?

(*) BiERENs DE Haan, T. 565.

(**) Université de Liège — Salles du second étage.

(**•) 0'A'= AB= 2«, OD'= AC= CB = ffl.
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Soient G, H les projections horizontales des points où la géné-

ratrice coupe les directrices; soit H' la projection verticale de

ces deux points.

Il est visible que le rayon p, de la circonférence génératrice,

est donné par la formule

1

Mais

IH + PH'

PÏTIH = -OG, PH''= -(4a^— O'P").
2 4^ ^

Donc, à cause de O'P = OG,

Ainsi, la surface d'intrados proposée appartient à un cylindre

dont la base est la demi-circonférence AC'B, et dont les généra-

trices sont parallèles à l'horizontale OC.

II. Si Ton considère le corps limité par le plan horizontal, la

surface cylindrique et les plans verticaux OA, OB, AB, on trouve

aisément que le volume de ce corps est

(*) L'aire de la surface d'intrados est donnée par une intégrale ellip-

tique, assez compliquée, et peu intéressante.
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ClilLXVII. — fliiciclucis séries uumériques.

(1857-1880.)

I. Dans la formule

T{i + i^i) If t{i—\)i'{i' — i)= I +•

r(/+i)r(/'+ 1) I I 1.2 1.2

supposons 1= \, l' = \ : elle devient

TT \2/ \2.4/ \2.4.6/ \2.4.6.8/ '^ '

Mais

Donc, par l'élimination de | :

Vil \2.4/ \2.4.6/ \2.4.6.8/ ^
^

résultat curieux (").

En combinant les égalités (1), (3), on trouve :

TT "iVll 3 \2.4/ 4\2.4.6/ ^
'

II. La formule (3) peut être écrite autrement.

Le terme général de la série est, pour w > ;

{in -+-â) { 1 . 3 . 5 . . . 2><— I

4 \2 . 4. 6 ... 2« -+- 2

Soit, comme dans la Note CVII :

1.3.5... 2w— l I T„+^

4.6 ... 2n-t-2 4" " 4"
'

(') Tome 1, page 141.

(**) Cette égalité résulte aussi du développement de E,(c) (Legendre,

t. I, p. 68), dans lequel on ferait c= 1. (Août 1881.)

('**) Tome 1, page 140.

(") Second Mémoire sur les fonctions X,, (p. 6).
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T„4.2 étant le (n +- 2)''"' Nombre de Segner. Nous aurons

4n + 5
^«+* ,2n4-2 '^"+2

'

puis, au lieu de la relation (3) :

7 W 15
1 =— T^4--— T1 + —^T^-t-

-

(5)
16 16^ 16^ '

Voici donc encore une série remarquable, dans laquelle

figurent les Nombres de Segner.

CIiX.XVIII. — Une équation auK différences.

{Aoia 1881.)

I. Soit

(2n — \ ) u„+i — 4n i/„ -t- (2n -t- 1 ) «/„_i = , (1 )

cette équation (*).

En l'écrivant ainsi

2n -t- i 2w — 1 '

on trouve, immédiatement,

11^ = n- a -^ h; (5)

a, b étant des constantes.

II. La formule (3) donne

w, = a -+- 6, W2 = 4a -+- 6, u^ — Ui = 3a.

Par conséquent, si les deux termes initiaux sont entiers, et que

leur différence soit divisible par 3, les termes u^, u^, ... seront

entiers (**).

(*) Rencontrée en étudiant la fonction \„.

(**) Si la loi de récurrence est

(n -+- 1 ) Un+i — {2»i -f- I ) Mn -+ nii„.-i= 0,

il est impossible que tons les termes soient entiers. '
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Cli^XIX. — Application de la Perspective
aux jitérles.

(Janvier 1882.)

I. Considérons la figure formée par un angle recliligne et un

système de parallèles. Si l'on en fait h perspective, sur un tableau

parallèle à l'un des côtés de l'angle, on obtient, en général,

la figure ci-contre, dans laquelle P est le point de concours

des droites A^B,, A2B2, ..., A„B„. — >
perspectives des parallèles

données.

Soient :

OA, = Mi, A,A2 = W2,-.; OA„ = S„;

0B4 = v,, BiB2 = V2,.-.; 0B„ = 2:„.

Nous avons ainsi la représentation géométrique de deux séries :

Ml -+- «2 -I- 1/3 -+- •• -4- î/i -+- ••,
{S)

Vi -t- ^2 -+- V3 + ••• -i- V4 ^
, (2)

à ternies positifs. Si la première est divergente, la seconde sera

convergente.

En effet, la position-/mî7e de A„B„ est PC, parallèle à Ox.

II. Remarque. — Toutes les séries convergentes (2) ont même

limite, si les termes initiaux u,, Ug, Vi, v-2 sont constants.
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Car la position du point P, et par suite celle du point C

(l'angle yOx étant donné), ne dépendent que de ces quatre

termes.

III, Lorsque trois droites PA, PB, PC sont coupées par deux

droites OABC, OA'B'C, on a

OA BC OA' B'C

ÔC * ÂB
""

ôcF ' TF ^
^'

Par conséquent

M, S„ W, — W2 V^ 1„ — Vi V^

ou

W1V2 (S„ — M, — U.2) 1„ = Viih {2„ — vj — V2) S„;

puis

ii„,2.=2='-!i^^ii^:^'n. (5)
V,l<2 W,U2

Aclditioti. — (Juillet 1886.)

IV. Exemples. — 1° Soient

Uj = W2 = ••• = ii„ =^ i; v^ = i, Vi= -•
d

L'équation (1) se réduit à

?(«-2)2„ = «(2,.-?).

II en résulte :

2.=^. 2=5.

En outre,

i i

v„ = 20
,

n -i- « -4- 4

(*) Voir ci-dessus, page 275.

(**) Le second membre est fini et déterminé si, comme nous l'avons sup-

posé, les droites AjB,, AjBg sont concourantes.
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20 w, = 1, «2 = 2,..., ï/,.=2"', S„ = 2''-1.

On trouve :

2" — 1

2"-* 6 6

(2"-' -4- 1) (2"--'h- 1) 2»-2_^| 2"-'-t-4

V. Remarques. — i" Si l'on suppose

^^» 1 111 1

on a

1



( 300 )

ClilLXX. — !Sur les nombres combinatoires (*).

I. Les wow6resC,„_i,C,„,2, ..., C,„,„ sotit tous impairs, si m=2''— 1

.

Cette condition est nécessaire (**).

II. Soient

i.2.3... n

4.2... a X 1.2... (is X ... X 1.2... ô

Si deux, au moins, des nombres a, (3, y, ..,, sont impairs,

N est pair (**).

III. Les mêmes notations subsistant, le nombre (n -{- \) ^ est

divisible par :

a -f- 1, P -t- 1, ... 9 -+- 1;

a-+-p-t-l, OL -i-Y -h \, ...(7-f-9-t-1;

a-^-p^-r-+-',«-^-|3^-«5'^-I, ••• p-t-o- + ô-4-l;

r).

IV. Si p est un nombre premier,

c,_,„ = jn:(p)± I,

selon que q est pair ou impair {").

V. Théorème. — Si a et b sont premiers entre eux,

1.2.3... (a -+- 6—

r

1.2.3 ... a X 1.2.3 ... b
= entier ("

(*) Nous rappelons ici les énoncés de théorèmes publiés dans divers

recueils.

(**) Mathesis, t. 1, p. 203.

{***) IBID., t. III, p. 48.

(") Cette propriété, dont la démonstration n'offre aucune difficulté, est

probablement connue. (Juillet 1886.)

(') Sur quelques questions relatives aux fondions elliptiques.
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VI. Se a -4- b est un nombre premier,

1.2.3... (a -t- b—\)
1.2.3 ... a X 1.2.3 .. 6

entier (*).

1 1

VII. ti2„, H -- - *-'2«-2, «-1 • Cj, 1
-+ — C2„_i „_2. C. 2 + •••

D 5

1 ^ 2 4.6 ... 2m

2rt+l ' 5.5.7... (2?i H- 1)

VIII. Théorème. — Si p es/ premier :

1 1 1

1+ - [Cp_,^,]^-4- -[Cp_J'-f----H T [Cp_,.p_2]'= en<«'er("*).
2 D p—

1

lA. C2„,„ +- (j2n-2,n-i-Ci, ^
~*~ C2„_4,„ . j . C^^ 2 -*" '•* + C2„^ „ ^ 4" ('^).

(n— 1 ) C2,,, 2 -1- 2(n— 2) Q„^ 4 -+- 5(n— 3) C2„, e -« h (w—1) C2„,2

= n(2M— 1)4"-' (').

X. 2"-* — 2"-^ C,._2, ,
-+- 2»-^ C„_3, 2— 2"-' C„.4, 3 -H - = n

C'j.

w—

5

.(w—4)(«— 5)
2"-*—

1

XI. 2«-^— 2"-=*
H- 2'-'^ ^^^

' = ("M.
2 2.3 w ^

^

1 1 1
2"-'—

1

XII. 1 + - C„_,,2 ^ - C„.,,4^-+ C„_,,„_3= (™'). (A)
3 5 «—

2

n

^s, p "

Remarque. — Dans les deux dernières égalités, chacun des

termes est entier, si n est premier.

(') Corollaire du théorème.

('*) Notes d'Algèbre et d'Analyse, p. l-i.

('**) Ibid., p. 20.

{") Journal de Liouville, t. IV.

(^) Notes d'Algèbre et d'Analyse.

(^') Sur quelques développements de sin nx et de cosnx (Nouvelles Annales,

1885).

("') Relation presque évidente.

Ç"") Sur un développement de l'intégrale elliptique... (1885). Voir aussi

Noie CIX.
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XIV. 2 C.„+,2-..D.5.5 . 2/j-l.i.D.5...2^<-2p-iP

= (2.4.6 ..2yir(*).

XV. Théorème. — p étant un nombre premier, supérieur à 2 :

\ H- 5"^' -t-
5^-' -H ... -4- (p — 2)"-^= :— -H JTL (p). (B)

Dans l'égalité (A) :

Cp_i, 2 -= ap -1- 1 = 5a', Cp._,, ^ = 6p -+- 1 = 56', ...
;

a, a', b, b', ... étant des nombres entiers.

Les équations

ap -H i = 5a', /jp -4- 1 = 56', cp -t- 1 = 7c', ...

sont vérifiées (d'après le théorème de Fermât) par :

a' = 5" - -4- JIL (p), 6'= 5"-'^ + JTl (p), c' = T"' + JIV (p), ...

Donc celte égalité (A) devient

2^-' — 1

j + 3P-2 + 5P-2 H_ ... .^ (p _ 2)p-2 == ^_
-^i-j^ (p). (B)

XVI. Corollaire. — Les nombres entiers

\ ^ 5P-2 H_ 5»'-2 + ... ^_ (p _ 2)P-2,

p

sont, simultanément, divisibles ou non divisibles par p (**).

XVII. _L-_lc,,, +—L-c,,,-..=(-r—i-_. (c)

n-i- i n n — \ {n-\- \ )C„,
^

(*) Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p. 61. 11 résulte,

de cette dernière relation, que

(2.4.6.2n)2

est la somme de 4" carrés impairs.

(**) M. Mansion s'est proposé ce problème :

Peut-on avoir 2^-* — 1 = jrL(p-)? Au moyen du Corollaire, la question

est ramenée à une autre, peut-être moins difficile. Suivant M. Ern. Cesàro,

à qui je l'ai soumise, elle est impossible piour p ^45.
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Le premier membre égale

/'[^"-T^" I .i>

..-.

r x" '' (x— lyv/x = (- I)" \i{p -+- 1, n — />-+- r

= (— 1 y (-i)V
(^-^ i)c„.,r(n -*- 2)

La relation (C) est donc démontrée.

Remarque. — Elle subsiste quand n et p sont remplacés par

des nombres quelconques, pourvu que p ne surpasse pas n.

CliXXXI. — Carrés niag;iqucs.

(Décembre 1885.)

L Avec les nombres 1, 2, ,.., 16, on peut former le carré

magique suivant

10
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II. Exemple ; x= 5, }/
= 5.

47
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II. Applical/ons :

(h:

1 -»- sinx-+- 1/1-4- sin^x

~— - ^
2 2

2° X„ représentant nn polynôtne de Legendre, à indice impair :

" ^' dx = 1./
..
-V/l-4-X,^

5" D'après la formule

1 — 7' \—q^ 1 — q^
n,

la transcendante w(1 — A;^) est une fonction impaire, relative-

ment à la variable q. Donc

/ ^ j

,y 1 -+- co(i - fe') -+- 1/ 1 H- «^ (1 — ^')2

Etc., etc.

III. Remarque. — Toutes les courbes représentées par l'équa-

tion

y
1 -4- X -1- \/\ -+- X'

et limitées par x = zb a, ont des aires égales.

(*) Dans la deuxième intégrale, X= sin a;; dans la troisième, X= sin'a;;

dans la quatrième, X = Ig a;.

(**} Note CXXIV, p. J29.

20
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CliULXXlII. — l§ur les fonctions» elliptiques

de première espèce.

(Mars 1877.)

I. Problème (*), — Trouver une courbe dont l'arc soit exprimé

par l'intégrale elliptique de première espèce.

De l'énoncé, on conclut

lâdcy -*- du^= — —
; (1 )

f, g étant des constantes données, et k une indéterminée.

Ensuite,

du^
'^^"'

-jp—^^)ij^zrf) t"'* - (/'^ -^ 'f^ ^'^ -^ f'^' -*- ^'^-

Le trinôme entre parenthèses est un carré lorsque

On a donc, s'il en est ainsi,

2± (/w= zzi^zzizzi^zzi^zr c^" >

îi\/{f'—u'){ii'— g-)

ou
1 du± dco=
2 u

/u^ — g^ /P — iâ'\

V p — u'
~ V u^ — g''\

(3)

II. Pour simplifier le second membre, on peut faire, par

exemple,

P — iâ

2 -2
= ^§"9;

c'est-à-dire

«^= /"^cos^(p + gf^sin'^cp. (4)

(*) Résolu par Legendre et Serret.
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11 résulte, de cette relation,

1

puis, par une formule connue,

(l(p

cos'cp -f- g'^sin^cp

.
'J r - r (g

(S)

(6)

III. Les courbes cherchées (toutes égales entre elles) sont

représentées par le système des équations (4), (6), ou par la for-

mule unique :

^9. /r-y' . r '^f99
y // — «'

,

19' -r
^("--«) (7)

IV. Si s est l'arc d'une de ces courbes, compté, par exemple,

à partir de &)= a, on tire, de l'équation (1) :

^f'-7,(r-9')
du

ou, au moyen de la formule (4) :

ds =
2^r — (r — 9')sin^

dcp. (8)

Ainsi, conformément à l'énoncé, l'arc s égale le produit d'une

longueur constante, par une intégrale de première espèce.
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CLXXXIV. — iSnr l'Analyse indéterminée.

Problème. — Trouver des solutions entières de l'équation

(x -f- î/
-*- zf — (x'" -+- y^ -4- z^) = m\ (1)

I. Le premier membre égale

'ùx^{y -h z) -\- oî/^(z -1- x) -+- ôz\x -4-
2/) -t- 6xyz.

Ainsi, u'^ doit être divisible par 27. Soil # le quotient :

[y -t- z)x'' -h iy -^ zfx -^ yz{y -\- z) = 9n',

ou

{y -^ z)[z -\- x)[x -^ y) = dn\ (2)

Donc, si l'on décompose 9^^ en abc, on a :

y -^ z = a , z -f- a; = 6 , x + y = c;

puis, en supposant a -h 6 + c = 2p :

x = /; — a. y=p — 6, z = p — c(*), u = '5n. (5)

II. Applications. l»n=2, 9?*^ = 72.

On peut prendre :

a = 2, 6 = 6, c = 6.

On trouve :

x = 5, »/ = i, z=l, «/ = 6.

En effet,

7' — (5^-1- 4' + 1') = 6%
ou

P-+- l"-t- 5'h- 6^ = 71

2" n = 8, 9n' = 4G08; a = d6, 6 = 16, c=18, /) = 25;

X 3= 9, V = ^' ^ = 7, M = 24.

On a

25' — 9' — 9' — 7' = 24^
ou

93 _,_ 93 ^ 75 ^ 24' = 25'.

(*) Afin que x, y, z soient entiers, 2p doit être un nombre pair.
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m. Remar(fiie. — Le premier membre de l'équalion (1) est

P'
— [{p — af + {p - Ijf -+ iV — c)'J.

Celle quantilé doit se réduire à '27n^ si ak= l)n'^; donc, en

général, on a Videnlilé :

{a + b-i- cf— (6 -f- (— af — (c -t- «— 6)" -{a+h— ef= 24 abc
;

(A)

ou, si Ton fail

(3S'-4-r'— 3«Y^-{r'-+-5a'— 5j5y-+-(5a^-*-5p'— ?''fH-(6a[3rf
)

. .
" - . (

^"^^

= (5a'-t-5p'+ 7'')\
)

Cette seconde identité résout, d'une infinité de manières,

réquation
r' -+- if H- z'' -+- u° = V" (*). (4)

IV. Exemple. — Prenons

p = 4, 7/ = 1, a = 4.

Il résulte, de ces valeurs :

x=\, y-\, z = 383, t/-=96, ^ = 385;

puis
-13+ !' _H 585' -+- 96' = 585'-

CliXXX^. — Une identité (**).

{Mai 1877.)

On a, quelles que soient les quantités 6, c :

4(106" — \Qbc + 10O' + 216f6c(6 — cj

= 155 [(56^ - 1 1ftc -t- 50(6 — c)J + f(256"—
496c -- 25c^)(6 + c)]^

(') On peut comparer cette solution incomplète avec celle qui est déve-

loppée dans la Note CXXVI.

('*) Trouvée en discutant l'équation

x'^ — 2(6 -+- c)x'' - (26- — 96c -4- ic''-)x -J- (6 -4- c)(6^ — 36c + c^) = 0.
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CIiX.X.XVI. — Généralisation d'un tiiéorèine

de 11. Ijaisant (*).

(Octobre 1876.)

I. Théorème. — La droite qui joint le centre G de gravité

d'un triangle ABC, au centre du cercle inscrit, divise le côté

A

moyen BC en deux segments BR, CR proportionnels aux diffé--

rences entre ce côté el les deux autres.

Le théorème de Ptolémée, appliqué au triangle AaA' et à la

transversale OGR, donne

AG . aR . A'O = AO . A'R . aG.

Par des propriétés connues :

A'O BA' ac
AG = 2aG, —-=—-, BA'=-

;

AO BA b -h c

(*) Nouvelle Correspondance mathémalique, t. Il el III (Question db2)..
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donc la relation précédente se réduit à

tiR b -{- c
1)

A'R 2a

Ainsi déjà :

Les distances du point R, aux pieds de la médiane Aa et de la

bissectrice A A', sont entre elles comme la demi-somme des côtés

extrêmes est au côté moyen.

Si Ton représente par x, y les segments BR, CR, on peut

écrire, sous les deux formes suivantes, la proportion (1) :

1 1
X -i— a y a

2 b -^- c -^2 6-+-C

ac 2a ab 2a
U

b -^- c b

La première équation donne

a(c — a)
X =-

2

la seconde :

Donc

ou



( 312 )

III. 0", 0" étant les centres des deux derniers cercles

ex-inscrits (*); soient T, U les points où les droites GO", GO"
rencontrent, respectivement, CA, AB. Une permutation tournante,

effectuée sur la proportion (4), donne

Cï b -*- a AU c -+- 6

AT 6-t-c BU c -i- a

et, par conséquent,

BS.CT. AU = CS.AÏ.BU. (5)

Ainsi, les droites AS, BT, CU (**) concourent en un point V.

CIiXXX\^II. — Sur l'iiexagone inscrit.

(Octobre \S7S) C**)-

I. Théorème. — Soient a, a', b, b', c, c' les côtés consécutifs

d'un hexagone inscrit; soient a, 6, y les diagonales qui joignent

les sommets opposés. On a, entre ces neuf éléments, les relations

{ab -v- a'^){bc -+- b''y){ca -+- c'a) = {a'b' -t- ba){b'c' -f- cp]{c'a' -t- r)

= (</p — «6') ([3r— bc') [r«.—ca') H-

1° Dans les quadrilatères inscrits CA'BC, A'BC'A (") :

b'r -\-bc = A'C. BC, Im + a'b' = A'B', AB;

et, par conséquent,

b'y -+- bc BC

ba. -+- a'b' AB

Une permutation tournante donne ensuite :

c'cx -I- ca CA a'(3 h- o6 AB ,

c(3-t- 6'c'~"BC' ay -+ c'a' ^cl"

(*) Non tracés sur la figure.

(**) Non tracées.

('**) Nouvelle Correspondance malhématique, t. V, p. 295.

(") Prouhct en a donné une autre {Nouvelles Annales, 1888, p. 18S).

(^) Le lecteur est prié de faire la figure.



( 513 )

Le produit des seconds membres égale l'unité; donc

{bc -f- h'r){ca + ('x){ah -+- a' fi] = (//c'-h cp)(c'a'-f- «r )(«'&' -+- M- ('•)

2" Dans les quadrilatères inscrits CA'BA, ABCB' :

c.Xn-h h'. CA = « . liC, ('. AB -H a . BC = (3 . CA ;

ainsi, par Télimination de CA :

(c(3 -+- b'c') AB = (ap — ah'] BC
;

puis, au moyen d'une permutation tournante :

(ay + c'a')BC = {py — 6c') CA,

{ha -4- «7/)CA = (r« — c«') AB.

Conséquemment,

(cp -+- 6'c')(ar -+-c'a')(6a -+- u'b')= {ap— ab'){Br— bc' ){r(/.— m'). (2)

II. Considérons les quadrilatères inscrits B'CA'B, B'AC'B.

La formule connue :

R^= {ac -h h(l){a(l ^- bc){ah -h cd)

77,
:

t:
;

T77~i i ^i
\ /'

(rt-4- b-\- c— (l){b -¥- c-h(l— «)(c-4- d-\-u— b){d-\-a -» b— c]

appliquée à chacune de ces deux figures, donne

[b'c H- c[5)(c'(3 -+- b'c){b'p -+- ce')

R^ =

R^

(8 H- 6'-^ c -c)[b'^ c-f-c'— (5)((:H-c'-t-p— 6')(c'+ p-*-6'— c)

(a'p -1- ab)[up -+- a7;)(6,Ê -+- aa')

(P
+- 6 -t- o'— a)(a -t- a'-t- fe— S)(a m- a' -t- 13— 6)([3 + a -i- 6 — a')'

R étant le rayon du cercle auquel l'hexagone est inscrit.

La diagonale (3 satisfait donc à l'équation

(rj5 + 6'c')(c'p -4- c6')(//p H- ce')

((3-+-6'-*-c— c')(p + cH-c'- 6')(6-t-6'-i-c'— c)(— pH-6'-+-c-Hc')

(«'P
-4- aft)(aj3 -+- a'b){bp -h «a')

. _^ — — :

(S-+-6-t-a'— a)(p-4-a-+-o'

—

b)[p-*-a^b— a')(— 6 -(-«-+-«' + 6)

laquelle paraît être du septième degré.

(*) Voir, par exemple, la Géométrie de Legendre, Note V.

(3)
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CLXILXI^III. — Sur la partition des nombres.

(Novembre 1878.)

I. La formule

— ^{\ — x) = X -i- -- -^ '— + •••,

OU
. X' x'"

-^ V )

2 3

équivaut à

a; -+-
x'^

-^ x^ -+-• = e"". e^. e^ ... (1)

Développant chaque exponentielle, on trouve, comme terme

général du produit.

r(a-+-1) 2T(6-«-1) 5T(c-i-1)

Si donc
a -f- 26 -»- 3c -f- ••• = n, (2)

le coefficient x", dans le second membre de l'égalité (1), sera

y
'

^ r(«-+-'I).6T(6-+-1).5T(c-t-l)... '

le signe^ s'étendant à toutes les solutions entières, noîi négatives,

de réqualion (2). En conséquence, on a ce théorème d'Arith-

métique :

La somme de toutes les fractions

i

2*
. 5^ 4" ... r(o -t- i)r{l) -t- 1 )T{c -+- 1 ) ...

est 1.

II. Remarques. — 1" Le nombre de ces solutions est le

coefficient de ç", dans le développement de

{\-q){\-q^){\-f)...

c'est-à-dire "^(n) (*).

(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. H.
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'i" Il y a autant de manières de décomposer n en parties

entières, égales ou inégales (*) ,
qu'il y en a de décomposer n en

un multiple de 1, augmenté d'un multiple de 2, augmenté d'un

multiple de 3, etc.

Soit, par exemple, n = 5. Les décompositions indiquées sont

a
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Par conséquent :

Si îin nombre n est décomposé, de toutes les manières possibles,

en parties a, (3, y, ,.., appartenant aux progressions

l, % 3, ...

% 4, 6, ...

0, 6, 9, ...

la somme des fractions-^— égale l'unité (*).

IV. Autre théorème. — Il est visible (et connu) que

— 4i*[(l-a;)('l-x2)(I-x')...]=x-t-[l-+--jxV-—f-- j nx"-\-- (5)

Le premier membre égale

(1 — x) (1 — X
) (1 — x"^) ...

Donc l'égalité (5) devient

1 -+- X -1- ••• -+- i];(f/)x" -+- •• = e*'^' . e*^''".. e*"""" ...
; (4)

A„ désignant ^yîi.

Si donc (comme précédemment)

a -+- '26 -H ôc -H ••• = n, (2)

la somme des fractions

(/--i)' (f-^y -
1 . 2 ... « X '2 . 4 ... -J/y X ô . 6 . 9 ... oc X ...

égale '\i{n).

V. Application. — Soit, comme ci-dessus, w = 5, d'où

4>(n)= 7(-).

(*) Chaque progression ne doit, pas renfermer plus d'une partie.

(**) Recherches..., p. H.

("*) Ibid., p. 39.
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Absiraclion faile des zéros, les solutions de Téqualion (2) sont :

« = 5 ; a = 5, 6 = 1; a = 1 , 6 = 2; « = 2, c = 1
;

6=1, c = I ; « = 1 , r/ = 1 ; fi = 1

.

De plus :

Donc

1 5 9 4 3.4 7 G
1 1 \ 1 1

1— = 7
;

i20 6.2 2.4 2.5 2.3 4 5

ce qui est exact.

Vï. Remarque. — Le nombre des [raclions composant ^(n)

égale 4^(n).

Vlï. Généralisation d'une identité connue. — On a, quel que

soit le nombre entier p :

= 1 -4-x-4-a;'-+-x^H

—

En effet, si l'on multiplie par 1 — x, ou trouve 1 = i (*).

De là résulte la propriété suivante :

Tout nombre entier est décomposable, d'une seule manière, en

parties appartenant, respectivement, aux progressions

1, 2, 5, ... p — i;

p, 2/j, 5;;, ... (p— l)p;

p% 2p', 5p^ ... {p—\)f;
n-

VIII. Exemple. — Soit /j = o : les progressions sont, si l'on

veut :

i, 2, 5, 4;

5, 10, 15, 20;

25, 50, 75, 100;

(*) Avons-nous besoin de dire que la série est supposée convergente?

(*') Chaque progression ne contient qu'une partie, au plus.
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On peut donc former tous les nombres, non supérieurs à 100,

avec un terme de la première, un terme de la deuxième et im

terme de la troisième. En particulier, 67 = 2 -i- 15 -i- 50.

Addition. — [Décembre 1882.)

IX. Soit ce théorème connu :

5?:n = i + i' = 2i"d,

Remplaçons n par 2w : i" ne change pas et d devient 2d.

Conséquemment :

2 fi-><J\^n-i) =8 2 fixj^{n-i)

X. Application. — Lorsque n= <o, la relation est

/' ^/"V' ^/' ^Z' ^/'

î . 1 2 + 4 . 1 D -+- 6 . 8 = 4 [1 . G H- 4 . 4 -+- 6 . 1];

ou

(A)

ce qui est exact (**).

(*) Recherches..., p. iOO.

(**) Dans le Journal de Mathématiques, Liouvlllc a donné, avec ou sans

démonstration, une foule de théorèmes analogues à celui qui est exprimé

par l'égalité (A).
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CliXXXIX. — Sur la série <lc l^amé.

(Octobre 1879) (*).

I. Sommalion. — Des égalités

»3 = j/2 + Ui ,

Wi = W3 -t- «2,

on déduit, par addition :

S„ «1 Ui = S„ Ui U„ + S„— Un . 1 Un-,

OU
S„ = -2u„ +- M„_, — Wi = M„ -H ««„+! — 2 (**),

ou enfin

formule connue.

II. Théorème. — On a, entre trois termes équidistants,

Un-p5 Un? i'n+p5 ^^ ^^ terme Up_i, /ft relation

ul - >.<„ .,u^^, = (- 1 r-^+^p-if

.

(2)

Si Ton fait

1 + 1/5 ^ 1—1/5
n , b =

une formule connue donne

\/ 5 1/5

'
- 1/5

(*) Voir, dans la Nouvelle Correspondance mathématique (t. V, p. 199),

nos remarques sur Vhistoire de cette série.

(**) On ne doit pas oublier que les premiers termes de la série sont

1, 2, 5, o, 8, 15, 21, ...
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Donc
1

ul— u„,,v„+„= -
I

(a«+'- 6"+')'— (a"+"^-' - 6"+''+')(a"-"+'— 6""^+')
1.

La quantité entre parenthèses est réductible à

{ahY-''+\aP — b'of

D'ailleurs, ab = — 1. Par suite,

ul — w„-pM«+„ =- - (— I )" "^' (\/ 3 . Up-)'
;

etc.

III. Remarque. — Selon que p=\ ou n, Tégalité (2) se

réduit à

•Mf,-l/„_,.iW,^(—1 )"(*), (3)

ou à

lll -f- t/L) =- W2«- (4)

Celle-ci a été donnée par M. Edouard Lucas (**).

IV. Généralisation. — Soit une série récurrente :

Wi, i/a, ... w„_2, u„_i^ y,,, ...
.

dans laquelle

2
i(„ = '

î<„_, -t- î^,_2 (***). (5)
c

Soient, conformément à la méthode connue :

(*) On suppose Wo=^' ^fin que la formule (2) s'accorde avec les expres-

sions :

(**) Nouvelle Coi'respondanee mathématique, t. 1, p. 74. Nous avons déjà

cité le beau 31émoire dans lequel notre savant Collègue a développé quel-

ques-unes des propriétés dont jouit la série de Fibonacci, ou, série de Lamé.
(***) l^orsquc c= 1, cette série est semblable à celle qui donne les cosinus

des multiples d'un arc \.
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Si les termes Mj, Mj sont tels que Ton ait, en général,

on trouve, comme dans la série de Lamé :

ul - u,,_,u„^, = {-\ r^+V'p-.f • (2)

V. Exemple. — Soit c = {, de manière que

a = 2-+-l/5, 6 = 2— I/5I

L'application de la formule (5) donne

M, = 16, W2 = 68 ;

après quoi l'on obtient, par la loi de récurrence (5) :

W3=288, Wi=l 220, i<s=5 168, î/6= 21 982, «,= 92 736,...

D'après ces valeurs,

ou
1220'— 16.92 756 = 68%

conformément à la relation (2).

Addition. — {Août 1886.)

VL Remarques. — \° Cette relation (2) exprime que :

Dmu toute série récurrente, de la forme indiquée, la somme

ou la différence des carrés de deux termes quelconques est égale

au produit de deux autres termes.

2° Si, dans la série de Lamé, on fait la somme des carrés de

deux termes séparés par un nombre pair de termes, cette somme

est un nombre composé (*).

(*) Dans les Notes sur la théorie des fractions continues et sur cerfaities

séries (1883), on trouvera d'autres propriétés de celte remarquable série.

21
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CXC — Sur la forniialc du binôme.

(^Décembre 1879.)

I. Si, dans la formule principale de la Noie LXVIII :

A'»+c„.,/r-'H--4-c„.„fc'"-''=(p+'i)c,„„^..('i+Â:/'y ^j:^:^i^ (*)

on change A; en- , elle devient

/[ r-p~'dt

et celle-ci, comme on le reconnaît facilement, équivaut à la

formule de Poisson (*).

II. Si l'on suppose x= \, on obtient

1 + C^.i+C„,,+ -.-;-C,.,-=(p+i)C^,,^.,.2"'y
;

(B)

et, mvcrsement,

f - ^ = (1 + C„. ,+ ... + C„, J. (C)

Ainsi, l'intégrale définie, contenue dans le premier membre, est

la somme c/e p -+- 1 fractions fort simples, ayant même dénomi-

nateur (**).

(*) Note LXVJII, équat.(l).

(**) M. Bicrens de Haan donne (T. ÎV), d'après Legendre :

> i-\B a;'

î)"2:
(1 -+- xf \2/ ^0 V n

u

le symbole ( " j représentant le coefficient n"-'™'' de la puissance

(b — a — lyème ^^j binôme (p. 22).

De là résulte, avec les notations habituelles,

/ t'"-p-*di _ ny^-p ^=° \2/

Il ne m'a pas été possible de vérifler si cette formule est exacte. (Sept. 1886.)
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III. Remarque.— Le développement en série, de (1 h- z)"^"'^'',

donne, au lieu de cette formule,

/
-,i i>n~v-\l(
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ou, d'après la théorie des combinaisons (*) ;

Ainsi

y i f^^m-l,p—i

puis

(1 — x)"'+*
'

x^'dxf xPdx
(3)

Par conséquent, la relation cherchée est

1 - C„,,x H- C„,,x' ± C„„x^

x''dx
i ± mC„_i,p j (I — xy

{\-x) (D)

V. Remarques. — 1" Inversement :

/' x^dx i
\

1—C^, |X-hC„., 2.x' ±C^, pXP _
mCm— 1, p

(I-X)

et, si m est un nombre entier,

xHx 1 C„,,p+,x''+*— C„,p+2x''-'-V"-=bx"

(1— x)"
n- (F)

2° Si l'on suppose

(1 _ x)'" = 1 — C„,jX H- C„,2X' ± C,„,pX'' q3 R

,

(4)

il résulte, de l'égalité (D) :

/^^ x^dx
R = mC_,„(l-xry ^-^- (5)

(*) Cowrs d'Analyse, p. 44.

(**) Si, dans la formule (2), on fait a; = 0, on trouve y ^ l.

(***) Par exemple,

/^ xdx i 5x^ — œ^

(1 — a;)*
~

6 (1 — a;)'

"
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Addition. — (Août 1886.)

VI. La formule (D) est en défaut quand x= \. Mais, quand il

en est ainsi, le premier membre se réduit à ± C^-i,p (*)• Consé-

quemmenl : x tendant vers 1

,

/Fdt
{i - 1)

ou

li„r r ^"^^
(1 _ x)»' = i ("). (6)

Afin de vérifier ce résultat, j'observe que

/^ fdt 1 ,
, p r

(1 _ A-+» m ^ mj

puis

CI 'rV» / - =z= x'' — '

—

-xYj

Si X = 1, la fraction prend la forme |. Le rapport des

dérivées des deux termes est, lorsque t= x :

\— x^-\\ — x).

m

Et comme cette quantité a pour limite zéro, la relation (6) est

démontrée.

(*) Théorème de M. Genocchi (Nouvelles Annales, 1869, p. 132).

(**) Pour plus de clarté, nous avons substitué, dans la différentielle, t ax.
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CXCI. — Problème de probabilités (*).

(3fars 1882.)

I. Un bijoutier possède un diamant brut, dont la valeur est

a francs. On lui annonce que ce diamant est brisé en n morceaux.

Un amateur, qui ne les a pas pesés, propose de les acheter.

Combien doit-il les payer ?

Un raisonnement fort simple, développé dans le Traité de

M. H. Laurent (**), prouve que le prix demandé est donné par

la formule

dans laquelle les n— 1 \Sir'iSih\es, positives, satisfont à la condition

y+z + -^\. (2)

V étant l'inlégrale multiple qu'il s'agit d'évaluer, soient :

A= / / ... dydz, B= / / ...ydydz, ...,

C= // ... y'^dydz..., D= / / ...yzdydz...

(3)

Il est visible que

V = A — 2(n— i)B-+-2(«— IjC -+- (n— l)(w— 2)D. (4)

Mais, d'après la formule de Dirichlet :

rr...y^-^.-K..dydz...=^ ^f(-'>"
, (5)

\ \ 2 1
,A= , B = , C=—^ , D= . 6

I{n) r(n -i- \) r(w -H 2) T{n + 2)
^

'

(*) Extrait de mon Cours à l'Université de Liège. La même question a été

traitée, dans le Journal de Battaglini (avril i886), par M. Ernest Cesàro.

(**) Page 134. C'est dans cet ouvrage que j'ai pris l'énoncé de la question.
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Donc

i 2(n — 1) 4(n— 1) (n— 1) (n— 2)
^

^^f{n)'^ f(n+l)
"^

r(n + 2)
"^

~"r(yt -+- 2) '

et, après quelques réductions

2n

OU
2na

P = -
(8)

II. Si l'on fait w= 1, 2, 3, 4, on obtient, au moyen de cette

formule :

2 1 1

5 4 ^
^

15

in. Remarque. — D'après la foi'mule (3), l'intégrale

I I '• (x^ -t- ?/^ H- 3^ -+- ••)dych ••• =
,JJ ^

^ ^ r(n+ 2)

si la somme des n variables, positives, est un.

€X€II. — Sur nue forinnle d'Abel.

(Septembre 1886.)

I. On trouve, dans les OEuvres (**) de l'illustre Géomètre

norwégien,la relation, bien remarquable,

\ 1 _^ . r^ '^^

~a~a-\-\ Ya'^J (a' -+- î^)(e^'_ g-^')' '^

Il en résulte celle-ci :111 1 /•« «4
^ • • •= 1- 4(1 / • { K\

a^ [a-^if (a-4-2f 2a' J (a^H-f2)'(e^'— e"^') ^

(*) Au lieu de cette valeur, M. Laurent indique celle- ci : ^.
(**) Édition de Holnabôe, tome II, page 50.
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puis, en supposant, successivement, a == 1, a= ^ :

TT^ 1 yT-» tdt

12 2 / (1 +«7(e^' — e-'^O'(1 + fy(e^'_e-'^')'

^
'

(1 + tyve'' -4-

e

II. Dans (A), changeons a en « -f- 1, puis ajoutons. Le résultat

est

\ \ 1 r^ tdtUaf
8 la^ {a +- \fj J [a' -+- Cf (e^'— e"^'

tdt '
(^)

Le second membre peut être écrit ainsi :

1 /^" tdi i r^ tdt1 /^" tdl i r
(1 -^i^^{f-*—Q-^'^*) a^\J (I -+-fY[e^(«+')'_

6-^'"+*"]

Par conséquent, l'égalité (4) devient

2a -\- 1

8o(a -t- 1

/^" /f/( r a -t- 1 a 1
(5)

Pour simplifier celle-ci, je suppose^^= k -k- \, c'est-à-dire

a= ^-j^, k étant un nombre entier. La quantité entre parenthèses

se réduit à

Le premier membre égale '^^^^ ^. Donc enfin :

{k-\--2)k^ r- tdt 1 -^ (fc+1)[e^'-4- 6^^'-^""+ --He-^'J

8{fc-t- 1) V (1 H- rf e'^(i+«)'_e-^(*+«)'

(*) Par le changement de < en .
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Voici donc une nouvelle suite d'inlégrales définies, d'apparence

très complexe, dont les valeurs sont fort simples.

Par exemple :

tdt ^e"" -t- 1 -4- 2e-^' 3

(1 -+- «Y e^^'— e-'^' 16'

tdt '^e^' -+- 4 -t- 3e-^' 2

(1 + ty \zi -\r, ^ 3'

etc.

CXCIII. — Sur le tliéorème de Fermât.

{Septembre 1886.)

1. Si, dans la relation due à Fermât :

a''-*_.i = jn(p) n, (1)

p ne divise pas a -i- 1, elle devient

«''-'-
'1 = ^P(« + 1)1, (ii)

parce que le premier membre est divisible par a -+ 1 (**) et que

a -4- 1 est premier avec p.

De même, si p ne divise pas a — 1 :

aP~^-i = JK[p{a — l)]. (5)

Enfin, si p ne divise ni a + 1 ni a— 1 (***)
:

a'--l=jnf/>K-l)]. (A)

(*) On admet, une fois pour toutes, que a est un nombre entier, non

divisible par le nombre premier p, supérieur à 2.

(**) En effet, ce premier membre s'annule quand on y remplace a par

(— 1). D'ailleurs, on peut l'écrire ainsi :

(a -^1)P-'— Cp_i,i(a-t-l)P-2H h Cp_j,i(a H- 1 .

(***) Les trois conditions sont remplies si p surpasse a + 1.
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II. Le premier membre, divisé par «^ — \^ donne le quotient

aP-' -j- a^-» -t- ... -+- a' -t- 1.

Par conséquent,

i^a' -i- a' + ' H- a"-' = JTlip). (B)

III. Remarque. — L'équation indéterminée

1 -t- a^ + a^ + .• -^ qp^= p

est vérifiée par a= 2, p^ 5. Elle n'admet pas d'autre solution.

En effet, si a= 2 et que p surpasse 5, le terme 2^"^ surpasse p.

La même conclusion subsiste, à plus forte raison, si l'on suppose

a supérieur à 2.

IV. Dans l'égalité

a'-' — l := J\l[p{a + i)], (2)

prenons a -+- \ égal à un nombre premier q (*). Elle prend la

forme

De même, si p ne divise pas q -4- 1 :

{q ^ iy-' — \ = jr^{pq). (5)

Et si les trois conditions sont remplies :

{q + 1 )P-^ _
(<y
_ 1

)P-i = Ja {pq). (C)

Nous avons donc ce théorème :

Soient p, q deux nombres premiers, impairs et inégaux. Si p

ne divise pas q^— 1 , la quantité

(7 -+-1 )"-' — ((/— 1)"-'

est divisible par pq.

(*) D'après les hypothèses précédentes, p ne divise ni q m q — l.
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V. Corollaire. — Si p ne divise pas q-— 1, et si q ne divise

pas p'^— 1 , on a, simultanément :

{q + iY-'— {q-iY~'= C(ïl{pq), {p^i)"-'-{p-i)"-'= JK.{pq).

VI. Remarques. — 1" Le premier membre de (C) est décom-

posable en

iq-^i)' ^{q-iy^ \l{q + \)' - {q
-

'i) ' j'

De plus, q -\- \ et q — 1 sont des nombres pairs, premiers

aveejoç. Par conséquent,

2±i)'-?.(tl)'?][(ï|l)'i^_(i^)'-']=^(M(0)

2° Ce premier membre égale aussi

29[Cp-M •
q"' -+- Cp-,,5

.

q"-' + - + C,>-i,p-2-l

Donc

C,_,,, .
g"-' + C,_,.3 .

q"-' + - + C,_,„_,= J]L(p) (*). (E)

5° 11 est visible (et connu) que :

C,-,,, = Jilip)-i, C^-i,, = Jïl{p)— i,-

Donc la relation (E) se réduit à

qp-5 ^ qp-'^i ^ ... + f/2 ^ 1 = JTUp);

en sorte qu'elle est un cas particulier de (B).

(*) Par exemple,

Cin,i . 7» -*- Cio,3 . 7« -+- Cio,5 •
'* + C»o,7 . 7« -+- Cio,9 • = jrL(ll).

ou
10 . 7» + 120 . 7« + 252 . 7* + 120 . 7^+ 10= JTC (H ).

Si, rejetant des multiples de H, on remplace 7' par 5, 7* par 5, etc.;

on a

10. 9 -- 120 . 4 H- 232 . 5 -j- 120 . 5-+- 10 = ^JH^ (11),

ou enfin

1936= JIKll);
ce qui est vrai.
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VII. Résidus de puissances. — Dans l'égalité

a"-* — l = .H\(p),
(4)

supposons

p = 2" ~ i (*), a = 2.

Alors,

1 -+- 2 -1- 2'- -4- .- + 2"-^ = ,7)1 (/î). (6)

Divisons, par p, chacun des termes du premier membre.

Les n premiers restes , ou résidus, sont

d, 2, 2^ ..., 2"-';

et ces résidus, dont la somme est p, se reproduisent dans le même
ordre (**).

Cela posé, remplaçons 2 par 2*, A; étant inférieur à n, et consi-

dérons les dividendes :

i, 2*, 2^ 2^ ...
2<"-*'*.

(7)

Leurs résidus par p son^, daws mw certain ordre, les termes de

la ligne (7).

En effet, soit, s'il est possible,

a, (3 étant inférieurs à ?t et inégaux. On tire, de cette égalité,

Ainsi, le P. G.CD entre 2*^'^"'"^—
1 et2"— 1 serait 2"— 1.

Mais, d'après une propriété connue, ce P . G . C . D est 2"^— 1,

A étant le P . G . C . D entre les deux exposants : dans le cas

actuel, A = 1 ; etc.

VIII. Application. — Soient w= 5, /}= 51. On trouve les

résidus suivants :

a = 2

a = 4

a= 8

a=--i(i

1, 2, 4, 8, 16;

4, 4, 1G, 2, 8;

1, 8, 2, 16, 4;

1, 16, 8, 4, 2.

(*) D'après une propriété évidente et connue, n est premier.

(**) En effet,

2" = p -f- 1 ,
2»+'= JR (p) -+- 2, etc.
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IX. Remarque. — La question que nous venons de traiter

sommairement tient à la théorie des nombres parfaits. Si l'on

suppose
n= % 3, 5, 13,...,

ou trouve

;> = 3, 7, 31, 8 191,...;

et ces nombres p sont facteurs des nombres parfaits :

6, 28, 8 128, 33 5S0 336, ... (*).

X. Carrés magiques. — Si, dans un tableau de résidus (analogue

à celui qui précède), on fait abstraction de la première colonne,

on obtient une sorte de carré magique, dans lequel les colonnes

et les lignes sont composées des mêmes termes.

Exemple (**) :

2
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CXCIV. — Propriété!» de réisidns.

(Septembre 1877.)

I. Résidus de puissances.— Dans ses admirables (*) Recherches

arithmétiques , Gauss a considéré les résidus, par un nombre

premier p, des puissances successives d'un nombre entier a (**);

savoir

1, a, a\..a", a"+S ... (i)

donnant les résidus :

^, Pn P'i-,-pn!> ^5 Pu- (2)

de manière que a""^* soit, après 1, le premier terme qui, divisé

par p, donne le résidu 1.

On sait, au moins depuis Gauss, que n + 1 divise/) — 1 (***).

Mais l'illustre Auteur n'a pas considéré le cas où n -h \ est

premier.

II. Supposons qu'il en soit ainsi; et, avec les dividendes

i, a, a% ... o", (3)

prenons
1, a\ a\...a^", (4)

1, a% a\...a^\ (S)

\, a\ a^... a"*; (6)

k étant inférieur h n -\- \.

La ligne (4) est composée des termes de la ligne (1), pris de

deux en deux ; la ligne (5) est composée des termes de la ligne (1),

pris de trois en trois ; etc.

(*) Admirables, sauf les dénominations et la notation. Poullet-Delisle,

traducteur de Gauss, dit qu'e?/es peuvent étonner. De son côté, Legendre

s'est raillé des expressions incongrues, adoptées par le Géomètre de Bruns-

wick (*). Mais Legendre et Delisle avaient des oreilles françaises.

(*') Recherches arithmétiques, p. 51. Je n'emploie ni la notation, ni les

dénominations de Gauss.

(***) Recherches, p. 52. On peut consulter aussi une Note sur les fractions

décimales périodiques, publiée, en 1842, dans les Nouvelles Annales.

(*) Recherches (ïA nahjse indélerminée, p. 15 (1825).
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Pour démontrer que toutes ces suites donnent lieu aux résidus

1, pi, p<i-, •?„>

pris dans un certain ordre; remplaçons la ligne (2) par une

circonférence sur laquelle

soient placés les résidus

1, p^, p2> •••, P„-n p«;puis,

partant du point 0, qui

correspond à l'unité, joi-

gnons, de deux en deux,

de trois en trois, ..., etc.,

les points de division.

Chaque opération donne

lieu à un polygone fermé

(non convexe), dont les

sommets sont, dans un certain ordre, les points 1, 2, 3, ... n ...(*).

III. Application. — Soient : jo =^ 31, n + i = 5, « == i. Les

suites de résidus sont :

1, 4, 16,

1

,

16, 8,

1, o, -,

1, 2, 4,

2, S

4, 2

46, 4

1, 16.

Si Ton supprime le résidu 1, on a le carré magique :

4
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IV. Généralisation. — Si Ton remplace les résidus 1, p^,

P2, ..., p„, par n-h i nombres entiers inégaux :

i, a, b, c,...f, g;

n -t \ étant premier, puis qu'on les prenne de deux en deux,

de trois en trois, ..., on formera de nouvelles lignes, composées des

mêmes ternies, lesquelles donneront lieu à des carrés magiques.

Soit, par exemple, la suite

1, 3, 7, 12, 9, 4, 5,

composée de 7 termes. 11 en résulte les nouvelles suites :
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CXCV. — Comparaison «le deux séries (*).

{Février 1883.)

I. Théorème. — Soient Uj, Ug, ..., u„ des quantités positives,

décroissantes. Soient v^ , V2, ..., v„ d'autres quantités positives,

telles que Von ait

ko>->h>->'-> K-i > — > K; (i)

les limites ko, k^, ..., k„ étant positives et décroissantes. Si l'on fait

S„ = ?<, — 1/2-1-1/3 — '" ± u^
, (2)

^„ = ï^l — V2 -4- Uô =t î'„, (3)

on aura

K>K^n, (A)

2„<A,^S„H-(/io-^>..
.

(B)

1° Des inégalités (1), on déduit :

Vi > k,u^, — 1)2 > — hih, V-, > ^5^3, ..., !;„ > A:„M„ (");

puis

2„ > ki{ui — ih) -\- kz{u-^ — u^) + ••• -4- A;„_2(î«n-2 — ^«-1) -t- A;„m„.

Dans le second membre, tous les termes sont positifs. Donc,

à plus forte raison,

2» > ^n(«l — W2 -+- «'3 H W„),

OU

2„ < /«"oWl ^2(î<2 W3) /i'«_l(W„-l — Ur)-

(*) A propos d'un Mémoire de M. Mansion.

(*') Pour fixer les idées, je suppose n impair.

122
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Dans le second membre, le premier terme, seul, est positif.

De plus, on a

/c„[(M2— Ih) -4- {Ui— U,) -+-•••-+- [U„_i — U„)]

< k.2{u2 — W3) -*- h{Ui — Us) -\ -¥- kn-i[u„_i — w„).

Donc, par addition,

2„ + A:„(m2 — W3 -+- î<4 + «„-i — w„) < Mu
ou

2„ -+- kJ'Ui — S„) < koUi,

ou enfin

2„<A„S„-t-(/fo-A;„K. (B)

II. Remarques. — 1" La différence entre les deux limites de 2„

est (kQ — k„) Ui.

2" Cette différence est d'autant plus petite que les nombres k

décroissent plus lentement.

3" Les nombres z;,, i'^, ..., v„ vont en diminuant.

A" Si la série

Ul U^ -H «2 H- •••

est convergente, la série

Vi — 1/2 + V3

Vest également.

CXCTI. — !§iir la théorie des onibilics.

{Avril 1883.)

1. La condition d'égalité entre les rayons principaux d'une sur-

face est, avec les notations habituelles,

[(1 -+- g-)r — 2p7S H- (1 + p") tj -+- 4(s' — rt){\ -^f^q^)= (i; (1)

relation dans laquelle on suppose

s' - ri < f). (2)

Poisson démontre que le premier membre est la somme de

(*) Voir, par exemple, VAnalyse appliquée, de Leroy.



( 559 )

deux carrés (*); mais la méthode qu'il emploie est pmna^Mre/^e.

On peut la modifier comme il suit.

Regardons s comme une inconnue. Nous aurons

4As' -4- 4Bs -+- C = 0, (5)

en posant :

k = {'\^f){\-^q'), (4)

— B= pq[{l -^ q^}r -^ {\ -i- p^], (5)

C =—- — 4r«(l -H »' + q\ (6)

De l'équation (3), on lire

— B±l/B'— AC
2. = (7)

Or,

B^ — AC = pY-[{\
-4- q'fr^ -4- 2(1 -+- ]f){\ -f- q')rt -f- (1 -t- p^e]

— (!-+- p^)(l -+- ^')[('l -t- q^fr^ -4- 2(1 -+- p'){\ + q^t

— 4(1 + p^ -+- ç>t + (!-+- pjf];

ou, après quelques réductions faciles,

B^ — AC=— (1 -+- p^ + q^) [(1 + q')r — (1 + p^)ï]l (8)

Cette expression étant négative (**), le premier membre de

l'équation (o) est la somme de deux carrés; etc. (***).

IL Une propriété numérique. — Si l'on change de notation et

que l'on fasse

N= (a' -+- cjf^— 2 [(a^ -t- 6^ + c-)c^ — a%^]fg -t- (6" + cjg\ (9)

(*) Loc. cit., p, 330.

(**) Excepté si

1 +p^ 1 + '

('*') Dès i 866, une démonstration, analogue à la précédente, a été donnée

par M31. Mister et Neuberg, alors Professeurs au collège de Nivelles [Nou-

velles Annales, 2* série, t. V).
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on a, identiquement,

[a' -t- c^)^N =
I
[{a' + 6^ + c>^- a%']g - {a' -v- cjf] '

1

-4- 4a^6^cV -+- 6' -+- c''')^l î
^ ^

Ainsi, /e produit {sfi -+- c2)^N es^ wne somme de quatre carrés.

III. Exemple.

a=i, 6 = 0, c = 2, /'^l, g = i-

On trouve :

N= 2 355, 25N = ^6o'-4-48'-f-96^-t-^44^

ou
25.2 31)3 = 26 569 -4-2 504-4- 9 216 + 20 736;

ce qui est exact.

€X€TII. — Dénéralisation de propriétés

de la cycloïde.

(Jtiin 1883.)

Théorème. — Soit une courbe Amb (*), rapportée à des axes

rectangulaires Ax, Ay, sur lesquels h se projette en p, q. Soit mt

la tangente en un point quelconque de cette ligne, t étant le point

d'intersection avec Ax.Si l'on construit le parallélogramme mtAM,

le lieu du sommet M est une courbe AMB, transformée de Amb (**).

Cela posé, si B est le point de AMB, correspondant au point h

de AmB :

1" Les figures Ambq, AMBq sont équivalentes;

2° Si ces figures tournent autour de Ax, l'anneau engendré

par la première équivaut à la moitié de l'anneau engendré par

la seconde (***).

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.

(**) On voit que la première courbe se déduit de la seconde, comme la

cycloïde est déduite du cercle.

(***) Démonstration facile. Voir Mathesis, t. V, p. 185.
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CXCVIII. — lilgncs ^éod éstqucs d'un paraboloïdc.

{Mai 1883.)

I. Soit le paraboloïde hyperbolique représenté par

z = xy. (1)

En appliquant la méthode de Joachîmstal, on trouve, comme

équation différentielle des lignes géodésiques de celte surface :

rf^s \ d^y xdx -t- ydy

ds 2 dy i -+- x'^ -+- 3/^

Une intégrale première est

ds^ = c(l -i- x^ + y'^)dxdy
;

ou, à cause de

dfi^ = (1 + y'^)dx^ -\- ^xydxdy -*- (1 h- x'^)dy

i ^ tj'^^ (or?/' -+- yf

(2)

1 + a;^ -+- y)y'

II. L'équation générale des lignes géodésiques

(4)

(i-^p'-.r)g
dy dy'^

dx dx^
,-.|) = oc),

se réduit, dans le cas actuel, à

(1 -4- x^ -H y''^)y" -t- 2(x— yy')y'^ 0- (3)

Cette équation (5) ne doit pas différer, au fond, de l'équa-

tion (2). Et puisque celle-ci admet l'intégrale (4), il en doit être

de même pour l'équation (5).

En effet, si l'on différentie l'équation (4) et qu'on supprime

le facteur

on trouve l'équation (o).

(*) Suivant l'usage, la même lettre s représente un arc et une dérivée

partielle. Mais aucune confusion n'est possible.
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Conséquemment, le premier membre de celle-ci devient une

dérivée exacte, quand on le multiplie par la quantité

1 -4- î/^— (1 -f- x^)y'^

(1 -H a;^ -+-
y'^fy"^

CXCIX. — Problème d'Algèbre et cl'Arithmétique.

{Novembre 1881.)

I. Soit p un nombre premier, supérieur à 2. On forme la

quantité

x^— 1x=

—

--{x-\r-\
X — 1

réductible à Ppx, P désignant un polynôme entier, à coefficients

entiers. Dans quel cas P est-il un carré (*) ?

Lorsque p = 5, on trouve P= 1 ; et, lorsque j)= 7 :

P = a;*— 2x' + Dx' — 2x -t- 1 = (x'— X -H \)\

Soit, s'il est possible, P = Q^ une autre solution du problème,

de manière que

^ "~
{x— X)"-' =^ pxÇl\ (1)

X— 1

Si, dans cette égalité (1), on fait oc = 2, le polynôme Q devient

un nombre entier N, et l'on a

S'' — 2 = 2J^N^

ou

= N^ (2)

V

Or, cette équation (2) n'est vérifiée que par

p = 5, N = 1; p = 7, N = 3n.

(*) Cette question se rattache à la célèbre formule de Gauss :

3C^— 1

4 _ Y-i ± pZ\
X — 1

sur laquelle nous reviendrons.

(**) Mathesis, t. m, pp. 41 et 80.
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Addition. — (Septembre 1886.)

II. Reprenons les égalités

x" — 1

X— 1

(x — d )''-' = I>r, (3)

^- 1 = Y^±PZM*). (4)
X— 1

Il en résulte

4[(x — '!)"-* + Ppx] = Y^ ± pZ\
ou

Y2_4(x — l)p-*=p[4Pxq=Z'''], (D)

ou encore ;

[y -¥- 2(x— 1)^"^] [y — 2(x — 1)^] = jo[4Px =F Z']. (G)

Tous les termes du second facteur sont divisibles par jo (**).

Donc
p-i

Y-2(x— 1)

P
divise 4Px q= Z^.

III. Remarques. — 1° Si p= ^fx — 1, Y est divisible par

x_1 (***).

Donc, d'après l'égalité (5), 4Px— Z^ est divisible par (x — 1)^.

2" Si /}=
4-fj!.

-h 1 et que l'on suppose x= \, la même rela-

tion prend la forme
B- = p[4 -t- e].

Mais p= a^ + ô^. (Jonc B est une somme de deux carres,

divisible par p. De plus,

4 + c^ = .rrc(p) (").

(*) On sait que le signe supérieur correspond au cas de p=Aii— 1.

(**) Propriété connue. Voir la Théorie des Nombres, de Legendre, l. II,

p. 194.

("*) Propriété connue.

(") On peut consulter, relativement à cette question, le Mémoire sur

certaines décompositions en carres.
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ce — Sur on théorème de IM. Delbœuf.

(Septembre 1886.)

I. Dans le dernier numéro de la Revue scientifique, le savant

professeur à l'Université de Liège donne, sans démonstration, un

théorème sur la divisibilité des nombres, que l'on peut énoncer

ainsi :

Étant donné un nombre entier N, on le décompose en deux

parties aa', bb' telles, que les facteurs a, b soient premiers entre

eux, et que les facteurs a', b' soient, aussi, premiers entre eux.

D'autre part, x, x' étant deux nombres entiers, pris arbitraire-

ment, on cherche quatre nombres entiers, A, A', B, B', satisfaisant

aux conditions

Aa-4-B6 = Na:, A'a' + A'6' = Na;'.

Cela posé, on a

AA'+BB'= jn(N).

Des relations

aa' -4- bb'= N, Aa -+- B6 = Nx,

on déduit :

a(A— a'x) -4- 6(B — 6'x) = 0;

puis,

A= ax-^bd, B = 6'x

—

aô; (1)

étant un entier quelconque, positif ou négatif.

De même,
A'=ax'-t- 6'e', B'=bx'—a'ô'. (2)

Par conséquent,

A A' -+- BB'= N (xx' -+- ee'). (3)

IL Remarque. - Si N = /''^ -i- g'^ (*), prenons,

x'=X, 6'=Q.

(*) Ce qui arrive, par exemple, lorsque N est un nombre premier -i

a

-h 1

.

Voir la Note précédente.
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L'égalité (3) devient

AA' + BB'= [f -h q'){x' + 9'),

AA' -+- BB'= (/Le ± g^f -t- {fd =p gx)\ (4)

Ainsi, dans ce cas particulier, la quantité A X' -h RB', multiple

de N, est une somme de deux carrés.

m. Exemple.

N= 75, a = 3, 6 = 2, a'=5, 6'= 29, x=l.

On trouve :

A'=21 + 29o, B'=14 — 59, A = 55 + 2o, B= 205 — 36;

puis

AA' + BB'= 73(7' + e'O = (56 ± 5e)' + (21 ± Saf

.

CCI. Sur la droite de Sinison.

{Octobre 1880.)

I. Segments de la droite.

C

semblables

MA

Mcy

1" Dans la figure ci-jointe(*),

les triangles rectangles MAC,
MCA' ont un angle aigu égal;

donc ils sont semblables :

MA MC
MC MA' ^ '

^ 2" Les triangles AMC,C'MA'ont

un angle égal (AMC=C'MA'),

compris entre deux côtés pro-

portionnels (1°); donc ils sont

MC

mT
AC

(2)

(*) Nous pensons qu'elle n'a pas besoin d'être expliquée.
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3° Par un théorème connu,

MB.MC= 2R.MA',
ou

MC _ 2R

MA'^MB'
R désignant le rayon.

c>TÎ

4° La valeur commune des trois rapports (2) étant ^, on a,

en particulier,

AC.MB
A'C= 5)

2R \'

Telle est l'expression de la droite de Simson, limitée aux

points A', C.
5" De même, par une simple permutation :

BA . MC CB . MA
B'A'=. , C'B'= ; 4)

2R 2R
^

valeurs des segments.

II. Remarque. — Des égalités (3), (4), on conclut

AC . MB= BA . MC M- CB . MA
;

propriété connue.

III. Distance du point M à la droite de S'imson.— Soit MP cette

distance (*). La circonférence, décrite sur MC comme diamètre,

passe en A' et en B'. Donc, par le théorème déjà rappelé :

MA'. MB' MB'.MC MC. MA'
MP= = =- -• (o

MC MA MB ^

(*) Non marquée sur la figure.



(547)

Addition. — (Février 1886.)

IV. Théorème I. — On donne un angle BAC et un point F. Par

les points F, A, on fait passer une circonférence FADE. Soit P

la projection de F sur la corde DE déterminée par les côtés

de l'angle. Soient, enfin, R, S les projections de F sur ces côtés.

Le lieu du point P est la droite RS.

En effet, les points A, E, D, F appartiennent à la circonférence;

ADE est un triangle inscrit; etc.

iC

B

V. Remarques. — 1° La droite de Simson, lieu du point P,

est déterminée par le point F et l'angle BAC : elle est indépen-

dante de la circonférence ADE.
2° Considérons la parabole ayant pour foyer F, et, pour tangente

au sommet, la droite RS. La corde DE est perpendiculaire, en P,

à la droite FP. Donc cette corde est tangente à la parabole.

Autrement dit : quand la circonférence AF varie, la corde DE
enveloppe une parabole connue.

VI. Théorème II. — Soient donnés un angle xAy et un point F.

Soient AFGH, AFDE deux circonférences quelconques, passant

en A et en F, et dont les cordes GH, DE déterminent PQ, droite

de Simson (*).

(*) Voir le théorème I.



( 348
)

Si l'on construit les parallélogrammes GADK, EAHL, et que

l'on trace la droite KL :

1° Cette droite est perpendiculaire à PQ;
2° Elle contient le point de concours des cordes DE, GE (*).

VII. Remarque. — Vhexagone GKDELH est décomposé en

deux trapèzes GEDK, GELH, et en deux trapèzes HDKG, HDDL.
Le théorème peut donc être énoncé ainsi :

5/ un hexagone ABCDEF est décomposé,

de deux manières, en deux trapèzes : \° les

côtés opposés AB, DE se rencontrent sur la

diagonale CF; 2" cette diagonale est perpen-

diculaire à la droite de Simson déterminée

par les circonférences circonscrites aux trian-

gles AOB, DOE (**).

(*) Pour abréger, nous omettons la démonstration. Elle est fort simple

si l'on prend, pour axes de coordonnées, les côtés de l'angle xAy.

(**) Le i" est un cas particulier du théorème démontré à la page 251.
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CCII. — ISnr le quadrilatère inscrit.

(Septembre 1885.)

I. Théorème (*). — Soit, dans un triangle ABC, CF la bissec-

trice intérieure, rencontrant, en D, la circonférence circonscrite.

Soit CG la bissectrice extérieure, rencontrant, en E, la même

circonférence. Soient A', B', D', F' les symétriques de A, B, D, F,

relativement à CG. Soient A", B", E", G" les symétriques de A,

B, E, G, relativement à CD. Les quatorze quadrilatères

DA'F'B, DAF'B', FA'BD', FAD'B', EA'G'B, EAF'B", E'A'GB,

E"AGB", DEF'G, D'FFG, DE'P'G", D'E'TG", DF'EG, DFE'G

sont inscriptibles.

II. Remarque. — Si l'on opère de même sur les angles A, B,

on aura donc quarante-deux quadrilatères inscriptibles, déduits

du triangle ABC.

Addition. — (Septembre 1886.)

III. Théorème. — Soit ABCD un quadtilatère inscrit. Si Von

projette un des sommets sur les côtés opposés à ce sommet, la

distance des deux projections est constante.

Dans la première figure de la Note CCI, remplaçons M par D.

L'équation (3) devient

AC.BD
D'D"= :

et celle-ci exprime le théorème énoncé; c'est-à-dire que

A'A"= B'B"= C'C"= D'D".

IV. Remarques. — 1° Chacune de ces quatre distances est une

(*) A peu près évident. Proposé dans Malhesis. Le lecteur est prié de

faire la fisure.
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quatrième proportionnelle aux diagonales du quadrilatère et au

diamètre du cercle circonscrit.

2° A' A" est la droite de Simson, relative au sommet A et au

triangle BCD. De même pour B'B", C'C", D'D".

V. Un point remarquable. — ABCD étant un quadrilatère

inscrit; soient My la perpen-

diculaire à BD, menée par le

milieu M de AC, et Ny la per-

pendiculaire à AC, menée par

le milieu N de BD. Le point y,

où se coupent ces deux perpen-

diculaires(*), jouit de quelques

propriétés intéressantes.

1" Le point y est le centre de

symétrie du quadrilatère ABCD
et du quadrilatère A^B^CjDj

(*) Autrement dit, le point y est le quatrième sommet du parallélo-

gramme déterminé par le cendre et les distances OM, ON. De là résulte

que, pour tous les quadrilatères ayant même centre et mêmes directions
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ayant pour sommets les orthûcentres des triangles BCD, ACD,

ABD, ABC (*).

B, étant l'orthocentre de ACD, soit S le centre de symétrie

dont il s'agit : il est le milieu de BB,. La droite NS est parallèle

à BB, et égale à la moitié de BB^. Mais celte dernière droite est,

:r-^B"

par hypothèse, perpendiculaire à la diagonale AC; donc NS est

perpendiculaire à cette diagonale. Comme le centre S est unique,

il coïncide avec y.

2° Le point y est l'intersection commune des droites A'A", B'B",

C'C", D'D", déterminées par les projections de A, B, C, D sur les

côtés du quadrilatère (**).

Considérons la droite B'B". Relativement au point B et au

triangle ADC, elle est la droite de Simson. D'après un théorème

connu (***), cette droite B'B" contient le milieu de BB|; c'est-

à-dire le point y.

3" Le point y est le centre commun de deux circonférences

sur lesquelles sont situées, quatre à quatre, les huit projec-

tions A', A", B', ...

de diagonales, le point y est invariable. En outre, d'après la première défi-

nition, le point y est invariable, aussi, pour toutes les coniques circonscrites

à un quadrilatère donné.

(*) Théorèmes et Problèmes, p. AO.

{**) Voir page 549. Cette propriété a été signalée par M. Emile Leraoine,

en 1869 {Nouvelles Annales, p. 47).

(***) Théorèmes et Problèmes, p. 37.
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Dans la première figure de la page 330, les points B',D", B",

D' appartiennent à la circonférence décrite sur BD comme dia-

mètre (*). Traçons B'D", B"D'. Nous aurons

CB.CD = CD".CB, AB".AD = AD'.AB,

ou
CB' CD" B'D" AB" AD' B'D'

CB CD BD AB AD BD
Donc

B'D "= — BDcosC, B"D'= BD . cosA • = B'D".

Le quadrilatère B'D"B"D' ayant deux côtés opposés égaux et

les diagonales égales, il s'ensuit que

^B"= 7^D", rD'= rB' (**).

VI. Remarque. — Toutes les coniques inscrites au quadrila-

tère ABCD admettent une droite invariable, lieu des centres de

ces lignes (***)
: c'est la droite MN. Toutes les coniques cir-

conscrites à ce quadrilatère admettent un point invariable : c'est

le point y (").

€€III. — Sbbp mu tBiéorème de Qauiss (^)

(Janvier 1885.)

I. Dans l'égalité

4 -^= v±pr, (1)
X 1

qui exprime ce beau théorème, changeons x en x'', q étant un

(*) A cause des quatre angles droits.

(**) Pour achever la démonstration, on peut, par exemple, considérer la

circonférence passant par les sommets B', D", B", et employer la réduction

à l'absurde.

(***) Théorème de Newton.

(") On pourra, peut-être, utiliser ce rapprochement, sur lequel nous

n'insistons pas.

C) Complément à la ^'o[e CXCIX.
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nombre premier impair, différent de p. Soient Y^ , Z^ les résultats

de la substitution dans Y, Z. Nous avons

(2)
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Addition. — (Octobre 1886.)

II. Par analogie avec l'égalité (1), prenons

a;'— 1

4 = U^±aV^ (6)
X — 1

Soient U-j , V^ ce que deviennent les polynômes U, V quand

on y remplace x par x^. Nous aurons l'équation conjuguée

de (2) :

4—--= Uf±7Vh (7)
x' — 1

puis, au lieu de l'égalité (4) :

= X. (8)
Y"-' dt pZ- IV ± qV'

Ainsi, les deux fractions sont réductibles à un même polynôme

entier (*).

€€IT. — Sur une suite de fractions.

{Juillet 1881.)

Problème (**). — Au moyen de deux fractions |,, y, on forme

celles-ci :

c a +- b d b -\- c

r I 1 / ' Il II I T

C a -'r- a 6 -<- c

Vers quelle limite tendent-elles?

— étant la w'™' fraction, on a

C) Dans chacune de ces fractions, on prend le signe supérieur ou le signe

inférieur, selon que le nombre premier correspondant a la forme 4fz — i

ou la forme 4p -h 1 (Legendre, Théorie des Nombres, t. II, p. 195),

(**) Proposé par mon Collègue E. Morren, en 1868. La question, paraît-il,

se rencontre en Botanique.
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La méthode connue donne

Par conséquent,

,. u„ A
lim — = —r

v„ A'

Or:

AH-B=a, A-v-B-+-(A— B)l/5 = 26,

A'-t-B'=a', A'-4- B'h- (A'— B')l/5 = 2//.

Donc :

2A \/5= (1/5 — l)tt -4- 26, 2A'l/5 = (l/5— l)a'-f- 26;

et enfin :

,. w„ (1/5 — l)a -t- 26
Itfyi —

, ^ .

v„ (V/g— 4)a'-+-26'

CCT. — Trigouonaétrie spbérique. (1863.)

Théorème. — Si un angle Irièdre a pour faces un carré, un

hexagone régulier et un décagone régulier, la somme des angles

dièdres égale cinq angles droits (*).

{*) Ce théorème, ou plutôt cette remarque, provient du Mémoire sur la

théorie des polyèdres (Journal de l'École polytechnique, il' Cahierj.
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€€VI. — Une application des déterminants.

(/«m 1881.)

I. Théorème I. — Soient :

A =
«1, «2, ..., a„,

6,, 6o, ..., 6„,

h, k, ..., /„

S'il existe, entre les n^ quantités

les '-^f^ relations

le carré du déterminant A est donné par la formule :

A- = ABC ... L.

0)

(2)

(3)

(4)

Celte proposition, que j'ai démontrée il y a quarante-sept

ans (*) peut 1 être, assez simplement, au moyen du théorème

de Cauchy, sur le produit de deux déterminants (**).

II. Problème I. — Troucer un carré égal au produit de n

sommes de n carrés.

(*) Mémoire sw la transformation des eariables... (Acad. de Bruxelles,

Mémoires couronnes, ISiO, p. 17).

(*') Voir, par exemple, la Théorie des déterminants, par 31. Dostor, p. 74.

Le savant Professeur développe les valeurs générales de A", relatives aux

cas de « = 2 et do h= 5; mais, chose singulière, il n'a pas songé, semble-

t-il, à la réduction remarquable qu'éprouvent, ces valeurs, lorsque les con-

ditions (5) sont remplies. Autrement dit, W. Dostor ne signale pas la for-

mule (i).
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La solution résulte, spontanément, du Théorème 1. Il suflira,

dans chaque cas particulier, de trouver des entiers, positifs ou

négatifs, satisfaisant aux équations (3), lesquelles, à partir de

w= 5, sont en nombre supérieur à celui des inconnues (*).

III. Application. — Soit n= o. Les équations à résoudre sont

afii +- ajh, + iu]br, = 0, UiCi -+- a^c'a -t- a^Cz =^ 0,

6iC| •+ bç,c^ +- b:fiz = 0.

Après quelques tâtonnements, on trouve qu'elles sont vérifiées

par :

a, = 1, «2^3, 03= — 2, 6, = 2, 62 = 4, 63 = 7,

Cl = — 29, C2=4d, Cr,= %

On a donc

^^= {^'' + 3' -4- 2') (2' -4-
4' -+-7') (29' + 11* -h 2*)

= 44.69.966.

En effet

A =
i, 5,-2
2, 4, 7

— 29, il, 2

= 1(8_77)-i-2(— 22— 6)— 29(21 +8)

= — 966;

puis

966^ = 14.69.966.

Addition. — {Octobre 1886.)

IV. Autre application. — Soit w =^ 4, auquel cas les équa-

tions (3) sont

2a&= 0, 2«c= 0, ^ad= {), ^^^= 0, ^bd= 0, ^cd= Q.

(*) Les calculs nécessités par cette question incidente nous semblent

plus longs que difficiles.
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Dans les trois premières, je prends, arbitrairement :

a, = i, 02=2, b^ = Z, 62=1, c, = 2, Ci= — i. (5)

Elles deviennent

0563 + oA= — 5, 65C3 -t- 64C4 = — 5, .
O3C3 + QiCi, = ;

puis, si

«3 = 0, Ci= 0: (6)

«A= — S, ^3^3=— 5.

On satisfait à ces deux-ci par ces valeurs simples :

«4=5, 64=^—1, bz=z= — b, C5=l. (7)

Cela fait, on doit résoudre les équations

di -t- 2^/2 -^ of/4 = O5 oili ^- cLi— ot/j— (/i = 0,

2(/, — 0^2 -+- à:, = 0.

On en conclut :

1 6rf, -H 7(^2 — 25t/5 =- 0, 50f/, — i84= ;

puis, par exemple :

rf, = 5, ck=\\, (h = ^, f/i = — 5. (8)

D'après les systèmes (5), (6), (7), (8) :

A'= (1 -
-t-

2^ + 5') (3'^ H- d ^ + 5^ -f-
1
')
(2^ + i

' -+-
1

')
(3^+ 1 d

' -+- 5*+ 5^)

= 3o.D6.6.^8o = l8o^6'= ^ 080^

D'un autre côté :

0, 0, 1, 2

S, - 1, 3, 1

1, 0, 2, — I

5, — 5, 3, 1

1

± A = = 5A2 -4- A3 — 5A4 ;

en supposant :

A2= 5(22 -+- 3)— o(— 1 — 4) = 150,

A3 = 5 . 50— (() — 1!) — 5(1 — 6) = 1 80,

Ai=5(— 5]— 5 = — 50.
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Ainsi :

dt A = 750-i- 180 -*- 150 = 1 080.

V. Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le

Théorème I ; si l'on fait

A = «,D, -+- aj)^ H -^ a„D„ (*),

on a

A'= A(Df -t- Dl + ••. -H D,^) (**). (9)

VI. Problème II. — Trouver un carré égal au produit d'une

somme de n carrés par une somme de n carrés.

La solution est contenue dans l'égalité (9). Soient, par exemple,

comme au paragraphe IV :

a, = 1

,

«2 = 2, «3 = 0, «1= 5,

6, = 3, 62 = 1, 63 = — 5, 64= — \,

Cl = 2, C2 = — 4, C3 = 1, Ci = 0,

rfj = 3, d^ = \\, (/j = 5, ^4 = — 5.

On trouve :

D, = 36, D2 = 72, D3 = 0, D4 = 180.

Conséquemment,

1080'= (1'' + 2' -t- 5') (56' + 72' + 180') = 50 . 58 880;

ce qui a lieu.

(*) Les déterminants Dj, Dj, ..., D„ sont ceux qui entrent, en numéra-

teur, dans les formules de Cramer.

("*) Cette relation est une conséquence immédiate des formules

a2 = ABC... L,

Dî-t-D| -+-
. + D^ = BC ... L,

données à l'endroit cité. En J859, je ne m'en étais pas aperçu!
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€€VII. — ISur nu article de M. Perott {*).

(Juillet 1881.)

I. L'Auteur cherche, en premier lieu, ^ tW- A cet effet,

par des considérations un peu détournées, il trouve Tégalité

2 2 #)-i + 2 'p^^''^)' (i)

dans laquelle ç (N, k) est la quotité des nombres premiers à k et

non supérieurs à N. On peut l'établir comme il suit.

Prenons, successivement, les nombres premiers à A; et non

supérieurs à 12.

Nous formerons le tableau ci-dessous.

k
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Considérons, pour fixer les idées, le nombre 5, qui est premier

avec 6, 7, 8, 9, 11 et 12. Si, avec ces six nombres, on prend 1,

2, 3, 4-, on aura tous les nombres premiers à 5, et non supérieurs

à 12; c'est-à-dire que Ton a écrit autant de termes que l'indique

(p(12, 5). Et comme 4= 9(5), le tableau contient 5, un nombre

de fois égal à

cp(12,5)-(p(5).

En général, le nombre k, inférieur à 12, est écrit autant de

fois que l'indique

9(12, k)— (p{k).

Le nombre total des termes du tableau, ou ^ 9 (A;), est donc

12 12

2 9(12, A) -2 9(/c).

I 1

Mais il y a exception pour le terme 1

.

Conséquemmenl,

2 2"9(^. = 'l-+- 2^(^2,^");
1 I

etc.

II. M. Perotl écrit la relation connue :

„N,*)=N-2(?)^2(l)-2(i)--. (^)
\ab/ ^ \ahc

dans laquelle a, b, c,... sont les facteurs premiers de k (*).

11 trouve ensuite cette formule remarquable :

a, 6, c, ... étant, cette fois, les nombres premiers qui ne surpassent

pas N (**).

(*) Mélanges mathématiques, 1« édition (1868), p. 134. J'ai changé les

notations de i'Autenr.

(**) Comme d'habitude, on ne compte pas l'unité.
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Divisant par N^, et faisant croître N indéfiniment, on a

2^ ?(^)

1 abc

ou

Um=-ii -) f I
)
(l

a, b, c, ... étant tous les nombres premiers : 2, 3, S, 7, 1 1,

Euler (non cité par l'Auteur), a prouvé que

3 8 24 48 6

4" 9'25"49""" ^7^^ ''

donc enfin

formule de M Perott.

2 9{^)

Lim

(4)

(S)

CCTIII. — Repréisientation nouvelle de la surface

deis ondes.

{Décembre 1880) (**).

I. D'après le théorème de Sedley Taylor, les demi-axes d'une

section diamétrale de l'ellipsoïde s, sont les racines positives de

l'équation

dans laquelle e, f, g représentent les cosinus directifs de la

normale au plan sécant. Si p est l'une de ces racines, et que q

soit l'autre :

aV(9^-6')(9'—c')-t-6Y'(9'—0(7—«VcY(7—«')(9'-^')=0. (2)

(*) Introduction à l'Analyse, t. I, p. 214.

(") Supplément à la Note CXLVI.
(***) Mémoire sur une transformation géométrique..., p 4J. Nous avons

changé la notation, afin d'éviter toute erreur.
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Lorsque p el q sont donnés, les équations (1), (2) déter-

minent e, f, g (*).

II. On tire, de ces équations :

^=const..
6V(p^— a'){q' - a-) [{p'— c') {q'— b')— {p' - b') {q'— c^)]

OU

ou

n (3)

Un calcul fort simple donne

2 6V(6'— c^)(p^— a^)(9^— a^)=— (a^— 6^)(6^—0(c*—a>Y; i^)

donc e^ _ 1

6V(/)'— a') (9'— a')
^

(«' — 6')K — c')pY
'

III. Si Ton porte, sur la normale au plan, un demi-diamètre

égal à jo ou à q, chacun des points ainsi déterminés appartient

à la surface des ondes. Cette surface S est donc représentée par

le système des formules :

bh^p^— a^){q^—a)
\X =

{a^--b'){a'— c')q'

cVif-b^){q'-b^)
^

{b'~c^){b'—a')q^
'

} ^
'

p, q étant deux paramètres (***)
:

{*) Le problème revient à celui-ci : Couper un ellipsoïde par un plan

diamétral, de manière que la section soit une ellipse donnée.

(**) A cause de

e' -1- /* -f- 6fî ^ I.

(***) Il en résulte les relations connues :

^ p' — a^
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IV. Remarque. — Dans le Mémoire, on trouve (*) :

6c(p^— a^]{bc — aw)
(7)

w étant une fonction du rayon vecteur p et de la distance v du

centre au plan tangent (**). La comparaison des deux formes

de 3c^ donne cette relation très simple :

q^w = abc. (8)

Ainsi, la quantité w varie en raison inverse du carré de la

distance q.

CCIX. — ISur les lignes de courbure.

(Décembre 1880.)

I. Équation de ces lignes. — Supposons qu'une surface S soit

représentée par les formules

x = cp(-M, r), y^u[u,v), z^^{u,v), {{)

d'où résultent celles-ci :

dx = (du -t- Idv , dy = gdu -\- mdv, dz = hdu h- ndv (***). (2)

Si \ p, V sont les cosinus directifs de la normale à la surface,

les lignes de courbure de celle-ci ont pour équations, comme on

sait :

di du. dv= —L = (3)
dx dy dz

Pour les transformer, je considère les courbes coordonnées,

(*) Page 4.7.

v^ abdabc — p*u))

p2_î,2 (p2_a2)(p2_62)(p2_c2)

(Mémoire..., p. 48.)

(***) Les lettres /", l, g, ... désignent, bien entendu, -^ , t- , -J-,
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passant au point (x, y, z), et représentées, respectivement, par

a = consl., V = const. (4)

Les cosinus directifs de la tangente à la première sont propor-

tionnels à f, g, h. De même, les cosinus directifs de la tangente

à la seconde courbe sont proportionnels à /, m, n. Conséquem-

ment (les axes étant supposés rectangulaires) :

fx -»-
gff* -H hv = 0, Ix -+- m/uL -\- nv= 0;

puis

1 u. V= .

—

-— = (4)
gn — lim lil — fn fin — gl

Soient encore, pour abréger :

gn — km = A, hl — />i = B, [m — ^/ = C, (S)

A^ + B^ -t- C^ = VI (6)

Alors :

_ A _ B C
y''^ y' ^ y"' ^ '

et, au lieu des équations (3) :

VrfA — AdV VdB — BrfV NdC — CdN
(8)dx dy dz

On a, identiquement,

2 (VrfA — ArfV) (BrfC — Cf/B) = n. (9)

Donc les deux équations (3) entraînent celle-ci :

(B(fC — CrfB)f/x -+- (CdA — kdC)dy -+- (ArfB— Mk)dz = ; (A)

ou, ce qui revient au même,

2 (B(^C — CdB){fdu + Idv) = 0. (B)

(*) A cause de la relation connue :

y {bc' — cb')a= 0.
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Les lignes de courbure sont donc représentées par cette

équation (B), du premier ordre et du second degré ; ce qui devait

être.

II. Interprétation géométrique. — AB étant une ligne de cour-

bure, ayant MS pour tangente;

soit CD Tarète de rebrousse-

ment de la normalie dont MT
est une génératrice. Les cosinus

directifs de MT sont propor-

tionnels à A, B, C (*). Si donc

TN est la binormale à CD, les

cosinus directifs de cette droite

sont proportionnels à

BrfC— C(/B, CrfA — ArfC,

ArfB — Mk.

L'équation (A) exprime que

les droites MS, TN sont per-

pendiculaires Vune à Vautre. Et comme MS est perpendiculaire

à MT, la tangente MS, à la ligne de courbure, est perpendiculaire

au plan rectifiant MTN ; ou, ce qui est équivalent :

La tangente MS, à la ligne de courbure AB, est parallèle à la

normale principale TI de la courbe CD, arête de rebroussement

de la normalie déterminée par AB (**).

(*) Formules (7).

(**) Le Calcul différentiel, de M, Bertrand, ne signale point cette pro-

priété. Dans celui de Scrret, on lit (p. 487, 1868) : « Ainsi, pour qu'une

» courbe donnée, tracée sur une surface, soit ligne de courbure de cette

« surface, il faut et il suffit que la tangente de la courbe en chaque point

« soit parallèle à la droite qui fait avec les axes des angles dont les cosinus

» sont proportionnels aux différentielles

» ci cos a', dcos/3', dcos'y',

» a', p', y' étant les angles formés avec les axes par la normale à la sur-

» face. » L'Auteur ne semble point s'être aperçu que la droite en question

est NI. (Octobre ^886.)
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m. Remarque. — ^, f/,
v étant les cosinus directifs de MT,

ceux de TI sont, comme on sait, proportionnels à dl, d[j., dv. Donc

les proportions (3) expriment le parallélisme des droites MS, Tl;

et, réciproquement, ce parallélisme donne lieu aux proportions (3).

IV. Autre remarque. — Si A, B, C sont des quantités propor-

tionnelles aux cosinus directifs de MT, les cosinus directifs de TN
sont, comme nous l'avons supposé, proportionnels aux quantités

BdC — CrfB , Cdk — ArfC , ArfB — Mk
;

mais les cosinus directifs de TI ne sont point proportionnels

à dA, dB, dC.

\° La première proposition résulte des identités :

2 A(BrfC — CrfB) = 0, ^iA-h dX){BdC — CdB) =- 0.

2" Nous avons trouvé, ci-dessus,

2 {VdA — ArfV) {BdC — C(/B) = 0. (9)

D'ailleurs,

2 A(VrfA — Af/V) = 0.

Par conséquent, les cosinus directifs de la normale principale TI

sont proportionnels aux quantités

Ydk — AdV , V(/B — BdY , YdC — CdV.

CCK, — Sommation d'une série.

(Décembre 1885.)

I. Soit

1 l-S
,

4.2...W

i!.3 5.4.5 (n-+-'l)(«-+-2)...(2«-i-l) ^
^

On a

1.2... K Hw^-'l) "

Z'*

«-+-2).. (2«H-1) r(2n-H2) ^ J ^
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Donc

ou

^0 ^ ^ J 1 — (e — e>

X / „ 4

«y 6' —. ô -t- -

(2)

L'intégrale indéfinie est

(26 — 1)l/x

V 4 — X
2 % / arc te

1/4 — a;

Entre les limites et 1, elle se réduit à

4 X/ arc tg W*4 — X ''^4 — X

Conséquemment,

^ /arc tg » / -

— ce] V t

X
(5)

l/x(4 — X) V 4— X

Telle est la somme demandée.

II. Pour x=\ et £c= 2, on obtient ces résultats particuliers

j

27r 1 1.2 i.2.3 4.2.3.4

ôV^ 2.3 3.4.5 4.5.6.7 5.6.7.8.9

2 2.4 2.4.6 2.4.6.8

2 "^2.3'^3.4.5'*"4. 5.6.7"^5.6.7.8.9

III. Si l'on change x en 4a;-; la série (1) devient

4 , 4.8 , 4.8.12 ,

4 -\ x^ -H X* H X* + •••
;

2.3 3.4.5 4.5.6.7

et la formule (3) :

1 X
S = ::^3^^^ arc tg

xV \ — x^ V \ — x^
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ou, sous une forme plus simple :

arc sin XS=
,, (4)

IV. Nous avons clone celte autre égalité :

are sin x 4 . 4.8^ 4.8.12,— = a; H x' H x^ H x' -4- ••• (5)

Vi —x^ 2.5 5.4.5 4.5.6.7

Celle-ci, qui est connue (*), est une conséquence de la formule

de Clausen :

^ x' 2.4 x« 2.4.6 x«
(arc sin xf= x^ -^ - -- -+- —— — -4- -—-—- — -+-•••(

)•
^ ^

5 2 3.5 5 5.5.7 4

€€XI. — Une traiisforinatiou de la formule
du binâinc.

( / u i «18 8 5.)

1. Si, dans l'expression

(„ ^ 1/^^1=1)" — {a — i/'^^^i)"

21/a-'—

1

on fait n= I , n= 2, n = 5, ..., on est conduit à supposer que ;

(a+l/^^^=^r — (a — I/^T^IT
J

âX^V^Ï (A)

_(2a)«-i_c„,^_,(2a)'-^' + C„.,,,(2a)"-«— ••
)

Pour essayer de démontrer cette relation remarquable, faisons

a = cos
<f.

Elle devient

(cos CD -+- \/— 1 sin (p) — (cos cp — V — I sin ©J

^ 1/— 1 sin cp

= (2 cos tp)"~' — C„
2, »('^ coscp)"-^ -»- C„ .3_2(2 cos 9)""*

,

(*) Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p. 60.

(**) Traité élémentaire des séries, p. JOS.

24
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= (^2co>©)"-'— C„_..,(^2 cos(p)"-''-HC„_3,a(2coscp)"-' (1)

Or, celle formule esl connue (*). La relation (A) est donc

vérifiée.

II. Une identité.— Si Ton développe, par la formule du binôme,

chacune des quantités (a -+- Va- — 1)", (a — l^a'- — 1)", on

trouve, comme expression du premier membre de (A) :

C„,,a"-' -H (:„,:,a"-^(a-— 1) -+- C„,3a"-=(a'— If -^ •••

Conséquemment :

C„.,a"-' -+- C„,3a"~'(a'— 1) -+- <-;,.sO"-=*(«-— I)- -f- ••
1

= {;2f»)"-' — C„_,.i(2nr'^ 4- C„_3,,(2o)''-'' î

^''

Si, par exemple, n = 9, a = 1^2 :

y . 16 -+- 84 . 8 -t- 1 26 . 4 + 56 . 2 -H I

= 4 096 — 7 . 012-+- 15. 64— 10.8 -4- 1,

ou

144 -+- (572 -+- 304 -h 72 + 1 = 4 096 — 5 o84 + 960 — 80 -j- I

= J 595.

III. Généralisation. — Si, dans l'égalité (A), on remplace a par

\v—-\, on oblieni cette transformée : •

« -+- l a- -^ b-j — [a — l^ a- -+- b-J

= (2a)"-' + C„_2.i(2a)"-'/r -f- C„_3,2(2«/'-=/)' -t- -

En même temps, Tidentité (5) devient

t^n.i"" ' "+" C„. 3«" ''ycr -*- b-) -+- C„, jO" ''{a- -4- 6"/

= (2a)'-' -t- C„_,.i(2a/-^t^ h- C„_;.2(2a)"-^6^ -t- -

{' ) Nouvelle Correspondance matJiénialique, l. VI, p. 104.

(C)
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Celle-ci donne une relation assez simple entre des nombres

combinatoires ; savoir :

IV. Autres développements. — Soit

G< H- Ka-+ //')" -^ (a— l/^Tô^'^Aa-' + Ba" T+Ca"-*// ^-... (5)

On voit (l'abord (en supposant b = 0), que A = 2"""'.

En second lieu, si Ton prend les dérivées relatives à b, on a

(o + i/;?^r770"~' - {h — \/~^^~ri,^y-'

=3 2Ba- - + 4Ca"-'/r -4- (il)«" ''^^ -^ ••

D'après (B), le développement du premier membre est

«[(2«)"--H- C„_3.,(2« /'-*//- + C„ ,,,(:2«r-«6*-+- -J.

Par conséquent :

puiî

B = ^^2"-^ C = - C„ _-
,

2" " \ I) = - C„_ j .,
2"-^ • •

;

2 5 •"

n 2"--u"-'/r
2 ' 5

>
(E)

et, en particulier

(l ^. V/2)V(! -V/2r

2" -f- ?) 2-2 _^ _ c,^ . ,2-'' -+- - C„ 4
,2"-" -1-

9
'

r»
'

:f)

V. 5Mï7e. — Soient, pour abréger :

(2«)"-' -H C,._.,,(2«)" ^/r -+- (:„_3.2(2h)"-^/>' P,

2"~Vt''+/( 2"-^u"--/.^H- - C„_3, ,^^"-^«"-'//^- - C„_i,,2'-'«"-%« =0.
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11 est clair que :

(a -4- Va' H- 6*0" = P l/o^TT^ + Q,
j

(a — Va"- + 6'^)" ^ — P l/a^ + 6^ + Q.
|

Par exemple :

(l -+- 1/2)' = 169 l/'i -H 239, (1 — Vt] = — 169 1/2"+ 239.

VI. Remarques. — 1° (_ hy = Q' — P'(rt' + 6').

Donc, si n esf /3a?r, Q'^ est la somme de trois carrés; et, si n est

impair, P^ esi /e quotient d'une somme de deux carrés par une

somme de deux carrés.

2" On a, identiquement :

2 [(a + Va' -+-
//O"

-:- (« — l/a^ -+- 6^"] l/^^^iH?

= (« ^ l/^T^ir^'O"'"' - (« - y^'^^^^^J'^'

+ h' [(a + 1/7;^^')'"'' -(a — l/'iTTTO""'] C).

Par conséquent :

Si n esf pair (supérieur à 2), ef que a, b soient des nombres

entiers, la quantité

Ça + Vci' + 6^" -H (— a + l/a^ -h f/)"

esf îme somme de quatre carrés, dont deux sont égaux entre

eux (**).

Par exemple,

(2-t-l/T5y + (— 2 + l/T5y= 2(2« + 45 . 2\ 13+ 1 5 .2^ d3-'+ 15^)

= 51 042 = 136- -t- 75'' + 75^ -4- 361

(*) Vérification facile.

(**) Mémoire sur certaines décompositions en carrés, p 30.
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CCXII. — 9iui* quelques formules de Poisson.

(Décembre 1883) (*).

I. Dans la deuxième partie de son célèbre Mémoire sur les

inlérjrales définies (**), Poisson adoplr, comme point de départ,

la formule
e''— e->'

p'' -4- 2 cos 6

-2^ — P
7.-22

p
(i;

',=1 [(2t -\)tt— ej -+- //•' ~ -^,^, [(2^•— 1 )7r -+- ej + p'

conséquence immédiate de cette autre formule, due à Euler :

e'' -+- 2 cos -+- e"''

2(1 -t- cos 9)

n p-

[{^l-\)r:-e]
•^J L [(2. - 1). «]\

C*M

(2)

Mais Vétablissement de celle-ci est un peu long. Au contraire,

il est très facile de démontrer directement, ou plutôt de vérifier,

la formule (1).

D'abord, si l'on change p en pi/— 1, elle devient

1 sin p =2 1

2pcos/)+cosg ^1 ([(2/— l)7v—â]^—;r [(2«— 1)7^+ 9]'—p^

Ona:

(5)
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donc la somme des deux fractions est

I 1

2/jLi(2î — 1)77 — (5 + p) (2i — 'l)Tr-+-(e ^p)J

1
[

L ^ ^1
!2p L(2*

— l)7r — (9 — p) (2i — I)7r + (5 - p)j

6 -\- p 1 e — p 1

p (2?: — i )''7r'^— (â + pf p (2ï — 1 )V^ — (6 — p)'-'

Soient, pour abréger:

e -i- p = ut: , e — p = hn.

Alors l'égalité (3) se réduit à

l_±L__<ty \ ^ y^ [ ,,.

2 CCS p H- cos ô TT ^, (2i — 1 y-'— a' tt ^. (2ï — I
)"' —H''^'

La première série représente J ig Ç(*); la seconde,^ tg ^. Donc

sin (« — 6) -
sm p ar. ok 2

2
" = ti- ig — =

r- ;

cos p -+- cos 6 '^ 2 2 an On
cos — cos —

2 2

etc. (**).

II. Dans le même Mémoire, Poisson donne l'importante

formule

——-

—

(\x = (5)
-X --X sin »f

On peut, comme il suit, la rattacher aux intégrales eulériennes.

Soient :

i

p^oLTT, e' = z '^^•, (« < I)

(') Traité élémentaire des séries, p. 116; formules 63 et 64.

(**) Partant de celte identité, et renversant Tordre des calculs, on trou-

vera donc la formule (2).
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Un calcul très simple donne, au lieu de réii;alité précédenie,

~^ dz
(*••)

Soit encore z^=u''''^' ; et, par conséquent,

I -+- II"

(lu =
!2 sin TT'/

Le second membre égale ^ B(a, 1 — a). Pour vérifier qu'il

égale le premier, je pose

u =^ tg ©.

J'obtiens

B(

L'intégrale est la moitié de

sm cpy

cos tp/

f/cp.

1 9

cos CP

r\ '-2A

sm
f/cp == '2

cos ©

dûd \2 f
Donc enfin

B(«, 1— ^-) = / 6--(l-

ce qui est identique.

e-'^^(l _é)^--V/ô.

V/9; (8)

Ainsi, en partant de cette égalité connue, et en transformant

le second membre, on peut parvenir à la formule (5).

in. Soit enfin la relation

p2/'-c p—2/11

dx = - tsp. i^)
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également due à Poisson (*), et dont nous avons parlé autre

part (**).

Si l'on pose :

elle devient

9

/
*,y-« «a—-du =-tgccn. (10)

Celle-ci a été considérée par Svanberg et M. Hermite (***).

Il est facile de la démontrer directement.

CCXIII. — Équatious diflerentielles totales.

{31ai 1884) O- .

U y a quelques années, M. Joseph Bertrand a fait connaître

une ingénieuse méthode, qui permet d'intégrer l'équation

Xdx -+- Ydy -+- Zrfz = , (1 )

quand la condition

(dZ dY\ IdX dZ\ (dY dX\
X M-Y - +Z ^ =0. (2)

\dy dzl \dz dxl \dx dyl ^
'

est remplie ("), Je me propose de simplifier et de généraliser

le procédé en question (").

(*) Journal de l'Ecole polytechnique, 18" Cahier, p. 298.

('*) Sur les Nombres de Bernoulli et d'Euler (1867), p. 18.

(*'*) Sur l'intégrale...; par M. Charles Hermite (Académie de Turin, 1878).

(") Leçons à l'Université de Liège.

(^) Comptes rendus, 18 décembre 1876. On verra, plus loin, pourquoi

nous avons modifié les notations adoptées par M. Bertrand.

("') 11 ressemble beaucoup à celui dont j'ai fait usage dans le Mémoire

intitulé: Recherche des lignes de courbure de la surface... (Académie de Bel-

gique, 186i).
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I. Exposé de la méthode. — L'équation (1) est, en vertu de

la relation (2), une conséquence du système auxiliaire :

dx dy dz

rfZ dY dX dZ dY dX

dy dz dz dx dx dij

Soient

(p{x,y,z) = a, '\i{x,y,z] = p (4)

deux intégrales de ce système. D'après un théorème connu,

toute autre intégrale est réductible à

F(«, S) = C. (5)

En particulier, l'intégrale de la proposée (1) est réductible à

cette forme (S). Conséquemment, si l'on prend a, [3 pour varia-

bles, Véquation (1) sera transformée en

Mrfa -+- N4 = 0; (6)

M, N étant, bien entendu, des fonctions de a, (3 (*).

II. Remarques. — 1° Si, des équations (4), on tire les valeurs

de X, y, pour les substituer dans la proposée, la variable z devra

disparaître (**). Donc, pour abréger le calcul, on peut supposer

dz= 0, et même ^ = 0, si aucune des fonctions X, Y, Z ne

devient infinie par suite de cette hypothèse.

2° D'après cela, l'équation (1) peut être réduite à

Xdx -4- Ydy = 0. (7)

Et comme on déduit, des équations (3), (4.), en faisant z = :

dx ,
doL dô dB— dx -i rfw = doc, —- ax H dt/ = d3;

dx dy dx dy

(*) A part les applications, la Note de M. Bertrand se réduit à ce qui

précède.

(**j Propriété connue.
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on peut prendre, dans la transformée (6) :

« ^dÔ „f/S ^ du da

3° Si, au lieu de s= 0, on faisait x = ou »y = 0, on trouve-

rait, soit :

r/S rfS r/a du
M=Y-^-Zf, N = Z---Y-; (9)

dz ay dij dz

soit :

rfS rffi f/a rfar

M = Z~— X-^, N-=X Z —

•

(10)
dx dz dz dx

4" Les trois valeurs de M, et les trois valeurs de N, ne sont pas

nécessairement identiques : il suffît qu'elles soient proportion-

nelles, afin que Téquation (6) ne change pas. On a donc la rela-

tion suivante, à laquelle satisfont X, Y, Z :

d& d6 du du
X-f—Y-i- Y- X —

dy dx dx dy

dô dB dx du
Y-^ — Z-^ Z Y -

dz dy dy dy

5" Après quelques simplifications, elle devient

'du d^ du dp\ ^ idudp du dp

dy dz dzdyl \dz dx dx dz

(du dB du dB\

dx dy dy dz

6° Au fond, cette identité ne diff'ére pas de la condition d'inté-

grabilité (2). En efl'et, les diff'érentielles des équations (4) étant

da du du—- rfx -»- -rdy-\-—-
dx dy dz
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on a

dx dji (Iz

du dp dx dp da dp rfa dp da dp da. dp

dij iiz dz dx dz dx dx dz dx dy dy dx

et, pour que ces équations simultanées s'accordent avec le sys-

tème (4), on doit avoir

dZ d\ dX dZ dY dX

dij dz dz dx dx dy

da. dp r/a dp da. dp da. dp doc dp do^ dp

(hj dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx

etc.

III. Application. — Soit pris, comme dans la Note de

M. Bertrand, l'exemple classique :

{y^ -\- yz -\- z')dx -+- {z^ -f- zx -+- x'^)dy -+- (x^ -^ xy -\- y^)dz = 0;

de manière que

X = y' -^ yz -^ z", Y = z'^ + zx -v- x^, Z = x^ -+- xy -v- î/l

Le système
dx dy dz

z — y X— z X — y

a pour intégrales

X -\- y -^ z = a., X" -H y^ -1- z'^ = S.

Si l'on suppose ;s= 0, on trouve, par les formules (8) :

^\ = <l{y'-x'), ^^x'^y';

ou, en supprimant un facteur :

M = — 2 (x" -+- xy H- y^) , N .= x Hr
_;/ ;

ou encore :

M=— (a--+-p), N = a.
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L'équation auxiliaire (6) est donc

L'intégrale de celle-ci étant

^ ra — - = ^ 5

a

on a, comme intégrale de la proposée,

yz -+- zx -{- xy

X -}- y -i- z

résultat connu (**).

= C;

IV. Équations homogènes. — Si l'équation (1) est homogène,

il est clair que
X = az, y = pz (1 1

)

la transforme en

k{adz -\r zda) -+- B{pdz -i- zdp) -+- Crfz == 0; (12)

A, B, C ne contenant que a et (3. Cette nouvelle équation étant

écrite ainsi :

dz kdoL -4- B(/[3

z Aa -+- Bp -+- C
= 0, (13)

on voit qu'elle sera iniégrable si
Aa'^^Bg^'^^c

^^^ ^^^ différentielle

exacte (***). La condition est

Aa -+- Bp -t- C _ Aa + B[3 -+- C

dp da.

(*) Dans la Note citée, M, Bertrand, qui ne fait point usage des for-

mules (8), (9), (10), n'explique pas comment il parvient à la dernière

équation.

(**) On peut comparer le calcul précédent avec celui que donne Lacroix

(t. II, p. 508).

{*'*) Suivant M. Hoûel, dans cette équation (13), les variables sont séparées

{Cours de Calcul infinitésimal, t. IM, p. l^i).
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V. Application.

{y^ -4- z')zdx -4- (x''' -i- z^)zdy — 2(x -t- y)xydz = (*).

On a:

Aa 4- Bp -+- C = (a -+- p)('l — ap)
;

= 0.

puis

dz (p' + i)f/a -4- (a^ + 'l)f/p

7"*"
(«-+-P)(i--«p)

La seconde fraction égale

[3(/a -I- af/j3 f/a H- f/(3

-+- .

\ — ap a H- p
Donc

OU

i —a8

Conséquemment, l'intégrale de la proposée est

z''{x -+- Ij)

—: = k.
z — xy

VI. Remarque. — La condition

fdZ dY\ /dX dZ\ fdY dX\

\dy dz) \dz dxl \dx dyl

est susceptible d'une interprétation géométrique assez simple.

L'équation

Xdx -*- Ydy -*- Zdz= 0, (d)

si elle est intégrable, représente une infinité de surfaces S, ayant

pour équation

f{X, Y, Z) .=. 0.

(') hjiiti' de l'Exercice 24. de M. Hoiiel (t, III, p. 234). Dans celui-ci, le

premier terme est (y^-\-x^)zdz : la condition d'inlégrabiiilé n'est pas remplie.
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Les équations (3), ou leurs intégrales (4.), représentent deux

séries de lignes L : fes lignes sont situées sur les surfaces S,

c'est-à-dire qu elles en sont les génératrices.

En effet, les cosinus direciifs de la tangente T, à L, au

point (x, y, z), sont, d'après les équations (3), proportionnels

aux binômes
dZ dY dX dz dY d\

5 ) ,

ay dz dz dx dx dy

D'autre part, les cosinus directifs de la normale N, à S, sont

proportionnels à X, Y, Z. Or, l'équation (4') prouve que ces

deux droites sont oi'ihogonales. En d'autres termes, la tangente T
est située dans le plan tangent à S.

Addition.— {Octobre 1886.)

VII. Conditions d'intégrabilité. — Soit l'équalion à quatre

variables :

Idl -4- Xdt H- Ydy -f- Z(/z= 0. (1 4)

Si l'on exprime que le produit du premier membre, par un

facteur 1, est une différentielle exacte, on trouve les conditions

connues :

T
'dY
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Du rfste, il est facile de vérifier que celle-ci est une consé-

quence des trois autres. En eifef, si l'on divise par TYZ,
par XZT, etc. ; on peut, pour abréger, écrire ainsi ces quatre

équations :

a-t-6-+-c= 0, 6 -t- (/ -t- e = 0, d -^ f— c= 0, f -y- a— e= 0.

Donc

((« -+- h -\- c) - {h -+-</-+- e) -+- [d -4- /•— c) — (/ -t- a — e) — 0,

ou
0-=0.

2° L'équation (18) ne diffère pas de l'équation (2), Ainsi,

pour que l'équation

Idl -+- Xdx + \dy -+- Zr/z = (41)

soit intégrable, l'équation auxiliaire

Xdx -+ Ydy -* Zdz = (I)

le doit être (*).

IX. Intégration.— Pour fixer les idées, prenons l'équation (18),

écrite ainsi :

fdY dZ\ fdZ dZ\ fdX dY\

\dz dyl \dx di/j \dy dx)

La proposée (14) est, en vertu de cette condition (19), une

conséquence du systènrie auxiliaire (**) :

dl dx dij dz

77
^

f/Y dZ ^ dZ rfZ
^ dY dx'

^"^^

dz dy dx dy dx dy

Celui-ci suppose t= const. =y.

(*) Celle-ci suppose ?= cows^

(**) A chacune des quatre conditions d'intégrabiiité correspond un sys-

tème auxiliaire; par conséquent quatre systèmes, entre lesquels on pourra

choisir.
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Si, comme dans le paragraphe I, les intégrales des deux autres

équations sont

(p{x, tj, z) = a, ^{x, y, z) = ^•, (4)

on tirera, de ces égalités, les valeurs de x, y (en faisant varier t),

pour les substituer dans la proposée : z disparaîtra, et l'on aura

une équation différentielle entre a, (3 et t. Supposons que l'inté-

grale soit

F(., (5, () = (:; m)

alors l'intégrale de l'équation (14) sera

F[çp(x, y, r.), 'J^{x, y, z), t\ = C. (22)

X. Autre méthode.— Elle résulte de la seconde Remarque (VIII).

Soit,

f(t, X, y,z)^ô (25)

l'intégrale de l'équation (1), t étant supposé constante. Pour en

déduire l'intégrale de l'équation (14), il suffit de remplacer la

constante arbitraire 9 par une fonction de t, convenablement

choisie. A ce point de vue, on a

dt (di di di \— rfi -I- I
— dx -i dii -i dz] = dd.

dt \dx dy -^ dz I

La quantité entre parenthèses est égaie au trinôme

Xdx H- Yc/y + Zdz, multiplié, s'il le faut, par un facteur X En

conséquence,
Idi \

f/9= __aT U/r (24)

D'après ce que nous venons de dire, le second membre doit

être indépendant de x, y, z, soit actuellement, soit en vertu de

l'intégrale (25) (*).

(') Cette méthode n'est pas nouvelle; mais nous croyons en avoir sim-

plifié l'exposé.



( 385 )

XI. Application. — Soit l'équalion connue (*) :

y{tj -t- z)dt +- z(y h- z)dx -+- z{t— x)dy— y{l— x)dz= 0. (25)

L'équation auxiliaire est

z{y -\- z)dx -¥- z{t — x)dy — y{t — x)dz = 0. (26)

Pour intégrer celle-ci, prenons, préalablement,

[y -4- z)dx -+- (i — x)dz = 0,

ou
dx dy

, ^' =0, (27)
t — X y +- ^

dont l'intégrale est

y -^ z
(28)

t — X

Cette formule représentera l'intégrale de l'équation (16), si y

est une fonction de z, convenablement choisie.

Différentiant, on a

{t — x) (dy -+- dz) -t- (y -t- z)dx = (î — xfdy ;

puis, eu égard à la relation (16) :

[y -4- z)dz = z{l — x)d'y
;

OU bien
dz dy

z y
OU encore :

y = 'zé.

Ainsi, l'intégrale de l'équation (26) est

V -t- z
-^ = 1 (29)
z{t — x)

Différentiant de nouveau (en faisant tout varier), on a

[t— x){dy+dz)— {y-t-z){t— x)dz— z[y-\-z){dt— dz)= z\i— xfdr,

ou, en vertu de la proposée,

— (_!/-*- zfdl = z\l— xfde,

(*) MoiGNO, Calcul intégral, p. 511.

25

Z
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ou

L'intégrale est

I

f - C = -

Par conséquent, la formule (19) devient

y — z 1

z{t — x) t — C

ou enfin

ly -+- zx

0;

(30)
y -^ z

Telle est l'intégrale de l'équation proposée.

XII. Remarque. — Si, au lieu de l'équation (27), nous avions

pris

z{t — x)dy — y[t — x)(lz = 0,

c'est-à-dire

dy dz

y ^

'

le calcul eût été abrégé.

CCXIV. — Tliéorèïiie d'Aritlimétlqwe (*).

{Décembre 1883.)

n et p étant des nombres entiers, la fraction

i .3.5... 2p - 1 . 1 .3 .5 .. 2n — 2p—

1

'

^
1 . 2.3... w

est réductible à la forme
N

N étant impair.

(*) Extrait du Mémoire sur certaines décompositions en carrés.
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I. On a

1 . 2 . 3 ... 2p . 1 . 2 . ... 2n — !2p

1 . 2 . 3 ... « . 2" . 1 . 2 . 5 ... /î . 1 . 2 . 3 ... n — p

Or, d'après un théorème connu (*),

1 . 2 . 5 ... 2» . I . 2 . 5 ... 2« — 2p—

—

^^^^1^^^ = entier.

1 . 2 . 5 ... n . 4 . 2 . 3 ... p . I . 2 . 3 ... /i — p

II. Remarque. — Le numérateur de /"étant impair, l'exposant

CCXT. — iSur le dernier théorème de Fermât.

{Mars 1884.)

M. de Jonquières vient de publier, sous ce titre (***), une

très intéressante Note, contenant les remarquables théorèmes

suivants :

Soient trois nombres entiers, a, b, c, vérifiant Véquation

a" ^h'' = c" ('^).

1° Si et h ne peuvent être, simultanément, premiers;

2° 5/ a, supposé inférieur à b, est premier, c= b -+- 1

.

En suivant la voie indiquée par M. de Jonquières, on peut

trouver d'autres contributions au théorème de Fermât.

I. Préliminaires (J).

i" a" - 1 = JR, (n6). (1)

(*) Seconde Note sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiques.

(*') Voir, dans la ISote CLXIII, le théorème d'Eisenstein.

(***) Atti deW Accademia ponlificia de' Nuovi Z-mce^ (20 janvier 1884-;

Rome).

(") Je suppose, une fois pour toutes, l'exposant n "premier, et supérieur

à 5. (Voir la Note XLVII.)

(*) Dans les deux premiers paragraphes, le nombre a csl premier.
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D'après le second théorème de M. de Jonquières,

6 1 \ .'I \

n élant premier, tous les coefficients, dans le second membre,

sont divisibles par n (*). Ainsi

a" - 1 = 6 JR (w) = JÎI (w6). (.3)

2" a-\=jn (n). (4)

n ne divise pas a (1). Donc, par le premier théorème de Fermât :

{a"-' — i)a= JTl(w).

Et comme
a"-1=JR.{«), (5)

on a l'égalité (4).

5° Tout diviseur premier, de c — a, divise a — 1

.

On a
6" = (6 + 1 )" — a" = (6 -4- 1 — o)E,

E étant un nombre entier. Soit p un nombre premier qui divise

6 + i — a. D'après un théorème connu, p divise b; donc il divise

6 — (6-j- ] — a) = a — 1.

4° a -h b ef c — a sont premiers entre eux.

Soient, s'il est possible :

tt _j- 6 = JTL (p), c — a = JTL ( p).

A cause de c = b -h 1 , on aurait donc

^2a — 1=3X1 ip). .

On vient de voir que

a — 1 = JTl (p).

Or, ces égalités sont contradictoires ; car leurs premiers

membres sont premiers entre eux (**).

(*) Propriété connue.

(") Si p divisait 2a— 1 et a— 1, il diviserait 2a — 1 — 2(a— 1) = 1.
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5° 2a — 1 e/ 2b H- 1 sont premiers entre eux.

Les nombres a -+- 6, 6 + 1 — « n'ayant aucun facteur com-

mun, il en est de même pour leur somme 26 -h 1 et leur diffé-

rence 2a — 1

.

II. Inégalités. — \° Le nombre premier, a, est cornpris entre

i;^/^^F^ et l7'A?(6 H- 1)"-*.

Reprenons l'égalité

a" = (6-i-1)"-6". (2)

Le second membre, divisé par (6 -h 1) — b, devient

(5 -+- 4)«-» -4- (6 -t- 1 )"-'6 -4- - -4- 6"-'.

Ce quotient est compris entre n6""' et h(6 -4- 1)""'. Ainsi

n(6 -+- 1)"-' > a" > nb»-'. (S)

2" 6 > n. (6)

D'après M. de Jonquières, b surpasse a. Donc

6" > a" > n5"-',

puis
6" > «6"-*;

etc.

3° Le nombre b, qui satisfait à l'égalité

{h^\Y — b^ = a'\ (2)

est compris entre

"-'/a "-Va
a % / - e?

n V ^^

III. Remarques. — 1° .So/ï b «n nombre entier, supérieur au

nombre entier n. Entre l^'nb"~* et l^n(b + 1)°~S z7 y a, tout

au plus, un nombre entier.

Supposons qu'il puisse y en avoir deux, a, et a^; de manière

que, 02 étant le plus grand, on ait :

\/^^F^^ < «1 < "2 < C-''/i(^-Hi)""S
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ou

b < a^\/ -, a2 V — < 6 + 1

.

On conclut, de ces deux inégalités,

et, à plus forte raison r

«-1 / a,

(«2— «l) \/ — < '•

V n

Celle-ci est absurde; car le premier facteur est, au moins,

égal à 1 ; et le second surpasse 1 (*).

2° Le nombre c est compris entre a -i- b e? |(a + b).

Soit a le plus grand des nombres a, b. Alors :

a -+- 6
O > j

2

fa -H />\"

"" > (-^) ^

et, à plus forte raison,

(a -+- 6\"
c" >

2 ;
'

ou
a H- b

c>-——

.

Addition. — (Octobre 1886.)

IV. Théorème I. — Si des nombres entiers a, b, c, premiers

entre eux deux à deux, vérifient l'équation

a" -+- 6" = c", (7)

la somme a -4- b ne peut être un nombre premier.

(*) A cause de
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Soit, s'il est possible, a -i- b = p. Le nombre premier p, divi-

sant c", doit diviser c. Ainsi c= pc'.

L'équation (7) devient, par réiiminalion de 6,

n
.

n
.

p" ap"-' -»- ••• -1- - a"-^p = p''c'". (8)

Tous les termes, sauf na"~'p, sont divisibles par p^; donc

Cette relation exige que p divise a ou n. Maïs p surpasse a;

donc p divise n; ou, plutôt, p = w. Conséquemment,

(a -+- 6)" = w".

Or, (a H- 6)" surpasse a" h- 6". Ainsi

H" > /i"c'"
;

conclusion absurde.

V, Théorème II. — 5/ la somme a -+- h est divisible par n, elle

est divisible par n"~*.

Pour fixer les idées, et abréger, prenons «= 5; et soit, s'il

est possible,

a -t- h = Dq', (9)

puis, par conséquent,

c = 5c'.

'

(10)

L'équation

{^q — af -\-
a''= {^c'f,

ou

(5^)»_ ^^qYa -1- 1 0(3^)^ — 1 0(5^)^ + b(5g)a* = 5»c'», (t I
)

est réductible à la forme

c'est-à-dire à celle-ci :

a ne pouvant être divisible par 5 (*), on doit avoir

q = 57'.

(*) A cause des relations (9), (10).
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Par suite,

Cette équation exige que

q' = 5^" C).

Donc

puis

9" = 57"',

et enfin

a -\- h = b^q'".

VI. Théorème Ilî. — Si la somme a -h h est divisible par un

nombre premier p, différent de n, elle est divisible par p".

Prenons encore n = 5, et supposons

a -+- 6 = pq,
hypothèse d'où résuhe

c = pc'.

L'équation (1 1) est remplacée par

(pqf — ^pqfa -f- \0[pqfa^— 10(pg)V +- 5[pq)a^ = p^c'\

laquelle peut être écrite ainsi :

Apq^ -+- bqa^ = p'^c'^.

Opérant comme ci-dessus, on trouve :

q==pq\ q' = pq", q"=pq"', q''^pq";
puis

a H- 6 = p''q'\

VII. Théorème IV. — Si la somme a -+- h est divisible par une

puissatice de n, supérieure à n""*, elle est divisible par u^"'\

Prenant encore w = 5, supposons

a -*. b = b'^q
;

(*) On pourrait écrire, (oui de suite,

9' = 5Y";

mais nous croyons rendre la démonstration plus claire en divisant, succes-

sivement, par q.
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et, par conséquent,
c = S^c'.

De là résulte, sous forme abrégée, l'équation

Celle-ci exige que

c' = '6c", <jf = 5*qf'-

Donc
a -4- 6 = 5^^'.

VIII. Théorème V. — Si la somme d -+- h est divisible par une

puissance du nombre premier p (différent de n), supérieure à p",

elle est divisible par p^".

Même démonstration.

IX. Théorème VI. — La somme a -h b a /a forme - P", ou la

forme P", selon qu'elle est divisible ou non divisible par n.

Cette proposition est un simple corollaire de celles qui pré-

cèdent.

X. Théorème VI ï. — La différence c — a ne peut être un

nombre premier autre que n (*).

Si, dans l'équation de Fermât, on change c en — c, elle devient

a" -f- 6'^ -t- c" = 0.

A cause de cette forme symétrique, employée par Legendre,

toutes les propriétés relatives à la somme a -+- 6 subsistent pour

a -h c et b -\- c; c'est-à-dire, en reprenant la notation primitive,

pour c— a et c— 6. Le Théorème I, seul, peut faire exception.

En effet, si l'on suppose c — a-=p, et que l'on répète les

raisonnements employés ci-dessus (IV), on irouve p^^n, b= nb'

;

puis

n" < n^b'"
;

inégalité évidente (**).

(*) De même pour c— b.

(*') On ne peut supposer 6'= 1 ; car celle lij'pothèse donne

a" -»- ?i" = (a -t- //)".
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Ce cas d'exception étant mis de côté (*), nous pouvons nous
contenter d'énoncer la proposition suivante.

XI. Théorème VIII. — Chacune des différences c — a, c — b
a la forme ^ P", ou la forme P".

XII. Corollaire. — Aîicun des nombres a-hb, c — a, c b
n'est premier.

XIII. Suite — Soient, s'il est possible :

a-^-b = c"', c — a = b'", c — 6 = a'". (1^)

On tire, de ces équations :

1 \ i
a=-{a"'-b'^-i.c"'), 6=-(6'"_a'"+c'"), c=-(a"'+6'"+c"'); (15)

puis

i
a -I- 6 — c= -(—«'" —6'"

-4- c'").
(14)

La relation (7) devient donc

(a'" + c'" — b'")" -+- (6'" -+- c'" - a'")" = {a'" -+- 6'" + c'")". (i 5)

Dans les développements de

(a' + 6' H- c')", (6' -4- c' — a')", (c' + a'— b')",

tous les termes, saufia'", ±6'", ±c'% sont divisibles par n (**).

Ainsi

— a'" — b'" -i- c'" = OK{n);

ou, par l'égalité (14) :

a -i- b — = Cl\\{ii).

C) On va voir qu'il n'existe pas.

D En effet,

1 .2. 3 ... n _
1 . 2 ... a X 1 . 2 ... i3 X 1 .2... (Ji — «-,3) ~ ^'^''^ '"''

.«' a, (3 e/ 1) — a — (3 so7J< différents de n.
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XIV. Théorème IX.

1° {x -\- y)" — x" — xj" = nx\j[x -^ y)\\ \

P = Hia;"-=^ -t- Ilax"-*?/ -I- ... -\- IIiî/"-'.
S

2° Les coefficients sont donnés par la formule

n

le signe +- répondant an cas où p est impair.

5° Le polynôme P est divisible par x^ -h xy -i- y^ (*).

1" w étant premier, impair, la première partie est évidente.

2" Pour établir la deuxième, il suffît d'observer que

\

P= - [(x -H- ?/)"-* — (ic"-* — x"-'^y -\- x"-hf -H
?/"~')l.n

.

=— [(C„_,,,-»-1)x''-'+ (C„_,,,-1)x"-*+. ..+(€„ ,.,+ 1)y«-'|.
nxy •-

3° Enfin, si l'on fait y= zx, l'équation P= entraine celle-ci:

{z -+- \f — z"— I =0,

laquelle est vérifiée par

z = cos — ±1/ — 1 sm —

.

o 5

comme on le reconnaît aisément. En outre, chacune de ces

expressions est racine de l'équation dérivée :

(z-t- 1)"-' — z"-' = 0,

quand n a la forme 6fji -+- 1 (**).

(') Et même par {x* -f- xy -+-
.v^)*, si n= J|X. (6) + 1 (Calchy, Journal

de Liouville, t. V, p. 215).

(**) Ce procédé, plus simple que celui de Cauchy, est dû, je pense,

à M. Slern.
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XV. Remarques. — \° Si

n = l, V = {x' + xy -\- yj (*).

1 \

n n

ou

{n — i){n—%...{n—p)
'

2.5..(p + 'l)

3° H, = I ; donc

n-1 (n-1)(n-2) n-\
"2 1, 113= H 1,

2 • ' 2.3 2

(w— 1)(w — 2)(w— 3) (n— 1)(n— 2) w—

1

2.5.4 2.5 2
'

etc.

4° Si l'on fait y= x, l'égalité (14) se réduit à

i)n-{ â

1 = H, H- H2 + H3 H H H, -+- H2 -4- Hi ("). (13)

Voici donc une décomposition du nombre ^^^^

—

^— , en parties

entières, additives, différente de celle qui est exprimée par la

formule (à peu près évidente) :

2"-*—\\ 1 1

n o 5 n — 2

(*) Nouvelles Annales, 1885, p. 520.

(**) Par exemple,

210 _ 1

=:95=l-+-4-f-ll-i-19-+-25-+-19-+-ll-H4H-l.
11

(***) Voir ci-dessus, p. 501. Dans la IVote intitulée : Sur quelques déve-

loppements de sin nx et de cos nx, on trouve cette autre décomposition :

2n-l
] J= 1 --[i _ C„_2,, .2«-3-+-G„ 3. 2. 2"-» -H •••].

n n

Mais elle doit être attribuée à M. Baehr {Nouvelles Annales, 1869, p. 562).
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XVI. Théorème X, — La différence entre les puissances n'*""'

de deux nombres entiers consécutifs, a, a -h 1, étant diminuée de

l'unité, est divisible par na(a -i- i){a'^ -h a -h \) (*).

Conséquence immédiate du Théorème IX.

XVII. Corollaire. — Si, dans réf/uation de Fermât, le nombre

a est premier,

a'> — i = jn [7ib[b + \){b' -+- 6 -t- 1)] D.

XVIII. Soit, dans cette même équation (7),

c = a +- 6 — r.

Elle devient

n
- (a -+- 6)"-V -i- r" = {a -i- b)" — a" — b"

;

ou, par les formules (15) :

n
-(a + 6)"-V + r"= nab{a -h 6)P, (16)

P représentant la quantité

Hiù"-' -+ \\^a"-'b + ••• -4- Eib"-\

Le premier membre est divisible par y. Ainsi :

Le nombre y (s'il existe), compris entre zéro ef ^ (a + b) (***),

divise nab(a + b) P (").

(*) Ce théorème suppose n ^ 3. Les facteurs a, a+l, a^H-a-t-1 sont

premiers entre eux, deux à deux. En outre, le troisième égale le produit des

deux autres, augmenté de 1.

(**) Par le théorème de M. de Jonquières.

("*) A cause de
1

^ > 2
'" "^ ''^"

(") J'essaierai de revenir sur cette question. (Décembre 1886.)
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NOTE POUR LA PAGE 3S2.

On sait : 1° que le lieu des centres des coniques circonscrites

an quadrilatère ABCD est une conique H (*); 2° que le centre I,

deU, est le milieu de MN.

Cela posé : y est le point de l'hyperbole H, diamétralement

opposé au centre du cercle ABCD; ou encore : le point y est le

centre de la circonférence circonscrite au quadrilatère A'B'C'D',

symétrique de ABCD, relativement au milieu I de M!\.

(*) Une hyperbole, dans le cas où les données ont la disposition actuelle.

FIN DU TOME DEUXIEME.



I]RHATA DU TOiMK I.

Page 54 La première note doit êlre rectifiée aiusi :

J'ai publié ce théorème en 1844, dans le Cours de Mathématiques, d'Auguste

Blum. Dans les Nouvelles Annales {\SliS), il est attribué à M. Hermile D'après

une Note de M. de Longchamps (Journal, janvier 1886), il est dû à Paoli. Mais

Le Besgue, cité par mon honorable Collègue et ami, attribue, au Géomètre italien,

un théorème différent de celui dont il s'agit.

1 1

Page 205, paragraphe VIII, au lieu de — , lises —

.

ERRATA DU TOME II.

Page 39, ligne 6, au lien de [xif -4- yx"f, lisez [xy" — yx"Y.
— 41, paragraphe XV, au lieu de N = 42^ + 64- -4- 22' + 16*, lisez

N= 412 + 35* -+-17'' -+-72.

1 , 1 1 — \/l — 4a;— 62, ligne 7, au lieu de — = i — \,/ 1 — 4x, lisez - =: .

y y ^x

— 67, — avant-dernière. Le facteur 57 doit être suivi de 41.

— 91, — 4, en remontant, au lieu de J^ ( \-\ | , lisez P
( 1h |.

X X
lisez

X ~ i 1 — X
q^ q^

— 129, — 4, — _ _ —^ H , lisez
l-g'» 1— ç*
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