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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Algebraische Zahlentheorie wieder, die ich
im Wintersemester 2020/2021 im Masterstudiengang Mathematik an der
Universitat Osnabriick gehalten habe. Wegen Corona wurden die Vorlesun-
gen vor leerem Publikum aufgezeichnet. Inhaltlich stehen die Zahlbereiche
im Mittelpunkt, wobei quadratische Zahlbereiche und Kreisteilungsringe die
Hauptbeispiele bilden, die immer wieder aufgegriffen werden. Es werden ei-
nige wenige Grundbegriffe aus der (kommutativen) Algebra und der Galois-
theorie vorausgesetzt, die wichtigsten algebraischen Grundlagen wie Ganz-
heit, Dedekindbereich, Invariantenringe werden aber entwickelt. Hauptresul-
tate sind die eindeutige Idealzerlegung, die Endlichkeit der Klassenzahl und
der Einheitensatz von Dirichlet. Die Analogie zur funktionentheoretischen
Situation wird zwar herausgestellt, aber nicht durchgéngig in gleicher Kon-
sequenz verfolgt. Zahlbereiche und ihre Spektren werden als endliche Erweite-
rungen von Spek ZZ7Z geometrisch realisiert, die relative Situation wird aber
etwas vernachlassigt. Verzweigung und Zerlegung wird unter unterschiedli-
chen Aspekten behandelt.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 4.0 Lizenz. Die Bilder wurden von Com-
mons iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem
Anhang werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen auf-
gefithrt. Die CC-BY-SA 4.0 Lizenz ermoglicht es, dass das Skript in seinen
Einzelteilen verwendet, verindert und weiterentwickelt werden darf.

Bei Frau Marianne Gausmann bedanke ich mich fiir die Erstellung der Pdf-
Files und bei den Studierenden fiir einzelne Korrekturen und Anregungen.

Holger Brenner



1. VORLESUNG - EINFUHRUNG

Wir besprechen einige typische Situation, die zur algebraischen Zahlentheorie
fithren.

1.1. Primfaktorzerlegung in Z und sonstwo.

In den ganzen Zahlen Z gilt die eindeutige Primfaktorzerlegung, d.h. jede
ganze Zahl n # 0 ldsst sich als ein (bei einer negativen Zahl braucht man
noch das Vorzeichen —1) Produkt von (positiven) Primzahlen schreiben, wo-
bei die Anzahl der auftretenden Primzahlen, die Primfaktoren, eindeutig be-
stimmt ist. Beispielsweise ist

175 =5-5-7=5-7-5 =5%.7.

Fiir eine Primzahl ist diese Faktorzerlegung einfach die Zahl selbst. In ei-
nem groferen Ring, beispielsweise einem Korper, ergeben sich neue Darstel-
lungsmoglichkeiten. Es ist in R

7

T=:5= 75715 =77
Das sind natiirlich Uneindeutigkeiten, die sich einfach daraus ergeben, dass
es Elemente gibt, die ein Inverses besitzen. Wenn man an 7 = (—1)(—7)

denkt, gibt es dieses Phénomen schon in Z. Wir halten kurz die folgende
Definition fest.

Definition 1.1. Ein Element u in einem kommutativen Ring R heifit Finhet,
wenn es ein Element v € R mit wv = 1 gibt.

In Z sind nur 1 und —1 Einheiten, der Einfluss auf die Teilbarkeitstheorie ist
daher sehr {iberschaubar. Ein kommutativer Ring ist genau dann ein Koérper,
wenn in ihm jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist (der Nullring
ist kein Korper, da in ihm sogar die 0 eine Einheit ist). Deshalb gibt es in
einem Korper keine aussagekréftige Teilbarkeitstheorie. Ein anderes Phéno-
men sind die Faktorzerlegungen

T TN = T =
In diesem Sinne kann man beliebig weitermachen, es gibt dann fiir die Zahl

7 beliebig lange zunehmend feinere Zerlegungen - aber keine Primfaktorzer-
legung.

Betrachten wir genauer die Zerlegung
7T=VT7-VT.

Diese hat nichts mit Einheiten zu tun, sondern allein mit der Existenz der
Quadratwurzel (oder in den weiteren Féllen mit der Existenz der dritten
oder vierten Wurzel) der 7. Um eine solche Faktorzerlegung hinzuschreiben,
braucht man nicht die vollen reellen Zahlen, sondern eben nur diese Wurzeln.
Um die erste Gleichung ausdriicken zu konnen, braucht man nur das neue
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Element /7 mit der charakteristischen Eigenschaft, dass das Produkt mit
sich selbst gleich 7 ist. Doch allein diese Hinzunahme, also die Mengen N U
{7} bzw. ZU {£+/T} liefert keine sinnvolle algebraische Struktur, da darin
weder die Multiplikation 4 - V7 noch die Addition 4 + /7 definiert ist. Da
verliert man also viel zu viel. Man méchte ,nur® die Quadratwurzel aus 7
hinzutun, aber gleichzeitig sinnvolle algebraische Strukturen erhalten. Mit
V7 muss dann auch beispielsweise 13 — 224/7 drin sein. Zahlen von dieser
Form sind offenbar additiv abgeschlossen und sind aber auch multiplikativ
abgeschlossen, es gilt ja

(a + bﬁ) (c + dﬁ) — (ac+ 7bd) + (ad + be)VT

fiir beliebige a, b, c,d € 7. Diese Zahlen bilden also wieder einen kommutati-
ven Ring, und zwar kann man ihn als Unterring der reellen Zahlen realisieren,
weshalb die Assoziativitdt der Verkniipfungen direkt erfiillt ist. Wir haben
also eine Ringerweiterung

ZC IV = Z+2VT = {a+b\/7|a,bez} _. R,

wobei die ganzen Zahlen den Summen a+bv/7 mit b = 0 entsprechen, wobei
die Addition in R komponentenweise und die Multiplikation wie in R bzw.
explizit wie oben bzw. distributiv unter Verwendung der einzigen relevanten

Regel
VT NVT =1

erklirt ist. Die Darstellung a+bv/7 eines Elementes aus R ist ferner eindeutig,
dh. a+ b7 = d + /7 ist nur bei

a=a
und

b=10
moglich. Anderfalls hétte man eine Gleichung

’I":S\/?

mit r,s € Z r,s # 0, woraus sich
r
VT = -
S

im Widerspruch zur Irrationalitidt von Quadratwurzeln auf Primzahlen er-
gibt, die aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z folgt, siche Aufgabe
1.2. (der Spezialfall, die Irrationalitéit der Quadratwurzel aus 2, ist ein typi-
sches Beispiel fiir einen Widerspruchsbeweis aus den Anfingervorlesungen,
siehe Satz 4.6 (Mathematik fiir Anwender (Osnabriick 2020-2021))).

Aufgrund der definierenden Gleichung sieht man direkt, dass 7 in R nicht
mehr prim ist, sondern nichttriviale Teiler, namlich /7 besitzt, wobei wir
aber die exakten Definitionen noch nicht fixiert haben. Zunéchst muss man
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sich klar machen, dass 7 (und v/7) keine Einheit in R wird. Dies kann man
aber wegen

T(a+bV7) = Ta+70V7 = 1

sofort ausschliefen. Was aber keineswegs klar ist, ob es in R weitere Faktor-
zerlegungen fiir 7 gibt, ob /7 prim ist, ob es neue Einheiten in R gibt, wie
sich die Existenz von /7 auf die Faktorzerlegung von anderen ganzen Zahlen
auswirkt. Um Zerlegungsphinome von der Bauart

7 = u(u'7)

mit einer Einheit u auszuschliefen bzw. zu erkennen, miissen wir zuerst wis-
sen, ob in R neue Einheiten dazukommen. Mit dem Argument von eben kann
man direkt einsehen, dass ganze Zahlen # 1, —1 in R Nichteinheiten bleiben.
Es gibt aber in der Tat eine Vielzahl von neuen Einheiten! Betrachten wir in
R die Gleichung

(843VT)(8—3VT7) = 64—9-7 =1,

die ja besagt, dass die beiden Elemente 8 + 3v/7 und 8 — 31/7 zueinander
invers sind und damit Einheiten sind. Damit sind auch alle Zahlen der Form
i(8 + 37 )n (mit n € Z) Einheiten, und das sind alle Einheiten von R, siche
die 25. Vorlesung. Die Existenz von Einheiten erschwert die Entscheidung,
ob eine Faktorzerlegung auf Einheiten beruht oder auf eine Zerlegung in
substantiell grundlegendere Bestandteile. Handelt es sich beispielsweise bei

(54+4VT) (=5 +4VT) = =254+ 16-7 = —25+ 112 = 87 = 3-29

um zwei wesentlich verschiedene Faktorzerlegungen der 87 in R? Hier haben
wir schon zum zweiten Mal die dritte binomische Formel ausgenutzt, um
durch eine Multiplikation von zwei Zahlen aus R wieder in Z zu landen.
Wegen

3= (2+VN)(-2+V7)

kann man aber die 3 weiter zerlegen. Der erste Faktor kommt auch in der

Zerlegung
54+4VT = 2+ V7)(6 —V7)
vor. In der verfeinerten Zerlegung
87 = (2+ V) (=2 +V7)(6 — VT)(6 + VT)

kommen somit beide obigen Zerlegungen vor, die sich daher als keine Prim-
faktorzerlegung erweisen. Das ist also wie bei

210=6-35=10-21 = 2-3-5-7,

allerdings mit dem Unterschied, dass es in R zunéchst einmal keine systema-
tische Methode gibt, Zahlen auf die Primeigenschaft zu iiberpriifen.

Eine wichtige Fragestellung der algebraischen Zahlentheorie ist, wie sich Tei-
lereigenschaften und die Primfaktorzerlegungen von Z &ndern, wenn man
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zusétzliche Elemente hinzunimmt. Typischerweise werden dabei die Primfak-
torzerlegungen zerstort, es entstehen aber neue Faktorzerlegungen (nicht un-
bedingt Primfaktorzerlegungen), die selbst wieder zahlentheoretischen Sach-
verhalte ausdriicken und sichtbar machen.

1.2. Summe von Quadraten.

Betrachten wir die Frage, welche natiirlichen Zahlen die Summe von zwei
Quadratzahlen sind. Anders formuliert, fiir welche n hat die Gleichung

n=a1"+y
Losungen mit ganzen Zahlen x,y? Es ist
0=0+0
1=1+4+0
2=1+1
3
4 =440
b =4+1
6
7
8 =4+4
9=9+0
10 =9+1
11
12
13 =9+4
14
15
16 = 16 +0
17 =16 +1

18 =9+9



12

19

20 = 16+4
21

Erkennt man hier schon eine Struktur? Es ist in der Zahlentheorie iiblich,
solche Fragen erst einmal fiir Primzahlen zu verstehen, und die Ergebnisse
dann auf zusammengesetzte Zahlen zu iibertragen. Von den Primzahlen < 20
sind 3,7,11,19 keine Summe von zwei Quadraten, wahrend 2,5,13 und 17
es sind. Es fillt auf, dass die erste Reihe alle den Rest 3 bei Division durch
4 haben, und die zweite Reihe (von 2 abgesehen) den Rest 1. Hier zeigt
sich, dass es sinnvoll ist, zu anderen, hier endlichen, Ringen iiberzugehen, um
Fragen iiber natiirliche oder ganze Zahlen zu beantworten. Die Restabbildung
zur Division mit Rest durch 4 ist ein Ringhomomorphismus

Z— Z/(4) ={0,1,2,3}, n — n mod 4.

Dabei ist in Z/(4) die Addition und die Multiplikation modulo 4 erklért, also
etwa 3-3 = 9 = 1. Die Abbildung respektiert also die Addition und die
Multiplikation. Wenn nun die Gleichung

n = :):2+y2

in Z eine Losung besitzt, so liefert das sofort auch eine Lésung modulo 4,
néamlich

n = 2>+y*> mod 4

bzw.
(n mod4) = (x mod4)*+ (y mod 4)*

oder

n=z+y.
Nun sind aber in Z/(4) die Quadrate einfach

0°=2"=0
und

?=3=1

und damit sind 0,1 und 2 Summen von zwei Quadraten in Z/(4), aber nicht
3. Es bestiétigt sich also bereits die obige Beobachtung, dass natiirliche Zahlen
(nicht nur Primzahlen), die den Rest 3 modulo 4 haben, nicht die Summe
von zwei Quadraten sein konnen.

Fiir Primzahlen mit dem Rest 1 modulo 4 liefert die Betrachtung im Rest-
klassenring 7 /(4) natiirlich nur, dass eine notwendige Bedingung erfiillt ist,
woraus sich natiirlich noch lange nicht auf eine Darstellung als Summe von
zwei Quadraten schlieflen ldasst. Die Zahl 21 zeigt auch, dass eine Zahl, die
modulo 4 den Rest 1 besitzt, nicht notwendig selbst die Summe von zwei
Quadraten ist.
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Eine wichtige Umformulierung der Frage erhilt man, wenn man wie oben zu
einer quadratischen Erweiterung {ibergeht, ndmlich zum Ring der Gaufischen
Zahlen
Z[i] = 2 & Zi
(einem Unterring der komplexen Zahlen). Dort kénnen wir
n=2*+y* = (v +iy)(z — iy)

schreiben, wodurch die Frage, ob eine Zahl Summe von zwei Quadraten ist,
mit der Frage der multiplikativen Zerlegung von natiirlichen Zahlen in diesem
neuen Ring in Zusammenhang gebracht wird. Insbesondere ist eine Primzahl,

die Summe von zwei Quadraten ist, im Ring der Gauflschen Zahlen nicht
mehr prim (die hingeschriebenen Faktoren kénnen keine Einheiten sein).

Die Frage nach den Summen von zwei Quadraten werden wir abschliesend
in Satz 9.11 beantworten.

1.3. Pellsche Gleichung.

Betrachten wir eine Zahlbereichserweiterung
Z = ZVD] = Zo ZVD

mit einer ganzen Zahl D, die beiden Félle D = 7 und D = —1 haben wir
schon etwas genauer in den Blick genommen (es sei D quadratfrei, enthalte
also keinen Primfaktor mehrfach). Auch der Frage, wie in diesen Ringen die
Einheiten aussehen, sind wir schon begegnet. Betrachten wir allgemein die
Bedingung, ob es zu a + bv/D ein Element ¢ + ev/D mit

<a+b\/5) <c+e\/5> — 1.

Wenn a und b nicht teilerfremd sind, so kann es keine Losung geben, seien
also a und b teilerfremd. Dann folgt aus

bc+ ae = 0,
dass bis auf einen gemeinsamen Vorfaktor
c = fa
und
e = —fb

gilt, und der Vorfaktor muss 1 oder —1 sein. Die Frage nach den Einheiten
ist also im Wesentlichen die Frage, ob

(a—i—b@) (a—b@) = a® - b’D = +1.

Es geht also darum, welche ganzzahligen Losungen bei gegebenem D die
Gleichung

2?2 —y?D = +1
besitzt. Man spricht von der Pellschen Gleichung, deren Losungsverhalten
wesentlich von D positiv oder negativ abhéngt.
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1.4. Diophantische Gleichungen.

Eine besondere Herausforderung innerhalb der Zahlentheorie sind diophan-
tische Gleichungen.

Definition 1.2. Zu einem Polynom F € Z[zy,...,x,] heifit
F(zy,...,2,) =0

eine diophantische Gleichung. Unter einer Losung einer diophantischen Glei-
chung versteht man ein ganzzahliges Zahlentupel (z1,...,z,) € Z", das in
F' eingesetzt 0 ergibt.

Die Pellsche Gleichung haben wir schon erwahnt, bei linearen diophantischen
Gleichungen ist das Losungsverhalten einfach zu verstehen, die Gleichung

2yt = 2
ist die Frage nach Pythagoreischen Tripeln, was ebenfalls gut verstanden ist.
Eine wesentliche Frage bei diophantischen Gleichungen ist, ob es iiberhaupt,
eventuell abgesehen von trivialen Losungen, ganzzahlige Losungen gibt. Ein
weiteres wichtiges Problem ist, ob es endlich viele oder unendlich viele ganz-
zahlige Losungen gibt. Ein grofies zahlentheoretisches Problem, das erst 1995
gelost wurde, ist das Problem von Fermat, ob die Gleichung

mit n > 3 nichttriviale ganzzahlige Losungen (z,y, z) besitzt, in denen alle
Eintrédge nicht 0 sind.

Satz 1.3. Die diophantische Gleichung

n

ajn_’_y?’bzz

besitzt fiir kein n > 3 eine ganzzahlige nichttriviale Lésung.

Beweis. Der Beweis fiir diese Aussage geht bei Weitem iiber den Inhalt einer
Vorlesung iiber elementare oder algebraische Zahlentheorie hinaus. U

Der Beweis fiir diesen Satz verwendet die reichhaltige Theorie der elliptischen
Kurven. Vor diesem Beweis wurden die besten Resultate zu diesem Problem
mit Methoden der algebraischen Zahlentheorie erzielt, und zwar konnten sehr
viele Exponenten erledigt werden. Die Grundidee geht folgendermaflen: Die
Fermat-Gleichung erhélt einen neuartigen Charakter, wenn man sie in dem
Ring betrachten, der aus Z entsteht, wenn man eine n-te Einheitswurzel ¢
hinzunimmt. Das ist eine Zahl, deren n-te Potenz 1 ist. Solche Einheitswur-
zeln gibt es innerhalb der komplexen Zahlen, beispielsweise ist e™/™ eine
primitive n-te Einheitswurzel. Wichtig sind hier aber die algebraischen FEi-
genschaften. Jedenfalls kann man die etwas umgeschriebene Fermatgleichung
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unter Verwendung einer primitiven Einheitswurzel als
o= = (=)o o) (= ) =

schreiben. Somit hat man zwei ziemlich verschiedene Faktorzerlegungen ei-
ner Zahl. Wenn man jetzt noch was weif}, dass in diesem neuen Ring die ein-
deutige Primfaktorzerlegung gilt, so kann man (das sind dann immer noch
mehrere Schritte) daraus einen Widerspruch ableiten. An dieser STelle gibt
es eine schlechte und eine gute Nachricht: Diese Ringe besitzen héufig nicht
die eindeutige Primfaktorzerlegung, das angedeutete Argument funktioniert
aber auch noch dann, wenn man weif3, dass die sogenannte Klassengruppe
des Ringes eine gewisse Eigenschaft erfiillt, die deutlich schwécher als die
eindeutige Primfaktorzerlegung ist.

Andrew Wiles (*1953)

Fiir n = 4 ist die imagindre Einheit i eine vierte primitive Einheitswurzel
(wegen i* = 1), in diesem Fall gilt

4 4

yt =2t = (v —2)(z —i2)(z + 2)(z +iz) = —y*

und man kann die Situation im Ring der Gaufischen Zahlen Z[i] analysieren.

Beispiel 1.4. Als Kuriositidt erwihnen wir, dass die von Euler vermutete
teilweise Verallgemeinerung des Fermatschen Problems, dass die Gleichungen
x4+y4+z4 = u4,
2’4y + 27+ U’ =
usw. keine ganzzahlige Losung besitzen, also dass zwischen n n-ten Potenzen
keine additive Beziehung bestehen kann, nicht gilt. Die einfachsten Gegen-

beispiele sind
95800 + 217519" + 414560* = 422481*
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und
27% + 84% + 110° + 133° = 144°.

1. ARBEITSBLATT

1.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.1.*
Zeige, dass V/2 eine irrationale Zahl ist.

Aufgabe 1.2. Es sei p eine Primzahl. Zeige unter Verwendung der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung von natiirlichen Zahlen, dass die reelle Zahl |/p
irrational ist.

Aufgabe 1.3. Zeige
V10 + V21 + VA0 + V60 = V2 + V3 + V5.

Aufgabe 1.4. Bestimme die Einheiten von Z und von K[X], wobei K ein
Korper sei.

Aufgabe 1.5. Berechne
2 3 4
(8+3f7) ,<8+3\/7> ,<8+3\/7>

Aufgabe 1.6. Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sich auf mehrfache
Weise als Summe von zwei Quadratzahlen darstellen lasst.

Aufgabe 1.7. Es sei n eine natiirliche Zahl, die modulo 8 den Rest 7 besitzt.
Zeige, dass n nicht als Summe von drei Quadraten darstellbar ist.

Aufgabe 1.8. Bestimme fiir jede natiirliche Zahl n < 30, ob sie sich als eine
Summe von drei Quadratzahlen darstellen l&sst.

Aufgabe 1.9. Bestimme fiir jede natiirliche Zahl n < 10, auf wie viele
verschiedene Arten sie sich als Summe von vier Quadratzahlen darstellen
ldsst, d.h. man bestimme die Anzahl der 4-Tupel

4 o2 92 92 9
(21, T2, w3, x4) € Z* mit x7 + x5 + x5 + x5 = n.
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Aufgabe 1.10. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichne r(n) die Anzahl der
Méglichkeiten, sie als Summe von vier Quadratzahlen darzustellen, d.h. r(n)
ist die Anzahl der 4-Tupel

(z1, 79,73, 24) € Z* mit 27 + 23 + a:g + 22 =n.
Es sei u eine ungerade positive Zahl. Beweise die Beziehung
r(2u) = 3r(u).

Tipp: Zu einem Tupel (x1, 2z, 23, 74) kann man das Tupel (z7 — x9, 21 +
To, T3 — T4, T3 + x4) betrachten.

Aufgabe 1.11. Es sei K C R ein Unterkorper. Zeige, dass dann auch K|
ein Unterkorper von C ist.

Aufgabe 1.12.*

Finde zwei natiirliche Zahlen, deren Summe 65 und deren Produkt 1000 ist.

Aufgabe 1.13. Zeige, dass die Untergruppe
Z+7Z-v3CR
dicht ist.

Aufgabe 1.14. Sei H eine (additive) Untergruppe der reellen Zahlen R.
Zeige, dass entweder H = Za mit einer eindeutig bestimmten nichtnegativen
reellen Zahl a ist, oder aber H dicht in R ist.

Aufgabe 1.15. Skizziere ein Entscheidungsverfahren fiir die Frage, ob eine
diophantische Gleichung in einer Variablen eine Losung besitzt oder nicht.

Aufgabe 1.16. Finde mindestens eine ganzzahlige Losung (x,y) € Ny x N
fiir die diophantische Gleichung

F 41 =y
fir k,n > 2.

Aufgabe 1.17. Zeige, dass die Gleichung
2 1 1

n a b
in N bei a,b < n nur die Losungen n = a = b besitzt.
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Aufgabe 1.18. Zeige, dass die Gleichung
2 1 1

n a b
in Z auch Losungen mit a # b besitzt.

Aufgabe 1.19.*
Zeige, dass die Gleichung

in N auch Losungen a # b besitzt.

Aufgabe 1.20. Finde eine nichttriviale ganzzahlige Losung fiir das Glei-
chungssystem ab = cund (a — 1)d = ¢ — 1.

Aufgabe 1.21. Es seien v > u > 0 natiirliche Zahlen. Zeige, dass

x:vz—u2,y:2uv,z:u2+v2

die Gleichung

erfiillen.

Aufgabe 1.22. Es sei K ein Korper, n € N und sei M die Menge der n-ten

Einheitswurzeln in K. Zeige, dass M eine Untergruppe der Einheitengruppe
K™ ist.

Aufgabe 1.23. Essei K ein Korper, a € K und n € N. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Wenn by,by € K zwei Losungen der Gleichung X" = a sind und
by # 0, so ist ihr Quotient by /by eine n-te Einheitswurzel.

(2) Wenn b € K eine Losung der Gleichung X™ = a und (¢ eine n-te
Einheitswurzel ist, so ist auch (b eine Losung der Gleichung X" = a.

Aufgabe 1.24. Zeige: Um den Satz von Wiles fiir alle Exponenten n > 3
zu zeigen, geniigt es, ihn fiir alle ungeraden Primzahlen als Exponenten zu
beweisen.
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Aufgabe 1.25. Es sei

n

xn_l_yn:z

eine Fermat-Gleichung. Zeige: wenn es keine nichttriviale Losung (z,y, 2) in
natiirlichen Zahlen gibt, so gibt es auch keine nichttriviale Losung in ganzen
Zahlen.

Aufgabe 1.26. Zeige unter Verwendung des Satzes von Wiles, dass die dio-
phantische Gleichung

'yt + 2" =0

fiir n > 2 keine von (0,0, 0) verschiedene Losung besitzt.

Aufgabe 1.27.*
Zeige, dass in Z/(29) die Gleichung

eyttt =0

nur die triviale Losung (0,0, 0) besitzt.

Aufgabe 1.28. Bestitige die folgenden Identitéten.

(1)

1+2% = 3%
(2)

2° 4+ 7% = 3.
(3)

132473 = 29,

2. VORLESUNG - TEILBARKEITSEIGENSCHAFTEN

Schon in der ersten Vorlesung haben wir zahlentheoretische Fragestellungen
algebraisch mit Ringen formuliert. In dieser Vorlesung werden wir grundle-
gende ringtheoretische Konzepte einfithren, und zwar insbesondere solche,
die mit der Teilbarkeit zu tun haben.
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2.1. Einige ringtheoretische Konzepte.

In einem Korper folgt aus zy = 0, dass ein Faktor 0 sein muss. Diese Eigen-
schaft gilt nicht fiir beliebige Ringe. Ein Element f € R in einem kommu-
tativen Ring heifit Nichtnullteiler, wenn aus fg = 0 stets ¢ = 0 folgt. Man
nennt einen Ring nullteilerfrei, wenn 0 der einzige Nullteiler ist.

Definition 2.1. Ein kommutativer, nullteilerfreier, von 0 verschiedener Ring
heifit Integrititsbereich.

Der Ring Z der ganzen Zahlen und die Polynomringe K[X] iiber einem
Korper K sind Integritdatsbereiche. Das sind fiir uns besonders wichtigste
Beispiele. Ein Unterring eines Korpers ist ein Integritéatsbereich.

Definition 2.2. Es sei R ein kommutativer Ring, und a,b Elemente in R.
Man sagt, dass a das Element b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder
dass b ein Vielfaches von a ist), wenn es ein ¢ € R derart gibt, dass b = c¢-a
ist. Man schreibt dafiir auch ab.

Eine Einheit kann man als einen Teiler der 1 auffassen. Idealtheoretisch kann
man die Eigenschaft, dass a das Element b teilt, als Zugehorigkeit b € Ra
auffassen.

Definition 2.3. Es sei R ein kommutativer Ring. Man sagt, dass zwei Ele-
mente a,b € R teilerfremd sind, wenn jedes Element ¢ € R, das sowohl a
als auch b teilt, eine Einheit ist.

Definition 2.4. Eine Nichteinheit p in einem kommutativen Ring heif§t ir-
reduzibel (oder wunzerlegbar), wenn eine Faktorisierung p = ab nur dann
moglich ist, wenn einer der Faktoren eine Einheit ist.

Diese Begriffshildung orientiert sich offenbar an den Primzahlen. Dagegen
taucht das Wort ,,prim“ in der folgenden Definition auf.

Definition 2.5. Eine Nichteinheit p # 0 in einem kommutativen Ring R
heifit prim (oder ein Primelement), wenn folgendes gilt: Teilt p ein Produkt
ab mit a,b € R, so teilt p einen der Faktoren.

Eine Einheit ist also nach Definition nie ein Primelement. Dies ist eine Ver-
allgemeinerung des Standpunktes, dass 1 keine Primzahl ist. Dabei ist die
1 nicht deshalb keine Primzahl, weil sie ,,zu schlecht® ist, sondern weil sie
szu gut® ist. Fiir die ganzen Zahlen und fiir viele weitere Ringe fallen die
beiden Begriffe prim und irreduzibel zusammen. Im Allgemeinen ist irredu-
zibel einfacher nachzuweisen, und prim ist der stiarkere Begriff, jedenfalls fiir
Integritéitsbereiche.

Lemma 2.6. In einem Integrititsbereich ist ein Primelement stets irreduzi-

bel.
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Beweis. Angenommen, wir haben eine Zerlegung p = ab. Wegen der Primei-
genschaft teilt p einen Faktor, sagen wir a = ps. Dann ist p = psb bzw.
p(l —sb) = 0. Da p kein Nullteiler ist, folgt 1 = sb, so dass also b eine
Einheit ist. U

2.2. Irreduzible Polynome.

Beispiel 2.7. Ein nichtkonstantes Polynom P = ag + a1 X + a2 X? + --- +
a, X" € K[X], wobei K einen Korper bezeichne, ist genau dann irreduzibel,
wenn es keine Produktdarstellung P = QR gibt, die die Gradbedingung

0 < grad (Q) < grad (P)
erfiillt.

Die irreduziblen Polynome sind gerade die irreduziblen Elemente im Poly-
nomring K[X] im Sinne der obigen allgemeinen ringtheoretischen Definiti-
on. Nach der weiter unten zu beweisenden Aussage konnte man auch von
Primelementen bzw. Primpolynomen sprechen. Eine weitere wichtige Cha-
rakterisierung ist die Restklassencharakterisierung, die wir in Lemma 3.9
kennenlernen werden.

Beispiel 2.8. Die Irreduzibilitéit eines Polynoms héngt wesentlich vom
Grundkérper ab. Zum Beispiel ist das reelle Polynom X2 +1 € R[X] ir-
reduzibel, dagegen zerfillt es als Polynom in C[X] als

X241 = (X +i)(X —1).
Ebenso ist das Polynom X? — 5 € Q[X] irreduzibel, aber iiber R hat es die
Zerlegung

X2—5 = (X = V5) (X +5).

Ubrigens kann die Zerlegung iiber einem gréferen Kérper manchmal dazu
benutzt werden um zu zeigen, dass ein Polynom iiber dem gegebenen Kérper
irreduzibel ist.

Die Existenz der Faktorzerlegung in der folgenden Aussage folgt unmittel-
bar aus der Definition von irreduzibel, fiir die Eindeutigkeit muss man aber
wissen, dass in einem Polynomring die irreduziblen Polynome auch Primpo-
lynome sind (siche unten).

Lemma 2.9. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein von 0 verschiedenes
Polynom. Dann gibt es eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige
Produktdarstellung

F = aF;---F,

mit a € K> und iwrreduziblen normierten Polynomen F;, 1 =1,...,7r.

Beweis. Siehe Aufgabe 2.27. O
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2.3. Hauptidealbereiche.

Definition 2.10. Ein Integritédtsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal
ist, heiflit Hauptidealbereich.

Satz 2.11. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Zunéchst ist Z ein Integritédtsbereich. Es sei I C Z ein Ideal. Damit
ist I insbesondere eine (additive) Untergruppe von Z und hat nach Satz
44.3 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) die Gestalt I = Zd. Damit
handelt es sich um ein Hauptideal. O

Satz 2.12. Ein Polynomring tiber einem Korper ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Es sei I ein von 0 verschiedenes Ideal in K[X]. Betrachte die nicht-
leere Menge

{grad(P) | P €I, P #0}.
Diese Menge hat ein Minimum m € N, das von einem Element F' € I,
F # 0, herriihrt, sagen wir m = grad (F'). Wir behaupten, dass [ = (F) ist.
Die Inklusion D ist klar. Zum Beweis von C sei P € [ gegeben. Aufgrund
von Satz 19.4 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) gilt

P =FQ+ R mit grad (R) < grad (F') oder R =0.

Wegen R € [ und der Minimalitét von grad (F') kann der erste Fall nicht
eintreten. Also ist R = 0 und P ist ein Vielfaches von F. 4

In jedem Hauptidealbereich gibt es stes eine Zerlegung in irreduzible Elmente.

Lemma 2.13. In einem Hauptidealbereich ldsst sich jede Nichteinheit a # 0
als ein Produkt von irreduziblen Elementen darstellen.

Beweis. Angenommen, jede Zerlegung a = p;---pg enthalte nicht irredu-
zible Elemente. Dann gibt es in jedem solchen Produkt einen Faktor, der
ebenfalls keine Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Wir erhalten also
eine unendliche Kette a; = a, as, as, ..., wobei a, 1 ein nicht-trivialer Teiler
von a, ist. Somit haben wir eine echt aufsteigende Idealkette

(a1) C (az) C (az) C ---

Die Vereinigung dieser Ideale ist aber nach Aufgabe 2.13 ebenfalls ein Ideal
und nach Voraussetzung ein Hauptideal. Dies ist ein Widerspruch. U

Uber diese Aussage hinaus ist aber in einem Hauptidealbereich jedes irredu-
zible Element auch prim und damit gibt es auch stets eine Faktorzerlegung in
Primelemente. Der Nachweis davon braucht einige Vorbereitungen, ndmlich
das Lemma von Bezout und das Lemma von Euklid.

Lemma 2.14. Es sei R ein Hauptidealbereich und seien a,b € R teiler-
fremde Elemente. Dann kann man die 1 als Linearkombination von a und b
darstellen, d.h. es gibt Elemente r,s € R mit ra + sb = 1.
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Beweis. Wir betrachten das von a und b erzeugte Ideal I = (a,b). Da R ein
Hauptidealbereich ist, gibt es ein ¢ € R mit (a,b) = (c). Daher ist ¢ ein
Teiler von a und von b. Die Teilerfremdheit impliziert, dass ¢ eine Einheit
ist. Wegen ¢ € (a, b) gibt es eine Darstellung ¢ = ua+ vb. Multiplikation mit
¢! ergibt die Darstellung der 1. O

Lemma 2.15. Es sei R ein Hauptidealbereich und a,b,c € R. Es seien a
und b teilerfremd und a teile das Produkt bc. Dann teilt a den Faktor c.

Beweis. Da a und b teilerfremd sind, gibt es nach dem Lemma von Bezout
Elemente r, s € R mit ra + sb = 1. Die Voraussetzung, dass a das Produkt
be teilt, schreiben wir als bc = da. Damit gilt

¢ =cl = c(ra+sb) = cra+csb = acr + ads = a(er 4 ds),
was zeigt, dass c ein Vielfaches von a ist. U

Korollar 2.16. Sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist ein Element genau
dann prim, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Ein Primelement in einem Integritétsbereich ist nach Lemma 2.6
stets irreduzibel. Sei also umgekehrt p irreduzibel, und nehmen wir an, dass
p das Produkt ab teilt, sagen wir pc = ab. Nehmen wir an, dass a kein
Vielfaches von p ist. Dann sind aber a und p teilerfremd, da eine echte In-
klusionskette (p) C (p,a) = (d) C R der Irreduzibilitdt von p widerspricht.
Damit teilt p nach dem Lemma von Euklid den anderen Faktor b. O

2.4. Eindeutige Primfaktorzerlegung.

Definition 2.17. Ein Integritétsbereich heifit faktorieller Bereich, wenn jede
Nichteinheit f # 0 sich als ein Produkt von Primelementen schreiben lésst.

Satz 2.18. Sei R ein Integrititsbereich. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent.

(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und diese Zerlegung ist bis auf Umordnung und Assoziiert-
heit eindeutig.

(3) Jede Nichteinheit f # 0 besitzt eine Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente, und jedes irreduzible Element ist ein Primelement.

Beweis. (1) = (2). Sei f # 0 eine Nichteinheit. Die Faktorisierung in Prim-
elemente ist insbesondere eine Zerlegung in irreduzible Elemente, so dass also
lediglich die Eindeutigkeit zu zeigen ist. Dies geschieht durch Induktion iiber
die minimale Anzahl der Primelemente in einer Faktorzerlegung. Wenn es
eine Darstellung f = p mit einem Primelement gibt, und f = ¢;---q. eine
weitere Zerlegung in irreduzible Faktoren ist, so teilt p einen der Faktoren g;
und nach Kiirzen durch p erhélt man, dass das Produkt der iibrigen Faktoren
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rechts eine Einheit sein muss. Das bedeutet aber, dass es keine weiteren Fak-
toren geben kann. Sei nun f = p;---ps und diese Aussage sei fiir Elemente
mit kleineren Faktorisierungen in Primelemente bereits bewiesen. Es sei

f=p1-ps=aqq
eine weitere Zerlegung mit irreduziblen Elementen. Dann teilt wieder p; einen
der Faktoren rechts, sagen wir pju = ¢;. Dann muss u eine Einheit sein und
wir konnen durch p; kiirzen, wobei wir u~! mit g, verarbeiten kénnen, was
ein zu g9 assoziiertes Element ergibt. Das gekiirzte Element ps - - - ps hat eine
Faktorzerlegung mit s — 1 Primelementen, so dass wir die Induktionsvoraus-
setzung anwenden konnen. (2) = (3). Wir miissen zeigen, dass ein irredu-
zibles Element auch prim ist. Sei also ¢ irreduzibel und es teile das Produkt
fg, sagen wir
gh = fg.

Fiir h, f und ¢ gibt es Faktorzerlegungen in irreduzible Elemente, so dass
sich insgesamt die Gleichung

qhi--he = fi-fsg1 gt
ergibt. Es liegen also zwei Zerlegungen in irreduzible Element vor, die nach
Voraussetzung im Wesentlichen iibereinstimmen miissen. D.h. insbesondere,
dass es auf der rechten Seite einen Faktor gibt, sagen wir f;, der assoziiert
zu ¢ ist. Dann teilt ¢ auch den urspriinglichen Faktor f. (3) = (1). Das ist
trivial. 0O

Satz 2.19. Fin Hauptidealbereich ist ein faktorieller Ring.

Beweis. Dies folgt sofort aus Korollar 2.16, Lemma 2.13 und Satz 2.18. [

Korollar 2.20. Es sei R ein faktorieller Ring und seien a und b zwei Ele-
mente # 0 mait Primfaktorzerleqgungen

a:upgl pg2p2k undb:fl}p‘il p§2.pzk
(wobei die u,v Einheiten sind und die Exponenten auch 0 sein kénnen). Dann
gilt alb genau dann, wenn r; < s; fir alle Exponenten i = 1,... k ist.

Beweis. Wenn die Exponentenbedingung erfiillt ist, so ist s;, —r; > 0 und
man kann

b= a(outpp )
schreiben, was die Teilbarkeit bedeutet. Die Umkehrung folgt aus der Ein-
deutigkeit der Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring. U

2. ARBEITSBLATT

2.1. Ubungsaufgaben.

Zwei Elemente a und b eines kommutativen Ringes R heiflen assoziiert, wenn
es eine Einheit © € R derart gibt, dass a = ub ist.
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Aufgabe 2.1. Zeige, dass die Assoziiertheit in einem kommutativen Ring
eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 2.2. Beweise die folgenden Eigenschaften zur Teilbarkeit in einem
kommutativen Ring R

) Fiir jedes Element a gilt 1]a und ala.

) Fiir jedes Element a gilt al0.

) Gilt a|b und blc, so gilt auch alc.

) Gilt a|b und ¢|d, so gilt auch ac|bd.

) Gilt alb, so gilt auch ac|bc fiir jedes ¢ € R.

) Gilt a|b und alc, so gilt auch a|rb+ sc fiir beliebige Elemente r, s € R.

(1
(2
(3
(4
(5
(6

Aufgabe 2.3. Zeige, dass in einem kommutativen Ring R folgende Teilbar-
keitsbeziehungen gelten.

(1) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn b|c.
(2) Ist R ein Integritdatsbereich, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

Aufgabe 2.4. Zeige, dass in einem kommutativen Ring R folgende Teilbar-
keitsbeziehungen gelten.

(1) —1 ist eine Einheit, die zu sich selbst invers ist.

(2) Jede Einheit teilt jedes Element.

(3) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn b|c.
(4) Teilt a eine Einheit, so ist a selbst eine Einheit.

Aufgabe 2.5. Zeige, dass ein Unterring eines Korpers ein Integritédtsbereich
ist.

Aufgabe 2.6. Es sei R ein kommutativer Ring und seien f, g Nichtnullteiler
in R. Zeige, dass das Produkt fg ebenfalls ein Nichtnullteiler ist.

Aufgabe 2.7. Was bedeutet die Eigenschaft, dass man in einem Integritéts-
bereich , kiirzen* kann? Beweise diese Eigenschaft.
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Aufgabe 2.8.*
Es sei R ein kommutativer Ring. Zu jedem f € R sei
My R_>Rvg'_>fg7

die Multiplikation mit f. Zeige, dass uy genau dann bijektiv ist, wenn es
surjektiv ist.

Man zeige durch ein Beispiel, dass in dieser Situation aus der Injektivitat
nicht die Bijektivitét folgt.

Aufgabe 2.9.*

Es sei R ein kommutativer Ring und f € R. Charakterisiere mit Hilfe der
Multiplikationsabbildung

pr: R— R, g— fg,

wann f ein Nichtnullteiler und wann f eine Einheit ist.
Aufgabe 2.10. Zeige, dass Z C Q eine Untergruppe, aber kein Ideal ist.

Aufgabe 2.11.*

Zeige, dass ein kommutativer Ring genau dann ein Korper ist, wenn er genau
zwei Ideale enthélt.

Aufgabe 2.12. Sei R ein kommutativer Ring und sei f;, j € J, eine Fa-
milie von Elementen in R. Es sei angenommen, dass die f; zusammen das
Einheitsideal erzeugen. Zeige, dass es eine endliche Teilfamilie f;, j € Jy C J
gibt, die ebenfalls das Einheitsideal erzeugt.

Aufgabe 2.13. Sei R ein kommutativer Ring und sei
ap CapCazC...

eine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung (J, y an
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige durch ein einfaches Beispiel, dass die Vereinigung
von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.

Aufgabe 2.14. Sei R ein Integritéitsbereich und p € R, p # 0. Zeige, dass
p genau dann irreduzibel ist, wenn es genau zwei Hauptideale oberhalb von
(p) gibt, ndmlich (p) selbst und (1) = R.

Aufgabe 2.15. Zeige, dass im Polynomring K [X] {iber einem Kérper K die
Variable X irreduzibel und prim ist.
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Aufgabe 2.16. Bestimme im Polynomring K[X], wobei K ein Kérper sei,
die Einheiten und die Assoziiertheit. Gibt es in den Assoziiertheitsklassen
besonders schone Vertreter?

Aufgabe 2.17. Beweise die Formel
Xi41l=X+)X"" X"+ X" - £ X* - X +1)

fiir v ungerade.

Aufgabe 2.18.*

Es sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K. Zeige, dass ein
Polynom vom Grad zwei oder drei genau dann irreduzibel ist, wenn es keine
Nullstelle in K besitzt.

Aufgabe 2.19.*

Bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms X°® — 1 iiber den Korpern

K =QR,C,Z/(7) und Z/(5).

Aufgabe 2.20. Man wende eine Form des Eisensteinkriteriums an, um die
Irreduzibilitét der folgenden Polynome aus Q[X] nachzuweisen.

(1) X*+2X?2 42,
(2) 20X° — 15X* +125X3 — 10X + 4,
(3) X*1+409.

Aufgabe 2.21. Bestimme im Polynomring Z/(2)[X] alle irreduziblen Poly-
nome vom Grad 2, 3, 4.

Aufgabe 2.22. Bestimme im Polynomring Z/(3)[X] alle normierten irredu-
ziblen Polynome vom Grad 3.

Aufgabe 2.23. Es sei F' € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad 3.
Zeige, dass F' entweder eine oder drei reelle Nullstellen besitzt.

Aufgabe 2.24. Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad nicht
irreduzibel ist.
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Aufgabe 2.25.*

Zeige, dass das Polynom

X3 —3X +1
iiber QQ irreduzibel ist.
Aufgabe 2.26.*
Zeige, dass das Polynom

X?-3X -1

iiber Q irreduzibel ist.

Aufgabe 2.27. Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein von 0 verschie-
denes Polynom. Zeige, dass es eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren)
eindeutige Produktdarstellung

F=aF,---F,

mit a € K und irreduziblen normierten Polynomen F;, ¢ = 1,...,r, gibt.

Aufgabe 2.28.*

Es sei K ein Korper und sei K [X] der Polynomring {iber K und sei P € K[X]
ein Polynom, das eine Zerlegung in Linearfaktoren besitze. Es sei T  ein Teiler
von P. Zeige, dass T ebenfalls eine Zerlegung in Linearfaktoren besitzt, wobei
die Vielfachheit eines Linearfaktors X —a in T" durch seine Vielfachheit in P
beschréankt ist.

Aufgabe 2.29.*

(1) Es sei F ein normiertes Polynom aus Z[X] und es gebe eine Primzahl
g mit der Eigenschaft, dass F' modulo ¢, also aufgefasst in Z/(q)[X],
irreduzibel sei. Zeige, dass dann schon F' irreduzibel ist.

(2) Zeige, dass die erste Aussage fiir ein nichtnormiertes Polynom nicht
stimmen muss.

(3) Es sei p eine Primzahl und G' € Z/(p)[X] ein normiertes Polynom.
Zeige, dass es ein normiertes Polynom F' € Z[X] gibt, das modulo p
mit G iibereinstimmt und das zusétzlich irreduzibel ist.

Aufgabe 2.30. Zeige, dass Z[X]| und der Polynomring in zwei Variablen
K[X,Y] tiber einem Korper K keine Hauptidealbereiche sind.
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Aufgabe 2.31. Zeige, dass in Z[X] die Ideale

a= (X°+X°+1,6X°+3X?)
und

b = (X°+ X%+1,3X°-3,9)

iibereinstimmen. Bestimme die Anzahl der Elemente im Restklassenring.

Aufgabe 2.32.*

Es sei R ein kommutativer Ring und sei p € R ein Primelement. Zeige, dass
p auch im Polynomring R[X] prim ist.

Aufgabe 2.33. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Bestimme in
K[X] die irreduziblen Polynome.

Aufgabe 2.34. Es sei K ein Korper und sei K [X] der Polynomring iiber K.
Zeige, dass es unendlich viele normierte irreduzible Polynome in K[X] gibt.

Aufgabe 2.35. Es sei P € R[X] ein nichtkonstantes Polynom mit reellen
Koeffizienten. Zeige, dass man P als ein Produkt von reellen Polynomen vom
Grad 1 oder 2 schreiben kann.

Aufgabe 2.36. Es sei K C L eine Korpererweiterung und es sei a € L.
Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

v K[X] — L, P P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q) € K[X]).
(1) (P +Q)(a) = P(a) + Qa),

(2) (P-Q)(a) = P(a) - Q(a),
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 2.37. Es sei K ein Korper, ¢: V — V ein Endomorphismus auf
einem endlichdimensionalen K-Vektorraum und

K[X] — End (V), P — P(y),

der zugehorige Einsetzungshomomorphismus. Vergleiche diese Situation mit
dem durch ein Element a € L zu einer Korpererweiterung KX C L gegebenen
Einsetzungshomomorphismus P — P(a).
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Die folgenden Aufgaben benutzen das Produkt von Idealen.

Zu zwei Idealen a und b in einem kommutativen Ring wird das Produkt durch
ab = {a1b1 + a2b2 + -+ akbk}
mit a; € a, b; € b definiert. Das ist das Ideal, das von allen Produkten ab

(mit a € a, b € b) erzeugt wird.

Fiir das n-fache Produkt eines Ideals a mit sich selbst schreibt man a™.

Aufgabe 2.38. Zeige, dass das Produkt von Hauptidealen wieder ein Haupt-
ideal ist.

Aufgabe 2.39. Es seien a,b C R Ideale in einem kommutativen Ring R.
Zeige, dass die Beziehung

a-bCanb

gilt.

Aufgabe 2.40. Es sei a C R ein Ideal in einem kommutativen Ring R.
Zeige, dass die Potenzen a”, n € N, alle dasselbe Radikal besitzen.

Aufgabe 2.41.*

Es seien I und J Ideale in einem kommutativen Ring R und sei n € N. Zeige
die Gleichheit

I+ =1"+1" T+ 12 4+ P2 L

3. VORLESUNG - ZAHLEN UND FUNKTIONEN

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass sowohl die ganzen Zahlen
Z als auch die Polynomringe K[X] in einer Variablen iiber einem Korper K
Hauptidealbereiche sind. Bei Polynomen denkt man direkt an Funktionen,
Auswertung an einem Punkt, Nullstellen, Ableitung u.s.w. Wir werden im
Verlaufe dieser Vorlesung sehen, dass diese Konzepte zu einem Grofiteil auch
im zahlentheoretischen Kontext interpretierbar sind.
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3.1. Zahlen und Funktionen.

Zwischen den ganzen Zahlen einerseits und den Polynomringen iiber einem
Korper andererseits bestehen folgende Analogien, die wir hier schon mal fest-
halten und die wir im Laufe des Kurses vertiefen werden. Dabei haben diese
Phénomene im funktionentheoretischen Kontext eine zumeist naheliegende
Bedeutung, wiahrend sie im zahlentheoretischen Kontext erst erschlossen wer-
den miissen. Dieser Prozess erlaubt es, eine geometrische Sprache in die Zah-
lentheorie einzufiithren, die zu Beginn etwas gewohnungsbediirftig ist, aber
bald eine gute intuitive Unterstiitzung fiir das Verstédndnis der Zahlentheorie
gibt. Wir erwéhnen die folgenden Punkte, die wir hier nur kurz funktionen-
theoretisch erlautern. Mit der passenden Begrifflichkeit werden aus Analogien
dann gemeinsame Konzepte.

Analogien

) Man kann die gleichen algebraischen Konzepte anwenden.
) Hauptidealbereich.
) Punktkonzept. Restekorper.
) Funktion. Nullstelle.
) Rationale Funktionen. Polstelle.
) Quotientenkorper.

) Bilder und Urbilder.
) Lokale und globale Eigenschaften.

) Erweiterungen der Quotientenkorper. Ganzheit.
) Gruppenoperation.

) Zerlegung.

) Verzweigung.

) Singularitéten.

) Projektiver Abschluss.

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8
(9
10
11
12
13
14

Unterschiede

(1) Nichtidentische Ringhomomorphismen von K[T7] in sich.

(2) Endlichkeit der Restekorper bei Z. Dies gilt auch, wenn K ein endli-
cher Korper ist. Diese ,Enge“ erzwingt héufig zusétzliche Gesetzmé-
Bigkeiten.

(3) Analytische Methoden bei K = R oder K = C.

(4) Topologische Methoden bei K = R oder K = C.

Finige Kommentare

Ein Polynom hat an jedem Punkt a € K einen Wert, eine besondere Rolle
spielen die Nullstellen. Die Nullstellen kénnen, wie bei 22, eine groBere Viel-
fachheit haben, und dies ist dann der Fall, wenn auch noch die Ableitung eine
Nullstelle an dieser Stelle besitzt. Es gibt stets, auler beim Nullpolynom, nur
endlich viele Nullstellen. Auch sonst wird jeder Wert, aufler bei konstanten
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Polynomen, nur endlich oft angenommen. Uber den komplexen Zahlen ist
jedes nichtkonstante Polynom surjektiv.

Aus Polynomen kann man durch Division auch rationale Funktionen bilden,
beispielsweise 1/, diese sind nicht tiberall definiert und haben an endlich
vielen Stellen, ndmlich den Nullstellen des Nenners, Pole. Die Menge der ra-
tionalen Funktionen bildet wie die Menge der rationalen Zahlen einen Korper.

1/x

Die rationale Funktion 1/z besitzt an der Stelle 0 einen Pol.
So wie man endliche Erweiterungen
Z C ZVT7) = ZIT)/(T* = 7)
betrachten kann, kann man auch Erweiterungen wie
K[Y] C K[Y][X]/(X?-Y3+5Y —4)

betrachten, dabei wird beispielsweise einem Polynom, hier Y2 —5Y + 4, eine
algebraische Quadratwurzel verpasst. Es wird also eine algebraische Funktion

Vy? — by + 4 adjungiert. Eine Besonderheit tritt auf, wenn man aus der
Variablen Y selbst die Quadratwurzel zieht. Dann ist ndmlich

K[Y)[X]/(X*-Y) = K[X],



33

da man ja Y als Polynom in X ausdriicken kann. In diesem Fall ist also der
algebraisch definierte Erweiterungsring selbst wieder isomorph zum Poly-
nomring selbst! Jedes Polynom P(X) in einer Variablen kann man in diesem
Sinne als Ringerweiterung

K[Y] C K[Y,X]|/(Y — P(X)) = K[X]

interpretieren. Das Polynom P definiert in diesem Sinne einen Ringhomo-
morphismus von K[Y] nach K[X]. Ferner ist die Menge

V(Y - P(X)) = {(z,y) € K* |y = P(x)}
der Graph des Polynoms P. Die Abbildung
K — K, 2z — P(z),

kann man darin auch so auffassen, dass zuerst eine Bijektion zwischen K
und dem Graphen gemacht wird und dann der Graph auf die vertikale Achse
projiziert wird. Bei dieser Interpretation siecht man besonders schon, wel-
che Punkte auf einen bestimmten Punkt b abgebildet werden, ndmlich die
Schnittpunkte des Graphen mit der durch b verlaufenden horizontalen Gera-
den. Es ist im Hinblick auf die zahlentheoretische Interpretation {iiblich, das
Bild an der Hauptdiagonalen zu spiegeln, dass der Graph oberhalb der Ziel-
geraden liegt und die Punkte quasi herunterfallen. Das Urbild von b besteht
bei dieser Veranschaulichung aus den Punkten, die oberhalb von b liegen,
und man interessiert sich insbesondere dafiir, wie diese Fasern mit b vari-
ieren. Bei einfachen Beispielen wie P(z) = z? fillt direkt ein regelmiifliges
Zerlegungsverhalten der Fasern auf. Fiir reelles b besteht bei b positiv die
Faser aus {v/b, —v/b}, bei b = 0 nur aus dem Nullpunkt und bei b negativ
ist die Faser leer. Im Komplexen besteht die Faser fiir b # 0 stets aus zwei
Punkten. Die Einzigkeit der 0 {iber der 0 wird in einem gewissen Sinne da-
durch , aufgefangen®, dass dort auch die Ableitung gleich 0 ist, dort fallen
die beiden Urbilder zusammen, es liegt ,, Verzweigung® vor.

Ein vergleichbares Verhalten zeigt sich bei der Ringerweiterung
Z C Z[i],

wenn man betrachtet, was dort mit den Primzahlen passiert. Fiir eine Prim-
zahl p mit dem Rest 1 modulo 4 gibt es dort (das haben wir in der ersten
Vorlesung angedeutet und werden wir im Laufe es Kurses genauer begriinden)
eine Faktorzerlegung

p =’ +iy* = (z+iy)(z - iy)
in zwei neue Primelemente, eine Primzahl p mit dem Rest 3 modulo 4 bleibt
eine Primzahl, wobei der Restklassenkdrper aber p? viele Elemente besitzt,
und fiir p = 2 gilt
2 = —i(141)%

was dem Verzweigungsverhalten entspricht.
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Ein weiteres Phanomen tritt auf, wenn man Erweiterungen der Form
K[Y] € K[Y)[X]/(X* -Y?)
betrachtet, die zugehdrige Kurve
V(X?=Y%) = {(z,9) | 2* =y}

besitzt eine Singularitéit im Punkt (0,0), was bei dem Graphen eines Po-
lynoms nicht vorkommen kann. Zahlentheoretisch treten bei Erweiterungen
wie Z C 7Z[X]/(X? — 27), also der Adjunktion von /27, dhnliche Phéno-
mene auf. Deshalb haben wir bei quadratischen Erweiterungen quadratfreie
Zahlen gefordert, was wir im Rahmen der Ganzheitstheorie aber noch weiter
vertiefen miissen.

3.2. Primideale.

Was ist ein Punkt? Im funktionentheoretischen Kontext, wenn es darum geht,
Polynome in einer Variablen auszuwerten, ist ein Punkt einfach ein Element
von K, sagen wir a € K. Durch Einsetzen erhilt man einen Ringhomomor-
phismus

K[X] — K, F— F(a),

einem Polynom wird also der Wert an der Stelle a zugeordnet. Diese Abbil-
dung nennt man Fvaluation Ev, an der Stelle a. Ferner kennt man die Bezie-
hung, dass F'(a) = 0 genau dann ist, wenn X — a im Polynomring ein Teiler
von F ist, siehe Lemma 19.8 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)). Dies
bedeutet, dass der Kern der Evaluationsabbildung das von der Linearform
X — a erzeugte Hauptideal ist. Uber den komplexen Zahlen gilt ferner, dass
ai,...,ar € C alle Nullstellen von F' sind, wenn fiir /' die Faktorzerlegung

F=(X—-a)" (X —ap)"™
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gilt. Die Punkte a; entsprechen also iiber die Linearformen X — a; den Prim-
teilern von F'. In einem gewissen Sinn entsprechen also Punkte speziellen
Primelementen, in C[X] sind auch alle Primelemente von dieser linearen
Form. Da nicht jeder Ring faktoriell ist, betrachtet man ausgehend vom Ring
die sogenannten Primideale und entwickelt eine Theorie, in der diese Prim-
ideale zu Punkten eines geometrischen Objektes werden, und auf dem die
Ringelemente zu Funktionen werden.

Definition 3.1. Ein Ideal p in einem kommutativen Ring R heifit Primideal,
wenn p # R ist und wenn fiir r,s € Rmitr-s € p folgt: r € poder s € p.

Lemma 3.2. Es sei R ein Integrititsbereich und p € R, p # 0. Dann ist
p genau dann ein Primelement, wenn das von p erzeugte Hauptideal (p) ein
Primideal ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.9. O

Lemma 3.3. Es sei R ein kommutativer Ring und p ein Ideal in R. Dann ist
p genau dann ein Primideal, wenn der Restklassenring R/p ein Integritits-
bereich ist.

Beweis. Sei zunéchst p ein Primideal. Dann ist insbesondere p C R und
somit ist der Restklassenring R/p nicht der Nullring. Sei fg = 0 in R/p
wobei f,g durch Elemente in R représentiert seien. Dann ist fg € p und
damit f € p oder g € p. was in R/p gerade f = 0 oder g = 0 bedeutet.

Ist umgekehrt R/p ein Integritdtsbereich, so handelt es sich nicht um den
Nullring und daher ist p # R. Sei f,g ¢ p. Dannist f,g # 0 in R/p und
daher fg # 0in R/p, also ist fg ¢ p. O

Definition 3.4. Ein Ideal m in einem kommutativen Ring R heifit mazimales
Ideal, wenn m # R ist und wenn es zwischen m und R keine weiteren Ideale
gibt.

Lemma 3.5. Es sei R ein kommutativer Ring und m ein Ideal in R. Dann
ist m genau dann ein mazimales Ideal, wenn der Restklassenring R/m ein
Korper ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.7. O

Korollar 3.6. Es sei R ein kommutativer Ring und m ein maximales Ideal
m R. Dann ist m ein Primideal.

Beweis. Dies folgt sofort aus den Charakterisierungen fiir Primideale und fiir
maximale Ideale mit den Restklassenringen. U

Zu einem Primideal p und insbesondere zu einem maximalen Ideal gehort die
FEvaluationsabbildung
R — R/p,
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wobei im maximalen Fall rechts ein Korper steht, der Restklassenkdrper oder
Restekiorper (bei einem Primideal betrachtet man den Quotientenkorper als
Restekorper). Die Restklassenkorper sind fiir das Studium des Ringes rele-
vante Korper. Bei R = Z sind die Evaluationsabildungen gleich Z — Z/(p)
bzw. (zum Nullideal) Z — Q. Hier treten also alle Primkorper als Re-
stekorper auf.

Lemma 3.7. Es sei R ein Hauptidealbereich und p # 0 ein Element. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent.

(1) p ist ein Primelement.
(2) R/(p) ist ein Integrititsbereich.
(3) R/(p) ist ein Korper.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt in jedem kommutativen Ring (auch
fir p = 0), siche Aufgabe 3.10, und (3) impliziert natiirlich (2). Sei also
(1) erfiillt und sei a € R/(p) von 0 verschieden. Wir bezeichnen einen Re-
prasentanten davon in R ebenfalls mit a. Es ist dann a ¢ (p) und es ergibt
sich eine echte Idealinklusion (p) C (a,p). Ferner kénnen wir (a,p) = (b)
schreiben, da wir in einem Hauptidealring sind. Es folgt p = ¢b. Da ¢ keine
Einheit ist und p prim (also nach Lemma 2.6 auch irreduzibel) ist, muss b
eine Einheit sein. Es ist also (a,p) = (1), und das bedeutet modulo p, also
in R/(p), dass a eine Einheit ist. Also ist R/(p) ein Korper. O

In einem Hauptideal besteht also die Menge der Primideale aus dem Nullideal
und den maximalen Idealen.

Lemma 3.8. FEs sei K ein Korper und P € K[X], P # 0, ein Polynom.
Dann ist P genau dann irreduzibel, wenn der Restklassenring K[X]/(P) ein
Korper ist.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 2.12 und Lemma 3.7. U

Wir erwéhnen noch den folgenden Existenzsatz fiir Primideale.

Lemma 3.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei f € R nicht nilpotent.
Dann gibt es ein Primideal p in R mit f & p.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.8. U

3.3. Das Spektrum.

Definition 3.10. Zu einem kommutativen Ring R nennt man die Menge der
Primideale von R das Spektrum von R, geschrieben

Spek (R) .

Beispiel 3.11. Ein Korper hat bekanntlich nur zwei Ideale, ndmlich das
Einheitsideal K, das kein Primideal ist, und das Nullideal 0, das ein Primideal
ist. Das Spektrum eines Korpers besteht also aus einem einzigen Punkt.
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Bei einem Hauptidealbereich (dies gilt auch fiir Dedekindbereiche, die wir
spater einfithren werden) besteht das Spektrum aus dem Nullideal 0 und den
maximalen Idealen, die von der Form m = (p) mit einem Primelement p
sind.

Definition 3.12. Auf dem Spektrum eines kommutativen Ringes R ist die
Zariski-Topologie dadurch gegeben, dass zu einer beliebigen Teilmenge T C
R die Mengen

D(T) := {p € Spec(R) | T £ p}
als offen erklért werden.

Fiir einelementige Teilmengen T" = {f} schreiben wir D(f) statt D({f}).

Lemma 3.13. Die Zariski-Topologie auf dem Spektrum Spek (R) eines kom-
mutativen Ringes R ist in der Tat eine Topologie.

Beweis. Siehe Aufgabe 3.16. U

Wir betrachten das Spektrum stets als topologischen Raum. Die Primideale
sind die Punkte dieses Raumes. Die Komplemente der offenen Mengen, also
die abgeschlossenen Mengen in der Zariski-Topologie, werden mit

V(T) = {p € Spek(R) | T C p}

bezeichnet. Bei einem Hauptidealbereich ist die Zariski-Topologie besonders
einfach, nur das gesamte Spektrum ist abgeschlossen und jede endliche An-
sammlung von maximalen Idealen ist abgeschlossen. Dennoch ist auch in
diesem Fall die Zariski-Topologie schon hilfreich. Wenn man beispielsweise
aus topologischen Griinden weif}; dass eine Teilmenge abgeschlossenen sein
muss, so folgt, dass es die gesamte Menge oder aber, dass sie endlich ist.

Beispiel 3.14. Fiir den Polynomring R = K|[X] in einer Variablen X iiber
einem Korper K gibt es das Nullideal und die maximalen Ideale. Zu jedem
Element a € K gehort die Linearform X — a und das davon erzeugte ma-
ximale Ideal (X — a). Deshalb stellt man sich das Spektrum Spek (K[X])
zunéchst als eine K-Gerade vor, mit dem fetten Punkt zum Nullideal als al-
les umfassenden Punkt. Bei K algebraisch abgeschlossen ist dies das gesamte
Spektrum. Bei einem nicht algebraisch abgeschlossenen Korper kommt noch
fiir jedes normierte irreduzible Polynom P vom Grad > 2 das maximale
Primideal (P) hinzu, das man aber im Bild schlecht skizzieren kann und sich
,im Hintergrund“ vorstellt.

Beispiel 3.15. Die Primideale in Z sind einerseits die maximalen Ideale (p),
wobei p eine Primzahl ist, und andererseits das Nullideal 0. Die maxima-
len Ideale bilden die abgeschlossenen Punkte von Spek (Z). Das Nullideal ist
darin ein weiterer nicht abgeschlossener Punkt. Die einzige abgeschlossene
Menge, in der dieser Punkt enthalten ist, ist die ganze Menge. Die abge-
schlossenen Mengen in Spek (Z) sind neben der Gesamtmenge die endlichen
Teilmengen aus maximalen Idealen.
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So stellt man sich das Spektrum von Z vor. Die Verbindungslinien sollen
vermitteln, dass es sich um ein eindimensionales Objekt handelt. Das Nullideal
malt man fett, um anzudeuten, dass es sich um einen dichten Punkt handelt.

Man visualisiert Spek (Z) als eine (gedachte Gerade), auf der die Primzahlen
diskret liegen, wihrend der Nullpunkt ein fetter Punkt ist, der die gesamte
Gerade représentiert.

Proposition 3.16. Fir das Spektrum X = Spek (R) eines kommutativen
Ringes R gelten folgende Figenschaften.

(1) Es ist D(T) = D(a), wobei a das durch T erzeugte Ideal (Radikal)
in R sei. Man kann sich also bei der Beschreibung der offenen Teil-
mengen auf die Radikale von R beschrinken.

(2) Fir eine Familie a;, i € I, von Idealen in R ist

D) = D (Z ai) :

iel icl
(3) Fir eine endliche Familie a;, 1 = 1,...,n, von Idealen in R ist
(D(a:) = D(ﬂ ai> = D(a;---ay).
=1 i=1

—_ o

) Es ist D(a) = X genau dann, wenn a das Finheitsideal ist.

) Es ist D(a) C D(b) genau dann, wenn a C rad (b) gilt.

) Das Spektrum ist genau dann leer, wenn R der Nullring ist.

) Esist D(a) = 0 genau dann, wenn a nur nilpotente Elemente enthdlt.
) Die offenen Mengen D(f), f € R, bilden eine Basis der Topologie.

) Eine Familie von offenen Mengen D(a;), i € I, ist genau dann eine
Uberdeckung von X, wenn die Ideale a; zusammen das Einheitsideal

erzeugen.

(4
(5
(6
(7
(8
(9

Beweis. Siehe Aufgabe 3.17. 0
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3. ARBEITSBLATT

3.1. Ubungsaufgaben.

Die folgenden Aufgaben betrachten Ringeigenschaften am Beispiel von Rin-
gen von stetigen Funktionen.

Aufgabe 3.1. Wir betrachten die Menge R = C(R,R) der stetigen Funk-
tionen von R nach R. Zeige, dass R (mit naheliegenden Verkniipfungen) ein
kommutativer Ring ist. Handelt es sich um einen Integritétsbereich?

Aufgabe 3.2. Zeige, dass es im Ring der stetigen Funktionen R = C(R,R)
Nichtnullteiler gibt, die unendlich viele Nullstellen besitzen.

Aufgabe 3.3. Es sei M ein metrischer Raum und R = C(M,R) der Ring
der stetigen Funktion auf M. Zeige, dass zwei zueinander assoziierte Elemente
f, g € R die gleiche Nullstellenmenge besitzen, und dass die Umkehrung nicht
gelten muss.

Aufgabe 3.4.*
Zeige, dass es stetige Funktionen
90 Ryo — R,

mit fg = 0 derart gibt, dass fiir alle 6 > 0 weder f|ps noch glps die
Nullfunktion ist.

Aufgabe 3.5. Es seien X und Y topologische Rdume und
p: X —Y
eine stetige Abbildung. Zeige, dass dies einen Ringhomomorphismus
O(Y,R) — C(X,R), f— fop,

induziert.

~_

o
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Aufgabe 3.6. Zeige, dass zu a € C der Einsetzungshomomorphismus
CX] — C, X > a,

mit der Evaluationsabbildung (in den Restekorper C[X]x_q)/(X — a)
C[X](x—q)) zum Primideal (X — a) iibereinstimmt.

Aufgabe 3.7. Es sei f € C[X], f # 0, und a € C. Zeige, dass die folgenden
,Ordnungen* von f an der Stelle a iibereinstimmen.

(1) Die Verschwindungsordnung von f an der Stelle a, also die maximale
Ordnung einer Ableitung mit f*)(a) = 0.

(2) Der Exponent des Linearfaktors X — a in der Zerlegung von f.

(3) Die Ordnung von f an der Lokalisierung C[X]x_q) von C[X] am
maximalen Ideal (X — a).

Aufgabe 3.8. Es sei K ein Korper und sei K[X]| der Polynomring iiber K.
Es sei a € K ein fixiertes Element. Bestimme den Kern des Einsetzungsho-
momorphismus

K[X] — K, X — a.

Aufgabe 3.9. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Es sei P € K[X] ein nicht-konstantes Polynom. Zeige, dass der durch
X — P definierte Einsetzungshomomorphismus von K [X] nach K[X] injek-
tiv ist und dass der durch P erzeugte Unterring K [P] C K[X] isomorph zum
Polynomring in einer Variablen ist.

Aufgabe 3.10. Es sei R ein kommutativer Ring und I C R ein Ideal in R.
Zeige, dass I genau dann ein maximales Ideal ist, wenn der Restklassenring
R/I ein Korper ist.

Aufgabe 3.11.*

Es sei R ein kommutativer Ring und f € R sei nicht nilpotent. Zeige, dass
es ein Primideal p mit f ¢ p gibt.

Aufgabe 3.12. Sei R ein Integritatsbereich und sei 0 # p € R keine Einheit.
Dann ist p genau dann ein Primelement, wenn das von p erzeugte Ideal
(p) C R ein Primideal ist.
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Aufgabe 3.13. Sei R ein kommutativer Ring und p € R, p # 0. Zeige,
dass p genau dann ein Primelement ist, wenn der Restklassenring R/(p) ein
Integritétsbereich ist.

Aufgabe 3.14. Sei R ein vom Nullring verschiedener kommutativer Ring.
Zeige unter Verwendung des Lemmas von Zorn, dass es maximale Ideale in

R gibt.

Aufgabe 3.15. Zeige, dass ein maximales Ideal m in einem kommutativen
Ring R ein Primideal ist.

Aufgabe 3.16. Sei R ein kommutativer Ring und sei a ein Ideal mit dem
Restklassenring S = R/a. Zeige, dass die Ideale von S eindeutig denjenigen
Idealen von R entsprechen, die a umfassen.

Zeige, dass das Gleiche fiir Primideale, Radikalideale und maximale Ideale
gilt.

Aufgabe 3.17. Bestimme samtliche Primkorper.

Aufgabe 3.18. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass R genau dann
der Nullring ist, wenn sein Spektrum Spek (R) leer ist.

Aufgabe 3.19.*

Zeige, dass die Zariski-Topologie auf dem Spektrum Spek (R) eines kommu-
tativen Ringes R in der Tat eine Topologie ist.

Aufgabe 3.20.*

Beweise Proposition 3.16.

Aufgabe 3.21. Skizziere das Spektrum von Z/(p)[X] fiir verschiedene Prim-
zahlen p.

Aufgabe 3.22. Skizziere das Spektrum von Z[X].
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4. VORLESUNG - NENNERAUFNAHME

In diesem Kurs beweisen wir zwei Versionen zur eindeutigen Primfaktorzer-
legung in Zahlbereichen, die beide Abschwichungen zur eindeutigen Prim-
faktorzerlegung in Z sind. Die eine besagt, dass fiir einen Zahlbereich die
eindeutige Primfaktorzerlegung von Elementen ,lokal“ gilt (Satz 10.17 und
Bemerkung 10.9). Die zweite Version besagt, dass man auf der Ebene der
Ideale eine eindeutige Faktorzerlegung in Primideale erhélt (Satz 12.2). Fiir
die erste Version benotigen wir die Begriffe Nenneraufnahme, Lokalisierung
und diskreter Bewertungsring.

4.1. Multiplikative Systeme.

Definition 4.1. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R
heifit multiplikatives System, wenn die beiden Eigenschaften

()1 €8,
(2) Wenn f,g € S, dann ist auch fg € S,

gelten.

Es handelt sich also einfach um ein Untermonoid des multiplikativen Mo-
noids eines Ringes. Wir erwidhnen einige Beispiele von multiplikativen Sy-
stemen. Zunéchst ist natiirlich der Gesamtring, die Menge {1}, die Menge
{0,1} und die Einheitengruppe R* ein multiplikatives System. Dariiber hin-
aus erwahnen wir die folgenden Beispiele.

Beispiel 4.2. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R ein Element.
Dann bilden die Potenzen f™, n € N, ein multiplikatives System.

Beispiel 4.3. Sei R ein Integritédtsbereich. Dann bilden alle von 0 verschie-
denen Elemente in R ein multiplikatives System, das mit R* = R\ {0}
bezeichnet wird.

Beispiel 4.4. Die Nichtnullteiler bilden ein multiplikatives System in einem
kommutativen Ring. Die 1 ist wie jede Einheit ein Nichtnullteiler, und wenn
f und ¢ Nichtnullteiler sind, so ist auch deren Produkt ein Nichtnullteiler,
da aus f(gh) = 0 zundchst gh = 0 und daraus h = 0 folgt.

Beispiel 4.5. Es sei R ein faktorieller Bereich und sei M eine Menge von
Primelementen. Dann ist die Menge aller Elemente aus R, in deren Primfak-
torzerlegung ausschlieflich Primelemente aus M vorkommen, ein multiplika-
tives System S. Es ist also

S = {up’lm--pzk |ue R*, p; € M}
Beispiel 4.6. Sei R ein kommutativer Ring und p ein Primideal. Dann ist

das Komplement R\ p ein multiplikatives System. Dies folgt unmittelbar aus
der Definition.
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4.2. Nenneraufnahme.

Die Idee fiir die Nenneraufnahme zu einem multiplikativen System S C R
ist es, die Elemente aus S zu Einheiten, zu Nennern, zu machen. Dabei soll
natiirlich wieder ein sinnvoller Ring entstehen. Von den rationalen Zahlen
kennt man die Eigenschaft, dass © = Z—: genau dann gilt, wenn rs’ = r's
gilt, wodurch dir Gleichheit von Briichen auf die Gleicheit innerhalb der
ganzen Zahlen zuriickgefiihrt wird. Diesen Ansatz muss man wegen moglicher

Nullteiler etwas modifizieren.

Definition 4.7. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multipli-
katives System. Auf der Produktmenge R x S nennt man die durch

(7“, S) ~ (T/wsl)v
falls es ein t € S mit rs't = 1'st gibt, die durch das multiplikative System
gegebene Uberkreuzrelation.

Wenn S nur aus Nichtnullteilern besteht, so braucht man den zusétzlichen
Faktor t nicht.

Lemma 4.8. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multiplikatives
System. Dann ist die Uberkreuzrelation auf der Produktmenge R X S eine
Aquivalenzrelation. Fiir die Aquivalenzklassen = = [(r, s)] ist durch
I rs' +1's
s s ss’
eine wohldefinierte Addition und durch
A

s s s
eine wohldefinierte Multiplikation gegeben, derart, dass die Quotientenmenge
ein kommutativer Ring wird.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.9. U

Definition 4.9. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multi-
plikatives System. Dann versteht man unter der Nenneraufnahme zu S die
Quotientenmenge zur Uberkreuzrelation auf R x S mit den in Lemma 4.8
beschriebenen Verkniipfungen. Die Nenneraufnahme wird mit Rg bezeichnet.

Es gibt einen natiirlichen Ringhomomorphismus

R—>R5,rl—>%

Die Elemente s € S aus dem multiplikativen System werden in Rg zu Ein-
heiten, und zwar ist 1/s das Inverse zu s. Wenn S nur aus Nuchtnullteilern
besteht, so ist diese kanonische Abbildung injektiv. Wenn hingegen die 0 zu
S gehort, so wird die Nenneraufnahme zum Nullring. Fiir die Nenneraufnah-
me an dem von einem Element f erzeugten multiplikativen System schreibt
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man einfach Ry statt Ryfnjpeny. Die Nenneraufnahme an R* = R\ {0} in
einem Integritétsbereich spielt eine besondere Rolle. Dort werden samtliche
Elemente # 0 zu Einheiten und es entsteht ein Korper.

Definition 4.10. Zu einem Integritdtsbereich R ist der Quotientenkdorper
Q(R) als die Menge der formalen Briiche

QR) = {Lrser sz0f
s
mit natiirlichen Identifizierungen und Operationen definiert.

Lemma 4.11. Es seien R und A kommutative Ringe und sei S C R ein
multiplikatives System. Es sei

p: R— A

ein Ringhomomorphismus derart, dass ¢(s) eine Einheit in A fir alle s € S
1st. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

(,51 RS — A,
der ¢ fortsetzt.

Beweis. Damit die Ringhomomorphismen kommutieren muss

p(1/s) = (o(s))™
fir s € S und damit ¢(a/s) = ¢(a)(p(s))™! sein. Es kann also maximal

einen solchen Ringhomomorphismus geben, der durch die letzte Gleichung
definiert sein muss.

Es ist zu zeigen, dass dadurch ein wohldefinierter Ringhomomorphismus ge-
geben ist. Zum Nachweis der Wohldefiniertheit sei ¢ = %’ mit s,t € S. Dies
bedeutet, dass es ein r € S mit rta = rsb gibt. Dann ist auch

p(r)et)pla) = o(r)p(s)e(d)
und durch Multiplizieren mit der Einheit ¢(r) o (t) 1o (s)™! folgt

pla)(e(s)) ™ = b))

Wir zeigen exemplarisch fiir die Addition, dass ein Ringhomomorphismus

vorliegt. Es ist
(at + bs)

(at 4 bs)p
( ) ()+90( ) (0)e(s)  e(t) ™

+o(b)p(t)
()

|
‘G ’“‘G ASY!

%I@
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4.3. Lokale Ringe und Lokalisierung.

Definition 4.12. Ein kommutativer Ring R heifit lokal, wenn R genau ein
maximales Ideal besitzt.

Jeder Korper ist ein lokaler Ring mit dem Nullideal als eindeutigem maxi-
malen Ideal. Ein kommutativer Ring ist genau dann lokal, wenn seine Nicht-
einheiten ein Ideal bilden, das dann das einzige maximale Ideal ist.

Definition 4.13. Zu einem kommutativen lokalen Ring R nennt man den
Restklassenkorper R/m zum einzigen maximalen Ideal m von R den Re-
stekdrper von R.

Definition 4.14. Sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal.
Dann nennt man die Nenneraufnahme an S = R\ p die Lokalisierung von
R an p. Man schreibt dafiir R,. Es ist also

Ry= 4L rerggpl.
g

Fiir eine Primzahl p € Z besteht Z,) aus allen rationalen Zahlen, die man
ohne p im Nenner schreiben kann.

Der folgende Satz zeigt, dass diese Namensgebung Sinn ergibt.

Satz 4.15. Sei R ein kommutativer Ring und seip ein Primideal in R. Dann
ist die Lokalisierung R, ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal

f
pRy = {Elfep,gm :
Beweis. Die angegebene Menge ist in der Tat ein Ideal in der Lokalisierung

By ={L1rer genl
g

Wir zeigen, dass das Komplement von pR, nur aus Einheiten besteht, so

dass es sich um ein maximales Ideal handeln muss. Sei also ¢ = % € Ry,
aber nicht in pR,. Dann sind f,¢g ¢ p und somit gehért der inverse Bruch %
ebenfalls zur Lokalisierung. U

Das Ideal pR, ist dabei das Erweiterungsideal zu p unter dem Ringhomo-
morphismus R — R,.

Satz 4.16. Fs sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper Q(R). Dann

gilt
R= (] Rum

m mazimal
wobei der Durchschnitt iber alle mazimale Ideale liuft und in Q(R) genom-
men wird.
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Beweis. Die Inklusion C ist klar. Sei also ¢ € @Q(R) und sei angenommen,
q gehore zum Durchschnitt rechts. Fiir jedes maximale Ideal m ist also ¢ €
Ry C Q(R), d.h. es gibt f, ¢ mund a, € R mit ¢ = 4. Wir betrachten
das Ideal
(fm : m maximal) .

Dieses Ideal ist in keinem maximalen Ideal enthalten, also muss es nach dem
Lemma von Zorn das Einheitsideal sein. Es gibt also endlich viele maximale
Ideale m;, 2 =1,...,n und r; € R mit

T1f1+"'+rnfn = 17

wobei f; = fu, gesetzt wurde. Damit ist
aq Qp,
gq=—=...= —.
fl fn
Wir schreiben

q=qrifi+-+rafn) = qfi+- -+ qafo = arri+ -+ apry.
Also gehort g zu R. U

Lemma 4.17. Es sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal.
Dann ist der Quotientenkirper des Restklassenringes R/p in natirlicher Wei-
se isomorph zum Restekdrper der Lokalisierung R,. Es ist also

Q(R/p) = Ry /pR,.

Beweis. Wir betrachten das kommutative Diagramm

R — R/p — Q(R/p)

{ vl Ly
R, — Ry/pR, — R,/pR,

von Ringhomomorphismen, wobei ¢ und v zu konstruieren sind. Unter dem
Ringhomomorphismus

wird das Primideal p auf 0 abgebildet, der Ringhomomorphismus ¢ ergibt
sich als induzierter Homomorphismus. Unter ¢ werden Elemente [r] € R/p,
[r] # 0, die also durch r ¢ p représentiert werden, auf Einheiten abgebildet.
Somit gibt es nach Lemma 4.11 eine Fortsetzung auf den Quotientenkorper

Vi QR/p) — Ry/pR,.
Diese ist als Ringhomomorphismus zwischen Korpern injektiv. Ein Element
des Restekorpers, das in der Lokalisierung R, durch /s mit s ¢ p représen-
tiert wird, wird unter ¢ durch das Element [r]/[s] getroffen (beachte [s] # 0).
O

Der Restekorper zu einem Primideal p wird mit x(p) bezeichnet. Wenn m ein
maximales Ideal ist, so ist insbesondere der Restklassenkorper R/m gleich
dem Restklassenkorper der Lokalisierung R,.



47

4. ARBEITSBLATT

4.1. Aufgaben.

Aufgabe 4.1. Es sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal. Zeige, dass
{14z | « € I'} ein multiplikatives System in R ist.

Aufgabe 4.2.*

Es sei R ein kommutativer Ring, S C R ein multiplikatives System und
I C R ein Ideal. Zeige, dass
J :={f € R|EsgibteinseSmisfel}

ein Ideal in R ist, dass I umfasst.

Aufgabe 4.3. Es sei Y C R eine fixierte Teilmenge. Zeige, dass die Menge
S = {f:R— R| f stetig, f besitzt in T keine Nullstelle}

ein multiplikatives System im Ring der stetigen Funktionen auf R ist.

Ein multiplikatives System S in einem kommutativen Ring R heiflt saturiert,
wenn folgendes gilt: Ist g € R und gibt es ein f € S, das von g geteilt wird,
so ist auch g € S.

Sei R ein kommutativer Ring. Ein multiplikatives System F' C R nennt man
einen Ultrafilter, wenn 0 ¢ F ist und wenn F' maximal mit dieser Eigenschaft
ist.

Aufgabe 4.4. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Menge der
Nichtnullteiler in R ein saturiertes multiplikatives System bilden.

Aufgabe 4.5. Seien A, B kommutative Ringe und sei ¢ : A — B ein Ring-
homomorphismus . Zeige, dass das Urbild ¢~1(B*) der Einheitengruppe ein
saturiertes multiplikatives System in A ist.

Aufgabe 4.6. Es sei R ein kommutativer Ring und sei F¥ C R ein multi-
plikatives System mit 0 ¢ F. Zeige, dass I’ genau dann ein Ultrafilter ist,
wenn es zu jedem g € R, g ¢ F,ein f € F und eine natiirliche Zahl n mit
fg" = 0 gibt.

Aufgabe 4.7. Sei R ein kommutativer Ring und sei F' C R ein Ultrafilter.
Zeige, dass das Komplement von F' ein minimales Primideal in R ist.
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Aufgabe 4.8. Es sei R ein kommutativer Ring, a C R ein Ideal und M C R
ein multiplikatives System mit anN M = (). Zeige mit dem Lemma von Zorn,
dass es dann auch ein Primideal p mit a C p und mit p N M = () gibt.

Aufgabe 4.9. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multiplikati-
ves System. Zeige, dass die Uberkreuzrelation auf der Produktmenge R x S

eine Aquivalenzrelation ist, und dass fiir die Aquivalenzklassen £ := [(r, s)]

durch
roor rs’ +1r's

s s ss’
eine wohldefinierte Addition und durch
r o rr!

s 8 s
eine wohldefinierte Multiplikation gegeben ist, derart, dass die Quotienten-
menge ein kommutativer Ring wird.

Aufgabe 4.10. Es sei R ein Integritatsbereich und sei S C R ein multipli-
katives System, 0 ¢ S.

(1) Zeige, dass die Nenneraufnahme zu S, also Rg mit

Rg = {§|feR,geS} C Q(R)

ein Unterring von Q(R) ist.
(2) Zeige, dass nicht jeder Unterring von Q(R) eine Nenneraufnahme ist.

Aufgabe 4.11. Es sei T' C P eine Teilmenge der Primzahlen. Zeige, dass die
Menge
Ry ={q € Q| g lasst sich mit einem Nenner schreiben,
in dem nur Primzahlen aus 7" vorkommen}

ein Unterring von Q ist. Was ergibt sich bei T = 0, T' = {3}, T = {2,5},
T=P?

Aufgabe 4.12. Es sei R = Z[2] der von Z und 2/3 erzeugte Unterring von
Q. Zeige, dass R alle rationalen Zahlen enthélt, die sich mit einer Potenz von
3 im Nenner schreiben lassen.

Aufgabe 4.13. Sei R ein kommutativer Ring und sei f € R mit zugehoriger
Nenneraufnahme R;. Beweise die R-Algebraisomorphie

Ry = R[T]/(Tf—1).



49

Aufgabe 4.14. Es sei R ein kommutativer Ring und f,¢g € R Elemente.
Zeige, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1) Esist D(f) € D(g) (im Spektrum von R).

(2) Esist rad ((f)) C rad((g)).

(3) Esist f € rad((g)).

(4) Es gibt n € N mit f" € (g)

(5) Das Element g teilt eine Potenz von f.

(6) Es ist g eine Einheit in R;.

(7) Es gibt einen R-Algebrahomomorphismus R, — Rjy.

Aufgabe 4.15. Sei R ein kommutativer Ring, f € R ein Element und Ry die
zugehorige Nenneraufnahme. Zeige, dass f genau dann nilpotent ist, wenn
Ry der Nullring ist.

Aufgabe 4.16. Es sei R ein Hauptidealbereich mit Quotientenkérper ) =
Q(R). Zeige, dass jeder Zwischenring S, R C S C @, eine Nenneraufnahme
ist.

Aufgabe 4.17. Zeige, dass Q keine Algebra von endlichem Typ iiber Z ist.

Aufgabe 4.18. Sei R ein Integritdtsbereich und S C R ein multiplikatives
System. Zeige, dass die Primideale in Rg genau denjenigen Primidealen in R
entsprechen, die mit S einen leeren Durchschnitt haben.

Aufgabe 4.19. Sei R ein kommutativer Ring, sei f € R und sei a ein Ideal.
Zeige, dass f € a genau dann gilt, wenn fiir alle Lokalisierungen R, gilt, dass
[ € aR, ist.

Aufgabe 4.20. Es sei R ein kommutativer Ring, ¢ C R ein Ideal und S C
R ein multiplikatives System. Zeige, dass es eine natiirliche Ringisomorphie

(R/Cl)s = RS/GRS

gibt, wobei links die Nenneraufnahme am Bild des multiplikativen Systems
in R/a bezeichnet.
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Aufgabe 4.21. Es sei R ein kommutativer Ring, a C R ein Ideal und
S C R ein multiplikatives System. In der Nenneraufnahme Rg gelte

aRg = (fh Ceey fn)
Zeige, dass es ein ¢ € S und Elemente a4,...,a, € R mit
aR, = (a1,...,a,)

gibt.

Aufgabe 4.22.*

Man gebe ein Beispiel einer integren, endlich erzeugten C-Algebra R und
eines multiplikativen Systems S C R, 0 € .S, an derart, dass die Nennerauf-
nahme Rg kein Korper ist, aber jedes maximale Ideal aus R zum Einheitsideal
in Rg wird.

Aufgabe 4.23. Bestimme die Unterringe der rationalen Zahlen Q, die lokal
sind.

Aufgabe 4.24. Sei R ein kommutativer Ring. Zeige die Aquivalenz folgender
Aussagen.

(1) R hat genau ein maximales Ideal
(2) Die Menge der Nichteinheiten R\ R* bildet ein Ideal in R.

Aufgabe 4.25. Sei R ein lokaler Ring mit Restekorper K. Zeige, dass R
und K genau dann die gleiche Charakteristik haben, wenn R einen Korper
enthélt.

Aufgabe 4.26. Es sei R ein kommutativer Ring und
p: R— K

ein Ringhomomorphismus in einen Korper K. Zeige, dass es eine eindeutig
bestimmte Faktorisierung

R — k(p) — K

mit einem Restekorper k(p) zu einem Primideal p gibt.

Aufgabe 4.27.*
Es sei R ein lokaler Ring und a ein Ideal von R. Zeige, dass
R* — (R/a)"

surjektiv ist.
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Aufgabe 4.28. Es sei
p: R— S

ein Ringhomomorphismus zwischen den kommutativen Ringen R und S und
es sel p € Spek (S) ein Primideal. Zeige, dass es natiirliche Ringhomomor-
phismen

Ro=1(p) — 5
(zwischen den Lokalisierungen) und
K™ (p) — (p)
(zwischen den Restekorpern) gibt.

Aufgabe 4.29. Sei R ein kommutativer Ring, S C R ein multiplikatives
System und M ein R-Modul. Definiere die , Nenneraufnahme*

Mg

und zeige, dass sie ein Rg-Modul ist.

5. VORLESUNG - ENDLICHE KORPERERWEITERUNGEN

5.1. Das Spektrum unter Ringhomomorphismen.

Wir untersuchen, wie sich das Spektrum eines kommutativen Ringes unter
einem Ringhomomorphismus verhélt.

Proposition 5.1. Es sei p: R — S ein Ringhomomorphismus zwischen
kommutativen Ringen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Zuordnung
" Spek (S) — Spek (R), p +— ¢"(p) = ¢ (p),

ist (wohldefiniert und) stetig.
(2) Esist (¢*)"Y(D(a)) = D(aS) fiir jedes Ideal a C R.

(3) Fir einen weiteren Ringhomomorphismus
v: S —T
gilt (Yo @)* = p*oh*.

Beweis. Die Abbildung ist nach Aufgabe 5.1 wohldefiniert. Zur Stetigkeit
ist die Aussage (2) zu zeigen. Wir argumentieren mit den abgeschlossenen
Mengen. Fiir ein Primideal q € Spek (S) ist ¢*(q) € V(a) genau dann, wenn
a C ¢ '(q) ist. Dies ist dquivalent zu p(a) C q und ebenso zu aS C q. (3)
ist klar. O
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Die in der vorstehenden Aussage eingefiihrte stetige Abbildung heifit Spek-
trumsabbildung (zu dem gegebenen Ringhomomorphismus). Bei einem Un-
terring

RCS
geht es einfach um die Zuordnung p — p N R. In diesem Fall spricht man
auch von ,,Runterschneiden®.

Beispiel 5.2. Es sei K ein Korper und P € K[X] ein Polynom in einer
Variablen. Wir betrachten den zugehorigen Ringhomomorphismus

K[Y] — K[X], Y — P.

Das Urbild zu einem linearen Primideal (X —a) € K[X] ist das Primideal
(Y — P(a)) € K[Y]. Dies sieht man am einfachsten, wenn man die Hinter-
einanderschaltung

K[Y] — K[X] 2% K
betrachtet, die die Evaluation an P(a) ist, und die Kerne beachtet. Deshalb
liegt das kommutatives Diagramm

K — Spek (K[X])

Pl +
K — Spek(K[Y])

vor, wobei in den Horizontalen die Zuordnungen a — (X —a) bzw. b — (Y —b)
stehen und rechts die Spektrumsabbildung steht. Die Spektrumsabbildung ist
also eine natiirliche Erweiterung der durch das Polynom P direkt definierten
Abbildung von K nach K, die zusétzlich noch alle Primideale beriicksichtigt.

Sieht aus wie die Wurzel, soll aber die Quadrierung sein. Die Quadratabbildung

sieht man, wenn man ausgehend von der hier vertikalen x-Achse horizontal auf

den Graphen geht und dann nach unten projiziert. Diese Sichtweise betont, wie
die Fasern zu variierendem b aussieht.

Im zahlentheoretischen Kontext betrachtet man meist eine Ringerweiterung
Z C R, ein Primideal aus R wird dabei unter der Spektrumsabbildung
entweder auf das Nullideal (0) abgebildet oder aber auf ein Primhauptideal
(p) zu einer Primzahl p. Diese Abbildung kann man auf zwei Arten versuchen
zu verstehen, erstens, indem man die Primideale von R versucht zu verstehen
und dann zu bestimmen, wohin diese abgebildet werden, oder aber zweitens,
und dies ist im zahlentheoretischen Kontext produktiver, dadurch, dass man
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versucht zu verstehen, welche Primideale oberhalb von (p) liegen. Diese Frage
héngt unmittelbar mit der Frage zusammen, was mit der Primzahl p in der
Ringerweiterung R geschieht, ob es eine Primzahl bleibt oder ob und wie es
zerfillt. Die Faser iiber (p) ist direkt (siehe unten) die Menge der Primideale
des Restklassenringes R/(p), und dies ist bei einer ganzen Erweiterung ein
endlicher Ring.

Beispiel 5.3. Zur Erweiterung Z C Z[i] stellt man sich die Spekrumsab-
bildung Spek (Z[i]) — Spek (Z) so vor, dass man zu einer Primzahl p € Z
versucht zu verstehen, welche Primideale in Z[i] die Zahl p enthalten. Dabei
entsteht das Bild unten.

J“(z'mﬁ.) kguo
,___4/ \x-"' / T ag—
wd N

1-23) G-20

@ » ) @ W (D (e

Proposition 5.4. Es sei R ein kommutativer Ring. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Zu einem Ideal a C R und der Restklassenabbildung
qg: R— R/a
ist die Spektrumsabbildung
q": Spek (R/a) — Spek (R)

eine abgeschlossene Einbettung, deren Bild V' (a) ist.
(2) Zu einem multiplikativen System M C R ist die zur kanonischen

Abbildung
t: R — RM

gehorige Abbildung
t*: Spek (Ry;) — Spek (R)

ingektiv, und das Bild besteht aus der Menge der Primideale von R,
die zu M disjunkt sind.
(3) Zu f € R ist die zur kanonischen Abbildung

t: R — Ry
gehorige Abbildung
(" Spek (Ry) — Spek (R)
eine offene Finbettung, deren Bild gleich D(f) ist.
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Beweis. (1) folgt aus Aufgabe 3.13: Die Primideale in R/a entsprechen iiber
p+— ¢ '(p) = p + a den Primidealen von R, die a enthalten. Die angegebene
Abbildung ist also bijektiv und hat das beschriebene Bild. Zu einem Ideal
b C R/a und einem Primideal p C R/a ist genau dann b C p, wenn

b+a=¢q'b) Cpt+a

gilt. Also ist das Bild von V'(b) gleich V' (b+ a) und damit abgeschlossen. Fiir
(2) siehe Aufgabe 4.18. (3). Da fiir ein Primideal p und ein Element f € R
die Beziehung f ¢ p genau dann gilt, wenn p zum multiplikativen System
{f™ | n € N} disjunkt ist, folgt aus Teil (2), dass die Abbildung injektiv ist
und dass ihr Bild gleich D(f) ist. Das gleiche Argument, angewendet auf
g € R bzw. ¥ € Ry zeigt, dass das Bild von D(g) C Spek (R;) gleich
D(fg) und damit offen ist. O

Lemma 5.5. Es sei p: R — S ein Ringhomomorphismus zwischen zwei
kommutativen Ringen und es set

¢": Spek () — Spek (R), p — ¢*(p),

die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann ist die Faser tiber einem Primideal
q € Spek(R) gleich Spek ((S/4S)p(r\q)). D.h. die Faser besteht aus allen
Primidealen p € Spek (S) mit qS C p und mit p N (R \ q) = 0.

Beweis. Aufgrund von Proposition 5.4 miissen wir nur die zweite Formulie-
rung beweisen. Fiir ein Primideal p C S gilt ¢~ !(p) = g genau dann, wenn
sowohl ¢(q) C p als auch p(R\ q) € S\ p gilt. Die erste Bedingung ist zu
qS C p und die zweite Bedingung ist zu

p(R\g)Np =0

dquivalent. |

Insbesondere ist die Faser eines Spektrumsmorphismus iiber einem Punkt
selbst wieder das Spektrum eines Ringes. Ein Spezialfall der vorstehenden
Aussage ist, dass die Faser iiber einem maximalen Ideal m gleich Spek (S/m.S)
ist, da in diesem Fall aus mS C p sofort m C ¢ !(p) folgt und wegen der
Maximalitiat Gleichheit gelten muss. Bei einem Integritédtsbereich R und dem
Nullideal eriibrigt es sich, das Erweiterungsideal zu betrachten, die Faser wird
einfach durch Spek (SSD( R\{O})) beschrieben.

Definition 5.6. Zu einem Ringhomomorphismus ¢: R — S zwischen kom-
mutativen Ringen und einem Primideal q € Spek (R) nennt man

(5/aS)e(r\a)
den Faserring iiber q.

Die Aussage Lemma 5.5 bedeutet also, dass die Faser der Spektrumsabbil-
dung iiber q gleich dem Spektrum des Faserringes ist. Der Faserring beinhal-
tet dabei eine genauere algebraische Information, aus der die topologische
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und mengentheoretische Information ablesbar ist. Wenn ¢ ein maximales
Ideal von R ist, so braucht man die Nenneraufnahme nicht, der Faserring
ist dann einfach gleich S/qS. Den Faserring kann man allgemein auch als
S ®g k(q) realisieren.

Bemerkung 5.7. Wenn ein Ringhomomorphismus in der Form
R — R[Xy,..., X,]/(F1,..., Fy)

vorliegt, so wird der Faserring iiber einem Primideal q € Spek (R) durch
(RfalX0 o X (Fr o F)

beschrieben, wobei F; die Reduktion von F; modulo q bezeichnet. Dies be-
deutet einfach, dass man die Koeffizienten der Polynome modulo g interpre-
tiert.

Bei R = Z und S = Z[X]/(F) und einem maximalen Ideal (p) zu einer
Primzahl p ist der Faserring einfach Z/(p)[X]/(F). Dies ist also eine Algebra
tiber dem endlichen Korper Z/(p). Wenn F' ein normiertes Polynom vom
Grad d ist, so ist diese Algebra endlich mit p? Elementen, die man allein schon
wegen der Endlichkeit explizit beschreiben kann. Wenn F' iiber Z irreduzibel
ist, so muss aber F nicht unbedingt irreduzibel sein. In der Tat ist es so, dass
p genau dann ein Primelement in S bleibt, wenn F irreduzibel in (Z/(p))[X]

ist. Genau in diesem Fall ist der Faserring ein Koérper.

5.2. Endliche Korpererweiterungen.

Wir rekapitulieren nun die wichtigsten Ergebnisse der Korper- und Galois-
theorie. In der Zahlentheorie geht man von einer endlichen Kd&rpererweite-
rung Q C L aus, wobei L typischerweise durch die Hinzunahme gewisser
algebraischer Zahlen definiert ist, und iiberlegt dann, was dies fiir die ,,ent-
sprechende” Erweiterung fiir Z bedeutet. Dabei greift man immer wieder auf
die Korpererweiterung zuriick.

Definition 5.8. Seien R und A kommutative Ringe und sei R — A ein
fixierter Ringhomomorphismus. Dann nennt man A eine R-Algebra.

Jeder Ring ist in eindeutiger Weise eine Z-Algebra. Der Polynomring K [X]|
ist eine K-Algebra. Wenn ein Unterring R C S vorliegt, so ist insbesondere
S eine R-Algebra. Bei eine Unterringbeziehung K C L zwischen Korpern
spricht man von einem Unterkorper und einem Erweiterungskorper.

Definition 5.9. Sei L ein Kérper und K C L ein Unterkorper von L. Dann
heiflt L ein Erweiterungskorper (oder Oberkorper) von K und die Inklusion
K C L heifit eine Kdrpererweiterung.

Bei einer R-Algebra A ist A insbesondere ein R-Modul, sieche Aufgabe 5.10.
Speziell ist bei einer Korpererweiterung K C L der Erweiterungskorper L
ein K-Vektorraum. Dies erlaubt es, Begriffe aus der linearen Algebra in dieser
Situation anzuwenden.
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Definition 5.10. Eine Korpererweiterung K C L heiflt endlich, wenn L ein
endlichdimensionaler Vektorraum iiber K ist.

Definition 5.11. Sei K C L eine endliche Koérpererweiterung. Dann nennt
man die K-(Vektorraum-)Dimension von L den Grad der Kérpererweiterung.

Der Grad einer endlichen Korpererweiterung X' C L wird mit
grad, L

bezeichnet. Dass man hier von Grad spricht und nicht einfach von Dimension
hat seinen Grund darin, dass dieser Grad mit dem Grad von gewissen Poly-
nomen zusammenhéngt, worauf wir ausfiihrlich zu sprechen kommen werden.
Da bei einer Korpererweiterung K C L sofort eine K-Vektorraumstruktur
auf L zur Verfiigung steht, ist es naheliegend, fiir das Studium der Kérperer-
weiterungen die lineare Algebra einzusetzen. Dies ist besonders bei endlichen
Korpererweiterungen ein schlagkréftiges Mittel. Durch diesen Apparat wird
unter Anderem die additive Struktur auf L einfach beschreibbar, und man
kann sich ganz auf die Multiplikation konzentrieren. Aber auch fiir diese ist
die Vektorraumstruktur reich an Konsequenzen. Um ein typisches Beispiel
fiir die lineare Argumentationsweise zu geben, betrachten wir eine endliche
Korpererweiterung K C L und ein beliebiges Element x € L. Die Potenzen
von z, also
2 =1,2' =2,2% 23, ...

bilden eine unendliche Familie (auch wenn es unter den Potenzen Wiederho-
lungen geben kann). Da diese Potenzen alle zu L gehoren und L ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum ist, kann diese unendliche Familie nicht linear
unabhéngig sein, sondern es muss eine Beziehung der Form

ap+ a1z +ax® + - +az" =0

geben, bei der nicht alle Koeffizienten a; € K gleich 0 sind. Diese Beobach-
tung fithrt zu den Begriffen algebraisches Element und Minimalpolynom.

Definition 5.12. Es sei K ein Korper und A eine kommutative K-Algebra.
Es sei f € A ein Element. Dann heifit f algebraisch iiber K, wenn es ein
von 0 verschiedenes Polynom P € K[X]| mit P(f) = 0 gibt.

Definition 5.13. Es sei K ein Korper und A eine K-Algebra. Es sei f € A
ein iiber K algebraisches Element. Dann heif3t das normierte Polynom P €
K[X] mit P(f) = 0, welches von minimalem Grad mit dieser Eigenschaft
ist, das Minimalpolynom von f.

5.3. Galoiserweiterungen.

Wir erwéhnen hier ohne Beweis einige Hauptresultate {iber die Galoisgruppe
und Galoiserweiterungen.
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Definition 5.14. Es sei K C L eine Korpererweiterung. Dann nennt man
die Automorphismengruppe

Gal (L|K) = Autk (L)

die Galoisgruppe der Korpererweiterung.

\/ A
Unter einem K-Korperautomorphismus ¢ muss ein Element x € L, dass

Nullstelle eines Polynoms F' aus K[X] ist, auf eine Nullstelle dieses Polynoms
abgebildet werden. Das schrinkt die Moglichkeiten wesentlich ein.

Es ist eine grundlegende Frage, welche Eigenschaften eines Elementes x € L
unter einem K-Algebraautomorphismus erhalten bleiben und welche nicht.

Lemma 5.15. Es sei K C L eine Kérpererweiterung, x € L, F € K[X]
ein Polynom mit F(x) = 0 und sei ¢ € Gal(L|K). Dann ist auch

F(p(x)) = 0.

Satz 5.16. Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung. Dann ist die
Galoisgruppe Gal (L|K) endlich.

Aus dem Lemma von Dedekind ergibt sich eine direkte Abschéatzung zwischen
der Ordnung der Galoisgruppe und dem Grad einer endlichen Korpererwei-
terung.

Satz 5.17. Es sei K C L eine endliche Kdérpererweiterung. Dann ist
# (Gal (L|K)) < grady L.

Eine wichtige Frage ist, wann in der vorstehenden Abschétzung Gleichheit
vorliegt, wann es also so viele Automorphismen wie moglich gibt. Dies ma-
chen wir zur Grundlage der folgenden Definition. Es gibt eine Vielzahl an
dazu dquivalenten Eigenschaften.

Definition 5.18. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Sie heifit
eine Galoiserweiterung, wenn

# (Gal (L|K)) = grad, L
gilt.
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5.4. Endliche Korper.

Wir erwéhnen eine wichtige Besonderheit fiir Ringe in positiver Charakteri-
stik.

Definition 5.19. Es sei R ein kommutativer Ring, der einen Koérper der
positiven Charakteristik p > 0 enthalte. Der Frobeniushomomorphismus ist
der Ringhomomorphismus

R— R, f+— fP.

Wir fassen die wichtigsten Resultate iiber endliche Kérper ohne Beweise zu-
sammen. Fiir Beweise siche den Kurs iiber Galoistheorie.

Satz 5.20. FEs sei p eine Primzahl und e € N,. Dann gibt es bis auf Iso-
morphie genau einen Kérper mit ¢ = p® Elementen.

Notation 5.21. Sei p eine Primzahl und e € N,. Der aufgrund von Satz
5.20 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte endliche Korper mit ¢ = p°
Elementen wird mit

Fq
bezeichnet.

Lemma 5.22. Es sei L ein endlicher Korper der Charakteristik p. Dann ist
der Frobeniushomomorphismus

& L — L, x+—aP,
ein Automorphismus, dessen Fizkorper Z/(p) ist.

Satz 5.23. FEs sei p eine Primzahl und m € N, ¢ = p™. Dann st die
Korpererweiterung I, C F, eine Galoiserweiterung mit einer zyklischen
Galoisgruppe der Ordnung m, die vom Frobeniushomomorphismus erzeugt
wird.

5. ARBEITSBLATT

5.1. Aufgaben.

Aufgabe 5.1. Seien R und S kommutative Ringe und sei ¢ : R — S ein
Ringhomomorphismus. Sei p ein Primideal in S. Zeige, dass das Urbild ¢! (p)
ein Primideal in R ist.

Zeige durch ein Beispiel, dass das Urbild eines maximalen Ideales kein ma-
ximales Ideal sein muss.

Aufgabe 5.2. Zeige, dass die Spektrumsabbildung zur Reduktion
R— R/ 1153

eines kommutativen Ringes R eine Homdomorphie ist.
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Aufgabe 5.3. Beschreibe das Spektrum Spek (R,) einer Lokalisierung eines
kommutativen Ringes R an einem Primideal p.

Aufgabe 5.4.*
Bestimme fiir die Ringerweiterung
Z C R =ZX]/(X*+2X —1)

die Faserringe zu den Primzahlen p = 2,3,5, 11. Bestimme insbesondere, ob
sie reduziert sind, ob ein Korper vorliegt, wie viele Primideale sie enthalten
und wie die Restekorper aussehen.

Zur vorstehenden Aufgabe vergleiche auch Aufgabe 18.9.

Aufgabe 5.5. Sei R = Z[X]/(X* + X® + X? + X + 1). Bestimme die
Primideale in R, die iiber den Primzahlen p = 2,3,5,7 liegen.

Aufgabe 5.6. Es sei R ein kommutativer Ring. Bestimme die Fasern zur
Spektrumsabbildung zur Ringerweiterung R C R[X;, ..., X,].

Aufgabe 5.7.*

Sei K ein Korper und seien R und S integre, endlich erzeugte K-Algebren.
Es sei

p: R— S
ein K-Algebrahomomorphismus und n ein maximales Ideal in S mit ¢! (n) =
m. Die Abbildung induziere einen Isomorphismus R, — S,. Zeige, dass es
dann auch ein f € R, f € m, gibt derart, dass Ry — S,y ein Isomorphismus
ist.

Aufgabe 5.8. Sei R ein kommutativer Ring und sei m ein maximales Ideal
mit Lokalisierung R,,. Es sei a ein Ideal, dass unter der Lokalisierungsabbil-
dung zum Kern gehort. Zeige, dass dann Ry, auch eine Lokalisierung von R/a
ist.

Aufgabe 5.9. Bestimme die Fasern der Spektrumsabbildung zu R[X]| C
C[X].

Aufgabe 5.10. Bestimme die Fasern der Spektrumsabbildung zu Q[X] C
R[X]. Welche sind endlich?
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Aufgabe 5.11. Seien R und A kommutative Ringe. Zeige, dass A genau
dann eine R-Algebra ist, wenn A ein R-Modul ist, fiir den zusétzlich
r(ab) = (ra)b fiir alle r € R, a,b € A
gilt.

Aufgabe 5.12. Sei G eine kommutative Gruppe. Zeige, dass GG auf genau
eine Weise die Struktur eines Z-Moduls tragt. Kommutative Gruppen und
Z-Moduln sind also dquivalente Objekte.

Aufgabe 5.13.*

Es sei V' ein Modul iiber dem kommutativen Ring R. Es seien sy,...,s; € R
und vy, ..., v, € V. Zeige

1<i<k, 1<j<n

Aufgabe 5.14. Sei R ein kommutativer Ring, M und N zwei R-Moduln
und sei
p: M — N
ein Modulhomomorphismus. Zeige die folgenden Aussagen.
(1) Fiir einen R-Untermodul S C M ist auch das Bild ¢(S) ein Unter-
modul von N.
(2) Insbesondere ist das Bild bild ¢ = ¢(M) der Abbildung ein Untermo-
dul von N.
(3) Fiir einen Untermodul 7' C N ist das Urbild ¢~ !(T') ein Untermodul
von M.
(4) Insbesondere ist der Kern ¢~!(0) ein Untermodul von M.

Aufgabe 5.15.*

Es sei K C L eine Korpererweiterung. Zeige, dass L ein K-Vektorraum ist.

Aufgabe 5.16.*

Bestimme den Grad der Korpererweiterung R C C.

Aufgabe 5.17. Es sei K C L eine endliche Kérpererweiterung vom Grad 1.
Zeige, dass L = K ist.
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Aufgabe 5.18. Es sei L ein Kérper und sei
p: L — L

ein Automorphismus. Zeige, dass die Einschrankung von ¢ auf den Prim-
korper von L die Identitét ist.

Aufgabe 5.19. Bestimme in @[\/7] das Inverse von 2 + 5v/7.

Aufgabe 5.20. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung und seien
vy, ...,v, € L Elemente, die eine K-Basis von L bilden. Sei x € L, = # 0.
Zeige, dass auch zvy,...,zv, € L eine K-Basis von L bilden.

Aufgabe 5.21.*

Es sei K ein Korper mit einer Charakteristik # 2 und es sei K C L eine
quadratische Korpererweiterung. Zeige, dass es dann ein x € L, x ¢ K, mit
2? € K gibt.

Aufgabe 5.22. Es sei C C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige C =
L.

Aufgabe 5.23.*

Beweise die ,,Gradformel“ fiir eine Kette von endlichen Kérpererweiterungen
KCLCM.

Aufgabe 5.24. Es sei K C L eine Korpererweiterung vom Grad p, wobei
p eine Primzahl sei. Es sei x € L, v ¢ K. Zeige, dass K[z] = L ist.

Aufgabe 5.25. Bestimme den Grad von

Q C Q[V5, V2.

Aufgabe 5.26.*

Zeige, dass es zu jeder natiirlichen Zahl n eine Korpererweiterung Q C L
vom Grad n gibt.
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Aufgabe 5.27. Es sei K C L eine endliche Koérpererweiterung und sei
Z1,...,%, € L eine K-Basis von L. Zeige, dass die Multiplikation auf L
durch die Produkte

rx;, 1 <1< j<mn,
eindeutig festgelegt ist.

Aufgabe 5.28. Es seien Q € K € C und Q € L C C zwei endliche
Korpererweiterungen von Q vom Grad d bzw. e. Es seien d und e teilerfremd.
Zeige, dass dann

KNL=Q

ist.

Aufgabe 5.29. Zeige, dass man /3 nicht als Q-Linearkombination von 1
und v/2 schreiben kann.

Aufgabe 5.30. Sei K ein Korper und sei p eine Primzahl. Es sei @ € K ein
Element, das in K keine p-te Wurzel besitzt. Zeige, dass das Polynom X? —a
irreduzibel ist.

Aufgabe 5.31.*
Das Polynom F = X3 —3X +1 € Q[X] ist irreduzibel und definiert daher

eine Korpererweiterung
Q CQXJ/(X°-3X+1) =L
vom Grad 3. Die Restklasse von X in L sei mit o bezeichnet. Zeige, dass
auch die Elemente aus L
B =a*-2
und
v =—a®—a+?2
Nullstellen von F' sind.

Aufgabe 5.32.*

Es sei K ein Korper und K C L eine Ringerweiterung vom Grad zwei. Zeige,
dass es dann die folgenden drei Moglichkeiten gibt.

(1) L ist ein Korper.
(2) L ist von der Form L = K|e]/€%.
(3) L ist der Produktring L = K x K.

Aufgabe 5.33. Zeige, dass die Koérpererweiterung (Q C R nicht endlich ist.
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Aufgabe 5.34.*

Es sei M die Menge aller Zwischenkorper zwischen Q und C. Fiir Kérper
Ki, Ky € M setzen wir K7 ~ Ko, falls es einen Koérper L € M mit K; C L
und K, C L endlich gibt.

(1) Zeige, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
(2) Ist R ~ C?
(3) Ist Q ~ C?

Aufgabe 5.35. Zeige, dass die Korpererweiterung R C R(X'), wobei R(X)
den Korper der rationalen Funktionen bezeichnet, nicht endlich ist.

Aufgabe 5.36. Sei R ein kommutativer Ring mit endlich vielen Elementen.
Zeige, dass R genau dann ein Integritétsbereich ist, wenn R ein Korper ist.

Aufgabe 5.37. Sei R ein kommutativer Ring, der einen Kérper der positiven
Charakteristik p > 0 enthalte (dabei ist p eine Primzahl). Zeige, dass die
Abbildung

R— R, f— [P,
ein Ringhomomorphismus ist, den man den Frobeniushomomorphismus
nennt.

Aufgabe 5.38. Sei R ein kommutativer Ring, der einen Korper der positiven
Charakteristik p > 0 enthalte. Zeige, dass die e-te Hintereinanderschaltung
des Frobeniushomomorphismus

F: R— R, f— [P,
durch f — f9 mit ¢ = p° gegeben ist.

Aufgabe 5.39. Es sei R ein kommutativer Ring der positiven Charakteristik
p > 0. Zeige, dass die Spektrumsabbildung zum Frobeniushomomorphismus

R— R, f— [P,

eine HomGomorphie ist.

Aufgabe 5.40. Bestimme die Matrix des Frobeniushomomorphismus
o: F, — T,

beziiglich einer geeigneten [F,-Basis von F, fiir p = 2 und ¢ = 4 bzw. ¢ = 8.
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Aufgabe 5.41. Es sei p eine Primzahl mit p = 3 mod 4 und sei
Z/(p) € Z/(p)li] = Z/(p)[X]/X* +1) = Fpe

die quadratische Korpererweiterung von Z/(p). Zeige, dass die Konjugation
i — —i mit dem Frobeniushomomorphismus f + f? {ibereinstimmt.

6. VORLESUNG - GANZHEIT

Die Korpererweiterung

Q C Q7] = QIX]/(X*-7)
kann man genauso gut als

Q € QYT = QIYl/(Y? - 7)

schreiben, einen Isomorphismus erhélt man, indem man X +— Y/7 schickt.
Es liegen einfach zwei Beschreibungen des gleichen Koérpers vor, wobei die
erste etwas einfacher aussieht. Dagegen sind die beiden Restklassenringe
Z|X]/(X?—7) und Z[Y]/(Y?—73) nicht zueinander isomorph. Durch Y +— 7X
wird ein Ringhomomorphismus des zweiten Ringes in den ersten Ring fest-
gelegt, der injektiv, aber nicht surjektiv ist, da X nicht im Bild liegt. Die
Frage ist, wie man bei einer gegebenen endlichen Kérpererweiterung Q C L
einen ,passenden“ Unterring Z C R C L finden kann. Jede Gleichungs-
beschreibung L = Q[X]/(F) mit einem ganzzahligen Polynom F € Z[X]
fithrt zu einem Kandidaten S = Z[X]/(F'). Es gibt aber im Allgemeinen kei-
ne beste beschreibende Gleichung. Stattdessen muss man mit dem Konzept
der Ganzheit arbeiten, um die beste passende Ringerweiterung zu finden.
Das entscheidende Argument fiir diesen Weg ist, dass man dabei die eindeu-
tig bestimmte minimale singularitdtenfreien Ringerweiterung von Z in L mit
Quotientenkorper L erhélt.

6.1. Ganzheit.

Definition 6.1. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S eine
Ringerweiterung. Fiir ein Element x € S heifit eine Gleichung der Form

B A 8" T 02Tz g = 0,
wobei die Koeffizienten r;, © = 0,...,n — 1, zu R gehoren, eine Ganzheits-

gleichung fiir x.

Definition 6.2. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Ein Element = € S heifit ganz (iiber R), wenn z eine
Ganzheitsgleichung mit Koeffizienten aus R erfiillt.

Wenn
R=K
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ein Korper und S eine K-Algebra ist, so ist z € S algebraisch iiber K genau
dann, wenn es ganz iiber K ist. Dies stimmt aber im Allgemeinen nicht, siche
Aufgabe 6.2.

Die einfachsten Ganzheitsgleichungen haben die Form 2" —r = Omitr € R
bzw. " = r. Wenn also ein Element einer Ringerweiterung eine Wurzel
eines Elementes aus R ist, so ist diese Wurzel ganz iiber dem Grundring.
Trivialerweise sind die Elemente aus R ganz iiber R.

Beispiel 6.3. In der Ringerweiterung Z C Z[i] ist i ganz iiber Z, wie die
Ganzheitsgleichung
= -1
zeigt. Auch fiir ein beliebiges Element z = a + bi € Z[i] kann man direkt
eine Ganzheitsgleichung angeben, ndmlich
(a4 bi)* — 2a(a + bi) + a® + b* = 0.

Beispiel 6.4. Es sei R ein kommutativer Ring und

P=X"+r, X" '+ 41X+ X 471 € RIX]
ein normiertes Polynom iiber R. Dann ist in der Ringerweiterung

R C RIX]/(P)
die Restklasse = von X im Restklassenring S = R[X]/(P) ganz tiber R, da
ja P unmittelbar die Ganzheitsgleichung
"+ " e i g = 0

liefert.

Definition 6.5. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Dann nennt man die Menge der Elemente x € S, die ganz
iiber R sind, den ganzen Abschluss von R in S.

Definition 6.6. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S eine
Ringerweiterung. Dann heifit S ganz iiber R, wenn jedes Element z € S
ganz iiber R ist.

S ist genau dann ganz iiber R, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich
S ist.

Wir wollen zeigen, dass die Summe und das Produkt von zwei ganzen Ele-
menten wieder ganz ist. Der vermutlich erste Gedanke, die jeweiligen Ganz-
heitsgleichungen miteinander ,,geschickt® zu kombinieren, fithrt nicht zum
Ziel. Stattdessen braucht man das folgende Kriterium fiir die Ganzheit.

Lemma 6.7. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Rin-
gerweiterung. Fir ein Element x € S sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) x ist ganz iber R.
(2) Es gibt eine R-Unteralgebra T von S mitx € T und die ein endlicher
R-Modul ist.
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(3) Es gibt einen endlichen R-Untermodul M wvon S, der einen Nicht-
nullteiler aus S enthdlt, mit tM C M.

Beweis. (1) = (2). Wir betrachten die von den Potenzen von x erzeugte R-
Unteralgebra R[z] von S, die aus allen polynomialen Ausdriicken in z mit
Koeffizienten aus R besteht. Aus einer Ganzheitsgleichung

T+ 8", ™ g = 0

ergibt sich

" = 2" =y 2™ — - — i — .
Man kann also 2™ durch einen polynomialen Ausdruck von einem kleineren
Grad ausdriicken. Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit 2* kann
man jede Potenz von x mit einem Exponenten > n durch einen polynomialen
Ausdruck von einem kleineren Grad ersetzen. Insgesamt kann man dann aber
all diese Potenzen durch polynomiale Ausdriicke vom Grad < n — 1 ersetzen.
Damit ist

Rjz] = R+ Rz + Rz®+ -+ + Ra"* + Ra"™!

2

und die Potenzen 2° = 1,2z, 22, ..., 2" ! bilden ein endliches Erzeugenden-

system von 7' = R[z].

(2) = (3).Seix € T C S, T eine R-Unteralgebra, die als R-Modul endlich
erzeugt sei. Dann ist 27" C T, und T" enthélt den Nichtnullteiler 1.

(3) = (1). Sei M C § ein endlich erzeugter R-Untermodul mit M C M.
Seien y1,...,y, erzeugende Elemente von M. Dann ist insbesondere xy; fiir
jedes 7 eine R-Linearkombination der y;, j = 1,...,n. Dies bedeutet

n
TY; = E TijY;
j=1

mit 7;; € R, oder, als Matrix geschrieben,

n ™1 T2 - Tin n
Y2 T21 T22 ... Ton Y2
iy . = . . . .
Yn Tn,l Tn,2 Ce rn,n Yn
Dies schreiben wir als

r—Tia —T1,2 c. —T1n U1

—T91 T —T22 ... —Ton Y2
0= ) . ) )

—Tn,1 —Tn,2 oo T —Tpn Yn

Nennen wir diese Matrix A (die Eintriige sind aus S), und sei A*¥ die adjun-
gierte Matrix. Dann gilt A*¥Ay = 0 (y bezeichne den Vektor (yi,...,%,))
und nach der Cramerschen Regel ist

AMiA = (det A)E,,
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also gilt ((det A)E,)y = 0. Es ist also (det A)y; = 0 fiir alle j und damit
(det A)z = 0

fiir alle z € M. Da M nach Voraussetzung einen Nichtnullteiler enthélt,
muss det A = 0 sein. Die Determinante ist aber ein normierter polynomialer
Ausdruck in x vom Grad n, so dass eine Ganzheitsgleichung vorliegt. O

Korollar 6.8. Es secien R und S kommutative Ringe und sei R C S ei-
ne Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von R in S eine R-
Unteralgebra von S.

Beweis. Die Ganzheitsgleichungen X — r, r € R, zeigen, dass jedes Element
aus R ganz iiber R ist. Seien 1 € S und x5 € S ganz iiber R. Nach der
Charakterisierung der Ganzheit gibt es endliche R-Unteralgebren 17,7, C S
mit ;1 € Ty und xo € T5. Sei yy,...,y, ein R-Erzeugendensystem von 7T}
und z1, ..., 2, ein R-Erzeugendensystem von T5. Wir kénnen annehmen, dass
y1 = z1 = 1 ist. Betrachte den endlich erzeugten R-Modul

T:Tl'TQ = (yizj,izl,...,n,jzl,...,m>,

der offensichtlich 1 + x und x;29 (und 1) enthélt. Dieser R-Modul T ist
auch wieder eine R-Algebra, da fiir zwei beliebige Elemente gilt

(Z rijyizj> (Z Sklyk21> = Z TijSkYiYrZj 2

und fiir die Produkte gilt y;yx € 7)1 und z;2; € T5, so dass diese Linear-
kombination zu 7" gehort. Dies zeigt, dass die Summe und das Produkt von
zwei ganzen Elementen wieder ganz ist. Deshalb ist der ganze Abschluss ein
Unterring von S, der R enthélt. Also liegt eine R-Unteralgebra vor. |

6.2. Normale Integrititsbereiche.

Definition 6.9. Seien R und S kommutative Ringe und R C S eine Ringer-
weiterung. Man nennt R ganz-abgeschlossen in S, wenn der ganze Abschluss
von R in S gleich R ist.

Definition 6.10. Ein Integritédtsbereich heifit normal, wenn er ganz-abge-
schlossen in seinem Quotientenkdrper ist.

Definition 6.11. Sei R ein Integrititsbereich und Q(R) sein Quotientenkor-
per. Dann nennt man den ganzen Abschluss von R in Q(R) die Normalisie-
rung von R.

Wichtige Beispiele fiir normale Ringe werden durch faktorielle Ringe geliefert.

Satz 6.12. Sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist R normal.

Beweis. Sei K = @Q(R) der Quotientenkérper von R und ¢ € K ein Ele-
ment, das die Ganzheitsgleichung

q" + 7“n—1qn_1 + Tn—QC]n_Q +--F+rigt+rg =0
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mit r; € R erfiillt. Wir schreiben ¢ = a/b mit a,b € R, b # 0, wobei wir
annehmen konnen, dass die Darstellung gekiirzt ist, dass also a und b € R
keinen gemeinsamen Primteiler besitzen. Wir haben zu zeigen, dass b eine
Einheit in R ist, da dann ¢ = ab™! zu R gehort.

Wir multiplizieren die obige Ganzheitsgleichung mit " und erhalten in R
a" + (ro—1b)a™ " + (rpeb®)a" 2 + -+ (" Ha+ (reb") = 0.

Wenn b keine Einheit ist, dann gibt es einen Primteiler p von b. Dieser teilt
alle Summanden (7,_;b")a"" fiir ¢ > 1 und daher auch den ersten, also a™.
Das bedeutet aber, dass a selbst ein Vielfaches von p ist im Widerspruch zur
vorausgesetzten Teilerfremdheit. O

Korollar 6.13. Es sei R ein normaler Integrititsbereich und a € R. Wenn
es ein Element v € Q(R) mit 2% = a gibt, so ist bereits v € R.

Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass z € Q(R) ganz iiber R ist, da es
die Ganzheitsgleichung

Xf—a=0

erfiillt. Also ist x € R wegen der Normalitéit. O

Die einfachsten Beispiele fiir irrationale reelle Zahlen sind \/5, \/g, V5 ws.w.
Diese Beobachtung wird durch die folgende Aussage wesentlich verallgemei-
nert.

Korollar 6.14. Es sein = p{'---pS die kanonische Primfaktorzerleqgung
der natirlichen Zahln. Sei k eine positive natirliche Zahl und sei vorausge-
setzt, dass nicht alle Exponenten «; ein Vielfaches von k sind. Dann ist die
reelle Zahl

S
=

irrational.

Beweis. Die Zahl n = pi" - --p& kann nach Voraussetzung keine k-te Wur-
zel in Z besitzen, da in einer k-ten Potenz alle Exponenten zu Primzahlen
Vielfache von £ sind. Wegen der Faktorialitit von Z und der daraus nach
Satz 6.12 resultierenden Normalitdt kann es auch kein z € Q(Z) = Q mit
2% = n geben. Daher ist die reelle Zahl n* irrational. O
Lemma 6.15. Es set R ein normaler Integrititsbereich und set S C R ein
multiplikatives System. Dann ist auch die Nenneraufnahme Rg normal.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.23. O
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6.3. Der ganze Abschluss in Erweiterungskoérpern.

Lemma 6.16. Es sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Der ganze Abschluss
von R in L sei mit S bezeichnet. Dann ist L der Quotientenkdérper von S.

Beweis. Sei f € L. Nach Voraussetzung ist L endlich {iber K. Daher erfiillt
f eine Ganzheitsgleichung der Form

[Pt g+ @ f+q =0

mit ¢; € K. Sei r € R ein gemeinsames Vielfaches der Nenner aller ¢;,
1 =1,...,n — 1. Multiplikation mit r" ergibt dann

()" + quoar(rf)" 4+ " f) + o™ = 0.

Dies ist eine Ganzheitsgleichung fiir r f, da die Koeffizienten ¢,,_;r* nach Wahl
von r alle zu R gehoren. Damit ist f € S, da S der ganze Abschluss ist.
Somit zeigt f = %, dass f als ein Bruch mit einem Z&ahler aus S und einem
Nenner aus R C S darstellbar ist, also im Quotientenkorper Q(S) liegt. [

Insbesondere zeigt die vorstehende Aussage, dass bei einer echten Kérperer-
weiterung K C L auch der ganze Abschluss von R echt grofler als R ist.
Fiir uns steht die Situation, wo Q C L eine endliche Korpererweiterung der
rationalen Zahlen und S der ganze Abschluss von Z in L ist, im Mittelpunkt.

6. ARBEITSBLATT

6.1. Aufgaben.

Aufgabe 6.1. Finde eine irreduzible Ganzheitsgleichung (iiber Z) fur die

Eisensteinzahl w = _HT V=3

Aufgabe 6.2. Sei R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra. Zeige,
dass wenn R ein Korper ist, die Begriffe algebraisch und ganz fiir ein Element
x € A iibereinstimmen. Zeige ferner, dass fiir einen Integritétsbereich, der
kein Korper ist, diese beiden Begriffe auseinander fallen.

Aufgabe 6.3.*

Es seien R und S Integritétsbereiche und sei R C S eine ganze Ringerwei-
terung. Es sei f € R ein Element, das in S eine Einheit ist. Zeige, dass f
dann schon in R eine Einheit ist.

Aufgabe 6.4. Sei R C S eine ganze Ringerweiterung und sei f € R. Zeige:
Wenn f, aufgefasst in S, eine Einheit ist, dann ist f eine Einheit in R.
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Aufgabe 6.5. Man gebe ein Beispiel einer ganzen Ringerweiterung R C S,
wo es einen Nichtnullteiler f € R gibt, der ein Nullteiler in .S wird.

Aufgabe 6.6.*

Berechne in

Z)(DX])/(X? +4X* + X +5)
das Produkt

(22 + 52 +3) - (32° + = + 6)
(x bezeichne die Restklasse von X).

Aufgabe 6.7. Sei K ein Korper und sei A eine endlichdimensionale K-
Algebra. Zeige direkt (ohne Lemma 6.7), dass A ganz tiber K ist.

Aufgabe 6.8. Es sei R C S eine Ringerweiterung zwischen endlichen kom-
mutativen Ringen R und S. Zeige, dass eine ganze Ringerweiterung vorliegt.

Aufgabe 6.9. Es sei R ein kommutativer Ring und
S = R[Xl, Ce ,Xn]/a

eine (als Algebra) endlich erzeugte R-Algebra, die ganz iiber R sei. Zeige,
dass S ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Aufgabe 6.10. Es sei R C S eine ganze Erweiterung von Integritéatsberei-
chen und sei F C R ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch die
zugehorige Erweiterung Rrp C Sp ganz ist.

Aufgabe 6.11. (1) Es sei R ein Integritiatsbereich. Zeige, dass R ganz-
abgeschlossen im Polynomring R[X] ist.
(2) Man gebe ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring R, der im Poly-
nomring nicht ganz-abgeschossen ist.

Aufgabe 6.12. Sei R ein Integritidtsbereich. Zeige, dass R genau dann nor-
mal ist, wenn er mit seiner Normalisierung iibereinstimmt.

Aufgabe 6.13. Sei R ein Integritdtsbereich. Sei angenommen, dass die Nor-
malisierung von R gleich dem Quotientenkdrper Q(R) ist. Zeige, dass dann
R selbst schon ein Korper ist.
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Aufgabe 6.14. Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und sei S C R
ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch die Nenneraufnahme Rg
normal ist.

Aufgabe 6.15. Sei K ein Korper und sei R; C K, ¢ € I, eine Familie von
normalen Unterringen. Zeige, dass auch der Durchschnitt (7,.; R; normal ist.

Aufgabe 6.16. Es sei R ein Integritatsbereich. Zeige, dass die folgenden
Eigenschaften dquivalent sind.

(1) R ist normal.
(2) Fiir jedes Primideal p ist die Lokalisierung R, normal.
(3) Fiir jedes maximale Ideal m ist die Lokalisierung R,, normal.

Aufgabe 6.17. Sei R ein normaler Integritétsbereich und a € R. Es sei
vorausgesetzt, dass a keine Quadratwurzel in R besitzt. Zeige, dass das Po-
lynom X2 —aq prim in R[X] ist. Tipp: Verwende den Quotientenkrper Q(R).
Warnung: Prim muss hier nicht zu irreduzibel dquivalent sein.

Aufgabe 6.18. Sei R ein Integritdatsbereich mit Normalisierung R"™. Zeige,
dass durch

= {g€ R[gR"™ C R}
ein Ideal in R gegeben ist.

Aufgabe 6.19. Sei k eine fixierte positive ganze Zahl und betrachte den
Unterring

R = Z[ki] = {a+cki|a,ceZ} C Z[i.
Zeige die Isomorphie R = Z[X]/(X? + k?) und dass Zl[i] ganz iiber R ist.

In den folgenden Aufgaben wird der Polynomring KX, Y] in zwei Variablen
tiber einem Korper K verwendet. Diesen kann man definieren als (K [X])[Y].
Die Elemente in ihm, also die Polynome in zwei Variablen, haben die Gestalt

4,7
Wir interessieren uns fiir Restklassenringe vom Typ R = K[X,Y]/(F). Die
Nullstellenmenge vonF' besteht aus der Menge derjenigen Punkte (z,y) in der

Ebene, fiir die F(z,y) = 0 ist (dieses Nullstellengebilde ist eine geometrische
Version des Ringes R).
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Aufgabe 6.20. Sei K ein Kérper und betrachte den Restklassenring
R=K[X,Y]/(X*-Y?).

Dies ist ein Integritétsbereich nach Aufgabe 6.17. Zeige, dass die Normalisie-
rung von R gleich dem Polynomring K [T ist. Skizziere die Nullstellenmenge
von F' = X?—Y?3 in der reellen Ebene und finde eine Parametrisierung dieses

Gebildes.

Polynomringe kann man entsprechend iiber jedem Grundring und mit belie-
big vielen Variablen definieren.

Aufgabe 6.21. Es sei
P=X*-3X+7
und
Q =Y’ -Y?+4Y —5.
Begriinde, dass die Ringerweiterung
Z C ZIX,Y]/(P,Q)

ganz ist und finde eine Ganzheitsgleichung fiir = + y und fiir xy (kleine
Buchstaben bezeichnen die Restklassen der Variablen).

Aufgabe 6.22. Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und R C S ei-
ne ganze Ringerweiterung. Sei f € R. Zeige, dass fiir das von f erzeugte
Hauptideal gilt:

RNO(f)S = (/)R

Aufgabe 6.23. Zeige, dass fiir natiirliche Zahlen a,b > 1 und n > 2 die
Zahl a™ — b™ nicht ein Teiler von a™ + b™ ist.

Aufgabe 6.24. Seien R, S,T kommutative Ringe und seien ¢ : R — S und
Y S — T Ringhomomorphismen derart, dass S ganz iiber R und T ganz
iiber S ist. Zeige, dass dann auch T ganz iiber R ist.

Aufgabe 6.25. Sei K ein Korper und betrachte den Ringhomomorphismus
¢: R=K[X,Y] — KI[T], der durch die Einsetzung

X— T-)T+1)udY —T(T-1)(T+1)
gegeben ist. Finde ein von 0 verschiedenes Polynom F' € K[X,Y] derart,

dass F' unter ¢ auf 0 abgebildet wird. Skizziere die Nullstellenmenge von F
in der reellen Ebene.
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Aufgabe 6.26. Definiere unter Anlehnung an die Parametrisierung der py-
thagoreischen Tripel einen Ringhomomorphismus

ZIX,Y,Z))(X? +Y? - Z*) — Z[U,V].

Zeige, dass dieser injektiv, aber nicht surjektiv ist.

7. VORLESUNG - ALGEBRAISCHE ZAHLBEREICHE

7.1. Zahlbereiche.

Wir werden uns in diesem Kurs hauptséchlich fiir den ganzen Abschluss von Z
in einem endlichen Erweiterungskorper der rationalen Zahlen QQ interessieren.

Definition 7.1. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung. Dann nennt
man den ganzen Abschluss von Z in L den Ring der ganzen Zahlen in L.
Solche Ringe nennt man auch Zahlbereiche.

Den endlichen Erweiterungskoérper L von Q nennt man {ibrigens einen Zahl-
korper. Diese Zahlbereiche sind der Gegenstand der algebraischen Zahlen-
theorie. Wir interessieren uns in der algebraischen Zahlentheorie insbesonde-
re fiir folgende Fragen.

(1) Wann ist ein Zahlbereich R ein Hauptidealbereich und wann ist er
faktoriell?

(2) Wenn R kein Hauptidealbereich ist, gibt es dann andere Versionen,
die die eindeutige Primfaktorzerlegung ersetzen? (Ja: Lokal und auf
Idealebene, siehe Korollar 10.17, Satz 10.17, Bemerkung 10.9 einer-
seits und Satz 12.2 andererseits.)

(3) Wenn R kein Hauptidealbereich ist, kann man dann die Abweichung
von der Eigenschaft, ein Hauptidealbereich zu sein, in irgendeiner
Form messen? (Ja: Durch die sogenannte Klassengruppe. Siehe Satz
14.2 und Satz 26.6.)

(4) Was passiert mit den Primzahlen in den Zahlbereichen? Gibt es eine
Regelmafigkeit, wie diese in R zerlegt werden? (siehe Korollar 8.8.)

(5) Was kann man iiber die Einheiten in einem Zahlbereich sagen? (Siche
Satz 28.7.)

(6) Inwiefern reflektieren Eigenschaften von Zahlbereichen Eigenschaften
der ganzen Zahlen selbst?

Satz 7.2. Sei R ein Zahlbereich. Dann ist R ein normaler Integritditsbereich.

Beweis. Nach Lemma 6.16 ist L der Quotientenkorper des Ganzheitsrings R.
Ist ¢ € Q(R) = L ganz iiber R, so ist ¢ nach Aufgabe 6.22 auch ganz iiber
Z und gehort selbst zu R. ]

Ein Ganzheitsring ist im Allgemeinen nicht faktoriell.
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Lemma 7.3. Es set Q C L eine endliche Korpererweiterung und es sei
R C L ein Unterring mit den folgenden Figenschaften:

(1) R ist ganz tiber Z.
(2) Esist Q(R) = L.
(3) R ist normal.

Dann ist R der Ring der ganzen Zahlen von L.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.1. U

Beispiel 7.4. Wir betrachten die Koérpererweiterung Q C Q[v/—3|, der die
Ringe
ZV=3]=A C Zjw] = B C QV-3]
enthélt, wobei w = —1 + 1/3 ist, d.h. Z[w] ist der Ring der Eisenstein-
Zahlen. Der Quotientenkorper von beiden Ringen ist Q[v/—3]. Das Element
w erfiillt die Ganzheitsgleichung
Ww+w+1=0,

und somit ist Z[w] ganz iiber Z. Ferner ist Z[w] normal. Dies ergibt sich aus
Satz Anhang 2.7, Satz Anhang 2.8, Satz 2.19 und Satz 6.12. Nach Lemma
7.3 ist also insgesamt der Ring der Eisenstein-Zahlen der Ring der ganzen

Zahlen in Q[v/—3].

Satz 7.5. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € Q(R) = L. Dann ist f
genau dann ganz tber Z, wenn die Koeffizienten des Minimalpolynoms von
f diber Q alle ganzzahlig sind.

Beweis. Das Minimalpolynom P von f iiber Q ist ein normiertes irreduzibles
Polynom mit Koeffizienten aus Q. Wenn die Koeffizienten sogar ganzzahlig
sind, so liegt direkt eine Ganzheitsgleichung fiir f iiber Z vor.

Sei umgekehrt f ganz iiber Z, und sei S € Z[X] ein normiertes ganzzahliges

Polynom mit S(f) = 0, das wir als irreduzibel in Z[X] annehmen diirfen.
Wir betrachten S € Q[X]. Dort gilt
S = PT.

Da nach dem Lemma von Gauf ein irreduzibles Polynom von Z[X] auch in
Q[X] irreduzibel ist, folgt S = P und daher sind alle Koeffizienten von P
ganzzahlig. O

7.2. Ideale in Zahlbereichen.

In Z[i] ist jedes Ideal ein Hauptideal und es ist
(a+bi) = {m(a+bi)+ni(a+bi) | m,n € Z} = 7°
(die letzte Gleichung setzt voraus, dass es sich nicht um das Nullideal han-

delt). Eine dhnlich einfache Gruppenstruktur gilt fiir jedes Ideal in einem
Zahlbereich, was wir in Korollar 8.5 beweisen werden.
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Lemma 7.6. Es sei R ein Zahlbereich. Dann enthdlt jedes von 0 verschiedene
Ideal a C R eine Zahl m € Z mit m # 0.

Beweis. Sei 0 # f € a. Dieses Element ist nach der Definition eines Zahl-
bereiches ganz iiber Z und erfiillt demnach eine Ganzheitsgleichung

f 4k af" ko f 4 ki f kg =0

mit ganzen Zahlen k;. Bei ky = 0 kann man die Gleichung mit f kiirzen, da
f # 0 ein Nichtnullteiler ist. So kann man sukzessive fortfahren und erhalt
schliefllich eine Ganzheitsgleichung, bei der der konstante Term nicht 0 ist.
Sei also in obiger Gleichung ky # 0. Dann ist

FOUM b /77 A+ k[P 4 4 k) = —ko
und somit ist ky € (f)NZ C a. O

Lemma 7.7. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und R der zugehdérige Zahlbereich. Sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in R.
Dann enthdlt a Elemente by, ...,b,, die eine Q-Basis von L sind.

Beweis. Es seivq,...,v, eine Q-Basis von L. Das Ideal a enthélt nach Lemma
7.6 ein Element 0 # m € aNZ. Nach (dem Beweis von) Lemma 6.16 kann
man v; = 7t mit ; € Rund n; € Z\ {0} schreiben. Dann sind die
m(n;v;) € aund sie bilden ebenfalls eine Q-Basis von L. O

7.3. Spur und Norm.

Zu einer R-Algebra S definiert jedes Element f € S einen R-Modulhomo-
morphismus S — S,z — fx, die Multiplikationsabbildung. Wenn S eine
endlich erzeugte freie R-Algebra ist, ihre additive Struktur also die Form
S = R" besitzt, so wird dieser Multiplikationshomomorphismus beziiglich
einer R-Basis von S durch eine n x n-Matrix beschrieben, die die Multipli-
kationsmatriz (zu f beziiglich dieser Basis) heifit. In diesem Fall kann man
Konzepte der Matrixtheorie der linearen Algebra auf diese Multiplikations-
abbildung anwenden. Diese Situation liegt bei einer endlichen Korpererwei-
terung K C L vor, aber auch ein Zahlbereich ist stets nach Korollar 8.6
eine freie Z-Algebra. Aber auch wenn R C S Integritétsbereiche sind mit .S
endlich erzeugt als R-Modul, so kann man auch im nichtfreien Fall {iber die
Quotientenkorper die folgenden Konzepte anwenden.

Definition 7.8. Es sei R ein kommutativer Ring und sei S eine kommutative
endliche freie R-Algebra. Zu einem Element f € S nennt man die Spur des
R-Modulhomomorphismus

My S—>Say'_>fy7
die Spur von f. Sie wird mit Spur (f) bezeichnet.
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Definition 7.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei S eine kommu-
tative endliche freie R-Algebra. Zu einem Element f € S nennt man die
Determinante des R-Modulhomomorphismus

Ky S—>Say'—>fy7
die Norm von f. Sie wird mit N(f) bezeichnet.

Bei einer freien R-Algebra S ist die Spur
S — R, f — Spur (f),
R-linear und insbesondere additiv und die Norm
S— R, f— N(f),

ist multiplikativ. Darin liegen ihre jeweiligen Bedeutungen, dass mit ihrer
Hilfe additive bzw. multiplikative Eigenschaften von S in R widergespiegelt
werden konnen. Einen Ringhomomorphismus von S nach R gibt es nur sehr
selten, deshalb sind Spur und Norm in gewissem Sinne optimal.

Die Interpretation eines Elementes als lineare Abbildung hilft auch dabei,
das Minimalpolynom zu bestimmen.

Lemma 7.10. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung und f € L
ein Element mit der Multiplikationsabbildung

e L — L,y — fy.

Dann ist in K[X] das charakteristische Polynom von p, ein Vielfaches des
Minimalpolynoms von f. Bei L = K|[f]| stimmt das charakteristische Poly-
nom mit dem Minimalpolynom tberein.

Beweis. Die Zuordnung
L — End(L), f — .

ist ein injektiver Ringhomomorphismus. Es sei x das charakteristische Poly-
nom von jf. Nach Cayley-Hamilton ist

x(py) =0
im Endomorphismenring. Damit ist auch
x(f) =0

in K[X]. Nach Satz 2.12 ist somit das Minimalpolynom ein Teiler des cha-
rakteristischen Polynoms. Bei L = K|[f] besitzt das Minimalpolynom und
das charakteristische Polynom den gleichen Grad, also stimmen sie iiberein.

4

Da wir noch nicht gezeigt haben, dass Zahlbereiche frei sind, verwenden
wir Spur und Norm {iiber die Quotientenkorper. Allerdings konnen wir hier
schon begriinden, dass die Spur und die Norm eines ganzen Elementes zum
Grundring gehort.
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Korollar 7.11. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R. Dann ist die Spur
und die Norm von f ganzzahlig.

Beweis. Eine Verfeinerung der Argumentation zu Lemma 7.10 zeigt, dass
das charakteristische Polynom zu f eine Potenz des Minimalpolynoms zu f
ist. Da nach Satz 7.5 die Koeffizienten des Minimalpolynoms ganzzahlig sind,
iibertragt sich dies auf das charakteristische Polynom. Spur und Norm treten
aber nach Aufgabe 7.17 und Aufgabe 7.18 als Koeffizienten des charakteri-
stischen Polynoms auf. O

7.4. Einbettungen in die komplexen Zahlen.

Satz 7.12. Es set Q C L eine endliche Kérpererweiterung vom Grad n.
Dann gibt es genau n Finbettungen von L in die komplexen Zahlen C.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element wird L durch ein Element
erzeugt, es ist also
L = Q(z) = QX]/(F)

mit einem irreduziblen Polynom F' € Q[X] vom Grad n. Da F' irreduzibel ist
und da die Ableitung F’ # 0 ist und kleineren Grad besitzt, folgt, dass F' und
F” teilerfremd sind. Nach Satz 2.12 ergibt sich, dass ' und F’ das Einheits-
ideal erzeugen, also AF + BF’ = 1 ist. Wir betrachten diese Polynome nun
als Polynome in C[X], wobei die polynomialen Identitdten erhalten bleiben.
Uber den komplexen Zahlen zerfallen F' und F” in Linearfaktoren, und wegen
der Teilerfremdheit bzw. der daraus resultierenden Identitdt haben F und F’
keine gemeinsame Nullstelle. Daraus folgt wiederum, dass F' keine mehrfache
Nullstelle besitzt, sondern genau n verschiedene komplexe Zahlen zq, ..., z,
als Nullstellen besitzt. Jedes z; definiert nun einen Ringhomomorphismus

pii L=Q[X]/(F) — C, X —> z.

Da L ein Korper ist, ist diese Abbildung injektiv. Da dabei X auf verschie-
dene Elemente abgebildet wird, liegen n verschiedene Abbildungen vor. Es
kann auch keine weiteren Ringhomomorphismen L — C geben, da jeder
solche durch X +— z gegeben ist und F(z) = 0 sein muss. O

Statt von komplexen Einbettungen spricht man auch von komplexen Realisie-
rungen. Man beachte im vorstehenden Satz, dass das Bild von verschiedenen
Einbettungen
pi: L—C

der gleiche Unterkdérper von C sein kann. Dies gilt bereits fiir quadratische
Erweiterungen wie Q[i]. Man hat die beiden Einbettung pi, p2: QJi] — C,
wobei die eine Abbildung i auf i und die andere i auf —i schickt. Das Bild ist
aber in beiden Féllen gleich.

Wenn das Bild einer Einbettung ganz in den reellen Zahlen liegt, so spricht
man auch von einer reellen Einbettung. Die Anzahl der reellen Einbettungen
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und die Anzahl der imagindren Einbettungen spielt eine wichtige Rolle in
der algebraischen Zahlentheorie. Zu einem Element z € L nennt man die
verschiedenen komplexen Zahlen

21 =p1(2)y oy 20 = pn(2)
zueinander konjugiert. Diese sind allesamt Nullstellen eines irreduziblen Po-
lynoms F' mit rationalen Koeffizienten vom Grad n.

Lemma 7.13. Es set Q C L eine endliche Korpererweiterung und z € L
ein Element. Es seien

P1y- -y pn: L —C
die verschiedenen komplezen Einbettungen und es sei M = {1, ..., yx} die
Menge der verschiedenen Werte p;(z). Dann gilt in C[X]| fir das Minimal-
polynom G von z die Gleichung

G = (X —y)(X —ya) (X —w)

Beweis. Es sei K C L der von z erzeugte Unterkoérper von L. Es ist dann
K = QX]/(G)

mit dem (normierten) Minimalpolynom G von z und K (bzw. G) haben den
Grad m iiber Q. Geméaf Satz 7.12 gibt es m Einbettungen o: K — C, die
den komplexen Nullstellen M’ von G entsprechen, und daher ist

G = H(X—J(z)).

Die n Einbettungen p;: L — C induzieren jeweils eine Einbettung
g; = pz|K K —C

und somit ist p;(z) = o;(2), also M C M’. Andererseits ldsst sich eine
Einbettung 0: K — C zu einer Einbettung L — C fortsetzen, da L {iber K
separabel ist und nach dem Satz vom primitiven Element von einem Element
erzeugt wird und das zugehorige Minimalpolynom iiber C zerfillt. Daher ist
auch M’ C M. O

Lemma 7.14. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und seien p;: L — C die n verschiedenen komplexen Einbettungen. Es sei
z € Lund z; = pi(2),i =1,...,n. Dann ist

N(z)=1z -2z, und Spur (2) =z + -+ + 2z,

Beweis. Es sei zundchst K = Q[z] vom Grad k. Nach Lemma 7.10 ist das
Minimalpolynom gleich dem charakteristischen Polynom und nach Lemma
7.13 ist das Minimalpolynom gleich (X — z1)(X — 23) - -+ (X — 2). Der Ver-
gleich des konstanten Koeffizienten und des Koeffizienten zu X*~! ergibt die
Behauptung.

Im Allgemeinen sei

QCK=Q¢] CL
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und es sei M die Matrix {iber Q, die die Multiplikation mit z auf K beziiglich
einer (Q-Basis yy, ..., yr beschreibt. Zu einer K-Basis zq,...,2, von L ist
y;2; eine Q-Basis von L, und die Multiplikation mit z auf L wird durch die
Blockmatrix

M 0 ... 0
0O M ... O
0o ... 0 M

beschrieben. Deren Spur ist das ¢-Fache der Spur von M und deren De-
terminante ist die /-te Potenz der Determinante von M. Ebenso treten die
verschiedenen komplexen Zahlen z; jeweils /-fach auf. U

Die verschiedenen Einbettungen fiir endliche Koérpererweiterungen von Q
fithren auch zur Gittertheorie fiir Zahlbereiche, die wir ab der 25. Vorlesung
behandeln.

7. ARBEITSBLATT

7.1. Aufgaben.

Aufgabe 7.1. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung und es sei
R C L ein Unterring mit den folgenden Eigenschaften:

(1) R ist ganz iiber Z.
(2) Esist Q(R) = L.
(3) R ist normal.

Dann ist R der Ring der ganzen Zahlen von L.

Aufgabe 7.2. Es sei Q C L eine endliche Kérpererweiterung. Man gebe
Beispiele fiir Unterringe R C L, die je zwei der folgenden Eigenschaften
erfiillen, aber nicht die dritte.

(1) R ist ganz iiber Z.
(2) Esist Q(R) = L.
(3) R ist normal.

Aufgabe 7.3. Der abgebildete Graph gehort zu einem normierten ganzzah-
ligen Polynom F. Kann R = Z[X]/(F) ein Zahlbereich sein?
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Aufgabe 7.4. Es sei R ein Zahlbereich und es sei R C S eine endliche
Erweiterung von kommutativen Ringen. Es sei S ein normaler Integritédtsbe-
reich. Zeige, dass S ebenfalls ein Zahlbereich ist.

Aufgabe 7.5. Essei Q C L eine endliche Korpererweiterung und R der zu-
gehorige Zahlbereich. Zeige, dass es eine natiirliche Bijektion zwischen Zahl-
bereichen Z C S C R und Zwischenkérpern Q € K C L.

Aufgabe 7.6. Es seien R und S Zahlbereiche. Zeige, dass die folgenden
Aussagen &quivalent sind.

(1) R und S sind isomorph.

(2) Es gibt ein f € R und ein g € S, beide nicht 0, derart, dass die
Nenneraufnahmen Ry und S, zueinander isomorph sind.

(3) Es gibt ein Primideal p von R und ein Primideal q von S derart, dass
die Lokalisierungen R, und Sy zueinander isomorph sind.

(4) Die Quotientenkorper Q(R) und Q(S) sind isomorph.

In den drei folgenden Aufgaben wird der Begriff des primitiven Polynoms
verwendet:

Ein Polynom F' € Z[X] heit primitiv, wenn die Koeflizienten von F teiler-
fremd sind.

Aufgabe 7.7. Essei F € Z[X] ein Polynom. Zeige, dass man F als F = nF

mit n € N und primitivem F' schreiben kann.

Aufgabe 7.8. Es sei ' € Z[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist F,
aufgefasst als Polynom in Q[X], ebenfalls irreduzibel.

Aufgabe 7.9. Seien F,G € Z[X] primitive Polynome. Zeige, dass dann auch
das Produkt F'G primitiv ist.
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Aufgabe 7.10. Es sei F' € Q[X] ein irreduzibles Polynom mit dem zu-
gehorigen Primideal

p = (F) € Spek (QX]) € Spek (Z[X]),

wobei die letzte Inklusion zur Nenneraufnahme Z[X| — Q[X] im Sinne von
Proposition 5.4 (3) gehort. Zeige, dass der Abschluss von p in Spek (Z[X])
gleich V(a) mit

a = {¢F'| ¢ € Q, ¢F € Z[X]}

ist. Zeige ferner, dass zu isomorphen Restekorpern £(p;) und x(ps) die Rest-
klassenringe R/a; und R/ay nicht isomorph sein miissen.

Aufgabe 7.11. Erstelle die Multiplikationsmatrix zum Element 72% — 4z +5
in der kubischen Korpererweiterung

Q C Q[X]/(X*—-6X*+5X —38).

Aufgabe 7.12. Erstelle die Multiplikationsmatrix zum Element 72%+ 3z — 8
in der kubischen Korpererweiterung

Q = QX]/(X®+9X? —2X +5).

Aufgabe 7.13.*

Es seien p, q verschiedene Primzahlen und

Q < Qlvp:val = L

die zugehorige Korpererweiterung. Erstelle die Multiplikationsmatrix zu ei-

nem Element a +b,/p + ¢\/q +d./pq € L beziiglich der Basis 1, \/p, \/q, \/Pq.

Aufgabe 7.14. Wir betrachten die quadratische Korpererweiterung Q C
Q[v3] = L. Erstelle die Matrix der Multiplikationsabbildung zu —4 + 9v/3
beziiglich der Q-Basis 1,v/3 von L.

Aufgabe 7.15. Es sei K C L eine endliche Koérpererweiterung. Zeige, dass
die Abbildung

L — Endg (L), f — uy,

ein injektiver Ringhomomorphismus ist.
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Aufgabe 7.16. Es sei K C M C L eine Korpererweiterung. Es sei f € M
und B die beschreibende Matrix der Multiplikationsabbildung py: M — M
beziiglich einer K-Basis von M. Zeige, dass beziiglich einer geeigneten K-
Basis von L die Multiplikationsabbildung iy : L — L durch eine Blockmatrix
der Form

B 0 ... 0
0 B ... 0
0 0 ... B

beschrieben wird.

Aufgabe 7.17. Zeige, dass die Definition Anhang 6.2 der Spur eines Mo-
dulhomomorphismus unabhéngig von der gewahlten Basis des freien Moduls
ist.

Aufgabe 7.18. Es sei K ein Korper und es sei A eine m x n-Matrix und B
eine n X m-Matrix iiber K. Zeige

Spur (Ao B) = Spur(Bo A).

Aufgabe 7.19. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Spur (M) im charakteristischen Polynom y,; wieder?

Aufgabe 7.20. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K.
Wie findet man die Determinante von M im charakteristischen Polynom ;s
wieder?

Aufgabe 7.21. Es sei K ein Korper und sei M eine n x n-Matrix iiber K
mit der Eigenschaft, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren
zerfallt, also

Xt = (X = A (X = Ag)2e (X — Aj),

Zeige, dass
k
Spur (M) = Z“"}‘i
i=1

ist.

Aufgabe 7.22. Es sei

M € Mat,(K)
eine Matrix mit n (paarweise) verschiedenen Eigenwerten. Zeige, dass die
Spur von M die Summe der Eigenwerte ist.
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Aufgabe 7.23. Es sei p eine Primzahl. Betrachte die endliche Korpererwei-
terung

Q € L = QX]/(X®~p)
vom Grad 3. Sei f = aX?+bX +c € L ein Element davon mit a,b,c € Q.

Berechne das Minimalpolynom von f und man gebe die Koeffizienten davon
explizit an. Bestimme insbesondere die Norm und die Spur von f.

Welche Bedingungen an a, b, ¢ ergeben sich aus der Voraussetzung, dass f
ganz iiber Z ist?

Aufgabe 7.24. Bringe fiir die Korpererweiterung R C C die Konzepte
Norm und Spur mit dem Betrag und dem Realteil einer komplexen Zahl in
Verbindung.

Aufgabe 7.25. Berechne fiir das Element 2 + 4z + 522 in der Koérpererwei-
terung

Q CQX]J/(X*-3X+1) =L
die Norm und die Spur.

Aufgabe 7.26. Essei K C M C L eine Kette von quadratischen Korperer-
weiterungen. Zeige, dass fiir die Normen die Beziehung

NE = N o NL

gilt.

Aufgabe 7.27.*
Bestimme fiir sdémtliche Elemente der Korpererweiterung
Z/(2) € Z/(2)[X)/(X? + X +1)

die Multiplikationsmatrizen beziiglich der Basis 1,z sowie ihre Norm und
ihre Spur.

Aufgabe 7.28. Bestimme fiir simtliche Elemente der Kérpererweiterung
Z/(3) C Z/(3)[X]/(X* —2)

die Multiplikationsmatrizen beziiglich der Basis 1,z sowie ihre Norm und
ihre Spur.
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Aufgabe 7.29.*

Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung und f € L. Zeige, dass es fiir
die Eigenwerttheorie der K-linearen Multiplikationsabbildung

My L— L
grundsétzlich nur zwei Moglichkeiten gibt.

Aufgabe 7.30. Sei K ein Korper und sei P = X" —c¢ € K[X] ein irreduzibles
Polynom. Es sei
f= a1 X" "+ a, 2 X" P+ + a1 X + ag

ein Element in der einfachen endlichen Korpererweiterung K C L = K[X]/
(P) vom Grad n. Zeige, dass die Spur von f gleich nay ist.

Aufgabe 7.31. Sei p eine Primzahl und sei
L =Q[X]/(X* —p)
der durch das irreduzible Polynom X3 — p definierte Erweiterungskorper von

Q. Es sei
f=2+3x—42*.

(1) Finde die Matrix beziiglich der Q-Basis 1,z,2? von L der durch die
Multiplikation mit f definierten Q-linearen Abbildung.

(2) Berechne die Norm und die Spur von f.

(3) Bestimme das Minimalpolynom von f.

(4) Finde das Inverse von f.

(5) Berechne die Diskriminante der Basis 1, f, f2.

Aufgabe 7.32. Es sei K C L eine Korpererweiterung, f € L und
M = K|[f]. Zeige, dass das charakteristische Polynom der Multiplikations-
abbildung

Hr: L— 1L

eine Potenz des Minimalpolynoms von f ist.

Aufgabe 7.33. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung und sei
p: L —C

ein Ringhomomorphismus. Zeige, dass fiir jeden Koérperautomorphismus
p: L — L

auch p o ¢ ein Ringhomomorphismus nach C ist, und dass daher die Galois-
gruppe von L auf der Menge der komplexen Einbettungen von L operiert.
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Aufgabe 7.34. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
genau dann eine Galoiserweiterung vorliegt, wenn die Bildkorper unter allen
komplexen Einbettungen von L iibereinstimmen.

Aufgabe 7.35. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Essei F € K[X] und a € K. Zeige, dass a genau dann eine mehrfache
Nullstelle von F'ist, wenn F'(a) = 0 ist, wobei F” die formale Ableitung von
F bezeichnet.

8. VORLESUNG - DISKRIMINANTE

8.1. Die Diskriminante.

Das Hauptziel dieser Vorlesung ist es, die Diskriminante einzufithren und
damit zu zeigen, dass Zahlbereiche stets eine Z-Basis besitzen.

Definition 8.1. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und seien by,...,b, Elemente in L. Dann wird die Diskriminante von
bi,...,b, durch

A(by, ..., b,) = det (Spr (bibj)z‘,j>
definiert.

Die Produkte b;b;, 1 < 4,7 < n, sind dabei Elemente in L, von denen man
jeweils die Spur nimmt, die in K liegt. Man erhélt also eine quadratische
n x n-Matrix iiber K. Deren Determinante ist nach Definition die Diskrimi-
nante. Im folgenden werden wir vor allem an der Diskriminante von speziel-
len Basen interessiert sein, so dass sich die Diskriminante als Invariante eines
Zahlkorpers erweist.

Bei einem Basiswechsel verhélt sich die Diskriminante wie folgt.

Lemma 8.2. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und seien by, ...,b, und c,...,c, K-Basen von L. Der Basiswechsel werde
durch ¢ = Tb mit der Ubergangsmatriz T = (tij)ij beschrieben. Dann gilt
fiir die Diskriminanten die Beziehung

Alcr, ... cn) = (det(T)2A(D, ..., by).

Beweis. Ausgeschrieben haben wir die Beziehungen ¢; = Z?zl ti;b;. Damit
gilt

CiC — (Zn: tijbj> (Zn: tkmbm> = Ztl]tk‘mb_]bm
j=1 m=1 7,m
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Wir schreiben ¢;; := S(cic) und by, = S(bjby,). Wegen der K-Linearitét
der Spur gilt

Ci. — S(Cick) = S(Z tijtkmbjbm) = Ztijtkms(bjbm) == Ztijtkmbjm~
Jm Jm Jm
Wir schreiben diese Gleichung mit den Matrizen C' = (ci,), B = (bj,) und
T = (t”) als
O — TtranspBT
und die Behauptung folgt dann aus dem Determinantenmultiplikationssatz
und Satz 17.5 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)). O

Bei einer endlichen Kérpererweiterung K C L in Charakteristik null ist die
Spurabbildung L — K nicht die Nullabbildung, siche Lemma 8.8 (Kérper-
und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) (2). Daraus ergibt sich auch das
folgende Resultat.

Lemma 8.3. Es sei K C L eine separable endliche Kdérpererweiterung vom
Grad n und set by, ...,b, eine K-Basis von L. Dann ist

Alby,... by) # 0.

Satz 8.4. Fs se1 Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n und
R der zugehorige Zahlbereich. Sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in R. Es
seien by, ..., b, € a Elemente, die eine Q-Basis von L bilden und fiir die der
Betrag der Diskriminante

IA(by, ..., by)|
unter all diesen Basen aus a minimal sei. Dann ist

a = Zby + -+ Zb,.

Beweis. Zunichst sind wegen Korollar 7.11 die Spuren zu Elementen aus R
ganzzahlig und somit sind auch die in Frage stehenden Diskriminanten ganz-
zahlig. Man kann also die Diskriminanten bzw. ihre Betrédge untereinander
der Grofle nach vergleichen.

Essei f € aein beliebiges Element. Wir haben zu zeigen, dass sich f als eine
Z-Linearkombination f = kib;+---+k,b, mit k; € Z schreiben lasst, wenn
die by,...,b, € aeine Q-Basis von L mit minimalem Diskriminantenbetrag
bilden. Es gibt eine eindeutige Darstellung

[ = @b+ +guby

mit rationalen Zahlen ¢; € Q. Sei angenommen, dass ein ¢; nicht ganzzahlig
ist, wobei wir ¢ = 1 annehmen diirfen. Wir schreiben dann ¢; = k + ¢ mit
k € 7Z und einer rationalen Zahl ¢ (echt) zwischen 0 und 1. Dann ist auch

1= f—kby=0bi+ > qibs, ba, ... by
=2
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eine Q-Basis von L, die in a liegt. Die Ubergangsmatrix der beiden Basen ist

0 ¢ q3 - qn
o1 0 --- 0
T-10 0 1 --- 0
o o0 o0 --- 1

Nach Lemma 8.2 gilt fiir die beiden Diskriminanten die Beziehung
A(Cla b27 s 7bn) = (det(T))2A(b17 b27 s 7bn)

Wegen (det(T))? = 4% < 1 und da die Diskriminanten nach Lemma 8.3
nicht 0 sind, ist dies ein Widerspruch zur Minimalitdt der Diskriminante.

i

Korollar 8.5. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und R der zugehdrige Zahlbereich. Sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in
R. Dann ist a eine freie abelsche Gruppe vom Rang n, d.h. es gibt Elemente
bl,...,bn € a mit

a = Zb1+—|—an,

wobei die Koeffizienten in einer Darstellung eines Elementes aus a eindeutig
bestimmt sind.

Beweis. Nach Lemma 7.7 gibt es iiberhaupt Elemente by, ...,b, € a, die eine
Q-Basis von L bilden. Daher gibt es auch solche Basen, wo der (ganzzahlige)
Betrag der Diskriminante minimal ist. Fiir diese gilt nach Satz 8.4, dass sie
ein Z-Erzeugendensystem von a bilden. Die lineare Unabhéngigkeit iiber Q
sichert die Eindeutigkeit der Koeffizienten. O

Korollar 8.6. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und R der zugehdrige Zahlbereich. Dann ist R eine freie abelsche Gruppe
vom Rang n, d.h. es gibt Elemente by,...,b, € R mit

R = Zby +---+Zb,

derart, dass die Koeffizienten in einer Darstellung eines Elementes eindeutig
bestimmt sind.

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 8.5, angewendet auf das Ideal a = R.
O

Ein solches System von Erzeugern by, ..., b, nennt man auch eine Ganzheits-
basis von R. Insbesondere gibt es in einem Zahlbereich stets Ganzheitsbasen.
Im Ring der Eisensteinzahlen ist 1,+/—3 keine Ganzheitsbasis, 1, #ﬁ hin-
gegen schon. Es ergibt sich ferner, dass man eine ganzzahlige Multiplikati-
onsmatrix erhélt, wenn man als Basis eine Ganzheitsbasis nimmt. Mit dieser
kann man insbesondere die Spur und die Norm ausrechnen.
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Definition 8.7. Es sei R der Zahlbereich zur endlichen Kérpererweiterung
Q C L. Dann nennt man die Diskriminante einer Ganzheitsbasis von R die
Diskriminante von R (und die Diskriminante von L).

Die Diskriminante eines Zahlbereichs (oder eines Zahlkorpers) ist eine wohl-
definierte ganze Zahl. Nach Definition ist die Diskriminante so gewihlt, dass
sie betragsméaflig minimal unter allen Diskriminanten zu Z-Basen aus R ist.
Zwei solche Diskriminanten unterscheiden sich um ein Quadrat einer Einheit
aus Z, so dass auch das Vorzeichen wohldefiniert ist. Wir bezeichnen sie mit

JAYR

Die bisherigen Ergebnisse erlauben es, die Faserringe zu Z C R iiber einem
Primideal (p) zumindest anzahlméBig zu verstehen. Es handelt sich um end-
liche Ringe mit p” Elementen. Insbesondere gibt es oberhalb von (p) stets
Primideale und zwar hochstens n Stiick.

Korollar 8.8. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und R der zugehérige Zahlbereich. Es sei m € 7Z. Dann gibl es einen
Gruppenisomorphismus

R/(m) = (Z/(m))".

Fiir eine Primzahl m = p ist R/(m) eine Algebra der Dimension n iber dem
Kérper Z/(p). Zu jeder Primzahl p gibt es Primideale p in R mit pNZ = (p).

Beweis. Nach Korollar 8.6 ist R = Z™ (als abelsche Gruppen), wobei die
Standardbasis der Ganzheitsbasis ay, ..., a, entsprechen moége. Das von m in
R erzeugte Ideal besteht aus allen Z-Linearkombinationen der may, ..., ma,
und somit entspricht das Ideal (unter dieser Identifizierung) der von (m, 0,
...,0),(0,m,0,...,0),...,(0,...,0,m) erzeugten Untergruppe von Z". Die
Restklassengruppe R/(m) ist demnach gleich (Z/(m))™ und besitzt m" Ele-
mente. Aufgrund der Ganzheit ist nach Aufgabe 6.22 mRNZ = mZ und
aufgrund des Homomorphiesatzes hat man einen injektiven Ringhomomor-
phismus

Z/(m) — R/(m),

so dass R/(m) eine von 0 verschiedene Z/(m)-Algebra ist.

Fiir eine Primzahl p ist R/(p) ein Vektorraum iiber Z/(p) der Dimension n.
Deshalb gibt es darin (mindestens) ein maximales Ideal, und dieses entspricht
nach Aufgabe 3.16 einem maximalen Ideal m in R mit p € m. Daher ist
(p) = (p)RNZ C mNZ, und dieser Durchschnitt ist ein Primideal, also
gleich (p). O
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8.2. Weitere Berechnungsmaoglichkeiten.

Lemma 8.9. Fs sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und es sei by, ..., b, eine Q-Basis von L. Es seien 7;: L — C die n verschie-
denen Einbettungen in C. Dann ist

A(by, ..., by) = (det (r;(bg)))>.

Beweis. Nach Lemma 7.14 ist die Spur eines Elementes z € L gleich der
Summe > 7, 7;(2). Fiir ein Produkt wz ist somit

Spur (wz) ZTJ wz) = ZTj(w)Tj(z)
=1

Insbesondere ist
n

Spur (b;b) ZTJ )7 (br).
7j=1

Somit ist
(Spur (bibk)) 1< pen = (15(0:))" (75 (bx))
und daher nach Satz 17.4 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018))
A(by,...,b,) = det(Spur (b;bg))
= (det (;(b)))".
U

Besonders wichtig ist der Fall, wenn die Basis eine Basis eines Ideals oder eine
Ganzheitsbasis ist. In dieser Situation fixieren wir die folgende Sprechweise.

Definition 8.10. Es sei R ein Zahlbereich vom Grad n und
7 R—C"

die komplexe Gesamteinbettung. Es sei by, ..., b, eine Ganzheitsbasis von R.
Dann nennt man die komplexe n x n-Matrix

(Tj(bk))1gj,k§n
die kompleze Ganzheitsmatriz (zu dieser Basis).
Lemma 8.11. Fs sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und es sei b € L derart, dass die Potenzen 1,b,1%,...,0" ! eine Q-Basis

von L bilden. Es seien 7;: L — C die n verschiedenen Einbettungen in C.
Dann ist

ALY, ) = T () —7(0)

1<i<j<n
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Beweis. Nach Lemma 8.9 ist die Diskriminante das Quadrat der Determi-
nante der komplexen Matrix

1 T1 (b) T1 (b)2 . T1 (b)nil
1 Tg(b) Tg(b)2 .. Tg(b)nil
U ma(B) Taa(®)? o o (B)
1 7,(b) .(0)2 ... T (b)"t

Dies ist eine Vandermonde-Matrix und ihre Determinante ist gleich

[L(r(6) = 7(0)).

1<j

8. ARBEITSBLATT

8.1. Aufgaben.

Aufgabe 8.1. Sei R ein Zahlbereich und sei fi,..., f, € R eine Z-Basis von
R. Zeige, dass dann der Betrag der Diskriminante

[A(fr- s )l

minimal ist unter allen Diskriminanten von linear unabhéngigen n-Tupeln
aus R.

Aufgabe 8.2. Berechne die Diskriminante der Gaufischen Zahlen. Man gebe
zwei wesentlich verschiedene Z-Basen von Z[i] an und {iberpriife, dass die
Diskriminanten iibereinstimmen.

Aufgabe 8.3. Berechne die Diskriminante zur Kérpererweiterung

Q C Qi

zur Basis 1 und i und zur Basis 2 — 51 und 4 + 7i.

Aufgabe 8.4. Bestimme die Diskriminante zur Basis 1, z, 22 der kubischen
Korpererweiterung

Q C QX]/(X?-5X*+6X —3) = L.

Aufgabe 8.5.*

Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei K C L eine endliche Kérperer-
weiterung vom Grad n und sei by, . . ., b, eine K-Basis von L. Zeige, dass dann

Abr, ... by) # 0.
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mit einem

Aufgabe 8.6. Es sei R ein Zahlbereich der Form R = Z[X ]/( )
—0,...,n—1,

normierten Polynom F' € Z[X] vom Grad d. Zeige, dass 2,
eine Ganzheitsbasis von R ist.

Aufgabe 8.7.*

Finde ganze Zahlen a,b, c,d, e, f derart, dass die Determinante der Matrix

6 10 15
a b ¢
d e f
gleich 1 ist.
Aufgabe 8.8. Es sei (ay, ..., a,) ein teilerfremdes Tupel von ganzen Zahlen.

Zeige, dass es eine n x n-Matrix gibt, die das Tupel als eine Zeile enthélt und
deren Determinante gleich £1 ist.

Fiihre Induktion iiber das Minimum der Betrége des Tupels.

Mit der vorstehenden Aufgabe kann man auch die folgende Aufgabe l6sen.

Aufgabe 8.9. Zeige, dass es in einem Zahlbereich stets Ganzheitsbasen gibt,
die die 1 enthalten.

Aufgabe 8.10. Essei Q C L = Q[X]/(F) eine endliche Kérpererweiterung
mit einem normierten Polynom F' € Z[X] und sei R der zugehorige Zahlbe-
reich. Zeige, dass es ein ¢ € N, derart gibt, dass nach Nenneraufnahme an
g eine Ringisomorphie

Ry = Zy[X]/(F)
vorliegt.

Aufgabe 8.11. Man gebe Beispiele fiir Zahlbereiche R, wo die Spur R — Z
surjektiv bzw. nicht surjektiv ist.

Aufgabe 8.12. Finde moglichst viele (nicht isomorphe) kommutative Ringe
mit vier Elementen. Beweise, dass die Liste vollstandig ist.

Aufgabe 8.13.*

Man gebe eine vollsténdige Liste aller kommutativer Ringe mit 6 Elementen.
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Aufgabe 8.14. Sei p eine Primzahl und ¢ = p", n > 2. Zeige, dass Z/(p")
kein Vektorraum iiber Z/(p) sein kann.

Aufgabe 8.15. Es sei R ein endlicher reduzierter kommutativer Ring. Zeige,
dass R ein Produkt von endlichen Korpern ist.

Aufgabe 8.16. Es sei p eine Primzahl und sei R eine endlichdimensionale
Z/(p)-Algebra der Dimension n. Zeige, dass R hochstens n Primideale besitzt.

Aufgabe 8.17. Sei R ein Zahlbereich und sei f € R. Zeige, dass N(f) € (f)
ist, dass also die Norm zum von f erzeugten Hauptideal gehort. Zeige durch
ein Beispiel, dass dies fiir die Spur nicht gelten muss.

9. VORLESUNG - QUADRATISCHE ZAHLBEREICHE

9.1. Quadratische Zahlbereiche.

Wir beschreiben nun die bisher entwickelten Konzepte im Fall von quadra-
tischen Zahlbereichen genauer. In diesen lassen sich sehr haufig viele Sachen
mit einem vertretbaren Aufwand ausrechnen, zugleich zeigen sich aber auch
schon viele typische Phdnomene der allgemeinen Theorie.

Definition 9.1. Ein quadratischer Zahlbereich ist der Ring der ganzen Zah-
len in einem Erweiterungskérper von Q vom Grad 2.

Notation 9.2. Zu einer quadratfreien Zahl D # 0,1 bezeichnet man den
zugehorigen quadratischen Zahlbereich, also den Ring der ganzen Zahlen in
Q[v/D], mit

Ap.

Eine quadratische Kérpererweiterung der rationalen Zahlen wird durch ein
normiertes irreduzibles Polynom beschrieben, das man durch quadratisches
Ergiinzen auf die Form X? — ¢ bringen kann. Durch Multiplikation mit einem
Quadrat (siehe Aufgabe 9.1) kann man ¢ durch eine quadratfreie ganze Zahl
ersetzen. Die quadratische Korpererweiterung kann man also als Q C Q[\/E]
mit einer quadratfreien Zahl D # 0,1 ansetzen. Ein grofler Unterschied
besteht je nachdem, ob D positiv oder negativ ist. Im positiven Fall ist
VD eine reelle irrationale Zahl, im negativen Fall handelt es sich um eine
imaginére Zahl. Man definiert:

Definition 9.3. Es sei D # 0,1 quadratfrei und sei Ap der zugehorige
quadratische Zahlbereich. Dann heifit Ap reell-quadratisch, wenn D positiv
ist, und tmagindr-quadratisch, wenn D negativ ist.
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Definition 9.4. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und sei Q[v/D] die
zugehorige quadratische Korpererweiterung und Ap der zugehorige quadra-
tische Zahlbereich. Dann wird der Automorphismus (auf Q[v/D], auf Z[v/D]

und auf Ap)
a+b/D— a—bVD
als Konjugation bezeichnet.

Wir bezeichnen die Konjugation von z mit Z.

Bemerkung 9.5. Im imaginédr-quadratischen Fall, wenn also D < 0 ist,
so ist VD = iv/—D mit v/—D reell. Die Konjugation schickt dies dann auf
—V/D = —iv/—D, so dass diese Konjugation mit der komplexen Konjugation
iibereinstimmt. Im reell-quadratischen Fall allerdings hat die Konjugation
VD — —+/D nichts mit der komplexen Konjugation zu tun.

Bemerkung 9.6. Bei einer endlichen Korpererweiterung K C L werden
Norm und Spur eines Elementes x € L iiber die Determinante und die Spur
der Multiplikationsabbildung f: L — L definiert. Im Fall einer quadrati-
schen Erweiterung

Q C QVD]
sind diese beiden Invarianten einfach zu berechnen: Da 1 und v/D eine Q-
Basis bilden, ist z = a+byv/D und damit ist die Multiplikationsmatrix durch

a bD
b a
gegeben. Somit ist

N(z) = a> —¥’D = (a+bVD)(a —bV/D) = 2z
und

S(2) = 2a = (a+bVD) + (a—bVD) = 2 +=.

Lemma 9.7. Es sei Q C L eine quadratische Korpererweiterung und f €
L. Dann ist f genau dann ganz iber Z, wenn sowohl die Norm als auch die
Spur von f zu Z gehiren.

Beweis. Dies folgt aus Satz 7.5, aus Satz 8.10 (Kérper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019) ), und aus der Gestalt des Minimalpolynoms (nédmlich
gleich f2—S(f)f + N(f), falls f ¢ Q) im quadratischen Fall. O

Wir kommen zur expliziten Beschreibung eines quadratischen Zahlbereiches.

Satz 9.8. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehorige
quadratische Zahlbereich. Dann gilt

Ap = Z[VD], wenn D =2,3 mod 4

1++vD
2

und

Ap =7 ], wenn D=1 mod 4.
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Beweis. Sei z € Ap gegeben, z = a+bVD, a,b € Q. Aus Lemma 9.7 folgt
N(z) =a?>— Db* € Z und S(z) =2a € Z.

n

Aus der zweiten Gleichung folgt, dassa = § mitn € Zist. Seib = ~ mit r, s

teilerfremd, s > 1. Die erste Gleichung wird dann zu (%)2 —D(§)2 =keZl

bzw. n? — 4D(§)2 = 4k. Dies bedeutet, da r und s teilerfremd sind, dass
4D von s? geteilt wird. Da ferner D quadratfrei ist, folgt, dass s = 1 oder
s = 2 ist. Im ersten Fall ist n ein Vielfaches von 2 (da n? ein Vielfaches von
4 ist), so dass ¢ € Z[V/D] ist.

Sei also s = 2, was zur Bedingung
n? — Dr* = 4k

fithrt. Wir betrachten diese Gleichung modulo 4. Bei n und r gerade ist x €
Z[\/D]. Die einzigen Quadrate in Z/(4) sind 0 und 1, so dass fir D = 2,3
mod 4 keine weitere Losung existiert. Fiir D = 1 mod 4 hingegen gibt es
auch noch die Losung n = 1 mod 2 und » = 1 mod 2, also n und r beide
ungerade. Diese Losungen gehéren alle zu Z[%ﬁ].

Die umgekehrte Inklusion Z[v/D] C Ap ist klar, sei also D = 1 mod 4.

Dann ist aber

2
<1+\/D> 1+vD 1+D+2vD-2-2VD D-1
- : -

Z
2 2 4 €&

und dabei ist % eine ganze Zahl, so dass dies sofort eine Ganzheitsgleichung
iiber Z ergibt. U

In den im vorstehenden Satz beschriebenen Fillen kann man jeweils den Ring
der ganzen Zahlen durch eine Variable und eine Gleichung beschreiben. Fiir
D = 2,3 mod 4 ist

Ap = ZVD] = 7Z[X]/(X? - D).

Fir D = 1 mod 4 setzt man héufig w = %ﬁ fiir den Algebra-Erzeuger.

Dieser Erzeuger erfiillt die Gleichung w? — w — % = 0. Wir haben also

Ap Z[w]/(oﬂ—w—%).

Wir werden héufiger in beiden Féllen diese Ganzheitsbasis 1, w nennen, mit
w = VD im ersten Fall und

im zweiten Fall.
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Lemma 9.9. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehdirige
quadratische Zahlbereich. Dann ist die Diskriminante von Ap gleich
AN =4D, wenn D =2,3 mod 4

und

A =D, wenn D=1 mod 4.

Beweis. Tm Fall D = 2,3 mod 4 ist nach Satz 9.8 Ap = Z[X]/(X? — D)
und daher bilden 1 und X eine Ganzheitsbasis. Die moglichen Produkte zu
dieser Basis sind in Matrixschreibweise

1 X
X D)/~
Wendet man darauf komponentenweise die Spur an so erhélt man
2 0
0 2D
und die Determinante davon ist 4D.

Im Fall D = 1 mod 4 ist hingegen

to -t (-~ 25%)

und eine Ganzheitsbasis ist 1 und w. Die Matrix der Basisprodukte ist dann

1 w
ww+%'

Wendet man darauf die Spur an (die Spur von w ist 1), so erhélt man

(2 1 )

D—1
1 1+22
und die Determinante davon ist

D -1
2(1+T)—1:2+D—1—1:D.

9.2. Die Summe von Quadraten.

Wir haben nun die Mittel an der Hand, um die Zahlen, die die Summe von
zwei Quadratzahlen sind, mit Hilfe des Ringes der Gaufischen Zahlen zu
charakterisieren.

Satz 9.10. Es sei p ein ungerade Primzahl. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) p ist die Summe von zwei Quadraten, p = 2%+ y? mit x,y € 7Z.
(2) p ist die Norm eines Elementes aus Z[i].
(3) p ist zerlegbar (nicht prim) in Z[i].
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(4) —1 ist ein Quadrat in Z/(p).
(5) Esistp = 1 mod 4.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.22. U

Satz 9.11. Es sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir schreiben n = r’m,
wobei jeder Primfaktor von m nur einfach vorkomme. Dann ist n die Summe
von zwei Quadraten genau dann, wenn in der Primfaktorzerlegung von m nur
2 und Primzahlen vorkommen, die modulo 4 den Rest 1 haben.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.23. O

9.3. Noethersche Ringe und Dedekindbereiche.

Emmy Noether (1882-1935)

Definition 9.12. Ein kommutativer Ring R heifit noethersch, wenn jedes
Ideal darin endlich erzeugt ist.

Korollar 9.13. Jeder Zahlbereich ist ein noetherscher Ring.

Beweis. Nach Korollar 8.5 ist jedes von 0 verschiedene Ideal als additive
Gruppe isomorph zu Z", also ist insbesondere jedes Ideal als abelsche Gruppe
endlich erzeugt. Insbesondere sind die Ideale dann als Ideale (also als R-
Moduln) endlich erzeugt. O

Satz 9.14. Zu einem Ideal a # 0 in einem Zahlbereich R ist der Restklas-
senring R/a endlich.
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Beweis. Nach Lemma 7.6 gibt es ein m € ZNa, m # 0. Damit ist mR C a
und damit hat man eine surjektive Abbildung

R/(m) — R/a.
Der Ring links ist nach Korollar 8.8 endlich (mit m™ Elementen), also besitzt
der Ring rechts auch nur endlich viele Elemente. ]

Wir geben noch einen zweiten Beweis der vorstehenden Aussage.

Als kommutative Gruppe ist R = Z". Sei a € a, a # 0. Dann ist das von
a erzeugte Hauptideal eine Untergruppe

aR = 7" C R=7Z"

Deshalb ist die Restklassengruppe Z™/aR endlich und wegen der natiirlichen
Surjektion Z"/aR — R/a ist auch der Restklassenring endlich.

Satz 9.15. Sei R ein Zahlbereich. Dann ist jedes von 0 verschiedene Prim-
1deal von R bereits ein mazximales Ideal.

Beweis. Sei p ein Primideal # 0 in R. Dann ist der Restklassenring R/p nach
Lemma 3.3 ein Integritdtsbereich und nach Satz 9.14 endlich. Ein endlicher
Integritatsbereich ist aber nach Aufgabe 5.36 bereits ein Kérper, so dass nach
Lemma 3.5 ein maximales Ideal vorliegt. U

Richard Dedekind (1831-1916)

Die bisher etablierten Eigenschaften von Zahlbereichen lassen sich im folgen-
den Begriff zusammenfassen.

Definition 9.16. Einen Integritdtsbereich R nennt man einen Dedekindbe-
retch, wenn er noethersch und normal ist und wenn jedes von 0 verschiedene
Primideal darin maximal ist.
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Die Eigenschaft, dass jedes von 0 verschiedene Primideal maximal ist, bedeu-
tet, dass die maximalen Ketten von Primidealen die Form 0 C m besitzen
(wenn ein Korper vorliegt, so gibt es nur das einzige Primideal 0). Man sagt
auch, dass die Krulldimension des Ringes gleich 1 ist.

Korollar 9.17. Jeder Zahlbereich ist ein Dedekindbereich.

Beweis. Dies folgt aus Satz 7.2, aus Korollar 9.13 und aus Satz 9.15. O
Satz 9.18. Hauptidealbereiche sind Dedekindbereiche.

Beweis. Die Normalitét folgt aus Satz 2.19 und Satz 6.12. Die Eigenschaft
noethersch folgt, da in einem Hauptidealbereich jedes Ideal sogar von einem
Element erzeugt wird. Die Maximalitéit der von 0 verschiedenen Primideale
folgt aus Lemma 3.7. O

9. ARBEITSBLATT

9.1. Aufgaben.

Aufgabe 9.1.%*
Betrachte die Quadratrestgruppe
@x /@X?
wobei Q@*? die Untergruppe der Quadrate bezeichne. Zeige, dass es zu jeder
Restklasse x € Q* /Q*? einen Reprisentanten aus Z gibt.

Aufgabe 9.2. Fiir einen Korper K bezeichnet K*? C K* die Untergruppe
aller Quadrate. Bestimme fiir die folgenden Korper die Restklassengruppe

K*/K*?.

st ein endlicher Korper.

—

I
oaw,

Aufgabe 9.3. Zeige, dass die Konjugation auf Q[\/ﬁ] ein Koérperautomor-
phismus und auf Ap ein Ringautomorphismus ist. Zeige, dass der Invarian-
tenring gleich Q bzw. gleich 7Z ist.

Aufgabe 9.4. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass die 1 Teil
einer Ganzheitsbasis von R ist.
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Aufgabe 9.5. Bestimme die Konjugation fiir v/D bzw. fiir w in den ver-
schiedenen expliziten Beschreibungen fiir die quadratischen Zahlbereiche.

Aufgabe 9.6. Bestimme die Spur fiir v/D bzw. fiir w in den verschiedenen
expliziten Beschreibungen fiir die quadratischen Zahlbereiche.

Aufgabe 9.7. Bestimme die Norm fiir v/D bzw. fiir w in den verschiedenen
expliziten Beschreibungen fiir die quadratischen Zahlbereiche.

Aufgabe 9.8.*

Berechne explizit die Diskriminante des quadratischen Zahlbereichs A_;.
Stelle die Multiplikationsmatrix beziiglich einer geeigneten Basis fiir das Ele-

ment 3 5
f= 54’5\/—7

auf und berechne damit die Spur und die Norm von f.

Aufgabe 9.9. Bestimme den (Isomorphietyp des) Ganzheitsringes der qua-
dratischen Korpererweiterung

3 5

QC @[X]/<X2+§X—?>.

Aufgabe 9.10. Seien D und E zwei verschiedene quadratfreie Zahlen und
seien Ap und Ag die zugehorigen quadratischen Zahlbereiche. Zeige

ApNAg = 7.

Aufgabe 9.11.*

Bestimme ein Element aus Z[y/—11], das unter allen Nichteinheiten minimale
Norm besitzt. Begriinde, dass dieses Element irreduzibel ist.

Aufgabe 9.12. Essei D # 0,1 quadratfrei. Bestimme die Restklassengrup-

pe Ap/Z[V/D).

Aufgabe 9.13. Sei D eine quadratfreie Zahl mit D =1 mod 4, und sei Ap
der zugehorige quadratische Zahlbereich. Man gebe eine Ganzheitsgleichung
fur %ﬁ iiber Z an. Man zeige, dass es keine echten Zwischenringe Z[v/D] C
R C AD glbt
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Aufgabe 9.14. Essei D # 0, 1 eine quadratfreie Zahl, sei R = Z[v/D] und
sei Ap der zugehorige Ganzheitsring. Zeige, dass nach Nenneraufnahme an
2 ein Ringisomorphismus

R2 — (AD)Q

vorliegt.

Aufgabe 9.15. Bestimme fiir die quadratischen Zahlbereiche Ap mit nega-
tivem D sdmtliche Einheiten.

Aufgabe 9.16.*
Fiir welche quadratfreien Zahlen mit

D=1 mod4

ist 1%5 eine Einheit?

Aufgabe 9.17. Finde ein quadratfreies D derart, dass die natiirliche Inklu-
sion

ZIVD] € Ap
die Eigenschaft besitzt, dass es zwei verschiedene Primideale q und ¢’ in Ap
gibt, die beide iiber dem gleichen Primideal p C Z[\/E] liegen. Was ist pNZ?

Aufgabe 9.18.*

Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehorige quadratische
Zahlbereich. Zeige, dass es fiir eine Primzahl p die folgenden drei Moglich-
keiten:

(1) pist prim in Ap.
(2) Es gibt ein Primideal p in Ap derart, dass (p)

2 ist.
(3) Es gibt ein Primideal p in Ap derart, dass (p) p

=P
= pp mit p # p ist.

Aufgabe 9.19. Essei D # 0, 1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehori-
ge quadratische Zahlbereich. Zeige, dass fiir eine ungerade Primzahl p, die
kein Teiler von D ist, folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) D ist ein Quadrat in Z/(p).
(2) Es gibt zwei Primideale in Ap oberhalb von (p).

Aufgabe 9.20. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass es nur
endlich viele Primzahlen mit der Eigenschaft gibt, dass der Faserring iiber
Z/(p) nicht reduziert ist.
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Aufgabe 9.21. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass die Kon-
jugation zu jeder Primzahl p einen Z/(p)-Algebraisomorphismus des Faser-

ringes iiber p in sich selbst induziert. Beschreibe diesen in den drei méglichen
Féllen im Sinne von Aufgabe 5.29 bzw. Aufgabe 9.16.

Aufgabe 9.22. Sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und betrachte die qua-
dratische Erweiterung Z C Z[v/D]. Es sci p ein Primfaktor von D und es sei
vorausgesetzt, dass weder p noch —p ein Quadratrest modulo D/p ist. Dann
ist p irreduzibel in Z[v/D], aber nicht prim.

Aufgabe 9.23. Es sei R = Z[\/7]. Bestimme die Primideale in R, die iiber
p = 29 liegen und zeige, dass es sich um Hauptideale handelt.

Aufgabe 9.24. Es sei R = Z[/15]. Bestimme die Primideale in R, die iiber
p = 17 liegen (man gebe Idealerzeuger an). Handelt es sich um Hauptideale?

Aufgabe 9.25. Zeige, dass 2 im Ring Z[v/5] irreduzibel, aber nicht prim ist.
Wie sieht es in As aus?

Aufgabe 9.26.*

Es sei p ein ungerade Primzahl. Zeige, dass die folgenden Aussagen édquivalent
sind.

(1) p ist die Summe von zwei Quadraten, p = 2 + y* mit z,y € Z.
(2) p ist die Norm eines Elementes aus Z[i].

(3) p ist zerlegbar (nicht prim) in Z[i].

(4) —1 ist ein Quadrat in Z/(p).

(5) Esist p = 1 mod 4.

Aufgabe 9.27.*

Es sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir schreiben n = r“m, wobei jeder
Primfaktor von m nur einfach vorkomme. Zeige, dass dann n genau dann die
Summe von zwei Quadraten ist, wenn in der Primfaktorzerlegung von m nur
2 und Primzahlen vorkommen, die modulo 4 den Rest 1 haben.

2

Aufgabe 9.28.*

Zeige, dass —3 genau dann ein Quadratrest modulo einer Primzahl p # 2
ist, wenn p = 0,1 mod 3 ist.
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Aufgabe 9.29. Es sei Z|w| der Ring der Eisenstein-Zahlen und p eine un-
gerade Primzahl. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) Es gibt eine Darstellung p = 2% + xy + 4> mit z,y € Z.
(2) p ist die Norm eines Elementes aus Z[w].

(3) p ist zerlegbar (nicht prim) in Z[w].

(4) —3 ist ein Quadrat in Z/(p).

(5) Esist p = 0,1 mod 3.

Aufgabe 9.30. Es sei D eine quadratfreie positive Zahl mit D = 3 mod 4.
Zeige, dass der Zahlbereich zur Korpererweiterung Q € Q[i, v/D] echt grofier
als Z[i, VD] ist.

Aufgabe 9.31.*

Sei R ein noetherscher, kommutativer Ring. Zeige, dass dann auch jeder
Restklassenring R/a noethersch ist.

Aufgabe 9.32. Zeige: Ein kommutativer Ring R ist noethersch genau dann,
wenn es in R keine unendliche echt aufsteigende Idealkette

a; Cay Cag C...
gibt.

Aufgabe 9.33. Zeige, dass das Produkt R x S zu noetherschen Ringen R
und S wieder noethersch ist.

Aufgabe 9.34. Es sei K ein Korper. Zeige, dass es in K[X,Y] keine obe-
re Schranke fiir die Anzahl der Erzeuger von Idealen (in einem minimalen
Erzeugendensystem) gibt.

Tipp: Betrachte die Potenzen (X,Y)™.

Aufgabe 9.35. Sei R ein noetherscher Integritéitsbereich. Zeige, dass sich
jedes Element aus R als ein Produkt von irreduziblen Elementen schreiben
lésst.

Aufgabe 9.36. Es sei R ein kommutativer Ring und seien fy,...,f, €
R Elemente, die das Einheitsideal erzeugen. Es sei vorausgesetzt, dass die
Nenneraufnahmen Ry, fiir ¢ = 1,...,n noethersch sind. Zeige, dass dann
auch R noethersch ist.
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Aufgabe 9.37. Sei K ein Korper und sei
K[X,, n € N]

der Polynomring iiber K in unendlich vielen Variablen. Man beschreibe dar-
in ein nicht endlich erzeugtes Ideal und eine unendliche, echt aufsteigende
Idealkette.

Aufgabe 9.38. Man gebe ein Beispiel eines nicht-noetherschen Ringes, des-
sen Reduktion ein Korper ist.

Aufgabe 9.39.*

Zeige, dass ein Unterring R C S eines noetherschen Ringes nicht noethersch
sein muss.

Aufgabe 9.40. Es sei R ein faktorieller Zahlbereich und Z C R die zu-
gehorige Erweiterung. Zu einer Primzahl p sei
p=q' gt

die Primfaktorzerlegung von p in R (die ¢; seien also paarweise nicht asso-
ziiert). Zeige, dass die Primideale p von R mit der Eigenschaft p NZ = (p)
genau die Primideale der Form p = (¢;) sind.

Aufgabe 9.41. Sei R ein Dedekindbereich und seien p und ¢ verschiedene
Primideale # 0. Dann gibt es einen Ringisomorphismus

R/pNg— R/p x R/q.

Aufgabe 9.42. Sei R ein Dedekindbereich und seien p und q zwei verschie-
dene Primideale. Dann ist

pNg=p-q

Aufgabe 9.43. Man gebe ein Beispiel fiir einen Dedekindbereich, wo jeder
Restklassenring # 0 unendlich ist, und fiir einen Dedekindbereich, der einen
Korper enthélt und wo alle echten Restklassenringe endlich sind.
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10. VORLESUNG - DISKRETE BEWERTUNGSRINGE

10.1. Die Norm fiir Zahlbereiche.

Nach Korollar 7.11 ist die Norm eines Elementes eines Zahlbereiches ganz-
zahlig.

Lemma 10.1. Es sei R der Ganzheitsring einer endlichen Kérpererweite-
rung Q C L. Dann ist f € R genau dann eine Einheit, wenn N(f) = +1
15t.

Beweis. Wenn f € R eine Einheit ist, so ist fg = 1 mit einem ¢ € R und
aus der Multiplikativitdt der Norm folgt
N(f)N(g) = N(1) =1,

woraus nach Korollar 7.11 N(f) = =+1 folgt. Die Umkehrung folgt aus Korol-
lar 8.6 und daraus, dass dann die Multiplikationsabbildung zu f auf R = Z"
bijektiv ist. U
Lemma 10.2. Es sei R ein Zahlbereich vom Grad d und n € Z. Dann ist

die Norm von n in R gleich n?.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Lemma 8.7 (Korper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019)). O

10.2. Die Norm von Idealen.

Definition 10.3. Zu einem Ideal a # 0 in einem Zahlbereich R heifit die
(endliche) Anzahl des Restklassenringes R/a die Norm von a. Sie wird mit

N(a)
bezeichnet.

Beispiel 10.4. Zu einem von 0 verschiedenen Ideal (n) C Z mit n > 0 ist
die Norm einfach gleich n, da ja der Restklassenring Z/(n) genau n Elemente
besitzt.

Lemma 10.5. Es sei a # 0 ein Ideal in einem Zahlbereich R. Dann ist
N(a) € a.
Beweis. Wir betrachten die Abbildung

Z— R— R/a.
Der Ring rechts hat nach Definition N(a) Elemente. Deshalb gehort diese
Zahl zum Kern der Gesamtabbildung. U

Die Norm eines Ideals berechnet man am besten, indem man nach und nach
den Restklassenring vereinfacht. Ein entscheidender Schritt ist dabei, eine
ganze Zahl n # 0 in dem Ideal zu finden, da man dann {iber dem endlichen
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Ring Z/(n) arbeiten und weiter vereinfachen kann. Dieses Verfahren hilft
aufgrund der folgenden Aussage auch bei der Berechnung der Norm von
Elementen.

Lemma 10.6. Es sei R ein Zahlbereich und f € R, f # 0. Dann ist der
Betrag der Norm von f gleich der Norm des Hauptideals fR.

Beweis. Das Hauptideal Rf ist das Bild des injektiven Gruppenhomomor-
phismus

R— R, 1+ f.
Dieser wird unter einer Identifizierung R = Z" (also der Wahl einer Ganz-

heitsbasis von R) durch die zu f gehorende Multiplikationsmatrix M; be-
schrieben. Es liegt insgesamt dias kommutative Diagramm

R Y R — R/fR — 0
\J \J \J \J
M
zr —5 70— ZM/bildM; — 0
mit vertikalen Isomorpien vor. Die Determinante von M; ist die Norm von f,

und die Anzahl der Elemente in der Restklassengruppe R/fR ist die Norm
des Hauptideals. Daher folgt die Aussage aus Satz Anhang 7.1. O

Beispiel 10.7. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Rzu D = —5

das Ideal
p=(2,1+v-5).

Wir behaupten, dass es kein Hauptideal ist und verwenden dabei, dass die
Norm dieses Ideals gleich 2 ist. Ware namlich p = (f) mit einem f € R, so
miisste nach . auch

IN(HI =2
gelten. Allerdings ist die Norm von f = a + by/=5 gleich N(f) = a?® + 5b°
und dies kann nicht gleich 2 sein.

Korollar 10.8. Es sei f ein Element in einem Zahlbereich R. Dann ist
N(f) € fR. Insbesondere ist @ € R bei f # 0.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 10.6 und Lemma 10.5, angewendet auf das
Hauptideal a = (f). O

Die Norm R — 7Z hat die Figenschaft, dass oberhalb von 1 nur Einheiten
liegen. Auch fiir die Elemente aus R, deren Norm gleich einer fixierten ganzen
Zahl a ist, gibt es eine wichtige Gesetzmafigkeit.

Lemma 10.9. Es sei R der Ganzheitsring einer endlichen Koérpererwei-
terung Q C K und sei a € Z. Dann gibt es endlich viele Elemente
fi,--, fm € R derart, dass jedes f € R mit |N(f)| = a zu einem der
fi assoziiert ist.
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Beweis. Der Restklassenring R/(a) ist endlich nach Lemma 10.2 und Lemma
10.6. Wir behaupten, dass Elemente aus der gleichen Nebenklasse zu R/(a),
die beide die Norm a besitzen, zueinander assoziiert sind (fiir die f; wéhlen
wir zu jeder Nebenklasse von R/(a) einen Reprisentanten mit Norm a aus,
falls es iberhaupt ein solches Element gibt). Seien dazu f, g, h € R mit

f=g+ah
und mit N(f) = N(g) = a. Dann ist in Q(R)
f_gtan b 1+N(9)h
9 9 9 9

und dies gehort zu R, da @ nach Korollar 10.8 zu R gehort. Dies gilt
auch, wenn man die Rollen von f und g vertauscht. Also teilen sich f und g
gegenseitig und sind daher assoziiert. O

10.3. Diskrete Bewertungsringe.

Definition 10.10. Ein diskreter Bewertungsring R ist ein Hauptidealbereich
mit der Eigenschaft, dass es bis auf Assoziiertheit genau ein Primelement in

R gibt.

Einen Erzeuger des maximalen Ideals in einem diskreten Bewertungsring
nennt man auch eine Ortsuniformisierende. Wir wollen zeigen, dass zu einem
Zahlbereich R die Lokalisierung an einem jeden maximalen Ideal ein diskreter
Bewertungsring ist.

Lemma 10.11. FEin diskreter Bewertungsring ist ein lokaler, noetherscher
Hauptidealbereich mit genau zwei Primidealen, ndimlich 0 und dem maxima-
len Ideal m.

Beweis. Ein diskreter Bewertungsring ist kein Korper. In einem Hauptideal-
bereich, der kein Kérper ist, wird jedes maximale Ideal von einen Primele-
ment erzeugt, und die Primerzeuger zu verschiedenen maximalen Idealen
kénnen nicht assoziiert sein. Also gibt es genau ein maximales Ideal. Nach
Satz 9.18 ist ein Hauptidealbereich insbesondere ein Dedekindbereich, so dass
es als weiteres Primideal nur noch das Nullideal gibt. U

Beispiel 10.12. Es sei K ein Korper, K[X] der Polynomring und R =
K[X]x) die Lokalisierung am maximalen Ideal m = (X). Dann ist R ein
diskreter Bewertungsring. Die beiden einzigen Primideale von R sind (0) C
(X), und ein Hauptidealbereich liegt vor, da ja K[X] ein Hauptidealbereich
ist. Da es nur ein maximales Ideal gibt, kann es bis auf Assoziiertheit auch
nur ein Primelement geben, ndmlich X.

Beispiel 10.13. Es sei p eine Primzahl und sei R = Z,) die Lokalisierung
am maximalen Ideal m = (p). Dann ist R ein diskreter Bewertungsring. Die
beiden einzigen Primideale von R sind (0) C (p), und ein Hauptidealbereich
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liegt vor, da ja Z ein Hauptidealbereich ist. Da es nur ein maximales Ideal
gibt, kann es bis auf Assoziiertheit auch nur ein Primelement geben, ndmlich

p-

Definition 10.14. Zu einem Element f € R, f # 0, in einem diskreten
Bewertungsring mit Primelement p heifit die Zahl n € N mit der Eigenschaft
f = up™, wobei u eine Einheit bezeichnet, die Ordnung von f. Sie wird mit
ord (f) bezeichnet.

Die Ordnung ist also nichts anderes als der Exponent zum (bis auf Assozi-
iertheit) einzigen Primelement in der Primfaktorzerlegung. Sie hat folgende
Eigenschaften.

Lemma 10.15. Es sei R ein diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal
m = (p). Dann hat die Ordnung

RA\{0} — N, fr— ord(f),
folgende Figenschaften.

(1) ord (fg) = ord (f) + ord (g).

(2) ord (f +g) > min{ord (f), ord (g)}.

(3) Esist f € m genau dann, wenn ord (f) > 1 ist.
(4) Esist f € R* genau dann, wenn ord (f) = 0 ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.7. U

Wir wollen eine wichtige Charakterisierung fiir diskrete Bewertungsringe be-
weisen, die insbesondere beinhaltet, dass ein normaler lokaler Integritétsbe-
reich mit genau zwei Primidealen bereits ein diskreter Bewertungsring ist.
Dazu benoétigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 10.16. Sei S ein noetherscher lokaler kommutativer Ring. Fs sei
vorausgesetzt, dass das mazimale Ideal m das einzige Primideal von S ist.
Dann gibt es einen Fxponentenn € N mit

m" = 0.

Beweis. Wir behaupten zunéchst, dass jedes Element in R eine Einheit oder
nilpotent ist. Sei hierzu f € R keine Einheit. Dann ist f € m. Angenommen,
f ist nicht nilpotent. Dann gibt es nach Lemma 3.9 ein Primideal p in R mit
f ¢ p. Damit ergibt sich der Widerspruch p # m.

Es ist also jedes Element im maximalen Ideal nilpotent. Insbesondere gibt
es fiir ein endliches Erzeugendensystem fi, ..., fx von m eine natiirliche Zahl
m mit f* =0 fiiralle ¢ =1,...,k . Sein = km. Dann ist ein beliebiges
Element aus m”™ von der Gestalt

(o) () - ()
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Ausmultiplizieren ergibt eine Linearkombination mit Monomen fi*--- f*

und Zle ri = n , so dass ein f; mit einem Exponenten > n/k = m vor-
kommt. Daher ist das Produkt 0. U

Satz 10.17. Es sei R ein noetherscher lokaler Integrititsbereich mit der
Figenschaft, dass es genau zwei Primideale 0 C m gibt. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(2) R ist ein Hauptidealbereich.

(3) R ist faktoriell.

(4) R ist normal.

(5) m ist ein Hauptideal.

Beweis. (1) = (2) folgt direkt aus der Definition 10.10.
(2) = (3) folgt aus Satz 2.19.
(3) = (4) folgt aus Satz 6.12.

(4) = (5). Sei f € m, f # 0. Dann ist R/(f) ein noetherscher lokaler
Ring mit nur einem Primideal (ndmlich m = mR/(f)). Daher gibt es nach
Lemma 10.16 ein n € N mit m” = 0. Zuriickiibersetzt nach R heifit das,
dass m™ C (f) gilt. Wir wihlen n minimal mit den Eigenschaften

m"” C (f) und m" ' & (f).
Wihle g € m"™! mit ¢ & (f) und betrachte

1
h = g € Q(R)

(es ist ¢ # 0). Das Inverse, also h™! = ?, gehort nicht zu R, sonst wére

g € (f). Da R nach Voraussetzung normal ist, ist A~! auch nicht ganz iiber
R. Nach dem Modulkriterium Lemma 6.7 fiir die Ganzheit gilt insbesondere
fiir das maximale Ideal m C R die Beziehung

h'm € m
ist. Nach Wahl von g ist aber auch
- g m”
hlm =2Zm C — C R.
f f

Daher ist Ah~'m ein Ideal in R, das nicht im maximalen Ideal enthalten ist.
Also ist h™'m = R. Das heift einerseits h € m und andererseits gilt fiir ein
beliebiges # € m die Beziehung h™'z € R, also x = h(h™'z), also x € (h)
und somit (h) = m.

(5) = (1). Sei m = (m). Dann ist 7 ein Primelement und zwar bis auf
Assoziiertheit das einzige. Sei f € R, f # 0 keine Einheit. Dann ist f € m

und daher f = 7mg;. Dann ist g; eine Einheit oder ¢g; € m. Im zweiten Fall
ist wieder g1 = 7go und f = 7w2gs.
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Wir behaupten, dass man f = 7"u mit einem k& € N und einer Einheit u
schreiben kann. Andernfalls konnte man f = #"g, mit beliebig grolem n
schreiben. Nach Lemma 10.16 gibt es ein m € N mit (7) = m™ C (f). Bei
n > m+ 1 ergibt sich 7™ = af = an™'b und der Widerspruch 1 = abnw.

Es lésst sich also jede Nichteinheit # 0 als Produkt einer Potenz des Prim-
elements mit einer Einheit schreiben. Insbesondere ist R faktoriell. Fiir ein
beliebiges Ideal a = (fy,..., fs) ist fi = 7"u; mit Einheiten u;. Dann sieht
man leicht, dass a = (7") ist mit n = min;{n;}. O

Korollar 10.18. Sei R ein Dedekindbereich und sei m ein mazimales Ideal
m R. Dann st die Lokalisierung

Ry

ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Die Lokalisierung R, ist lokal nach Satz 4.15, so dass es lediglich die
beiden Primideale 0 und mR,, gibt. Ferner ist R noethersch. Da R normal ist,
ist nach Lemma 6.15 auch die Lokalisierung R, normal. Wegen Satz 10.17
ist Ry, ein diskreter Bewertungsring. O

Bemerkung 10.19. Korollar 10.18 besagt in Verbindung mit Satz 10.17,
dass wenn man bei einem Dedekindbereich und spezieller einem Zahlbereich
R zur Lokalisierung R, an einem maximalen Ideal m iibergeht, dass dort die
eindeutige Primfaktorzerlegung gilt.

Korollar 10.20. Sei R ein Dedekindbereich. Dann ist R der Durchschnitt
von diskreten Bewertungsringen.

Beweis. Nach Satz 4.16 ist

R = )R,

wobei m durch alle maximalen Ideale von R lduft. Nach Korollar 10.18 sind
die beteiligten Lokalisierungen R, allesamt diskrete Bewertungsringe. U

10. ARBEITSBLATT

10.1. Aufgaben.

Aufgabe 10.1. Sei R ein Zahlbereich und sei angenommen, dass jede ganze
Zahl n € Z, n # 0, eine Primfaktorzerlegung in R besitzt. Zeige, dass dann
R bereits faktoriell ist.

Aufgabe 10.2. Es sei D # 0,1 quadratfrei und Ap der zugehorige quadra-
tische Zahlbereich. Es Sei p eine Primzahl, die in Ap nicht trége sei. Beweise
die Aquivalenz folgender Aussagen.
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(1) p besitzt eine Primfaktorzerlegung in Ap.

(2) p ist nicht irreduzibel (also zerlegbar) in Ap.

(3) p oder —p ist die Norm eines Elementes aus Ap.

(4) p oder —p ist die Norm eines Primelementes aus Ap.

Aufgabe 10.3. Sei D < 0 quadratfrei und Ap der zugehorige imaginér-
quadratische Zahlbereich. Bestimme fiir D > —12 die Nichteinheiten z € Ap
mit minimaler Norm.

Aufgabe 10.4. Betrachte in Z[v/—2] die beiden Elemente
r=4+T7v—-2und y =5+ 8v—2.

Bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler der Normen N(x) und N(y) (in
Z) und das von x und y erzeugte Ideal in Z[v/—2].

Aufgabe 10.5. Man gebe ein Beispiel fiir einen quadratischen Zahlbereich,
wo die —1 als Norm eines Elementes auftritt, und ein Beispiel, wo dies nicht
der Fall ist.

Aufgabe 10.6.*
Bestimme die Norm des Ideals (X2 + 1) im Zahlbereich Z[X]/(X* + 1).

Aufgabe 10.7. Bestimme die Norm des Ideals (X? + 7) im Zahlbereich
ZIX]/(X3 —2).

Aufgabe 10.8.*

(1) Zeige, dass in Z[X] die Ideale (X*—7, X% —5) und (X + 55,282)
iibereinstimmen.

(2) Bestimme die Norm des Ideals (X® — 5) im Zahlbereich
ZIX]/(X*=17).

(3) Bestimme die Norm des Ideals (X* — 7) im Zahlbereich
ZIX]/(X*-5).

Aufgabe 10.9.*

Es sei R ein Zahlbereich und es sei p # 0 ein Primideal. Zeige, dass die
Norm von p eine echte Primzahlpotenz ist.
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Aufgabe 10.10.*

Bestimme im quadratischen Zahlbereich Z[v/3] endlich viele Elemente fi,
..+, fm, deren Norm 13 ist, und die die Eigenschaft erfiillen, dass jedes Ele-
ment mit der Norm 13 zu einem der f; assoziiert ist.

Aufgabe 10.11. Beschreibe das Spektrum eines diskreten Bewertungsrin-
ges.

Aufgabe 10.12. Sei R ein diskreter Bewertungsring und sei m = (m). Es
sei K = R/(m) der Restklassenkorper von R. Zeige, dass es fiir jedes n € N
einen R-Modulisomorphismus

(7")/(7") — K
gibt.

Aufgabe 10.13. Es sei R ein diskreter Bewertungsring, dessen Restekorper
K = R/m = F, endlich mit ¢ Elementen sei. Zeige, dass R/m" ein endlicher
Ring mit ¢" Elementen ist. Man folgere, dass zu f € R die Gleichheit

#(R/(f) = ¢4

gilt, und dass man die Ordnung von f aus der Griéfle des Restklassenringes
berechnen kann.

Aufgabe 10.14. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper
Q. Zeige, dass es keinen echten Zwischenring zwischen R und @ gibt.

Aufgabe 10.15. Sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkorper
(). Charakterisiere die endlich erzeugten R-Untermoduln von (. Auf welche
Form kann man ein Erzeugendensystem bringen?

Aufgabe 10.16. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei f € K[X],
f #0,und a € K. Zeige, dass die folgenden ,,Ordnungen® von f an der Stelle
a iibereinstimmen.

(1) Die Verschwindungsordnung von f an der Stelle a, also die maximale
Ordnung einer formalen Ableitung mit f*)(a) = 0.

(2) Der Exponent des Linearfaktors X — a in der Zerlegung von f.

(3) Die Ordnung von f an der Lokalisierung K[X]x_q) von K[X] am
maximalen Ideal (X — a).
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Aufgabe 10.17. Sei K ein Koérper und K(T') der Korper der rationalen
Funktionen tiber K. Finde einen diskreten Bewertungsring R C K(7') mit
Q(R) = K(T) und mit RN K[T] = K.

Aufgabe 10.18. Beweise fiir einen diskreten Bewertungsring die Eigenschaf-
ten der Ordnung, die in Lemma 10.15 formuliert sind.

Aufgabe 10.19. Sei p eine fixierte Primzahl. Zu jeder ganzen Zahl n # 0
bezeichne v,(n) den Exponenten, mit dem die Primzahl p in der Primfaktor-
zerlegung von n vorkommt.

a) Zeige: die Abbildung v, : Z\ {0} — N ist surjektiv.
b) Zeige: es gilt v,(nm) = v,(n) + v,(m).

c) Finde eine Fortsetzung v, : Q\ {0} — Z der gegebenen Abbildung, die ein
Gruppenhomomorphismus ist (wobei Q* = Q \ {0} mit der Multiplikation
und Z mit der Addition versehen ist).

d) Beschreibe den Kern des unter ¢) beschriebenen Gruppenhomomorphis-
mus.

Aufgabe 10.20.*

Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich R = A_5; = Z[y/—5| das
Primideal p = (2,14 +/—5). Zeige direkt, dass das Ideal pR, in der Lokali-
sierung R, ein Hauptideal ist.

Aufgabe 10.21. Sei D # 1 quadratfrei und D =1 mod 4. Finde in Z[v/D]
ein Primideal p derart, dass die Lokalisierung an p kein diskreter Bewertungs-
ring ist.

Aufgabe 10.22.*
Sei K ein Koérper und sei
v: (K*,-1) — (Z,+,0)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit v(f+g) > min{v(f),v(g)} fir
alle f,g € K*. Zeige, dass

= {fe K*|v(f) =0} u{o}

ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 10.23. Es sei V = V(22 +y*> — 1) C A% der Einheitskreis iiber
einem Korper K und es sei P = (a,b) € V ein Punkt.
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(1) Zeige, dass der lokale Ring R von V im Punkt P ein diskreter Bewer-
tungsring ist.

(2) Folgere, dass der Koordinatenring K[X,Y]/(X?+Y? —1) normal ist
(man kann K algebraisch abgeschlossen annehmen).

(3) Zeige, dass K[X,Y]/(X?+ Y? — 1) nicht faktoriell ist.

(4) Bestimme die Ordnung von X und von Y — 1 im lokalen Ring zum
Punkt (0,1).

Aufgabe 10.24. Sei K ein Korper. Eine Potenzreihe in einer Variablen iiber
K ist ein formaler Ausdruck der Form

GQ+G1T—|—&2T2+G3TS—|—... mit aiEK.

Es kann hier also unendlich viele von 0 verschiedene Koeffizienten a; ge-
ben. Definiere eine Ringstruktur auf der Menge aller Potenzreihen, die die
Ringstruktur auf dem Polynomring in einer Variablen fortsetzt. Zeige, dass
dieser Ring ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 10.25. Sei R ein Integritédtsbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R). Es sei R = [,; R, wobei die R; C K, i € I, alle diskrete Bewer-
tungsringe seien. Zeige: R ist normal.

Ein Modul, der aufler 0 keine Torsionselemente enthélt, heifit torsionsfrei.

Aufgabe 10.26. Zeige, dass ein torsionsfreier endlich erzeugter Modul M
iiber einem diskreten Bewertungsring frei ist.

11. VORLESUNG - HAUPTDIVISOREN

11.1. Die Ordnung an einem Primideal.

Zu einem Dedekindbereich R und einem Primideal p # 0 ist nach Korollar
10.18 die Lokalisierung R, ein diskreter Bewertungsring und somit ergibt sich
insgesamt eine Abbildung
R\ {0} — R,\ {0} 24 N.

Definition 11.1. Sei R ein Dedekindbereich, p # 0 ein Primideal in R und
f € R, f # 0. Dann heifit die Ordnung ord (f) im diskreten Bewertungsring
R, die Ordnung von f am Primideal p (oder an der Primstelle p oder in R,).
Sie wird mit ord, (f) bezeichnet.

Lemma 11.2. Es sei R ein Dedekindbereich und p # 0 ein Primideal in R.
Dann hat die Ordnung an p, also die Abbildung

R\ {0} — N, f+—— ord, (f),
folgende Figenschaften.
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(1) ordy (fg) = ord, (f) + ordy (g).
(2) ord, (f +¢) > min (ord, (f),ord, (g)).
(3) Esist f € p genau dann, wenn ord, (f) > 1.

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus Lemma 10.15. Bei (3) ist zu beachten,
dass fir f € R gilt, dass f € p genau dann gilt, wenn f € pR, ist.
Letzteres bedeutet ndmlich, dass f = qifi + -+ ¢, f, mit f; € p und

¢ € R, ist, also ¢; = Z—Z mit s; ¢ p. Mit dem Hauptnenner s = sy---s,
ist dann sf = a1 fi + -+ a,f, € p, woraus f € p folgt. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 10.15. Il

Definition 11.3. Es sei R ein Dedekindbereich und f € R, f # 0. Dann
heiBt die Abbildung, die jedem Primideal p # 0 in R die Ordnung ord, (f)
zuordnet, der durch f definierte Hauptdivisor. Er wird mit div ( f) bezeichnet
und als formale Summe

div(f) = D ord, (f) - p
p
geschrieben.

Die Ordnung an einem Primideal nennt man in diesem Zusammenhang auch
die Verschwindungsordnung. Die Ordnung ist ja genau dann positiv, wenn f
zum Primideal p gehort, und dies ist genau dann der Fall, wenn unter der
Abbildung
R— R/p — Q(R/p)

das Element f auf 0 abgebildet wird, also an dieser Stelle verschwindet. Eine
hohere Verschwindungsordnung bedeutet, dass f nicht nur einfach, sondern
mit einer gewissen Vielfachheit verschwindet. Der Hauptdivisor zu f notiert
also, mit welcher Verschwindungsordnung die Funktion f an den verschiede-
nen Primstellen verschwindet.

Bemerkung 11.4. Es sei R ein faktorieller Dedekindbereich. Dann l&sst
sich der Hauptdivisor zu einem Ringelement f € R, f # 0, unmittelbar aus
der Primfaktorzerlegung ablesen. Wenn

_ Ust Tk
= upi" - Py
mit einer Einheit u und paarweise nicht assoziierten Primelementen p; ist, so

ist der Hauptdivisor zu f gleich
k
div (f) = Z ri(p:).
i=1
Dies beruht einfach darauf, dass die Ordnung von f in der Lokalisierung R,
gleich r; ist.

Lemma 11.5. Es sei R ein Dedekindbereich. Dann hat die Abbildung, die
einem Ringelement # 0 den Hauptdivisor zuordnet, also

R\ {0} — Hauptdivisoren, f — div (f),
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folgende Figenschaften.
(1)

(2)
div (f +g) = min (div (f),div (g)).
(3) Esist f genau dann eine Finheit, wenn div (f) = 0 ist.

div (fg) = div(f) +div (g9).

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 11.2 durch Betrachtung an den einzel-
nen Primidealen. U

Lemma 11.6. Es sei R ein Dedekindbereich und f € R, f # 0. Dann ist
nur fir endlich viele Primideale p # 0 in R die Ordnung ord, (f) von 0
verschieden. Das heift, dass der Hauptdivisor div(f) = >_ ord, (f)-p eine
endliche Summe ist.

Beweis. Esist R/(f) nulldimensional, deshalb folgt die Aussage aus Aufgabe
11.1. Il

Im zahlentheoretischen Kontext folgt die letzte Aussage auch direkt aus der
Endlichkeit der Restklassenringe.

Beispiel 11.7. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Rzu D = —5,
also R = A_5 = Z[v/-5] = Z[X]/(X?+5), das Ideal

p = (2,14+v-5).
Nach Beispiel 10.7 ist dies kein Hauptideal. Wir wollen die Hauptdivisoren
zu den beiden Idealerzeugern 2 und 1 + y/—5 berechnen. Der erste Schritt
ist dabei, die Primideale oberhalb des Elementes zu bestimmen, was am ein-

fachsten durch eine Restklassenbetrachtung geschieht. Der Restklassenring
modulo 2 ist

R/(2) = Z[X]/(X?+5,2)
= Z/(2)[X]/(X*+5)

= Z/(2Q[X]/(X?+1)

= Z/(2)[X]/(X +1)*.

Dies ist ein nichtreduzierter Ring mit nur einem maximalen Ideal. In der
Lokalisierung R 1,/=5) gilt

1
= —(1
2 V3
was zeigt, dass 1+ +/—5 dort ein Erzeuger des maximalen Ideals ist und dass
die Ordnung von 2 dort gleich 2 ist. Deshalb gilt

div (2) = 2p.

+v=5),

Wegen
R/(14++V=5) = ZIX]/(X? +5,1+ X) = Z/(6) = Z/(2) x Z/(3)
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ist 1++/—5 auch noch im Primideal q = (3,1++/—5) enthalten und besitzt
dort ebenfalls die Ordnung 1. Daher ist

div (1++v-5) = p+q.
11.2. Effektive Divisoren.

Definition 11.8. Es sei R ein Dedekindbereich. Ein effektiver Divisor ist
eine formale Summe
DM
p

die sich tiber alle Primideale p # 0 aus R erstreckt und wobei n, natiirliche
Zahlen sind mit n, = 0 fiir fast alle p.

Lemma 11.6 zeigt, dass ein Hauptdivisor zu einem Ringelement # 0 wirk-
lich ein effektiver Divisor ist. Ein effektiver Divisor gibt fiir jede Primstelle
eine ,, Verschwindungsordnung® an. Eine naheliegende Frage ist dann, ob die-
ses Ordnungsverhalten durch eine Funktion realisiert werden kann, also ob
der Divisor ein Hauptdivisor ist. Wir werden im Weiteren sehen, dass die
Frage, welche Divisoren Hauptdivisoren sind, eng mit der Frage nach der
Faktorialitdt von Dedekindbereichen zusammenhéngt. Der Zugang iiber Di-
visoren hat den Vorteil, dass er erlaubt (siche weiter unten), eine Gruppe,
die sogenannte Divisorenklassengruppe einzufithren, die die Abweichung von
der Faktorialitdt messen kann. Die Menge der effektiven Divisoren wird mit
Eff Div (R) bezeichnet, es handelt sich um ein kommutatives additives Mo-
noid, das als Monoid von den Primdivisoren p erzeugt wird.

Definition 11.9. Es sei R ein Dedekindbereich und a # 0 ein von 0 ver-
schiedenes Ideal in R. Dann nennt man den Divisor

div(a) = Y my-p

mit
my = ord, (a) := min (ord, (f)|f € a, f #0)

den Divisor zum Ideal a.

Bemerkung 11.10. Man kann den Divisor zu einem Ideal auch durch

div(a) = min{div(f) | f € a, f # 0}
definieren, wobei das Minimum {iiber Divisoren komponentenweise erklért
ist. Es gibt im Allgemeinen kein Element, das an allen Primstellen simultan
das Minimum annimmt. Da zu einem einzelnen Element 0 # f € a der
zugehorige Hauptdivisor nur an endlich vielen Stellen von 0 verschieden ist,
gilt das erst recht fiir den Divisor zu einem Ideal.

Die Ordnung ord, (a) kann man auch als Ordnung des Ideals ord(aR,) im
diskreten Bewertungsring R, ansehen. Dabei ist aRR, das Erweiterungsideal
zu a in R,. Dieses Ideal hat einen Erzeuger p*, wobei p ein Primelement im
diskreten Bewertungsring ist; die Ordnung ist dann k.
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Lemma 11.11. FEs sei R ein Dedekindbereich. Dann erfillt die Zuordnung
(fiir von 0 verschiedene Ideale)

a+— div (a)

folgende Figenschaften.

(1)
div(p) = 1-p
fiir ein Primideal p # 0.
(2)
div (a-b) = div (a) + div (b).

(3) Fira C b st div(a) > divdiv (b).

4

W div (a + b) = min{div (a),div (b)}.

Beweis. (1) Fiir jedes Element f € p gilt auch f € pR, und daher ist
ord, (f) > 1. Umgekehrt besitzt der diskrete Bewertungsring R, ein
Element p, das das maximale Ideal pR, erzeugt und die Ordnung 1
hat. Man kann p = ¢ mit a,b € R und b ¢ p schreiben. Dabei ist
a € p und a hat in R, die Ordnung 1.

Seinun q # p ein weiteres Primideal # 0. Da beide Ideale maximal
sind gibt es ein Element g € p, g ¢ q. Dieses hat dann in q die
Ordnung 0.

(2) Fixiere ein Primideal p. Sei b € a-b und schreibe h = Y2 | f;g; mit
fi € aund g; € b. Dann ist nach Lemma 11.5
div(h) > min{div(fig;) :i=1,...,k}

min{div (f;) +div(g;):i=1,...,k}

div (a) + div (b).

Fiir die Umkehrung schreiben wir div (a) = > nq - q und div (b) =

> qMq - 4. Zu fixiertem p gibt es ein f € a und ein g € b mit

ord, (f) = n, und ord, (9) = m,. Dann ist fg € ab und

ord, (fg) = ord, (f) +ord, (9) = ny + my,.

(3) Das ist trivial.
(4) Die Abschétzung ,,>* folgt aus div (f +¢g) > min (div (f),div (g)).
Die Abschatzung ,,<“ folgt aus Teil (3).

>
>

O
Definition 11.12. Es sei R ein Dedekindbereich und

D = an~p
p

ein effektiver Divisor (wobei p durch die Menge der Primideale # 0 l4uft).
Dann nennt man

{f e R|div(f) = D}
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das Ideal zum Divisor D. Es wird mit Id(D) bezeichnet.

In der vorstehenden Definition verwenden wir die Konvention, dass in Un-
gleichungen der Ausdruck div (0) als oo zu verstehen ist. Damit gehort also 0
zu 1d(D). Es ergibt sich sofort, dass es sich in der Tat um ein Ideal handelt.
Es ist auch nicht das Nullideal, da wir zu den endlich vielen Primidealen p;,
i=1,...,k mit n;, = n,, > 0 Elemente 0 # f; € p; mit ord,, (f;) = 1
wihlen konnen. Dann gehort aber das Produkt fi--- f* zu dem zu D
gehorenden Ideal.

Der folgende Satz zeigt, dass die beiden soeben eingefithrten Zuordnungen
zwischen den effektiven Divisoren und den von 0 verschiedenen Idealen in
einem Dedekindbereich invers zueinander sind. Dies sollte man als eine ein-
fache und iibersichtliche Beschreibung fiir die Menge aller Ideale ansehen.

Satz 11.13. Es sei R ein Dedekindbereich. Dann sind die Zuordnungen
a+— div (a) und D — Id(D)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der von 0 verschiedenen
Ideale und der Menge der effektiven Divisoren. Diese Bijektion tibersetzt das
Produkt von Idealen in die Summe von Divisoren.

Beweis. Wir starten mit einem Ideal a # 0 und vergleichen a und Id(div (a)).
Sei zundchst f € a. Es ist dann ord, (f) > min{ord, (g) | g € a} fiir je-
des Primideal p # 0, so dass natiirlich div(f) > div(a) gilt. Also ist
f € Id(div (a)). Ist hingegen f ¢ a, so gibt es nach Aufgabe 4.19 auch ein
Primideal p # 0 mit f ¢ aR,. Da R, ein diskreter Bewertungsring ist, gilt
ord, (f) < ord, (a). Also ist div (f) # div(a) und somit f ¢ Id(div (a)).
Insbesondere ist die Abbildung injektiv. Die Surjektivitat ergibt sich aus
Lemma 11.11 (1) in Verbindung mit Lemma 11.11 (2), was auch den Zusatz
ergibt. U

11. ARBEITSBLATT

11.1. Aufgaben.

Aufgabe 11.1. Es sei R ein Zahlbereich. Zeige, dass der Ringhomomorphis-
mus
R— H R/pR7 f — (f mod Rp)p Primzahl,
p Primzahl
wobei rechts das Produkt der Faserringe iiber alle Primzahlen steht, und
komponentenweise die Restklassenbildung durchgefiihrt wird, injektiv ist.

Aufgabe 11.2. Bestimme den Hauptdivisor zu 840 in Z.
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Aufgabe 11.3. Bestimme den Hauptdivisor zu 840 in Z[i].

Aufgabe 11.4. Bestimme den Hauptdivisor zur Gauflschen Zahl 5 + 7i.

Aufgabe 11.5. Es sei R ein Dedekindbereich und sei f € R als ein Produkt
fo=upt*---pr

mit Primelementen p; und einer Einheit u gegeben. Zeige, dass dann fiir den
zugehorigen Hauptdivisor die Gleichheit

div (f) = vi(p1) + - + v (pr)

gilt, wobei die (p;) die von p; erzeugten Primideale bezeichnen.

Aufgabe 11.6. Es sei R ein Dedekindbereich und S C R ein multiplikatives
System mit 0 ¢ S. Zeige, dass ein kommutatives Diagramm
R\ {0} — EffDiv(R)
1 )
Rs\ {0} — EffiDiv(Ry)

vorliegt, wobei die vertikale Abbildung rechts einfach diejenigen Komponen-
ten p eines effektiven Divisors D vergisst, die nicht zu Spek (Rg) gehoren.

Aufgabe 11.7. Sei R ein Zahlbereich und f,g € R, f,g # 0. Zeige ohne
Verwendung des Bijektionssatzes, dass die Hauptdivisoren div (f) und div (g)
genau dann gleich sind, wenn f und ¢ assoziiert sind.

Aufgabe 11.8. Es sei R ein Zahlbereich und seien f,g € R von 0 verschie-
dene Elemente. Zeige, dass f genau dann ein Teiler von g ist, wenn fiir die
Hauptdivisoren die Beziehung

div (f) < div(g)
gilt.

Aufgabe 11.9. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R, f # 0. Zeige die
beiden folgenden Aquivalenzen:

Das Element f ist genau dann prim, wenn der zugehorige Hauptdivisor
div (f) die Gestalt 1p mit einem Primideal p # 0 besitzt.

Das Element f ist genau dann irreduzibel, wenn div (f) minimal unter allen
effektiven Hauptdivisoren # 0 ist.
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Aufgabe 11.10. Es sei R = Z[\/—5] = Z @& Z+/—5 der quadratische Zahl-
bereich zu D = —5. Betrachte in R die Zerlegung

2-3=(1+v-5)(1—-+v-5).
Zeige, dass die beteiligten Elemente irreduzibel, aber nicht prim sind, und

bestimme fiir jedes dieser vier Elemente die Primoberideale. Bestimme die
Hauptdivisoren zu diesen Elementen.

Aufgabe 11.11. Es sei R ein noetherscher kommutativer Ring. Zeige, dass
folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) R hat Krulldimension 0.

(2) R ist ein artinscher Ring.

(3) R besitzt endlich viele Primideale, die alle maximal sind.

(4) Es gibt eine natiirliche Zahl n mit m”™ = 0 fiir jedes maximale Ideal
m.

(5) Die Reduktion von R ist ein Produkt von Koérpern.

Aufgabe 11.12. Beschreibe die nilpotenten Elemente von Z/(n) und die
Reduktion von Z/(n).

Aufgabe 11.13. Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Zeige, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(1) n ist die Potenz einer Primzahl.
(2) Der Restklassenring Z/(n) ist zusammenhéngend.

(3) Der Restklassenring Z/(n) ist lokal.

(4) Die Reduktion von Z/(n) ist ein Korper.

(5) Jeder Nullteiler von Z/(n) ist nilpotent.

(6) Der Restklassenring Z/(n) besitzt genau ein Primideal.
(7) (

Der Restklassenring Z/(n) besitzt genau ein maximales Ideal.

Aufgabe 11.14. Es sei R ein Dedekindbereich und f € R, f # 0. Zeige, dass
der Hauptdivisor div (f) mit dem Divisor zum Hauptideal ( f) tibereinstimmt.

Aufgabe 11.15. Essei R ein Zahlbereich und a C R ein von 0 verschiedenes
Ideal mit einem Erzeugendensystem a = (f1,..., f.). Zeige

div(a) = min{div (f;) |i=1,...,n}.

Aufgabe 11.16. Zeige, dass unter der Korrespondenz (siche Satz 11.13)
zwischen Idealen # 0 und Divisoren in einem Dedekindbereich die Summe
von Idealen dem Minimum von Divisoren entspricht.
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12. VORLESUNG - DER SATZ VON DEDEKIND
12.1. Der Satz von Dedekind.

Korollar 12.1. Es sei R ein Dedekindbereich und seien a und b Ideale in
R. Dann gilt a C b genau dann, wenn es ein Ideal ¢ mit a = be gibt. Bei
b # 0 ist ¢ eindeutig bestimmi.

Beweis. Die Implikation ,,<=“ gilt in beliebigen kommutativen Ringen. Die
andere Implikation ist richtig, wenn a = 0 ist. Wir konnen also annehmen,
dass die beteiligten Ideale von 0 verschieden sind. Die Bedingung impliziert
nach Lemma 11.11 (3), dass div(a) > div(b) ist. Somit ist

div(a) = div(b) + £

mit einem effektiven Divisor . Nach Satz 11.13 tibersetzt sich dies zuriick
zua = b-Id(E), so dass mit ¢ = Id(F) die rechte Seite erfiillt ist. O

DDR-Briefmarke

Die folgende Aussage heifit Satz von Dedekind. Sie liefert fiir jeden Zahlbe-
reich auf der Idealebene einen Ersatz fiir die eindeutige Primfaktorzerlegung.

Satz 12.2. Es sei R ein Dedekindbereich und a # 0 ein Ideal in R. Dann
qibt es eine Produktdarstellung

— 71 Tk
a =Py Py

mit (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmten Primidealen p; # 0 aus
R und eindeutig bestimmten FExponenten r;, 1 =1,...,k.

Beweis. Wir benutzen Satz 11.13, also die bijektive Beziehung zwischen Idea-
len # 0 und effektiven Divisoren. Auf der Seite der Divisoren haben wir
offenbar eine eindeutige Darstellung

k
diV(Cl) = ZTZPZ
i=1
mit geeigneten Primidealen p;. Wendet man auf diese Darstellung die Abbil-
dung D — 1d(D) an, so erhilt man links das Ideal zuriick. Es geniigt also zu
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zeigen, dass der Divisor rechts auf das Ideal pi* - - p;* abgebildet wird. Dies
folgt aber direkt aus Satz 11.13. O

Korollar 12.3. FEs sei R ein Dedekindbereich und f € R, f # 0. Dann gibt
es eine Produktdarstellung fir das Hauptideal

(f) = pi" - pyf

mit (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmten Primidealen p; # 0 aus
R und eindeutig bestimmten FExponenten r;, 1 =1,...,k.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 12.2. |

12.2. Chinesischer Restsatz fiir Dedekindbereiche.

Wir kommen zum chinesischen Restsatz fiir Dedekindbereiche, der den klas-
sischen chinesischen Restsatz fiir ganze Zahlen wesentlich verallgemeinert.
Dazu erinnern wir kurz an Produktringe und idempotente Elemente.

Definition 12.4. Es seien Ry,..., R, kommutative Ringe. Dann heifft das
Produkt

Ry x---xR,,
versehen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, der Produkt-

ring der R;, 1 =1,...,n.

Definition 12.5. Ein Element e eines kommutativen Ringes heif3t idempo-
tent, wenn e? = e gilt.

Die Elemente 0 und 1 sind trivialerweise idempotent, man nennt sie die tri-
vialen idempotenten Elemente. In einem Produktring sind auch diejenigen
Elemente, die in allen Komponenten nur den Wert 0 oder 1 besitzen, idem-
potent, also beispielsweise (1,0).

Lemma 12.6. Es sei R ein kommutativer Ring und seien a,b C R Ideale
mit a+b = R. Dann ist

anb = ab.

Beweis. Die Inklusion D gilt immer. Sei also z € anNb und seien ¢ € a und
b € b Elemente mit a +b = 1. Dann ist

r=x-1=u=x(a+b) = za+zb € ba+ab = ab.

Lemma 12.7. Es sei R ein kommutativer Ring und seien a;, j = 1,...,n,
Ideale mit a; +a; = R fiir alle it # j. Dann ist

R/a;---a, & R/a; X --- X R/a,.



123

Beweis. Der allgemeine Fall folgt aus dem Fall fiir n = 2, so dass wir uns
darauf beschrénken. Die natiirliche Abbildung

R — R/a x R/b

hat den Durchschnitt anb als Kern. Dieser stimmt nach Lemma 12.6 mit dem
Produkt a-b iiberein und wir erhalten einen injektiven Ringhomomorphismus

R/a-b — R/ax R/b.
Es ist also noch die Surjektivitéit nachzuweisen. Sei dazu (r, s) rechts gegeben.
Esseiena € aund b € bmit a+b = 1. Dann ist » — ar + s — sb ein Urbild.
Dieses Element wird ja in der ersten Komponente auf
r—ar+s—sb=r+s—s(l—a) =r+s—s=r

abgebildet und entsprechend in der zweiten Kompoente auf s. Il

Satz 12.8. Es sei a ein Ideal # 0 in einem Dedekindbereich mit der eindeu-
tigen Primidealzerlequng

a = pql ...pzk'
Dann gibt es einen natiirlichen Ringisomorphismus
Rja = R/p} x--- x R/pj".

Beweis. Da Dedekindbereiche eindimensional sind und die Primideale in der
Zerlegung verschieden sind, gilt p; +p; = R fiir ¢ # j. Dies iibertrégt sich
direkt auf die Potenzen. Somit folgt die Aussage aus Lemma 12.7. U

Beispiel 12.9. Wir betrachten
Z CR=ZX]/(X?+3) CZY]/(Y*+Y +1) = S

mit X — 2Y 41, die beide quadratische Erweiterungen von Z sind und wobei
S der Ring der Eisenstein-Zahlen ist und die Normalisierung von R ist. Der
Faserring zu R iiber 2 ist

Z/(2)[X]/(X* +3) = Z/2)[X]/(X* +1) = Z/(2)[X]/(X + 1),
er ist also nicht reduziert. Der Fasering zu S iiber 2 ist
Z)2)Y]/ (Y2 +Y +1)

und dies ist ein Korper mit vier Elementen. In S liegt die Zerlegung in Prim-
ideale (2) = (2) vor. In R kann man hingegen das Ideal (2) nicht als ein
Produkt von Primidealen schreiben. Das einzige Primideal oberhalb von (2)
in Rist (2,X + 1). Das Quadrat davon ist aber bereits

(2,X+1)-(2,X+1) = (42X +2,X*+2X +1)
= (4,2X +2,X*-1)

(4,2X +2)

C (2),

wobei die letzte Inklusion echt ist. Der Restklassenring R/(4,2X +2) besitzt
12 Elemente.
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Korollar 12.10. Es sei R ein Zahlbereich und p eine Primzahl. In R gelte
die Idealzerlequng

(p) = pi" by~
Dann gilt fiir den Faserring tiber p die Produktzerlegung

R/pR = R/py' x --- x R/p’.
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 12.8. U

Wir formulieren explizit die beiden folgenden Spezialfille des chinesischen
Restsatzes.

Korollar 12.11. Es sei R ein Hauptidealbereich und f € R, f # 0, ein
Element mit kanonischer Primfaktorzerleqgung
f — pgl. . .pzk
Dann gilt fiir den Restklassenring R/(f) die kanonische Isomorphie
R/(f) = R/(pi') x -+ x R/(p}")-

Korollar 12.12. FEs sei n eine positive natirliche Zahl mit kanonischer
Primfaktorzerlequng

n o= pi'-pypyt
(die p; seien also verschieden und r; > 1). Dann induzieren die kanonischen

Ringhomomorphismen Z/(n) — Z/(p;') einen Ringisomorphismus

Zf(n) = Z/(pr') X Z/(py’) % --- X L/ (p})-

Zu gegebenen ganzen Zahlen (ay,as, . .., ay) gibt es also genau eine natirliche
Zahl a < n, die die simultanen Kongruenzen

a=a; modpy', a=ay modpy, ..., a=a, modpt

lost.

12.3. Die Multipliktivitédt der Norm.

Satz 12.13. Es sei a ein Ideal # 0 in einem Zahlbereich R mit der eindeu-
tigen Primidealzerlequng

a=preopy
Dann ist
N(a) = N(p1)™ - N(px)™.

Beweis. Nach dem chinesischen Restsatz fiir Zahlbereiche ist
R/a = R/p* x --- X R/p;*

und somit ist

N(a) = N(pT') - N(py).
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Es ist also nur noch die Aussage fiir eine Primidealpotenz p” zu zeigen. Dies
geschieht durch Induktion iiber r, wobei der Induktionsanfang klar ist. Es
liegt wegen p™t! C p” eine kurze exakte Sequenz

0 — p"/p"t — R/p"™ — R/p" — 0
vor. Dabei ist

PT/PTH = PTRP/PTHP% = R,/pR, = R/p.
Deshalb ist

N = #(R/p™)

= #(p7/p) - # (R/p")

= #(B/p)-# (R/p")

= N(p)-N(p)'

= Np)™

O
Korollar 12.14. Es sei R ein Zahlbereich und seien a,b # 0 Ideale in R.
Dann ist
N(a-b) = N(a)- N(b).

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 12.13. O

Bemerkung 12.15. Zu einem Zahlbereich R und einem Element f € R,
f # 0, kann man folgendermaflen den zugehérigen Hauptdivisor bzw. die
Primidealzerlegung (f) = p7'---p," algorithmisch berechnen. Dabei arbei-
tet man im Restklassenring R/(f) und man setzt voraus, dass fiir R selbst
eine Restklassendarstellung iiber Z vorliegt. Fiir den Restklassenring R/(f)
hat man dann ebenfalls eine Restklassendarstellung und man weif3, dass die-
ser endlich ist, also grundsétzlich algorithmisch beherrschbar ist. Das erste
Problem ist, die Primideale in R zu bestimmen, in denen f enthalten ist,
doch diese entsprechen den maximalen Idealen my,...,my; von R/(f) (die
zugehorigen Primideale in R seien mit p; bezeichnet). Dabei liegt dann ein
Produktring

R/(f) = Ry x -+ X Ry
vor, wobei die R; lokal mit Restklassenkorper R/m; = R/p; sind. Wegen
Satz 12.8 weifl man

R/p;y - Rj.

Man kann nun in R; die Exponenten r; jeweils als die minimalen Exponenten
mit m7 = 0 bestimmen. Bei der Bestimmung der Exponenten hilft auch die
Norm. Nach Satz 12.13 in Verbindung mit Lemma 10.6 ist

IN(HI = # (R/(f) = N(p1)™ - N(pp)™
und aus
# (R;) = N(p;)"

kann man wieder die Exponenten r; bestimmen.
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12. ARBEITSBLATT

12.1. Aufgaben.

Aufgabe 12.1. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R, f # 0. Es sei
(f) = p1---pi die Zerlegung in Primideale und es sei vorausgesetzt, dass f
eine Primfaktorzerlegung besitzt. Zeige, dass die Primideale p; Hauptideale
sind.

Aufgabe 12.2. Es sei a # 0 ein Ideal in einem Dedekindbereich. Zeige,
dass es ein Ideal b # 0 derart gibt, dass ab ein Hauptideal ist.

Aufgabe 12.3. Es sei K ein Korper. Wir betrachten in K[X, Y] die beiden
Primideale
p=(0)C(Y)=m
Zeige, dass es kein Ideal a mit
p=a-m
gibt.

Aufgabe 12.4.*

Essei R = Ry X --- X R, ein Produkt aus kommutativen Ringen. Zeige, dass
fiir die Einheitengruppe von R die Beziehung

R* = R x---x R}
gilt.

Aufgabe 12.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei f € R. Es sei f sowohl
nilpotent als auch idempotent. Zeige, dass f = 0 ist.

Aufgabe 12.6. Seien R und S kommutative Ringe und sei R x S der Pro-
duktring R x S. Zeige, dass die Teilmenge R x 0 ein Hauptideal ist.

Aufgabe 12.7. Seien R ein kommutativer Ring und I, J Ideale in R. Sei
weiter

o: R— R/I X R/J, r+— (r+1,7r+J).
Zeige, dass ¢ genau dann surjektiv ist, wenn I + J = R gilt. Wie sieht ker ¢
aus? Benutze jetzt den Homomorphiesatz um einzusehen, was das im Falle
R =7 mit dem chinesischen Restsatz zu tun hat.
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Aufgabe 12.8. Sei R ein kommutativer Ring und seien I,J C R Ideale.
Wir betrachten die Gruppenhomomorphismen
v: R/IINJ — R/I X R/J, r— (r,1),
und
Y: R/I xR]J — R/I+J, (s,t) —> s —t.

Zeige, dass ¢ injektiv ist, dass ¢ surjektiv ist und dass

bild ¢ = kern

ist. Sind ¢ und ¢ Ringhomomorphismen?

Aufgabe 12.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei e € R ein idempo-
tentes Element. Zeige, dass es eine natiirliche Ringisomorphie

Re = R/(l - 6)
gibt.

Aufgabe 12.10. Es sei X ein topologischer Raum mit einer disjunkten Zer-
legung
X =UuwV
aus offenen Teilmengen U,V C X. Zeige, dass die natiirliche Abbildung
C(X,R) — C(U,R) x C(V,R), f— (flv, flv),
bijektiv ist.

Aufgabe 12.11. Es seien R; und R, kommutative Ringe mit dem Produk-
tring R = Ry X Ry. Zeige, dass es eine natiirliche Homdomorphie

Spek (R;) W Spek (R2) — Spek (R; X Rs).
gibt.

Aufgabe 12.12.*

Es seien Ry, Ry, ..., R, kommutative Ringe und sei
R=R/ xRyx--- xR,

der Produktring.

(1) Es seien
I CR,ILCRy,....I,CR,
Ideale. Zeige, dass die Produktmenge
IlXIQX"‘XIn

ein Ideal in R ist.
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(2) Zeige, dass jedes Ideal I C R die Form
I = IlXIQX"'X]n
mit Idealen I; C R; besitzt.
(3) Sei
I =L xIyx---x1,

ein Ideal in R. Zeige, dass I genau dann ein Hauptideal ist, wenn
sémtliche I; Hauptideale sind.

(4) Zeige, dass R genau dann ein Hauptidealring ist, wenn alle R; Haupt-
idealringe sind.

Aufgabe 12.13. Es sei R ein kommutativer Ring und sei e € R ein idem-
potentes Element. Zeige, dass auch 1 — e idempotent ist und dass die ,,zu-
sammengesetzte“ Restklassenabbildung

R— R/(e) x R/(1—¢)

eine Bijektion ist.

Ein kommutativer Ring R heifit zusammenhdingend, wenn er genau zwei idem-
potente Elemente (ndmlich 0 # 1) enthélt.

Aufgabe 12.14. Sei R ein kommutativer lokaler Ring. Zeige, dass R zusam-
menhéngend ist.

Aufgabe 12.15.*

Zeige, dass ein Integritdtsbereich ein zusammenhéngender Ring ist.

Aufgabe 12.16.*

(a) Bestimme fiir die Zahlen 3, 5 und 7 modulare Basislosungen, finde also
die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z[(3) x ./ (5) X Z/(T7)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung x der simulta-
nen Kongruenzen

r=2 mod3, =4 mod5undx=3 mod 7.
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Aufgabe 12.17. (a) Bestimme fiir die Zahlen 2, 3 und 7 modulare Ba-
sislosungen, finde also die kleinsten positiven Zahlen, die in
Z](2) X Z/(3) x Z/(7)
die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.

(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung x der simulta-
nen Kongruenzen

r=1 mod2, =2 mod3undxz =2 mod?7.

Aufgabe 12.18.*

a) Finde die Zahlen z € {0,1,...,9} mit der Eigenschaft, dass die letzte
Ziffer ihres Quadrates (in der Dezimaldarstellung) gleich z ist.

b) Finde die Zahlen z € {0,1,...,99} mit der Eigenschaft, dass die beiden
letzten Ziffern ihres Quadrates (in der Dezimaldarstellung) gleich z ist.

Aufgabe 12.19. Finde in Q[X]/(X?—1) nichttriviale idempotente Elemen-
te.

Aufgabe 12.20. Sei R ein faktorieller Bereich und p € R ein Primelement.
Zeige, dass der Restklassenring R/(p™) nur die beiden trivialen idempotenten
Elemente 0 und 1 besitzt.

Aufgabe 12.21. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Es seien aq,...,a, € K verschiedene Elemente und

F=(X-a) (X—ay)

das Produkt der zugehorigen linearen Polynome. Zeige, dass der Restklas-
senring K[X]/(F') isomorph zum Produktring K™ ist.

Aufgabe 12.22.*
Das Polynom X? — 7X? + 3X — 21 besitzt in R[X] die Zerlegung
X3 —7X? 43X —21 = (X —=7)(X*+3)
in irreduzible Faktoren und daher gilt die Isomorphie
R[X]/(X? - 7X? +3X —21) = R[X]/(X —7) x R[X]/(X? +3).
a) Bestimme das Polynom kleinsten Grades, das rechts dem Element (1,0)
entspricht.

a) Bestimme das Polynom kleinsten Grades, das rechts dem Element (0, 1)
entspricht.
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Aufgabe 12.23.*

Schreibe den Restklassenring Q[X]/(X* — 1) als ein Produkt von Kérpern,
wobei lediglich die Kérper Q und Q[i] vorkommen. Schreibe die Restklasse
von X3 + X als ein Tupel in dieser Produktzerlegung.

Aufgabe 12.24. Zeige, dass jeder echte Restklassenring von C[X]| isomorph
zu einem Produktring der Form

Cx---xCxC[X]/(X?*) x ---x C[X]/(X?) x C[X]/(X?) x ---
x CIX]/(XP) x -+ x C[X]/(X™)

X
X
a
>
P
<
3

ist.

Aufgabe 12.25. Realisiere den Produktring
RXRXxRxRxCxCxC

als einen Restklassenring von R[X].

Aufgabe 12.26. Zeige, dass die folgenden K-Algebren zueinander isomorph
sind.

(1) Der Produktring K x K x K.
(2) Der Restklassenring K[X]/(X? — X).
(3) Der Restklassenring K[X,Y]/(X,Y)- (X -1,Y —1)-(X,Y = 7).

Aufgabe 12.27.*

Bestimme in Z[v/7] die Primideale, die 5 — 3v/7 enthalten, sowie den Haupt-
divisor zu 5 — 3/7.

Aufgabe 12.28.*

Es sei R ein Dedekindbereich und a # 0 ein Ideal. Zeige, dass R/a ein
Hauptidealring ist.

Aufgabe 12.29. Zeige, dass jedes Ideal a in einem Dedekindbereich R von
maximal zwei Elementen erzeugt wird.

Aufgabe 12.30. Es sei R ein Zahlbereich. Zeige, dass die Norm einen Mo-
noidhomomorphismus

N: (Eff Div (R),+) — (N4, )
festlegt.
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Aufgabe 12.31. Es sei R ein Zahlbereich und sei 7" C N die Menge aller
Normen zu Idealen # 0 in R. Zeige, dass T ein multiplikatives System ist,
das von gewissen Primzahlpotenzen p® erzeugt wird.

Aufgabe 12.32. Zeige, dass es in einer endlichen integren Erweiterung Z C
R Primideale p derart geben kann, dass die Anzahl des Restklassenringes
R/p" zu einer Primidealpotenz p” keine Potenz ist.

13. VORLESUNG - DIVISOREN

13.1. Divisoren.

Die Menge der effektiven Divisoren zu einem Dedekindbereich bilden mit der
natiirlichen Addition ein kommutatives Monoid, aber keine Gruppe, da ja
die Koeffizienten n, alle nichtnegativ sind. Ldsst man auch negative ganze
Zahlen zu, so gelangt man zum Begriff des Divisors, die eine Gruppe bilden.
Auch den Begriff des Hauptdivisors kann man so erweitern, dass er nicht
nur fiir ganze Elemente aus R, sondern auch fiir rationale Elemente, also
Elemente aus dem Quotientenkérper Q(R), definiert ist.

Definition 13.1. Es sei R ein Dedekindbereich. Ein Divisor ist eine formale

Summe
Z np : p )
p

die sich iiber alle Primideale p # 0 aus R erstreckt und wobei n, ganze
Zahlen mit n, = 0 fiir fast alle p sind.

Fiir einen diskreten Bewertungsring lésst sich die Ordnung ord: R\ {0} —
N, ¢ — ord(q), zu einer Ordnungsfunktion auf dem Quotientenkérper fort-
setzen,

ord: Q(R)\ {0} — Z, ¢ — div(q),
siehe Aufgabe 13.1, wobei sich die Eigenschaften von Lemma 10.15 hierher
iibertragen.

Definition 13.2. Es sei R ein Dedekindbereich und g € Q(R), ¢ # 0. Dann
heifit die Abbildung, die jedem Primideal p # 0 in R die Ordnung ord, (¢)
zuordnet, der durch ¢ definierte Hauptdivisor. Er wird mit div (¢) bezeichnet
und als formale Summe

div(q) = > ord,(q) - p
p
geschrieben.

Wenn man die rationale Funktion ¢ € Q(R) als ¢ = g mit f,g € R ansetzt,
so gilt
div (¢) = div (f) —div (g),



132

da dies punktweise an jedem Primideal gilt. Bei
ord, (¢) < 0

sagt man auch, dass g einen Pol an der Stelle p besitzt, und zwar mit der
Polordnung — ord, (¢).

Die Menge der Divisoren bildet eine additive kommutative freie Gruppe, die
wir mit Div (R) bezeichnen.

Lemma 13.3. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkiorper Q(R),
und seien q,q1,q2 € Q(R)\ {0}. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es st div (q1g2) = div (q1) + div (¢2).

(2) Es ist div (g1 + ¢g2) > min{div (q:1),div (¢2)}-

(3) Esist q € R genau dann, wenn der Hauptdivisor div (q) effektiv ist.

(4) Zu jedem Divisor D gibt es ein h € R derart, dass D+div (h) effektiv
15t.

Beweis. Fiir (1) und (2) siehe Aufgabe 13.2, fiir (3) siche Aufgabe 13.3, fiir
(4) siche Aufgabe 13.4. O

Es liegt also insbesondere ein Gruppenhomomorphismus
(Q(R))" — Div (R), ¢ — div (q),

vor. Das Bild unter diesem Gruppenhomomorphismus ist die Untergruppe
der Hauptdivisoren, die wir mit H bezeichnen.

13.2. Gebrochene Ideale.

In Satz 11.13 haben wir eine Bijektion zwischen effektiven Divisoren und
von 0 verschiedenen Idealen (und von effektiven Hauptdivisoren mit von 0
verschiedenen Hauptidealen) gestiftet. Von daher liegt die Frage nahe, welche
,Ideal-ahnlichen* Objekte den Divisoren entsprechen. Wir wollen also wissen,
durch welche Objekte wir das Fragezeichen im folgenden Diagramm ersetzen
missen.
Ideale(R) — Eff Div(R)

\J \J

? —  Div(R)
Da wir einen Divisor D stets als D = FE — F' mit effektiven Divisoren £ und
F' schreiben koénnen, liegt die Vermutung nahe, nach etwas wie dem Inversen
(beziiglich der Multiplikation) eines Ideals zu suchen. Im Fall eines faktoriel-
len Dedekindbereichs entsprechen sich (bis auf die Einheiten) Elemente und
Hauptdivisoren, und zwar sowohl auf der Ringebene (siche Bemerkung 11.4)
als auch auf der Ebene des Quotientenkorpers. Zu einer rationale Funkti-
on ¢ bzw. dem Hauptdivisor div (¢) gehort in diesem Fall einfach der von ¢
erzeugte R-Untermodul ¢R des Quotientenkérpers Q(R). Im Fall der ratio-
nalen Zahlen sind dies Untergruppen der Form %Z oder %Z. Fiir allgemeine
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Integritatsbereiche fiihrt man ganz allgemein die sogenannten gebrochenen
Ideale ein.

Definition 13.4. Es sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkorper
Q(R). Dann nennt man einen endlich erzeugten R-Untermodul f des R-
Moduls Q(R) ein gebrochenes Ideal.

Lemma 13.5. Es sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper Q(R)
und sei f C Q(R) eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) § ist ein gebrochenes Ideal.
(2) Es gibt ein endlich erzeugtes' Ideal a in R und ein Element r € R,
r # 0, derart, dass

== {hacd)

Beweis. Sei zunéchst f ein gebrochenes Ideal. Dann ist

aq (07%
=R|l—,...,— ).
f (T17 7’]”n)

Nach Ubergang zu einem Hauptnenner kann man annehmen, dass r = r; =

gilt.

. = 1y, ist. Dann hat man mit dem Ideal a = (a4,...,a,) eine Beschrei-
bung der gewiinschten Art. Ist umgekehrt f = £, so ist dies natiirlich ein
endlich erzeugter R-Untermodul von Q(R). O

Wie fiir Ideale spielen diejenigen gebrochenen Ideale, die von einem Element
erzeugt sind, eine besondere Rolle.

Definition 13.6. Es sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkorper
Q(R). Dann nennt man ein gebrochenes Ideal der Form f = Rg mit
q € Q(R) ein gebrochenes Hauptideal.

Aus Lemma 13.5 ergibt sich sofort, dass fiir einen Hauptidealbereich jedes
gebrochene Ideal ein gebrochenes Hauptideal ist.

Definition 13.7. Es sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkorper
Q(R). Dann definiert man fiir gebrochene Ideale f und g das Produkt f- g als
den von allen Produkten erzeugten R-Untermodul von Q(R), also

frg:=Rgf:fefgcu),
wobei die Produkte in Q(R) zu nehmen sind.

Wird das gebrochene Ideal f als R-Modul von fi,..., f, erzeugt und wird
das gebrochene Ideal g von g, ..., g, erzeugt, so wird das Produkt fg von
den Produkten f;g;, 1 <i <n, 1< j <m, erzeugt. Also ist das Produkt in
der Tat wieder endlich erzeugt und damit ein gebrochenes Ideal. Fiir Ideale

IDjes ist bei R noethersch natiirlich automatisch erfiillt.



134

stimmt natiirlich das Idealprodukt mit dem hier definierten Produkt von
gebrochenen Idealen iiberein. Das Produkt von gebrochenen Hauptidealen
ist wieder ein gebrochenes Hauptideal.

In einem beliebigen Integritéatsbereich bilden die gebrochenen Ideale # 0
keine Gruppe. Fiir stirkere Aussagen miissen wir jetzt wieder voraussetzen,
dass R ein Dedekindbereich ist.

Definition 13.8. Zu einem gebrochenen Ideal §f # 0 in einem Dedekindbe-
reich R nennt man

i ={e€QR)|q-fS R}
das zugehorige inverse gebrochene Ideal.
Lemma 13.9. Es sei R ein Dedekindbereich. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Zu gebrochenen Idealen mit der Beziehung g = rf mit r € Q(R),
r # 0, gilt fiir die inversen gebrochenes Ideale die Beziehung g=! =
roil

(2) Zu einem gebrochenen Ideal § ist das inverse gebrochene Ideal in der
Tat ein gebrochenes Ideal.

(3) Esistf-f! = R.

Beweis. (1) Der R-Modulisomorphismus f — g, f — rf, fihrt direkt zu
einem Isomorphismus ! — r7'g7! ¢ — r7l¢, da ja ¢f € R zu
(r~'¢)(rf) € R #quivalent ist.

(2) Esist klar, dass ! ein von 0 verschiedener R-Untermodul von Q(R)

ist. Wenn § durch %, ..., 3= erzeugt wird, so betrachten wir g = 7
mit a = a---a,, wobei jetzt g ein Erzeugendensystem der Form
1 1

oo-- s g, mit ¢ € R besitzt. Die Bedingung
1
g— € R
G
impliziert ¢ € R. Daher ist das inverse gebrochene Ideal zu g selbst
ein Ideal, also endlich erzeugt. Dies iibertragt sich wegen (1) auf f.
(3) Fiir das Produkt ist offenbar

f-f!CR

Wenn diese Inklusion echt wére, so wiirde es auch ein maximales Ideal
p oberhalb von f-§! geben. Es sei f, = (7") mit einer Ortsuniformi-
sierenden 7 und mit n € Z. Es gibt dann auch ein Element f € f,
das an der Stelle p die Ordnung n besitzt. Dazu gibt es auch ein
g € Q(R), das an der Stelle p die Ordnung —n und sonst iiberall
eine hinreichend grofie Ordnung besitzt derart, dass fq € R ist. Dies
ist ein Widerspruch, da fg an der Stelle p die Ordnung 0 besitzt.

i
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Beispiel 13.10. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Z[v/—5] das

Ideal
a=(2,1++v-5).
Aufgrund der Gleichung

2.3 = (1++v=5)(1—+-5)

1 — V=5
—.agR7L
> 1+ -5

Wir behaupten, dass das inverse gebrochene Ideal a™! gleich

- R(l,ﬂ)

ist

caCR, 1-aCR.

2

1 aus der vorstehenden Zeile ergibt.

ist, wobei sich die Inklusion f C a~
Andererseits gilt wegen
1—+v-5
—2.1+(1+\/—_5)—2 =-2+3=1
fiir das Produkt
a- f = R7
und dies impliziert nach Aufgabe 13.2 die Gleichheit f = a™'.

Bemerkung 13.11. Ein gebrochenes Ideal f # 0 in einem Dedekindbereich
ist ein sogenannter invertierbarer Modul. D.h. es ist lokal isomorph zum Ring
selbst. Mit diesen Formulierungen ist folgendes gemeint: Fiir ein maximales
Ideal (also fiir ein von 0 verschiedenes Primideal) p ist fR, = f, (dies ist
die Lokalisierung eines Moduls an einem Primideal) ein endlich erzeugter
R,-Modul # 0, der zugleich im Quotientenkdrper liegt. Solche Moduln sind
isomorph zu R,. Siehe Aufgabe 4.29.

Definition 13.12. Es sei R ein Dedekindbereich und
D=2 m-p
p

ein Divisor (wobei p durch die Menge der Primideale # 0 14duft). Dann nennt
man

{f € Q(R) [ div(f) = D}
das gebrochene Ideal zum Divisor D. Es wird mit Id(D) bezeichnet.

Das folgende Lemma zeigt, dass man in der Tat ein gebrochenes Ideal erhilt,
und dass diese Definition mit der fritheren Definition 11.12 vertréaglich ist.

Lemma 13.13. Es sei R ein Dedekindbereich und D = Zp np-p ein Divisor.
Dann ist die Menge {f € Q(R) | div (f) > D} ein gebrochenes Ideal. Ist D
ein effektiver Divisor, dann st das so definierte gebrochene Ideal ein Ideal
und stimmt mit dem Ideal iiberein, das einem effektiven Divisor gemdfS der
Definition 11.12 zugeordnet wird.
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Beweis. Es sei f = {f € Q(R) | div(f) > D}. GemaB der Konvention, dass
div (0) = oo zu interpretieren ist, ist 0 € f. Fiir Elemente fi, fo € Q(R)
mit div (f1),div (f2) > D gilt nach Lemma 13.3

div (f1 + f2) = min (div (f1),div(f2)) = D
und
div(rf) = div(r) +div(f) > D
fir r € R, da ja div (r) effektiv ist. Also liegt in der Tat ein R-Modul vor.

Bevor wir die endliche Erzeugtheit nachweisen, betrachten wir die zweite
Aussage. Es sei also E ein effektiver Divisor. Wir haben zu zeigen, dass

{feQR)|div(f) = E} = {f e R|div(f) = E}
ist, wobei die Inklusion O klar ist. Die andere Inklusion folgt aus Lemma
13.3 (3).

Zum Nachweis der endlichen Erzeugtheit bemerken wir, dass es nach Lemma
13.3 (4) zu jedem Divisor D ein r € R derart gibt, dass D' = D + div (r)
effektiv ist. Das zu D’ gehorige gebrochene Ideal ist dann ein Ideal, also
endlich erzeugt, und dies iibertragt sich auf das gebrochene Ideal zu D. [

Definition 13.14. Es sei R ein Dedekindbereich und § # 0 ein von 0 ver-
schiedenes gebrochenes Ideal. Dann nennt man den Divisor

div(f) = Zmp P
p
mit
my = min (ord, (f)|f €, f #0)

den Divisor zum gebrochenen Ideal f.

Da das gebrochene Ideal f nach Definition endlich erzeugt ist, muss man
das Minimum nur iiber eine endliche Menge nehmen. Insbesondere ist der
zugehorige Divisor wohldefiniert. Fiir ein Ideal stimmt diese Definition offen-
sichtlich mit der alten {iberein.

Lemma 13.15. Es sei R ein Dedekindbereich. Dann gelten folgende Aussa-
gen.

(1) Es seif ein gebrochenes Ideal mit einer Darstellung f = § mith € R
und einem Ideal a C R. Dann ist

div (f) = div (a) — div (h).
(2) Zu einem Divisor D mit E = D + div (h) effektiv ist
Id(E)

(D) = —~".

Beweis. Siehe Aufgabe 13.24. O
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Auch die Einzelheiten des Beweises des folgenden Satzes iiberlassen wir dem
Leser, siche Aufgabe 13.25.

Satz 13.16. Es sei R ein Dedekindbereich. Dann sind die Zuordnungen
f — div(f) wnd D+ 1d(D)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der von 0 verschiedenen
gebrochenen Ideale und der Menge der Divisoren. Diese Bijektion ist ein
Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die hintereinandergeschalteten Abbildun-
gen jeweils die Identitét ergeben. Dies kann man mittels Lemma 13.15 auf
den effektiven Fall zuriickfithren. Die Zuordnung f + div(f) fithrt die Mul-
tiplikation von gebrochenen Idealen in die Addition von Divisoren iiber, da
dies an jedem diskreten Bewertungsring R, gilt. Wegen der Bijektivitit liegt
dann auch links eine Gruppe vor und die Abbildungen sind Gruppenisomor-
phismen. O

13. ARBEITSBLATT

13.1. Aufgaben.

Aufgabe 13.1. Sei R ein diskreter Bewertungsring. Definiere zu einem Ele-
ment ¢ € Q(R), ¢ # 0, die Ordnung

ord(q) € Z.

Dabei soll die Definition mit der Ordnung fiir Elemente aus R iibereinstim-
men und einen Gruppenhomomorphismus @Q(R) \ {0} — Z definieren. Was
ist der Kern dieses Homomorphismus?

Aufgabe 13.2. Es sei R ein Dedekindbereich. Zeige, dass die Abbildung, die
einem Element ¢ € Q(R), ¢ # 0, den Hauptdivisor div (¢) zuordnet, folgende
Eigenschaften besitzt.

(1) Esist div (q1g2) = div (¢1) + div (g2).
(2) Es ist div (q1 + q2) > min{div (¢1),div (g2)}.

Zeige insbesondere, dass diese Zuordnung einen Gruppenhomomorphismus
Q(R)\ {0} — Div (R)

definiert und dass die Hauptdivisoren eine Untergruppe der Divisoren bilden.

Aufgabe 13.3.*

Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkérper Q(R) und sei g €
Q(R) \ {0}. Zeige, dass ¢ € R genau dann gilt, wenn der Hauptdivisor
div (q) effektiv ist.
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Aufgabe 13.4. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper Q(R)
und sei D ein Divisor. Zeige, dass es ein ¢ € R derart gibt, dass D + div (q)
effektiv ist.

Aufgabe 13.5. Bestimme eine rationale Funktion C — C, die an der Stelle
2 — i einen Pol der Ordnung 4, in —3 + 5i eine Nullstelle der Ordnung 2 und
in —3 einen Pol der Ordnung 3 besitzt.

Aufgabe 13.6. Essei f # 0 eine rationale Funktion f: C — C. Zeige, dass
fin a € C genau dann eine Nullstelle der Ordnung n besitzt, wenn f~! in
a einen Pol der Ordnung n besitzt.

Aufgabe 13.7. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Definiere zu einem
Divisor D den ,konjugierten Divisor® D. Zeige, dass fiir ¢ € Q(R), q # 0,
die Beziehung

div (¢q) = div(q)
gilt.

Aufgabe 13.8. Beweise, dass es zu einem Zahlbereich R einen Gruppeniso-
morphismus

QR)" /R — H
gibt, wobei H die Gruppe der Hauptdivisoren bezeichnet.

Aufgabe 13.9. Bestimme in Z[y/—2] einen grofiten gemeinsamen Teiler fiir

22 4 25y/—2 und 43 — 23/ 2.
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Aufgabe 13.10. Es sei R = Z[/—6] = Z[X]/(X? + 6). Berechne den
Hauptdivisor zu

Aufgabe 13.11.*

Es sei
R = Z[V—6] = Z[X]/(X* +6).
Berechne den Hauptdivisor zu

4 2
— 2425,
1=573

Aufgabe 13.12.*
Es sei R = Ay = Z[V14] der quadratische Zahlbereich zu D = 14. Be-

rechne zu 3 1
= - —_-v14
¢=z- 7Vl

den zugehorigen Hauptdivisor.

Aufgabe 13.13. Sei R = A_;5 = Z[*="] der quadratische Zahlbereich
zu D = —15. Berechne zu

3 5
=——=v-15
106
den zugehorigen Hauptdivisor und stelle ihn als Differenz zweier effektiver
Divisoren dar.

Aufgabe 13.14. Sei R = A_y; = Z[**-] der quadratische Zahlbereich
zu D = —11. Berechne mittels des euklidischen Algorithmus den grofiten
gemeinsamen Teiler von

35+ +v—11 und — 89+ 21v/—11.

Aufgabe 13.15. Sei R=A_; = Z[HTE] der quadratische Zahlbereich zu
D = —7. Bestimme die Primfaktorzerlegung von

4+9v-T7.

Aufgabe 13.16. Sei D quadratfrei mit D =3 mod 4 und D < —1. Zeige,
dass (2,1 + /D) ein Primideal im quadratischen Zahlbereich Ap, ist, aber
kein Hauptideal. Folgere, dass diese Ringe nicht faktoriell sind.
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Aufgabe 13.17. Im quadratischen Zahlbereich Ag = Z[/6] gilt
2-3=v6-6.

Finde die Primfaktorzerlegungen (?7) der beteiligten Faktoren und des Pro-
duktes.

Aufgabe 13.18. Im quadratischen Zahlbereich A_g = Z[v/—6] gilt
~2.3=/-6-v-6.

Kann man diese Produkte weiter zerlegen, sind die beteiligten Faktoren prim?

Aufgabe 13.19. Sei D quadratfrei und betrachte Z[v/D] C Ap. Charakte-
risiere fiir die beiden Ringe, wann v/D prim ist.

Aufgabe 13.20. Bestimme in Z[v/—2] einen grofiten gemeinsamen Teiler fiir
—169 + 2y/—2 und —70 + 113y/—2.

Aufgabe 13.21. Sei D < —2 quadratfrei und betrachte R = Z[v/D]. Zeige,
dass die einzige Faktorisierung (bis auf Einheiten) von D durch

D = vVDVD

gegeben ist. Zeige damit, dass v/D irreduzibel ist. Zeige ferner, dass falls —D
keine Primzahl ist, dann auch v/D nicht prim in R ist.

Aufgabe 13.22. Bestimme einen Erzeuger fiir das gebrochene Ideal §f C Q,
das durch die rationalen Zahlen
4 7 13
708

erzeugt wird.

Aufgabe 13.23. Der Floh Kurt lebt auf einem unendlichen Lineal und be-
findet sich in der Nullposition. Er verfiigt iiber drei Spriinge, némlich

11 25 82

77497 15
Berechne das zugehorige gebrochene Ideal, das seinem Lebensraum ent-
spricht.
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Aufgabe 13.24.*

Es sei R = Z][i]. Berechne einen Erzeuger fiir das gebrochene Ideal aus
Q(R) = QJi], das durch die beiden Erzeuger
; und -8 ;— 61

gegeben ist.

Aufgabe 13.25. Die Flohin Paola lebt in der komplexen Ebene und befindet
sich im Nullpunkt. Sie verfiigt iiber drei Spriinge, némlich

3 2 2.1

- — =i, 24+ =i, =+ Ti.

TR R
Man gebe eine einfache Beschreibung des gebrochenen Ideals, das ihrem Le-
bensraum entspricht.

Aufgabe 13.26. Sei R = A_13 = Z[/—13] der quadratische Zahlbereich zu

D = —13. Berechne zu

2 5
2 _2/713
=377

den zugehorigen Hauptdivisor und stelle ihn als Differenz zweier effektiver
Divisoren dar.

Aufgabe 13.27.*
Es seien § und g gebrochene Ideale in einem Dedekindbereich R. Es gelte
fro=~R
Zeige, dass dann
f=9
ist.

Aufgabe 13.28. Es sei a C R ein Ideal in einem Dedekindbereich R mit
dem zugehorigen effektiven Divisor F. Zeige, dass das inverse gebrochene

Ideal
o' ={g€QR)|q-aC R}
gleich dem zu —F gehorenden gebrochenen Ideal Id(—FE) ist.

Aufgabe 13.29. Es sei R ein Zahlbereich und es seien f und g gebrochene
Ideale.
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(1) Zeige, dass wenn es ein r € Q(R), r # 0, mit
g =7j
gibt, dass dann die Multiplikation mit r, also
QR) — Q(R), fr—r1f,
einen R-Modulisomorphismus
f—g

induziert.
(2) Zeige, dass wenn es irgendeinen R-Modulisomorphismus

p:f—9
gibt, dass es dann schon ein r € Q(R) mit
g =rf
gibt, und dass der Isomorphismus eine Multiplikation ist.

Aufgabe 13.30. Zeige direkt, dass die gebrochenen Ideale # 0 eine Gruppe
bilden, und dass die gebrochenen Hauptideale darin eine Untergruppe bilden.

Aufgabe 13.31. Zeige, dass man jedes gebrochene Ideal § in einem Dede-
kindbereich R in der Form

f=a-b?
mit Idealen a und b darstellen kann.

Aufgabe 13.32. Es sei K ein Korper und KX, Y] der Polynomring in zwei
Variablen und m = (X,Y). Zeige

m-m? = m- (X% Y?).

Man folgere, dass die gebrochenen Ideale # 0 zu diesem Ring keine Gruppe
beziiglich der Multiplikation von Idealen bilden kann.

Aufgabe 13.33. Es sei R ein Dedekindbereich. Zeige die folgenden Aussa-
gen.

(1) Essei f ein gebrochenes Ideal mit einer Darstellung f = § mit h € R
und einem Ideal a € R. Dann ist
div (f) = div (a) — div (h).
(2) Zu einem Divisor D mit £ = D + div (h) effektiv ist
Id(E)

(D) = — =
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Aufgabe 13.34. Fiihre die Einzelheiten im Beweis zu Satz 13.16 aus.

Aufgabe 13.35. Es sei a = (f1,..., f,) (mit f; # 0) ein Ideal in einem
Zahlbereich R und sei vorausgesetzt, dass das inverse gebrochene Ideal a™!
die Gestalt

al = (LY

hat. Zeige, dass a ein Hauptideal sein muss.

Aufgabe 13.36. Es sei R ein Zahlbereich. Erweitere die (multiplikative)
Normabbildung

Ideale (R) — (N4, -), a — N(a),
zu einem Gruppenhomomorphismus

Gebrochene Ideale (R) — Q™.

Aufgabe 13.37. Finde eine (additive) Gruppe G' und Gruppenhomomor-
phismen ¢ und v derart, dass das Diagramm

Gebrochene Ideale (R) — Div (R)

Norm | $
Q~ - q

kommutiert und dass ¢ injektiv ist.

14. VORLESUNG - DIE DIVSORENKLASSENGRUPPE

14.1. Die Divisorenklassengruppe.

In vielen Gebieten der Mathematik spielen homologische Methoden eine
wichtige Rolle. Dabei wird den mathematischen Objekten eine Gruppe als In-
variante zugeordnet, die relevante Information iiber das urspriingliche Objekt
beinhaltet aber zugleich deutlich einfacher strukturiert ist. Beispiele hierfiir
sind die Fundamentalgruppe in der Topologie, Homotopie- und Homologie-
gruppen in der algebraischen Topologie, Kohomologiegruppen zu Garben in
der algebraischen Geometrie, ... . Das Verschwinden dieser Gruppen charak-
terisiert dabei wichtige geometrische Eigenschaften. Die Konstruktion dieser
Gruppen ist im Allgemeinen aufwéndig und geht dabei hiufig iiber den Weg
von ,sehr grofilen” Gruppen modulo sehr grolen Untergruppen (Normaltei-
lern), wobei die Restklassengruppen dann ,ziemlich klein® sind. In diesen
Zusammenhang fiigt sich auch die Divisorenklassengruppe fiir algebraische
Zahlbereiche ein.
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Definition 14.1. Es sei R ein Dedekindbereich. Es sei Div (R) die Gruppe
der Divisoren und H C Div (R) sei die Untergruppe der Hauptdivisoren.
Dann nennt man die Restklassengruppe

KG (R) = Div (R)/H

die Divisorenklassengruppe von R.

Die Divisorenklassengruppe wird haufig auch als Idealklassengruppe oder ein-
fach als Klassengruppe bezeichnet. Sie ist kommutativ und wird additiv ge-
schrieben. Thre Elemente sind Aquivalenzklassen und werden durch Divisoren
reprasentiert, wobei zwei Divisoren genau dann die gleiche Klasse représen-
tieren, wenn ihre Differenz ein Hauptdivisor ist. Sie heiflen Divisorklassen
oder Idealklassen. Wegen Satz 13.16 kann man die Divisorenklasse auch als
die Restklassengruppe zur Gruppe der gebrochenen Ideale modulo der Unter-
gruppe der gebrochenen Hauptideale erhalten. Ein spéateres Hauptresultat,
das aber einige Vorbereitungen braucht, wird sein, dass die Klassengruppe
von Zahlbereichen endlich ist, siche Satz 26.6. Sie ist eine wesentliche (ko)-
homologische Invariante eines Zahlbereichs und enthélt wesentliche Informa-
tionen iiber diesen. Generell ldsst sich sagen, dass ihre Grofle zum Ausdruck
bringt, wie weit ein Zahlbereich von der Faktorialitéit entfernt ist. Der néchste
Satz charakterisiert die Faktorialitdt dadurch, dass die Klassengruppe trivial
ist.

Satz 14.2. Es sei R ein Dedekindbereich und es bezeichne KG (R) die Divi-
sorenklassengruppe von R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) R ist ein Hauptidealbereich.
(2) R ist faktoriell.
(3) Esist KG(R) = 0.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) folgt aus Satz 2.19.
(2) = (3). Sei also R faktoriell, und sei p ein Primideal # 0. Sei f € p, f # 0,

mit Primfaktorzerlegung f = p;---ps. Da p ein Primideal ist, muss einer
der Primfaktoren zu p gehoren, sagen wir p = p; € p. Dann ist (p) C p.
Das von p erzeugte Ideal ist ein Primideal, und in einem Dedekindbereich
ist nach Definition jedes von 0 verschiedene Primideal maximal, so dass hier
(p) = p gelten muss. Auf der Seite der Divisoren gilt aufgrund von Satz
11.13 div (p) = 1p, so dass ein Hauptdivisor vorliegt. Also sind alle Erzeuger
der Divisorengruppe Hauptdivisoren und somit ist iiberhaupt

Div(R) = H
und die Divisorenklassengruppe ist trivial.

(3) = (1). Sei nun KG (R) = 0 vorausgesetzt. Wir zeigen zunéchst, dass
jedes Primideal p # 0 ein Hauptideal ist. Nach Voraussetzung ist der Divisor
p ein Hauptdivisor, so dass p = div(p) mit einem p € R gilt. Aufgrund von
Satz 11.13 entspricht dies auf der Idealseite der Gleichung p = (p), so dass
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jedes Primideal ein Hauptideal ist. Fiir ein beliebiges Ideal a C R, a # 0, ist
nach Satz 12.2

a=py-opy
Dies bedeutet aber, mit p; = (p;), dass a ein Hauptideal ist, das von
pit - pt erzeugt wird. Also liegt ein Hauptidealbereich vor. O

Insofern ist die erste wichtige Frage bei einem Dedekindbereich, ob seine
Klassengruppe gleich 0 ist oder nicht.

Beispiel 14.3. Wir behaupten, dass im quadratischen Zahlbereich R =

Z[\/=5] das Ideal
p=(2,1+V-5)

kein Hauptideal ist, was in Beispiel 10.7 gezeigt wurde, aber die FEigenschaft
besitzt, dass das Quadrat davon ein Hauptideal ist. Insbesondere definiert
die zugehorige Idealklasse ein von 0 verschiedenes Element in der Divsoren-
klassengruppe mit der Eigenschaft, dass das Doppelte davon trivial ist. Es

st
p? = (4,2 +2V-5,—4+2v/-5) = (2).

Dabei ist die Inklusion C klar und die umgekehrte Inklusion DO ergibt sich
aus

—4+(242vV-5) = (—4+2vV-5) = 2.
Wir betrachten nun das Ideal
qg=(7,3+VvV-5).
Der Restklassenring ist
Z/(N[X]/(X* +5,3+ X) = Z/(7),
so dass ein Primideal mit der Norm 7 vorliegt, das kein Hauptideal ist, da
es kein Element mit Norm 7 gibt. Die beiden Ideale p und q definieren die
gleiche Idealklasse. Dazu betrachten wir die Multiplikation

Q(R) — Q(R), h—» h%__‘r’.

Wegen
34++v-5
2-% —3+Vheq
und
3++v-5 —24+4y/-5
(1+v—5)- 5 = 5 = —1+2V-5 = =74+2(3+V-5) € q

induziert dies einen injektiven R-Modulhomomorphismus
p—q,

der wegen

7= —(=1+2V=5)+2(3+V-5)
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auch surjektiv ist. Somit ist

In Beispiel 24.11 wird dariiber hinaus gezeigt, dass die Klassengruppe von R
gleich Z/(2) ist.

14.2. Die Divisorenklassengruppe unter Homomorphismen.

Ein wichtiger Aspekt von homologischen Invarianten ist, dass sie nicht nur
den Objekten Gruppen zuordnen, sondern auch den richtigen Abbildungen
zwischen den Objekten Gruppenhomomorphismen. Wir besprechen zuerst
den Fall einer Nenneraufnahme R — Rg zu einem multiplikativen System
S C R in einem Dedekindbereich. Nach Proposition 5.4 (2) entsprechen die
Primideale von Rg den Primidealen von R, die mit S einen leeren Schnitt
haben. Bei gegebenem S kann man also die Primideale von R dahingehend
aufteilen, ob sie einen leeren oder einen nichtleeren Durchschnitt mit S haben.

Lemma 14.4. Es sei R ein Dedekindbereich und es sei S C R, 0 ¢ S, ein
multiplikatives System mit der Nenneraufnahme Rg. Dann liegt eine exakter
Komplex

1 — R — RS — 7P KG (R) — KG (Rs) — 0

vor. Dabei ordnet die dritte Abbildung einer Einheit f € R§ die Einschrin-
kung des Hauptdivisors auf die angegebene Primidealmenge zu. Die vierte Ab-
bildung ordnet einen Divisor Y, ¢4 npp auf die zugehirige Klasse in KG (R)
2.

Beweis. Die Injektivitét links ist klar. Die Einheiten aus R haben iiberhaupt
an jedem Primideal die Ordnung 0, deshalb ist an der néchsten Stelle die Zu-
sammensetzung die triviale Abbildung. Sei f € RJ derart, dass es unter der
folgenden Abbildung auf 0 geht. Das bedeutet, das es an allen Primidealen,
die nicht zu Rg gehoren, die Ordnung 0 besitzt. Da es eine Einheit in Rg ist,
hat es auch an allen Primidealen, die zu Rg gehoren, und damit iiberhaupt
an jedem Primideal von R die Ordnung 0 und ist somit eine Einheit in R.

Die dritte Abbildung ist einfach die Hauptdivisorabbildung, da in den Prim-
idealen, die zu S disjunkt sind, die Ordnung einer Einheit aus Rg stets 0 ist
und sich der relevante Teil des Hauptdivisors in den angegebenen Primidea-
len abspielt. Die zusammengesetzte Abbildung ist daher die Nullabbildung,
da in der Klassengruppe die Hauptdivisoren zu 0 gemacht werden. Wenn ein
Divisor me 520 MpP 1N der Klassengruppe von R zu 0 wird, so bedeutet dies
die Existenz eines f € Q(R) \ {0} mit

div (f) = Z npp.

pNSAD
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Dabei sind dann insbesondere die Ordnungen von f an den Primidealen, die
mit S einen leeren Durchschnitt haben, gleich 0, und dann gehort f zu Rg
und ist dort eine Einheit.

Ein Divisor mit der angegebenen Tragermenge wird in der Klassengruppe
von Rg zu 0, da diese Primideale in der Nenneraufnahme nicht iiberleben.
Es sei [D] € KG(R) eine Divisorklasse, reprasentiert durch D = nyp,
die in der Divisorenklassengruppe von Rg zu 0 wird. Wir schreiben D =
Do P = D pngo P + D pns—p P = Di+ Dy. Unter der Abbildung wird
dies nach [Dy] abgebildet. Aus

D2 = le (f)

in der Divisorengruppe zu Rg folgt, dass die Differenz zwischen D und div (f)
in der Divisorengruppe zu R mit Primidealen geschrieben werden kann, die
zu S einen nichtleeren Durchschnitt haben. Diese Differenz kommt also von
rechts. Die Surjektivitdt an der letzten Stelle ist klar. U

Die Abbildung KG (R) — KG (Rg) fiigt sich in das kommutative Diagramm

Div(R) — Div(Ryg)
\J \J
KG(R) — KG(Rs)

ein, wobei die obere horizontale Abbildung einen Divisor Zp nyp von R ein-
fach auf denjenigen Divisor von Rg abbildet, bei dem die Primideale p mit
pNS # ) ignoriert (,vergessen®) werden. Dies entspricht der Abbildung, bei
der ein gebrochenes Ideal | auf das Erweiterungsideal fRg abgebildet wird.

Lemma 14.5. Zu einer Erweiterung von Dedekindbereichen R C S gehért
in funktorieller Weise ein Gruppenhomomorphismus

KG (R) — KG (S), [a] — [aS].

Beweis. Wir gehen von der Zuordnung aus, die jedem von 0 verschiedenen
Ideal a von R das Erweiterungsideal aS zuordnet, das ebenfalls von 0 ver-
schieden ist. Diese Zuordnung ist mit dem Produkt von Idealen vertréglich.
Deshalb liegt ein Monoidhomomorphismus vor. Ein gebrochenes Ideal kann
man nach Aufgabe 13.29 in der Form ab~! mit Idealen a, b schreiben und
diesem das gebrochene Ideal aS(bS)™" zuordnen. Dies ist wohldefiniert und
so erhélt man einen Gruppenhomomorphismus von der Gruppe der gebroche-
nen Ideale # 0 von R in die Gruppe der gebrochenen Ideale # 0 von S. Das
Erweiterungsideal eines Hauptideals ist wieder ein Hauptideal, und deshalb
werden gebrochene Hauptideale auf gebrochene Hauptideale abgebildet. Der
Satz vom induzierten Homomorphismus ergibt somit einen Gruppenhomo-
morphismus

KG (R) —s KG (S).
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Insgesamt liegt das kommutative Diagramm

Gebrochene Hauptideale (R) — Gebrocheneldeale (R) — KG (R)

1 1 \J
Gebrochene Hauptideale (S) — Gebrocheneldeale (S) — KG(5)

vor. Auf der Divisorebene wird dabei einem Primdivisor p der Divisor zum
Ideal pS zugeordnet. Das Erweiterungsideal zu p beschreibt dabei die Faser
der Spektrumsabbildung Spek (S) — Spek (R) iiber p. Dies ist insbesondere
bei endlichen Erweiterungen von Dedekindbereichen relevant. Man kann sich
fragen, ob die Abbildung zwischen den Klassengruppen stets injektiv ist, oder
ob umgekehrt ein nichttriviales Ideal zu einem Hauptideal werden kann. Dies
ist in der Tat der Fall.

Beispiel 14.6. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Rzu D = —5
das Ideal p = (2,1 + +/—5), das nach Beispiel 10.7 kein Hauptideal ist.
Es sei S der ganze Abschluss von R (oder von Z) im Erweiterungskorper

L = Q[v/=5,+/2] vom Grad vier iiber Q. Wir haben also eine Kette
ZcCRCS
von Zahlbereichen. Wir behaupten, dass das Erweiterungsideal
pS = (2,1+v=5)S

ein Hauptideal in S ist, und zwar behaupten wir, dass v/2 ein Idealerzeu-

ger davon ist. Dazu betrachten wir zunédchst das rationale Element z =
\/5+‘/2§'\/j5 — 1*\/‘/5?5 € L. Wegen

. <¢§+¢2§¢——5> _ 27254455, =

- A

erfiillt z eine Ganzheitsgleichung iiber R und gehort somit zu S (ebenso,
wenn im Zahler ein Minuszeichen steht). Die Gleichheit

pS = (vV2)
folgt einerseits aus
2 =v2-V2
und
1+vV-5=2-V2
und andererseits aus
1—+/-5 6
V2. 24— L “(14+V/-5) = —vV2.24+ —
vi vy V3
V3243.v2
V2(=2+3)

= V2
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Es gilt sogar, dass man im zahlentheoretischen Kontext jede Klasse trivia-
lisieren kann. Dies bedeutet aber nicht, dass es zu jedem Zahlbereich eine
faktorielle Erweiterung gibt, da durch die Trivialisierung typischerweise ,,an
anderer Stelle“ nichttriviale Klassen auftreten.

Beispiel 14.7. Wir betrachten den kommutativen Ring R = R[X,Y]/(X?+
Y? — 1), der dem Einheitskreis in dem Sinne entspricht, dass die Primideale
der Form (X —a, Y —b) darin den reellen Punkten des Kreis entsprechen. Dies
ist ein Dedekindbereich, wobei die Normalitdt aus der Glattheit des Kreises
folgt.

Das Mdbiusband.

Das Ideal p = (X,Y — 1) ist ein Primideal darin, das kein Hauptideal ist.
Fiir das Produkt dieses Ideals mit sich selbst haben wir

(X,Y —1)? = (X2, XY - X, (Y —1)%) = (Y = 1),

wobel die Inklusion C klar ist und sich die andere Inklusion aus

%(—X2—(Y—1)2) = %(—1+Y2—(Y—1)2)
= ¥Y-1

ergibt. Da Y — 1 in R keine Quadratwurzel (und auch nicht multipliziert mit
einer Einheit) besitzt, ist p kein Hauptideal. Dieses Ideal ist eine algebraische
Realisierung des Mobiusbandes (ein Ideal definiert eine invertierbare Garbe
und ein Geradenbiindel; das Mobiusband ist das nichttriviale Geradenbiindel
auf dem Einheitskreis).

Wir betrachten den Ringhomomorphismus
R=R[X,Y]/(X*+Y?*—~1) — S=R[U,V]/(U*+V? —1),
(X,Y) — (U* = V?2UV),

des Ringes in sich (wir schreiben rechts S, um die unterschiedlichen Rollen
zu betonen). Wegen

X*4+v? = (U?=V?)?+(2UV)?
U* = 2U0%V? + V* +4U%V?
= U'+20°V? + V!

U2 +V?? =1
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ist dies wohldefiniert (es handelt sich um die komplexe Quadrierung einge-
schrankt auf den Einheitskreis). Es handelt sich um eine ganze Ringerweite-
rung. Das Erweiterungsideal zu (X,Y — 1) ist

(U =V220V —1) = (1-2V2 20V —1) = (U-V),
also ein Hauptideal. Dies beruht auf
U?—V?2 = (U+V)(U-V),
20V —1 =20V —-U*-V? = (V-U)U-YV)

und
U-V = V(U2 —VQ) - UQUV —1).

14. ARBEITSBLATT

14.1. Aufgaben.

Aufgabe 14.1. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich und sei a ein Ideal
# 0 in Ap. Zeige, dass das konjugierte Ideal a in der Klassengruppe das
Inverse zu a ist.

Aufgabe 14.2. Es sei R ein Dedekindbereich und es seien § und g gebroche-
ne Ideale. Zeige, dass die beiden gebrochenen Ideale genau dann die gleiche
Klasse in der Divisorenklassengruppe definieren, wenn sie als R-Moduln iso-
morph sind.

Aufgabe 14.3. Es sei R ein Dedekindbereich. Zeige, dass ein exakter Kom-
plex

1—R*— Q(R)* — Div(R) — KG(R) — 0
vorliegt.

Aufgabe 14.4. Interpretiere Lemma 14.4 fiir die folgenden Fille:

(1) S wird durch ein Element erzeugt.

(2) S = R\ {0}
(3) Rg ist faktoriell.
(4) S = R\p.

Aufgabe 14.5. Es sei R ein Zahlbereich vom Grad d. Zeige, dass die Norm
einen natiirlichen Gruppenhomomorphismus

N: KG(R) — Q}/T
definiert, wobei T die Menge der Betrige von Normen von Elementen # 0
aus R bezeichnet. Zeige ferner, dass (Qi)d C T gilt.
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Aufgabe 14.6.*

Es sei S der ganze Abschluss von Z in der Korpererweiterung
1) Zeige, dass z = \/EJ“T V10

)

2) Zeige \/—5 € Z|z].
; Zeige /2 ¢ Z[2].
)

zu S gehort.

Bestimme eine Ganzheitsgleichung fiir z tiber Z[/—5].
Bestimme eine Ganzheitsgleichung fiir z {iber Z.

(
(
(3
(4
(5

Aufgabe 14.7.*
Wir betrachten die Ringerweiterungen
Z C Zv-5] = R C Z[V-5,i] C T,

wobei T' den ganzen Abschluss von Z in Q[v/—5,1i| bezeichnet. Zeige, dass
das Erweiterungsideal zu

p=(2,1++-5)

in T' ein Hauptideal wird.

Aufgabe 14.8. Erklire ,,geometrisch®, warum die Primideale der Form (X —
a,Y —b) des Ringes R[X,Y]/(X? +Y? — 1) keine Hauptideale sind.

Aufgabe 14.9. Es sei R = R[X,Y]/(X?+Y? —1). Zeige, dass alle Prim-
ideale von R der Form (X —a,Y —b) mit a,b € R die gleiche Divisorklasse
festlegen.

Aufgabe 14.10. Zeige, dass der Ringhomomorphismus
K[X,Y]/(X?*4+Y?-1) — K[U,V]/(U*+V?-1), (X,Y) — (U*~V?22UV),
iiber jedem Korper der Charakteristik # 2 ganz ist.

Aufgabe 14.11. Wir betrachten den kommutativen Ring
R =R[X,Y]/(X?+Y?-1)

und das Ideal p = (X,Y — 1) aus Beispiel 14.7. Zeige, dass der Ring R¢ =
C[X,Y]/(X?+Y?2—1) ein Hauptidealbereich ist und bestimme einen Erzeuger
fiir das Erweiterungsideal (X,Y —1)Rc.
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15. VORLESUNG - NORMALITATSKRITERIEN

15.1. Normalitatskriterien.

Es ist im Allgemeinen schwierig, den ganzen Abschluss von Z, also den Zahl-
bereich, in einer endlichen Korpererweiterung @ C L zu bestimmen bzw.
eine vorliegende Ringerweiterung

7 C S =7Xy,.. . Xnl/(F,...,F,) CL

als normal nachzuweisen. Es handelt es sich aber um ein lokales Problem, d.h.
S ist genau dann normal, wenn S, fiir jedes Primideal p normal ist, und dies
ist genau dann der Fall, wenn fiir jede Primzahl p die Nenneraufnahme Sz, 7,
normal ist, sieche Aufgabe 6.16 und Aufgabe 15.1. Dies erlaubt den Ubergang
zu einem diskreten Bewertungsring als Basisring (Z, statt Z), was oft die
Gleichungsbeschreibung vereinfacht und was es erlaubt, Eigenschaften der
Faserringe S/pS besser zu verarbeiten. Das typische Verhalten ist, dass sich
die Ringe 57,7, bis auf endliche viele Primzahlen direkt als normal erweisen,
und dass man einen Teil der verbleibenden Ringe iiber Eigenschaften der
Faser erledigen kann, einen anderen Teil aber auch nicht.

Lemma 15.1. Es sei B ein diskreter Bewertungsring mit Ortsuniformi-
sierender p und sei F' € B[X]| ein normiertes irreduzibles Polynom. Sei
R = B[X]/(F). In der Zerlegung von F in B/(p)[X] in irreduzible Fak-
toren, ' = Fy---F;, seien alle Faktoren einfach. Dann ist R der ganze
Abschluss von B in Q(B)[X]/(F) und insbesondere normal.

Beweis. Wir konnen direkt annehmen, dass die F; zu B[X]| gehoren. Die

maximalen Ideale von R sind (p, F;) fur j = 1,...,s. Die Voraussetzung
bedeutet fiir B[X] die Beziehung F} - -+ F; = F + pH und fiir
R = BX]/(F)

die Gleichheit

Fy---F, = pH.
Da F; und Fj teilerfremd sind, sind die F; Einheiten in der Lokalisierung
Ry, r;) und daher ist

H
Fy = P
Fy-- F; 1 Fjyy- Fy

D.h. in R, F;) ist das maximale Ideal ein Hauptideal mit dem Erzeuger p
und daher liegt nach Satz 10.17 ein diskreter Bewertungsring vor. Somit ist
R normal. ]

Die Beispielklasse Z)[X]/(X? — D), wo der Faserring immer einen mehrfa-
chen Faktor besitzt, zeigt, dass Lemma 15.1 keine notwendige Voraussetzung
fiir die Normalitét ist. Die Bedingung, dass in der Primfaktorzerlegung von
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F in B/(p)[X] jeder Faktor einfach ist, kann man auch so formulieren, dass
der Faserring

R/(p) = BIX]/(F,p) = B/(p)[X]/(F)
reduziert ist. Bei F' = F|*--- F!* in B/(p)[X] gilt ja generell nach Satz 12.11
die Beziehung

B/(pX]/(F) = B/(p)IX]/(F") x --- x B/(p)[X]/(F{*),

und dies ist genau dann reduziert, wenn jeder Komponentenring reduziert ist,
und dies ist genau dann der Fall, wenn jeder Komponentenring ein Korper
ist, also genau bei r; = 1 fiir alle j. Im Allgemeinen, wenn beispielsweise
der Ring durch mehrere Variablen und Gleichungen beschrieben wird, ist die
Beschreibung mit reduziert wichtiger, bei nur einer Gleichung lisst sich aber
die Bedingung in Lemma 15.1 einfacher iiberpriifen.

Korollar 15.2. Es sei B ein diskreter Bewertungsring mit Ortsuniformisie-
render p und sei F' € B[X] ein normiertes irreduzibles Polynom. Es seien F
und F' in B/(p)[X] teilerfremd. Dann ist R = B[X]/(F) normal und gleich
dem ganzen Abschluss von B in Q(B)[X]/(F).

Beweis. Dies folgt aus Lemma 15.1 in Verbindung mit einer Variante von
Aufgabe 7.35. 0

Korollar 15.3. Es sei F' € Z[X]| ein normiertes irreduzibles Polynom, R =
Z[X]/(F). Dann ist bis auf endlich viele Primzahlen p der Ring

Rovw) = L) | X]/(F)

normal.

Beweis. Wir betrachten F' als irreduzibles Polynom in Q[X]. In Charak-
teristik 0 sind F' irreduzibel und F” teilerfremd. Deshalb gibt es Polyno-
me A,B € Q[X]| mit AF + BF' = 1. Es sei m € Z ein Hauptnenner
der Koeffizienten von A und B. Dann gibt es Polynome C, D € Z[X] mit
CF + DF'" = m. Fiir jede Primzahl p, die kein Teiler von m ist, gilt ent-
sprechend CF+ DF" = m in Z/(p)[X] und m ist dort eine Einheit. Deshalb
sind F, F" in Z/(p)[X] teilerfremd und die Normalitét von Z,)[X]/(F) folgt
aus Korollar 15.2. 4

Beispiel 15.4. Wir betrachten das kubische Polynom X2 —3X +1 € Q[X],
das nach Aufgabe 2.25 irreduzibel ist, und R = Z[X]/(X? — 3X + 1). Die
Ableitung des Polynoms ist 3X? — 3, und in Z[X] gilt die Gleichung

(6X +3)(X?—3X +1)+(-2X? - X +4)(3X? -3) = —9.

Nach dem Beweis zu Korollar 15.3 ist daher Z,[X]/(X? —3X + 1) fiir jede
Primzahl p # 3 normal. Uber p = 3 ist der Faserring gleich

Z/(3)X])/(X? = 3X +1) = Z/(3)[X]/(X° + 1) = Z/(3)[X]/(X +1)".
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Dies bedeutet, dass das einzige maximale Ideal in Z3)[X]/(X? — 3X + 1)
gleich (3, X + 1) ist. Wegen

Z[X]/(XP =3X +1,X +1) = Z)/((-1)* = 3(-1) + 1) = Z/(3)

ist aber X + 1 ein Erzeuger von diesem maximalen Ideal und daher ist R
iiberhaupt normal.

Lemma 15.5. Es sei F' € Z[X] ein normiertes irreduzibles Polynom, R =
ZIX]|/(F) und sei p eine Primzahl derart, dass in Z/(p)[X| die Zerlegung

F = F*---F
mit irreduziblen Polynomen F; gelte. Dann gilt in R die Gleichheit
PR = (p, F1*)--- (p, F{*).

Beweis. In Z/(p)[X] sind die F; zueinander paarweise teilerfremd. Wir be-
haupten, dass in Z[X]/(F) die Gleichheit

(p) = (, F7) N0 (p, FE) = (p FTY) - (p, FYY)
gilt, wobei die letzte Gleichheit auf Lemma 12.6 beruht. Zum Nachweis der
linken Gleichheit sei

a=ap+bF' =...=ap+bF*,
es ist a € (p) zu zeigen. Modulo p ist
a=bF"=..="0bF"
in Z/(p)[X]/(F). Nach Satz 12.11 ist
Z)(p)IX]/(F) = Z/(p)[X]/(F7") x - x Z/(p)[X]/(F{*).

Die Voraussetzung bedeutet, dass a in jeder Komponente 0 ist, also insgesamt
gleich 0 ist. U

Korollar 15.6. Es sei F' € Z[X] ein normiertes irreduzibles Polynom,
R = Z[X]/(F) und seip eine Primzahl derart, dass der Faserring Z/(p)[X]/
(F') reduziert ist. Dann ist pR das Produkt von Primidealen.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 15.5, da im reduzierten Fall die Exponenten
r; = 1 sind, und dann (p, F;) Primideale sind, oder aus Lemma 15.1 in
Verbindung mit Satz 12.2. O

Ohne die Voraussetzung reduziert ist die Aussage nicht richtig, siche Beispiel
12.9.

Wir behandeln noch den Fall, wo die Algebra durch mehrere Variablen er-
zeugt wird. Dies ergibt auch einen weiteren Beweis fiir Lemma 15.1.

Lemma 15.7. Es sei B ein diskreter Bewertungsring mit Ortsuniformisie-
render p und es sei R = B[Xy,...,X,]/a. eine endliche integre B-Algebra.
Der Faserring R/pR sei reduziert. Dann ist R normal.
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Beweis. Es sei p ein maximales Ideal von R. Wir betrachten das kommutative
Diagramm

B — R — Ry

1 4 4
B/(p) — R/pR — (R/pR), = R,/pR, .

Als Lokalisierung eines nach Voraussetzung reduzierten Ringes ist der Ring
rechts unten reduziert, also hier sogar ein Korper. Dies heifit aber, dass

()R, = pR,
gilt und das bedeutet, dass R, ein diskreter Bewertungsring ist. U

15.2. Monogene Algebren.

Definition 15.8. Eine R-Algebra A iiber einem kommutativen Ring R heifit
monogen, wenn sie als A = R[X]/a mit einem Ideal a C R[X]| geschrieben
werden kann.

Nach dem Satz vom primitiven Element ist eine endliche separable Kérperer-
weiterung K C L stets monogen, was man auf jede endliche Kérpererwei-
terung Q C L anwenden kann. Ferner ist nach Satz 9.8 jeder quadratische
Zahlbereich monogen iiber Z. Ein Zahlbereich ist genau dann monogen, wenn
es ein Element mit der Eigenschaft gibt, dass seine Potenzen eine Ganzheits-
basis bilden.

Lemma 15.9. FEs sei (B,p) C (5,q) eine endliche Erweiterung von dis-
kreten Bewertungsringen. Es sei h € S eine Ortsuniformisierende derart,
dass

gilt. Dann ist S = B[h].

Beweis. Wir betrachten die endliche Erweiterung
R = B[h| C S,

die als identisch nachzuweisen ist. Es ist m = B[h] N q das maximale Ideal
von Bl[h], der ebenfalls ein lokaler Ring ist, und es ist mS = hS = q. Ferner
ist

Blh] + hS = S.
Fir f € S gilt ja im Restekorper x(q)
f =P
mit einem Polynom P iiber x(p). In S gilt deshalb
f = P(h)+hg
mit g € S. Nach dem Lemma von Nakayama gilt R = S. U
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Beispiel 15.10. Wir betrachten die biquadratische Erweiterung
Z C Z[X,Y]/(X?=T7,Y*—19).
Dieser Ganzheitsring lasst sich nicht in der Form Z[W|]/(F) schreiben. Mo-
dulo (3) ist der Faserring gleich
ZJB)X Y]/ - 7,Y2—19) = Z/(3)[X,Y]/(X* — 1,Y? 1)
= Z/(3) x Z/(3) x ) (3) X Z/(3),

er besitzt also vier maximale Ideale, alle mit dem Restekérper Z/(3). Ein
Ring der Form Z/(3)[W]/(F) kann aber nur drei maximale Ideale mit dem
Restekorper Z/(3) besitzen, da es in Z/(3) nur drei Elemente gibt. Es folgt,

dass der Ganzheitsring auch nicht {iber der Lokalisierung Zsy mit einem
einzigen Algebraerzeuger beschrieben werden kann.

15. ARBEITSBLATT

15.1. Aufgaben.

Aufgabe 15.1. Es sei B ein diskreter Bewertungsring, sei u € B* eine
Einheit und sei X" — u irreduzibel in B[X]. Zeige, dass

R = B[X]/(X" —u)

normal ist, falls n eine Einheit in B ist.

Aufgabe 15.2. Es sei B ein diskreter Bewertungsring, in dem 2 eine Einheit
sei, und sei p eine Ortsuniformisierende von B. Bestimme, fiir welche m der
Ring

R = B[X]/(X*—p™)
ein normaler Integritiatsbereich ist.

Aufgabe 15.3. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung und sei
S C L eine endliche Ringerweiterung von Z. Zeige, dass S genau dann
normal ist, wenn fiir jede Primzahl p die Nenneraufnahme 57,7, normal ist.

Aufgabe 15.4. Bestimme fiir welche Primzahlen p das Polynom X% 43 ¢
Z/(p)[X] irreduzibel ist bzw. in einfache Linearfaktoren zerfillt. Fiir welche
Primzahlen ist Z,)[X]/(X? — 3) normal?

Aufgabe 15.5.*

(1) Zeige, dass das Polynom X? + X + 1 in Z[X] irreduzibel ist.
(2) Bestimme die Primfaktorzerlegung von X? + X + 1 in Z/(3)[X].
(3) Bestimme die Primfaktorzerlegung von X* + X + 1 in Z/(31)[X].
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(4) Man finde eine positive Zahl n derart, dass fiir alle Primzahlen p, die
n nicht teilen, der Faserring Z/(p)[X]/(X?® + X + 1) reduziert ist.
(5) Bestimme, ob Z[X]/(X? + X + 1) ein Zahlbereich ist.

Aufgabe 15.6. Beweise Satz 9.8 mit Korollar 15.3 und einer Sonderbetrach-
tung fiir diejenigen Primzahlen, die dadurch nicht abgedeckt sind.

Es sei K ein Korper. Ein Polynom P € K[X] heifit separabel, wenn es iiber
keinem Erweiterungskoérper K C L mehrfache Nullstellen besitzt.

Aufgabe 15.7.*

Essei K ein Korper und sei P € K|[X] ein Polynom. Zeige, dass die folgenden
Aussagen dquivalent sind.

(1) P ist separabel.

(2) Es gibt eine Korpererweiterung K C L derart, dass P iiber L in
einfache Linearfaktoren zerféllt.

(3) P und die Ableitung P’ sind teilerfremd.

(4) P und die Ableitung P’ erzeugen das Einheitsideal.

Aufgabe 15.8. Es sei K ein Korper und P € K[X] ein separables Polynom.
Zeige, dass ein Teiler F' € K[X]| von P ebenfalls separabel ist.

Aufgabe 15.9. Es sei F' € Z[X] ein Polynom, das in Q[X] irreduzibel
ist. Zeige, dass fiir alle Primzahlen p bis auf endlich viele Ausnahmen alle
Primpolynome in der Primfaktorzerlegung von F' € Z/(p)[X] einfach sind.

Aufgabe 15.10. Es sei K ein Korper und
K[Y] — K[ X| 2 K[Y]|[X]/(Y = X"), Y — X",

die n-te Potenzabbildung. Bestimme zu b € K den Faserring iiber (Y — b).
Wann sind alle Primfaktoren von X" — b einfach?

Aufgabe 15.11. Es sei p eine Primzahl. Zeige, dass die Polynome X™ —p €
Q[X] fur jedes n > 1 irreduzibel sind.

Aufgabe 15.12. Zeige, dass ein Polynom der Form X" — p? € Q[X] mit
einer Primzahl p im Allgemeinen nicht irreduzibel ist.
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Aufgabe 15.13. Es sei B ein diskreter Bewertungsring. Zu einem von 0
verschiedenen Polynom P € B[X] sei ord(P) die minimale Ordnung der
Koeffizienten von P. Zeige

ord(PQ) = ord(P) + ord(Q).

Aufgabe 15.14. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K und
es sei P € R[X] ein Polynom mit teilerfremden Koeffizienten. Zeige

(P)RIX] = RIX] N (P)K[X].

Zeige ferner, dass die Voraussetzung iiber die Teilerfremdheit notwendig ist.

Aufgabe 15.15. Es sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkdérper K
und es sei P € R[X] ein Polynom mit teilerfremden Koeffizienten, das in
K[X] irreduzibel sei. Zeige, dass P auch in R[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 15.16. Es sei P € Z[X] ein ganzzahliges normiertes Polynom,
dass in Q[X] irreduzibel sei. Zeige, dass P auch in Z[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 15.17. Es sei K ein Korper und A eine endlichdimensionale, re-
duzierte K-Algebra. Zeige, dass dann A ein endliches direktes Produkt von
endlichen Korpererweiterungen von K ist.

16. VORLESUNG - KUBISCHE ZAHLBEREICHE

16.1. Reine kubische Gleichungen.

Wir interessieren uns fiir den Ganzheitsring zur reinen kubischen Korperer-
weiterung Q@ C L = Q[X]/(X?3—¢) mit ¢ > 2. Wenn in der Primfaktorzer-
legung von ¢ eine Primzahl p mit einem Exponenten > 3 vorkommt, so kann
man p® vorzichen und erhélt mit der neuen Variablen pX eine neue Darstel-
lung der Korpererweiterung. Deshalb gehen wir direkt davon aus, dass in ¢
nur Primzahlen mit einem Exponenten 1 oder 2 vorkommen. Wir kénnen
also ¢ = ab® mit @ und b quadratfrei und zueinander teilerfremd ansetzen.

Satz 16.1. Es seien a und b teilerfremde quadratfreie natirliche Zahlen,
nicht beide 1, und sei Q C Q[X]/(X? — ab®) = L die zugehdrige kubische
Korpererweiterung. Wir setzen © = vab®> und y = va2b. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) = und y sind ganze Elemente in L.
(2) Es ist
Zlz,y] = ZIX,Y]/(XY —ab, X* —bY,Y? —aX)
= Z[X,Y]/(X? —ab®,Y? —a*h, XY —ab, X* —bY,Y? — aX)
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(3) Wenn a # +b mod 9 gilt, so ist S der Ganzheitsring von L, und
1,x,y bilden eine Ganzheitsbasis.
(4) Beia = +b mod 9 gehort auch

z = (14 azx+by)

(1 +a$+x2)

W] —W|

zum Ganzheitsring, und x,y, z bilden eine Ganzheitsbasis.

Beweis. Das Polynom besitzt X3 — ab? keine rationale Nullstelle, ist also
irreduzibel und somit liegt eine Koérpererweiterung vom Grad 3 vor.

(1) Es ist unmittelbar klar, dass = zu L gehort und eine Ganzheitsglei-
chung erfiillt. Ferner ist

1 1
Yy = Va2b = E\/3 ab22 = 65172,

d.h. y gehort ebenfalls zu L, die Ganzheit ist klar.

(2) Wegen X3 = bYX = ab® liegen auch diese kubischen Terme in
dem Ideal. Wir haben durch X +— 2z und Y — y einen surjektiven
Ringhomomorpismus

S =7Z[X,Y]/(XY —ab, X*> - bY,Y? - aX) — Z[z, ],

da z und y die angegebenen Relationen erfiillen. Diese Relationen
zeigen auch, dass rechts die Gruppe Z @ Zx @ Zy steht, da man alle
Produkte darin schon ausdriicken kann. Eine weitere Relation kann
es nicht geben, da 1, x,y iiber Q linear unabhéngig sind.

(3) Wir zeigen nun, dass S unter der angegebenen Bedingung normal ist.
Wenn eine Primzahl p weder in a noch in b vorkommt und nicht 3 ist,

so ist
Sovw) = L)X, Y]/(XY —ab,X* —bY,Y? — aX)
= ) [X]/(X° = ab?),
damanyY = XTQ schreiben und tiberall ersetzen kann, da b in Z,) eine

Einheit ist. Die entstehenden Erzeuger sind X? — ab? und Vielfache
davon. Die Faser iiber p ist somit Z/(p)[X]/(X?—u) mit einer Einheit
u € Z/(p). Das beschreibende Polynom X3 — u und seine Ableitung
3X? erzeugen das Einheitsideal (die Faser iiber p ist also reduziert)
und damit ist nach Korollar 15.2 die Nenneraufnahme von S an Z\ (p)
normal.

Sei nun p ein Teiler von a (wobei der Fall p = 3 erlaubt ist).
Dann ist wieder Sz = Zg)[X]/(X? — ab®*). Modulo p ist dies
Z/(p)[X]/(X?), somit ist das einzige Primideal oberhalb von (p)
gleich (p, X). Da wir

a=p-c
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mit a und c teilerfremd schreiben kénnen, gilt
X2
T
und daher wird dieses Primideal von X erzeugt. Diese Nenneraufnah-

men sind also auch normal.
Betrachten wir nun

p

p=3

und nehmen weiter an, dass 3 weder in a noch in b vorkommt. Dann
kann man wieder die Nenneraufnahme monogen als Z)[X]/(X?—ab?)
beschreiben. Modulo 3 ist dies

Z/3)X]/(X* = ab”) = Z/(3)[X]/(X — ab®)®

und somit liegt iiber (3) das einzige Primideal (3, X — ab?). Wir be-
stimmen, unter welchen Bedingungen X — ab® ein Erzeuger dieses
Ideals ist. Der Ring Z3)[X]/(X? — ab?*) modulo X — ab? ist

L)/ ((ab®)? —ab®) = Zg)/((ab®)? = 1)
= Z(g)/((&bz + 1)(&[)2 — 1)),

da in unserem Fall ¢ und b Einheiten sind. Es geht darum, ob dieser
Ring gleich Z/(3) ist oder nicht, und somit geht es darum, ob die
Ordnung von (ab? + 1)(ab* — 1) gleich 1 oder hoher ist. Wir schreiben
a = 9u+rund b = 9v + s und betrachten zuerst den Fall, wo
r = 1,4, 7ist. Dannist ab®>+1 # 0 mod 3 und wir miissen ab*—1 =
(9u+7)(9v + s)? — 1 betrachten. Modulo 9 ist dies rs? — 1. Dabei gilt

rs> =1 mod9
genau in den Fiéllen
(Tv S) = (17 j:]-)a (47 j:4)7 (77 :t7>

Beir = 2,58 ist ab> —1 # 0 mod 3 und wir miissen ab® +1 =
(u+7)(9v +5)*+1 = rs>+1 mod 9 betrachten. Dabei gilt

rs> = —1 mod 9
genau in den Fiéllen
(r,s) = (2,%2), (5, £5), (8, £8).

Unter der Voraussetzung a # =+b ist also der Exponent der 3 in (ab*+
1)(ab®—1) genau 1. Somit ist 3 € (X —ab?) und das einzige Primideal
oberhalb von (3) ist in der Lokalisierung auch ein Hauptideal.

(4) Es ist

(1+ ax + 7).

W =

1
z = g(l—i—ax—l—by) =
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Die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms dieses Elemen-
tes sind nach Aufgabe 16.2 gleich Spur(z) = 1, §(3 —3aab®) =
$(1 —a??) und

N(z) = —(1-3aab®+ da’ab® + (ab®)?)

(1 —3a’* + a'v”* + a°b*)

51 5] 8]

(1+a’0*(=3+a* +b7)).

Unter der Bedingung @ = £b mod 9 ist a®> = b* = 1,4,7 mod 9,
wir setzen a®> = 9m +t und b* = 9n + t. In diesen Fillen ist

Obeit=1,
1—a%?® = —15beit =4, mod 9,
—48 beit =7

also stets ein Vielfaches von 3. Ferner ist
1+ a®b*(a® +b* — 3)
1+ (81mn +9(m +n)r +1r*)(9(m +n) + 2r — 3)
14 81A+18(m+ n)r —27(m+n)r + 9(m + n)r +2r% — 3r?
81A + 14 27(m + n)r? —27( +n)r+2r — 3r?
SIA+1+427(m+n)(r* —7r) + 2 — 3¢
81A" + 14 2r° — 3r?.

Bei t = 1,4 ist dies sogar ein Vielfaches von 81. Bei ¢t = 7 sind die
hinteren Summanden zusammen gleich

142-73—3-7% = 540 = 27 - 20,

also ein Vielfaches von 27 und daher ist z ganz.
Wir zeigen nun, dass die von z,y, z erzeugte Algebra normal ist.
Es sei
w = k+mx +nr’

mit k,m,n € Q ein Element, das iiber eine Ganzheitsgleichung
erfiillt, und wir miissen zeigen, dass es zu Z[z,y, z] gehort. Aufgrund
der Spurbedingung ist 3k ganzzahlig. Wir ziehen z (oder 3z) von w
ab und kénnen dann k£ = 0 annehmen. Die weiteren Koeffizienten-
bedingungen an das charakteristische Polynom besagen, dass 3mng
und m3q + n3¢? ganzzahlig sind. Da ¢ kein Vielfaches von 3 ist, ist

ord) (mn) > —1,
also ord(sy (m) > 0 oder ord( (n) > 0, und
ordz) (m® +n’q) > 0.

Im ersten Fall folgt wegen der letzten Bedingung auch die Bedingung
im zweiten Fall und umgekehrt, d.h. die Ordnung von m und n an der
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Stelle (3) ist # 0. Wegen der Normalitét an den anderen Primzahlen
folgt iiberhaupt, dass m und n ganzzahlig sind.

g

Korollar 16.2. Es sei g eine Primzahl mit ¢ # +£1 mod 9 (was bei ¢ = 2
mod 3 stets der Fall ist). Dann ist der Ganzheitsring zur Korpererweiterung

Q C QIX]/(X? ~q)
gleich Z[X]/(X3 —q).
Beig = 1,—1 mod 9 st

 l+gr+a®
a 3
ganz tiber Z[X]/(X? — q) mit dem Minimalpolynom
1-q¢, (=1
T —1T° T — = 0.
* 3 27

In diesem Fall besitzt der Ganzheitsring die Ganzheitsbasis 1, x, z.

Beweis. Dies ist der Spezialfall von Satz 16.1 mit ¢ = gund b = 1. In

diesem Fall ist
y =V =0 =2

S = Zlz] = Z[X]/(X* - q).

und

Beispiel 16.3. Wir betrachten die Kérpererweiterung
Q CQV?2 =K CR
Der Ganzheitsring ist
ZIV2] = Z[X]/(X? - 2)

nach Korollar 16.2. Das ist keine Galoiserweiterung, da das Polynom X3 — 2
tiber K (und reell) nicht zerfillt. Oberhalb von (2) liegt das einzige Primideal
(X). Fiir eine ungerade Primzahl p mit p = 2 mod 3 sind p — 1 und 3
teilerfremd und daher ist die dritte Potenz

Z/(p) — Z/(p), z — 2°,

eine Bijektion. Insbesondere besitzt die 2 eine eindeutig bestimmte dritte
Wurzel a und es gibt eine Faktorzerlegung

X3 -2 = (X —-a)(X?*+bX +0)
in Z/(p)[X], wobei der hintere Faktor irreduzibel ist. Deshalb liegen iiber (p)
in der Erweiterung Z C Z[V/2] zwei Primideale, wobei deren Restekérper

einerseits Z/(p) und andererseits 2 ist. Inssbesondere sind diese nicht zu-
einander isomorph. Bei p = 5 ist beispielsweise

33 =2 mod5
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und
X3—2=X"4+3 = (X+2)(X*+3X +4)

und somit

Z[V2| @2 Z/(5) [X]/(X? - 2) ®,Z/(5)

Z/(5)[X]/(X* - 2)

Z/(5)[X]/(X +2) x Z/(5)[X]/(X* + 3X +4)
Z/(5) XF25

'l

Bei

p =1 mod3
ist 3 ein Teiler von p — 1 und daher gibt es drei dritte Einheitswurzeln in
Z/(p). Wenn die 2 in Z/(p) eine dritte Wurzel besitzt, so besitzt sie sogar drei
dritte Wurzeln und die Faser zerfillt in drei Punkte, deren Restekorper Z/(7)
sind. Wenn die 2 in Z/(p) keine dritte Wurzel besitzt, so besteht die Faser

aus einem einzigen Punkt, dessen Restekorper der Korper mit p? Elementen
ist.

Sei p = 7. Dritte Einheitswurzeln sind 1, 2, 4. Die andere dritte Potenz ist
6 =3 =5 =6

D.h. 2 ist keine dritte Potenz und Z/(7)[X]/(X? — 2) ist ein Korper mit 243

Elementen.

Sei p = 13. Die dritten Einheitswurzeln sind 1,3,9. Die weiteren dritten
Potenzen sind —1 = 12,8 = 23,5 = 113, die 2 ist also wieder keine dritte
Potenz.

Sei p = 19. Die dritten Einheitswurzeln sind 1,7,11. Die weiteren dritten
Potenzen sind —1 = 18,8 = 23,7 = 43,11 = 53,12 = 103, die 2 ist also wieder
keine dritte Potenz.

Sei p = 31. Die dritten Einheitswurzeln sind 1, 5, 25.
Hier ist

2 =4 =20 = 7
D.h. es ist

ZV2 @ Z/(31) = Z[X]/(X® - ) 2 Z/(31)
Z/(31)[X]/(X? = 2)

Z/(31)[X]/(X —4)(X = 7)(X —20)
7/(31) x 7)(31) x 7/ (31),

die Faser besteht also aus drei Punkten, die alle den Restekorper Z/(31)
besitzen.

[ral

Die zusétzliche Ganzheitsgleichung ist bei einer Primzahl ¢ erstmals bei ¢ =
17 zu beriicksichtigen.



164
Beispiel 16.4. Wir betrachten den Zahlbereich zur Kérpererweiterung
Q < QX/(X* —17),
dieser besitzt nach Korollar 16.2 die Beschreibung
R = Z[z,2] C Q[X](X?®—17)
mit
14172 + 22
3

—
und wobei z die Ganzheitsgleichung

T° —T?—96T — 3072 = 0
erfiillt.

Lemma 16.5. Es seien a und b teilerfremde quadratfreie natirliche Zahlen,
nicht beide 1, und sei Q C Q[X]/(X? — ab?) = L die zugehdirige kubische
Kérpererweiterung mit dem Ganzheitsring R. Dann gilt fir die Diskriminan-
te von R folgende Beschreibung.

(1) Beia # +b mod 9 ist die Diskriminante von R gleich —2Ta*b?.
(2) Beia = 4+b mod 9 ist die Diskriminante von R gleich —3ab?.

Beweis. Wir setzen z = v/ab? und y = v/a2b. Nach Satz 16.1 ist der Ganz-
heitsring gleich Z[x, y] und 1, x, y ist eine Ganzheitsbasis, ferner ist y = x?/b.
Wir berechnen zuerst die Diskriminante zu 1, z, 22. Dabei ist 2° = ab® und

xz* = ab®z. Die Spur von z und von 22 ist gleich 0, daher ist
3 0 0
A(l,z,2%) = det [0 0 3ab® | = —27a%b*.
0 3ab®> 0

Die Ubergangsmatrix zwischen 1,z,2% und 1,z,y hat die Determinante
1/b, daher ist die Diskriminante des Zahlbereiches nach Lemma 8.2 gleich
—27ab?.

Im zweiten Fall bleibt die bisherige Rechnung giiltig, doch ist jetzt %(1 +
ax + by), z,y eine Ganzheitsbasis. Die Ubergangsmatrix zwischen den Basen
1,z,y und z,x,y ist

O Owli=
O —wle
— Owlc

mit der Determinante %. Dies ergibt den Faktor . O
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16. ARBEITSBLATT

16.1. Aufgaben.

Aufgabe 16.1. Essein € Ny, ¢ € Z und a # 0. Zeige
QX]/(X™ —q) = QY]/(Y" — a"q).

Aufgabe 16.2.*
Es sei ¢ > 2 eine natiirliche Zahl. Bestimme fiir die Kérpererweiterung
Q C QX]/(X?—q)

und ein Element a+bx +cx? die Multiplikationsmatrix beziiglich der Q-Basis
1,z, 2%, das charakteristische Polynom, die Norm und die Spur.

Aufgabe 16.3. Es sei b eine quadratfreie Zahl > 2. Zeige, dass Z[X]/(X3 —
b?) nicht normal ist.

Aufgabe 16.4. Essei¢ > 2und L = Q[X]/(X?®—¢). Bestimme die Anzahl
der reellen und die Anzahl der komplexen Einbettungen von L.

Aufgabe 16.5. Analysiere die Fasern iiber (p) zu Z C R, wobei R der
Zahlbereich zur kubischen Kérpererweiterung Q C Q[X]/(X? — 5) ist.

Aufgabe 16.6. Es sei R der Ganzheitsring zur kubischen Kérpererweiterung
Q C Q[X]/(X3—q). Zeige, dass die Faser iiber (3) aus mehr als einem Punkt
bestehen kann.

Aufgabe 16.7.*

Es sei ¢ eine Primzahl mit ¢ = +1 mod 9 und
R = Z[z,2] € Q[X]/(X® —q)

mit z = der zugehorige kubische Zahlbereich, siehe Korollar 16.2.
Bestimme Darstellungen fiir 22, zz, 2% beziiglich der Ganzheitsbasis 1, z, 2.

14gz+a?
3
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Aufgabe 16.8.*

Es seien a und b teilerfremde quadratfreie natiirliche Zahlen mit a = =+b
mod 9. Es sei # = Vab?, y = va2b und z = % Bestimme eine
Ganzheitsbasis des zugehérigen Zahlbereichs zu L = Q[X]/(X? — ab?) der

Form 1, z, w.

Driicke  und y durch die neue Basis aus.

Aufgabe 16.9. Es sei R der Zahlbereich zu einer kubischen Erweiterung.
Zeige, dass R eine Restklassenbeschreibung mit (maximal) drei Variablen
und drei Gleichungen besitzt.

Aufgabe 16.10.*

Es seien a,b verschiedene quadratfreie Zahlen # 1, die beide den Rest 1
modulo 4 haben. Es sei z = # und y = %5 Zeige, dass z = %ﬁ zZu
Zlx,y| gehort.

17. VORLESUNG - KREISTEILUNGSRINGE

17.1. Kreisteilungskorper.

Wir rekapitulieren ohne Beweis die wichtigsten Ergebnisse iiber Kreistei-
lungskorper, wie sie in der Galoistheorie bewiesen werden.

Definition 17.1. Der n-te Kreisteilungskorper ist der Zerfallungskorper des
Polynoms

X" -1
iiber Q.

Die Kreisteilungskorper iiber Q bezeichnen wir mit K,,. Offenbar ist 1 eine
Nullstelle von X™ — 1, daher kann man X" — 1 durch X — 1 teilen und erhalt

X'—1=X-DX""+X"? 4+ + X +1).

Wegen 1 € Q ist daher der n-te Kreisteilungskorper auch der Zerfallungskor-
per von
Xl Xn 24 4 X 41,
Da X" — 1 auf die in Lemma 2.10 (Koérper- und Galoistheorie (Osnabriick
2018-2019)) beschriebene Art iiber C in Linearfaktoren zerfillt, ndmlich
n—1
X" _1 = H(X _ €k27ri/n>’
k=0
kann man K, als Unterkorper von C realisieren, und zwar ist K, der von
allen n-ten Einheitswurzeln erzeugte Unterkorper von C. Dieser wird sogar
schon von einer einzigen primitiven Einheitswurzel erzeugt.
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Lemma 17.2. Es sein € N,. Dann wird der n-te Kreisteilungskorper tiber
Q wvon 2™/ erzeugt. Der n-te Kreisteilungskiorper ist also

Kn _ @(GQWi/n) _ @[QQWi/n]‘

Insbesondere ist jeder Kreisteilungskorper eine einfache Korpererweiterung
von Q.2

Statt e kann man auch jede andere n-te primitive Einheitswurzel aus C
als Erzeuger nehmen.

Beispiel 17.3. Wir bestimmen einige Kreisteilungskorper fiir kleine n. Bei
n = 1 oder 2 ist der Kreisteilungskorper gleich Q. Bei n = 3 ist

XP—1=(X-1)(X*+X+1)

und der zweite Faktor zerfallt

X2+ X+1= <X+1—i£><X+1+i£>.

2 2 2 2

Daher ist der dritte Kreisteilungskorper der von /—3 = v/3i erzeugte Kor-
per, es ist also K3 = Q[v/—3] eine quadratische Koérpererweiterung der ra-
tionalen Zahlen.

Bei n = 4 ist natiirlich

Xt-1 = (X*- 1)( +1)
(X - DX +1)(X*+1)
= (X-DX )(X DX +1).

Der vierte Kreisteilungskorper ist somit Q[i] = Q[X]/(X?%+1), also ebenfalls
eine quadratische Korpererweiterung von Q.

Lemma 17.4. Es sei p eine Primzahl. Dann ist der p-te Kreisteilungskorper
gleich

QXY (X7 4 X7 44 X4 1).

Insbesondere besitzt der p-te Kreisteilungskorper den Grad p — 1 iiber Q.

Dies ist natiirlich auch klar aufgrund des Satzes vom primitiven Element.
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i
+1 a
E
o A A
1 ] +1
o
a1 E

Beispiel 17.5. Der fiinfte Kreisteilungskorper wird von der komplexen Zahl
e?™i/5 erzeugt. Er hat aufgrund von Lemma 17.4 die Gestalt

Ks 2 QIX]/(X*"+X°+ X*+ X +1),

wobei die Variable X als e?™/> (oder eine andere primitive Einheitswurzel)
zu interpretieren ist. Sei z = €>/° und setze v = x — 2% — 2% + 2* =
—(22% + 22% + 1). Aus Symmetriegriinden muss dies eine reelle Zahl sein. Es
ist
v = 4% 4 dat + 14 82° + 42® + 427
= dr + 42" + 14 84 42® + 422
44zt +2° +2° +a+1)

= 5.
Es ist also v = /5 (die positive Wurzel) und somit haben wir eine Folge von
quadratischen Korpererweiterungen

Q c QV5] C K.

Die Menge der n-ten Einheitswurzeln in C bilden eine zyklische Gruppe der
Ordnung n und die primitiven Einheitswurzeln sind die Erzeuger davon. Thre
Anzahl stimmt damit generell mit der Anzahl der Erzeuger der additiven
Gruppe (Z/(n), -, 0) tiberein. Diese Anzahl bekommt einen eigenen Namen.

Definition 17.6. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnet ¢(n) die Anzahl
der Elemente von (Z/(n))*. Man nennt ¢(n) die Eulersche Funktion.

Definition 17.7. Es sei n € N, und seien z1, ..., zy,) die primitiven kom-
plexen Einheitswurzeln. Dann heif3t das Polynom

v(n)
o, = [[(X - =) € CX]

das n-te Kreisteilungspolynom.
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Lemma 17.8. Die Koeffizienten der Kreisteilungspolynome liegen in Z.

Satz 17.9. Die Kreisteilungspolynome ®,, sind irreduzibel tiber Q.

Satz 17.10. Der n-te Kreisteilungskorper K, iber Q hat die Beschreibung
Ky = QIX]/ (@),

wobei ®,, das n-te Kreisteilungspolynom bezeichnet. Der Grad des n-ten
Kreisteilungskorpers ist p(n).

Satz 17.11. Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper. Dann ist Q C K, eine
Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe

Gal (K,|Q) = (Z/(n))".

Dabei entspricht der Einheit a € (Z/(n))” derjenige Automorphismus ¢, €
Gal (K,|Q), der eine n-te Finheitswurzel  auf (* abbildet.

17.2. Kreisteilungsringe.

Definition 17.12. Es sei n € N,. Der Ring der ganzen Zahlen im n-ten
Kreisteilungskorper heifit n-ter Kreisteilungsring.

Wir bezeichnen diesen Kreisteilungsring mit R,, und mochten die Gleichheit
R, = Z[X]/(®,) nachweisen, was bedeutet, dass der Kreisteilungsring durch
die selbe Gleichung beschrieben wird wie der Kreisteilungskorper. Fiirn = 3
ist der Kreisteilungsring der Ring der Eisensteinzahlen, und fiir diesen gilt
in der Tat die Beschreibung Z[u|/(u* + u + 1) und fiir n = 4 ist der vierte
Kreisteilungsring der Ring der Gaufischen Zahlen Z[u]/(u? 4+ 1), und u? + 1
ist das vierte Kreisteilungspolynom. Aber schon fiir diese niedrigen Zahlen
ist das Resultat nicht selbstverstdndlich, sondern beruht auf der expliziten
Beschreibung der quadratischen Zahlbereiche im Sinne von Satz 9.8.

Wir werden die Behauptung zuerst fiir eine Primzahl n = p zeigen. Wenn
¢ eine primitive p-te Einheitswurzel ist, so spielt das Element 1 — ( eine
besondere Rolle.

Lemma 17.13. Es sei p eine Primzahl und sei { € C eine primitive p-te
FEinheitswurzel. Dann st das einzige Primideal im p-ten Kreisteilungsring
oberhalb von (p) das Primhauptideal (1 — ().

Beweis. Wir setzen
S =272 ZY]/(YP ' +YP 2+ 4+Y?+Y +1) C R, C C.
Das p-te Kreisteilungspolynom zerfallt

p—1
X XPP e+ X X+ = [[(X =P,
k=1
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iiber C und auch iiber S. Fiir X = 1 ergibt sich speziell die Gleichung

p—1

p=1]a-¢.

k=1
Aufgrund der endlichen geometrischen Reihe ist
1— ¢k
1-¢
und dieses Element gehort zu S. Da k zwischen 1 und p—1 ist, gibt es jeweils
ein f mit k-¢ = 1 mod p. Wegen ¢ = 1 und

=14+C+C 4+

1_C B 1_Cké

1—¢F  1—¢k
I e (S0
e

= 1+ ()P ()

gehort dieses Element ebenfalls zu S, d.h. die Elemente % sind Einheiten
in S. Deshalb ist

p—1 p—1 1— Ck
p=II0- =570~ = w00
k=1 k=1

mit einer Einheit u aus S. Deshalb gilt in S und damit auch im ganzen
Abschluss R, die Idealgleichheit (p) = ((1 —¢)P™).

Im ganzen Abschluss liegt nach Satz 12.2 eine Idealzerlegung
(1=C) =pr---pr
vor und daher gilt dort
(p) = (=0 ) =pi it

Da der Grad der Erweiterung gleich p — 1 ist, folgt direkt » = 1 und somit,
dass (1 — () ein Primideal ist, und zwar das einzige iiber (p). O

Lemma 17.14. Es sei p eine Primzahl und sei { € C eine primitive p-te
FEinheitswurzel. Dann ist der p-te Kreisteilungsring gleich Z|[(].

Beweis. Wir zeigen, dass
ZIQ =2 ZY)/(YP P 4+ YP 24 4 Y24 Y 1)

bereits normal ist, also mit seinem ganzen Abschluss iibereinstimmt. Dazu
geniigt es zu zeigen, dass die Lokalisierung von Z[(] an jedem Primideal q
ein diskreter Bewertungsring ist. Es sei

qNZ = (q)

mit einer Primzahl ¢ und wir machen eine Fallunterscheidung je nachdem,
ob ¢ = p ist oder nicht. Bei ¢ = p zeigt Lemma 17.13, dass q = (( — 1) ein
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Hauptideal ist, was sich auf die Lokalisierung iibertriagt. Bei ¢ # p lokalisie-
ren wir die Situation an (¢). Da X?—1 und seine Ableitung pX?~! teilerfremd
in Zy[X] sind, gilt dies auch fiir das Kreisteilungspolynom und seine Ab-
leitung. Deshalb sind die Primteiler des Kreisteilungspolynoms in Z/(q)[X]
einfach. Somit sind die Lokalisierungen oberhalb von (¢) nach Lemma 15.1
diskrete Bewertungsringe. U

Insbesondere ist 1, (, (%, ..., (P2 eine Ganzheitsbasis des Kreisteilungsringes.

Beispiel 17.15. Essei R = Z[X]/(X*+ X3+ X%+ X +1) = Z[z] der fiinfte
Kreisteilungsring. Wir verwenden den Zwischenring (vergleiche Beispiel 17.5)

Z Z[V5]

ZIW]/(W? =W —1)

S

ZIX)/(X*+ X3P+ X2+ X +1)
SIX]/(X?+ XW +1)

N1 nin

mit
w = v—;—l =2’ +2°+1

und v? = 5. Wir beschreiben exemplarisch das Verhalten von Primzah-
len in diesem Zahlbereich. Zu einer Primzahl p kommen als Restekorper
der Primideale in R oberhalb von (p) nach Korollar 8.8 nur die Korper
Z](p),F 2, Fps, Fpe in Frage (die Moglichkeit F,s werden wir gleich ausschlie-
Ben), und zwar muss es in den Restekorpern fiinf Einheitswurzeln (iiber (5)
fallen die zusammen) geben. Wegen Satz 9.6 (Korper- und Galoistheorie (Os-
nabriick 2018-2019)) ist dies genau dann der Fall, wenn p® — 1 ein Vielfaches
von 5 ist. Daraus ergeben sich die Moglichkeiten e = 1,2,4. Wir geben
Beispiele fiir typisches Zerlegungsverhalten.

Sei p = 2. Es ist S/2S ein Korper mit vier Elementen und es ist R/2S ein
Koérper mit 16 Elementen.

X
[ ]
¥ °
[ ]
X
[ ]
[ ] [ ]
X ®
[ ] [ ]

(2) (5) (11) (19)

Das exemplarische Zerlegungsverhalten im fiinften Kreisteilungsring umd im
quadratischen Zahlbereich zu v/5.
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Sei p = 5. Hier ist iiber Z/(5)
(X-1DX*+ X+ X+ X+1)=X"-1=(X-1)

und somit X4+ X?+ X2+ X +1 = (X —1)*. Es gibt also nur ein Primide-
al oberhalb von (5) und dessen Restklassenkorper ist Z/(5), was auch von
Lemma 17.13 her klar ist.

Bei ¢ = 11 sind 1, 3,4, 5,9 fiinfte Einheitswurzeln und das Kreisteilungspo-
lynom hat die Zerlegung
X'+ X3+ X2+ X +1 = (X —3)(X +2)(X —4)(X —5).

Oberhalb von (11) liegen in Spek (R) vier Primideale, alle mit dem Re-
stekorper Z/(11). Dabei liegen (X — 3) und (X — 4) iber (W — 4) und
(X +2) und (X —5) iiber (W —8) in S.

Beip = 19ist 92 = 5 = 102, in S gibt es somit zwei Primideale oberhalb von
(19), beide mit dem Restekorper Z/(19). In Z/(19) gibt es aber keine fiinfte

Einheitswurzeln, deshalb liegen oberhalb von (19) in R zwei Primideale, beide
mit dem Restekorper Fgg;. Uber (19) liegt die Faktorzerlegung

X'+ X4+ X2+ X +1 = (X°+5X +1)(X>+15X +1)
Vor.
Lemma 17.16. Es seit p eine Primzahl und ¢ eine primitive p-te Finheits-

wurzel. Dann ist die Diskriminante der Q-Basis 1,(,¢%, ..., (P72 des p-ten
Kreisteilungskorpers gleich

AL, C . P = £pP 2

Beweis. Das p-te Kreisteilungspolynom ist

P, =X+ XP P4+ XX+l = (X)X =) (X =),
Es ist nach Lemma 8.11

ALLGE ) = I =)
0<i<j<p—2
-+ I -0
0<i,5<p—2,i#j

Wenn man die Ubergangsmatrix zwischen den beiden Basen 1, ¢, ¢2, ..., (P2
und ¢, (2, ..., (P72, (P! betrachtet, so ist deren Determinante gleich +1 und

deshalb kann man wegen Lemma 8.2 genauso gut j:l_[lgingpfu;éj(ci — ¢Y)
berechnen.

Wir verwenden nun zwei verschiedene Méoglichkeiten, die Ableitung des Kreis-
teilungspolynoms zu bestimmen. Die Ableitung von ®,, ist nach der Produkt-
regel gleich

3
L

(X =X =) (X =" /(X =),

1

b
Il
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Wenn man darin ¢, i = 1,...,p — 1, einsetzt, so werden alle Summanden
mit der einzigen Ausnahme fiir £ = ¢ zu 0, und der verbleibende Summand
ist
o) = ]I ©€-¢
1<j<p—1,j#i

Somit ist die Diskriminante gleich

=12 = ][ 2400 = +[Te(@(Q) = £N(@}(0),

wobei ¢ die Galoisgruppe durchlduft und Lemma 7.14 verwendet wurde.
Aufgrund von

XP—-1=(X-1)9,
gilt fiir die Ableitung auch die Beziehung
pXPh = (X — 1o, — @,
Wenn man darin ¢ einsetzt, so erhélt man

pCPh = pC = (C-1)PL(0)
und somit
@,(¢) = p¢H¢C -7
Die Norm von ¢ — 1 ist

p—1

N(¢=1) = [ =1) = £2,(1) = +p.

k=1

Deshalb ist die Diskriminante nach Lemma 8.7 (Korper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019)) und Lemma 10.2 gleich

EN(@(C) = EN(PCH(¢C-1)7Y
= EN@)NCHN((C-1)7)

1
= 4prt. =
p
= 4pP 2
O
Lemma 17.17. Es sei p eine Primzahl, ¢ = p" und ( eine primi-

twe p"-te Einheitswurzel und Dann ist die Diskriminante der Q-Basis
1,¢,¢2, ..., ¢~ des p'-ten Kreisteilungskorpers gleich

AN E NG 7Cp(p’")ﬂ) _ :l:ppr—l(TpiTil).

Beweis. Dies wird dhnlich wie Lemma 17.16 bewiesen. O

Satz 17.18. Sein € N, und set ( € C eine primitive n-te Einheitswurzel.
Dann ist der n-te Kreisteilungsring gleich Z[(].
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Beweis. Dies wird zuerst ausgehend von Lemma 17.14 fiir Primzahlpoten-

zen bewiesen. Bei n = pi' - pi* ergibt sich eine Ganzheitsbasis des Ganz-

heitsringes wegen der nach Lemma 17.17 teilerfremden Diskiminanten aus
den Produkten der Ganzheitsbasen der einzelnen Kreisteilungsringen zu den
Primzahlpotenzen. U

Es ist also
R, = Z[X]/((I)n)u

wobei ®,, das n-te Kreisteilungspolynom bezeichnet.

17. ARBEITSBLATT

17.1. Aufgaben.

Aufgabe 17.1.*

Schreibe den 5-ten Kreisteilungskorper K5 als quadratische Korpererweite-

rung von Q[v/5].

Aufgabe 17.2.*
Wie viele Unterkorper besitzt der Kreisteilungskorper K37

Aufgabe 17.3. Es sei p eine Primzahl. Betrachte das Polynom
P=X1"+XP?4+. 4+ X4+ X +1.
Zeige, dass P irreduzibel in Q[X] ist.

Aufgabe 17.4. Es sei L der neunte Kreisteilungskorper iiber Q. Zeige
LNR =2 QX]/(X®-3X +1).

Aufgabe 17.5.*
Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper iiber Q und
L, = K,NR.
Zeige, dass bei n > 3 die Korpererweiterung L, C K,, den Grad 2 besitzt.

Aufgabe 17.6. Es sei n € N ungerade. Zeige, dass der n-te Kreisteilungskor-
per mit dem 2n-ten Kreisteilungskorper iibereinstimmt.

Aufgabe 17.7. Bestimme die Kreisteilungspolynome &, fiir n < 15.
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Aufgabe 17.8. Zeige, dass fiir n > 2 der konstante Koeffizient der Kreis-
teilungspolynome ®,, immer 1 ist.

Aufgabe 17.9. Zeige, dass fiir verschiedene n auch die Kreisteilungspolyno-
me P, verschieden sind, dass aber die Kreisteilungskorper gleich sein konnen.

Aufgabe 17.10.*
Es sei n € N,. Zeige, dass in C[X] die Gleichung
X"—1= ][]
din

gilt.

Aufgabe 17.11.*

Es sei Q C K, (in C) der n-te Kreisteilungskérper und sei ( eine n-te
primitive Einheitswurzel. Wir betrachten die Elemente %, i € (Z/(n))”.

a) Zeige, dass fiir eine Primzahl n = p diese Elemente eine Q-Basis von K,
bilden.

b) Es sei p eine Primzahl und n = p?. Zeige, dass diese Elemente keine
Q-Basis von K, bilden.

Aufgabe 17.12. Essein € N, Q C K, der n-te Kreisteilungskorper und
sei ( eine n-te primitive Einheitswurzel.

(1) Zeige, dass fiir jedes k die (benachbarten) Einheitswurzeln
Ck Ck‘+1 CkJer(n)fl

eine Q-Basis von K.
(2) Bilden die primitiven n-ten Einheitswurzeln stets eine Q-Basis von
K,?

Aufgabe 17.13. Bestimme die Norm und die Spur der n-ten komplexen
Einheitswurzeln im n-ten Kreisteilungskorper.

Aufgabe 17.14. Es sei (, € C eine n-te primitive Einheitswurzel, und
K = QI(,] der zugehorige Kreisteilungskorper. Zeige, dass es galoissche
Korpererweiterungen K C L gibt, deren Galoisgruppe zyklisch der Ord-
nung n ist.
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Aufgabe 17.15. Zeige, dass das achte Kreisteilungspolynom X* + 1 iiber
allen endlichen Primkoérpern F, reduzibel ist.

Hinweis: Zeige, dass 2 fiir p # 2 bereits eine primitive achte Einheitswurzel
enthalt.

Aufgabe 17.16.*

Es sei I, ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und n € N. Es sei a der
grofite gemeinsame Teiler von n und ¢ — 1. Zeige, dass es in F, genau a n-te
Einheitswurzeln gibt.

Man folgere, dass es n n-te Einheitswurzeln in F, genau dann gibt, wenn n
ein Teiler von ¢ — 1 ist.

Aufgabe 17.17. Es sei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl, die
wir als n = kp® schreiben mit k£ und p teilerfremd. Zeige, dass der n-te
Kreisteilungskorper iiber F, gleich F, ist (mit ¢ = p°), wobei ¢ die minimale
echte Potenz von p mit der Eigenschaft ist, dass ¢ — 1 ein Vielfaches von k
ist. Zeige insbesondere, dass es ein solches ¢ gibt.

Aufgabe 17.18. Es sei K, der p-te Kreisteilungskorper zu einer Primzahl p
und sei ¢ eine primitive p-te Einheitswurzel. Bestimme die Ubergangsmatrix
und ihre Determinante fiir die Q-Basen

]‘7C’§27"'7Cp_2
und
C? C27"'77Cp727gp71

von K.

Aufgabe 17.19.*

Bestimme die Zwischenkorper des 7-ten Kreisteilungskorpers K. Dabei soll
jeweils eine Restklassendarstellung explizit angegeben werden.

Aufgabe 17.20. Essei K, der n-te Kreisteilungskorper, n > 3. Zeige, dass es
einen Zwischenkdrper L, Q C L C K, gibt, der eine quadratische Kérperer-
weiterung von Q ist.

Aufgabe 17.21.*

Es sei ¢ eine primitive 7. Einheitswurzel. Wir betrachten das Element
y=C+=C+ = =" e ZK] = By

im siebten Kreisteilungsring.
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(1) Skizziere 1,¢, ¢, ¢3, ¢4, ¢, ¢% und verorte y geometrisch.

(2) Berechne y?.

(3) Bestimme einen quadratischen Zahlbereich, der im siebten Kreistei-
lungsring enthalten ist.

Fiir eine weitgehende Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes siehe Lemma
23.8.

Aufgabe 17.22. Analysiere fiir den zwolften Kreisteilungsring R1» das Zer-
legungsverhalten fiir die Primzahlen p < 20. Studiere dabei auch das Zer-

legungsverhalten in den Zwischenringen Ry = Z[**¥Y=3] R, = Z[i] und

Z[\/3]. i

18. VORLESUNG - VERZWEIGUNG

18.1. Verzweigungsverhalten.

Schon mehrfach haben wir das Wort ,, Verzweigung® fallen lassen. Jetzt wer-
den wir diesen Begriff verschiedene Prézisierungen und Charakterisierungen
angeben.

Definition 18.1. Zu einem injektiven Ringhomomorphismus R C S zwi-
schen diskreten Bewertungsringen nennt man die Ordnung einer Ortsunifor-
misierenden von R in S die Verzweigungsordnung der Erweiterung.

Statt Verzweigungsordnung sagt man auch Verzweigungsindex. Bei einer Er-
weiterung von Dedekindbereichen
p: R— S
und Primidealen q iiber p nennt man die Verzweigungsordnung von
R, — 54

auch die Verzweigungsordnung von q iiber p oder einfach von q, da ja p
durch q bestimmt ist. Wenn man von p ausgeht, hiangt im Allgemeinen die
Verzweigungsordnung von den dariiber liegenden Primidealen ab.

Definition 18.2. Ein injektiver Ringhomomorphismus R C S zwischen dis-
kreten Bewertungsringen heifit verzweigt, wenn seine Verzweigungsordnung
> 2 ist.

Bei einer Erweiterung von Dedekindbereichen ¢: R — S sagt man auch,
dass ein Primideal q aus S verzweigt, wenn

mit p = R N q verzweigt, und man sagt, dass ein Primideal p von R in
S verzweigt, wenn es dariiber ein Primideal ¢ gibt, in dem Verzweigung
stattfindet (es darf also auch noch Primideale dariiber geben, in denen keine
Verzweigung stattfindet).
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Lemma 18.3. Es sei R C S eine endliche Erweiterung von Zahlbereichen
und es sei p ein Primideal von R. Es sei

pS = ar'-ay

die Idealzerlegung des Erweiterungsideales pS im Sinne von Korollar 12.5.
Dann st rj die Verzweigungsordnung von

Ry — Sy,

Insbesondere findet iiber p genau dann Verzweigung statt, wenn ein r; > 2
15t.

Beweis. Dies beruht darauf, dass p in S, die Ordnung r; besitzt, was auf
Lemma 11.11 (1) beruht. d

Beispiel 18.4. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper. Wir be-
trachten den Ringhomomorphismus

p: KIY] — K[X], Y — X",
zun > 2, der der Abbildung
K—K x—2"=y
entspricht. Zu einem maximalen Ideal (X — a) ist
eI(X —a) = (Y —a"),
und oberhalb von (Y — b) liegen die maximalen Ideale (X — a) mit
a™ =b.

Dies ist die idealtheoretische Interpretation der n-ten Potenzierung. Insbe-
sondere liegen die Ringhomomomorphismen

K[Y)y-p — K[X]x-a), Y — X"

zwischen diskreten Bewertungsringen vor. Dabei wird die Ortsuniformisie-

rende (Y — b) auf
X"—b=X"-a"=(X-a) X" '+ X" %"+ 4+ Xa" 2+ a")

abgebildet. In dieser Produktdarstellung ist der linke Faktor die Ortsuni-
formisierende des zweiten Bewertungsringes. Der zweite Faktor wird, wenn
man fiir X die Zahl a einsetzt, zu na™~'. Wenn n und a beide Einheiten in K
sind, so ist dieser Faktor eine Einheit in K[ X]x_,) und daher ist die Verzwei-
gungsordnung gleich 1, es liegt also keine Verzweigung vor. Wenn hingegen
n keine Einheit ist, wenn also die Charakteristik von K ein Teiler von n ist,
so liegt Verzweigung vor. Wenn n = p die positive Charakteristik ist, so ist
XP — aP und die Verzweigungsordnung ist in jedem Punkt gleich p. Wenn
a = 0 ist, so ist die Verzweigungsordnung direkt gleich n im Nullpunkt.



179
18.2. Verzweigung und Ableitung.

Lemma 18.5. Es seien R, S Dedekindbereiche und es sei
R C S = RIX]/(F)

eine monogene endliche Ringerweiterung. Es Dann ist ein Primideal p von
R mit perfektem Restekorper in S genau dann unverzweigt, wenn F und F’
in k(p)[X] teilerfremd sind.

Beweis. Es sei p ein maximales Ideal von R und

pS = qi' - qy
die Zerlegung des Erweiterungsideales p.S in Ideale, die es nach Satz 12.2 gibt.
Das bedeutet insbesondere, dass die Ortsuniformisierende p zu p in Sy, die
Ordnung r; besitzt. Es liegt nach Lemma 18.3 genau dann Verzweigung vor,

wenn r; > 2 fiir mindestens ein j gilt. Der Faserring ist unter Verwendung
von Satz 12.8 gleich

K()[X]/(F) = S/pS = S/at'---q;f = S/q x -+ x S/qt.
Dieser Ring ist genau dann reduziert, wenn r; = 1 fiir alle j gilt. Deshalb
folgt die Aussage aus Lemma Anhang 8.3. O

Beispiel 18.6. Es sei D eine quadratfreie Zahl # 0,1 mit
D = 2,3 mod4

und Ap der zugehorige quadratische Zahlbereich, der nach Satz 9.8 die Rest-
klassenbeschreibung Ap = Z[X]/(X? — D) besitzt. Die Ableitung von

F=X-D

ist 2X und somit ist, um das Verzweigungsverhalten zu verstehen, nach Lem-
ma 18.5 das Ideal (2X, X? — D) zu betrachten. Wenn p # 2 und kein Teiler
von D ist, so ist dies iiber Z/(p) das Einheitsideal und es liegt keine Verzwei-
gung vor. Wenn p ein Teiler von D oder p = 2 ist, so liegt Verzweigung mit
Verzweigungsordnung 2 vor.

Bei D = 1 mod 4 ist nach Satz 9.8 Ap = Z[Y]/(Y? =Y — £71). Die
Ableitung ist 2Y — 1. Oberhalb von p = 2 findet keine Verzweigung statt.
Sei also p # 2. Modulo p ist

D -1

(Y2—Y—T,2Y—1) = (4Y?—4Y - D +1,2Y — 1)
= 1-2-D+1
= D.

Deshalb liegt Verzweigung genau in den Primteilern von D vor.

Korollar 18.7. FEs sei K ein algebraisch abgeschlossener Kiorper, P € K[X]
ein nichtkonstantes Polynom und

K[Y] — K[ X]| 2 K[Y][X]/(Y — P(X)), Y — P(X),
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der zugehorige Einsetzungshomomorphismus. Dann ist ein Primideal (X —a)
genau dann verzweigt, wenn P'(a) = 0 ist, und iber einem Primideal (Y —Db)
liegt genau dann Verzweigung vor, wenn es ein a € K mit P(a) = b und
P'(a) = 0 gibt.

Beweis. Wir wenden Lemma 18.5 auf die endliche Erweiterung K[Y] C
K[Y][X]/(Y — P(X)) an. Da K algebraisch abgeschlossen ist, ist K voll-
kommen und der Restekorper zu jedem maximalen Ideal ist gleich K. Ver-
zweigung oberhalb von (Y — b) ist also die Frage, ob FF =Y — P(X) und
F' = —P'(X) im Restekorper teilerfremd sind. Dabei ist Y als b zu interpre-
tieren, es geht also darum, ob P(X) — b und P’'(X) teilerfremd sind. Dies ist
genau dann der Fall, wenn diese beiden Polynome keine gemeinsame Null-
stelle in K besitzen. O

Beispiel 18.8. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Wir betrach-
ten die Ringerweiterung

KQ@Y] ¢ KQY]X]/(XP —1) = K@OIX]/(X? =)[Y] = K(z)[Y],
die Erweiterung spielt sich also im Wesentlichen im Grundkérper ab. Es ist
(X7 —1) = pXP~ =0,

deshalb sind das beschreibende Polynom und seine Ableitung nirgendwo tei-
lerfremd. Dennoch ist

K®)[Y]yy — K(@)[Y]y)

unverzweigt, da Y in beiden Ringen die Ortsuniformisierende ist. Dies zeigt
auch, dass Lemma 18.5 ohne die Voraussetzung iiber die Perfektheit nicht
gilt.

Satz 18.9. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkirper K = Q(R),
es sei K C L eine separable Korpererweiterung und S der ganze Abschluss
von R in L. Dann gibt es nur endlich viele Primideale von R, tiber denen
Verzweigung stattfindet.

Bewesis. Es sei

L = K[a] = K[X]/(F)
mit einem normierten Polynom F', was es nach dem Satz vom primitiven
Element gibt. Wir betrachten die endlichen Abbildungen

R C R[z] 2 R[X]/(F) C S
wobei S die Normalisierung von R[z] ist. Es sei

S:R[x][%,...,?l]

mit g;, fi € R[x] und wobei wir f; € R annehmen diirfen. Sei

f=1I##o
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Dann ist

Rslz] = Rlz]; = Sy
Das heifit, dass oberhalb von R; der Ganzheitsring durch ein Element erzeugt
wird. Da es oberhalb von (f) nur endlich viele Primideale in R gibt, geniigt es
zu zeigen, dass in D(f) nur endlich viele Primideale verzweigen. Wir kénnen
also

S = R[x]

als monogen annehmen. Wir betrachten das von F' und F’ erzeugte Ideal in
R[X]. Wegen der Separabilitidt der generischen Koérpererweiterung erzeugen
diese Polynome in K[X] das Einheitsideal, was in R[X]| bedeutet, dass es
Polynome P, gibt mit

FP+F'Q=9g€R

mit g # 0. Dies heifit wiederum, dass in R,;[X]| die beiden Polynome das
Einheitsideal erzeugen. Somit findet nach Lemma 18.5 auf D(g) keine Ver-
zweigung statt. Oberhalb von ¢ gibt es aber auch wieder nur endlich viele
Primideale und die Primideale aus D(g) verzweigen nicht. O

18.3. Verzweigung und Faserringe.

In Lemma 15.1 und Lemma 15.7 haben wir von der Reduziertheit der Fa-
serringe auf die Normalitdt des (lokalisierten) Zahlbereiches geschlossen. Wir
werden sehen, dass diese Reduziertheit direkt mit der Unverzweigtheit zu-
sammenhéangt und dass diese somit stirker als die Normalitét ist.

Satz 18.10. Es set R C S eine endliche Erweiterung von Zahlbereichen und
es sei p ein Primideal von R. Es sel

pS = ar'--ay
die Idealzerleqgung des Erweiterungsideales pS im Sinne von Korollar 12.5.

Dann ist p in S genau dann verzweigt, wenn der Faserring zu S tber p nicht
reduziert ist.

Beweis. Nach Korollar 12.3 liegt in S eine Produktzerlegung
pS = ar'-ay
vor und nach Satz 12.8 ist
S/pS = S/qit x -+ x S/qpF.

Dieser Restklassenring, der der Faserring zu S iiber p ist, ist genau dann
reduziert, wenn alle Exponenten r; gleich 1 sind. Dies charakterisiert nach
Lemma 18.3 auch die Unverzweigtheit. U

Beispiel 18.11. Es sei p eine Primzahl und R = Z[X]/(X? — p). Fiir eine
Primzahl ¢ # p ist der Faserring iiber (q) gleich Z/(q)[X]/(X? — p). Da p
eine Einheit in Z/(q) ist, sind X? —p und die Ableitung pX?~! teilerfremd in
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Z/(q)[X] und daher ist nach Korollar 15.2 Z,[X]/(X? — p) normal und die
Verzweigungsordnung von

Lg) — Ry,
wobei q ein Primideal oberhalb von (¢) bezeichnet, ist gleich 1. Fiir ¢ = p
ist das einzige Primideal oberhalb von (p) das Hauptideal (X)), die Verzwei-

gungsordnung in p ist gleich p. Deshalb ist insgesamt R der Zahlbereich zu
Q C Q[X]/(XP — p), und er ist nur im Punkt (p) verzweigt.

Beispiel 18.12. Es seien p, g verschiedene Primzahlen und
R = Z[X] /(X" — q).
Fiir eine Primzahl r # p, ¢ ist der Faserring iiber (r) gleich Z/(r)[X]/(X? —
q). Da p und ¢ Einheiten in Z/(r) sind, gilt
(X7 —q,pX") = (X7 — ¢, X"7) = (¢, X"7) = (¢) = 1

inZ/(r)[X], d.h. X?—q und die Ableitung pX?~*! sind teilerfremd in Z/(r)[X]
und daher ist nach Korollar 15.2 Z,[X]/(X? — ¢) normal und die Verzwei-
gungsordnung von

Ly — Ry,
wobei t ein Primideal oberhalb von (r) bezeichnet, ist gleich 1.
Fiir r = ¢ ist das einzige Primideal oberhalb von (¢) das Hauptideal (X),
die Verzweigungsordnung in ¢ ist gleich p.

Fiir r = p ist der Faserring gleich

Z/(p)[X]/(X? —q) = Z/(p)[X]/(X —q)".

Das einzige Primideal oberhalb von (p) ist also (X —¢, p), was im Allgemeinen
kein Hauptideal ist. Der Ring R ist im Allgemeinen nicht der ganze Abschluss,
wobei die Singularitét oberhalb von (p) liegt.

18.4. Verzweigung und Diskriminante.

Die Faserringe zu einem Zahlbereich iiber einer Primzahl p sind im Allge-
meinen kein Korper, sie sind aber freie endlich erzeugte Z/(p)-Algebren und
daher ist dort auch die Spur und die Diskriminante (allerdings aber nur bis
auf eine Einheit) definiert. Unter der Spurform auf einer freien K-Algebra A
versteht man die symmetrische Bilinearform

AxA— K, (z,y) — Spur (zy).

Satz 18.13. Es sei K ein vollkommener Korper und A eine endlichdimen-
sionale K-Algebra. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) A ist reduziert.

(2) A ist ein Produkt von Kérpern.

(3) Die Spurform ist nichtausgeartet.

(4) Die Diskriminante zu einer K-Basis von A ist ungleich 0.
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Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar aufgrund von Aufgabe 17.17.
Sei (2) erfiillt, A = Ly x --- x L,. Wegen der Voraussetzung vollkommen
sind die Korpererweiterungen K C L; separabel. Die Spur A — K setzt sich
zusammen aus der Summe der Spuren zu den Korpererweiterungen, da man
von diesen jeweils Basen wihlen kann und sich diese zu einer Gesamtbasis
von A zusammensetzen. Beziiglich einer solchen Basis sind die Multiplikati-
onsmatrizen Diagonalblockmatrizen. Bei x € A von 0 verschieden ist auch
eine Komponente z; in einem Kérper L; von 0 verschieden. Im Kérperfall
ist die Spurform nichtausgeartet und daher gibt es y; € L, (das wir in A
auffassen koénnen) mit S(x,y;) = S(x;y;) # 0. (3) und (4) sind dquivalent.
Wenn die Spurform nicht ausgeartet ist, so besitzt die Gramsche Matrix da-
von eine von 0 verschiedene Determinante, und umgekehrt, siehe Aufgabe
38.13 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) bzw. Lemma 8.3.

Sei nun A nicht reduziert. Zu einem nilpotenten Element f ist das Mini-
malpolynom gleich X™ und damit ist auch das charakteristische Polynom
gleich X™ wobei n den Grad der Erweiterung bezeichnet (fiir einen Korper
A wurde dies in Lemma 7.10 gezeigt, es gilt aber auch sonst). Deshalb ist
die Spur von f nach Aufgabe 7.19 gleich 0. Zu einem nilpotenten Element f
und einem beliebigen Element x ist auch fz nilpotent und daher ist, wenn
es ein nichttriviales nilpotentes Element gibt, die Spurform ausgeartet. [l

Lemma 18.14. Es sei R ein Zahlbereich, f € R und p eine Primzahl.
Dann ist die Spur von f modulo p gleich der im Faserring R/(p) tber Z/(p)
berechneten Spur von f € R/(p).

Beweis. Nach Korollar 8.6 ist R ein freier Z-Modul, dessen Rang der Grad n
der zugrunde liegenden Korpererweiterung ist, und nach Korollar 8.8 ist der
Faserring iiber Z/(p) eine n-dimensionale Z/(p)-Algebra. In beiden Fillen
kann man also die Spur iiber die Multiplikationsmatrix beziiglich einer Basis
berechnen. Sei eine Z-Basis by, ..., b, von R fixiert. Eine Z-Basis von R wird
modulo p zu einer Z/(p)-Basis von R/(p), siehe den Beweis zu Korollar 8.8. In
der Multiplikationsmatrix zu f beziiglich by, ..., b, stehen die ganzen Zahlen
¢ij, die durch

sz = Zcijbj
j=1
gegeben sind. Da R — R/(p) ein Ringhomomorphismus ist, folgt
Ibi = Z@jl_)j
j=1

und daher ist die Multiplikationsmatrix zu f beziiglich by, ..., b, einfach die
komponentenweise reduzierte Matrix. Deshalb ist insbesondere die Reduktion
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der Spur
Spur (f) = Z%’
i=1
gleich Y7 | €, also gleich der Spur der Reduktion. U

Satz 18.15. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante Ag. Es sei p eine
Primzahl. Dann ist p genau dann ein Teiler von Ag, wenn der Faserring zu
R diber p nicht reduziert ist.

Beweis. Es sei by, ..., b, eine Ganzheitsbasis von R. Die Matrix M mit den
Eintrdgen Spur (b;b;) ist die Gramsche Matrix der Spurform. Die Gramsche
Matrix M’ der Spurform zu R/(p) iiber Z/(p) beziiglich der Z/(p)-Basis
by, ...,b, entsteht daraus nach Lemma 18.14 durch komponentenweise Re-
duktion. Da das Berechnen der Determinante mit beliebigen Ringwechseln
vertriglich ist, ist die Determinante von M’ gleich der Determinante von M
(also der Diskriminante von R) modulo p genommen. Somit ist p genau dann
ein Teiler der Diskriminante von R, wenn die Diskriminante des Faserringes
gleich 0 ist. Dies ist nach Satz 18.13 dquivalent dazu, dass der Faserring nicht
reduziert ist. U

18. ARBEITSBLATT

18.1. Aufgaben.

In den néchsten Aufgaben verwenden wir die folgende Definition.

Ein Korper K heifit vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom P € K[X]
separabel ist.

Aufgabe 18.1. Es sei K ein vollkommener Korper und K C L eine endliche
Korpererweiterung. Zeige, dass K C L eine separable Koérpererweiterung ist.

Aufgabe 18.2. Zeige, dass jeder Korper der Charakteristik 0 vollkommen
ist.

Aufgabe 18.3. Zeige, dass jeder algebraisch abgeschlossene Korper vollkom-
men ist.

Aufgabe 18.4. Zeige, dass ein endlicher Korper vollkommen ist.

Aufgabe 18.5.*

Es sei K ein Korper der Charakteristik p. Zeige, dass K genau dann voll-
kommen ist, wenn der Frobeniushomomorphismus auf K surjektiv ist.
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Aufgabe 18.6. Zeige, dass der Korper F,(X) der rationalen Funktionen
nicht vollkommen ist.

Aufgabe 18.7. Zeige mit Hilfe der Ableitung, dass der Zahlbereich
S = Z[X]/(X3 —3X + 1)

fiir p = 2,5 nicht verzweigt und fiir p = 3 verzweigt ist.

Aufgabe 18.8.*
Zeige mit Hilfe der Ableitung, dass der Zahlbereich
S =Z[Y]/(Y'=Y? —4Y? +4Y +1)

fiir p = 2 nicht verzweigt und fiir p = 3,5 verzweigt ist.

Aufgabe 18.9.*
Sei F = X3 +2X —1 € Z[X].

(1) Zeige, dass F und F” in Q[X| das Einheitsideal erzeugen. Man gebe
explizit eine Darstellung der 1 an.

(2) Zeige, dass das von F' und F” erzeugte Ideal in Z[X] eine minimale
positive ganze Zahl n > 0 enthalt.

(3) Bestimme, fiir welche Primzahlen p der Faserring

Z/(p)[X]/ (X +2X — 1)

reduziert ist.
(4) Bestimme fiir diejenigen Primzahlen p, fiir die der Faserring nicht
reduziert ist, die Primfaktorzerlegung von X3 +2X — 1 in Z/(p)[X].
(5) Ist R = Z[X]/(X? + 2X — 1) ein Zahlbereich?

Aufgabe 18.10. Es seien R C S und S C T endliche Erweiterungen von
Dedekindbereichen. Es sei p ein Primideal von R, das in S verzweigt. Zeige,
dass dann p auch in T verzweigt.

Aufgabe 18.11. Es seien S C T ineinander enthaltene Zahlbereiche. Zeige,
dass ein Primteiler der Diskriminante von S auch ein Teiler der Diskriminante
von 7' ist.

Aufgabe 18.12. Es sei R der p-te Kreisteilungsring zu einer ungeraden
Primzahl p. Zeige unter Verwendung von Aufgabe 17.20, Aufgabe 18.11,
Lemma 17.16 und Lemma 9.9, dass R die Quadratwurzel aus (—1)®=1/2p
enthélt.
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19. VORLESUNG - DIFFERENTIALE UND VERZWEIGUNG

19.1. Kahler-Differentiale.

Wir besprechen eine weitere Moglichkeit, Verzweigung zu erfassen, ndmlich
mit der Hilfe von Kéhler-Differentialen. Dies ist ein sehr allgemeines Konzept,
das dazu dient, die geometrische Idee eines Tangentialraumes bzw. Tangen-
tialbiindels algebraisch zu realisieren. Wir erwéhnen hier nur die Grundziige
der Konstruktion und die wesentlichen Eigenschaften ohne Beweis. Beweise
finden sich im Anhang.

Definition 19.1. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative
R-Algebra. Der von allen Symbolen d(a), a € A, erzeugte A-Modul, modulo
den Identifizierungen

d(ab) = ad(b) + bd(a) fiir alle a,b € A
und
d(ra+ sb) = rd(a) + sd(b) fiir alle r,s € Rund a,b € A,
heit Modul der Kdihler-Differentiale von A iiber R. Er wird mit

Qur

bezeichnet.

Bei dieser Konstruktion startet man also mit dem freien A-Modul F' mit da,
a € A als Basis und bildet den A-Restklassenmodul zu demjenigen Unter-
modul, der von den Elementen

d(ab) — ad(b) — bd(a) (a,b € A)

und
d(ra + sb) —rd(a) — sd(b) (r,s € R und a,b € A)

erzeugt wird. Die Abbildung

d: A— Qug, a — d(a) = da,
heifit die universelle Derivation. Man priift sofort nach, dass es sich um eine
R-Derivation handelt.
Grundlage fiir konkrete Berechnungen bilden die folgenden Lemmata.
Lemma 19.2. Es sei R ein kommutativer Ring und A = R[X,...,X,)]

der Polynomring in n Variablen diber R. Dann ist der Modul der Kdhler-
Differentiale der freie A-Modul zur Basis

dX,,dXo, ..., dX, .

Die universelle Derivation ist beziiglich dieser Basis durch

oF oF
A AdX, @& - -® AdX,,, F dFf = —dX; + -+ —dX
— 1 P Y n — 0X1 1 + + aXn ny

gegeben.
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Lemma 19.3. FEs sei R ein kommutativer Ring und es seien A und B kom-
mutative R-Algebren und
p: A— B
ein R-Algebrahomomorphismus. Dann ist die Sequenz
QA|R X4 B —> QB|R — QB|A — 0
von B-Moduln exakt. Dabei geht da @ b auf bdp(a) und db (in Qpr) auf db
(z’n QB|A)-

Lemma 19.4. Es sei R ein kommutativer Ring und es sei A eine kommu-
tative endlich erzeugte R-Algebra, die als

A= RIX., ... . X, /(F,....F)

gegeben sei. Dann ist

Qur = P AdX/(dFy, ..., dF).

i=1

Korollar 19.5. Es sei K ein Korper, P € K[X] ein nichtkonstantes Poly-

nom und

K[Y] — K[ X]| 2 K[Y][X]/(Y — P(X)), Y — P(X),
der zugehorige Einsetzungshomomorphismus. Dann gilt fir den Modul der
Kahler-Differentiale die Beschreibung
Q) = KIX]/(P).
Beweis. Nach Korollar 19.4 ist (mit R = K[Y]und A = R[X]/(Y —P(X)))
Q) = Qeix)v-pooyky] = KIX]/dY — P(X)) = K[X]/(P").

O

Diese Isomorphie ist so zu verstehen, dass die 1 in K[X|/(P’) dem Differential
dX entspricht. Man konnte den Sachverhalt auch als die Gleichung

Q) = K[X]/(P)dX
ausdriicken.

Wenn K algebraisch abgeschlossen ist, so ist P’ = (X —ay)--- (X —as) und
K[X]/(P") = K°*. Die vorstehende Aussage zeigt somit insbesondere, dass
der Modul der Kéhler-Differentiale nur lokalisiert in den maximalen Idealen
(X — a;), die den Nullstellen der Ableitung entsprechen, von 0 verschieden
ist. Ein entsprechendes Verhalten gilt generell im Fall einer separablen FEr-
weiterung von Dedekindbereichen.

Lemma 19.6. Es sei R C S eine endliche Erweiterung von Dedekindberei-
chen derart, dass die Kéorpererweiterung Q(R) C Q(S) der Quotientenkorper
separabel sei. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es st (QS\R)S\{O} = 0.
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(2) Es gibt ein s € S, s # 0, mit (QS|R)S = 0.

(3) Es gibt einr € R, r # 0, mit (Qgr), = 0.

(4) Es gibt endlich viele Primideale q € Spek (S) mit (QS|R)q # 0.

(5) Es gibt einr € R, v # 0, und ein m € N mit r™(Qgr) = 0.
Insbesondere ist Qg r ein S/r™S-Modul.

Beweis. (1) Nach Lemma Anhang 9.6 ist

(Ds17) 607 = QSR = s)QmR)-

Somit folgt die Aussage aus dem Satz vom primitiven Element in
Verbindung mit Korollar 19.4.

(2) Folgt aus (1) aufgrund der endlichen Erzeugtheit von Qgjz.

(3) Folgt aus (2), man kann fiir 7 die Norm von s nehmen, die ja nach
Korollar 10.8 (im zahlentheoretischen Kontext) ein Vielfaches von s
1st.

(4) Folgt aus (2) und daraus, dass es in einem Dedekindbereich nur end-
lich viele Primideale oberhalb eines Elementes # 0 gibt.

(5) Folgt aus (3) und der endlichen Erzeugtheit.

g

In der Aussage Lemma 19.6 (5) konnte man auf den Exponenten m verzich-
ten, wenn man r abédndert. Aber aus Teil (3) ergibt sich die Aussage mit
dem Exponenten. Man denke bei r an eine Primzahl aus Z, man versucht
dann, eine annullierende Potenz mit einem moglichst kleinen Exponenten zu

finden.

Lemma 19.7. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und R der zugehdrige
quadratische Zahlbereich. Dann ist

Oz = R/(2vD)
bes D = 2,3 mod 4 und
Qppz = R/ (\/5>
bei D = 1 mod 4.
Beweis. ITm ersten Fall ist nach Satz 9.8 R = Z[X]/(X? — D) und daher
nach Korollar 19.4
Oz = RdX/d(X*— D) = RIX/2XdX = R/2X = R/2VD.

Im zweiten Fall ist

Z[Y]/(Y2 -Y - %)

1%

R
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mit Y = 1+f . Somit ist

Qrz = RdY/d <Y2 -Y - %)
RAY/(2Y —1)dY

RAY /DAY

R/VD.

lie i

O
Beispiel 19.8. Es sei p eine Primzahl und R der p-te Kreisteilungsring, also
R=7ZX|/(XP "+ X"+ -+ X*+ X +1)
nach Lemma 17.14. Nach Korollar 19.4 ist der Modul der Kéhler-Differentiale
gleich

R/(p—1DXP 2+ (p—2)XP? + - +3X>+2X + 1)
ZIX)(XPP 4+ XP 2 X+ X+,
(p— X"+ (p—2)XP %+ +3X*+2X +1).

Qpz

e 11

Das beschreibende Ideal ist auf den ersten Blick schwer zu durchschauen. Da
XP — 1 zum Ideal des Kreisteilungsringes gehort, gehort auch die Ableitung
zum beschreibenden Ideal des Kédhlermoduls. Es ist ja

XP—1=(X-1)(X""+ X"+ .+ X°+ X +1)
und somit
pXP X = d(XP—1)
(X DX+ XP 2+ + X2+ X +1))
(XP 4+ XP2 4+ 4 X2+ X+ 1)dX + (X — 1)
(pP—DXP?+ (p—2)XP7° + - +3X° +2X + 1)dX.

Damit ist insbesondere
pdX =0

in Qg |z, da ja X eine Einheit ist. Somit ist der Kéhlermodul ein R,/pR,-
Modul und insbesondere ein Z/(p)-Modul. Daher und wegen Lemma Anhang
9.11 ist

Qr,iz = R,z ®2Z/(p) = QR /pR, 12/ ()

Da der Faserring iiber p die Form
Ry/pRy = Z/(p)[X]/ (X = 1)) = Z/(p)[Y]/(Y"™)
besitzt, ist wegen (Y?~1) = —YP~2 insgesamt
U,z = ey eryize = L/ Y]/ (Y"?).

Dies ist ein freier Z/(p)-Modul mit der (in X geschriebenen) Basis d X, XdX,
..., XP73dX (also vom Rang p — 2).
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Beispiel 19.9. Es sei p eine Primzahl und R = Z[X]/(X? — p), vergleiche
Beispiel 18.11. Der Modul der Kéhler-Differentiale ist

Qrpz = R/(pa?")dx
und das annullierende Ideal ist

(pa"™h) = (a¥77).
Die Norm von deshalb ist die Anzahl der Elemente im Modul der K&ahler-
Differentiale gleich p?~!.

Beispiel 19.10. Es sei ¢ = £1 mod 9 eine Primzahl und R = Zz,z] C
QIX]/(X3—¢q) mit 2z = % der Ganzheitsring, vergleiche Satz 16.1. Der
Modul der Kéhler-Differentiale wird als R-Modul von dz und dz erzeugt. Wir
behaupten, dass der Erzeuger dz iiberfliissig ist, obwohl er als Algebraerzeu-
ger nicht iiberfliissig ist. Dabei gilt

3dz = d3z = d(1+ qz + 2%) = qdz + 2zdz = (q+ 2z)dx.

Ferner ist unter Verwendung von Aufgabe 16.7

2 2

1— 1—
xdz + zdx = drz = d( 3q :C+qz> = 3q dz + qdz,

woraus wir
2

1— 1—¢?
(x —q)dz = —zdx — 3q dr = —(z+ 3q )das

gewinnen. Schliefllich ist

2_1 3 2 2 - 2 2
22dz:dz2:d(q + g qx+Q+ z)z g qda:+q+

9 9 3 9
2 2 3
(Zz—q ;_ )dz— q9 qdm

gewinnen. Wir kénnen also verschiedene Vielfache von dz als Vielfache von
dz ausdriicken. Wir betrachten das von den Vorfaktoren erzeugte Ideal in R,

also )
2
(3,x—q,22—q ;_ )

Dieses Ideal enthilt ¢ — ¢ und Im Restklassenring wird also z zu ¢ und z
wird zu

dz,

woraus wir

l4+qr+a2®  142¢°
3 3

Somit enthélt das Ideal die Zahlen 3, ¢> — ¢ und
1+2¢° ¢+2
3 3 1

Da 3 und ¢ teilerfremd ist, enthélt es auch die 1 und somit gibt es auch eine
Darstellung von dz als Vielfaches von dx.

2
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19.2. Verzweigung und Differentiale.

Lemma 19.11. Es sei K ein vollkommener Korper und A eine lokale end-
lichdimensionale K-Algebra. Dann ist A genau dann reduziert (also ein
Korper) wenn der Modul der Kdhlerdifferentiale Q4 x gleich O ist.

Beweis. Wenn R reduziert ist, so liegt eine endliche Korpererweiterung K C
A vor, die wegen der Vollkommenheit des Grundkorpers separabel ist und
deshalb nach dem Satz vom primitiven Element von einem Elment erzeugt
ist, sagen wir A = K[z] = K[X]|/(F). Nach Lemma Anhang 8.3 erzeugen
F und F' das Einheitsideal und somit folgt aus F'(x)dzr = 0, dass sogar
dr = 0 ist. Somit folgt die Aussage aus Korollar 19.4.

Sei nun angenommen, dass A nicht reduziert ist. Es ist zu zeigen, dass es
nichttriviale Kéhlerdifferentiale gibt. Da A eine lokale Algebra ist, ist ein
Element darin entweder eine Einheit oder gehdért zum maximalen Ideal. Zu
einer Einheit x € A, x ¢ K, ist K|x] ein Erweiterungskorper von K. Indem
wir so den Grundkorper vergroflern, kénnen wir wegen Lemma 19.3 anneh-
men, dass nur die Elemente aus K \ 0 Einheiten in A sind. Dann ist

A= Klxy, ...,z

und die x; gehdren zum maximalen Ideal m. Indem wir die Restklassenabbil-
dung

A— A/m?
betrachten und Lemma Anhang 9.8 heranziehen, konnen wir davon ausgehen,
dass die Situation

vorliegt, wobei mindestens ein Erzeuger x; # 0 ist. Mit dem gleichen Lemma
kénnen wir modulo (s, . . ., x,,) gehen und erhalten die Situation K[X]/(X?).
Dafiir zeigt Korollar 19.4, dass dx # 0 ist. O

Satz 19.12. Es sei R ein Zahlbereich. Dann ist die RingerweiterungZ C R
in einem Primideal q € Spek (R) genau dann verzweigt, wenn

(Qmrpz), # 0
15t.
Beweis. Es sei p = Z N q, und wir kénnen wegen Lemma Anhang 9.6 direkt
Al
iibergehen. Die Bedingung
(Qrz), = (Qup), = Qs # 0
ist aquivalent zu
Qup®aA/qg = Qa, B R4, Aq/q # 0,
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da ja 4,5 ein endlicher erzeugter A;-Modul iiber dem lokalen Ring A, ist.
Wegen der natiirlichen Surjektion

Aq/pAq — Aq/q
ist dies auch dquivalent zu
Qa, B ®a, Ag/pAq # 0.
Nach Lemma Anhang 9.11 angewendet auf
Ay — Ay A,

0 0
B — B/p=k(p)

ist
Qug s ®a, Ag/PAq = Qapag B/

und dies ist die Lokalisierung von €4,,5/, an q. Somit ist die Lokalisierung
von {45 an q genau dann von 0 verschieden, wenn €2 4,4, 8/, lokalisiert an q
von 0 verschieden ist. Die Bedingung an den Modul der Kéhler-Differentiale
spielt sich somit allein in der speziellen Faser iiber p ab. Nach (dem Beweis
zu) Satz 18.10 liegt in g genau dann Verzweigung vor, wenn R/q = A/q
nicht reduziert ist. Deshalb folgt die Aussage aus Lemma 19.11. O

19. ARBEITSBLATT

19.1. Aufgaben.

Aufgabe 19.1. Bestimme Q¢g.

Aufgabe 19.2. Es sei K C L eine separable endliche Kérpererweiterung.
Zeige Qi = 0.

Aufgabe 19.3. Bestimme Q7.

Aufgabe 19.4. Es sei R ein kommutativer Ring und
A = R[Xl, e 7Xn]/<Xn - f(Xl, o 7Xn71))
mit einem Polynom f € R[Xj,..., X, 1] (die Nullstellenmenge ist also der

Graph zu f). Zeige auf zwei verschiedene Arten, dass Q4 ein freier A-Modul
vom Rang n — 1 ist.

Aufgabe 19.5. Zeige, dass zu R = K[X,Y]/(XY) der Modul der Kéhler-
Differentiale gk im Nullpunkt nicht frei ist.
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Aufgabe 19.6.*
Es sei A ein kommutativer Ring und S C A ein multiplikatives System.
Zeige

Q AglA = 0.

Aufgabe 19.7. Es sei A ein kommutativer Ring und S C A ein multiplika-
tives System. Es sei A C B C Ag ein Zwischenring. Zeige

Qpa = 0.

Aufgabe 19.8. Es sei K C L eine endliche separable Kérpererweiterung
und sei K[X| C L[X] die zugehorige endliche Erweiterung der Polynomringe
in einer Variablen. Zeige Qpx)xx; = 0.

Aufgabe 19.9. Interpretiere Lemma 19.3 fiir einen Grundkorper K und
einen K-Algebrahomomorphismus

K[Y] — K[X], Y —> F(X),

Aufgabe 19.10. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative
R-Algebra. Zeige, dass der Kern der universellen Derivation

A — Qppa, fr—df,

eine R-Unteralgebra von A ist.

Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Zu einem Element
x € M heifit
Anng (z) = {re R|rx =0}

der Annullator von x.

Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der Annullator von
M ist
Anng (M) = {re R|rz =0 fir alle x € M }.

Aufgabe 19.11. Es sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal.
Zeige, dass der Annullator des R-Moduls R/a gleich a ist.

Aufgabe 19.12. Es sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und
I C R ein Ideal mit IM = 0. Zeige, dass M in natiirlicher Weise ein
R/I-Modul ist.
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Aufgabe 19.13. Es sei A = R[X]/a eine monogene R-Algebra und es sei
b = Ann (dX) der Annullator von dX im Modul der Kéhler-Differentiale
Qu|r. Zeige

Qur = AJb.

Aufgabe 19.14. Es sei R ein Zahlbereich. Zeige, dass es eine natiirliche Zahl
n € Ny gibt, die den Modul der Kéhler-Differentiale gz annulliert.

Aufgabe 19.15. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich mit dem Modul
der Kéahler-Differentiale Qg|z. Zeige, dass der Annullator von gz von einem
Element erzeugt wird, und dass die Norm eines solchen Erzeugers im Betrag
mit der Diskriminante des Zahlbereiches iibereinstimmt.

Aufgabe 19.16. Es sei Ap der quadratische Zahlbereich zur quadratfreien
Zahl D = 2,3 mod 4. Zeige, dass die Elemente des Moduls der Kéhler-
Differentiale €14,z gleich

(a+bvVD)dVD, a=0,1,2,...,2D—1,b=0,1,

sind.

Aufgabe 19.17.*

Es sei Ap der quadratische Zahlbereich zur quadratfreien Zahl D = 1
mod 4. Zeige, dass die Elemente des Moduls der Kéhler-Differentiale 24,7
(mit Ap = Z[y}/(gﬁ —y— %) geméB Satz 9.8) gleich

ady, a =0,1,2,...,|D| -1,

sind.

Aufgabe 19.18. Es sei Q C K eine endliche Korpererweiterung und Z C
S C K eine Ringerweiterung mit Q(S) = K und sei R der ganze Abschluss
von S in K. Zeige, dass die natiirliche Abbildung

Qg7 @z R — Qprjz, ds @ r — rds,

surjektiv ist.
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Aufgabe 19.19. Es sei D = 1 mod 4 eine quadratfreie Zahl # 1 und sei
1++D
2 I

S =ZVD] C R =1
Zeige, dass in Qg7 die Beziehung

1++/D 1++D
+2¢_d@:d+2¢_

gilt.

Aufgabe 19.20. Zeige anhand der Ringerweiterungen Z C Z[v/—3] = S C
Z[%j?’] = R, dass in Lemma 19.3 die Abbildung
Qgjz ®s B — Qpjz, ds @ r — rds,

nicht injektiv sein muss.

Aufgabe 19.21. Wir betrachten den Modul der Kéhler-Differentiale €z
zum Ring der Gaufischen Zahlen. Zeige, dass es zu dem Kéhler-Differential
w = idi

kein Element f € Z[i] mit df = w gibt.

Aufgabe 19.22. Es sei Ap der quadratische Zahlbereich zur quadratfreien
Zahl D = 1 mod 4. Zeige, dass es zu jedem Kéhler-Differential w € Q4,7
ein f € Ap mit

df = w
gibt.

Aufgabe 19.23.*

Bestimme zum Zahlbereich Z C R = Z[X]/(X?® —3X + 1) den Modul der
Kéhler-Differentiale und den Verzweigungsort. Bestimme ferner die Anzahl
der Elemente im Modul der Kéhler-Differentiale.

Aufgabe 19.24.*
Es sei p eine ungerade Primzahl und
R, = ZX]/(XP'+- + X°+ X +1)

der p-te Kreisteilungsring. Zeige, dass im Modul der Kéahler-Differentiale die
Gleichheit

p—3
XP2dX = ( (k + 1)X’“> dx
k=0
gilt.
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Aufgabe 19.25.*
Es sei p eine ungerade Primzahl,
R, =ZIX|/(X?'+- + X*+ X +1)

R, der p-te Kreisteilungsring mit dem Modul der Kéahler-Differentiale (ver-
gleiche Beispiel 19.8)

g,z = Z/(p)[X]/(X — 1)P72dX.
Zeige, dass es zu jedem Kéhler-Differential
w = (ap_gXp_S 4ot X+ X + CL[))dX
mit 0 < a; < pein f € R, mit df = w gibt.

Aufgabe 19.26. Es sei Z C R = Z[X]|(X"™ — a) eine reine Wurzelerwei-
terung von Z. Zeige, dass der Modul der Kéhler-Differentiale Qg7 durch an
annulliert wird.

Aufgabe 19.27.*

Es sei Ry = Z[X]/(X*+1) der achte Kreisteilungsring. Zeige, dass der
Modul der Kéhler-Differentiale {2p,z von 4 annulliert wird, aber nicht von
2. Beschreibe die Modulstruktur von g,z.

Aufgabe 19.28.*

Beschreibe den Modul der Kihler-Differentiale {2p,7z und bestimme insbe-
sondere seine Anzahl, wobei Ry = Z[Y]/(Y®+ Y? + 1) den neunten Kreis-
teilungsring bezeichnet.

Dabei ist Aufgabe 2.31 hilfreich.

Aufgabe 19.29.*

Beschreibe den Modul der Kéhler-Differentiale {2g, g, und bestimme insbe-
sondere seine Anzahl, wobei R, den n-ten Kreisteilungsring bezeichnet.

Aufgabe 19.30.*
Studiere Lemma 19.3 am Beispiel der Kreisteilungsringe Z C R3 C Ry.

Aufgabe 19.31.*

Es sei p eine Primzahl und r > 1. Beschreibe den Modul der Ké&hler-
Differentiale €2 Ryr|Ry und bestimme insbesondere seine Anzahl, wobei R,, den
n-ten Kreisteilungsring bezeichnet.
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Aufgabe 19.32. Es sei p eine Primzahl und R, der p-te Kreisteilungsring.
Bestimme den Kern der universellen Derivation

d: Ry — Qg f— df.

Aufgabe 19.33. Es sei R ein Zahlbereich und sei S C R der Kern der
universellen Derivation

d: R — QR|Z, f — df
Zeige, dass der Quotientenkorper von S gleich Q(R) ist.

Aufgabe 19.34.*

Es sei

1++-15

—

der quadratische Zahlbereich zu —15 und S der Zahlbereich zu Q[v/3, v/—5],
der R enthélt. Zeige

R - A_15 - Z[

20. VORLESUNG - ZERLEGUNGSVERHALTEN

20.1. Zerlegungsverhalten.

Wir besprechen nun systematisch, wie eine Primzahl p in einem Zahlbereich
R zerlegt wird, also wie viele Primideale von R oberhalb von (p) liegen, wie
diese sich zueinander verhalten und wie die Abhéngigkeit von p aussieht.
Viele Eigenschaften hingen dabei allein vom Faserring R/pR ab, von dem
wir nach Korollar 8.8 wissen, dass R/pR als additive Gruppe isomorph zu
(Z/(p))" ist, wenn n der Grad der Erweiterung ist.

Definition 20.1. Es sei R C S eine endliche Erweiterung von kommuta-
tiven Ringen, sei p ein Primideal von R und q ein Primideal von S iiber p.
Dann nennt man den Grad der Erweiterung der Restekorper x(p) C k(q)
den Trdgheitsgrad von q iiber p.

Bemerkung 20.2. Wenn R C S eine endliche Erweiterung von Dedekind-
bereichen ist und m ein maximales Ideal von R ist und n ein maximales Ideal
von S iiber m, so ist der Trégheitsgrad einfach der Grad der Korpererweite-
rung
R/m — S/n

(der Trégheitsgrad im Nullideal ist einfach der Grad der Erweiterung der
Quotientenkorper). Wenn R und damit auch S ein Zahlbereich ist, so sind
diese Korper stets endlich von gleicher Charakteristik p, und daher liegt eine
Erweiterung der Form F, C F, mit ¢ = p® und ¢’ = p¢ vor.
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Lemma 20.3. Es sei R ein kommutativer Ring und R C S eine endliche
Erweiterung der Form S = R[X]/(F) mit einem normierten Polynom F €
R[X] vom Grad d. Es sei p ein Primideal von R. Dann ist die Summe tiber
alle Tragheitsgrade zu Primidealen tiber p durch d beschrdnkt.

Beweis. Durch Ubergang mittels R — (p) kann man direkt annehmen, dass
R = K ein Korper ist und dass das Primideal das Nullideal ist. Es liegt dann
die endliche Erweiterung K C K[X]/(F) =: B vor. Die Primideale von S
oberhalb von p entsprechen den Primidealen von B und damit den irredu-
ziblen Teilern von F'in K[X]. Sei ' = F" --- F}"* die Primfaktorzerlegung
von F'in K[X]. Die relevanten Korpererweiterungen sind dann die

K € KIX)/(F).

Die Aussage folgt daher direkt aus Gradeigenschaften von Polynomen iiber
einem Korper. U

Satz 20.4. Es set R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K, K C L
eine Korpererweiterung vom Grad n und S der ganze Abschluss von R in L.
Es seip ein von 0 verschiedenes Primideal von R mit der Primidealzerlegung

pS =aqi' gy
in S. Die Korpererweiterungen k(p) C k(q;) haben die Trigheitsgrade f;.

Dann st
k

n = Z@jfj.

j=1
Beweis. Nach dem chinesischen Restsatz fiir Dedekindbereiche ist
S/pS = S/a x - x S/ak.

Wir kénnen iiber dem diskreten Bewertungsring 2, argumentieren, also da-
von ausgehen, dass R ein diskreter Bewertungsring mit dem maximalen Ideal
p ist. Die angefiihrten Restklassenringe dndern sich dadurch nicht. Es ist S
ein freier R-Modul vom Rang n und somit ist

S/pS = S®r R/p

ein R/p-Vektorraum der Dimension n. Oben rechts steht das Produkt der
R/p-Vektorrdume S/qjj und es ist zu zeigen, dass deren R/p-Dimension
gleich e; f; ist. Dies zeigen wir durch Induktion iiber e = e;, wobei der
Induktionsanfang fiir e = 1 die Definition des Tragheitsgrades f; ist. Wegen
gt C g° liegt eine kurze exakte Sequenz

0 — q°/q°"t — /g™t — S/q° — 0
vor. Dabei ist
CIE/CIEJrl = quq/q6+1Sq = Sq/qu = 9/q.

Deshalb folgt die Aussage aufgrund der Vektorraumadditivitéit in kurzen ex-
akten Sequenzen. O
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Die in diesem Satz auftretende Gleichung nennt man auch fundamentale
Gleichung. Nach Lemma 18.3 liegt genau dann Verzweigung oberhalb von p
vor, wenn einer der Verzweigungsindizes e; grofier als 1 ist.

Die beiden extremen Moglichkeiten fiir das Zerlegungsverhalten bekommen
einen eigenen Namen.

Definition 20.5. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K,
K C L eine Korpererweiterung vom Grad n und S der ganze Abschluss von
R in L. Ein von 0 verschiedenes Primideal p von R heifit voll zerlegt in S,
wenn es n Primideale in .S oberhalb von p gibt.

Im voll zerlegten Fall ist e; = f; = 1 fir j = 1,...,n. Es liegt keine
Verzweigung von und alle Restekorper stimmen mit dem Grundkérper R/p
iiberein.

Definition 20.6. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K,
K C L eine Korpererweiterung vom Grad n und S der ganze Abschluss von
R in L. Ein von 0 verschiedenes Primideal p von R heifit unzerlegt in S, wenn
es genau ein Primideal in S oberhalb von p gibt.

In diesem Fall ist n = ef.

Beispiel 20.7. Wir betrachten die Ringerweiterung R[X] C C[X]. Auf der
Ebene der Quotientenkorper liegt die quadratische Korpererweiterung der
zugehorigen Funktionenkorper R(X) € C(X) vor, und C[X] ist der ganze
Abschluss von R[X] in C(X). Die Primideale # 0 von R[X] sind von der Form
(X —a) mit a € R oder von der Form (X?+bX +c¢) mit einem quadratischen
Polynom ohne reelle Nullstelle. Die Restekérper in diesem zweiten Fall sind
isomorph zu C. Die Primideale in C[X] sind alle von der Form (X — a) mit
a c C.

In der Erweiterung liegt iiber dem Primideal (X — a) das entsprechende Ide-
al, dieses Ideal ist also unzerlegt, die Verzweigungsordnung ist 1 und die
Restekorpererweiterung ist R C C, der Tragheitsgrad ist also 2. Zu einem
Primideal (X2 + bX + ¢) zu einem Polynom ohne reelle Nullstelle seien z
und Z die zueinander konjugierten komplexen Nullstellen. In C[X] gilt die
Idealzerlegung (X2 +0X +¢) = (X — 2)(X — %). Die Verzweigungsordnun-
gen sind also 1 und in den Restekorpern liegt ein Isomorphismus vor, die
Tragheitsgrade sind also 1. Diese Primideale sind voll zerlegt.

Beispiel 20.8. Es sei R = Z[X]/(X*+ X?+ X?+ X + 1) = Z[z]. Wir be-
schreiben exemplarisch das Verhalten von Primzahlen in diesem Zahlbereich.
Sei zuerst ¢ = 5. Hier ist iiber Z/(5)

(X -DX*+ X+ X2+ X+1) =X -1 =(X-1)°

und somit X4+ X3+ X2+ X +1 = (X —1)%. Es gibt also nur ein Primideal
oberhalb von (5) und dessen Restklassenkorper ist Z/(5), der Trégheitsgrad
ist also 1 und der Verzweigungsindex ist 4.
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Das Zerlegungsverhalten der anderen Primzahlen ¢ # 5 versuchen wir mit
Hilfe eines Zwischenringes zu verstehen. Sei

v = x—x2—x3+x4.

Eine direkte Rechnung (sieche Beispiel 17.5) zeigt v? = 5, d.h. es liegt ein
Zwischenring

Z C ZV5) C Z] | = Z[z*+ 2% = S C Z[z]

1++5
9

vor, wobei der Ganzheitsring zu v/5 mit Satz 9.8 bestimmt wurde.
Fiir
q=1,4 mod5
ist 5 ein Quadrat modulo ¢. Uber diesen Primzahlen liegen in S zwei Prim-
ideale, beide mit dem Restekorper Z/(q) und dem Trigheitsgrad 1. Uber

diesen Primzahlen zerfillt das fiinfte Kreisteilungspolynom in zwei Faktoren
vom Grad 2. Ob es weiter in Linearfaktoren zerfillt, hangt von ¢ ab.

Bei ¢ = 11 sind 1, 3,4, 5,9 fiinfte Einheitswurzeln in Z/(11) und das Kreis-
teilungspolynom hat die Zerlegung

X'+ X+ X2+ X +1 = (X —3)(X +2)(X —4)(X —5).

Uber (11) liegen also vier Primideale, jeweils mit dem Trégheitsgrad 1. Ein
entsprechendes Verhalten gilt fiir alle Primzahlen ¢ mit ¢ = 1 mod 5 nach
Korollar 23.3.

Bei ¢ = 4 mod 5 gibt es nur die 1 als fiinfte Einheitswurzel und es gilt

1 —1
X'+ X3+ X2+ X +1 = (X2+\/5+ X+1><X2—\/52 X+1>,

2

wobei fiir v/5 eine Quadratwurzel von 5 aus Z/(q) einzusetzen ist. Bei ¢ = 19
ist beispielsweise 9> = 5 und daher ist

X4 X+ X2+ X +1 = (XP+5X +1)(X*+ 15X +1).
Bei ¢ = 3 mod 5

Es ist einfach Beispiele von Zahlbereichen anzugeben, in denen jedes Prim-
ideal des Grundringes zerlegt (also nicht unzerlegt) ist. Fiir das folgende
Beispiel siehe auch Korollar 22.9.

Beispiel 20.9. Es seien a,b € Z verschiedene quadratfreie Zahlen, sei

@ C L = Q[\/aa\/l_)]

die zugehorige Korpererweiterung vom Grad 4 und sei

T = Z[Va, Vb C S
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der Ganzheitsring von Z in L, wobei fiir dieses Beispiel der Unterschied zwi-
schen T"und S irrelevant ist. Wir bestimmen die Faser iiber einem Primideal
zu einer Primzahl p. Der beschreibende Ring ist

T®:Z/(p) = ZIX,Y]/(X?=a, Y -b)22Z/(p) = Z/(p)[X,Y]/(X?—a,V2—b).

Wir beschrianken uns auf Primzahlen > 3, die weder a noch b teilen, was
bedeutet, dass die zugehorigen Restklassen Einheiten in Z/(p) sind. Wenn a
(entsprechend fiir b) ein Quadrat in Z/(p) ist, sagen wir

a=r= (-1
SO ist
Z/(p)[X,Y]/(X? —a,Y? —b)
= Zﬂmg YV« r)(X +7),Y? )

= (Z/(p)Y]/(Y? - )M]K@f r)(X +7))
= (Z/()Y]/(Y* =) x (Z/(p)[Y]/(Y* = b)),

wobei die letzte Identifizierung durch X — (r, —r) gegeben ist. Der Faserring
ist also ein Produktring und kein Korper und (p) zerféllt in 7" und dann auch
in S in zumindest zwei Primideale.

Wenn hingegen sowohl a als auch b Nichtquadrate in Z/(p) sind, so ist das
Produkt ab ein Quadrat, sagen wir ab = s> = (—s)2. Dann gelten, da ja a
eine Einheit ist, in Z/(p)[X, Y] die Idealgleichheiten

(X?—a,Y?—b) =

I
NN N N
>
V)
|
@ ~
S
V)
h<
)
V)
)
~

und damit ist

Z@IX V(X2 =a, Y2 =b) = Z/()[X,Y]/(X? - 0, (XY = 5)(XY = 5))
= @/G)X)/(X* ~a)Y)/(XY = (XY = 5)
= @@/ -]/ (v-5) (Y -)
= @/P)X)/(X? - @) x 2/ () [X]/(X* — a)),

es liegt also wieder ein Produktring vor.

20. ARBEITSBLATT
20.1. Aufgaben.
Aufgabe 20.1. Es sei R C S eine endliche Erweiterung von kommutativen

Ringen, sei p ein Primideal von R und q ein Primideal von S iiber p. Zeige,
dass eine endliche Korpererweiterung der Restekorper x(p) C k(q) vorliegt.
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Aufgabe 20.2. Zeige, dass bei einem quadratischen Zahlbereich jedes nu-
merisch mogliche Zerlegungsverhalten im Sinne der fundamentalen Gleichung
auch auftritt.

Aufgabe 20.3. Es sei K C L eine endliche separable Korpererweiterung
und sei K[X| C L[X] die zugehorige endliche Erweiterung der Polynomringe
in einer Variablen. Beweise die fundamentale Gleichung in diesem Fall.

Aufgabe 20.4. Bestimme fiir den kubischen Zahlbereich Z[v/2], welche der
numerisch moglichen Zerlegungsverhalten im Sinne der fundamentalen Glei-
chung wirklich auftreten.

Aufgabe 20.5. Bestimme das Zerlegungsverhalten von Primzahlen in dem
durch die biquadratische Korpererweiterung

Q C Q[V3,V5)

gegebenen Zahlbereich.

21. VORLESUNG - INVARIANTENRINGE

21.1. Invariantenringe.

Es sei Q@ C L eine endliche Kérpererweiterung und Z C R der zugehorige
Zahlbereich. Welche Besonderheiten gelten fiir R, wenn die Korpererweite-
rung eine Galoiserweiterung ist, wenn also die Anzahl der Q-Algebraauto-
morphismen von L mit dem Grad der Erweiterung iibereinstimmt. Wir wer-
den gleich sehen, dass die Korperautomorphismen auf R Ringautomorphis-
men induzieren und dass daher die Galoisgruppe auch auf R operiert. Dies
bewirkt, dass es auf R bzw. Spek (R) Symmetrien gibt. Wir fixieren einige
Sprechweisen. Unter der Operation einer Gruppe G auf einem kommutativen
Ring als Gruppe von Ringautomorphismen versteht man einen Gruppenho-
momorphismus G — Aut R.

Definition 21.1. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiert (von rechts). Dann bezeichnet
man

RY = {f € R| fo = f fiir alle 0 € G}

als den Invariantenring (oder Fizring) von R unter der Operation von G.

Dies ist eine Verallgemeinerung des aus der Galoistheorie bekannten Kon-
zeptes eines Fixkorpers. Eine endliche Korpererweiterung ist nach Satz 16.6
(Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) genau dann galoissch,
wenn der Fixkorper von L unter der Operation der Galoisgruppe Gal (L|K)
gleich K ist.
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Satz 21.2. Es ser R ein normaler Integrititsbereich mit Quotientenkdrper
K und set K C L eine Galoiserweiterung. Fs sei S der ganze Abschluss
von R in L. Dann operiert die Galoisgruppe G = Gal(L|K) auf S mit
Invariantenring R.

Beweis. Es sei 0 € G und f € S. Es sei
= [T P 4o
eine Ganzheitsgleichung fiir f iiber R. Dann ist

0 = o(f"+rpaf" 4 F+rfP+rf+r)
= o(f)" +o(rac)o(f)" " 4+ o(ra)o(f)* + a(r)o(f) + o(ro)
= o(f)" +rnao(f)" "+ o0 () + ro(f) + 1o

und somit erfiillt auch o(f) eine Ganzheitsgleichung iiber R, also o(f) € S.
Deshalb ldsst sich ¢ zu einer Abbildung von S nach S einschrénken.

Die Gleichheit SN K = R ist klar, da R als normal vorausgesetzt wird.
Deshalb ist

59 C SNLY = SNK = R,
die umgekehrte Inklusion R C S ist klar. O

Korollar 21.3. Es set Q C K eine Galoiserweiterung und Z C R die
zugehorige Erweiterung der Zahlbereiche. Dann operiert die Galoisgruppe G
auf R mit Invariantenring R¢ = 7.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 21.2. O

Beispiel 21.4. Eine quadratische Koérpererweiterung Q C L = Q[\/ﬁ]
mit einer quadratfreien ganzen Zahl D # 0,1 ist stets eine Galoiserwei-
terung, wobei die Galoisgruppe neben der Identitit aus der Konjugation
VD +— —+/D besteht. Diese Konjugation wirkt nach Satz 21.2 oder direkt
nach Aufgabe 9.3 und Aufgabe 9.5 auch auf dem zugehorigen quadratischen
Zahlbereich, mit Z als Invriantenring.

Wir beschreiben nun generell Figenschaften von Invariantenringen zu einer
Operation einer endlichen Gruppe.

Proposition 21.5. Es sei G eine Gruppe, die auf einem Integritdtsbereich
R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann gelten folgende Ei-
genschaften.

(1) Der Invariantenring RC ist ein Integrititsbereich.
(2) Die Operation induziert eine Operation von G auf dem Quotien-
tenkorper Q(R) als Gruppe von Kdérperautomorphismen.
(3) Esist Q(RY) C (Q(R))“.
(4) Es ist
RN(Q(R)® = R°.
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Beweis. (1) ist wegen R C R klar. (2). Es sei K = Q(R) der Quoti-
entenkorper von R. Zu jedem o € G setzt sich der Ringautomorphismus
f — fo aufgrund der universellen Eigenschaft der Nenneraufnahme zu ei-
nem Korperautomorphismus § — ’gc—;' fort. (3). Ein Element aus dem Quoti-
entenkorper Q(RG) hat die Form § mit invarianten Elementen f,g € RC.
Es ist also insbesondere invariant unter der induzierten Operation auf K.
Daher gilt Q(R“) C (Q(R))“. (4). Die Inklusion R C RN Q(R)“ ist di-
rekt klar. Die andere Inklusion ergibt sich, da die Operation von G auf Q(R)
eingeschrinkt auf R die urspriingliche Operation ist. Wenn also f € R ist
und aufgefasst in Q(R) invariant ist, so ist es iiberhaupt invariant. O

Bei einer endlichen Gruppe gilt in Proposition 21.5 (3) sogar Gleichheit, wie
die folgende Aussage zeigt.

Lemma 21.6. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einem Integrititsbe-
reich als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Dann ist

Q(R%) = (Q(R))“.

Beweis. Die Inklusion Q(R®) C (Q(R))® gilt nach Proposition 21.5 (3)
fiir jede Gruppe. Zum Beweis der Umkehrung seien f,g € R, g # 0, mit
I e (Q(R))Y gegeben. Wir betrachten

9
h = H go.

c€G, 0#eq
Dann gelten in Q(R) die Identitéten
fo_n
g hg
_ hf
(HUEG, oc#eq gO')g
_ N
HUEG 9go .

Nach Voraussetzung ist der Bruch und in dieser Darstellung offenbar auch der
Nenner (siehe Aufgabe 21.7) invariant. Also muss auch der Zéhler invariant
sein und somit ist 5 € (RG). g

Lemma 21.7. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche Grup-
pe G durch Ringautomorphismen operiere. Dann ist R® C R eine ganze
Erweiterung.

Beweis. Zu f € R betrachten wir das Produkt
P = [[(X - fo) € RIX].

oeG
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Die Koeffizienten dieses Polynoms gehoren zum Invariantenring RY. Ferner
ist P normiert und es ist P(f) = 0 (daja X — feq = X — f ein Linearfaktor
ist). Somit liefert P eine Ganzheitsgleichung fiir f iiber RY und daher ist
RY C R ganz. O

21.2. Invariantenring und Quotientenraum.

Es sei R ein kommutativer Ring, GG eine endliche Gruppe, die auf R als
Gruppe von Ringautomorphismen und damit nach Proposition 5.1 auch auf
X = Spek (R) als Gruppe von Homdomorphismen operiere. Dann hat man
einerseits den topologischen Quotienten X /G und andererseits den Invarian-
tenring R“ und damit dessen Spektrum Spek (RG). Der topologische Quoti-
ent ist einfach der Bahnenraum versehen mit der Bildtopologie. Wir zeigen
nach einigen Vorbereitungen, dass diese zwei geometrischen Objekte gleich
sind, also dass
X/G = Spek (RY)
gilt. Dabei werden wir zeigen, dass die Spektrumsabbildung
t*: Spek (R) — Spek (R%)

(die zur Inklusion R C R gehort) die Eigenschaften eines topologischen
Quotienten erfiillt.

Korollar 21.8. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche
Gruppe G durch Ringautomorphismen operiere. Dann st die Spektrumsab-
bildung

t*: Spek (R) —> Spek (R%)

surjektiv und abgeschlossen. Insbesondere trigt Spek (RG) die Bildtopologie
unter dieser Abbildung.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 21.7 und aus Satz Anhang 5.3. U

Lemma 21.9. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche Grup-
pe G durch Ringautomorphismen operiere und es sei

t*: Spek (R) — Spek (R%)

die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann gilt fir p,q € Spek (R) die Aqui-
valenz: *(p) = *(q) genau dann, wenn es ein o € G mit o*(p) = q gibt.
Das heifst, dass die Bahnen der Operation von G auf Spek (R) mit den Fasern
von * tbereinstimmen.

Beweis. Wenn o*(p) = o '(p) = qist und f € RYNq, so ist auch f =
fo € p, also ist
(p) = RNp = RENq = (q).

Primideale in derselben Bahn besitzen also den gleichen Bildpunkt unter der
Spektrumsabbildung.
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Zum Beweis der Umkehrung betrachten wir die Faser iiber v € Spek (RG)
und es sei p ein Element dieser Faser, welches es nach Korollar 21.8 gibt.
Wir miissen zeigen, dass jedes Primideal q der Faser in der Bahn durch p
liegt, dass es also ein ¢ € G mit o*(p) = q gibt. Wir nehmen an, dass
dies nicht der Fall sei, und es sei q ein Primideal der Faser iiber t, das aber
nicht zur Bahn durch q gehort. Aus q # o*(p) (fiir alle 0 € G) folgt
q  o*(p), da andernfalls die Faser im Widerspruch zu Lemma Anhang 5.5
nicht nulldimensional wére. Nach Lemma 11.10 (Kommutative Algebra) ist
dann auch
aZ (Jop) =T
ceG

Sei f € q, f ¢ T. Die Menge T wird unter der Gruppenoperation auf sich
selbst abgebildet, daher ist auch fo ¢ T. Somit ist auch g = [[, ., fo & T.
Andererseits ist aber ¢ € R® und g € q, also ergibt sich der Widerspruch
geE RNg=tctCpCT 0O

Satz 21.10. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche Gruppe
G durch Ringautomorphismen operiere und es sei

t*: Spek (R) — Spek (R%)

die zugehorige Spektrumsabbildung. Dann ist (Spek (RG),L*) der Quotient
der Gruppenoperation von G auf Spek (R).

Beweis. Die Abbildung
1" Spek (R) —> Spek (R%)
ist nach Korollar 21.8 surjektiv, so dass nach Lemma 21.9 die Punkte aus

Spek (RG) den Bahnen der Gruppenoperation entsprechen. Daher ist Spek

(RG) ein mengentheoretischer Quotient. Nach Korollar 21.8 trigt Spek (RG)
die Bildtopologie, so dass es sich auch um einen topologischen Quotienten
handelt. O

Korollar 21.11. Es set Q C K eine Galoiserweiterung und Z C R die
zugehdrige Erweiterung der Zahlbereiche. Es sei p € 7. eine Primzahl und
seien p,q € Spec(R) Primideale oberhalb von (p). Dann sind die lokalen
Ringe R, und Rq und die Restekorper k(p) und k(q) zueinander isomorph.

Beweis. Nach Korollar 21.3 ist R = Z. Wenn p und q auf das gleiche
Primideal in Z runterschneiden, so gibt es nach Lemma 21.9 einen Automor-
phismus

c: R— R

mit c~!(p) = q. Dazu gehért ein Isomorphismus

und ein Isomorphismus der Restekorper. U
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21. ARBEITSBLATT

21.1. Aufgaben.

Aufgabe 21.1. Man gebe ein Beispiel fiir einen Integritétsbereich R und
einer Gruppenoperation einer endlichen Gruppe G auf R derart, dass nicht
jeder Zwischenring S, R C S C R, der Invariantenring zu einer Untergruppe
von G ist.

Aufgabe 21.2. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkérper K, K C
L eine Galoiserweiterung vom Grad n und sei S der ganze Abschluss von R
in L. Interpretiere den Satz iiber die Galoiskorrespondenz fiir die normalen
Zwischenringe zwischen R und S. Welche Gruppen wirken auf diesen Ringen
und wie sehen die Invariantenringe aus?

Aufgabe 21.3.*

Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkérper K = Q(R) und sei
K C L eine endliche Galoiserweiterung mit einer Galoisgruppe G. Es sei S
der ganze Abschluss von R in L und es sei f € S ein Element derart, dass
fo, 0 € G, eine R-Basis von S ist. Es sei H C G eine Untergruppe mit den
Nebenklassen

H,=H,H,,... Hy.

fi=>Y fo

O’GHJ‘

Zeige, dass die Familie

zuj = 1,...,k eine R-Basis des Invariantenringes S¥ ist.

Aufgabe 21.4. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige die folgende Aussagen.

(1) Fiir die Einheiten gilt
(R9)" = RN R~

(2) Wenn R ein Kérper ist, so ist auch RY ein Kérper.

Aufgabe 21.5. Es sei R ein kommutativer Ring und G eine Gruppe, die auf
R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass die Operation
genau dann trivial ist, wenn R® = R ist.
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Aufgabe 21.6. Es sei S ein kommutativer Ring mit 2 # 0 und a € S. Zeige,
dass die Gruppe Z/(2) = {1, —1} auf der quadratischen Erweiterung

R = S[X]/(X? —a)

als Gruppe von S-Algebrahomomorphismen operiert, indem —1 durch X
—X wirkt. Bestimme den Fixring zu dieser Operation.

Aufgabe 21.7. Es sei GG eine endliche Gruppe, die auf einem kommutativen
Ring R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass zu jedem
f € Rsowohl > ., fo als auch [], .. fo zum Fixring R gehoren.

Aufgabe 21.8. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine endliche
Gruppe G als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) Zu jedem k € N und jedem f € R ist der Ausdruck

vl = Y. Jlfe

TCG, #(T)=k c€T

invariant.

(2) Wenn R einen Korper der Charakteristik 0 enthélt, so erzeugen die
Ui(f), f € R, k € N, den Invariantenring.

(3) Teil (2) gilt nicht ohne die Voraussetzung an die Charakteristik.

Aufgabe 21.9. Es sei R ein Dedekindbereich, Q(R) C L eine endliche
Korpererweiterung und S der ganze Abschluss von R in L. Zeige, dass die
Galoisgruppe Gal (L| K') in natiirlicher Weise auf der Divisorengruppe Div (5)
operiert.

Aufgabe 21.10. Es sei R ein Dedekindbereich, Q(R) C L eine endliche
Korpererweiterung und S der ganze Abschluss von R in L. Zeige, dass die
Galoisgruppe Gal (L|K) in natiirlicher Weise auf der Divisorenklassengruppe
KG () operiert.

Aufgabe 21.11. Es sei K ein Korper. Zeige, dass auf K[X,Y]/(XY) eine
Gruppenoperation von Z/(2) gegeben ist, indem das nichttriviale Gruppen-
element X und Y vertauscht. Bestimme den Fixring zu dieser Operation.

Aufgabe 21.12. Es sei n € N,. Betrachte auf dem rationalen Funk-
tionenkorper C(X) die Gruppe der C-Koérperautomorphismen, die durch
X — (X erzeugt wird, wobei (, eine primitive n-te Einheitswurzel be-
zeichnet. Bestimme den Fixkorper C(X)%/ (™),
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Aufgabe 21.13. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Wir

betrachten die durch (é D erzeugte zyklische Gruppe und ihre natiirliche

Operation auf K[X,Y]. Zeige, dass der Invariantenring gleich
K[Y,X? — XY?P™]

ist.

Aufgabe 21.14. Es sei K ein unendlicher Korper. Wir betrachten auf dem
Korper K (X,Y) die Operation von K*, wobei A € K* durch X — AX,| Y —
AY auf K[X,Y] wirkt und diese Wirkung auf den Quotientenkérper fortge-
setzt wird. Zeige, dass der Fixring zu dieser Operation gleich K (%) ist.

Aufgabe 21.15. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen lokalen
Ring als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Zeige, dass der Fixring
R% ebenfalls lokal ist.

Aufgabe 21.16. Es sei R ein kommutativer Ring, auf dem eine Gruppe G
als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Es sei a C R ein Ideal, das
unter der Gruppenoperation invariant ist (es gelte also fo € a fiir f € a und
jedes o € G). Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Es gibt eine natiirliche Operation von G auf dem Restklassenring
R/a.
(2) Es gibt einen Ringhomomorphismus
: RY/(an RY) — (R/a)“.
(3) Die Abbildung v aus Teil (2) ist injektiv.

(4) Wenn G endlich ist und R einen Korper der Charakteristik 0 enthilt,
so ist 1 surjektiv.

Aufgabe 21.17. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einem kommutativen
Ring R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere mit dem Invarianten-
ring S = R%. Essei T C S ein multiplikatives System. Zeige, dass es eine
natiirliche Operation von G auf Ry gibt, und dass der zugehorige Invarian-
tenring gleich S ist.

Aufgabe 21.18. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einem kommutati-
ven Ring R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere mit dem Invari-
antenring S = RC. Es sei p € Spek (S) ein Primideal. Zeige, dass es eine
natiirliche Operation von G auf dem Faserring (R/pR)g,, gibt. Zeige, dass
der zugehorige Invariantenring den Restekorper x(p) enthilt. Zeige durch ein
Beispiel, dass dabei der Restekorper echt kleiner sein kann.
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Aufgabe 21.19. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring
R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere mit dem Invariantenring
S = RC. Zeige, dass G in natiirlicher Weise auch auf dem Polynomring
R[X]| operiert, und dass der zugehorige Invariantenring gleich S[X] ist.

Aufgabe 21.20. Es sei G eine endliche Gruppe, die auf einem kommutativen
Ring R als Gruppe von Ringautomorphismen operiere. Es sei f € R. Zeige,
dass das Polynom
P = [](X - fo) € RIX]
oceG
unter der natiirlichen Operation von G auf dem Polynomring R[X] invariant
ist.

Betrachte unter diesem Aspekt nochmal Aufgabe 21.5 und Aufgabe 21.6.

Aufgabe 21.21. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L. Es sei H C G eine Untergruppe
mit dem Fixkorper M, K C M C L. Zeige, dass der Ganzheitsring 7" von R
in M gleich dem Invariantenring S* ist.

Aufgabe 21.22. Essei R C S eine Erweiterung von kommutativen Ringen.
Zeige, dass die Automorphismengruppe Autg (S) in natiirlicher Weise auf
dem Modul der Kéhler-Differentiale Q0g|r R-linear operiert.

Aufgabe 21.23.*

Es sei K5 der fiinfte Kreisteilungskorper und Rj der fiinfte Kreisteilungsring.
Bestimme die 3 x 3-Matrizen, die die Operation der Galoisgruppe Gal (K5|Q)
auf dem Modul der K&hler-Differentiale beziiglich der Basis aus Beispiel 19.8
beschreiben.

Aufgabe 21.24. Es sei K7 der fiinfte Kreisteilungskorper und R; der fiinfte
Kreisteilungsring. Bestimme die 5 x 5-Matrizen, die die Operation der Ga-
loisgruppe Gal (K7|Q) auf dem Modul der Kéhler-Differentiale beziiglich der
Basis aus Beispiel 19.8 beschreiben.

Aufgabe 21.25. Es sei G eine Gruppe und M eine Menge. Es sei Perm (M)
die Gruppe der Permutationen auf M. Zeige folgende Aussagen.
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(1) Wenn G auf M operiert, so ist die Abbildung
G — Perm (M), g — (z — gx),

ein Gruppenhomomorphismus.
(2) Wenn umgekehrt ein Gruppenhomomorphismus

¢: G — Perm (M),
vorliegt, so wird durch

eine Gruppenoperation von G auf M definiert.

Aufgabe 21.26. Es sei n € N. Betrachte die Gruppenoperation der n-
ten Einheitswurzeln durch Multiplikation auf C. Bestimme die Bahnen und
die Isotropiegruppen dieser Operation. Kann man die Quotientenabbildung
durch eine polynomiale Funktion realisieren?

22. VORLESUNG - ZERLEGUNG IN GALOISERWEITERUNGEN

22.1. Das Zerlegungsverhalten bei Galoiserweiterungen.

Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkérper K = Q(R) und sei
K C L eine endliche Galoiserweiterung vom Grad n. Die Galoisgruppe, d.h.
die Gruppe der K-Algebraautomorphismen von L, besteht also aus n Auto-
morphismen. Die Untergruppen der Galoisgruppe entsprechen nach dem Satz
iiber die Galoiskorrespondenz den Zwischenkorpern der Erweiterung. Die Ga-
loisgruppe operiert nach Satz 21.2 auch auf dem ganzen Abschluss S von R
in L. Hier besprechen wir Untergruppen, ihre zugehorigen Zwischenkorper
und Zwischenringe, die mit dem Zerlegungsverhalten von Primidealen unter
der Erweiterung R C S zusammenhéngen. Zuerst formulieren wir, wie sich
die fundamentale Gleichung aus Satz 20.4 im Galoisfall vereinfacht.

Lemma 22.1. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K, K C
L eine Galoiserweiterung vom Grad n und sei S der ganze Abschluss von R
i L. Es sei p ein von 0 verschiedenes Primideal von R. Dann stimmen in
der Primidealzerlequng
pS =gy ---qyf
die Exponenten e; iiberein und ebenso stimmen die Trdgheitsgrade f; iberein.
Dabei ist
n = kef.

Beweis. Es seien q und g’ Primideale oberhalb von p. Nach Lemma 21.9 gibt
es einen Automorphismus o € Gal (L|K) mit o(q) = ¢'. Daher gibt es einen
R,-Algebraisomorphismus o: S; — Sy, weshalb die Verzweigungsordnungen
gleich sind, und einen k(p)-Isomorphismus der Restekorper

k(a) — #(d),
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weshalb die Trégheitsgrade gleich sind. Die Formel aus Satz 20.4 nimmt daher
die angegebene Gestalt an. O

Es sei p ein Primideal aus R und seien q, ..., q; die Primideale von S ober-
halb von p. Gemifl Lemma 21.9 und wie eben verwendet lassen sich diese
Primideale ineinander mit isomorphen Restekorpern iiberfithren. Dies bedeu-
tet natiirlich nicht, dass der Gruppenhomomorphismus

G — Perm (qy,...,qx)

bijektiv ist, wobei rechts die Permutationsgruppe zur Faser iiber p steht.
Dabei ist die Bijektivitét oft schon wegen der Anzahl ausgeschlossen. Wenn
der Grad n ist, und wenn, im total zerlegten Fall, die Faser aus n Primidealen
besteht, so steht links (im Galoisfall) eine Gruppe mit n Elementen und rechts
eine Gruppe mit n! Elementen, was nur bei n < 2 iibereinstimmt. Wenn
hingegen, im unzerlegten Fall, die Faser aus nur einem Primideal besteht,
so steht rechts die triviale Gruppe. Ein Automorphismus ¢ € G gehort
genau dann zum Kern, wenn jedes Primideal der Faser unter o auf sich
selbst abgebildet wird. Diese Bedingung fiihrt, auf ein einzelnes Primideal
angewendet, zum Begriff der Zerlegungsgruppe.

Definition 22.2. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei ¢ ein Primideal von S. Dann
nennt man

Gy = {o€Glo(a)=q}
die Zerlequngsgruppe zu q.

Man spricht auch von der Isotropiegruppe oder dem Stabilisator zu q. Man
beachte, dass die Bedingung besagt, dass q auf sich selbst abgebildet wird,
nicht, dass die Einschrankung auf q die Identitét ist.

Lemma 22.3. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkérper K =
Q(R) und set K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei q ein Primideal von S iiber
p. Dann gelten folgende Eigenschaften.

1) Die Zerleqgungsgruppe G, ist genau dann trivial, wenn p voll zerlegt
q
15t.
2) Die Zerlegungsgruppe G ist genau gleich G, wenn p unzerlegt ist.
q
(3) Zu einem weiteren Primideal q' oberhalb von p sind die Zerlegungs-
gruppen G4 und Gg isomorph.
(4) Es ist
#(Gq) = ef,

wober e der gemeinsame Verzweigungsindex und f der gemeinsame
Traigheitsgrad der Primideale oberhalb von p ist.
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Beweis. (1) und (2) sind klar und folgen auch aus (4).

(3). Nach Lemma 21.9 gibt es ein 7 € G mit 7(q) = ¢'. Mittels 7 kann man
direkt den Isomorphismus

Gy — Gy, 0—T000T

angeben. Es ist ja

(rooor™)(a) = 7(c(r7(q)) = 7(o(a) = 7(a) = q"

(4). Wir zerlegen G abhéngig davon, auf welches Primideal q abgebildet wird,
also
G={reGlp@)=0d}
q/
Dabei ist die Untergruppe Gy ein Teil davon und die anderen Teile sind die
Nebenklassen zu dieser Untergruppe, da ja

{peGlpla) =d} = 7G,,
wenn 7 ein fixierter Automorphismus ist, der q in ¢’ iiberfithrt. Insbesondere
sind diese Nebenklassen alle gleich grof. Wenn es k£ Primideale in der Faser
gibt, und die Korpererweiterung den Grad n hat und die Galoisgruppe somit
n Elemente besitzt, so enthélt die Zerlegungsgruppe 7 Elemente, was nach
Lemma 22.1 mit ef iibereinstimmt. U

Definition 22.4. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei ¢ ein Primideal von S. Dann
nennt man den Fixkorper zur Zerlegungsgruppe G4 den Zerlequngskdrper zu
q. Er wird mit Z, bezeichnet.

Den Ganzheitsring zum Zerlegungskorper nennt man Zerlegungsring.

Lemma 22.5. FEs sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkérper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei q ein Primideal von S tiber
p. Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Es gibt einen natirlichen Gruppenhomomorphismus
Gq — Gal (r(a)lx(p)).

(2) Wenn die Erweiterung der Restekirper separabel ist, so handelt es
sich bereits um eine Galoiserweiterung, und der Gruppenhomomor-
phismus ist surjektiv.

(3) Wenn q zusdtzlich unverzweigt ist, so liegt ein Isomorphismus vor.

Beweis. (1) Sei 0 € Gy, also 07 '(q) = q. Dies induziert einen Ringau-
tomorphismus (der R fest ldsst)

o: Sq — 54
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und einen Korperautomorphismus

o: £(q) — w(q),

der k(p) fest ldsst, also ein Element der Galoisgruppe zur Korperer-
weiterung £(p) C k(q). Diese Zuordnung ist insgesamt ein Gruppen-
homomorphismus aufgrund der Kommutativitit des Diagramms

Sq = Sy — S
1 \ 3

k(@) = k(a) — k(q).

Nach Aufgabe 22.6 kénnen wir davon ausgehen, indem wir K durch
den Zerlegungskorper und p durch den Schnitt von g mit dem Zerle-
gungsring ersetzen, dass die Zerlegungsgruppe die volle Galoisgruppe
ist, dass also q das einzige Primideal oberhalb von p ist. Aufgrund
der Voraussetzung iiber die Separabilitéit konnen wir nach dem Satz
vom primitiven Element

r(p) C k() = w(p)[z]

ansetzen, wobei wir unmittelbar z € S annehmen konnen. Es sei
P € R[X] das Minimalpolynom von z iiber R. Es ist also P(z) = 0
in S und damit insbesondere P(z) = 0in k(q). Da K C L eine Galoi-
serweiterung ist, zerfillt wegen Satz 16.6 (Korper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019)) P in L[X] und damit wegen Satz 21.2 auch in
S[X] in Linearfaktoren. Dies gilt dann auch in £(q)[X] und tibertragt
sich auf das Minimalpolynom von z iiber x(p), was wiederum nach
Satz 16.6 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) bedeu-
tet, dass die Restekdrpererweiterung galoissch ist.
Es sei nun

7 w(q) = w(p)[z] — w(q) = w(p)[z]

ein k(p)-Korperautomorphismus, der den Erzeuger z auf ein Element
w € k(q) schickt, das wir wiederum als reprisentiert durch eine
Nullstelle w von P annehmen diirfen. Nach Korollar 15.9 (Koérper-
und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) gehort dazu ein K-Auto-
morphismus von L, der z in w iiberfithrt, und dessen Einschrinkung
stimmt mit 7 {iberein, da er auf einem Erzeuger damit iibereinstimmt.
Nach Lemma 22.3 (4) ist im unverzweigten Fall # (G,) = f und dies
ist nach Definition der Grad der Kérpererweiterung

k(p) C k(q).

Da nach (2) die Restekorpererweiterung galoissch ist, besitzt deren
Galoisgruppe ebenfalls f Elemente und deshalb folgt aus der Surjek-
tivitat bereits die Bijektivitét.

4
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Definition 22.6. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei ¢ ein Primideal von S. Dann
nennt man

Iy = {0 € Gy | ofuq = 1d}
die Tragheitsgruppe zu q.

Es liegt also eine Kette von Untergruppen
I, C Gy, € G
Vor.

Definition 22.7. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei ¢ ein Primideal von S. Dann
nennt man den Fixkorper zur Tragheitsgruppe I, den Trigheitskérper zu q.
Er wird mit T bezeichnet.

Lemma 22.8. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkérper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei q ein Primideal von S.
Die Erweiterung der Restekirper sei separabel. Dann ist die Ordnung der
Trigheitsgruppe 1y gleich dem Verzweigungsindex von q. Insbesondere ist die
Tragheitsgruppe genau dann trivial, wenn in q keine Verzweigung vorliegt.

Beweis. Nach Lemma 22.5 (2) liegt eine kurze exakte Sequenz

0 — I, — Gy — Gal(r(q)|x(p)) — 0

vor. Die Ordnung der Galoisgruppe rechts ist der Tréagheitsgrad f und die
Ordnung der Zerlegungsgruppe G, ist nach Lemma 22.3 gleich ef, wobei e
den Verzweigungsindex bezeichnet. Deshalb ist die Ordnung der Tragheits-
gruppe gleich e. O

Wir besprechen weiter Besonderheiten in der zahlentheoretischen Situation,
die insbesondere damit zusammenhéngen, dass Korpererweiterungen zwi-
schen endlichen Kérper zyklisch sind und vom Frobenius (bzw. einer Fro-
beniuspotenz) erzeugt werden.

Korollar 22.9. Es sei R ein Zahlbereich mit Quotientenkorper K = Q(R)
und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit einer nicht zyklischen
Galoisgruppe G. Dann sind alle Primideale p aus R bis auf endlich viele
Ausnahmen im ganzen Abschluss von R in L zerlegt.

Beweis. Es seil p nicht verzweigt und sei q ein Primideal oberhalb von p.
Nehmen wir an, dass p unzerlegt ist, dass also q das einzige Primideal dariiber
ist. Dann liegt nach Lemma 22.5 (3) ein Gruppenisomorphismus

G = Gq — Gal (s(q)lx(p))
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vor. Da die Gruppe rechts nach Satz 5.23 bzw. nach Korollar 16.10 (Korper-
und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) zyklisch ist, ergibt sich ein Wi-
derspruch zur Voraussetzung. U

Bemerkung 22.10. Es sei R C S eine Erweiterung von Zahlbereichen zu
einer Galoiserweiterung Q(R) = K C Q(S) = L mit Galoisgruppe G.
Wenn ein Primideal p aus R unverzweigt in .S und q ein Primideal dariiber
ist, so liegt nach Lemma 22.5 (3) ein kanonischer Isomorphismus zwischen
der Zerlegungsgruppe G, und der zyklischen Galoisgruppe Gal (k(q)|x(p)),
die vom Frobenius bzw. einer Frobeniuspotenz (siche Korollar 16.10 (Kérper-
und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019))) erzeugt wird. Man nennt daher
auch den entsprechenden Erzeuger der Zerlegungsgruppe Gy den Frobenius.
Datfiir schreibt man
(9, L/ K)

und spricht vom Frobenius. Es ist also (q,L/K) € Gy € G, und man be-
trachtet diesen Frobenius als Element der Galoisgruppe. Wenn ¢’ ein weiteres
Primideal iiber p ist, so sind nach Lemma 22.3 die Zerlegungsgruppen iiber

Gy — Gy, 0—To00o0oT

zueinander isomorph und zwar konjugiert in GG. Insbesondere sind dann die
Frobenii zueinander konjugiert und bilden eine Konjugationsklasse. Wenn
zusétzlich eine abelsche Erweiterung vorliegt, so stimmen diese Frobenius-
Automorphismen iiberein und hingen nur von dem Primideal p aus R ab.
Man bezeichnet diesen Frobenius mit (p, L/ K) und spricht vom Artinsymbol.

Nikolai Grigorjewitsch Tschebotarjow (1894-1947)

Der Dichtigkeitssatz von Tschebotarjowsch besagt, dass bei einer Galoiser-
weiterung Q C L mit (der Einfachheit halber kommutativen) Galoisgruppe
GG die Menge der Primzahlen, fiir die ein bestimmtes Gruppenelement g € G
der Frobenius ist, gleichverteilt ist. Insbesondere ist die ,, Wahrscheinlichkeit*,
dass die Identitdat der Frobenius ist, was ja einfach bedeutet, dass die Zerle-
gungsgruppe trivial ist, was wiederum nach Lemma 22.3 (1) bedeutet, dass
p voll zerlegt ist, gleich 1/# (G) ist.

22. ARBEITSBLATT

22.1. Aufgaben.
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Aufgabe 22.1. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Es
sei S der ganze Abschluss von R in L, sei p ein Primideal von R mit der Faser
{q1,...,9x}. Zeige, dass es einen natiirlichen Gruppenhomomorphismus

G — Perm (qy1,...,qx)
gibt, und dass dessen Kern gleich ﬂle Gy, ist.

Aufgabe 22.2. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkérper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit einer kommutati-
ven Galoisgruppe G. Es sei S der ganze Abschluss von R in L und sei p ein
Primideal von R. Zeige, dass die Zerlegungsgruppen G| fiir alle Primideale
q aus S oberhalb von p iibereinstimmen.

Aufgabe 22.3. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L, sei p ein Primideal von R mit
der Faser {q1,...,qx}. Zeige, dass der Divisor 2521 g, unter der natiirlichen
Operation der Galoisgruppe auf der Divisorengruppe invariant ist.

Aufgabe 22.4. Es sei G eine Gruppe, die auf einem kommutativen Ring R
als Gruppe von Ringautomorphismen und damit auf Spek (R) operiere. Es
sei p € Spek (R). Zeige, dass der Stabilisator G, auf dem lokalen Ring R,
und auf dem Restekorper x(p) in natiirlicher Weise operiert.

Aufgabe 22.5.*

Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K = Q(R) und sei
K C M eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G. Es sei T' der
ganze Abschluss von R in M. Es sei N C G ein Normalteiler von G mit
Restklassengruppe H = G/N und es sei S = TN und L = MY der zu-
gehorige Zwischenring bzw. Zwischenkorper, auf dem H galoissch operiert
mit Fixring R bzw. Fixkorper K. Es sei v ein Primideal von 7' iiber q in
S. Zeige, dass zwischen den Zerlegungsgruppen ein natiirlicher surjektiver
Gruppenhomomorphismus
G. — H,
besteht, dessen Kern gleich N N G, ist.

Aufgabe 22.6. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkérper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung. Es sei S der ganze
Abschluss von R in L, q ein Primideal in S und Z; der zugehdrige Zerle-
gungskorper. Zeige, dass K C Z; galoissch ist.
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Aufgabe 22.7. Es sei R eine Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung. Es sei S der ganze
Abschluss von R in L, q ein Primideal in S und Z; der zugehdrige Zerle-
gungskorper. Zeige, dass K C Z; galoissch ist.

Aufgabe 22.8. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkérper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei S der ganze Abschluss von R in L und seien q und ¢’ Primideale von
S {iber p. Zeige, dass es ein natiirliches kommutatives Diagramm

Gq — Gal(k(q)[x(p))

1 1

Gy — Cal(v(q)](p))
von Gruppenhomomorphismen gibt, wobei die vertikalen Abbildungen Iso-
morphismen sind.

Aufgabe 22.9. Bestimme fiir den Zahlbereich Z[i] den Zerlegungskorper
und den Tragheitskorper fiir die Primideale oberhalb von (2), (3), (5).

Aufgabe 22.10. Zeige, dass eine kubische Kérpererweiterung Q C L im
Allgemeinen nicht galoissch ist, ,,obwohl* die Korpererweiterungen Z/(p) C
k(q) fiir jedes maximale Ideal q des zugehorigen Zahlbereiches S (mit p € q)
galoissch ist. Man folgere, dass in diesem Fall die Gruppenhomomorphismen
aus Lemma 22.5 nicht surjektiv sind.

Aufgabe 22.11. Man gebe ein Beispiel fiir eine Galoiserweiterung Q C L
derart, dass nicht jeder Zwischenkorper der Erweiterung als Zerlegungskorper
eines Primideals des zugehorigen Zahlbereichs auftritt.

Aufgabe 22.12. Wir betrachten die Galoiserweiterung Q C @[\/5, V3, \/7]
mit der Galoisgruppe
G =17Z/12)xZ/(2) xZ/(2).

Bestimme die Zerlegungsgruppe und die Tragheitsgruppe fiir die Primideale
im zugehorigen Zahlbereich oberhalb von (7).

Aufgabe 22.13. Es sei ¢ € Q eine rationale Zahl, die in QQ keine dritte
Wurzel besitzt, so dass Q C L = Q[X]/(X® — q) eine Kérpererweiterung
vom Grad 3 ist. Zeige, dass das Polynom X® — ¢ in L genau eine Nullstelle
hat und dass diese Korpererweiterung nicht galoissch ist.
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Aufgabe 22.14.*

Wir betrachten die Galoiserweiterung
Q < Q[¢, V2],

wobei ( = # die dritte Einheitswurzel bezeichnet. Man gebe Beispiele
fiir Primzahlen p > 5 derart, dass dariiber im zugehorigen Zahlbereich zwei
bzw. drei bzw. sechs Primideale liegen.

Aufgabe 22.15.*

Wir betrachten die Galoiserweiterung

Q C Q[¢, V2,

wobei ( = # die dritte Einheitswurzel bezeichnet. Man gebe ein Bei-
spiel fiir eine Primzahl derart, dass die Zerlegungsgruppen der Primideale im
zugehorigen Zahlbereich verschieden sind.

Aufgabe 22.16. Bestimme fiir die reelle Quadratabbildung
R[Y] — R[X], Y — X?,
den Zerlegungskorper und den Trigheitskorper fiir die Primideale g in R[X].

Aufgabe 22.17. Es sei P € C[X] ein nichtkonstantes Polynom mit der
Eigenschaft, dass

ClY] — C[X], Y — P,

eine Galoiserweiterung (im Funktionenkorper) ist. Zeige, dass die Zerlegungs-
gruppe zu einem Primideal (X — a) bis auf endlich viele Ausnahmen trivial
ist, und dass sie stets mit der Trégheitsgruppe iibereinstimmt.

Aufgabe 22.18. Es sei R ein Dedekindbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C M eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G.
Es sei T der ganze Abschluss von Rin M. Essei N C G ein Normalteiler von
G mit Restklassengruppe H = G/N und es sei S = TV und L = M¥ der
zugehorige Zwischenring bzw. Zwischenkorper, auf dem H galoissch operiert
mit Fixring R. Es sei v ein Primideal von T {iber q in S und p in R. Zeige,
dass ein kommutatives Diagramm

G. — Gal(s(v)[s(p))

1
Hy — Gal(k(q)[x(p))

<—
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von Gruppenhomomorphismen vorliegt, wobei die horizontalen Abbildungen
von Lemma 22.5 herriihren (alle Erweiterungen der Restekorper seien separa-
bel), die linke Abbildung von Aufgabe 22.5 herriihrt und die rechte vertikale
Abbildung durch die Korperkette

k(p) S k(q) S k()

gegeben ist.

Aufgabe 22.19. Bestimme fiir einen quadratischen Zahlbereich Q C R,
fir welche Primzahlen p das Artinsymbol (p, Q(R)/Q) die Identitét oder die
Konjugation ist.

Aufgabe 22.20.*
Es sei R = Z[X]/(X?® — 3X + 1). Bestitige fiir die Primzahlen
p=2,57,11,13,17,
dass in R/(p) = Z/(p)[X]/(X? —3X + 1) eine der Beziechung
X
XP = { X2 -2
—-X?—-X+2
gilt. Wie sieht es bei p = 3 aus?

Aufgabe 22.21.*

Es sei R = Z[X]/(X?—-3X +1). Es sei p # 3 eine Primzahl und K eine
Restekorper von Z/(p)[X]/(X? — 3X + 1). Zeige, dass in K eine der Bezie-
hung

X
XP =< X%2-2
—X?2—X+2
gilt. Wie sieht es bei p = 3 aus?

Die Situation der beiden vorstehenden Aufgaben wird in Aufgabe 23.16 wie-
der aufgegriffen.

Aufgabe 22.22. Berechne die Potenzen X? in Z/(p)[X]/(X? — 2) fiir die
Primzahlen

p=23....
Gibt es da irgendeine RegelmafBigkeit?
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Aufgabe 22.23.*

Es sei ¢ eine primitive neunte Einheitswurzel in einem Koérper L. Zeige, dass
die Elemente

C+¢% G+ ¢ und ¢F 4 ¢°
die Nullstellen des Polynoms X3 — 3X + 1 sind.

Aufgabe 22.24. Es sei Q C L eine Galoiserweiterung mit einer abelschen
Galoisgruppe G und es sei S der zugehorige Zahlbereich. Es sei N C G
eine Untergruppe mit der Restklassengruppe H = G/N und R = SV C
K = L~. Es sei p eine Primzahl und q ein unverzweigtes Primideal von S
oberhalb von (p) und p = qN R. Zeige unter Verwendung des kommutativen
Diagrammes

Gy — Gal(k(q)|Z/(p))

| i

H, — Gal(k(p)|Z/(p))
aus Aufgabe 22.18, dass das Artinsymbol (p, L/Q) auf das Artinsymbol
(p, K/Q) abgebildet wird.

23. VORLESUNG - ZERLEGUNG IN KREISTEILUNGSRINGEN

23.1. Zerlegung im Kreisteilungsring.

Wir besprechen die Ergebnisse der letzten Vorlesungen genauer anhand der
Kreisteilungsringe. Nach Satz 17.11 liegt eine Galoiserweiterung vor. Auf das
Versténdnis der Kreisteilungsringe bauen wir einen Beweis des quadratischen
Reziprozitéatsgesetzes auf.

Lemma 23.1. Es sei R, = Z[X]/(®,) der n-te Kreisteilungsring. Dann
sind fir eine ungerade Primzahl q folgende Aussagen dquivalent.

(1) q ist ein Teiler von n.

(2) Das Primideal (q) verzweigt in R,,.

(3) Das Kreisteilungspolynom ®,, ist iber Z/(q) nicht separabel.
(4) Das Polynom X™ — 1 ist diber Z/(q) nicht separabel.

(5) Der Ring Z./(q)[X]/(X™ — 1) ist nicht reduziert.

Beweis. Von (1) nach (2). Wenn ¢ ein Teiler von n ist, so ist eine g-te Ein-
heitswurzel auch eine n-te Einheitswurzel. Die ¢-ten Einheitswurzeln lassen
sich also als eine Potenz einer primitiven n-ten Einheitswurzel erhalten und
deshalb gilt fiir die Kreisteilungskérper K, C K,. Damit ist auch R, C R,,.
Nach Lemma 17.16 in Verbindung mit Satz 18.15 und Satz 18.10 verzweigt
(¢) in R, und damit nach Aufgabe 18.10 auch in R,,.

Die Aquivalenz von (2) und (3) ist klar aufgrund von Satz 18.10, Aufgabe 15.7
und Satz 17.18. Von (3) nach (4) ist klar wegen Aufgabe 15.8. Die Aquivalenz
von (4) und (5) ist klar.
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Von (4) nach (1). Wenn ¢ kein Teiler von n ist, so ist n eine Einheit in Z/(q)
und somit sind X™ — 1 und (X" — 1)’ = nX""! teilerfremd iiber Z/(q), was
nach Aufgabe 15.7 die Separabilitéit bedeutet. O

Satz 23.2. FEs sei R, = Z[X]/(®,) der n-te Kreisteilungsring und es sei q
eine Primzahl, die kein Teiler von n sei. Es sei f die multiplikative Ordnung
von q in (Z/(n))™. Dann liegen oberhalb von (q) in Spek (R,) genau @
Primideale, deren Restekdrper gleich ¥ s sind.

Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢ kein Teiler von n und damit eine Einheit
in Z/(n). Es gibt deshalb eine wohldefinierte Ordnung f, also die kleinste
positive Zahl mit ¢/ = 1 mod n. Dabei ist f ein Teiler von ¢(n), der Ord-
nung der Einheitengruppe (Z/(n))*. Nach Aufgabe 17.16 ist F,; der kleinste
Erweiterungskorper von Z/(q), der n verschiedene Einheitswurzeln enthélt.

Wegen Lemma 22.1 und Lemma 23.1 ist lediglich zu zeigen, dass F s der Re-
stekorper der Primideale oberhalb von (g¢) ist. Betrachten wir also Z/(q)[X]/
(®,,). Da F s eine primitive n-te Einheitswurzel enthilt, gibt es eine surjek-
tive Abbildung

/(@) X]/ (X" = 1) — Fyr.

Diese faktorisiert nach Lemma 19.9 (Kérper- und Galoistheorie (Osnabriick
2018-2019)) durch

Z/()X]/(Pm) — For,

wobei m ein Teiler von n ist und dann gibt es auch eine Surjektion
Z/()[X]/(X™ = 1) — Fyr.

Wenn m ein echter Teiler von n wére, so wiirde sich ein Widerspruch ergeben,
da dann das Bild von X eine Ordnung < n hétte. U

Die beiden Extremfille des Zerlegungsverhaltens kann man folgendermaflen
herausarbeiten.

Korollar 23.3. Es sei R, = Z[X|/(®,) der n-te Kreisteilungsring. Dann
sind fir eine ungerade Primzahl q folgende Aussagen dquivalent.

1) n ist ein Teiler von q — 1.

2) ¢ = 1 mod n.

3) InZ/(q) gibt es n n-te Einheitswurzeln.

4) Das Polynom X" — 1 zerfallt iber 7/(q) in verschiedene Linearfor-
men.

(5) Das Kreisteilungspolynom ®,, zerfillt iber 7./(q) in verschiedene Li-
nearformen.

(6) Uber (q) liegen o(n) Primideale von R,,.

(7) Das Kreisteilungspolynom ®,, hat eine Nullstelle in Z/(q) und q ist

nicht verzweigt.

(
(
(
(
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Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) und die von (3) und (4) ist klar.
Die Einheitengruppe von Z/(q) ist nach Satz 9.7 (Kérper- und Galoistheorie
(Osnabriick 2018-2019)) zyklisch mit ¢ — 1 Elementen, das n-te Potenzieren
wird unter dieser Identifizierung zum n-ten Multiplizieren,

Z/(q—1) —Z/(q—1), y — ny.

Die n-ten Einheitswurzeln entsprechen dabei dem Kern dieser Abbildung.
Wenn n ein Teiler von ¢ — 1 ist, so sei ¢ — 1 = na. In diesem Fall sind
0,a,2a,...,(n—1)a die verschiedenen Elemente des Kerns, was die Implika-
tion von (1) nach (3) beweist. Umgekehrt besitzt der Kern wie jede Unter-
gruppe von Z/(q— 1) einen Erzeuger a, der ein Teiler von g — 1 ist. Wenn der
Kern aus n Elementen besteht, so ist an = ¢— 1, was die andere Implikation
beweist.

Von (4) nach (5) ist klar, da das Kreisteilungspolynom ein Teiler von X™ — 1
ist. Die Aquivalenz von (5) und (6) ist auch klar, da Z/(¢)[X]/(®,) der Fa-
serring tiber (¢) ist und da das Kreisteilungspolynom den Grad ¢(n) besitzt.
Die Eigenschaft (5) impliziert unmittelbar den ersten Teil von (7). Wére ¢
verzweigt in R,,, so wére ¢ nach Lemma 23.1 ein Teiler von n, sagen wir
n = gc, und dann wéare

X" —1=(X°—1)

tiber Z/(q). Doch dann hétte das Kreisteilungspolynom mehrfache Nullstel-
len.

Von (7) nach (3). Zunéchst ist nach Lemma 23.1 ¢ kein Teiler von n, d.h.
q ist eine Einheit in Z/(n). Es sei f die (multiplikative) Ordnung von ¢ in
(Z/(n))*. Dann gibt es in Fs n verschiedene n-te Einheitswurzeln. Nach
Voraussetzung gibt es eine Nullstelle ¢ des Kreisteilungspolynoms ®,, iiber
Z/(p). Dessen Potenzen durchlaufen in F s die n-ten Einheitswurzeln. Da die
Potenzen aber zu Z/(q) gehoren, ist f = 1. d

Korollar 23.4. Fs sei R, = Z[X]/(®,) der n-te Kreisteilungsring und es
sei q eine Primzahl, die kein Teiler von n sei. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) Das Element q erzeugt die Einheitengruppe von Z/(n).

(2) Uber (q) liegt ein Primideal in R, d.h. (q) ist unzerlegt im Kreistei-
lungsring.

(3) Das Kreisteilungspolynom ®,, ist irreduzibel iber Z/(q).

Beweis. Die Eigenschaft (1) bedeutet, dass die Ordnung von ¢ in der Einhei-
tengruppe (Z/(n))* gleich ¢(n) ist. Somit folgt die Aquivalenz von (1) und
(2) aus Satz 23.2. Die Aquivalenz zu (3) ist angesichts der Voraussetzung iiber
die Unverzweigtheit und der expliziten Beschreibung der Kreisteilungsringe

klar. O
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Bemerkung 23.5. Nach Satz 17.11 in Verbindung mit Satz 21.2 und Satz
17.18 operiert die Galoisgruppe

Gal (Q|K») = (Z/(n))"
auf dem n-ten Kreisteilungsring
Ry = Z[X]/(Pn)

derart, dass a € (Z/(n))™ durch die Substitution X +— X¢ wirkt. Es sei ¢
eine Primzahl, die kein Teiler von n sei, und es sei q ein Primideal oberhalb
von (q). Das Element g gehort zur Einheitengruppe (Z/(n))”™, seine Ordnung
sei f, vergleiche Satz 23.2. Zu ¢ gehort der Automorphismus ¢ von R,,, der
X auf die g-te Potenz von X abbildet, wobei dies nur von der Restklasse von
g modulo n abhéngt. Dieser stimmt auf dem Faserring R, /(q)R,, der Cha-
rakteristik ¢ mit dem Frobeniushomomorphismus iiberein, da er auf einem
Erzeuger damit tibereinstimmt und da der Frobenius auf Z/(q) die Identitét
ist. Daher gilt ¥/(q) = q nach Aufgabe 5.39 und ¢ gehort zur Zerlegungs-
gruppe G4. Da ¢ die Ordnung f besitzt, und die Zerlegungsgruppe nach
Lemma 22.3 (4) f Elemente besitzt, wird die Zerlegungsgruppe von diesem
Element erzeugt. Da ¢ auf dem Faserring den Frobenius induziert, gilt dies
auch auf dessen Restekorpern. Somit wird unter der in Lemma 22.5 (3) be-
schriebenen natiirlichen Korrespondenz zwischen der Zerlegungsgruppe und
der Galoisgruppe der Restekorpererweiterungen die Substitution X +— X4
auf den Frobenius abgebildet. Damit ist insbesondere zu jeder Primzahl ¢
das Frobenius-Element (siche Bemerkung 22.10) im Fall von Kreisteilungs-
ringen explizit gegeben.

Der in der letzten Vorlesung erwahnte Dichtigkeitssatz von Tschebotarjowsch
beinhaltet unter Verwendng der vorstehenden Bemerknug im Fall von Kreis-
teilungsringen den Satz von Dirichlet iiber Primzahlen in einer arithmeti-
schen Progression. Er besagt, dass die Primzahlen modulo den teilerfremden
Resten zu einer gegebenen Zahl n gleichverteilt sind.

23.2. Das quadratische Reziprozititsgesetz.

Das quadratische Reziprozitatsgesetz gehort zu den Hauptresultaten der Zah-
lentheorie und wurde erstmals von Gaufl bewiesen. Es seien p und ¢ verschie-
dene ungerade Primzahlen. Es geht dann um die Frage, ob p in Z/(q) ein
Quadrat ist, also eine Quadratwurzel besitzt, oder eben nicht. Die Aussage
des Satzes ist nun, dass dies in einer direkten Beziehung zu der ,rezipro-
ken Eigenschaft* steht, ob ¢ in Z/(p) ein Quadrat ist. Es gibt eine Reihe von
ziemlich verschiedenen Beweise fiir diesen Satz, auch relativ elementare, siehe
beispielsweise die Einfiihrung in die elementare und algebraische Zahlentheo-
rie. Der Nachteile dieser elementaren Beweise ist, dass sie konzeptionell eher
undurchsichtig sind. Man kann die Beweise Zeile fiir Zeile nachpriifen, fragt
sich letztlich aber dennoch, warum die Aussage iiberhaupt stimmt.
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Definition 23.6. Fiir eine ungerade Primzahl p und eine zu p teilerfremde
Zahl k € Z definiert man das Legendre-Symbol, geschrieben (%) (sprich &
nach p*), durch

( k ) . {1, falls & quadratischer Rest modulo p ist,

D —1, falls £ kein quadratischer Rest modulo p ist.

Fiir einfache Eigenschaften des Legendre-Symbols siehe den Anhang. Fiir
Vielfache von p im Zéhler setzt man das Legendre-Symbol gleich 0. Fiir die
Beziehung zwischen quadratischen Resten und Kreisteilungsringen ist das
folgende Konzept entscheidend.

Definition 23.7. Es sei p eine ungerade Primzahl und ¢ = e*/? die erste
primitive komplexe Einheitswurzel. Dann nennt man

p—1 r
=3 (5)¢
r=0 p

die (erste) quadratische Gaufsumme.

Lemma 23.8. FEs sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt fir das Quadrat
der ersten quadratischen Gaufisumme die Gleichung

_ —1
g = ()2 = (—) p.
p
Beweis. Die hintere Gleichung beruht auf Satz Anhang 10.8. Nach Definition
ist
p—1 , p—1 ,
£ -5 )¢
r=0 p r=1 p
Daher ist

Mit der neuen Variablen

konnen wir dies als

T_Tt Tt E r(1+t)
> )= 2 0)

1<rt<p—1 1<rt<p-1

_ S (%) Gy (%) o

1<rt<p—1, t#p—1 1<r<p-1
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B (e ()

1<r,t<p—1,t#p—1 p

Fiir t # —1, also t zwischen 1 und p — 2, ist jedenfalls ¢ = (!*! auch eine
primitive p-te Einheitswurzel. Fiir ein solches fixiertes ¢ ist

ZG)e-6)Ze--6)

Die obige Summe ist also

2.6 2, 606) - 6)

da es nach Satz Anhang 10.1 gleich viele Quadrate wie Nichtquadrate in
(Z/(p)" gibt. O

Diese Aussage bedeutet insbesondere, dass im p-ten Kreisteilungsring die
quadratische Erweiterung zu p oder —p liegt, wobei das Vorzeichen im Lemma
mitbestimmt wird.

Lemma 23.9. Es seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Es sei
S der quadratische Zahlbereich zu (%) p und es ser R, der p-te Kreistei-

lungsring. Es sei f die multiplikative Ordnung von q in (Z/(p))™. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

1) Es ist (’71) p ein Quadrat in Z/(q).

(1)

(2) Uber (q) liegen in Spek (S) zwei Primideale.

(3) Uber (q) liegt in Spek (Rp) eine gerade Anzahl von Primidealen.
(

(

4) Esist f ein Teiler von p2
5) q ist ein Quadrat in Z/(p).

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar nach Aufgabe 9.19. Von
(2) nach (3). Nach Lemma 23.8 gilt S C R,, sodass diese Richtung aus
Lemma 22.1 folgt, da sich der nichttrivale Automorphismus der quadratischen
Erweiterung zu einem Automorphismus des Kreisteilungsringes fortsetzt, der
die beiden Fasern vertauscht. Von (3) nach (2). Es sei q ein Primideal iiber
(q). Nach Lemma 22.3 (3) ist

# (Gy) = grady, r(q) = f

und nach Voraussetzung ist wegen Lemma 22.1 21 gerade. Nach Aufga-

be 22.6 ist 3’71 auch die Anzahl der Primideale uber (¢) im Zerlegungsring

und die Restekorper sind Z/(q). Da der Index der Zerlegungsgruppe in der
zyklischen Galoisgruppe

Aut (R,) = (Z/(p))" = (Z/(p—1),+,0)
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gerade ist, umfasst der Zerlegungskorper den quadratischen Zahlbereich. Des-
halb sind auch dessen Restekorper gleich dem Grundkorper und es liegt im
Zahlbereich Zerlegung vor.

Die Aquivalenz von (3) und (4) ist klar aufgrund von Satz 23.2. (4) bedeutet,

dass
p—1

g2 =1 modp,
deshalb folgt die Aquivalenz von (4) und (5) aus dem Euler-Kriterium. [

Satz 23.10. Es seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt:

Py (4 :(_1)%1.%: —1, wennp=qg=3 mod 4,
q p 1, sonst.

Beweis. Nach Lemma 23.9 ist unter Verwendung von Lemma Anhang 10.4
und Satz Anhang 10.8

6 - [

Rationale Zahlen

23. ARBEITSBLATT
23.1. Aufgaben.
Aufgabe 23.1. Wo wird im Beweis zu Lemma 23.1 verwendet, dass ¢ # 2

ist. Welche der angefiihrten Eigenschaften gelten bei n = ¢ = 2, welche
nicht? Wie sieht es bei ¢ = 2 und n = 4 aus?
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Aufgabe 23.2. Interpretiere Satz 23.2 im Fall n = 3, also im Fall der
Eisenstein-Zahlen R; = Z[=tH]. Vergleiche insbesondere mit Aufgabe 9.29.

Aufgabe 23.3. Interpretiere Satz 23.2 im Fall n = 4, also im Fall der
Gauflschen Zahlen R, = Z][i]. Vergleiche insbesondere mit Aufgabe 9.26.

Aufgabe 23.4. Bestimme das Zerlegungsverhalten im Kreisteilungsring R;
fiir die Primzahlen ¢ = 2,3,5,7,11,13,17, 19.

Aufgabe 23.5. Bestimme das Zerlegungsverhalten im Kreisteilungsring Rg
fiir die Primzahlen ¢ = 2,3,5,7,11,13,17,19.

Aufgabe 23.6. Bestimme das Zerlegungsverhalten im Kreisteilungsring Ry
fiir die Primzahlen ¢ = 2,3,5,7,11,13,17, 19.

Aufgabe 23.7. Es sei p eine Primzahl und sei R, der p-te Kreisteilungsring.
Bestimme die Zerlegungsgruppe und die Tragheitsgruppe zu einem Primideal
q iber (p).

Aufgabe 23.8. Es sei R, = Z[X]/(®,) der n-te Kreisteilungsring und sei
p eine Primzahl, die n nicht teile. Es sei f die multiplikative Ordnung von p
in der Einheitengruppe (Z/(n))”. Zeige, dass p" genau dann die Norm eines
Ideals von R, ist, wenn r ein Vielfaches von f ist.

Aufgabe 23.9. Untersuche Korollar 23.3 fiir den Fall ¢ = 2, insbesondere
bein = 1und n = 2.

Aufgabe 23.10. Zeige, dass Korollar 23.3 (7) ohne die Bedingung der Un-
verzweigtheit nicht zu den anderen Eigenschaften der Aussage dquivalent ist.

Zur folgenden Aufgabe vergleiche Aufgabe 21.3.
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Aufgabe 23.11. Es sei p eine Primzahl und
R, =ZIX]/(XP'+ X"+ + XP+ X +1)
der p-te Kreisteilungsring. Es sei
H C (Z/(p))" = Gal(K,|Q)
eine Untergruppe der Galoisgruppe, und es seien
Hy=H, H,,....H, C (Z/(p))"
die Nebenklassen zu H. Zeige, dass der Invariantenring Rf die Ganzheitsba-

S1S
fi=) X

LLEHJ‘

zuj = 1,..., k besitzt.

Aufgabe 23.12. Bestimme die Ganzheitsbasen fiir die Unterringe zu samt-
lichen Untergruppen der Galoisgruppe in der Situation von Aufgabe 23.11
fiir p = 5.

Aufgabe 23.13.*

Bestimme die Ganzheitsbasen fiir die Unterringe zu sémtlichen Untergruppen
der Galoisgruppe in der Situation von Aufgabe 23.11 fiir p = 7.

Aufgabe 23.14. Bestimme die Ganzheitsbasen fiir die Unterringe zu samt-
lichen Untergruppen der Galoisgruppe in der Situation von Aufgabe 23.11
fiir p = 11.

Aufgabe 23.15.*

Es sei S = Z[2(] C Rs der durch 2¢ erzeugte Unterring des fiinften Kreis-
teilungsringes, wobei ¢ = €*/® die erste primitive fiinfte Einheitswurzel
bezeichnet.

(1) Bestimme eine Gleichung fiir S tiber Z.
(2) Zeige, dass die Galoisoperation auf dem fiinften Kreisteilungskorper
keine Gruppenoperation auf S induziert.

(3) Bestimme SN Z[#g]

Die folgende Aufgabe gibt in Verbindung mit Aufgabe 22.24 eine natiirliche
Erkldarung fiir das in Aufgabe 22.20 beobachtete Verhalten.
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Aufgabe 23.16.*
Wir betrachten die Koérperkette
Q C QX]/(X*-3X+1) C Ky
und die zugehorige Kette von Zahlbereichen
Z C Z[X]/(X?®—-3X +1) C Ry.
Wenn ( eine neunte primitive Einheitswurzel bezeichnet, so sei
X =¢+¢,
vergleiche Aufgabe 22.23. Zeige, dass fiir jede Primzahl p # 3 in
Z/(p)[X]/(X* = 3X +1)
eine der Beziehung
X
XP =< X2-2
—X?—-X+2

gilt. Zeige ferner, dass es allein von der Restklasse von p modulo 9 abhéngt,
welche der drei Fille gilt.

Aufgabe 23.17.*

Zeige, dass im sechsten Kreisteilungsring Rg weder v/6 noch /—6 enthalten
ist.

Aufgabe 23.18. Es sei p eine ungerade Primzahl und

p—1 r
=3 (5)¢
r=0 p
die (erste) quadratische Gaufisumme. Es sei o ein Automorphismus des p-
ten Kreisteilungsringes. Zeige o(g) = ¢ genau dann gilt, wenn unter den

Isomorphismen
Aut (Rp> = (Z/(p>>>< = (Z/(p - 1)7 +, 0)

o durch eine gerade Zahl reprasentiert wird.

Aufgabe 23.19.*

Berechne mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes und seiner Er-
anzungssitze das Legendre-Symbol

(s11)-
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Aufgabe 23.20.*

Berechne mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes und seiner Er-
gidnzungssitze das Legendre-Symbol

263
1231 ) °

Bemerkung: 563 und 1231 sind Primzahlen.

Aufgabe 23.21.*

Beschreibe mittels geeigneter Kongruenzbedingungen diejenigen ungeraden
Primzahlen p mit der Eigenschaft, dass 7 ein Quadratrest modulo p ist.

Gibt es unendlich viele solche Primzahlen?

24. VORLESUNG - GITTER

24.1. Gitter.

In der néachsten Vorlesung werden wir einen Zahlbereich iiber seine reellen
und komplexen Einbettungen als Gitter in einem reellen Vektorraum reali-
sieren. Hier besprechen wir die dazu notwendigen Begrifflichkeiten aus der
konvexen Geometrie.

Definition 24.1. Es seien vy, ...,v, linear unabhéngige Vektoren im R™.
Dann heifit die Untergruppe Zv, @ - - - & Zv,, ein Gitter im R™.

Manchmal spricht man auch von einem vollstindigen Gitter. Als Gruppen
sind sie isomorph zu Z", hier interessieren aber auch Eigenschafen der Ein-
bettung in R". Ein Gitter heifit rational, wenn die erzeugenden Vektoren zu
Q™ gehoren. Das durch die Standardvektoren eq, ..., e, erzeugte Gitter heifdt
Standardgitter.

Lemma 24.2. Es seien vy, ...,v, und wy,...,w, Basen im R™. Dann stim-
men die zugehorigen Gitter I’ = Zvi @ - DZv, und A = Zu, ® - ® Zw,
genau dann tiberein, wenn thre Ubergangsmatriz ganzzahlig mit Determinante
+1 ist.

Beweis. Es seien M und N die (reellen) Ubergangsmatrizen zwischen den
beiden Basen, dabei gilt
MoN = E,
und
det M -det N =1

nach dem Determinantenmultiplikationsatz. Seien die Gitter gleich. Dann
folgt aus v; € A, dass in

n

Uj = E c,-jwz-

=1
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die Koeffizienten c;; ganzzahlig sind und damit sind die Ubergangsmatrizen
ganzzahlig. Thre Determinanten sind somit auch ganzzahlig und aus der De-
terminantenbedingung folgt, dass die Determinanten 1 oder —1 sein miissen,
da dies die einzigen Einheiten in Z sind.

Wenn beide Ubergangsmatrizen ganzzahlig sind, so gilt

rcAcCr
und damit Gleichheit. O
Beispiel 24.3. Das Standardgitter I' im R? wird durch die Standardbasis
ey, eo erzeugt, aber auch durch die beiden Vektoren (51))) und (?), siche
Lemma 24.2.

Satz 24.4. Zu einem Gitter I' = Zv, & --- ® Zv, C R" ist die topologische
Restklassengruppe R™ /T isomorph zum n-dimensionalen Torus S* x -+ x S!
(mit n Faktoren).

Beweis. Nach Aufgabe 24.3 kénnen wir davon ausgehen, dass I' das Stan-
dardgitter Ze, @ - - - @ Ze,, ist. Fiir dieses gilt

R"/(Ze1 ® -+ ® Zen) = (R/Ze1) x -+ x (R/Ze,) = S* x --- x S

24.2. Konvexe Mengen.

Definition 24.5. Eine Teilmenge T C R"™ heifit konver, wenn mit je zwei
Punkten P,QQ € T auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke, also jeder
Punkt der Form

rP+ (1 —7r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.

Der Durchschnitt von konvexen Teilmengen ist wieder konvex. Daher kann
man definieren.

Definition 24.6. Zu einer Teilmenge U C R™ heifit die kleinste konvexe
Teilmenge T, die U umfasst, die konvezre Hiille von U.
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Die konvexe Hiille ist einfach der Durchschnitt von allen konvexen Teilmen-
gen, die U umfassen.

Im zweidimensionalen kann man sich die konvexe Hiille so vorstellen, dass
man eine Schnur um die fixierten Punkte aus U legt und die Schnur dann
zusammen zieht. Dreidimensional nehme man ein Stofftuch.

Definition 24.7. Zu einem durch linear unabhéngige Vektoren vq,...,v,
gegebenen Gitter bezeichnet man die konvexe Hiille der Vektoren ejv; +
<o+ €u, mit ¢; € {0, 1} als die Grundmasche (oder Fundamentalmasche)
des Gitters.

Die in der vorstehenden Definition auftauchenden Vektoren sind die Eck-
punkte des von den Basisvektoren vq,...,v, erzeugten Parallelotops. Die
Elemente der Grundmasche selbst sind alle Vektoren der Form

UL 4 -+ T, mit 7 € [071]

Wir werden die Grundmasche hiufig mit 91 bezeichnen. Zu einem Gitter-
punkt P nennt man die Menge P+ eine Masche des Gitters. Ein beliebiger
Punkt ) € R™ hat eine eindeutige Darstellung @Q = tjv; + -+ + t,v, und
damit ist

Q = ([tJvr + -+ [tn]on) + (0 = [l ])or + -+ 4 (tn = [En])n),

wobei der erste Summand zum Gitter gehort und der zweite Summand zur
Grundmasche. Insbesondere haben zwei verschiedene Maschen nur Rand-
punkte, aber keine inneren Punkte gemeinsam.
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Da ein Gitter keine wohldefinierte Gitterbasis besitzt, gibt es eine wohlde-
finierte Grundmasche nur dann, wenn eine Gitterbasis fixiert wurde, siehe
Beispiel 24.3. Allerdings, und dies ist entscheidend, ist das Volumen einer
Grundmasche unabhéngig von der Gitterbasis und héngt nur vom Gitter
selbst ab. Dies folgt aus Lemma 24.2 in Verbindung mit Satz 67.2 (Analysis
(Osnabriick 2014-2016)). Das Volumen eines Parallelotops und insbesondere
einer Grundmasche kann man mit den beiden folgenden Satzen berechnen.
Vergleiche die Definition der Diskriminante und Lemma 8.9

Satz 24.8. Es sei vy, ...,v, eine Basis im R™ und sei P das davon erzeugte
Parallelotop. Dann gilt fiir das Borel-Lebesque-Maf$ A auf R™

A(P) = |det (vy,...,v,)]|,

wobei in der Matriz die Koordinaten von v; beziiglich der Standardbasis ste-
hen.

Beweis. Dies ist der entscheidende Schritt zum Beweis zu Satz 67.2 (Analysis
(Osnabriick 2014-2016)), siehe den Beweis dort. O

Satz 24.9. FEs sei (V,(—, —)) ein euklidischer Vektorraum, seivy, ..., v, eine
Basis von V' und sei P das davon erzeugte Parallelotop. Dann gilt fiir das
Borel-Lebesgue-Maf Ay auf V

A (P) = (det((vs, v;))1<i<n) %,

Beweis. Fiir den Beweis siehe Satz 67.8 (Analysis (Osnabriick 2014-2016)).
U
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24.3. Der Gitterpunktsatz von Minkowski.

Hermann Minkowski (1864-1909)

Definition 24.10. Eine Teilmenge T" C R"™ heifit zentralsymmetrisch, wenn
mit jedem Punkt P € T auch der Punkt —P zu T' gehort.

Definition 24.11. Ein topologischer Raum X heiit kompakt (oder diber-
deckungskompakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge [
il
eine endliche Teilmenge J C I derart gibt, dass
X =Ju
icJ
ist.

Nach dem Satz von Heine-Borel ist eine Teilmenge des R” genau dann kom-
pakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist. Ein weiterer im Folgenden
wichtiger Aspekt ist, dass disjunkte kompakte Teilmengen Y, Z C R™ einen
positiven Abstand haben, dass es also ein d > 0 mit

d(P,Q) > d
fir alle P € X und @ € Y gibt, sieche Aufgabe 24.14. Es wird auch der
Minimalabstand angenommen, sieche Aufgabe 24.15.
Der folgende Satz heifit Gitterpunktsatz von Minkowsk:.
Satz 24.12. Sei I' ein Gitter im R™ mit Grundmasche 9. Es sei T eine
konvexe, kompakte, zentralsymmetrische Teilmenge in R™, die zusdtzlich die

Volumenbedingung

Vol(T') > 2" Vol(9n)
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erfiille. Dann enthdlt T mindestens einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt.

Beweis. Wir betrachten das verdoppelte Gitter 2I'. Ist vy, ..., v, eine Basis
fiir I', so ist 2wy, ..., 2v, eine Basis fiir 2I". Wir bezeichnen die Grundmasche
von 2" mit N, fir ihr Volumen gilt Vol(MN) = 2" Vol(IM). Zu jeder Masche
MNg = Q@+ N, Q € 2I', betrachten wir den Durchschnitt

TQ = Tﬂ‘ﬁQ.

Da T kompakt und insbesondere beschrinkt ist, gibt es nur endlich viele
Maschen derart, dass dieser Durchschnitt nicht leer ist. Seien diese Maschen
(bzw. ihre Ausgangspunkte bzw. ihre Durchschnitte) mit 91; (bzw. @Q; bzw.
T;) i € I, bezeichnet (da der Nullpunkt aufgrund der Konvexitéit und der
Zentralsymmetrie zu T' gehort, umfasst I zumindest 2" Elemente). Die in die
Grundmasche 2 verschobenen Durchschnitte bezeichnen wir mit

Ti =T — Qi
Wir behaupten zunichst, dass die T} nicht paarweise disjunkt sind. Sei also
angenommen, sie wiren paarweise disjunkt. Mindestens eines der 7; (und
damit der T;) hat positives Volumen, sagen wir fiir i = 1. Wegen der ange-
nommenen Disjunktheit sind insbesondere

X=TymdY:= | T
i€l,i#1
disjunkt zueinander. Wir haben also zwei disjunkte kompakte Teilmengen,
und diese besitzen einen Minimalabstand d (d.h. zu jedem Punkt aus X
liegen in einer d-Umgebung keine Punkte aus Y, siche Aufgabe 24.14). Sei
r € X ein innerer Punkt (den es gibt, da X konvex ist und ein positives
Volumen besitzt) und sei y € Y. Mit S sei die Verbindungsstrecke von x
nach y bezeichnet, die ganz in O verlduft. Wir wihlen einen Punkt s € 5|
der weder zu X noch zu Y gehort (solche Punkte gibt es wegen des Minimal-
abstandes). Da s sowohl zu X als auch zu Y einen Minimalabstand besitzt,
gibt es eine e-Umgebung B von s, die disjunkt zu X und Y ist. Wir kénnen
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ferner annehmen, dass B ganz innerhalb von 9t liegt (wegen der Wahl von
x). Als eine Ballumgebung hat B ein positives Volumen, was zu folgendem
Widerspruch fiihrt.

Vol(M) > Vol(X UY UB)

— Vol (UT) + Vol(B)

il

> Y Vol(T)
= > _Vol(Ty)

\ifeoll(T)
2" Vol (901)
Vol(M).

Es gibt also Indizes ¢ # j und einen Punkt z € TN T] (z muss selbst nicht
zu T gehoren). Sei

1Vl

zii=24+Q;€Tiund z; =2+ Q; €Tj.
Wegen @;,Q; € 2I' ist auch Q; — Q; € 2I" und daher
02 @9

Aus z; € T folgt (wegen der Zentralsymmetrie) auch —z; € 7" und wegen
der Konvexitat von T ergibt sich

el.

Q;—0Q; 1 1 11
Wir haben also einen von Nullpunkt verschiedenen Gitterpunkt in 7" gefun-
den. [

24. ARBEITSBLATT

24.1. Aufgaben.

Aufgabe 24.1. Zeige, dass der Einheitskreis
Sp = {z € R[] =C||z| =1}
isomorph zu R/Z ist.

Aufgabe 24.2. Charakterisiere die Restklassengruppe eines Gitters I' C
R™.
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Aufgabe 24.3. Es seien I'1, 'y C R” vollstandige Gitter. Zeige, dass es eine
R-lineare Abbildung

R" — R"
gibt, die einen Gruppenisomorphismus

I'n — 15y

induziert.

Aufgabe 24.4. Es seien I',I's; C R” rationale vollstiandige Gitter. Zeige,
dass es eine Q-lineare Abbildung

Q" — Q"
gibt, die einen Gruppenisomorphismus
Fl — FQ

induziert.

Aufgabe 24.5. Es seien [';,I'y; C R” rationale vollstdndige Gitter. Zeige,
dass es ein rationales Gitter I' C R™ mit I'y,['s C I gibt.

Aufgabe 24.6. Alle Springméuse leben in Z? und verfiigen iiber zwei Spriin-
ge, namlich den Sprung +(3,4) und den Sprung +(5,2). Wie viele Spring-
maus-Populationen gibt es? Die Springméause Albert, Beate, Erich, Heinz,
Sabine und Frida sitzen in den Positionen

(14,11), (13,15), (17,12), (15,19), (16,16) und (12, 20).

Welche Springméuse kénnen sich begegnen?
Aufgabe 24.7. Sind alle Vierecke konvex?

Aufgabe 24.8. Zeige, dass der Durchschnitt von konvexen Mengen wieder
konvex ist.

Aufgabe 24.9. Sei U eine Teilmenge des R". Zeige, dass ein Punkt () € R"
genau dann zur konvexen Hiille von U gehort, wenn es endlich viele Punkte
P, € U, i€ I, und reelle Zahlen r;, i € I, mit r; € [0,1], >_._,;r; = 1 und mit

iel '
Q:ZTiPi

gibt.
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Aufgabe 24.10. Es sei X ein Hausdorffraum und es sei Y C X eine Teil-
menge, die die induzierte Topologie trage. Es sei Y kompakt. Zeige, dass Y
abgeschlossen in X ist.

Aufgabe 24.11. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Y7,...,Y, C
X kompakte Teilmengen. Zeige, dass auch die Vereinigung Y = J;", ¥; kom-
pakt ist.

Aufgabe 24.12. Es sei X ein Hausdorff-Raum, ¥ C X eine kompakte
Teilmenge und P ¢ Y ein Punkt. Zeige, dass es offene disjunkte Mengen
UV C XmitY C Uund P € V gibt.

Aufgabe 24.13. Essei X ein Hausdorff-Raum und seien Y, Z C X kompak-
te Teilmengen, die zueinander disjunkt seien. Zeige, dass es offene disjunkte
Mengen U,V C X mit Y C U und Z C V gibt.

Aufgabe 24.14. Es sei X ein metrischer Raum und seien Y, Z C X kom-
pakte Teilmengen, die zueinander disjunkt seien. Zeige, dass es ein d > 0
derart gibt, dass fiir beliebige Punkte P € Y und @ € Z die Abstandsbe-
dingung d(P, Q) > d gilt.

Aufgabe 24.15. Es seien X,Y C R” kompakte Teilmengen. Zeige, dass es
Punkte x € X und y € Y mit der Eigenschaft gibt, dass fiir beliebige Punkte
P € X und Q € Y die Abschétzung

d(z,y) < d(P,Q)
gilt.
Tipp: Betrachte die Produktmenge S x ' C R” x R® = R?" ynd darauf

die Abbildung (z,y) — Y.i,(z; — y;)?. Argumentiere dann mit Satz 36.12
(Analysis (Osnabriick 2014-2016)).

Aufgabe 24.16. Skizziere zum Gitter Z? in R? drei Teilmengen, die die
MaBbedingung des Gitterpunksatzes von Minkowski erfiillen, die den Null-
punkt, aber keine weiteren Gitterpunkte enthalten, und die jeweils zwei der
drei Bedingungen konvex, kompakt und zentralsymmetrisch erfiillen.
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25. VORLESUNG - ZAHLBEREICHE ALS GITTER

25.1. Zahlbereiche als Gitter.

Es sei Q C K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n. Geméfl Satz
7.12 gibt es n verschiedene Einbettungen von K in C. Diese kann man zur
komplexen Gesamteinbettung

7 K —C"

zusammenfassen. Insbesondere ist das Bild des Ganzheitsringes R unter die-
ser Abbildung interessant und erlaubt einen Zugang zu R, bei dem Metho-
den der diskreten Geometrie, der linearen Algebra, der Maftheorie eingesetzt
werden konnen. Nach Korollar 8.6 ist

R=~7"

wobei die Standardbasis einer Ganzheitsbasis by,...,b, von R entspricht.
Diese legt die komplexe Ganzheitsmatrix

(75 (bk))1§j,k§n

fest. Sie definiert ein ,komplexes Gitter” im C", das Quadrat ihrer Deter-
minante ist nach Lemma 8.9 die Diskriminante, u.s.w. Allerdings entwickeln
die angesprochen Methoden ihre Schlagkraft deutlicher, wenn man zu der
komplexen Gesamteinbettung eine reelle Version entwickelt.

Bei einer Einbettung
oc. K —C

unterscheidet man, ob das Bild innerhalb der reellen Zahlen liegt oder nicht.
Im ersten Fall spricht man von einer reellen Einbettung. Wenn o keine reelle
Einbettung ist, so spricht man von einer komplexen Einbettung, in diesem
Sinn ist also eine reelle Einbettung nicht komplex. Zu einer komplexen Ein-
bettung o ist auch die konjugiert-komplexe Einbettung

7K L) C komplexeﬁ;ljugation C
eine komplexe Einbettung, und zwar ist ¢ # &, denn sonst wére o eine reelle
Einbettung. Komplexe Einbettungen treten also immer paarweise auf. Es sei
r die Anzahl der reellen Einbettungen und 2s die Anzahl der komplexen
Einbettungen, also s sei die Anzahl der Paare von komplexen Einbettungen.
Dann gilt

n = r+ 2s.

Héufig fixiert man zu jedem Paar von komplexen Einbettungen eine Einbet-
tung davon, da sich die andere daraus direkt ablesen lasst. Die Wahl ist dabei
willkiirlich. Alle numerisch méglichen Kombinationen von r und s treten auch
auf.



241

Es seien p;, © = 1,...,r die reellen Einbettungen und oj, j = 1,...,s Re-
prasentanten der Paare von komplexen Einbettungen. Dies definiert eine Ge-
samteinbettung

K — R" x C°

die wir die reelle Gesamteinbettung nennen. Wenn man einzelne komplexe
Einbettungen durch ihre konjugierten Einbettungen ersetzt, so ergibt sich
ein natiirlicher R-linearer Isomorphismus. Dabei gilt als reeller Vektorraum

R™ x C* = R" x R* = R",

d.h. die reelle Dimension des Einbettungsraumes stimmt mit dem Grad der
Korpererweiterung iiberein. Zwischen der reellen Gesamteinbettung und der
komplexen Gesamteinbettung besteht der Zusammenhang

K Iy RrxC*
T\ 1y

CT‘+28 ,
wobei ¢ in den ersten » Komponenten die natiirliche Einbettung R C C und
in den hinteren Komponenten die Abbildung C — C x C, z — (z,%), ist.
Somit ist 1 eine R-lineare Abbildung. Ein Element b € K wird unter der
reellen Gesamteinbettung auf

und unter der komplexen Gesamteinbettung auf

p1(b)

abgebildet.
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Das Gitter zum Zahlbereich Z[v/—5] und zum Ideal (2,1 + +/—5) (blau, mit einer
Grundmasche).

Die reelle Gesamtabbildung ist trivialerweise injektiv, da sie ja sogar in jeder
einzelnen Komponente injektiv ist. Fiir die Gittertheorie der algebraischen
Zahlen (Minkowski-Theorie) ist aber entscheidend, dass das Bild des Rings
der ganzen Zahlen ein Gitter in diesem R™ ist, also nicht in einem reellen
Untervektorraum kleinerer Dimension liegt. Der Zahlbereich wird auf ein
Gitter abgebildet, eine Ganzheitsbasis auf eine Gitterbasis.

Definition 25.1. Es sei R ein Zahlbereich vom Grad n mit r reellen Ein-
bettungen und s Paaren von komplexen Einbettungen. Es sei

R R R xC° 2R x R*

die reelle Gesamteinbettung. Es sei by,...,b, eine Ganzheitsbasis von R.
Dann nennt man die reelle n x n-Matrix

(TjR(bk)) 1<j,k<n

die reelle Ganzheitsmatriz (zu dieser Basis).

Die reelle Ganzheitsmatrix steht mit der komplexen Ganzheitsmatrix in dem
oben durch v beschriebenen Zusammenhang.

Satz 25.2. FEs sei Q C K eine endliche Korpererweiterung vom Grad n mit
r reellen Finbettungen und s Paaren von komplexen Finbettungen. Es sei

™ K — R xC*~R"

die reelle Gesamteinbettung. Dann ist das Bild des Ganzheitsringes von K
unter T ein Gitter in R"
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Beweis. Es sei by, ..., b, eine Ganzheitsbasis von R. Es ist zu zeigen, dass die
8(by), k =1,...,n, linear unabhingig sind. Uber die R-lineare Abbildung

T T

Xy T,

U1 U + iUl
R™ x R* — C" x C*, o U

U1 U1 — 101

Ug Ug + 10,

Vs Ug — 1V

erhdlt man aus der reellen Gesamteinbettung die komplexe Gesamteinbet-
tung. Wiren die Elemente R-linear abhéngig, so wiirde das auch fiir die
Bilder unter der komplexen Gesamteinbettung gelten. Doch dies wére ein
Widerspruch zur Tatsache, dass die Diskriminante von b1, ..., b, nicht 0 ist,
siche Lemma 8.3. U

Wir werden dieses Gitter im R™ zumeist mit I' oder I'g oder I'g bezeichnen.
Die reelle Gesamteinbettung liefert einen Gruppenisomorphismus R = I" C
R™.

Beispiel 25.3. Es sei D < 0 quadratfrei und Ap der zugehorige ima-
gindr-quadratische Zahlbereich. Dann liefert eine fixierte Einbettung Ap C
@[\/5] C C = R? direkt eine Realisierung als Gitter im Sinne von Satz
25.2. Dem Element ¢; + ¢V D = ¢ + ¢ mi entspricht in der reellen Ebe-

q1 q1 . . . .
ne das Element = . Die Ganzheitsbasis 1,v/ D bei
(Q2V —D)) (CD\/ |DD)

D = 2,3 mod 4 bzw. 1,2 bei D = 1 mod 4 (vergleiche Satz 9.8) wird

unter der reellen Gesamteinbettung auf die reelle Ganzheitsmatrix

(b vin)

1 1
2
2
abgebildet.

Beispiel 25.4. Es sei D > 2 quadratfrei und Ap C Q[\/ﬁ] = K der
zugehorige reell-quadratische Zahlbereich. Es sei v/D einerseits ein fixierte

Quadratwurzel aus D in Ap und andererseits die positive reelle Quadrat-
wurzel. Die Abbildung

bzw.

/ + @V D
K RQ, + D (fh ) ,
(@ +avD) ¢ — VD
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ist dann die reelle Gesamteinbettung und liefert insbesondere eine explizite
Realisierung von Ap als Gitter im Sinne von Satz 25.2. Das Gitter hangt wie
die Ganzheitsbasis fiir Ap vom Rest von D modulo 4 ab, siche Satz 9.8.

Die Ganzheitsbasis 1,v/D bei D = 2,3 mod 4 baw. 1,4¥2 bei D = 1

mod 4 (vergleiche Satz 9.8) wird unter der reellen Gesamteinbettung auf die

reelle Ganzheitsmatrix
1 D
1 —vD

1 1+;/5
1 1—vD

2

bzw.

abgebildet.

Wenn Q C K eine Galoiserweiterung mit einer fixierten reellen Einbettung
p ist, so sind alle Einbettungen reell, und die gesamte Gitterabbildung wird
durch

R— R, fr— (p(o(f)), 0 € Gal (K]Q))

realisiert.
Beispiel 25.5. Die Korpererweiterung Q@ C Q[X]/(X? —3X +1) = K ist
eine Galoiserweiterung, wenn o € R eine Nullstelle von X3 —3X +1, so sind
auch 8 = a? — 2 und v = —a? — a + 2 Nullstellen, sieche Aufgabe 5.31. Die
Galoisgruppe permutiert diese Nullstellen. Der Automorphismus, der o auf
a? — 2 abbildet, schickt a? auf

(a2—2)2 =o' -4’ +4 =3 —-a—-4a*+4 = —a®*—a+4.
Wegen

R =7+ Za+ Za®
wird die gesamte Gitterabbildung durch
a+ ba + ca’?
R273 —R a+ba+ca’— |a+ba®—2)+c(—a®—a+4)],
a+b(—a? —a+2)+cla+2)

gegeben. Die Basis 1, o, o? wird auf die Gitterbasis

1 « a?
1], a? —2 | —a?—a+4
1 —a?—a+4 a4+ 2
abgebildet.
Wenn man 1, «, § als Ganzheitsbasis nimmt, so wird die Abbildung durch
a+ ba + df

R27Z — R a+ba+di— |a+b8+d(—a—p) |,
a+b(—a—p)+da
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beschrieben. Diese Basis wird dann auf die Gitterbasis

1 « 6]
1 ; 6 9 —Oé—ﬁ
1 —a—f «

abgebildet.

Satz 25.6. Es sei R ein Zahlbereich mat r reellen Finbettungen und s Paaren
von komplexen Einbettungen. Es sei M eine Grundmasche des Gitters I'g
unter der reellen Gesamteinbettung

™ R— R x C*2R" x R%,

Dann st das Volumen der Grundmasche beziiglich der euklidischen Standard-
metrik des R” x R gleich

1
Vol(m) = —-v/[Axl

Beweis. Wir haben die Zusammenstellung zu allen komplexen Einbettungen
T: R — C
und die reelle Gittereinbettung
™. R — R" x C?,
die durch die Einbettung
R” x C* — C™ (T1,..., %0 215+, 26) > (T1, .., Tp; 21,20, - -+, 25y Zs)

miteinander verbunden sind.

Zu einer Q-Basis by, ...,b, von Q(R) haben wir einerseits die reelle Ganz-
heitsmatrix
p1(b1) p1(b2) R p1(by)
prlb)  pr(b) o
Re (O'l(bl)) Re (Ul(bg)) Re (O’l(bn>>
Im (o1(b1)) Im (01(b2)) Im (01(by,))
Re (7.(01) Re (0u(b)) Re (0.(0n)




246

und andererseits die komplexe Ganzheitsmatrix

pi(br) pr(ba) ... ... pi(ba)
pr(b1)  pr(b2) pr(bn)
Ul(bl) 0'1(62) O'l(bn>
a1(b1) T1(be) 71(bn)
O'S(bl) O'S(bg) O'S(bn)
gs(b1) Ts(by) ... ... Ts(by)
Wenn man diese komplexe Matrix mit der Matrix (diese steht links)
1
1
1 1
-1 1
1
1

multipliziert, wobei der quadratische Block sich auf o; und @; bezieht, so
erhélt man in der Zeile zu o; das Doppelte des Realteils von ¢; und in der
darauf folgenden Zeile das Doppelte des Imaginérteils von o;. Die Determi-
nante der zuletzt notierten Matrix ist 2i. Wenn man diese Multiplikation fiir
jede komplexe Doppelzeile durchfiithrt (s Multiplikationen), so erhélt man
die Matrix, die aus der reellen Ganhzeitsmatrix hervorgeht, indem man die
hinteren 2s Zeilen jeweils mit 2 multipliziert. Deshalb gilt insgesamt

2% (det (T]R(bk))) = 2°1°(det (75(bk,)))-
Nach Lemma 8.9 und Satz 24.8 ist

VIAGL .. b)) = |(det (15(br)))]
2° (det (75 (bx)))
= 2°Vol(IM).

4

Beispiel 25.7. Es sei D < 0 quadratfrei und Ap der zugehorige imaginér-
quadratische Zahlbereich. Es gibt also s = 1 Paare von zueinander komplex-
konjugierten Einbettungen. Zur Ganzheitsbasis 1,v/D bei D = 2,3 mod 4
bzw. 1, VD hei D = 1 mod 4 gehort wie in Beispiel 25.3 berechnet die

2
reelle Ganzheitsmatrix

(o i)
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bzw.

Lo
(o i)

Deren Determinante, also bis auf das Vorzeichen der Fliacheninhalt der
Grundmasche des Gitters, ist

w3 ) - P
w (s ) - 42
0

bzw.

S| = 5

v 2
Die Diskriminante ist nach Lemma 9.9 gleich 4D bzw. D. In beiden Féllen

erhélt man also eine direkte Bestétigung von Satz 25.6.

Beispiel 25.8. Es sei D > 2 quadratfrei und Ap der zugehérige reell-
quadratische Zahlbereich. Es gibt also zwei reelle Einbettungen und somit ist
s = 0. Zur Ganzheitsbasis 1, vV/D bei D = 2,3 mod 4 bzw. 1, %ﬁ bei D =
1 mod 4 gehort wie in Beispiel 25.4 berechnet die reelle Ganzheitsmatrix

()

(1 1+vD )
2
1—vVD
1 2

Deren Determinante ist

det (1 \/5> = —2vD

bzw.

bzw.

1+vD 1-vD 1 D
det(i 2 >: \/_— +\/_:—\/5.

%5 2 2

Die Diskriminante ist nach Lemma 9.9 gleich 4D bzw. D. In beiden Féllen
erhélt man also wieder eine direkte Bestétigung von Satz 25.6.

Satz 25.9. Es sei R ein Zahlbereich mat r reellen Finbettungen und s Paaren
von komplexen Finbettungen. Es set a C R ein von 0 verschiedenes Ideal
und es sei N eine Grundmasche des vollstindigen Gitters T™(a). Dann ist
das Volumen von N (beziiglich der euklidischen Standardmetrik des R” x R?$)
gleich

Vol(M) — Qi 2n] - N(a).

Beweis. Das wird ahnlich wie Satz 25.6 bewiesen. U
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25. ARBEITSBLATT

25.1. Aufgaben.

Aufgabe 25.1.%*

Es sei R ein Zahlbereich ohne reelle Einbettung. Zeige, dass die Norm eines
jeden Elementes x € R, x # 0, positiv ist.

Aufgabe 25.2. Bestimme die Anzahl der reellen und der komplexen Ein-
bettungen von
K = Q[X]/(X?+2X —1).

Aufgabe 25.3. Es sei P € Z[X] ein normiertes irreduzibles Polynom vom
Grad d und K = Q[X]/(P). Woran erkennt man am Graphen von P die
Anzahl der reellen Einbettungen und die Anzahl der Paare von komplexen
Einbettungen von K?

Aufgabe 25.4. Bestimme fiir Z fiir die Ganzheitsbasis 1 (und die Ganzheits-
basis —1) die komplexe Ganzheitsmatrix und die reelle Ganzheitsmatrix.

Aufgabe 25.5. Bestimme fiir die Ganzheitsbasis 1,1 von Z[i] die komplexe
Ganzheitsmatrix und die reelle Ganzheitsmatrix. Bestimme den Flédchenin-
halt der Grundmasche des zugehorigen Gitters.

Aufgabe 25.6.*

Bestimme die reelle Ganzheitsmatrix zur Ganzheitsbasis 1, \3/5, /4 des kubi-
schen Zahlbereiches Z[v/2].

Aufgabe 25.7.*

Bestimme die reelle Ganzheitsmatrix zur Ganzheitsbasis ¢, ¢ 2 (3, ¢* des fiinf-
ten Kreisteilungsringes, wobei { = e% = cos 2?”4—1 sin 2?“ die primitive fiinfte
Einheitswurzel ist.

Aufgabe 25.8. Bestimme die reelle Ganzheitsmatrix zur Ganzheitsbasis
1, X, X2 X3 des achten Kreisteilungsringes

Ry = Z[X]/(X* +1).

Verwende, dass die komplexen Einbettungen dadurch gegeben sind, dass X
auf eine primitive achte Einheitswurzel abgebildet wird, und dass diese die
Gestalt ¢ = i\% + \/iii besitzen.
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Aufgabe 25.9. Es sei Q C K eine Galoiserweiterung vom Grad n. Zeige,
dass fiir die Anzahl r der reellen Einbettungen r = 0 oder r = n gilt.

Aufgabe 25.10. Bestimme sémtliche quadratischen Zahlbereiche R mit der
Eigenschaft, dass der Flacheninhalt der Grundmasche des zugehorigen Git-
ters ' gleich 1 ist.

Aufgabe 25.11. Studiere den Beweis zu Satz 25.6 am Beispiel von Z([i]

Aufgabe 25.12.*

Uberpriife Satz 25.6 am Beispiel des kubischen Zahlbereiches Z[v/2] (siehe
Lemma 16.5 zur Berechnung der Diskriminante und Aufgabe 25.6 zur Be-
stimmung der reellen Ganzheitsmatrix).

26. VORLESUNG - DIE ENDLICHKEIT DER KLASSENZAHL

26.1. Die Endlichkeit der Klassenzahl.

Das Ziel dieser Vorlesung ist es, die Endlichkeit der Idealklassengruppe eines
Zahlbereichs zu beweisen. Dies geschieht mit den Gittermethoden der bei-
den letzten Vorlesungen. Diese Methoden erlauben es prinzipiell auch, die
Idealklassengruppe algorithmisch zu berechnen und zu entscheiden, ob ein
Zahlbereich faktoriell ist oder nicht.

Lemma 26.1. Es sei R ein Zahlbereich. Dann gibt es nur endlich viele Ideale
a in R, deren Norm unterhalb einer gewissen Zahl liegt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es zu einer natiirlichen Zahl n nur endlich
viele Ideale a in R mit N(a) = n gibt. Sei also a ein solches Ideal. Dann
ist n € a nach Lemma 10.5 und damit entspricht a einem Ideal aus R/(n).
Dieser Ring ist aber nach Satz 9.14 endlich und besitzt somit iiberhaupt nur
endlich viele Ideale. U

Lemma 26.2. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante A\ und s Paaren
von komplexen FEinbettungen. Fs sei a # 0 ein Ideal. Es sei d, eine Familie
von n positiven reellen Zahlen zu jeder reellen oder komplexen Finbettung,
wobei fiir konjugiert komplexe Einbettungen die gleiche Zahl vorliege. Ferner

gelte
2 S
|T| d, > (;) |A|N(a)

Dann gibt es ein f € a, f # 0, mit der Eigenschaft
IT(F)] < dr

fiir alle 7.
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Beweis. Wir nummerieren die Einbettungen mit 1, ..., r fiir die reellen und
r+1,r4+2...,r4+2s — 1,7 + 2s durch, wobei die konjugiert-komplexen
Einbettungen nebeneinander stehen. Wir betrachten die Menge

2
M = {(I‘l,...,xr,$r+1,...,$r+25)ERT+S||$j|<dj
. : 2 2 2 .. .
furjzla"'ar7xr+j+x7«+j+1<dr+jfur]:173,...,28—1}.

Dies ist eine Produktmenge aus r Intervallen der Lénge 2d; und s Kreisschei-
ben mit den Radien d;. Diese Menge ist offensichtlich zentralsymmetrisch und
konvex ist. Die Menge ist so nicht kompakt. Wir kénnen aber jedes r; der-
art verkleinern, dass die Bedingung nach wie vor erfiillt ist und dann in der
entsprechenden Menge < statt < schreiben. Da die Menge ein Produkt aus
Intervallen und Kreisen ist, ist ihr Volumen gleich

T r+2s n
2" H d]' -7t H dj = 2'r® H dj
j=1 j=r+1 Jj=1

(man beachte, dass der Fldcheninhalt des Kreises durch das zweifache Vor-
kommen der hoheren d; beriicksichtigt wird). Nach Voraussetzung und nach
Satz 25.9 ist dieses Volumen grofer als

o (3) AIN@) = 27+/JAIN(a)

7T
27593 Vol ()
2" Vol(M),

wobei 91 die Grundmasche des Gitters zum Ideal a unter der reellen Ge-
samteinbettung bezeichnet. Nach dem Gitterpunktsatz von Minkowski gibt es
einen Gitterpunkt # 0, der in M liegt. D.h. es gibt ein f € amit |7;(f)| < d;
fiir alle 7. U

Korollar 26.3. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante /N und s Paa-
ren von komplexen Einbettungen. Es sei d, eine Familie von positiven reellen
Zahlen zu jeder reellen oder komplexen Einbettung, wobei fiir konjugiert kom-
plexe Einbettungen die gleiche Zahl vorliege. Ferner gelte

2 S
I1d- > (%) VA
Dann gibt es ein f € R, f # 0, mit der Figenschaft
I7(f)| < d-

fiir alle T.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 26.2, angewendet auf das Einheitsideal

a=R. O
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Korollar 26.4. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante /\ und mit s
Paaren von komplexen FEinbettungen. Dann enthdlt jedes Ideal a # 0 ein

Element f € a, f # 0, das die Normschranke
2 S
vl < (2) ViBiNG)

™
erfillt.

Beweis. Fiir jede Wahl von positiven reellen Zahlen d, (wobei 7 die komple-
xen Einbettungen durchldauft, und wobei die Paarbedingung fiir nichtreelles

T gelte) mit
2 S
UdT > (;) |AIN(a)

gibt es nach Lemma 26.2 ein f € a, f # 0, mit
IT(N)] < d;

fiir jede komplexe Einbettung 7. Nach Lemma 7.14 ist somit
INOOL = TTI=Hl < T[] é-

Wiirde es kein f mit Betragsnorm unterhalb (einschlielich) der angegebenen

Grenze geben, kénnte man daraus direkt einen Widerspruch produzieren.
O

Lemma 26.5. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante A\ und mit s
Paaren von komplexen Einbettungen. Dann enthdlt jede Idealklasse aus der
Klassengruppe ein Ideal a C R, das die Normschranke

N(a) < (E)sm

T
erfillt.

Beweis. Es sei ¢ die Idealklasse. Die inverse Idealklasse ¢~ sei durch das

Ideal b C R représentiert, sieche Lemma 13.5. Nach Korollar 26.4 gibt es ein

f € b mit
v < (2) VIEING)

Dann ist f-b7! ein Ideal, da ja b~! alle Elemente aus b nach R multipliziert,
und das ¢ repréasentiert. Nach Korollar 12.14 ist

Vo) = Moo < (2) Viaiveve = (2) Vil
]

Satz 26.6. Es sei R ein Zahlbereich. Dann ist die Divisorenklassengruppe
von R eine endliche Gruppe.
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Beweis. Nach Lemma 26.5 wird jede Klasse in der Klassengruppe durch ein
Ideal mit einer Norm représentiert, die durch die dort angegebene Schranke
beschrankt ist. D.h., dass die Ideale mit einer Norm unterhalb dieser Schranke
alle Klassen repréasentieren. Nach Lemma 26.1 gibt es aber iiberhaupt nur
endlich viele Ideale mit einer Norm unterhalb einer gegebenen Schranke. [J

Das im Beweis verwendete Lemma bietet prinzipiell eine Abschéitzung fiir die
Anzahl der Klassengruppe.

Definition 26.7. Es sei R ein Zahlbereich. Dann nennt man die Anzahl der
Elemente in der Klassengruppe von R die Klassenzahl von R.

Es ist iiblich, die Klassenzahl mit hg (oder hg, wenn K der Quotientenkorper
ist) zu bezeichnen.

Korollar 26.8. Es sei R ein Zahlbereich und sei a ein Ideal in R. Dann gibt
es einn > 1 derart, dass a™ ein Hauptideal ist.

Beweis. Fiir das Nullideal ist die Aussage richtig, sei also a von 0 verschie-
den. Die zugehorige Idealklasse [a] besitzt aufgrund von Satz 26.6 in der
Idealklassengruppe endliche Ordnung, d.h., dass fiir einn > 1

[a"] = [a]" =0
ist. Dies bedeutet aber gerade, dass a”™ ein Hauptideal ist. U

Wir formulieren noch explizit die folgenden Kriterien fiir Faktorialitét.

Korollar 26.9. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante A\ und s Paaren
von komplexen Einbettungen. Fs sei vorausgesetzt, dass jedes Primideal p in
R, das die Normbedingung

N(p) < (E)Sm

T
erfillt, ein Hauptideal sei. Dann ist R faktoruiell.

Beweis. Es sei a ein Ideal # 0 unterhalb der angegebenen Normschranke.
Nach Satz 12.2 ist a = p;---pgr mit Primidealen p;, und wegen Korollar
12.14 sind die Normen dieser Primideale ebenfalls unter der Schranke. Da
all diese Primideale nach Voraussetzung Hauptideale sind, ist auch a ein
Hauptideal. Da nach Lemma 26.5 jede Idealklasse durch ein Ideal unterhalb
der Normschranke reprisentiert wird, bedeutet dies, dass jede Idealklasse
durch ein Hauptideal reprisentiert wird. Das heifit die Klassengruppe ist
trivial und damit ist nach Satz 14.2 der Ring R faktoriell. 0

Korollar 26.10. Es sei R ein Zahlbereich mit Diskriminante /N und s Paa-
ren von komplexen Finbettungen. Es sei vorausgesetzt, dass jede Primzahl p,

die die Normbedingung
2 S
p < (—) VIA

™
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erfillt, ein Primfaktorzerlequng besitzt. Dann ist R faktoriell.

Beweis. Es sei p ein Primideal derart, dass N(p) unterhalb der angegebenen
Schranke liegt, und es sei Zp = p N Z mit einer Primzahl p. Nach Korollar
8.8 ist die Norm von p gleich p’ mit i@ < n, so dass auch p unterhalb der
Schranke ist und somit nach Voraussetzung eine Primfaktorzerlegung fiir p
besteht. Daraus folgt aber, dass p ein Hauptideal ist. Aus Korollar 26.9 folgt
die Behauptung. U

Korollar 26.11. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und sei Ap der zu-
gehorige quadratische Zahlbereich mit Diskriminante /\. Es sei vorausgesetzt,
dass jede Primzahl p mit

)< bei D <0,
Tl A e Do,

2

PAVALAY
™

i Ap eine Primfaktorzerlequng besitzt. Dann ist Ap faktoriell.

Beweis. Fiir D < 0 folgt dies direkt aus Korollar 26.10, fiir D > 0 erfordert
dies eine zusétzliche Uberlegung. U

Beispiel 26.12. Es sei R = Z[y/—5], also D = —5 und A = —20. Jede
Idealklasse enthélt ein Ideal a der Norm

N(a) < Qm,

™

so dass nur Ideale mit Norm 2 zu betrachten sind. Ein Ideal a mit N(a) = 2
ist ein Primideal p mit pNZ = (2). Daher ist

p=(2,1+v=5) = (2,1 —+=5)

die einzige Moglichkeit. Nach Beispiel 10.7 ist p kein Hauptideal. Daher ist
die Idealklassengruppe isomorph zu Z/(2), wobei das Nullelement durch die
Hauptdivisoren (oder Hauptideale) reprisentiert wird und das andere Ele-
ment durch p.

Beispiel 26.13. Es sei R = A_j9 der quadratische Zahlbereich zu D =
—19, also A_j9 = Z[%‘Tg] bzw. A 19 & Z[Y]/(Y? =Y +5). Wir wissen
aufgrund von Satz Anhang 2.9, dass R nicht euklidisch ist. Dennoch ist R
faktoriell und nach Satz . ein Hauptidealbereich und die Klassengruppe ist
trivial. Hierfiir benutzen wir Korollar 26.11, d.h. wir haben fiir alle Primzah-

len p < QT\/E zu zeigen, dass sie eine Primfaktorzerlegung in R besitzen.
Diese Abschiatzung wird nur von p = 2 erfiillt. Fiir p = 2 ist der Restklas-
senring

R/(2) 2 Z/2)[Y]/(Y?+Y +1)
ein Korper, so dass 2 trage in R ist und insbesondere eine Primfaktorzerle-
gung besitzt.
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Beispiel 26.14. Wir wollen zeigen, dass der fiinfte Kreisteilungsring
Ry = ZIX]/(X*+ X°+ X*+ X +1)

faktoriell ist. Es gibt vier komplexe Einbettungen und die Diskriminante ist
nach Lemma 17.16 gleich +125. Wegen

9\ 2
(—) V125 <5
™
ist nach Korollar 26.10 nur zu iiberpriifen, ob die Primzahlen p = 2,3 in Ry
eine Primfaktorzerlegung besitzen. Da Z/(2)[X]/(X*+ X® + X2+ X +1)

und Z/(3)[X]/(X* + X3+ X? + X + 1) Kérper sind (vergleiche Satz 23.2),
sind 2 und 3 sogar Primelemente in Rj;.

Bemerkung 26.15. Fiir ein vorgegebenes quadratfreies D kann man grund-

sitzlich effektiv entscheiden, ob der quadratische Zahlbereich Ap faktoriell

ist oder nicht. Fiir D < 0 ist dies genau fiir
D=-1,-2-3-7,—-11,—-19,—-43,—67, —163

der Fall. Es war bereits von Gaufl vermutet worden, dass dies alle sind, es
wurde aber erst 1967 von Heegner und Stark bewiesen. Man weify auch, fiir
welche von diesen D der Ganzheitsbereich euklidisch ist, ndmlich nach Satz
Anhang 2.9 fir D = —1,—-2,—3,—7,—11, aber nicht fiir die anderen vier
Werte.

Fiir D > 0 wird vermutet, dass fiir unendlich viele Werte der Ganzheitsbe-
reich faktoriell ist. Fiir D < 100 liegt ein faktorieller Bereich fiir die Werte

2,3,5,6,7,11,13,14,17,19,21, 23,29, 31, 33, 37, 38, 41, 43, 46, 47,
53,57,59,61,62,67,69,71,73,77,83,86, 89, 93,94, 97

vor. Dagegen weifl man (Chatland und Davenport 1950), fiir welche positiven
D der Ganzheitsbereich Ap euklidisch ist, namlich fiir

D = 23,56,7,11,13,17,19, 21,29, 33, 37,41, 57, 73.

26. ARBEITSBLATT

26.1. Aufgaben.

Aufgabe 26.1. Es sei R ein Zahlbereich und a # 0 ein Ideal in R. Zeige,
dass es ein Element f € a mit der Eigenschaft gibt, dass fiir alle maximale
Ideale m gilt:

f € m genau dann, wenn a C m.

Aufgabe 26.2. Es sei R ein Zahlbereich und a # 0 ein Ideal in R. Zeige,
dass es eine natiirliche Zahl m € N derart gibt, dass das inverse Ideal a™*
zu a™ dquivalent ist.
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Aufgabe 26.3. Es sei R ein Zahlbereich. Zeige, dass es ein f € R, f # 0,
mit der Eigenschaft gibt, dass die Nenneraufnahme R; faktoriell ist.

Aufgabe 26.4. Es sei X = Spek(R) das Spektrum eines Zahlbereiches.
Zeige, dass jede offene Menge von X von der Form D(f) mit einem f € R
ist.

Aufgabe 26.5. Zeige mit Korollar 26.11, dass der Ring der Gauf3schen Zah-
len Z[i] faktoriell ist.

Aufgabe 26.6. Sei R = A3 der quadratische Zahlbereich zu D = 13. Zeige
mittels Korollar 26.11, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 26.7. Sei R = A_,3 der quadratische Zahlbereich zu D = —43.
Zeige mittels Korollar 26.11, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 26.8. Sei R = A_4; der quadratische Zahlbereich zu D = —67.
Zeige mittels Korollar 26.11, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 26.9. Es sei D quadratfrei und sei Ap der zugehorige quadratische
Zahlbereich. Ferner sei D ein Vielfaches von 5 und D = 2,3 mod 4. Zeige:
Ap ist nicht faktoriell.

Tipp: Siehe Aufgabe 10.2.

Aufgabe 26.10. Zeige, dass der siebte Kreisteilungsring R, faktoriell ist.

Aufgabe 26.11.%*
Zeige, dass der achte Kreisteilungsring Ry = Z[X]/(X* + 1) faktoriell ist.
Bemerkung: Der Betrag der Diskriminante von Rg ist 256.
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27. VORLESUNG - EINHEITSWURZELN

27.1. Einheitswurzeln in Zahlbereichen.

FEine Einheitswurzel in einem kommutativen Ring R ist das gleiche wie eine
Torsionseinheit, also ein Element x € R mit 2" = 1 fiir ein n € N,. Die
Menge aller Einheitswurzeln bilden eine Untergruppe der Einheitengruppe
R*. Wir bezeichnen sie mit p(R). Ebenso bildet die Menge aller n-ten Ein-
heitswurzeln eine Untergruppe, die wir mit p,(R) bezeichnen. Da eine n-te
Einheitswurzel eine Nullstelle des Polynoms X™ — 1 ist, gibt es iiber einem
Korper und damit auch iiber einem Integritétsbereich nach Korollar 19.9
(Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)) maximal n Nullstellen. Fiir einen
Integritatsbereich ist also p,(R) eine endliche Gruppe mit hoéchstens n Ele-
menten. Nach Satz 9.5 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019))
handelt es sich um eine zyklische Gruppe. Wenn sie die Ordnung n besitzt, so
nennt man einen Erzeuger eine primitive Einheitswurzel. Fiir die abstrakte
multiplikative geschrieben zyklische Gruppe mit n Elementen schreiben wir
iy, und die Eigenschaft, dass ein Korper K n n-te Einheitswurzeln besitzt
schreiben wir kurz als pu, C K.

Lemma 27.1. Es sei R ein normaler Integrititsbereich mit Quotien-

tenkorper Q(R). Dann ist u(R) = u(Q(R)).

Beweis. Die Inklusion u(R) C wp(Q(R)) ist klar. Sei ¢ € p(Q(R)), sagen
wir ¢" = 1. Da ¢ die Ganzheitsgleichung

X"—1=0
erfiillt, folgt aus der Normalitdt direkt, dass ¢ € R gehort. O

Diese Beobachtung kann man fiir Zahlbereiche anwenden. Wir werden im Fol-
genden die Aussagen fiir die Zahlbereiche formulieren, wobei die Argumente
teilweise iiber die Quotientenkorper, also iiber endliche Erweiterungen von @Q,
gehen, teilweise iiber den Zahlbereich selbst. Ohne die Voraussetzung normal
ist die Aussage nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 27.2. Wir betrachten den Ring
R = ZJ2i] C Z[i] C QJi] = K.

Der Quotientenkorper von R ist Q[i], R ist nicht normal. In R gibt es nur
die Einheitswurzeln 1 und —1, im Quotientenkorper gibt es dagegen die Ein-
heitswurzeln 1, —1,1, —1i.

Lemma 27.3. FEs sei R ein Zahlbereich, fiir den es zumindest eine reelle Ein-
bettung gebe. Dann ist die Gruppe der Einheitswurzeln p(R) gleich {1,—1}.

Beweis. Dies folgt direkt aus einer Inklusion R C Q(R) C R, da es in R
nur die beiden Einheitswurzeln 1 und —1 gibt und da Einheitswurzeln unter
einem Ringhomomorphismus auf Einheitswurzeln abgebildet werden. O
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In den komplexen Zahlen gibt es alle Einheitswurzeln. Die Kreisteilungskor-
per und Kreisteilungsringe zeigen, dass man Einheitswurzeln in endlichen
Erweiterungen von Q bzw. Z realisieren lassen. Die folgenden Aussagen zei-
gen, dass die Kreisteilungskorper im Wesentlichen durch ihre enthaltenen
Einheitswurzeln bestimmt sind.

Lemma 27.4. FEs sei K ein Korper der Charakteristik 0 und set n € N.
Dann enthdlt K genau dann eine primitive n-te Einheitswurzel, wenn fiir
den n-ten Kreisteilungskorper K, C K gilt.

Beweis. Die eine Richtung ist klar. Fiir die Riickrichtung sei ( € K eine pri-
mitive n-te Einheitswurzel. Dies definiert einen Einsetzungshomomorphismus

QX]/(X"-1) — K, X —> (.

Somit gibt es nach Lemma 19.9 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-
2019)) einen induzierten Ringhomomorphismus

QX]/(®a) — K
mit einem Teiler d von n. Doch dann gibt es auch einen Ringhomomorphismus
QX]/(X*—1) — K, X — (.

Bei d < n ist dies ein Widerspruch zur Ordnung von (. Also ist d = n und
es gibt einen Ringhomomorphismus

K, =Q[X]/(®,) — K.
U

Lemma 27.5. Die Einheitswurzelgruppe des n-ten Kreisteilungskorpers K,
15t
p(EKn) = fin
bei n gerade und
1(Kn) = pan
bei n ungerade.

Beweis. Nach Konstruktion der Kreisteilungskorper ist klar, dass K,, die n-
ten Einheitswurzeln enthélt. Wenn n ungerade und ¢ eine primitive n-te Ein-
heitswurzel ist, so ist —( eine primitive 2n-te Einheitswurzel und somit sind
die Inklusionen D klar. Es ist also noch zu zeigen, dass die Kreisteilungskoérper
keine weiteren Einheitswurzeln enthélt. Dazu kéonnen wir annehmen, dass n
gerade ist. Sei £ eine zusétzliche Einheitswurzel der Ordnung m. Wir kénnen
annehmen, dass m gerade und ein echtes Vielfaches von n ist, da die von
& und einer primitiven n-ten Einheitswurzel ¢ erzeugte Untergruppe wieder
endlich und zyklisch und ihre Ordnung ein Vielfaches der beiden Ordnun-
gen sein muss. Aus u,, C K, folgt K,, C K, nach Lemma 27.4. Es ist
m = 2"pi"---pfund n = 2°pit--pF mitr > s > lund r; > s, > 1.
Da ein Exponent echt grofler ist, ergibt sich ein Widerspruch zu Satz 17.10.

O
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Lemma 27.6. Es sei R ein Zahlbereich. Dann ist u(R) endlich und zy-
klisch.

Beweis. Wir argumentieren in der endlichen Erweiterung Q C K = Q(R),
die den Grad d habe. Wir behaupten zunéchst, dass die Ordnungen in p(K)
beschréankt ist. Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist, und sei r,, n €
N, eine streng wachsende (und damit unbeschrénkte) Folge von natiirlichen
Zahlen, die als Ordnungen von Elementen aus p(K') vorkommen. Dann gilt
nach Lemma 27.4 fiir die Kreisteilungskorper

K, C K.
Fiir der Grad d gilt dann unter Verwendung von Satz 17.10
d > gradg K,, = (1)

Wenn in den Primfaktorzerlegungen der Folgenglieder r, unendlich viele
Primzahlen p,, vorkommen, so ist

dzpm_l

Wenn hingegen in den Primfaktorzerlegungen nur endlich viele Primzahlen
vorkommen, so gibt es darin eine Teilfolge mit Primzahlpotenzen p*: als
Teiler mit s, — co. In diesem Fallist d > (p—1)p*~!. In beiden Fillen ergibt
sich ein Widerspruch zur Endlichkeit von d. Die Endlichkeit der Gruppe
folgt daher mit Korollar 19.9 (Lineare Algebra (Osnabriick 2017-2018)). Die
Zyklizitéat folgt aus Satz 9.5 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-
2019)). 0

Lemma 27.7. Es sei R der imagindr-quadratische Zahlbereich mit Diskrimi-
nante . Dann stimmt die Einheitengruppe R* mit der Einheitswurzelgruppe
p(R) dberein. Fir diese gibt es die folgenden drei Mdaglichkeiten.

(1) Bei A = —3 ist u(R) = Z/(6).
(2) Bei A = —4 ist p(R) = Z/(4).
(3) Bei A < =5 st u(R) = {1,—-1} = Z/(2).

Beweis. Wegen der expliziten Gestalt der Norm und Lemma 10.1 ist die
Einheitengruppe endlich, stimmt also mit der Einheitswurzelgruppe iiberein.
Es sei A der quadratische Zahlbereich zur quadratfreien Zahl D < —1.
Bei D = —1 ist A der Ring der Gauflschen Zahlen und es gibt die vier
Einheiten 1,—1,i,—i, und es ist A = —4 nach Lemma 9.9. Dies ist der
einzige quadratische Zahlbereich mit Diskriminante —4. Bei D = A = —3
liegt der Ring der Eisensteinzahlen vor, siche Beispiel 7.4. Er ist zugleich der
dritte und der sechste Kreisteilungsring und seine Einheitswurzelgruppe ist
nach Lemma 27.5 gleich Z/(6). Sei also die Diskriminante < —5. Die Norm
von a +bv'D € Q[vD] (mit a,b € Q) ist durch a® + b? |D| gegeben. Wenn
das Element zum Ganzheitsring gehort, so sind bei D = 2,3 mod 4 nach
Satz 9.8 die Koeffizienten a,b ganzzahlig und aus |D| > 2 folgt b = 0 und
aus Lemma 10.1 folgt a = +1. Bei D = 1 mod 4 sind ebenfalls nach Satz
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9.8 die Koeffizienten a,b ganzzahlige Vielfache von 1/2 und aus |D| > 7
folgt wieder b = 0 und a = +1. O

Zu einer kommutativen Gruppe H bezeichnen wir die Menge der Automor-
phismen mit Aut(H). Dies ist selbst eine Gruppe mit der Hintereinander-
schaltung als Verkniipfung. Fiir die kommutative Gruppe Z/(n) ist ein Grup-
penhomomorphismus in sich durch das Bild des Erzeugers festgelegt, und ein
Automorphismus liegt genau dann vor, wenn der Erzeuger auf einen Erzeuger
abgebildet wird. Deshalb ist

Aut (Z/(n)) = (Z/(n))*,

einer Einheit a rechts entspricht der Gruppenhomomorphismus x — ax.
Fiir p,, die multiplikativ geschriebene zyklische Gruppe der Ordnung n, gilt
entsprechend

Aut (u,) = (Z/(n))”,

und der Einheit a entspricht das Potenzieren x — x® Die Beschreibung
der Galoisgruppe fiir Kreisteilungskorper aus Satz 17.11 kann man somit als
einen Gruppenisomorphismus

Gal (K,|Q) = Aut(u,)

verstehen. Zwischen diesen beiden Gruppen besteht nun stets der folgende
Zusammenhang.

Lemma 27.8. Es sei Q C K eine endliche Korpererweiterung mait der
Galoisgruppe G und es sei

p(K) = p

die Einheitswurzelgruppe zu K. Dann operiert G in natirlicher Weise auf
w(K), d.h. es gibt einen Gruppenhomomorphismus

G — Aut(pu(K)) = (Z/(n))", o — (¢ = a(().

Wenn eine Galoiserweiterung vorliegt, so ist diese Abbildung surjektiv.

Beweis. Nach Voraussetzung enthélt K die n-ten Einheitswurzeln und da-
mit ist K,, € K nach Lemma 27.4. Insbesondere ist u(K) = p(K,). Die
Abbildung

Gal (K,|Q) — Aut(p(K)) = (Z/(n))"

ist nach Satz 17.11 ein Isomorphismus. Wenn Q C K galoissch ist, so ist K
nach Korollar 16.7 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) auch
galoissch iiber K, und die Q-Automorphismen lassen sich wegen Korollar
15.8 (Korper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)) nach K fortsetzen.

OJ
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27. ARBEITSBLATT

27.1. Aufgaben.

Aufgabe 27.1. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R ein nilpotentes
Element. Zeige, dass 1 + f eine Einheit ist.

Aufgabe 27.2. a) Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Einheitengruppe von
K nicht zyklisch unendlich ist.

b) Es sei R ein kommutativer Ring, dessen Charakteristik nicht zwei ist.
Zeige, dass die Einheitengruppe von R nicht zyklisch unendlich ist.

c) Beschreibe einen kommutativen Ring, dessen Einheitengruppe zyklisch
unendlich ist.

Aufgabe 27.3. Bestimme die zweiten Einheitswurzeln in Z/(105).

Zu einer kommutativen Gruppe G nennt man
{g € G| g hat endliche Ordnung}
die Torsionsuntergruppe von G.

Eine kommutative Gruppe G heif3t torsionsfrei, wenn fiir jedes Element x €

G, x #0,und n € Ny gilt nz # 0.

Aufgabe 27.4. Zeige, dass die Torsionsuntergruppe einer kommutativen
Gruppe G in der Tat eine Untergruppe ist.

Aufgabe 27.5. Es sei T' C G die Torsionsuntergruppe einer kommutativen
Gruppe G. Zeige, dass die Restklassengruppe G /T torsionsfrei ist.

Aufgabe 27.6. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Einheits-
wurzeln in R die Torsionsuntergruppe der Einheitengruppe ist.

Aufgabe 27.7.*

Zeige, dass es in der Restklassengruppe Q/Z zu jedem n € N, Elemente gibt,
deren Ordnung gleich n ist.

Aufgabe 27.8. Zeige, dass die Restklassengruppe Q/Z unendlich ist und
jedes Element eine endliche Ordnung besitzt.
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Aufgabe 27.9. Zeige, dass die Menge
S = {z€Qli] [|2|=1}

mit der Multiplikation in Q[i] eine kommutative Gruppe ist.

Aufgabe 27.10. Es sei
Sp = {z€Qli] | 2| =1}

der rationale Einheitskreis mit der aus Q[i]* ererbten Gruppenstruktur. Be-

rechne die ersten vier Potenzen von % + %i € S@.

Aufgabe 27.11. Es sei
Sg = {z€Qlil | 2| =1}

der rationale Einheitskreis mit der aus Q[i]* ererbten Gruppenstruktur. Zei-
ge, dass die Gruppen S¢, und Q/Z nicht isomorph sind.

Aufgabe 27.12.*
Bestimme fiir den siebten Kreisteilungsring
Ry = ZIX]/(X°+ X°+ X* + X° + X’ + X +1)
das Minimalpolynom fir Y = X + X! = X 4+ X% Ist Y eine Einheit?

Aufgabe 27.13. Bestimme fiir den neunten Kreisteilungsring
Ry = Z|X]/ (Do)
das Minimalpolynom fiir Y = X + X!, Ist Y eine Einheit?

Aufgabe 27.14.*

Bestimme fiir den elften Kreisteilungsring Ry; = Z[X]/(®11) das Minimal-
polynom fiir Y = X + X! = X + X' Ist Y eine Einheit?

Aufgabe 27.15. Bestimme fiir die Kreisteilungsringe R,, = Z[X]/(®,,) mit
n = 1,2,...,12, ob das Element X + X! cine Einheit ist oder nicht.

Aufgabe 27.16. Bestimme die Einheiten im Ring Z[v/—3].
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Aufgabe 27.17. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung und sei
tn(L) (zun € Ny ) die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in L. Zeige, dass
es zu jedem n einen natiirlichen Gruppenhomomorphismus

Gal (L|K) — Aut (u,(L))
gibt.

Aufgabe 27.18. Es sei Q C K eine endliche Galoiserweiterung und sei H
der Kern des Gruppenhomomorphismus

Gal (K|Q) — Aut(u(K)), 0 — (¢ — a(C)),

aus Lemma 27.8. Zeige K = K,,, wobei n die Anzahl der Einheitswurzeln
in K bezeichnet.

Aufgabe 27.19. Man gebe ein Beispiel fiir eine endliche Galoiserweiterung
Q C K derart, dass der Gruppenhomomorphismus

Gal (K|Q) — Aut(u(K)), 0 — (¢ — 0(Q)),

aus Lemma 27.8 nicht injektiv ist.

Aufgabe 27.20. Betrachte die endlichen Korpererweiterungen
Q C Qi) € QL VIT] = K.
Zeige, dass der Gruppenhomomorphismus
Gal (K|Q) — Aut(u(K)), o —> (¢ = o(C)),

aus Lemma 27.8 nicht surjektiv ist.

Aufgabe 27.21. Es sei Q C K eine endliche Korpererweiterung und R der
zugehorige Zahlbereich. Zeige, dass es einen natiirlichen Gruppenhomomor-
phismus

Gal (K|Q) — Aut (R™)
gibt.

Aufgabe 27.22. Es sei Q C K eine endliche Kérpererweiterung und R der
zugehorige Zahlbereich. Zeige, dass es Gruppenhomomorphismen

Gal (K|Q) — Aut (R*) — Aut(u(K))

derart gibt, dass die Gesamtabbildung der Homomorphismus aus Lemma
27.8 ist.
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Aufgabe 27.23. Es sei Q C K eine endliche Galoiserweiterung mit zu-
gehorigem Zahlbereich R. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent
sind.

(1) Die Einheiten bilden ein Algebraerzeugendensystem von R iiber Z.

(2) Fiir jeden Zahlbereich S C R ist die Einheitengruppe S* eine echte
Teilmenge von R*.

(3) Die Wirkung der Galoisgruppe auf R* ist treu.

Aufgabe 27.24.*

Man gebe ein Beispiel von zwei Zahlbereichen R und S, die als Ringe nicht
isomorph sind, aber die Eigenschaft haben, dass sowohl die additiven Struk-
turen (R, +,0) und (S,+,0) als Gruppen isomorph als auch die multiplika-
tiven Strukturen (R,-,1) und (5, -, 1) als Monoide isomorph sind.

28. VORLESUNG - DER DIRICHLETSCHE EINHEITENSATZ

28.1. Der Dirichletsche Einheitensatz.

Es sei R der Ganzheitsring zur endlichen Kérpererweiterung Q@ C K. In Satz
25.2 haben wir gesehen, dass das Bild der reellen Gesamteinbettung

™(R) =Tr C R" xC*

ein Gitter in R" x C* ist, wobei r die Anzahl der reellen Einbettungen und s
die Anzahl der Paare von komplexen Einbettungen bezeichnet. Zu jedem von
0 verschiedenen Element f € R ist 7%(f) in jeder reellen Komponente und
in jeder komplexen Komponente von 0 verschieden (Real- oder Imaginérteil
kann aber 0 sein). Um die Einheitengruppe von R zu verstehen, betrachten

wir die Abbildung

(RX)T X ((CX)S — R (1, T Zg 1y e Zrps)
(In|zy|,...,In|z,|;1n (\zr+1]2) ey In (|zr+s]2)).
In|zZ] = In(|z[*) = 2In|z|

heranzieht. Insgesamt haben wir die Verkniipfung der folgenden Abbildungen
K5 (R¥) x (©)° 5 ()" x (R)* "2 R x Re,
wobei die funktionalen Ausdriicke komponentenweise zu verstehen sind. Da
die Einbettungen und der Betrag multiplikativ sind und der Logarithmus die
Multiplikation in die Addition iiberfiihrt, liegt insgesamt ein Gruppenhomo-
morphismus
(KX7 17 ) — (RT+S7 07 +)

vor. Wir sprechen von der logarithmischen Gesamtabbildung und bezeichnen
sie mit L. Diese ist insbesondere fiir die Einheitengruppe R* C K* wichtig.
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Lemma 28.1. FEs sei R der Ganzheitsring zu einer endlichen Kdorpererwei-
terung Q C K mit r reellen Einbettungen und s Paaren von komplexen
Einbettungen. Dann besitzt die logarithmische Gesamtabbildung

L: KX — R

die folgenden Eigenschaften.

(1) Der Kern von L eingeschrdankt auf R* ist die Gruppe der Einheits-

wurzeln p(R) und insbesondere eine endliche zyklische Gruppe.

2) Das Bild L(R*) liegt in der Hyperebene
(2) g yp

r+s
H = {(vl,...,vm) 1> v :0} c R

j=1

(3) Das Bild L(R*) ist eine diskrete Untergruppe von H C R"*.

Beweis. (1) Fiir L liegt die Faktorisierung

R TS5 T\ {0} -5 R

vor. Ein Element f € K* wird genau dann unter L auf den Nullvek-
tor abgebildet, wenn 7(f) in jeder reellen oder komplexen Kompo-
nente den Betrag 1 besitzt. Diese Elemente liegen somit alle in einer
beschrénkten Teilmenge von R” x C® aber ja auch im Gitter I'. Da-
her ist diese Menge endlich und daher ist wegen der Injektivitit von
7 auch die zugrunde liegende Menge in R endlich. Also haben diese
Elemente endliche Ordnung und sind Einheitswurzeln. Umgekehrt ist
ein Torsionselement der Einheitengruppe von R in jeder Einbettung
ein Torsionselement und hat daher den Betrag 1, wird also unter L
auf 0 abgebildet.

Sei f € R* eine Einheit und sei

(pl(f)v s 7p7“(f);0-7“+1(f)7m(f)7 s 70-7“+s(f)70-7"+8(f)

das totale komplexe Einbettungstupel. Nach Lemma 7.14 ist die Norm
von f gleich

p1(f) - pr(f)oria(f) - T (f) - ovps(f) - Trps(f)
= pi(f)-pe(f) ‘0r+1(f)|2 T ‘UT+S(f)’2'

Nach Lemma 10.1 ist der Betrag davon gleich 1. Unter der kompo-
nentenweise genommenen Abbildung

In(]—)): (R¥)" x (C*)* — R" x R*

wird dieses Produkt auf die Summe abgebildet, somit gilt

Do (Al + Do (Nl + 3 Fi(f)]
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= Zln|pj(f)|+221n|ar+z(f)|
j=1 =1
= 0.

Die letzte Gleichung bedeutet gerade, dass L(f) auf der Hyperebene
H liegt.

(3) Es ist zu zeigen, dass das Bild L(R*) mit jeder beschrinkten Teil-
menge von H einen endlichen Durchschnitt besitzt. Das Urbild einer
beschrénkten Teilmenge unter ¢ ist aber auch beschrankt, und der
Durchschnitt mit dem Gitter I' ist endlich.

g

Die Hyperebene im vorstehenden Lemma hat die reelle Dimension r 4+ s — 1,
und darin ist das Bild eine diskrete Untergruppe. Es wird sich herausstellen,
dass das Bild in dieser Hyperebene sogar ein Gitter ist, also von r+s—1 linear
unabhéngigen Vektoren erzeugt wird. Wir erlautern die Situation anhand von
Beispielen kleinen Grades.

Beispiel 28.2. Zu quadratfreiem D < 0 und zugehérigem imaginir-qua,/-
dratischen Zahlbereich Ap C C (vergleiche Beispiel 25.3) ist die logarithmi-
sche Gesamtabbildung durch

Ap\ {0} — R, (a+bi/|D]) — In (a* + b*|D]),

gegeben. Der minimale Wert von a® + b? |D| ist 1 und das Bild der logarith-
mischen Abbildung liegt in R>(. Hieran sieht man erneut, dass es in Ap nur
Einheitswurzeln als Einheiten gibt, vergleiche Lemma 27.7.

Beispiel 28.3. Zu quadratfreiem D > 2 und zugehorigem reell-quadrati-
schen Zahlbereich Ap mit der Gitterrealisierung

Ap — R (a+bVD) — <Zt2\/\/g>

(vergleiche Beispiel 25.4) ist die logarithmische Gesamtabbildung durch

Ap\ {0} — R xR, (a +bVD) tnja+ bv'D
— R X KR, (a + — ,
P In|a — bv/D

gegeben. Diese induziert fiir die Einheiten den Gruppenhomomorphismus

In |a 4+ bV D
In a—b\/ﬁ 7

wobei das Bild (wegen Lemma 28.1 (2) oder direkt) auf der Gegendiagonalen
landet. Somit liegt ein Gruppenhomomorphismus (AB, : 1) — (R, +,0) vor.
Der Kern besteht aus {1, —1} und das Bild ist eine diskrete Untergruppe von
R. Wir werden gleich sehen, dass das Bild die Form Zv mit v # 0 besitzt.

AY — R xR, (a+bV/D) —
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Beispiel 28.4. Wir kniipfen an Beispiel 25.5 an, also
R = Z[X]/(X® - 3X +1).

Unter der logarithmischen Gesamtabbildung wird das Ringelement a + ba +

ca? auf
In |a + ba + ca?|

Inja+ b(a? — 2) + c(—a? — a + 4)|
In|a+b(—a? — a+2) + c(la+2)|
bzw. a + ba + df auf

In |a + ba + df|
Inja+ b8+ d(—a — B)|
Inja+ b(—a — ) + da|
abgebildet. Die Einheiten o bzw. 8 werden auf

In |«

In | 3]
In|—a — g

bzw.

In |5
In|—a —f|
In |«

und diese Vektoren liegen auf der durch z + y + 2 = 0 definierten Ebe-
ne. Die lineare Unabhéngigkeit dieser beiden Vektoren kann man iiber die
Determinante zeigen.

Die numerischen Werte der Nullstellen des Polynoms sind ungefihr
a~ 1,532, f~0,347, v~ —1,879.
Die Determinante der oberen 2 x 2-Untermatrix ist ungefahr
In|a|lnja+ 8] —In(|8])> ~ 0,426-0,631 — (—1.058)>
~ 0,89
# 0.

Die Bilder der beiden Einheiten o und f sind also linear unabhéngig und
daher besteht zwischen den Einheiten selbst in R keine Beziehung der Form

am — /BTL
fir (m,n) # (0,0).
Bemerkung 28.5. Zu einem Korperautomorphismus ¢ der Ordnung k #

1,2 auf einer endlichen Korpererweiterung Q C K mit einer reellen Einbet-
tung K C R und einem Element a € K mit

pla) # *a

sind o und ¢(«) exponentiell unabhéngig, d.h. es besteht keine Relation der
Form



267

mit (m,n) # (0,0). Aus
pla) = of
mit einem positiven rationalen Exponenten ¢ = ™ folgt ja
a = ¢fa) = o,

woraus sich wegen der reellen Einbettung ¢* = 1 ergibt, was ausgeschlossen
ist. Daher sind auch die Logarithmen der Betriige von a und ¢(a) linear
unabhéngig iiber Q. Wenn die Einheitengruppe den Rang 1 besitzt, so muss
bei rein reellen Erweiterungen zwischen den Einheiten o und ¢(«) bis auf
das Vorzeichen eine exponentielle Relation bestehen. Im reell-quadratischen
Fall sind in der Tat fiir eine Einheit a + bv/D wegen

(a+bVD)(a —bVD) = a®> —¥’D = +1
die beiden zueinander konjugierten Elemente auch bis eventuell auf das Vor-

zeichen zueinander invers.

Lemma 28.6. Es sei R ein Zahlbereich mit der zugehorigen reellen Ge-
samteinbettung
™ R— R xC*
und der Teilmenge
U = {(z1,. %0 2r41, -+, 2ras) €E RT X C* | |4
o |y |Zr+1|2 T |Zr+8|2 = 1} .
Dann gibt es eine beschrdnkte Teilmenge T C U mit

U = U T-7%(u).

ueRX

Beweis. Es sei d = r + 2s der Grad der Korpererweiterung. Nach Lemma
7.14 gehort 7 (u) zu einer Einheit u € R* zu U. Ferner ist U mit kompo-
nentenweiser Multiplikation abgeschlossen in R?. Es seien cy, ..., cq positive
reelle Zahlen mit ¢; = ¢;4; fiir die komplex-konjugierten Stellen und mit

2 S
Ci=cCp-cqg > <;> VIAK].

Wir betrachten die durch ¢ definierte beschréinkte Teilmenge

A= {(z1,...,zq) €ER?| |zj] < ¢ alle j}.
Zu einem Element y = (yi,...,yq) € R? ohne Nulleintrag ist die mit y
multiplizierte Menge gleich

yA = {(nz1,. .. yaza) € R | |z;] < ¢ alle 5}
{(217"'72d) € Rd ‘ ’Zj’ < |yj]cj allej}

Nach Lemma 10.9 gibt es in R fiir jede vorgegebene Norm bis auf Assozi-
iertheit nur endlich viele Elemente mit dieser Norm. Da als Norm nur ganze
Zahlen auftreten, gilt dies auch fiir die Elemente unterhalb einer fixierten
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Norm. Deshalb gibt es von 0 verschiedene Elemente fi,..., f, € R derart,
dass jedes Element g € R mit N(g) < ¢ zu einem der f; assoziiert ist.

Wir betrachten nun

T :=Un (U TR(fl-_1>A>
i=1
und behaupten
U = U T - 7%(u),
ucRX*
wobei die Inklusion D klar ist. Zum Beweis der anderen Inklusion sei y € U.
Wir betrachten y~'A. Wegen |y1]---|ys| = 1 gilt, dass das Produkt der
Grenzen in y~' A wieder gleich ¢ ist und damit die eingangs fixierte Bedingung
erfiillt. Nach Korollar 26.3 gibt es ein von 0 verschiedenes f € Rmit 7%(f) €
y LA, sagen wir
() =y e
mit z € A. Da die 7%(f) komponentenweise durch die ¢; beschréinkt sind,

ist der Betrag der Norm von f durch ¢ beschrankt. Daher gibt es ein f; aus
unserer endlichen Auswahlmenge und eine Einheit v mit f = wuf;. Somit ist

y = (f7) = 7 (fi et ()

und

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
Der folgende Satz heift Dirichletscher Einheitensatz.

Satz 28.7. Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und s Paaren
von komplexen Einbettungen. Dann ist

Rx — ZT+S—1 % o
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mit einer endlichen zyklischen Gruppe p.

Beweis. Die logarithmische Gesamtabbildung
L: R* — R"**
hat nach Lemma 28.1 den Kern

p= p(R)
und das Bild L(R*) ist eine diskrete Untergruppe von

r+s
H = {(Ul,...,vm) 1> v :0} c R

j=1
Unter der Faktorisierung

R

R* T (R) x (C*)° 5 R" x R®
mit £ = (In|—|,2In|—]) ist die Menge
U = {($17---,ﬂUr;Zr2+1,--~,Zré|-s) ER" x C° | |z
T |a7r| : |zr+1| T |Zr+8| = 1}
aus Lemma 28.6 das Urbild von H. Die Uberdeckung
U= J T -u)
u€ERX

mit einer beschriankten Teilmenge 7' C U, die es nach Lemma 28.6 gibt,
iibersetzt sich zu
H= ] «T)+ L(u).
u€ERX
Da ¢(T) ebenfalls beschrankt ist, folgt aus Aufgabe 28.4, dass die Bildgruppe
L(R*) ein Gitter in H ist.

Es liegt also eine kurze exakte Sequenz
0 — pu(R) — R* — LR )=z — 0

vor. Indem man fiir die Standardvektoren rechts Urbilder in R* wéhlt, erhalt
man auch eine Darstellung

R>< ~ M(R) % ZH—s—l‘
]

Definition 28.8. Eine Familie von Einheiten uq, ..., u,, € R in einem Zahl-
bereich R heifit ein System von Fundamentaleinheiten, wenn man jede Ein-

heit v von R in eindeutiger Weise als
u = Cuyt---upm

mit einer Einheitswurzel ¢ und ganzzahligen Exponenten n; schreiben kann.
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Bemerkung 28.9. Satz 28.7 besagt insbesondere, dass es Systeme von Fun-
damentaleinheiten gibt, und dass stets
m=r7r+s—1

ist, wenn wieder r die Anzahl der reellen und s die Anzahl der Paare von
komplexen Einbettungen bezeichnet. Bei einer Zerlegung

R* = p(R) xZ™
kann man eine Basis von Z™ und insbesondere die Standardbasis als System
von Fundamentaleinheiten nehmen. Man beachte, dass weder die Zerlegung
noch die dazu dquivalente Auswahl von Fundamentaleinheiten in irgendeiner
Form kanonisch ist. Es liegt eine natiirliche Untergruppenbeziechung

n(R) € R”

vor und damit gibt es auch einen natiirlichen Restklassenhomomorphismus

R* — R*/u(R),

und der Satz besagt eben, dass diese Restklassengruppe eine freie kommuta-
tive Gruppe vom Rang r + s — 1 ist, also isomorph zu Z"7!, es gibt aber
keine natiirliche Identifizierung dieser Restklassengruppe mit Z"™ =1 Aus
einer surjektiven Gesamtabbildung

R* — R*/u(R) =y grts—l

erhélt man eine freie Untergruppe von R*, indem man jedem Element der
Standardbasis rechts ein Urbild aus R* zuordnet und von dieser Abbildung
das Bild nimmt. Dies fithrt dann zu einer Zerlegung

R* = pu(R) x Z™.
Korollar 28.10. Es sei D eine quadratfreie Zahl und R = Ap der zugehori-
ge quadratische Zahlbereich.

(1) Wenn D positiv ist, so ist die Einheitengruppe isomorph zu {1, —1} X
7.
(2) Wenn D negativ ist, so ist die Finheitengruppe endlich.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 28.7 in Verbindung mit Lemma 27.3.
O
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28. ARBEITSBLATT

28.1. Aufgaben.

Aufgabe 28.1. Zeige, dass zu einer endlichen Korpererweiterung Q C K
die Menge

{z € K* | |r(z)| =1 fiir alle Einbettungen 7}

eine Untergruppe der Einheitengruppe von K ist, die die Einheitswurzelgrup-
pe 1K) umfasst, und dass die Einheitswurzelgruppe im Allgemeinen kleiner
ist.

Aufgabe 28.2. Es sei Q C K eine endliche Korpererweiterung mit aus-
schliefflich reellen Einbettungen. Es sei K C L eine quadratische Korperer-
weiterung und L besitze keine reelle Einbettung. Zeige, dass ein kommutati-
ves Diagramm

QIR B U I -

\’ \ A

X ™ xyr 2ol r
L — (C) — R

existiert, wobei die Abbildungen rechts komponentenweise zu verstehen sind
und wobei die horizontalen Abbildungen die logarithmischen Gesamtabbil-
dungen sind.

Aufgabe 28.3. Skizziere die Situation in Lemma 28.6 fiir verschiedene Zahl-
bereiche von kleinem Grad.

Aufgabe 28.4. Es sei V ein euklidischer Vektorraum, A C V eine diskrete
Untergruppe und B C V eine beschrénkte Teilmenge derart, dass [ J,ca v +
B = V ist. Zeige, dass A ein Gitter ist.

Aufgabe 28.5. Im Folgenden sind die Graphen zu normierten irreduziblen
Polynomen F' vom Grad 4 mit ganzzahligen Koeffizienten abgebildet. Es sei

R der Zahlbereich zur Korpererweiterung Q C K = Q[X]/(F'). Bestimme
den Rang der Einheitengruppe R*.
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Aufgabe 28.6.*

Es sei R ein Zahlbereich und es seien u,v € R* Einheiten und a,b von 0
verschiedene ganze Zahlen mit u® = v°. Zeige, dass es ganze Zahlen ¢, d und

Einheitswurzeln ¢,£ € p(R) und eine Einheit w derart gibt, dass u = (w*®
und v = Ew? gilt.

Aufgabe 28.7. Es sei R ein Zahlbereich und u € R* eine Einheit, die keine

Einheitswurzel sei. Zeige, dass man aus u nur zu endlich vielen Exponenten
Wurzeln ziehen kann.

Aufgabe 28.8. Es sei R ein Zahlbereich und sei u € R* Teil eines Systems
von Fundamentaleinheiten. Zeige, dass u keinerlei Wurzel besitzt.

Aufgabe 28.9.*

Es sei R ein Zahlbereich und sei v € R* derart, dass (u, wobei ¢ eine
Einheitswurzel in R bezeichnet, in R keinerlei Wurzel besitze. Zeige, dass
dann v Teil eines Systems von Fundamentaleinheiten ist.

Aufgabe 28.10. Es sei R ein Zahlbereich mit » > 1 reellen Einbettungen
und s Paaren von komplexen Einbettungen. Es gelte r +s > 3 und es
sei R C R eine fixierte reelle Einbettung. Zeige, dass es zu jedem § > 0
Einheiten v € Rmit 1 < u < 1+ 6 gibt.

Aufgabe 28.11. Essei S = Z[Y]/(Y? — 6Y + 1) und p eine ungerade Prim-
zahl derart, dass Y2 — 6Y + 1 in Z/(p)[X] irreduzibel ist. Zeige, dass Y kein
Erzeuger der multiplikativen Gruppe von Z/(p)[Y]/(Y? — 6Y + 1) ist.
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Aufgabe 28.12.*

Es sei R = Z[X]/(F) ein Zahlbereich mit einem normierten ganzzahligen
irreduziblen Polynom F'. Sei n € N, fixiert. Es sei p eine Primzahl mit den
folgenden Eigenschaften.

(1) n und p — 1 sind nicht teilerfremd.

(2) F ist irreduzibel in Z/(p)[X].

(3) Die Restklasse von X in L = Z/(p)[X]/(F) ist ein Erzeuger der
multiplikativen Gruppe L*

Zeige, dass dann X in R keine n-te Wurzel besitzt.

Aufgabe 28.13. Es sei R = Z[X]/(F') ein Zahlbereich mit einem normier-
ten ganzzahligen irreduziblen Polynom F'. Sei n € N, fixiert. Es sei p eine
Primzahl derart, dass p—1 nicht teilerfremd zu n sei. Es sei L ein Restekorper
des Faserringes R/pR mit der Eigenschaft, dass die Restklasse von X in L
ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe L* sei. Zeige, dass dann X in R
keine n-te Wurzel besitzt.

Aufgabe 28.14.*

Es sei R = Z[X]/(X?® —3X +1). Zeige mit Aufgabe 28.13, dass die Rest-
klasse z von X in R keine dritte Wurzel besitzt.

Aufgabe 28.15.*
Wir betrachten das Polynom F' = X3 —3X + 1 {iber Z/(7).
(1) Zeige, dass F ein irreduzibles Polynom in Z/(7)[X] ist.
(2) Es sei x die Restklasse von X in Z/(7)[X]/(X?® — 3X + 1). Berechne

2" und 21,
(3) Zeige, dass x in Z/(7)[X]/(X? — 3X + 1) eine dritte Wurzel besitzt.

Aufgabe 28.16. Es seien G und H kommutative Gruppen und sei p: G —
H ein Gruppenhomomorphismus.
(1) Zeige, dass dies einen Homomorphismus
tor (G) — tor (H)
zwischen den Torsionsuntergruppen und einen Homomorphismus
G/ tor (G) — H/ tor (H)
derart induziert, dass sich ein kommutatives Diagramm

0 — tor(G) — G — G/tor(G) — 0

S \ 1 \ \
0 — tor(H) — H — H/tor(H) — 0
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mit exakten Zeilen ergibt.

(2) Sei ¢ injektiv. Zeige, dass dann auch die induzierten Homomorphis-
men aus (1) injektiv sein miissen.

(3) Sei ¢ surjektiv. Miissen die induzierten Homomorphismen aus (1)
surjektiv sein?

Aufgabe 28.17. Es seien R und S Zahlbereiche und sei ¢: R — S ein
Ringhomomorphismus. Zeige, dass ein kommutatives Diagramm

1 — wu(R) — R* — R*/u(R) — 1

S 3 1 \ \’

1 — wu(S) — S — S/uS) — 1

von Gruppenhomomorphismen mit exakten Zeilen existiert, und dass die
vertikalen Homomorphismen injektiv sind.

Aufgabe 28.18.*

Es seien R und S Zahlbereiche und sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus
vom Grad d. Es sei u € R* eine Einheit, die in R*/u(R) keinerlei Wurzel
besitze (dazu ist dquivalent, dass u Teil eines Systems von Fundamentalein-
heiten ist). Es sei v € S mit

u = o".

Zeige, dass n ein Teiler von d ist.

Aufgabe 28.19. Es sei R,, der n-te Kreisteilungsring und S,, = R, N R,
vergleiche Aufgabe 17.5. Zeige, dass die Restklassengruppe R /S endlich
sind.

Aufgabe 28.20.*

Es sei p eine Primzahl, R, der p-te Kreisteilungsring und S, = R, N R,
vergleiche Aufgabe 17.5. Zeige, dass fiir die Einheitengruppen die Beziehung

Ry = p(Ry) -5

gilt. D.h. die Einheitengruppe wird von den Einheitswurzeln und den reellen
Einheiten erzeugt.

Aufgabe 28.21. Es sei R ein Zahlbereich und sei v € R* Teil eines Sy-
stems von Fundamentaleinheiten von R. Zeige, dass es eine Erweiterung von
Zahlbereichen R C S derart gibt, dass w in S nicht zu einem System von
Fundamentaleinheiten gehort.
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Aufgabe 28.22.*

Man gebe Beispiele fiir eine endliche Galoiserweiterung Q C K mit zugehori-
gem Zahlbereich R derart, dass der natiirliche Gruppenhomomorphismus

Gal (K|Q) — Aut (RX)
) bijektiv,
) injektiv und nicht surjektiv,
)
)

surjektiv und nicht injektiv,
weder injektiv noch surjektiv

(1
(2
(3
(4

ist.

Aufgabe 28.23. Essei QQ C K eine endliche Korpererweiterung mit Galois-
gruppe G und sei R der zugehorige Zahlbereich mit r reellen Einbettungen
und s Paaren von komplexen Einbettungen. Zeige, dass die Galoisgruppe
in natiirlicher Weise auf der Gruppe Z"+*~! durch lineare Automorphismen
wirkt.

Aufgabe 28.24. Es sei R ein reell-quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass
die Konjugation auf

R /{£1} = Z

als Negation wirkt.

Aufgabe 28.25. Essei Q C K eine endliche Korpererweiterung mit Galois-
gruppe G und sei R der zugehorige Zahlbereich mit r reellen Einbettungen
und s Paaren von komplexen Einbettungen. Zeige, dass die Galoisgruppe
in natiirlicher Weise auf der Gruppe Z"+*~! durch lineare Automorphismen
wirkt.

Aufgabe 28.26.*

Wir betrachten den Zahlbereich R = Z[X]/(X?3 — 3X + 1). Es ist (vergleiche
Beispiel 25.5)
Gal(R|Z) = Z/(3) = (¢)
und
R*/{£1} = 77
Bestimme die Matrix, die die Wirkung von ¢ auf Z? beschreibt.
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Aufgabe 28.27. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine kommutative
R-Algebra. Zeige, dass durch

df

A — QA|R7 f — —,

f

ein Gruppenhomomorphismus von der Einheitengruppe in den Modul der
Kéhler-Differentiale definiert wird.

Die vorstehende Abbildung heif3t logarithmische Ableitung.

Aufgabe 28.28.*

Beschreibe die logarithmische Ableitung explizit fiir die imagindr-quadrati-
schen Zahlbereiche.

Aufgabe 28.29.*

Es sei p eine Primzahl und R, der p-te Kreisteilungsring. Zeige, dass durch
die logarithmische Ableitung ein Gruppenhomomorphismus

p(By) — Q2
gegeben ist, dessen Kern gleich {£1} ist.

Aufgabe 28.30.*

Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen und s Paaren von komplexen Einbet-
tungen. Es sei f € R, f # 0, ein Element mit der Primidealzerlegung

(f) = o1 pp
Zeige, dass die Einheitengruppe R]f der Nenneraufnahme Ry isomorph zu
p(R) x Zr+sth=1 st

29. VORLESUNG - FUNDAMENTALEINHEITEN

Wir besprechen in verschiedenen Beispielen genauer, wie die Einheitengruppe
eines Zahlbereiches aussieht und wie Fundamentaleinheiten zu finden sind.
Nach dem Dirichletschen Einheitensatz, den wir in der letzten Vorlesung
bewiesen haben, ist der Rang der Einheitengruppe eines Zahlbereichs R mit
r reellen Einbettungen und s Paaren von komplexen Einbettungen gleich
r+s—1.

Der Rang der Einheitengruppe r+s—1 ist in zwei Fallen gleich 0, ndmlich bei
R = 7Z und wenn R ein imaginér-quadratischer Zahlbereich ist. In diesem
Fall wurden die moglichen Einheitengruppen (= Einheitswurzelgruppen) in
Lemma 27.7 besprochen. Fiir den Rang r +s—1 = 1, also r + s = 2, gibt
es die folgenden Moglichkeiten:
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(1) » = 2 und s = 0. Dann ist der Grad der Korpererweiterung gleich 2
und es handelt sich um eine reell-quadratische Korpererweiterung.

(2) 7 = 1 und s = 1. Dann ist der Grad der Korpererweiterung
gleich 3. Das Minimalpolynom der Ko&rpererweiterung ist ein ku-
bisches Polynom mit genau einer reellen Nullstelle, beispielsweise
Q C K = Q[X]/(X*—2).

(3) r = 0 und s = 2. Dann ist der Grad der Korpererweiterung gleich
4. Das Minimalpolynom der Kérpererweiterung ist ein Polynom vom
Grad 4 ohne reelle Nullstelle. Ein Beispiel ist Q ¢ K = Q[X]/(X*+
X3+ X? + X + 1), der fiinfte Kreisteilungskorper.

29.1. Fundamentaleinheiten im reell-quadratischen Fall.

Lemma 29.1. Es sei Ap ein reell-quadratischer Zahlbereich zu quadratfreiem
D > 2 und sei Ap C R eine fizierte reelle Einbettung. Dann besitzt A ,NR~,
ein Minimum und dieses ist eine Fundamentaleinheit.

Beweis. Die Einheitengruppe von Ap ist nach Korollar 28.10 isomorph zu
{1, =1} x Z, alle Einheiten sind von der Form +u™ mit n € Z und einer
Fundamentaleinheit u. Diese Beschreibung gilt auch in der Einbettung nach
R. Mit u ist genauso —u und «~! eine Fundamentaleinheit. Damit kénnen
wir v > 1 annehmen. Zwischen 1 und u kann es keine weitere Einheit aus Ap
geben, da sie ja die Form +u" besitzt, was bei negativem Vorzeichen negativ
ist und bei (positivem Vorzeichen und) n < 0 zwischen 0 und 1 liegt. Fiir
n > 2ist v > w. O

Wir werden die Fundamentaleinheit > 1 (beziiglicher einer reellen Einbet-
tung) hiufig als die Fundamentaleinheit schlechthin bezeichnen. Man beach-
te, dass das Bild der Einbettung Ap C R eine dichte Teilmenge ist. Zwischen
1 und der gewéhlten Fundamentaleinheit u gibt es also unendlich viele Zahlen
aus Ap, aber eben keine weiteren Einheiten.

Lemma 29.2. Es sei Ap ein reell-quadratischer Zahlbereich zu quadratfreiem
D > 2 und sei Ap C R eine fixierte reelle Einbettung. Dann sind fiir jede
Einheit a +bvVD € A, N Ry die Komponenten a und b positiv.

Beweis. Mit a + byv/D sind auch —a — bv/D, a — bv/D, —a + bv/D Einheiten,
wobei diese drei Elemente kleiner als 1 sind, da konjugierte Elmente im qua-
dratischen Fall bis eventuell auf das Vorzeichen invers zueinander sind. Des-
halb ist a+bv/D > a—bv/D, woraus b > 0 folgt, und a+bv/D > —a+bv/D,
woraus a > 0 folgt. |

Lemma 29.3. FEs sei Ap ein reell-quadratischer Zahlbereich zu quadratfrei-
em D > 2 und sei Ap C R eine fizierte reelle Einbettung. Dann ist die
Fundamentaleinheit a + bv/D € A5 NR<y dadurch charakterisiert, dass bei

ihr unter allen Einheiten o' + b'vVD € AR N Rsy die erste Komponente
mainimal ist.
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Beweis. Nach Lemma 29.1 gibt es eine Fundamentaleinheit a + bv/D, und
diese ist unter den Einheiten oberhalb von 1 minimal. Sei a’ + b'v/D eine
weitere solche Einheit > 1. Dann ist diese von der Form

a +¥VD = <a+ bx/ﬁ)n

a” + (Z) a7 20’D + . .. ((T) a" ot + .. ) VD

mit n > 2. Bei a > 1 folgt daraus sofort, dass ¢’ > a, und bei a < 1

kommt wegen Lemma 29.2 nach Satz 9.8 nur a = % in Frage, was iiber-
haupt (unabhéngig von der Einheitenbedingung) das Minimum fiir die erste
Komponente ist. U

Explizit geht es bei D = 2,3 mod 4 um die Losungen der Gleichung
a®* — Db* = 1

mit a, b ganzzahlig und bei D = 1 mod 4 um Losungen der Gleichung

5 2
(3) p(2) 2 4
2 2
mit a, b ganzzahlig mit a + b geradzahlig, was auf die ganzzahlige Gleichung
a’> — Db* = +4

fithrt. Diese Gleichung (en) nennt man auch die Pellsche Gleichung, wobei
der Sprachgebrauch nicht einheitlich ist. Die Gleichung in der letzten Form
erfasst jedenfalls alle Moglichkeiten, wobei nicht jede Losung zu einer Einheit
fithrt, beispielsweise entspricht

(a’7 b) = (27 0)
direkt keiner Losung (die Hélfte davon aber wiederum schon).

Bemerkung 29.4. Mit Lemma 29.3 kann man prinzipiell konstruktiv eine
Fundamentaleinheit bestimmen, indem man zu aufsteigendem a > 0 (ganz-
zahlig oder ein ganzzahliges Vielfaches von %) untersucht, ob die Gleichung

a’> —bv’D = +1

eine Losung in b besitzt, wofiir nur endlich viele Kandidaten zu iiberpriifen
sind. Man hat aber von vornherein keine Schranke fiir a, daher weifl man
nicht, wie schnell diese Methode zum Erfolg fiihrt.
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(3,2)

(3,-2)

x2-2y2=1

Beispiel 29.5. In Z[\/ﬁ] ist wegen
1+vV2)1-Vv2) =1-2=—1
das Element 1 + v/2 eine Einheit. Nach Lemma 29.3 handelt es sich um die

eindeutig bestimmte Fundamentaleinheit > 1.

Beispiel 29.6. Wir suchen in Z[v/3] gemiB Bemerkung 29.4 nach der Fun-
damentaleinheit, nach Satz 9.8 miissen wir nur a + byv/3 mit ganzzahligen
a,b > 1 iiberpriifen, ob

N(a+bV3) = a® = 3V* = +1
gilt. Fiir a = 1 gibt es keine Losung, und bei a = 2ist mit b = 1 eine Losung

gefunden. Somit ist 2 + V3 die Fundamentaleinheit. Die anderen Einheiten
oberhalb von 1 sind (2++v/3)" = 7+4v3, (2+v3)" = 26+ 15v/3, us.w.

Fiir quadratfreies D > 2 kann man so algorithmisch die Fundamentaleinheit
u > 1 des quadratischen Zahlbereiches Ap bestimmen. Fiir kleine D ergibt
sich die folgende Tabelle.

2 3 5 6 7 10 11 13 14 15

u | 1+4v2|24+V3 1+2\/5 54+2v6 | 84+43vV7 | 3+V10 | 104+ 3v11 | 18 +5v13 | 15+ 4v14 | 4 + V15

Die Norm der Fundamentaleinheit ist wie von jeder Einheit gleich 1 oder —1.
Es ist eine interessante Frage, ob die Fundamentaleinheit die Norm 1 oder —1
ist. Fiir D = 2,5,10,13,17, ... ist die Norm der Fundamentaleinheit gleich
—1.

29.2. Weitere Beispiele.

Beispiel 29.7. Wir betrachten den Zahlbereich R = Z[+/2] vom Grad 3,
eine Ganzheitsbasis ist 1, \‘"’/5, \3/§2 nach Korollar 16.2. Es ist

1-V2)1+V2+V2)=1-V2 =1-2 = 1.

d.h. das Element 1 — /2 ist eine Einheit, und zwar keine Einheitswurzel.
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In Frohlich/Taylor wird erwiihnt, dass in Q[+v/23] das Element

2166673601 + 761875860+/23 + 267901370+/23"
eine Fundamentaleinheit ist.

Beispiel 29.8. Der fiinfte Kreisteilungskorper (vergleiche Beispiel 17.5) die
Gestalt

K 2 QX]/(X*"+ X+ X*+ X +1)

und die komplexen Einbettungen sind durch X — €/27/5 mit j = 1,2,3,4
gegeben, wobei die Einbettungen zu 1 und 4 und zu 2 und 3 zueinander
komplex-konjugiert sind. Es gibt keine reelle Einbettung und es ist r = 0
und s = 2. Der Rang der Einheitengruppe ist also 1 nach Satz 28.7. Wegen
Q c Q[\/g] C Kj gibt es einen reellen Zwischenkodrper und dieser enthélt
auch schon eine Einheitengruppe vom Rang 1. Es ist

1+V5

5 =zt+z2+1=—-2"-2°

und wegen
L+ve 1-v6
TR -
ist dies eine Einheit im quadratischen Zahlbereich zu 5, und zwar nach Lem-
ma 29.3 die Fundamentaleinheit > 1.

29.3. Der Regulator.

Definition 29.9. Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und
s Paaren von komplexen Einbettungen und es sei uy, ..., u,,s 1 ein System
von Fundamentaleinheiten. Dann nennt man den Betrag der Determinante
der reellen (r +s—1) x (r + s — 1)-Matrix

Ll(“l) s L1<ur+371)

Lr+s—1(u1) Lr+s—1(ur+s—1)

wobei L = (Ly,...,L,;,) die logarithmische Gesamtabbildung bezeichnet,
den Regulator von R. Er wird mit Reg(R) bezeichnet.

Man beachte, dass in der Definition des Regulators nur r + s — 1 Kompo-
nenten der (logarithmischen) Gesamtabbildung verwendet werden. Das Bild
der Einheiten liegt ja in einer Hyperebene des R""*, ist also dort nicht volldi-
mensional. Wir werden gleich sehen, dass es zur Berechnung egal ist, welche
Komponente man weglésst. Wenn 4+ s = 1 ist (wie bei Z oder einem ima-
gindr-quadratischen Zahlbereich), so ist die Definition als 1 zu interpretieren
(Determinante der leeren Matrix).
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Lemma 29.10. Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und s
Paaren von komplexen Einbettungen und es sei uy, ..., u,+s_1 €in System von
Fundamentaleinheiten von R. Es sei A das von L(uy), ..., L(tuyys—1) im Un-

tervektorraum H = {(vl, ey Uprs) | Zgif vj = O} C R"™* erzeugte Gitter.
Dann besteht zwischen dem Regulator und dem Volumen einer Grundmasche

M von A der Zusammenhang
V1 + s-Reg(R) = vol ().
Beweis. Siehe Aufgabe 29.16. O

Dies zeigt insbesondere, dass es bei der Definition des Regulators auf die
Reihenfolge der Einbettungen nicht ankommt und man eine beliebige Kom-
ponente weglassen kann.

Bemerkung 29.11. Es sei D > 2 quadratfrei und Ap der zugehorige reell-
quadratische Zahlbereich. Es sei Ap C R eine reelle Einbettung und sei u
eine Fundamentaleinheit von R. Dann ist der Regulator von Ap gleich

Reg(Ap) = |In ful|.

An dieser Definition sieht man direkt, dass wenn man u durch eine der ande-
ren Fundamentaleinheiten —u, u=!, —u~! ersetzt, dies zum gleichen Ergebnis
fithrt: Das Vorzeichen wird durch den inneren Betrag und die Inversenbildung
durch den dufleren Betrag aufgefangen. Auch von der gewahlten Einbettung
héngt es nicht ab, da ja die andere Einbettung aus der gegebenen Einbet-
tung durch einen Automorphismus hervorgeht und dabei u auf eines der drei

Elemente abgebildet wird.

29. ARBEITSBLATT

29.1. Aufgaben.

Aufgabe 29.1. Es sei QQ C K eine endliche Korpererweiterung vom Grad
d und sei R der zugehorige Zahlbereich. Zeige, dass fiir Rang der Einheiten-
gruppe R* die Abschitzungen

rang R* < d—1

und
ane BX > %l— 1, bei d gerade,
ran
& - d%l, bei d ungerade,

gelten.

Aufgabe 29.2.*
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(1) Zeige die Gleichheit

1++5
9

1-5
2

In In

(2) Stimmt diese Gleichung auch ohne die &ufieren Betrége?
(3) Wie sieht es aus, wenn man die inneren Betriige weglédsst?

Aufgabe 29.3. Wir betrachten auf den von 0 verschiedenen reellen Zahlen
R* die folgende Menge von vier Abbildungen.

G = {lIdentitédt , Negation , Invertierung, Negation des Inversen}.

(1) Zeige, dass G eine kommutativen Gruppe ist. Was ist die Ordnung
der Abbildungen? Was ist der Isomorphietyp der Gruppe?

(2) Die Gruppe G operiert in natiirlicher Weise auf R*. Bestimme die
Bahnen zu dieser Operation, wie viele Elemente besitzen die Bahnen?
Gibt es Fixpunkte?

(3) Bestimme ein iibersichtliches Reprasentantensystem fiir die Operati-
on aus (2).

Aufgabe 29.4. Bestimme fiir den quadratischen Zahlbereich Ap zu D = 5
die Fundamentaleinheit > 1.

Aufgabe 29.5. Bestimme fiir den quadratischen Zahlbereich Ap zu D = 6
die Fundamentaleinheit > 1.

Aufgabe 29.6. Bestimme fiir den quadratischen Zahlbereich Ap zu D = 7
die Fundamentaleinheit > 1.

Aufgabe 29.7. Zeige, dass man Lemma 29.3 auch mit der zweiten Kompo-
nente formulieren kann. Zeige ferner, dass die erste Komponente nur in der
Fundamentaleinheit minimal ist, wihrend die zweite Komponente mehrfach
minimal sein kann.

Aufgabe 29.8. Zeige, dass die Einheitengruppe von Z[v/5] isomorph zu
{1,-1} x Z ist.

Aufgabe 29.9. Es sei R = Z[Y]/(Y? — 6Y + 1). Zeige, dass die Restklasse
y von Y in R kein Quadrat ist, wohl aber im Quotientenkorper Q(R).
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Aufgabe 29.10. Es sei u die Fundamentaleinheit von R = Z[v/2]. Bestimme
die multiplikative Ordnung von u in R/pR fiir p = 2,3,5,7,11.

Aufgabe 29.11.*

Beschreibe die logarithmische Ableitung

df

7

fiir R = 7Z[v/2] mit Hilfe einer Fundamentaleinheit von R. Was ist die Ord-
nung des Bildes einer Fundamentaleinheit?

R* — QR|Z7 f —

Aufgabe 29.12.*

Beschreibe die logarithmische Ableitung
df

RX — QR|Z7 f — —,

f

fir R = Z[v/7] mit Hilfe einer Fundamentaleinheit von R. Was ist die Ord-
nung des Bildes einer Fundamentaleinheit?

Aufgabe 29.13.*

Zeige, dass im 15. Kreisteilungsring Ry5 = Q[X]/(P15) mit
Pis = X - X"+ X° - X'+ X3 - X +1

das Element X — 1 eine Einheit ist.

Aufgabe 29.14.*

(1) Bestimme fiir den 15. Kreisteilungskorper Ri; = Q[X]/(P15) mit
D5 = X - X"+ X° - X'+ X° - X +1

das Minimalpolynom fiir Y = X + X! = X + X,

(2) Essei S = Z[Y] C Ry5 der von Y erzeugte Unterring. Bestimme die
Ringautomorphismen von S.

(3) Ist Y eine Einheit in S7

(4) Beschreibe die Einheitengruppe von S.

Aufgabe 29.15.*
Es sei

S ZIY]/ (Y= Y? —4Y? +4Y + 1)
Rys

Z[X]/(XS—X7+X5—X4+X3—X—i—1),
wobei Y = X + X! ist.

i
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(1) Zeige, dass das Element

zu S gehort.
(2) Schreibe Z als polynomialen Ausdruck in Y.
(3) Beschreibe S als quadratische Erweiterung von Z[Z].

Aufgabe 29.16.*

Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und s Paaren von kom-
plexen Einbettungen und es sei ug, ..., 4,15 1 €in System von Fundamental-
einheiten von R. Es sei A das von L(uy), ..., L(ty1s—1) im Untervektorraum
H = {(vl, ey Urgs) | Z;ij = 0} C R erzeugte Gitter. Zeige, dass
zwischen dem Regulator und dem Volumen einer Grundmasche 9T von A der
Zusammenhang

Vr+s-Reg(R) = vol (9)

besteht.
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