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Analysis 1

Vorlesung 5

Approximation

Ein grundlegender Gedanke der Mathematik ist der der Approximation, der
in unterschiedlichen Kontexten auftritt und sowohl fiir die Mathematik als
Hilfswissenschaft fiir die empirischen Wissenschaften als auch fiir den Aufbau
der Mathematik selbst, insbesondere der Analysis, entscheidend ist.

Das erste Beispiel dazu ist das Messen, beispielsweise der Lénge einer Strecke
oder der Dauer eines Zeitabschnittes. Abhéngig vom Kontext und der Ziel-
setzung gibt es sehr unterschiedliche Vorstellungen davon, was eine genaue
Messung ist, und die gewiinschte Genauigkeit hat eine Auswirkung auf das
zu wihlende Messinstrument.

Das Ergebnis einer Messung wird, bezogen auf eine physikalische Einheit,
durch einen Dezimalbruch angegeben, also eine abbrechende ,, Kommazahl*,
und die Anzahl der Nachkommagziffern gibt Aufschluss iiber die behauptete
Genauigkeit. Zur Angabe von Messergebnissen braucht man also weder irra-
tionale Zahlen noch rationale Zahlen, deren periodische Ziffernentwicklung
nicht abbricht.

Betrachten wir die Meteorologie. Aus Messungen an verschiedenen Messsta-
tionen wird versucht, das Wetter der folgenden Tage mit mathematischen
Modellen (und Computersimulation) zu berechnen. Hier wird man, um bes-
sere Prognosen machen zu kénnen, im Allgemeinen mehr Messstationen brau-
chen (wobei man irgendwann aufgrund von anderen Fehlerquellen mit zusétz-
lichen Messstationen die Prognosen nicht mehr optimieren kann).

Kommen wir zu innermathematischen Approximationen. Eine Strecke kann
man zumindest ideell in n gleichlange Teile unterteilen und man kann sich fiir
die Lange der Teilstiicke interessieren, oder man kann sich fiir die Lange der
Diagonalen in einem Einheitsquadrat interessieren. Die Lénge dieser Strecken
konnte man prinzipiell auch messen, doch bietet die Mathematik bessere
Beschreibungen dieser Langen an, indem sie beliebige rationale Zahlen und
irrationale Zahlen (wie hier /2) zur Verfiigung stellt. Die Bestimmung einer
guten Approximation erfolgt dann innermathematisch. Betrachten wir den
Bruch ¢ = % Eine Approximation dieser Zahl mit einer Genauigkeit von
neun Nachkommastellen ist durch

0,428571428 < g < 0,428571429
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gegeben. Die beiden Dezimalbriiche links und rechts sind also Approximatio-
nen (Abschétzungen) des wahren Bruches 2 mit einem Fehler, der kleiner als
# ist. Dies ist eine typische Taschenrechnergenauigkeit, je nach Zielsetzung
mochte man eine deutliche grofiere Genauigkeit (einen kleineren Fehler) ha-
ben. Die Rechnung in diesem Beispiel beruht auf dem Divisionsalgorithmus,
den man beliebig weit durchfithren kann, um beliebige Fehlergenauigkeiten
zu erreichen (dass man wegen der auftretenden Periodizitét irgendwann nur
noch die weiteren Ziffern ablesen und nicht mehr rechnen muss, ist ein zusétz-
licher Aspekt). Die Angabe einer Dezimalbruchapproximation einer gegebe-
nen Zahl nennt man auch eine Rundung.

Sowohl in der empirischen als auch in der innermathematischen Situation gilt
das folgende Approximationsprinzip.

Approximationsprinzip: Es gibt keine allgemeingiiltige Giite fiir eine Appro-
ximation. Ein gutes Approximationsverfahren ist keine einzelne Approxima-
tion, sondern eine Methode, mit der man zu jeder gewiinschten Giite (Fehler,
Toleranz, Genauigkeit, Abweichung) bei entsprechendem Aufwand eine Ap-
proximation finden kann, die diese vorgegebene Giite erreicht.

Mit diesem Prinzip im Hinterkopf werden viele Begriffe wie konvergente Folge
und Stetigkeit, deren prizise Formulierungen ziemlich kompliziert aussehen,
verstandlich.

Approximationen treten auch in dem Sinne auf, dass man empirische Funktio-
nen, von denen ein endliches Datensampling bekannt ist, durch mathematisch
moglichst einfache Funktionen beschreiben méchte. Ein Beispiel dazu ist der
Interpolationssatz. Spéter werden wir die Taylorformel kennenlernen, die ei-
ne Funktion in einer kleinen Umgebung eines einzelnen Punktes besonders
gut durch ein Polynom approximiert. Auch hier gilt wieder das Appproxima-
tionsprinzip in der Form, dass man, um die Funktion zunehmend besser zu
approximieren, den Grad der Polynome zunehmend hoher wihlen muss.

Wie gut eine Approximation ist, zeigt sich oft erst dann, wenn man mit
den Approximationen rechnen soll. Man mdochte beispielsweise wissen, wel-
che Abschétzung man fiir den Flacheninhalt eines Rechtecks hat, wenn man
Abschétzungen fiir seine Seitenldngen hat. Und zwar fragt man sich, wel-
chen Fehler man fiir die Seitenldngen erlauben darf, damit der Fehler des
Flacheninhalts noch innerhalb einer gewiinschten Toleranz bleibt.

Wir werden uns nun als Beispiel mit Quadratwurzeln beschéftigen und wie
man diese approximieren kann, und zwar, wie man sie als den Limes einer
Folge erhalten kann.

Folgen in einem angeordneten Korper

DEFINITION 5.1. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung

N— M, n+— z,,



nennt man auch eine Folge in M.

Eine Folge wird zumeist als (2,),.y, oder einfach nur kurz als (z,), ge-
schrieben. Im Folgenden beschréinken wir uns auf Folgen, deren Werte in
einem angeordneten Korper liegen, speziell in R (reelle Folgen), im zweiten
Teil werden wir auch mit Folgen in metrischen Rdumen arbeiten. Manch-
mal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert, sondern nur fiir
alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen lassen sich dann
sinngemé&fl auch auf diese Situation iibertragen.

Wir beginnen mit zwei motivierenden Beispielen.

BEISPIEL 5.2. Eine reelle Zahl z aus [0, 1] wird im Zehnersystem durch eine
unendliche Dezimalbruchentwicklung der Form

r = 0,21202324 . ..

wiedergegeben. Dabei sind die z,, n € N, Ziffern aus {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
und z,, bezeichnet die n-te Nachkommaziffer. Wenn man eine solche unendli-
che Ziffernentwicklung nur bis zur n-ten Stelle liest und die weiteren Stellen
vernachléssigt, so erhélt man die rationalen Zahlen
210" 4 210" 2 4 -+ 2,110 4 2,
Ty = 0,2129...2, = )
10m

die eine zunehmend bessere Approximation von x darstellen. Der Fehler der
n-ten Approximation x,, also der Abstand x — x,,, ist hochstens 1/10™. Man
kann also den Fehler beliebig klein machen, indem man die rationalen Ap-
proximationen x,, fiir hinreichend grofie n betrachtet.

BEeispiEL 5.3. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl , berech-
nen“, sagen wir von 5. Eine solche Zahl x mit der Eigenschaft 2* = 5 gibt es
nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung folgt. Wenn = € R ein solches Element ist, so hat auch —z diese
Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Aufgabe 5.4 nicht
geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
r? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heifit dabei, dass der Fehler (oder die
Abweichung) unter jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das klas-
sische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig gut anzunédhern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die néachste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := zy := 3
als erster Ndherung. Wegen 22 = 3> = 9 > 5 ist xp zu groB, d.h. es ist
zo > /5. Aus a® > 5 (mit a positiv) folgt zunichst 5/a®> < 1 und daraus
(5/a)* < 5, d.h. 5/a < /5. Man hat also die Abschéitzungen

5
a<\/5<a
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wobei links eine rationale Zahl steht, wenn rechts eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschéitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo /5 liegt. Die Differenz a — 5/a ist ein Maf fiir die Giite der
Approximation.

Beim Startwert 3 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von 5 zwischen 5/3 und
3 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervallgrenzen,
also
3+2 7
I = = —.

2 3
Wegen (%)2 = 8 > 5 ist dieser Wert wieder zu grof und daher liegt /5

49

9
im Intervall [5 - %, %] Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das
arithmetische Mittel und setzt

2+ 47

2 21
als néchste Approximation. So fortfahrend erhilt man eine immer besser
werdende rationale Approximation von v/5.

[SSIEN

o =

Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)
Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

VERFAHREN 5.4. Essei ¢ € K ein positives Element in einem angeordneten
Korper. Die Heron-Folge zum positiven Startwert xg ist rekursiv durch

Tp + é
Tpi1 = —
definiert.
Man berechnet also sukzessive das arithmetische Mittel aus z,, und <. Das

Produkt dieser beiden Zahlen ist ¢, somit ist die eine Zahl groﬁer und die
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andere Zahl kleiner als y/c. Die Idee des Verfahrens liegt darin, in der Mitte
dieser beiden Zahlen eine bessere Approximation zu finden. Die Folgenglie-
der der Heron-Folge sind offenbar stets positiv. Typischerweise startet man
mit einer natiirlichen Zahl als Anfangswert, die in der GroBenordnung der
Quadratwurzel von c liegt.

Die Idee, die dem Heron-Verfahren zugrunde liegt, kann man auch so ver-
stehen: Man mochte ein Quadrat mit dem Fliacheninhalt ¢, also mit der Sei-
tenldnge /¢ konstruieren. Man gibt sich eine approximierende Seitenlinge
x vor und betrachtet das Rechteck, dessen eine Seitenldnge x und dessen
Flidcheninhalt ¢ ist. Dann muss die zweite Seitenlédnge gleich £ sein. Wenn x
zu grof ist, muss ¢ zu klein sein. Fiir das niéichste approximierende Recht-
eck nimmt man als eine Seitenlénge das arithmetische Mittel aus den beiden

Seitenldngen des vorhergehenden Rechtecks.

LEMMA 5.5. Es sei K ein angeordneter Kérper und ¢ € K. Es sei xg
ein positiver Startwert und (x,,), .y die zugehirige Heron-Folge. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Firn > 1 ist
und

2
c
— <ec

(2) Die Heron-Folge ist ab dem ersten Glied fallend.

(3) Es ist
[~ 2un] €[]
$n+17 n+l] = xna n
firn > 1.
(4) Fir die Intervalllingen
by, = xp — <
I
gilt die Beziehung
1
lpi1 = 2

und bei ¢ > 1 gilt insbesondere

1
gn—l—l S Zfi

Beweis. (1) Es gilt
2 (xnl + -Tnc—l )2
., —c = |——>—=) —c¢
" 2
Thoy 20+ 5




2 c?
T, 4 — 2c+

@5
4

o Tp—1 — wn(il
N 2
0.

>

—1

2

Somit ist

2
x, > C.

2
Wegen z,, - .= = c folgt nach Lemma 4.5 (8), dass (ﬁ) < c ist.
(2) Aufgrund von (1) ist

— <c¢<ux,
Tn

und aufgrund des strengen Wachstums des Quadrierens im positiven
Teil ist
c
— < z,.
xn
Nach Aufgabe 4.26 liegt das arithmetische Mittel stets zwischen den

beiden Zahlen, also ist
c

- S Tni1 S Tp-
Tn

(3) Dies folgt aus (1) und (2).
(4) Nach der Rechnung in Teil (1) ist

2
C $i+1—c 1 C
Tpy1 — - - Tp — — .

Tni1 Tn41 4211

Beic > 1 ist
1 1

<Ll
dr,1 — 4dc 4

g

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n ein
Element in K, das eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakte-
risierte Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei aller-
dings die benétigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung
abhéngt. Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare An-
wendung ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Ap-
proximation durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele
Schritte man machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen.
Dies fiihrt zum Konvergenzbegriff, der zentral fiir die gesamte Analysis ist.
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DEFINITION 5.6. Es sei (z,),,oy eine Folge in einem angeordneten Kérper und
es sei x € K. Man sagt, dass die Folge gegen x konvergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ny € N derart, dass fiir alle n > ng die
Beziehung

|z, — x| < €
gilt. In diesem Fall heiffit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z,, = =.
n—oo

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert.), andernfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei die vorgegebenen e als kleine, aber positive Zahlen
vorstellen, die jeweils eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder einen erlaubten
Fehler) ausdriicken. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die
beschreibt, wie weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu
erreichen, und zwar so zu erreichen, dass alle ab ngy folgenden Glieder in-
nerhalb dieser Zielgenauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass
man jede gewiinschte Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch er-
reichen kann. Je kleiner die Zielgenauigkeit, also je besser die Approximation
sein soll, desto hoher ist im Allgemeinen der Aufwand.

Zu einem € > 0 und # € K nennt man das Intervall |z — €,z + €| auch die
e- Umgebung von z. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

BEISPIEL 5.7. Eine konstante Folge z, = c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes ¢ > 0 als Auf-
wandszahl ny = 0 nehmen kann. Es ist ja

|z, —¢c| = lc—¢c| =10l =0 < ¢
fiir alle n.

Es sei nun K ein archimedisch angeordneter Koérper. Dann ist die Folge

Tn — —
n

konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges ¢ € K, ¢ > 0,
vorgegeben. Aufgrund des Archimedes Axioms (siehe Lemma 4.14) gibt es

ein ng mit
1
— < e
No

Damit gilt fiir alle n > ng die Abschitzung



LEMMA 5.8. Es sei K ein angeordneter Korper und sei (), eine Folge
in K. Dann besitzt x,, mazimal einen Grenzwert.

Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte z,y, * # y,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten ¢ := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen x gibt es ein ng mit

|z, — x| < € fur alle n > ny
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein ng mit
|z, — y| < e fiir alle n > ny.

Beide Bedingungen gelten dann gleichermafien fiir n > max{ng,ny}. Sei
n mindestens so gro3 wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der
Dreiecksungleichung der Widerspruch

d=|r—yl <l|v—z,+ |z, —y| < e+e=2d/3.

Beschranktheit

DEFINITION 5.9. Es sei K ein angeordneter Kérper und M C K eine Teil-
menge.

(1) Ein Element S € K heifit eine obere Schranke fir M, wenn z < S
fiir alle v € M gilt.

(2) Ein Element s € K heifit eine untere Schranke fiir M, wenn z > s
fiir alle z € M gilt.

(3) M heiBt nach oben beschrinkt, wenn eine obere Schranke fiir M
existiert.

(4) M heifit nach unten beschrinkt, wenn eine untere Schranke fiir M
existiert.
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(5) M heifit beschrankt, wenn M sowohl nach oben als auch nach unten
beschréankt ist.

(6) Ein Element T" € M heifit das Mazimum von M, wenn T" > x fiir
alle v € M gilt.

(7) Ein Element ¢ € M heifit das Minimum von M, wenn t < z fiir
alle v € M gilt.

(8) Eine obere Schranke T von M heifit das Supremum von M, wenn
T < § fiir alle oberen Schranken S von M gilt.

(9) Eine untere Schranke ¢ von M heifit das Infimum von M, wenn
t > s fiir alle unteren Schranken s von M gilt.

Obere und untere Schranken muss es nicht geben. Wenn S eine obere Schran-
ke ist, so ist auch jede gréflere Zahl eine obere Schranke. Fiir das offene
Intervall 0, 1[ ist 1 das Supremum, aber nicht das Maximum, da 1 nicht da-
zu gehort. Entsprechend ist 0 das Infimum, aber nicht das Minimum. Beim
abgeschlossenen Intervall [0, 1] sind die beiden Grenzen Maximum und Mi-
nimum.

All diese Begriffe werden auch fiir Folgen angewendet, und zwar fiir die Bild-
menge {z,, | n € N}. Fiir die Folge 1/n, n € N, ist 1 das Maximum und das
Supremum, 0 ist das Infimum, aber nicht das Minimum.

LEMMA 5.10. Es sei K ein angeordneter Korper. Wenn eine Folge in K
konvergent ist, so ist sie auch beschrinkt.

Beweis. Es sei (), die konvergente Folge mit dem Limes 2z € K und es
sei ein € > 0 gewéhlt. Aufgrund der Konvergenz gibt es ein ny derart, dass
|z, — x| <€ firallen >ng.

Dann ist insbesondere
|z,| < |z + |z — 25| < |2| + € fur alle n > ng .
Unterhalb von ng gibt es nur endlich viele Zahlen, so dass das Maximum

B = max{|z,|, |z| + €}
n<no

wohldefiniert ist. Daher ist B eine obere Schranke und —B eine untere
Schranke fiir {z,, | n € N}. O

Es ist einfach, beschrinkte, aber nicht konvergente Folgen anzugeben.
BEISPIEL 5.11. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist die alternierende
Folge

z, = (—=1)"
beschréankt, aber nicht konvergent. Die Beschréanktheit ist klar, da ja nur
die beiden Werte 1 und —1 vorkommen. Konvergenz liegt aber nicht vor.
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Nehmen wir an, dass x > 0 der Grenzwert sei. Dann gilt fiir positives ¢ < 1
und jedes ungerade n die Beziehung

|z, —x| = 14+2 > 1 >

so dass es Folgenwerte aulerhalb dieser e-Umgebung gibt. Analog kann man
einen negativ angenommen Grenzwert zum Widerspruch fiihren.

Wenn man im obigen Beispiel z,, = (—1)" nur die geraden Indizes betrachtet,
so ist x9,, = 1 konstant. Entsprechend ist fiir ungerade Indizes

Tome1 = —1
konstant. Teilfolgen im Sinne der folgenden Definition kénnen also andere
Eigenschaften als die Folge selbst besitzen.

DEFINITION 5.12. Es sei (zy),y eine Folge in einer Menge M. Zu jeder
streng wachsenden Abbildung N — N, 7 — n;, heifit die Folge
1> Tp,
eine Teilfolge der Folge.
DEFINITION 5.13. Es sei (2,),,.y eine Folge in einem angeordneten Kérper

K. Ein Element x € K heifit Haufungspunkt der Folge, wenn es fiir jedes
¢ > 0 unendlich viele Folgenglieder z,, mit |z, — x| < € gibt.

Ein Punkt z € K ist genau dann Haufungspunkt einer Folge, wenn es eine
Teilfolge gibt, die gegen = konvergiert, sieche Aufgabe 5.38.

DEFINITION 5.14. Eine Folge (z,),,oy in einem angeordneten Korper K heifit
bestimmt divergent gegen +o0o, wenn es zu jedem s € K ein N € N mit

T, > s fur allen > N
gibt. Sie heifit bestimmt divergent gegen —oo, wenn es zu jedem s € K ein

N € N mit
T, <sfirallen>N

gibt.
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