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tées dans cet ouvrage. — Ce qu'il reste à faire pour rétablir les trois

Livres d'Euclide.

Parmi les ouvrages des mathémaliciens grecs qui ne nous

sont pas parvenus, aucun n'a plus excité les regrets et la

curiosité des géomètres des siècles derniers que le Traité

des Porismes d'Euclide.

Cet ouvrage ne nous est connu que par la Notice qu'en a

donnée Pappus dans le VIP Livre de ses Collections ma-
thématiques (i), et par une très-courte mention de Proclus

(i) Pappus, mathématicien d'Alexandrie, florissait vers la fin du iv® siècle

de notre ère. Ses Collections maihématiques en huit livres, dont malheureu-

sement les deux premiers nous manquent, sont un ouvrage extrêmement

précietx pour l'histoire des mathématiqiies. Pappus y fait connaître des

recherches sur toutes les parties de la géométrie, et même sur les machines

dans le VIII*' Livre, et fournit des notions sur beaucoup d'ouvrages dont
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<lans sou (loinuu'iilaire sur le T' Livre des Elèinvuls

(rKuclitlc.

Mais ce qu'en dit le premier de ces auteurs, ijui élair. lui-

même un géomètre émininl et des })lus compéieuts jiour

apprécie^Ies œuvres de ses devanciers, a été bicu propre,

indépcjudamment du uom dKuclide. à faire naine ces re-

grets des Modernes et leur désir de reUouver ou de parvo

nir à rétablir uu ouvrage si précieux : car, selon Pappus,

« cet ouvrage renfermait une ample ( olleetion Av. propo-

n silions d'une conception ingénieuse et d'un très-utile se-

» cours pour la résolution des problèmes les plus dilli-

» ciles. ))

Aussi IMonlucla, dont nous nous ])ornerons à (itir ici L'

jugement, a-t-il pensé que ce Trailé des Porisinrs étnit

(( le plus profond de Ions les ouvrages d'Eiiclide et celui

» qui lui ferait le plus d'honneur s'il nous était par-

» venu » (i).

La Notice de Pappus, un des fragments les plus intéres-

sants (juî nous soicinl restés des matliématiques grecques,

renferme deux définitions de ce genre partie ulier de pro-

positions appelées Porànics par Enclide, et une trentaine

d énoncés qui s y rapportent; mais le tout en lernu's concis

et obscurs, dont les géomètres, h diverses époques depuis

jious ifjuorerioiis, sans cela, même les titres et les noms des auteurs. On Joit

a Commandin (ijog — 1575), savant géomètre et commentateur intelligent,

une traduction de ces Collecdom mcuhèmatiques qui parut après sa mort sous

le titre : Pappl Alexandrini Mnthcmnlicœ CoUcciiones a Federico Commandiiio

Vrhinnle in Lniinum com'crsœ, et Commentariis illustralœ. Pisauri, I58S, in-

folio. — Eaedem. ïn liacnoslm editione ah innumeris, qinhus scateban! mendis,

et privcipuè in Grœco contextu diligrnler vindicatœ. Bononiœ, iGGo, in-folio.

Plusieurs géomètres s'étaient proposé, à diverses époques, d'éditer le

texte même de cet ouvrage, un des plus importants, incontestahlement, qui

nous soit parvenu des Grecs. Il est bien à regretter que leurs prnjets aient

échoué. Aucune entreprise ne saurait être plus dijjne des encouragements

destinés aux publications scientiiiques.

(i) Histoire des Mathématiques, l. 1, p. 21 5.



(3)
la Renaissance, ont vainement clieielié à pénétrer le sens.

Cependant Albert Girard, savant géomètre des premiers

temps du xvii'' siècle, avait fait espérer qu'il rétablirait

ces Porismes, dont il parle dans deux endroits différents de

ses œuvres (1)5 mais ce travail n'a peut-être pas été ter-

miné; du moins il ne nous est pas parvenu, et l'on ne peut

préjuger jusqu'à quel point Fauteur avait entrevu la pen-

sée d'Euclide.

Vers le même temps Fermât s'est occupé du même sujet,

bien digne de fixer l'attention d'un esprit'aussi pénétrant.

Dans un écrit très-succinct, intitulé : Porîsmatum EiicU-

dœorum Henouata Doctrina et suhforma isagoges recen-

tioribiis Geometris exhlbita, il dit que si plusieurs auteurs,

(1) Voici quels sont ces deux passages d'Albert Girard : i^ Dans son petit

Traite de Trigonomt'lrif^ se trouva un chapitre des potyi^ones rectilignes , où

l'auteur, après avoir énuniéré les lormes dillérenles que peut avoir un qua-

drangle, un pentagone, un hexagone, ajoute : « Le tout, quand il n'y a

» que deux lignes qui passent par i\n poinct, comme jadis estoyent les Po-

« rismes d'Eudides, qui sont perduz, le.squelz j'espère de mettre bien tosten

>. lumière, les ayant restituez il y a quelques années en ça. » {Tables des

sinus, tangentes et sécantes, selon le Raid de looooo parties. Avec un iraicté

succinct delà Trigonométrie tant des triangles plans, que sphéricques,eic., par

Albert Girard, samielois. La Haye, 1626, in-24); 2" Dans le Traité de l'art

pondéraire ou de la statique de Stevin, à la suite de la proposition rela-

tive au centre de gravité du triangle, dans laquelle l'auteur l'ait usage du

théorème de Ptolémée sur le triungle coupé par une transversale, Albert

Girard ajoute ce qui suit: « Celuy qui n'entend pas ceste manière de de-

» monstration doit recourir premièrement au lieu cité de Piolemée, puis à

» l'Arithmétique du présent autheur vers la lin touchant l'addition et sous-

)' traction des raisons. Les Anciens, comme Archiniedes, Euclides, Àppollone

» Pergce, Ëutocius Ascalonite, Pappus Alexandrin, etc., ont leurs livres rem-

» plis de l'egalilé d'une raison a deux autres, excepté que ce qu'en a

» escrit Euclides es Elemens vulgaires est assez rare, comme en la 23

» proposition du sixiesme livre, et en la 5 proposition du huitiesme

» livre. Mais il est à estimer qu'il en a plus escrit en ses trois livres de Poris-

') mes qui sont perdus, lesquels. Dieu aidant, j'espère de mcllre en lumierti, tes

» ayant inventez de nouveau. »> (V. Les Œuvres mathématiques de Simon Stevin

de Bruges, etc. Le tout reveu, -corrigé et augmenté par Albert Girard, samielois,

Mathématicien. Leyde, \6'^t\, in-folio.)

I.



(4)
\iète nolamnKMit , « ce géomètre plein de j^énle et qui n'a

pas eneore été assez loué », ont rétabli ave*' sueeès quel<jue.s

ouvrages des Anciens, néanmoins on ignore encore et Ton

n'a pas môme soupçonné ce qu'étaient les Porismcs. Il

donne ensuite cinq exemples de Pon'snirs, et il exprime sa

pensée sur le genre des propositions .linsi nommées par

Euclide, qu'il croit avoir été des propositions de Lieux (i).

Il ajoute que, si cet aperçu est goûlé des savants, il réta-

bliia un jour les trois livres perdus^ qu'il ira même au

delà du géomètre grec, et fera connaître dans les sections

coniques et dans quelques autres courbes, des Porismes ad-

mirables et pourtant encore ignorés. Ailleurs il semble dire

qu'il a rétabli l'ouvrage d'Euclide. Toutefois, sans examiner

ici les propositions données par Fermât comme exemples

de Porismes, lesquelles ne paraissent pas présenter un carac-

tère spécial bien déterminé qui les distingue nettement des

propositions locales ordinaires, il faut remarquer que,

hormis une ou deux pcut-eti e, elles ne peuvent se rappor-

ter aux propositions d'Euclide indiquées par Pappus (l'une

d'elles même concerne la parabole). On peut inférer de là

que c'était seulement sur la nature et l'objet du livre d'Eu-

clide, c'est-à-dire sur la doctrine même des Porismes, que

Fermât élair parvenu à fixer ses idées, à un certain point

de vue, mais qu'il n'avait pas rétabli les propositions que

peuvent comporter les énoncés de Pappus.

Quelque temps après, Boulliau (2) et Renaldini (3) pa-

raissent avoir aussi entrepris cette divination. Mais ils se

(i) « Cum autem ut jam diximus Porismata ipsa sint loci... » {Varia opoia

mathematica, etc., p. 119.)

(?) Exercitationes geometricœ très: i** circa demonstrationes per inscriptas

et circumscriptas jiguras ; '1^ circa conicarum sectionuni quasdam propositiones;

3° de Porismatihus. Parisiis, 1667; in-4^.

(3) De rosolulione et compost tione mutheniatica, lihri duo. Patavii, 1G68;

in -fol.



sont bornés à de simples réflexions ([ui n'ont répandu au-

cune lumière sur la question elle-même.

Il y a lieu de penser que la plupart des géomètres qui

ont rétabli quelques-uns des autres ouvrages grecs sur les-

quels Pappus a laissé des Lemmes, que Snellius et \ iète (i)

notamment, n'avaient point négligé de porter leur atten-

tion sur le Traité des Porismes, de préférence même à tout

autre, à raison de la grande supériorité de cet ouvrage, pro-

clamée par Pappus, et des secours qu'il devait procurer dans

toutes les investigations géométriques.

Le célèbre astronome Halley, très- versé dans la connais-

sance de la géométrie des Grecs, traduisit de l'arabe, comme
on sait, le Traité de la Scctloji de raison, et rétablit celui

de la Sectio/i de respace et le \ [11'" livre des Coniques

d'Apollonius. L'énigme des Porismes devait naturellement

lui offrir de l'attrait. On lui doit d'avoir mis au jour le

texte grec qui s'y rapporte, resté jusqu'alors manuscrit

comme tout l'ouvrage de Pappus, au grand regret des géo-

inètres, c[ui n'en connaissaient que la version latine de

Commandin. Halley a joint à ce texte, inséré dans son édi-

tion de la Section de raison et de la Section de l'espace,

une traduction latine -, mais sans commentaire ni aucun

éclaircissement 5 car il confesse ne rien comprendre à ce

texte des Porismes, a rendu inintelligible, tant parla perle

)) d'une figure à laquelle Pappus renvoie, que par quelques

» omissions ou autres altérations qui affectent une certaine

)) proposition générale -, d'autant plus , ajoute-t-il
,
que

» le style de l'auteur, outre ces défauts, a celui d'être

(j) Viéte a rétabli sous le titre d'Apollonius Gatlus le Traité des contacts

des cercles d'Apollonius, et Snellius le traité de la Section déterminée sous

le titre d'Apollonius Batavus ( Lugodini, 1608, in/f"). et les deux traités de

la Section de raison et de la Section de l'espace (^ihid., 1607). Pascal avait été

au delà de Viètedans un ouvrage qu'il intitulait: Pronialus Apollonius Gallus,_

qui ne nous est pas parvenu.



(«)
)) beaucoup trop scrrr pour un sujet aussi dillicilc » (i).

Il était réservé à son sa>ant eoiiipalriole R. Siinson, pro-

fesseur de malhéniatiipies à l'Académie tie (ilasgow, de pé-

nétrer ce mystère qui résistait à tant dVfforls. Les premiers

essais heureux de ce géomètre, apiès de longues et persé-

vérantes tentatives, datent de 1720. C'était l'exjdication de

trois propositions, les seules, parmi une trentaine d'énoncés

divers, que Pappus ait décrites en termes snflisumment

complets. La première concerne un système de quatn'

droites; la seconde, qui est la même, étendue à un nombre

quelconque de droites, est la proposition générale dont

parle llalley; et la troisième, relative encore à des droi-

tes, est d'un genre différent.

Maintenant que le sens précis des trois propositions

nous est connu, le texte de Pappus peut paraître suftîsam-

nuMit explicite, nonobstant sa concision ; mais assurément

il présentait alors de grandes difficultés.

Aussi l'explication de Simson fut une découverte inat-

t(Miduc. Communiquée par l'auteur à Maclaurin cl bientôt

après à la Société Royale de Londres, et insérée dans les

Transactions philosophiques de mai l'j'ïS (2), elle attira

l'attention des géomètres et par sa nouveauté et par son im-

portance.

J>es efforts persévérants de Simson lui ayant fait faire de

(1) « llactcnus Porismalum descriptio née milii nec Icclori profiitura,

» neque aliter lioii poluil : lam ob doroctiim sdicinalis cujus fit luenlio
;

» unde rectae salis muluc, de f|uibiis liic as;iUir, al)sqiie notis alphabelicis,

> ullove alio distinctionis cliaractore inter se conrundiintiir : quain ob

» omissa quaidam et traiis|)osita, vel aliter vitiata, in propositiouis jjenera-

» lis expositione; unde quid sibi velit Pappus haud inihi datum est coiiji-

n cere. Hisce adde dictionis nioduni nimis contractum, ac in rc dilîicili,

» qualis Ijaec est, minime usurpandum. » [Apoltonii Ptrgœi de Srclione va-

lionis,... p. xxxvu.)

(i) Pappi Âlexandrini Propositidues dua^ {jcncrales, quibus plura e\

Fuclidis Porisn\atis complexus est, RestituttO à Viro Doctissimn Rob. Sim-
son, Math. Prol. Glasc.



(7)
nouveaux pas dans la voie qu'il oiivrail si heurcusemeulpar

un résultat partiel, mais incqntiîsté et d'autant plus pré-

cieux, il parvint à fixer son opinion sur la doctrine des

Porismes, et il la développa dans l'ouvrage intitulé: De
Porisuiatihus tractaUis-^ quo doctrinam Porisinafntn saiis

explicatam, et in posfarurn ah ohliviona lulani jora sperat

Aiiclor. Mais (et ouvrage ne parut que beaucoup plus lard,

en 1776, liuil ans après la mort de l'auleur. Il fait partie

d'uM volume publié aux fiais de lord Stanbopc et par les

soins de J. Clow, professeur de philosophie à l'Académie

de Glasgow, à qui Simson avait légué ses papiers, voiume

dans lequel se trouvent aussi la divination des deux livres

de \dL Section (létennitiée d'Apollonius, et quelques autres

()U\ rages de Simson restés jusqu'alors inédits comme celui

des Porismes (i). Le traité d?' Lieux plans d'Apollonius, ré-

tabli aussi par cet habile interprète des Anciens, avait paru

eu 1749, du vivant de l'auteur (2).

C'est surtout la divination des Porismes qui a fait à just(î

titre la célébrité de Simson dans l'histoire des mathéma-

licjues.

Cependant, si l'on considèii! que It; rétablissement de

l'ouvrage d'Euclide embrassait deux questions différentes ;

(ju'il s agissait de découvrir, premièrement ce qu'était cette

floctrine des Porismes ignorée des Modernes, et seconde-

ment ce qu'élaient ces propositions si nombreuses i^cent

(1) Robciti Simson, mathfseos nupcr in Acadcmia i 'Aasguensi professoi is,

Onc'ia quœdam reliqua. Glasgiiae, 177(5; in-/)*^'.

(2) ApoUonii Vcrgœi Locorum plaiwrum libri //, rcsliluli a Boht^rto Sinisoi}

.

Glasouae, 17/19 ; in-/(".

On sait que Fermât et Schooton avaient déjà rétabli ce Trniir des JApux

plans, ou du moins démontré, le pre,mier par la simple géométrie, et le

second par le calcul alj;éhrique de Descaries, les nombreuses projjosilinh <\v

ï.ienx rapportées par t'appus. Simson s'est proposé, en revenant sut ce

sujet, d'imiter dans ses démonstrations le style {jénniclriquc des Anciens,

uéylioc par Sctiootcn surtout.
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soixante et onze), (jui formaient les trois livres de Porismes

d'Eurlide, il faut reconnaitre que c'est la première seule-

ment (le ces deux ((uestions que Sïmson a résolne , mais qu'il

n'a pas été beaucoup au delà, et qu'il a laissé à d'autres le

soin de rétablir l'ouvrage d'Euclide. Car sur vingt-neufénon-

cés transmis par Papjnis dans un style concis et énigmati-

que, et qui résument les nombreuses propositions d'Eu-

clide, Simson n a donné que dix Porismes répondant à sept

seulement de ces énoncés. Il a donc laissé intacts vingt-deux

énoncés, en exprimant même la pensée qu'il serait fort diffi-

cile de les rétablir (i).

Ces dix propositions , dont six concernent des figures

reclilignes et les quatre autres le cercle, ne pouvaient suf-

fire pour faire connaître le caractère général des Porismes

d'Euclide,

En outre , R. Simson n'a pas recherché quelle avait pu

être la pensée qui a dirigé le géomètre grec dans sa concep-

tion originale-, il n'a pas fait voir non plus comment cette

doctrine des Porismes devait être si utile, nécessaire même
pour la résolution des problèmes, comme le dit Pappus

,

et quels lapports elle pouvait avoir avec les propositions

elles méthodes modernes, qui, ainsi que je le dirai plus

tard, l'ont suppléée à notre insu.

Depuis , bien que la plupart des géomètres qui ont écrit

sur les Porismes aient approuvé la divination de Simson,

en y reconnaissant la pensée d'Euclide sur la forme propre

à ce genre de propositions (2), néanmoins ils ne Tout pas

(i) « 1 mean those of the lirst book, for as to those of the two others,

» excepting what may be included in ihe second of the above-menlioned

» Propositions, / helieve U wtU he extremely dijjicult for any body lo reslorc

h them, » (Lettre adressée au docteur Jurin, secrétaire de la Société Royale,

le i^"^ février I7'23. V. Account of the lAfc nnd Writings qfïi. Simson, by the

Rev. William Trail, i8r.<; in-/(", p. 21.)

(2) Mathieu Stewart,Hutton, Playfair, Wallace, mylordRroughani, Lhuil-

lier, J. Leslic, Davies, etc.—Outre le Mémoire inséré dans le volume de 1798



(9)
complétée, ou plutôt on ne voit point qu'ils y aient fait de

nouveaux pas, ni en produisant quelques Porismes qui

répondissent à d'autres énoncés de Pappus, ni en émettant

quelques vues, soit sur le caractère général des proposi-

tions qui ont dû entrer dans le Traité d'Euclide, soit sur le

genre d'utilité de cet ouvrage et les points de contact qu'il

aurait avec nos théories et nos méthodes actuelles.

R. Simson et ses successeurs (i) sont donc loin d'avoir

des Philosophicat Transactions de la Société Royale de Londres, sous le titre:

General TheoT ews, chiejly Porisms, in the higher Geomelry, par lord Broug-

ham, on peut consulter surtout les développements sur la Géométrie des

Grecs et en particulier sur la doctrine des Porismes, dans lesquels l'illustre

savant est entré en faisant la biographie de Simson (V. Liyes ofPhilosophers

of the time qf George III. By Henry, Lord Brougham, F. "R. S., member of

Iheinstitute of France, etc.)

(i) Nous n'entendons parler ici que des ouvrages antérieurs à i835, époque

à laquelle nous étions fixé sur cette question des Porismes et nous avions

préparé le présent travail, comme on le voit dans une Note de VAperçu

historique, qui en contient une analyse (p. 274-28/1). Nous ne faisons donc

aucunement allusion à diver.; écrits qui ont paru dans ces dernières années,

à ceux notamment qui ont donné lieu à une polémique qui se continue en-

core.

D'ailleurs, en parlant des successeurs de Simson, nous n'entendons que

ceux qui ont embrassé ses vues et sa doctrine, et il arrive, si je ne me trompe,

que les auteurs des recherches les plus récente^ quoique différant entre eux

de sentiment sur la question, se sont accordés à se prononcer contre le sys-

tème de Simson.

Ces recherches, quels que soient le mérite et l'utilité qui s'y rattachent,

n'ont pas pour objet, en fait du moins, de rétablir Touvragu d'Euclide: leurs

auteursparaissent s'y être proposé principalement de parvenir à une traduc-

tion du texte de Pappus plus satisfaisante que celles de Commandin, de

Halley et de R. Simson, pour eu tirer la signiOcation du mot Porisme et le

caractère propre des propositions ainsi nommées par Euclide.

Mais on ne peut se dissimuler que ce travail n'est qu'une partie de celui

que comporte et exige le rétablissement de l'ouvrage même d'Euclide, et

qu'il demande à être complété par de nombreux exemples de Porismes et

par un ensemble de propositions répondant aux énoncés de Pappus.

Or c'est précisément ce recueil de propositions qui a toujours fait les dif-

ficultés du sujet depuis la divination de Simson. Cependant ce travail est

nécessaire, on peut dire indispensable, non pas seulement aux yeux des

géomètres qui se proposeraient le rétablissement des trois livres de Porismes
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dissipe' loulc l'obsciirili' (jui enveloppait colle graiule

tMïii^ine. Peut-être pourrons-nous dire plus loin la nature des

(lidieultés qui s'opposaient à rinlellii;eiue des énoncés de

i^a])piis et au réiablissenienl des propositions d'Enelide.

!:? If. Hecherclies consignées dans VJprrru Jiistoriqur. -- Rctablis-

seuienl des Poiismos que com|)ortent les énoncés de Pappiis. —
Caractère général de ces proi)Osilions. — Leur analogie avec les théo-

ries qui forment les l)asos de la Géométrie moderne.

Ayant dû présenter une analyse de l'ouvrage de Pappns,

smtoul des nombreux Lemnies relatifs aux Porisniesd'Eu-

elide,dans Vaperçu fiislorùjite ^ où je traitais de Porigine

et du dés^eloppenieiit des Méthodes en Géométrie
^
j'ai été

conduit à ni'occiiper, après tant d'aulres géomètres, de la

([uestion des Porisraes. L'intérêt du sujet ma entraîné

souvent dans des recherches plus prolongées cpu' je ne

laurais voulu, excité par le désir de parvenir à porter un

jugement sur le travail de Simson, et même à donner

suite, s'il m'était possible, à cette divination (jui parais-

sait comporter plusieurs questions essentielles, indépen-

ilF.uclido, comme on a rt^tabli plusieurs autres ouvrages de l'antiquité, mais

même aussi au point de vue plus restreint de ceux qui s'attachent principa-

lement à interpréter le texte de Papjms, et à y chercher h; but (^t les hases

de celle doctrine d(>s Porismes.

Car, quel (|ue soit le système que l'on adopte^ on ne peut se dispenser,

dans un travail do cette nature, d'en vérifier et d'en démontrer la justesse :

ce qu'on ne fera qu'en soumettant ce syslèint; à l'expérience pratique. Et ici

celte expérience consiste ù former, comme nous venons de le dire, un

(însemhle systématique de propositions, distinctes à certains égards des

théorèmes et des problèmes, et répondant aux énoncés énigmatiques de Pap-

(»us et aux paroles de ce géomètre sur l'iniportance et l'utilité de l'ouvrage

ri'Euclide.

Telle est la véritable queslion des Porismes. C'est pourquoi diverses tenta-

tives qui ne se sont pas conif)!('lees, en quelque sorte pratiquement, comme
colles de Boulliau, de Rcnaldini, etc., sont restées infructueuses et on! laissé

la question dans le mcmcctiit.



daiiimonl du rétablissement de l'ouvrage lui-ineine, comme

je viens de le dire.

. On avait remarqué dans les Lemmes de Pappus ecrlainc^s

traces de la théorie des transversales^ telles que quelques

propriétés relatives au rapport harmonique de quatre

points et une relation d'involution dans le quadrilatère

coupé par une droite (i).

Un nouvel examen de ces Lemmes m'y a fait reconnaître

une autre proposition
,
plus humble en apparence peut-

être, et qui
,
par celte raison sans doute, avait échappé aux

investigations antérieures, (juoique, en réalité, elle ait

une bien plus grande importance que toutes les autres. 11

s'agit, en effet, de la propriété projective du rapport an-

harmonique de quatre points, qui se trouve démontrée

dans six Lemmes différents (2) et dont, en outre, Pappus

fait usage pour la démonstration de plusieurs autres

Lemmes.

Ces circonstances, bien j^ropres à fixer toute mon atten-

tion, pouvaient m' autoriser à penser que les propositions

d'Euclide étaient de celles auxquelles conduisent naturelle-

ment les développements et les applications de la notion du

rapport anharmonique ^ devenue fondamentale dans la

géométrie moderne (3).

Parmi ces développements se présente en première ligne

la théorie des divisions lioniographiques foimées sur deux

droites ou sur une seule, dont le caractère propre consiste

(i) Poncelet. Propriétés projectiles des figures; p. xxxvi, xm ; 17, 83, iyi.

(2) Lemmes 111, X, XI, XIV, XVIctXlX. (Propositions i-uj, i3G, 1^7, i jo,

i/|2 et i/|5).

—

Aperçu historique, p. P>3.

—

Traité de Géométrie supérieure, p. xxi.

(3) « Après avoir reconnu que la plupart des Lemmes de Pappus qui pa-

» raissent se rapporter au premier livre des Porismes d'Kiiclide pouvaient

» se déduire de la proposition , nous avons pensé que cette proposition

» pouvr;iit bien axissi être la cleC de tout ce premier livre de Porismes et

» conduire ii une interprétation des énonces que Pappus nous a laissés, n

[Aperçu historique, p. ^g.)
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«Ml ( c que \i) ropport anharmoniqae cIl' «jiiMlre points d'une

division est égal à celui des quatre points correspondants

de Taulre division : ce qu'on exprime par des équations à

deux, à trois et à quatre termes (i).

Or, ces équations unefois connues, on nepouvait manquer

de s'apercevoir que la plupart des énoncés de Paj)pus con-

stituent des relations de segments telles que celles qui se

déduisent de ces équations mêmes. Remarque importante,

car elle devait faire espérer ([ue ce pouirait être celte

théorie fort simple des divisions liomographiques qui don-

nerait enfin la clef des nombreux Porismes énoncés par

Pappus et dont la signification avait résisté aux efforts de

tant de géomètres et de Simson lui-même.

Et en effet, ce point de départ dans mes essais de divina-

tion m'a conduit assez aisément au rétablissement de la

plupart des énoncés de Pappus, c'est-à-dire, à des propo-

sitions, souvent très -multiples, qui satisfont aux conditions

exprimées par ces énoncés concis et énigmaliques. J'ai pu

annoncer ce résultat dans X ylperçu historique (2), me bor-

nant alors à faire connaître deux Porismes très-généraux,

dont l'un notamment suffit pour embrasser dans ses nom-

breux corollaires une grande partie des énoncés en ques-

tion (3).

Je reprends aujourd'hui ce travail. Le long retard (ju'il

(1) Gèomc'lric supci ieure, p. 81-101. — Aperçu hist., p. 1281.

(2) « En prcnajit pour pointdedépart et pour l)ase notre manière de con-

» cevoir la doctrine des l^orismes, nous avons obtenu assez naturellement

» une interprétation des •2!\ énoncés de l^orismes que n'a pas rétablis Simson.»

[Aperçu hist., p. 279.)

(3) « Les limites dans lesquelles nous devons nous renfermer ne nous

» permettent pas d'énoncer ici les Porismes que nous avons trouvés comme
» répondant au teste de Pappus. Mais nous allons donner deux proposi-

)« tiens très-générales qui nous ontparu comprendre dans leurs nombreux co-

1» rollaircs les i5 énoncés de Pappus appartenant au |)remier livre des Po-

rismcs d'Kuclidc. ( Aperçu hist.
y p. -^79.)
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éprouve, du principalement à d'autres occupations, s'ex-

plique encore par la nature même du sujet. Car il fallait

donner d'abord aux trois théories du rapport anharmo-

nique^ des divisions liomographiques et de Vim^olution

les développements dont étaient susceptibles les germes

qui s'en trouvent dans les Lemmes de Pappus. C'est ce que

j'ai clierclié à faire dans le Traité de Géométrie supérieure^

ouvrage dont ces théories mêmes forment les bases.

On ne verra peut-être pas sans étonnement que l'ou-

vrage si célèbre d'Euclide, dont une si profonde obscurité

cachait la forme, le contenu, le caractère général et le but,

non moins que les points de contact qu'il pouvait avoir avec

nos méthodes actuelles, renfermait précisément les germes

de ces méthodes elles-mêmes et plusieurs des propositions

qui en forment les applications les plus immédiates et les

plus naturelles.

Il fallait, pour être à môme de soupçoniier ce caractère

spécial de l'ouvrage grec et rétablir les nombreuses propo-

sitions qu'il renfermait, connaître préalablement toutes

les conséquences de la notion du rapport anhartiionique et

les équations diverses qui servent à les exprimer, comme je

l'ai dit dans \Aperçu historique (i).

C'est ce qui explique, je crois, comment il a paru tou-

jours si difficile jusqu'à ces derniers temps, je pourrais dire

presque impossible, de donner une interprétation de la

plus grande partie des énoncés de Porismes laissés par

Pappus, puisque la plupart des propositions qui satisfont à

ces énoncés se rapportent à un genre de relations qui , sauf

quelques cas les plus simples , n'étaient pas encore entrées

dans la géométrie moderne, et qui chez les Anciens ne se

(i) « Chacune de ces équations peut se transformer de différentes ma-
» nières en d'autres qui auront deux, trois ou quati'e termes. Plusieurs de

» ces ti-ansformations sont nécessaires pour donner l'interprétation des

» Porismes du premier livre d'Euclide. » [Aperçu hist., p. 281.)



soiil peul-rlie rencoiilrécs t|U(' dans rouvrago perdu tFEu-

rlidc.

Ce caractère du Traité des Poiisines semble bien propre

à justifier pleincnieiil les paroles de Pappus (pii proclame

le mérite émineuL de cet ouvrage, recueil ingénieux de pro-

positions fécondes, indispensable à tous ceux qui veulent se

livrer aux recherches mathématiques.

On reconnaît encore combien les géomètres, sur la foi de

Pappus, ont eu raison de déplorer la perte de cet ouvrage,

et combien cette perle a été préjudiciable aux progrès des

mathétnaliqucs. Car si ce livn; des Porismes nous fût par-

venu, il eût donné lieu depuis longtemps à la conception et

au développement des théories élémentaires àa rapport ati-

harmonique, des dii^isions homographiques et de-Vîjwolu-

tion^ et l'on nedoutciapas que ces théories nefussent entrées

sans hésitation ni objections, avec Tautorilé due au nom
d'Euclide, dans les ouvrages destinés à renseignement,

comme fo> niant les bases naturelles de la géométrie générale,

?; III. — Texte de Pappus relatif aux Porismes.

« Apiès les ConUicls sont les Porismes (rKuclidc, en

trois livres, collection ingénieuse d'une foule de choses qui

servent à la solution des problèmes les plus difiiciles, et

que la nature fournit avec une inépuisable variété.

)) Il n'a rien été ajouté à cet ouvrage d'Kuclide, si ce

n'est que depuis quelques géomèties peu expérimentés

ont donné de nouvelles rédactions de quelques-uns de ces

Porismes. Bien que chacune de ces propositions soit suscep-

tible d'un certain nombre de démonstrations, comme nous

le faisons voir, Euclide n'en donne qu'une, qui est toujours

la plus claire.

)) Les Porismes renlérment une doctrine subtile, mais
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»alurellt3 el iiéoessairei siuloul très-générale el d'une étude

très-agréable à ceux qui savenL voir et trouver.

» Les diverses espèces de ces Porismcs ne sont, ni des

théorèmes, ni des problèmes, mais sont, en quelque sorte,

d'une forme intermédiaire; de façon qu'on peut les pré-

senter comme des théorèmes ou comme des problèmes.

» Il est résulté de là que, parmi beaucoup de géomètres, les

uns les regardent comme des théorèmes, et d'auires comme

des problèmes, n'ayant égard qu'à la forme des énoncés.

» Mais les définitions données par les Anciens prouvent

(ju'ils ont mieux compris les diilérences qui existent entre

ces trois genres de propositions. Ils disaient, en efl'et, que :

» Le Théorème est une proposition où l'on demande de

démonirer ce qui est proposé.

)) Le Problème est une proposition où l'on demande de

construire ce qui est proposé. . ,
,f

)) Le Porisme est une proposition où l'on demande de

trouver ce qui est proposé (i).

» Celte défini lion des Porismes a été changée par des

géomètres modernes qui, ne pouvant pas tout trouver, mais

conservant les éléments de cette doctrine, se contentèrent

(i) Nous exprimerons les termes Ttcpi'JiJ.Oi et rropLÎ^oi dontPappus fait usage

par le mot trouver, parce que ce mot, que nous aurons à employer fort

souvent, est consacré presque exclusivement dans les recherches mathé-

matiques, quelles que puissent être les nuances qui aientlieu dans !a nature

des questions. Toutefois les expressions acquérir, s.e procurer rendi'aient

mieux ici l'intention précise de Pappus. En elTet, il ne s'agit pas dans les

Porismes de troviver une chose absolument inconnue comme dans les pro-

blèmes ei\ général: ce qu'il s'agit de trouver, c'est une partie seulement

d'une chose connue et désignée dans l'énoncé, mais incomplètement; c'est,

par exemple, la grandeur ou la position de cette chose. Question, commis

on voit, qui présente une nuance avec le problème propi'ement dit. Yoilà

dans quel sens nous nous Servons ici du moi trouver . On verra plus loin

les considérations sur lesquelles se fonde notre manière d'envisager la doc-

trine des Porismes et comment elles permettent, si nous ne nous trompons,

de lever les difficultés du sujet.
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de prouver que la chose cherchée existe^ sans la déterminer

» Et quoiqu'ils fussent condamnés, tant par la définition

que par les propositions mêmes, ces géomètres donnèrent

du Porisme, d'après une considération particulière, cette

définition : ce qui constitue le Porisme est ce qui manque

à riiyfjothèse d'un théorème local » (en d'autres termes j le

Porisme est inférieur, par l'hypothèse, au théorème local

5

c'est-à-dire que quand quelques parties d'une proposition

locale n'ont pas dans l'énoncé la détermination qui leur est

propre, cette proposition cesse d'être regardée comme un

théorème et devient un Porisme).

» Les lieux géométriques sont une espèce de ces Poris-

mes : ils abondent dans les livres du lieu résolu. Séparés

des Porismes proprement dits^ on les a réunis sous des

titres particuliers, et on en a formé des traités distincts,

parce que cette espèce est bien plus nombreuse que les

autres; car les lieux sont plans
., solides ou linéaires •" ^1 J

a aussi les lieux aux moyennes.

)) Il arrive encore aux Porismes de présenter des énoncés

très-raccourcis, parce que beaucoup de choses y sont sous-

entendues. Il est résulté de là que beaucoup de géomètres,

ne les considérant que sous une partie de leurs faces, en

ont ignoré des points des plus importants.

» Il est difficile de réunir plusieurs de ces Porismes sous

un même énoncé, parce qu'Euclide n'en a pas donné beau-

coup de chaque espèce, mais seulement un ou quelques-

uns comme exemples. Cependant il en a placé, au commen-

cenient de son P*^ livre, dix qui sont analogues entre

eux; ils appartiennent à cette espèce des lieux la plus

abondante de toutes. Nous avons reconnu que ces dix pro-

positions peuvent être renfermées dans un seul énoncé,

savoir : Etant données quatre droites se coupant deux à

deux , si trois des points d'intersection situés sur l'une

d^elles, ou deux seulement dans le cas du parallélisme.
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sont donnés (c'est-à-dire restent fixes), et que des trois

autres deux soient assujettis à rester chacun sur une droite

donnée^ le dernier sera, situé aussi sur une droite donnée

de position.

w II s'agit ici de quatre droites seulement , dont pas plus

de deux ne passent par un même point. Mais on ignore que

la proposition est vraie pour un nombre quelconque de

droites. La voici : Si plusieurs droites ^ en nombre quelcon-

que., se rencontrent.) mais pas plus de deux en un même
point

^
que tous les points situés sur une d'elles soient

donnés, et que chacun de ceux qui appartiennent à une

autre se trompe sur (décrive) une droite donnée de posi-

tion^ ou plus généralement.) si plusieurs droites, en nom,"

bre quelconque, se rencontrent., mais pas plus de deux en

un même point ^ que tous les points situés sur une de ces

droites soient donnés, et que parmi les points d'inter-

section des autres, lesquels forment un nombre triangu-

laire, il s'en troui^e autant qu ily a d'unités dans le côté de

ce nombre triangulaire^ assujettis à rester situés chacun

sur une droite donnée de position., pourvu que de ces

points il ny en ait pas trois qui soient les sommets d'un

triangle (formé par les droites mêmes dont ces points sont

les intersections), chacun des autres points restera situé

aussi sur (décrira) une droite donnée de position.

» Il n'est pas vraisemblable que Fauteur des Éléments

ait ignoré cette extension^ mais il aura voulu seulement en

poser le principe. Car il parait, dans tous ses Porismes,

n'avoir eu en vue que de répandre des principes et le germe

d'une foule de choses importantes.

)) Ce n'est pas par les différences des hypothèses qu'il

faut distinguer les Porismes, mais par les différences des

résultats ou des choses cherchées. Les hypothèses, en effet,

sont toutes différentes et constituent des spécialités
5 mais

des résultats ou des choses cherchées, chacun se trouve être

2
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idenli({ue ou unique dans beaucoup d'hypolbèsos dif-

férentes (i).

I*'"" Livre des Porismes.

)) Voici donc comment il faut classer les choses cher-

chées dans les propositions du P' Livre. La figure est au

commencement du VIP (2).

L )) Si (le deux points donnés on mène deux droites se

coupant sur une droite donnée de position, dont l'une in-

tercepte sur une droite donnée de position un segment

compté à partir d'un point donné, Vautre Jormera aussi

sur une autre droite un segment ayant ai^ec le premier une

raison donnée.

)) Et dans les autres :

IL Que tel point est situé sur une droite donnée de po-

sition.

III. Que le rapport de telle droite à telle autre droite est

donné.

IV. Que le rapport de telle droite à telle abscisse est

donné.

V. Que telle droite est donnée de position.

VI. Que telle droite passe par un point donné.

VIL Que telle droite a un rapport donné avec le segment

compris entre tel point et un point donné.

VIII. Que telle droite a un rapport donné avec telle autre

droite menée de tel point.

(i) C'est-à-dire que dans beaucoup de questions différentes on arrive à

une même conclusion, par exemple, que le lieu d'un certain point est une

ligne droite déterminée de position
;
que certaine droite passe toujours par

un point déterminé de position; qu'un certain rectangle dont les côtés sont

variables, a une surface donnée de grandeur; etc. C'est ainsi que l'a entendu

R. Simson. « (Multa sunt Porismata quaî diversas hypothèses habent, sed

quaî omnia concludunt punctum aliquod tangere rectam positione datam
;

vel rectam aliquam vergere ad punctiim datum, etc. >> (R. Simson, p. S/jQ. )

(2) Ici se trouve une lacune dans les manuscrits.
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IX. Que tel rectangle a un rapport donné avec le rec-

tangle construit sur telle droite et une droite donnée.

X. Que tel rectangle équivaut à un rectangle donné

plus le rectangle formé sur telle abscisse et sur une droite

donnée.

XI. Que tel rectangle, pris seul ou avec un certain

espace donné, est (i), l'autre a un rapport' donné avec

telle abscisse.

XII. Que telle droite, plus une autre avec laquelle telle

autre droite est dans une raison donnée , a un rapport

doAné avec un segment formé par tel point à partir d'un

point donné.

XIII. Que le triangle qui a pour sommet un point

donné et pour base telle droite est équivalent au triangle

qui a pour sommet un point donné et pour base le segment

compris entre tel point et un point donné.

XIV. Qu'une droite, plus telle autre droite, a un rap-

port donné avec tel segment compris entre un point donné

et tel point.

XV. Que telle droite forme sur deux autres droites don-

nées de position des segments dont le rectangle est donné.

11^ Livre des Porismes.

)) Dans le IF Livre les hypothèses sont différentes, mais

les choses cherchées sont pour la plupart les mêmes que

dans le P* Livre.

» Il y a en outre celles-ci :

XVI. Que tel rectangle seul^ ou tel rectangle plus un

certain espace donné, est dans une raison donnée avec une

certaine abscisse.

XVII. Que le rectangle compris sous telle droite et telle

(î) Lacune dans le texte.

2.
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autre (Irol le est dans nue raison donnée avec- une ccrlaine

abscisse.

XMII. Que le rectangle qui a pour côtés la somme de

deux droites et la somme de deux autres droites, a un rap-

port donné avec tel segment.

XIX. Qu'un rectangle qui a pour côtés telle droite et

une autre droite augmentée d'une seconde qui a un rapport

donné avec telle autre droite, et le rectangle construit sur

telle droite et telle autre qui a un rapport donné avec telle

droite, ont leur somme dans un rapport donné avec une

certaine abscisse. ^
XX. Que la somme de ces deux rectangles est dans un

rapport donné avec le segment compris entre tel point et un

point donné.

XXI. Que le rectangle compris sous telle droite et telle

autre est donné.

Ill*^ Livre des Porismes.

)) Dans le 111*" Livre, le plus grand nombre des hypothèses

concernent le demi-cercle
5
quelques-unes le cercle et les

segments. Pour les choses cherchées, la plupart ressemblent

aux précédentes.

)) Il y a en outre celles-ci :

XXII. Que le rectangk' de telles droites est au rectangle

de telles autres dans un rapport donné.

XXIII. Que le carré construit sur telle droite est à une

certaine abscisse dans un rapport donné.

XXIV. Que le rectangle construit sur telles droites est

égal au rectangle qui a pour côtés une droite donnée et le

segment formé par tel point à partir d'un point donné.

XXV. Que le carré construit sur telle droite est égal au

rectangle qui a ])0ur côtés une droite donnée et le segment

formé par une perpendiculaire, à partir d un point donné.
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XXVI. Que le rectangle <jui a pour côiés la somme de

deux droites et une droite en rapport donué avec telle autre

droite, est dans un rapport donné avec telle abscisse.

XXVII. Qu'il existe un point tel, que des droites me-

nées de ce point comprennent un triangle donné d'espèce.

XXVIII. Qu'il existe un point tel , (pie des droites me-

nées de ce point relranehent des arcs égaux.

XXIX. Que telle droite est parallèle à une certaine

droite, ou fait avec une droite passant par un point donné

un angle de grandeur donnée. '
, ,

)) Il y a XXXVIII Lemmes pour les trois livres de Poris-

mes : ceux-ci renferment 1^71 théorèmes. »

Ici se termine le passage du VU'- Livre des Collections

mathématiques de Pappus ({ui concerne les Porismes.

§ lY. — Explication do la proposition des quatre droites, de la pro-

position générale de Pappus et du Porisme complet du T" Livre. —
Observation relative aux deux définitions des Porismes.

Pappus dit que l'ouvrage d'Euclide renferme presque

toujours un seul Porisme ou un petit nombre de chaque

espèce; que néanmoins on trouve au commencement du

P' livre dix propositions qui peuvent se résumer en une

seule. Pappus énonce cette proposition. Elle est relative

à quatre droites. Il dit ensuite qu'elle n'est elle-même

qu un cas particulier d'un énoncé plus général concernant

un nombre quelconque de droites; il décrit cette proposi-

tion, et il ajoute avec un sentiment de justice qui fait hon-

neur à son caractère
,
que sans doute cette généralisation

n'a point échappé à Euclide , mais que^ se bornant à ré-

pandre dans ses trois livres de Porismes des germes de pro-

positions fécondes , il n'aura pas jugé qu'il fût nécessaire

d'en faire mention.

Cette belle proposition, celle des quatre droites, et une
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autre, donnée comme exemple des Poiismes du I*^* livre

d'Euclide, sont les trois seules que Pappus cite en termes

complets, c'est-à-dire dans lesquelles il fasse connaître les

hypothèses auxquelles se rapportent les conséquences énon-

cées. Toutes ses autres propositions (au nombre de 28),

expriment certains résultats (qui sont pour la plupart des

relations de segments), sans qu'on y trouve aucune trace

de l'hypothèse ou des conditions qui donnaient lieu à ces

relations dans l'ouvrage d'Euclide.

Les trois propositions décrites d'une manière complète

sont celles sur lesquelles Simson a concentré pendant

longtemps tous ses efforts et qui l'ont conduit, après qu'il

fut parvenu à en pénétrer le sens, à la conception de la

doctrine des Porismes.

Pour ceux qui connaissent maintenant ces propositions,

le texte de Pappus peut paraître se prêter assez aisément à

une traduction qui permette d'y voir un énoncé exact et à

peu près complet. Aussi tous les géomètres, quel qu'ait été

leur sentiment ultérieur sur la doctrine des Porismes, ont-

ils adhéré unanimement à cette partie de la divination,

disons à cette découverte de Simson. Mais on ne peut

méconnaître qu'avant que le savant interprète fût parvenu

à découvrir le sens de ces propositions, elles présentaient

de très-grandes difficultés, puisque les plus habiles géo-

mètres du xvi^ et du xyii*^ siècle , comme nous l'avons dit

ci-dessus, tels que Fermât et Halley, à qui pourtant la lan-

gue grecque était familière, avaient échoué dans leurs ten-

tatives (i).

La proposition des quatre droites signifie, en langage

moderne, que :

(1) Simson observe avec raison que Fermai n'a pas même deviné le Porisme

du l^f Livre énoncé par Pappus en termes complets : « At Fermalius ne vel

primum priini iibri enucleavil, quod unicum inlogrum servavit Pappus, »

(Opéra quœdam leliqua, Pic, p. 3i8.)
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Étant données quatre droites, dont trois tournent au-

tour des points dans lesquels elles rencontrent la qua-

trième, de manière que deux des points d'intersection de

ces droites glissent sur deux droites données de position,

le point d'intersection restant décrit une nouvelle droite.

En d'autres termes : Si Von déforme un triangle en fai-

sant tourner ses trois côtés autour de trois points fixes

pris en ligne droite, et en faisant glisser deux de ses som-

mets sur deux droites fixes, prises arbitrairement, le troi-

sième sommet décrit une troisième droite.

La proposition générale de Pappus eoncerne un nom-

bre quelconque de droites, disons («-f-i) droites, dont

n peuvent tourner autour d'autant de points fixes situés

tous sur la («. -h i
)"""'• Ces n droites se coupent deux

à deux en points, nombre triangulaire dont le

(Ole est (n — i) : et on les fait tourner autour de leurs n

points fixes, de manière que (/i— i) quelconques de leurs

n (n — i) . IV . T / \ 1 .—

^

points Cl intersection glissent sur [n— i) droites

fixes données : alors chacun des autres points d'intersec-

ion
I
en n<

Tel est le sens de la proposition de Pappus. L'auteur

dit que des [n— i) points d'intersection des dioites

mobiles qui sont assujettis à glisser sur des droites données,

il ne doit pas y en avoir trois qui soient les sommets d'un

triangle. Cela s'entend du trianejle formé par trois droites

mobiles. Et en effet, d'après la proposition des quatre

droites, deux seulement des trois points d'intersection de

trois droites mobiles peuvent être assujettis à glisser sur des

droites données, puisqu'il s'ensuit que le troisième décrit

alors une droite déterminée, ou donnée virtuellement, et qui

par conséquent ne peut pas être donnée de fait ou à priori.

/ 1 [n— i) (/? — 2)\ ,, . ,

tion en nombre —-^ décrit une droite.



( M )

tVcsl Sinisoïi qui n découvert la signilitallon de celle

condilioii (jiii c()ni])li(|ue l'énouré. Ri poui- compléter Tin-

leiilioii de Pappiis, il ajoute (pie (jualre poiuls d'iulerseo

tion uc peuveut pas appartenir à quatre droites formant un

quadrilatère j cinq à cinq droites foimant un pentagone, etc.

Des points d'intersection des ?i droites mobiles,

les [n — i) qu'on assujettit à glisser sur autant de droiles

tixes peuvent appartenir à une môme droite^ c'est la pre-

mière hypothèse de Pappus, qu'il a généralisée aussitôt.

Ces [n — i) points peuvent aussi être les sommets consécu-

tifs, moins un, d'un des polygones de ii côtés formés par

les 71 droiles. Dans ce cas le théorème prend cet énoncé :

Si l on n un /wlfgone d\in nombre quelconque rie

côtés, et qu'on le rlèj'onne enfaisant tourner tous ses côtés

autour cVautant de points fixes pris arbitrairement en

ligne droite, et en faisant glisser tous ses sommets moins

un sur autant de droites données de position, le dernier

sommet décrit lui-même une droite déterminée de posi-

tion ; et en outre, le point d'intersection de deux côtés

quelconques du polygone décrit aussi une ligne droite.

Porisme complet du F'' Livre d'Euclide.

L'énoncé de Pappus exprime que ;

Si autour de deux points fixes P, Q, on fait tourner

deux droites qui se coupent sur une droite donnée L, et que

l'une fasse sur une droitefixe AX donnée de position un

segment A m compté à partir d'un point A donné sur cette

droite : on pourra déterminer une autre droitefixe BY et

un pointfixe B sur cette droite, tels, que le segment Bm'

fait par la seconde droite tournante sur cette seconde

droite fixe, à partir du point B, soit au premier segment

x\m dans une raison donnée 1.

Nous donnerons, dans le F' I^ivre des Porismes, la dé-



( 25
)

moiisLralioii tle relie proposiiioii,de (elle des quatre droiles

et de la proposilion générale de Pappus.

Observation relative aux deux détiniiions des Porismes.

Pappus, ainsi qu'on l'a vu ci -dessus (§ III), donne

deux définitions des Poiismes, l'une des Anciens, et l'autre

qui a été introduite par des géomètres modernes. Il con-

damne celle-ci, parce qu'elle repose sur une circonstance

accidentelle. Elle ne s'applique, en effet, comme nous le

verrons, qu'à une classe particulière de Porismes.

Nous reviendrons plus loin (§ \I, m) sur ces deux défi-

nitions, pour en expli([uer le sens, et nous ferons voir

qu'elles n'ont rien de contradictoire, du moins dans les

limites que comporte la seconde.

§ V. — Indication succincte des matières contenues dans le Traité des

Porismes de Simson. — Définition des Porismes. — Opinion de

Playfair,

l. — Ouvrage de Simson.

Simson commence son Traité De Porismatibus par les

définitions du Théoreine y du Prohiènie, du Donné, du

Pon'sine et du Lieu j définitions qu'il éclaircit par des

exenqoles. Puis il fait connaître la Notice de Pappus sur les

Porismes, dont il donne une version latine. Après cette

Notice, viennent les propositions qui forment le Traité des

Porismes.

Ces propositions, au nombre de 93, comprennent les 38

[.emmes de Pappus relatifs aux Porismes; 10 cas de la

proposition des quatre droites*, 29 Porismes; 2 problèmes

destinés à montrer l'usage des Porismes; et c|uelques pro-

positions qui servent pour la démonstration des Lemmes et

des Porismes.

Des 29 Porismes, 6 (propositions 23, 34, 4^5 ^^5 ^^

et 57) sont présentés comme répondant à 6 des genres dé-



(
^-(^

)

ciits par Pappus (les I ', VI% X\% XXVIP, XXVII^
et XXIX') ; ot if) (propositions ï-6, ;58, 4<^ 47? 4^5 ^>^\ 67,

et 74 qui renferme 3 Porismes) comme se rattachant aux

Lemmes et au texte de Pappus. Des 8 autres, 4 sont des

Porismes de Fermât, présentés sous la forme adoptée par

Simson, et les 4 derniers sont empruntés de Mathieu

Stewart.

II. — Définition des Porismes.

Simson dit que « la définition de Pappus étant trop gé-

nérale, il la remplacera par une autre. » Il ne dit pas de

laquelle des deux définitions il veut parler. Mais nous pen-

sons que c'est de celle des Anciens. Dans cette opinion, que

nous justifierons plus loin, nous mettrons d'abord sous les

veux du lecteur cette définition telle que Simson nous pa-

raît l'entendre dans sa version du texte de Pappus :

<( Le Porisme est une proposition dans îaquelle on a à

chercher la chose proposée (i). »

Cette chose, que l'on a à chercher, Simson l'appelle

donnée, comme Pappus et Euclide.

Cela posé, voici sa propre définition du Porisme :

(( Porisma est Propositio in qua proponitur démon strare

» rem aliquam, vel plures datas esse, cui, vel quibus, ut et

n cuilibet ex rébus innumeris, non quidem datis, sed qu?e

» ad ea quse data sunt eandem habent ralionem, convenire

)) ostendendum est affectioncm quandam communem in

» Propositione descriptam. »

Nous dirons, en cherchant à exprimer la pensée de

l'auteur :

(1) '( Dixerunt ( Veleres), Theorema esse qno aliquid proposiluni est de-

nionstrandum ; Problema vero, qiio aliquid propositnm est constrncn-

diim ; Porisma vero esse t^uo alir/uid propositnm est im'cstiganduw. » ( De l*oris-

viatibus, etc., p. 347-)
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Le Porisme est une proposition dans laquelle on de-

mande de démontrer qu'une chose ou plusieurs sont don-

nées
,

qui , ainsi que l'une quelconque d'une infinité

d'autres choses non données, mais dont chacune est auec

les choses données dans une même relation, ont une cer-

taine propriété commune, décrite dans la proposition,

La chose ou les clioscs qui sont données^ c'est-à-dire qui

sont des conséquences de l'hypothèse
,
peuvent être des

grandeurs ou quantités, comme des lignes ou des nombres^

ou bien ce peut être la position d'une ligne considérée

comme lieu^ ou bien encore la posifion d'un point par

lequel passentjune infinité de droites qui sont les choses

variables, ou la position d'une courbe à laquelle sont tan-

gentes toutes ces droites.

Cette définition de Simson comporte naturellement une

forme d'énoncés particulière aux Porismes et qui caracté-

rise ces propositions.

Cette forme technique, dont nous allons donner des

exemples, est précisément celle des deux Porismes d'Eu-

ciide que Pappus nous a transmis complets.

III. — Exemples de Porismes conformes à la définition précédente.

I. Le Porisme complet cité par Pappus satisfait, dans son

énoncé original, à la définition de Simson, puisqu'il s'agit

de déterminer la position d'une droite et d'un point dont

l'existence est annoncée.

IL 11 en est de môme du Porisme des quatre droites, et

de la proposition générale de Pappus, puisque Simson

admet que la chose à déterminer dans un Porisme peut

être la position d'un lieu dont la nature est connue et

annoncée dans l'hypothèse.

in. Trois droites étant données de position, si de cha-

que point de l'une on abaisse des perpendiculaires p, q, sur
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les deux autres, on pourra tromper une ligna a et une raison

1 telles^ que la perpendiculaire p plus la ligne a sera à

la perpendiculaire q dans la raison 1.

C'est-à-dire qu'on aura toujours

IV. Une droite étant donnée de position, et un cercle

étant donné de grandeur et de position, il existe un point

tel, que toute droite menée par ce point rencontre la droite

et le cercle en deuxnoints dont le produit des distances au

point en question sera donné.

V. Sipar deux points donnés on mène à un autre point

deux droites telles, que leurs longueurs soient entre elles

dans une raison donnée, ce point est situé sur une circon-

férence de cercle donnée de grandeur et déposition.

En d'autres termes, le lieu d'un point dont les distances

à deux points fixes sont entre elles dans une raison donnée,

est une circonférence de cercle.

Cette proposition est un lieu^ conséquemment un Po-

risme (i).

VI. Deux droites parallèles étant données de position,

et sur ces droites deux points A, B, si Von mène une troi-

sième droite qui rencontre ces deux premières en deux

points ni, m^, tels, que le segment A m, plus une ligne don-

née a, soit au segment Bm' dans une raison donnée ^,

'7- r • Am -4- a 1 7 7 -, /

c est-a-dire que i on ait —-

—

-— :=. k^ la droite mm valsera
' Bm' '

par un point donné.

VII. Deux couples de points a, a' et b, b' étant donnés

sur une droite, il existe un autre point O sur cette droite et

(i) Cette proposition se trouve parmi celles des lieux 2)lans d'Apollonius,

citées par Pappus. Eutocius la donne aussi comme exemple d'une proposi-

tion de lieu dans son Commentaire sur les Coniques d'Apollonius.
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U71C ligne r/, tels^ (jue^ quel que soit le point m que l'on

pretuie sur la même droite^ la somme ou la différence des

deux rectangles ma . ma^, mb . mb' sera toujours égale au

rectangle
f/

.mO ( i )

.

Dans chacune de ces propositions il faut trouver ce qui

est annoncé ou proposé^ ce sont donc des Porismes^ con-

formément à la définition que Pappus attribue aux An-
ciens.

Ainsi nous avons pu dire que c'est cette définition que

Simson a eue en vue et qu'il a prise pour base de sa doc-

trine des Porismes. Une autre raison suffirait encore pour

montrer que telle a été l'intention de Simson : c'est qu'il

approuve Pappus d'avoir censuré la définition des Moder-

nes, comme nous le dirons dans le paragraphe suivant.

IV. — Opinion de Playfair sur les Porismes.

Playfair, professeur de Mathématiques à l'université

dTildimbourg, a traité la question des Porismes dans un

Mémoire intitulé On the origin and investigation of
Porisms (2)^ qu'on peut considérer comme faisant suite à

l'ouvrage de Simson. Mais l'auteur s'y est proposé princi-

palement de rechercher l'origine probable des Porismes,

c'est-à-dire les vues qui ont pu conduire les anciens géo-

mètres à ce genre de propositions. Il pense que, de même

(i) Dans la géométrie moderne où Ton donne des signes aux segments, ce

l'orisnie s'exprime, d'une manière générale, par l'équation

ma . ma'— mb . mb' -f- yu. . mo = o

.

(V. Géovi. sup. p. i53.
)

Cette proposition a été connue des Anciens; on la trouve dans les Lemmes
de Pappus sur le second livre de la Section déterminée, où elle est démontrée

dans douze Lemmes (Propositions 45 à 56) à raison des différents cas aux-

quels donnent lieu les positions relatives des différents points de la figure.

(2) Lu à la Société royale d'Edimbourg, le 1 avril 1792, et inséré dans les

Transactions de celte Société.
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que ce sont les cas d'iinpossibilitéoucle limllation des solu-

tions, dans les problèmes, qui ont donné lieu aux questions

de maxima ou minima, de même ce sont les cas où les

problèmes deviennent indéterminés ou susceptibles d'un

nombre infini de solutions, qui ont conduit à la doctrine

des Porismes.

D'après cette idée, et trouvant la définition des Porismes

de Simson fort obscure, il donne celle-ci :

Un Porisnie est une proposition qui affirme la possibi-

lité de trouver des conditions gui rendent un certain pro-

blème indéterminé ou susceptible d'un nombre illimité de

solutions (i)

,

Il ajoute que cette théorie sur l'origine des Porismes, ou

du moins la justesse des notions qui en dérivent, sont con-

firmées par les propres vues de Dugald Stew^art : « Ce sa-

vant professeur, dit-il, dans un Essai sur le môme sujet, lu

devant la Philosophical Society il y a quelques années,

définit le Porisme : Une proposition affirmant la possibi-

lité de trousser une ou plusieurs des conditions qui rendent

un théorème indéterminé. Il faut entendre par théorème

indéterminé, un théorème qui exprime une relation entre

certaines quantités déterminées et certaines autres qui sont

indéterminées en grandeur et en nombre. »

Cette manière de considérer les Porismes, connue exclu-

sivement sous le nom de Playfair, quoique, comme on voit,

le célèbre philosophe écossais Dugald Stewart, alors pro-

fesseur de Mathématiques (2), en ait eu le premier l'idée.

(1) From this account of Ihe origin of Porisms, it foUows, that a Porism

raay be defined, A proposition ajjirpnng the possibilité ofJinding such condi-

tions as will render a certain prohlem indeterminate, or capable of innumerâ-

ble solutions.

(2) Dugald Stewart, nommé d'abord suppléant, en 1772, de Matthew Ste-

wart, son père, dans la chaire de mathématiques d'Edimbourg, réunit à cet

enseignement, en 1778, la feiippléance d'Adam Fcrguson dans la chaire do

l'hilosophie morale. Il lui arrivait dans le môme temps de joindre bénévo-
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a été adoplée par la plupart des géomètres (jiii ont adhéré à

la divination de Simson sur la forme des énoneés des

Porismes. Ainsi J. Leslie, dans sa Geometrical Analysis^

dit : (( Le Porisme a pour objet de démontrer quon peut

trouver une ou plusieurs choses telles^ quhine certaine

relation déterminée ait lieu entre ces choses et une infinité

d'autres assujetties à une loi donnée.

» La nature du Porisme consiste à affirmer la possibilité

de trouver des conditions qui rendent un problème indé-

terminé^ cest'à-dire susceptible dune infinité de solu-

tions (i). »

Disons tout de suite ici que, malgré Fassentiment assez

général qu'a obtenu l'idée de Playfair, elle ne nous parait

pas fondée.

En effet, la recherche des conditions qui rendent un pro-

blème indéterminé conduit à certaines relations entre les

données de la question, et il peut résulter de là un théo-

rème : mais c'est un théorème ordinaire, c'est-à-dire dans

l'énoncé duquel il ne reste rien d'inconnu. Ce théorème

peut sans doute, comme tout autre, être transformé en un

Porisme, ainsi que nous l'expliquons plus loin (§ VI, ii) :

lement à ces doubles fonctions l'enseignement de l'astronomie, et même de

la langue grecque et des belles-lettres, par obligeance pour ses collègues.

t)evenu professeur titulaire de Mathématiques, en 1786, à la mort de son

père, il ne tarda pas à échanger cette chaire contre celle de Philosophie que

résignait Ferguson, et qui convenait mieux à ses admirables et rares talents

de parole. Dès lors, il ne remplit plus qu'une chaire et il se livra exclusive-

ment à l'étude des questions de philosophie, dans lesquelles il devait appor-

ter avec tant de succès et d'éclat, les procédés de raisonnement des sciences

. mathématiques.

(i) A Porism proposes to demonstrate that one or more things may be

found, between which and innuraerable other objects assumed after some

given law, a certain specified relation is to be shown to exist.

The nature of a Porism consists in affirming the possibility of finding such

conditions, as w^ill render a problem indclerminate, or capable of innu-

mcrable solutions.
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mais il est à cioire, il nous parait même certain, que Je

théorème s'est présenté à l'esprit du géomètre avant le

Porisme qui n'en est qu'un corollaire ou une expression

différente.

En d'autres termes, la forme d'énoncé qui caractérise le

Porisme n'est pas la conséquence immédiate ni nécessaire

de la discussion d'un problème.

Il semble donc que la manière de concevoir l'origine du

Porisme proposée par Playfair n'est pas fondée.

Assurément Euclide n'a pas eu besoin de résoudre des

problèmes pour former ses 171 Porismes; il lui a suffi de

prendre des théorèmes et d'en changer la forme. Ce qu'il a

fait dans une vue tout autre que celle d'exprimer les con-

ditions qui rendent un problème indéterminé.

Il faut observer d'ailleurs que non-seulement la recherche

des conditions qui rendent un problème indéterminé ne

conduit pas immédiatement ni nécessairement à un Po-

risme , mais qu'en outre on n'aperçoit point, en général,

dans un Porisme le problème qui aurait donné lieu, par

cette recherche des conditions d'indétermination, à ce

Porisme.

§ yi. — Réflexions sur quelques passages de Pappus. — Éclaircisse-

ments sur la nature et l'origine des Lieux et des Porismes. — Diffé-

rence et point de contact entre les Porismes et les Corollaires. —
Accord des deux définitions des Porismes , sauf l'insuffisance de la

seconde.

1. — Différences entre le théorème local, le lieu et le problème local. —
Origine des Lieux.

Pappus, comme nous l'avons vu (§111), dit que les

Lieux sont des Porismes. Or à l'égard des Lieux il n'y a

pas de mystère-, la forme de leurs énoncés nous est parfai-

tement connue par les nombreuses propositions des Lieux

plans d'Apollonius que Pappus nous a transmises.
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Les Lieux doivent donc nous olTrir les moyens de véri-

ller la définition donnée précédemment des Poiismes et de

recherclier, jusqu'à un certain point, la nature de ces pro-

positions. Pour cela nous allons préciser les différences et

les points de contact qui nous paraissent exister entre le

théorènw local ^ le lieu et le problème local.

Le théorème local est une proposition qui exprime une

propriété commune à tous les points d'une même ligne,

droite ou courbe, complètement définie. Exemple :

Etant pris sur le diamètre AB d'un cercle deux points

C, D telsj que Von ait la relation —— = -—
-, les distances

de chaque point m de la circonférence à ces deux points

sont entre elles dans le rapport constant — •

DA
Le lieu est une proposition dans laquelle on dit que tels

points soumis à une même loi connue, sont sur une ligne

(droite, circulaire ou autre) dont on énonce la nature, et

dont il reste à trouver la grandeur et la position. Exemple :

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison, le lieu

d'un point dont les distances à ces deux points sont entre

elles dans cette raison, est une circonférence de cercle

donnée de grandeur et de position.

Enfin dans le problème local ou question de lieu, on

demande de trouver la nature, la grandeur et la position

d'un lieu, c'est-à-dire la courbe, lieu commun d'une infinité

de points soumis à une loi commune. Exemple :

Deux points étant donnés, ainsi qu'une raison /, (juel

est le lieu d' un point dont les distances à ces deux points

sont entre elles dans la raison 1?

La solution, ou réponse à la question, constitue une vé-

rité complète, c'est-à-dire un théorème, qui est ici le théo-

rème local c^ue nous venons de citer.

Ces exemples snilisent [K)ui établir la dislinclion piécisc

3*
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et les points de eoiilacl qui exisleiil enlre les trois piopo-

si lions qui se rapporlent aux lieux : le théorème local, le

lieu proprement dit, et le problème local.

Le lieu est différent du théorème local et du problème

local, mais il participe de l'un et de l'autre, puisqu'on s'y

propose de démontrer une vérité énoncée, savoir que tel

point soumis à une loi connue est, par exemple, sur un

cercle, ce qui constitue un théorème, et qu'il faut en outre

déterminer la grandeur et la position de ce cercle, ce qui

louche au problème.

Origine des Lieux. — Un théorème provient toujours

de plusieurs autres propositions dont il est une déduction,

mais avec lesquelles il n'a pas en général de ressemblance

ou de connexion apparente.

La solution d'un problème résulte, comme la connais-

sance d'un théorème, de raisonnements formés sur plu-

sieurs vérités connues^ et cette solution constitue, au fond,

un théorème.

Une proposition appelée lieu résulte, en général, soit

d'un théorème connu avec lequel ce lieu a des rapports

manifestes, soit de la solution d'un problème, solution qui,

comme nous venons de le dire, équivaut à un théorème.

Le lieu exprime donc la même chose que le théorème,

mais d'une manière moins explicite et qui laisse quelque

chos(i à compléter.

Telle nous parait être la seule origine que nous puissions

attribuer aux propositions qui par leur forme sont des lieux.

11. — DilTérencei eiitie les l'oiismes, les Théorèmes et les Problèmes. —
(Comment les Lieux sont des l'orismes. — Origine des Porismes. — De la

signification qu'^Euclide a voulu attribuer au terme Porismc. — Rapproche-

mont entre les Porismes et les Corollaires.

Pappus dit que les Porismes ne sont, quant à la forme,

ni des théorèmes, ni des problèmes
^
qu'ils constituent un
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genre intermédiaire j mais que parmi beaucoup de géomè-

ires, les uns les regardent comme des théorèmes et d'autres

comme des problèmes.

On conclut de là que les Porismes devaient participer

tout à la fois des théorèmes et des problèmes, puisque

beaucoup de géomètres s'y méprenaient, ou du moins se

croyaient en droit de ne pas les distinguer de ces deux sortes

de propositions.

Or les Porismes, entendus selon la définition de Simson,

dont nous avons donné ci-dessus des exemples (§ Y, m),

satisfont à cette condition, c'est-à-dire qu'ils ont le double

caractère des théorèmes et des problèmes.

En effet, les théorèmes sont des propositions où l'on doit

démontrer une vérité connue et énoncée.

Les problèmes sont des propositions où l'on a à découvrir

une chose inconnue,

D Et les Porismes sont des propositions où l'on a tout à la

fois à démontrer une vérité énoncée et à tromper la qualité

ou la manière d'être, comme la grandeur ou la position, de

certaines choses mentionnées dans l'énoncé de cette vérité.

D'après cette manière de concevoir le Porisme, qui est le

commentaire rigoureux de la définition de Simson, on peut

dire que le Porisme participe du théorème et du problème.

Ce qui s'accorde avec ce que rapporte Pappus des opinions

différentes des géomètres de son temps.

A notre sens, le Porisme se rapproche plus du théorème

que du problème ^ car il faut, comme dans le théorème,

démontrer une vérité énoncée 5 et quant à la chose à trou-

uer^ elle n'est pas absolument inconnue comme dans le pro-

blème proprement dit; elle se rapporte à la vérité énoncée,

elle en est une conséquence cjui le plus souvent résulte de

la démonstration même, sans exiger aucune recherche.

Comment les Lieux sont des Porismes. — Le double

caractère du Porisme, de participer du théorème et du pro-

3.



l)lènie, c osl-à-Jire d'avoir à déuionlrev ci à ivouver^ est

préoisénicnt aussi le caractère dos Liciix^ comme nous Va-

vons vu ci-dessus. INous sommes donc amené à conclure

que les Lieux sont des Pon'smes^ lors même que nous n(*

saurions pas que Pappus le dit formellement.

Origine fies Porismcs. — Hy a encore sur un autre point

une identilé parfaite entre les Porismes et les Lieux : nous

voulons parler de l'origine même des uns et des aulres. En

elïet, ce que nous avons dit précédemment de l'origine des

Lieux s'applique de soi-même aux Porismes. Un Porisnu'

est la conséquence d'un théorème ou de la solution d'un

problème, qui elle-même constitue un théorème. Le Po-

risme exprime la même chose que le théorème dont il se

déduit, mais sous une autre forme el d'une façon moins

complète el qui laisse quelque chose à déterminer.

L'exemple que nous avons donné d'un lieu comparé au

thèorènie local auquel il se rapporte, s'applique aux Poris-

mes de même qu aux Lieux. Ainsi nous conclurons que

l'origine d'un Porisme est un théorème proprement dit.

La transformation des théorèmes en Porismes tendait à

simplifier les énoncés des propositions en les débarrassant

de certaines déterminations complémentaires qui n'étaient

pas toujours nécessaires. On reconnaîtra, je pense, dans

cette conception la sagacité d'Euclide et sa profonde înlel-

ligence des besoins de la science, quand nous aurons dit,

dans un des paragraphes suivants, combien ses Porismes

touchent de près, par leur forme même, à celle de la plu-

part des propositions de la géométrie moderne.

De la signification quEuclide a voulu attribuer au

terme Porisme. — Rapprochement entre les Porismes et

les Corollaires. — Euclide exprime par le même mot

Tiopw^a les corollaires des Eléments et les propositions de

ses trois livres de Porismes. Poni" les corollaires^ le terme

grec, dont la signification d'après Proclus serait ici gain.
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ticquis/lion (V. ("i-clcssous § Ml, vi)^ csi l)ii'ii choisi. Mais

pour les pioposilions dont il s'agit, le sens qu il faul attri-

buer à ce tenue TiopiG^'X a toujours été une énigme- parce

que n'ayant pas une idée précise de la nature intime des Po-

risnies, on ignorait surtout l'oiigine de ces propositions.

11 nous semble que les ( ousidérations piécédeiites jettent

enfin du jour sur celle question-, car elles conduisent à

un rapproelieuient naturel entre les Porismes et les corol-

laires.^ ces propositions si dilTérenîes au fond.

En effet, d'une part, les coroUaires sont des propositions

(jui se concluent immédialenient soit de 1 énoncé d'un théo-

rème, soit d'un passage de la démonstration de ce théorème,

soit d'un raisonnement qui a conduit à la solution d'un pro-

blème. Mais, en général, ces corollaires constituent des

propositions différentes des théorèmes d'où on les conclut,

et dont ils ne sont pas la lepioduction sous une autre

forme, comme on le voit, par exeuiple, dans les Eléments

tl'Euclide (i).

D'autre pari, les Porismes prennent hîur origine dans des

théorèmes déjà connus, mais dont on change la forme pour

en faiie des Porismes; d(; sorte qu'on peut dire que les

Porismes sont des conséquences immédi'at(>s de théorèmes;

qu'ils en sont une sorte de corollaires.

Telle a. pu être la raison qui a porté Kuclide à donner

(.i) Exemples. Euclide, a})rcs;noirdenu))itré que la perpendiculaire menée
(lu sommet de rtui(jle droit d'un lriaii[;Ie rectangle sur riiyi)oténusc divisele

trianjjle en deux triangles seniblal)les, ajoute, sous le titre de corollaire

.

» Il suit de là que dans un triangle rectangle la perpendiculaire menée de

» l'angle droit sur la hase est moyenne proportionnelle entre les segments

» de la base, et que chaque côté de l'angle droit esf moyen proportionnel

) entre la base et le segment qui lui est contigu. » (Liv. VI, prop. 8.)

A la suite de ce problème : « Trouver le centre d'un cercle », qui (orme

la l'*^ proposition du Livre III, on trouve ce corollaire : « De là il suit évi-

j> demraent que si, dans un cercle, une corde eu cou[)e une autre en deux

n parties égales, en taisant avec elle deux angles droits, le centre du cercle

') est ivlacé sur la corde sécante, »
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à ce nouveau genre de propositions qu'il introduisait dans

la Géométrie, le nom même des corollaires de ses Élé-

ments.

Mais en constatant cette analogie partielle et secondaire

entre les Porismes et les corollaires, répétons qu'il existe

entre les deux genres de propositions une différence fonda-

mentale. Les corollaires, qui sont, comme leditProclus,un

gain trouvé en passant et dont profite le géomètre, diffè-

rent, en général, des théorèmes qui ont procuré ce gain, et

sont des propositions de même forme ^ tandis que les Po-

rismes, sous une autre forme qui leur est propre, ne sont

que les théorèmes qui les ont produits. Ce sont, si l'on veut,

des corollaires, mais d'un autre ordre que les corollaires

proprement dits.

ni. — Explication de la seconde définition des Porismes. — Accord des

deux définitions. — Dans quel sens il faut entendre le blâme de Pappus à

l'égard de la seconde. — Origine de cette définition.

Pappus, après avoir donné la définition des Porismes des

Anciens, en fait connaître une seconde introduite plus tard.

tl dit que des géomètres modernes, nonobstant la défini-

lion ancienne et les propositions mêmes, donnèrent des

Porismes, d'après une circonstance particulière, cette défi-

nition : Ce qui constitue le Porisme est ce qui manque à

rhypothèse d'un théorème local; en d'autres termes : le

Porisme est inférieur, par Vhypothèse^ au théorème local.

Celte brève définition, à laquelle Pappus n'ajoute aucun

développement, paraît signifier que : Quand quelques par-

ties d'une proposition locale n'ont pas dans l'énoncé de la

proposition la détermination, de grandeur ou de position,

qui leur est propre et qui se trouverait dans l'énoncé d'un

théorème local proprement dit, cette proposition n'est pas

regardée comme un théorème et devient un Porisme.

Prenons pour exenqdi" ce théorème local déjà cité :
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Un poïnl C étant donné sur le diamètre AH d'un cercle^

si Von prend un second point}) tel, que Von ait —- = -—-,
CB DB

les distances de chaque point de la circonférence à ces

CA
deux points seront entre elles dans le rapport— •

Que l'on n'indique pas la position du point D, ni la

valeur du rapport des distances de chaque point delà cir-

conférence aux deux points C et D, on pourra encore ex-

primer la même proposition, mais sous un énoncé très-

différent qui en change le caractère, savoir :

Un point C étant donné sur le diamètre AB d'un cercle,

on pourra trousser un second point J) et une raison 1 tels^

que le rapport des distances de chaque point de la circon-

férence au point Q et à ce point D sera égal à la raison 1.

C'est là un Porisnie conforme à la définition des Anciens,

puisqu'il faut trouver ce qui est annoncé comme conséquence

de l'hypothèse, savoir la position du point D et la valeur de

la raison A.

Ce Porisme diffère du théorème local en ce que ces

deux choses qu'il faut trouver sont déterminées de position

et de grandeur dans le théorème.

Il satisfait donc à la seconde définition des Porismes. De
sorte que les deux définitions n'ont rien de contradictoire.

Cependant Pappus semble dire que « les géomètres mo-
dernes qui ont introduit dans la géométrie leur définition

auraient dû être arrêtés par la définition ancienne et par les

propositions mêmes. »

On est induit à conclure de ces paroles que la définition

moderne impliquait quelque idée ou quelque condition que

ne comportait pas la première. Et, en effet, Pappus ajoute

que « cette définition est fondée sur une circonstance acci-

dentelle )) ; ce qui sif'nifie quelle ne s appli(jue qu'à une

classe de Porismes.
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On reconnaît sans difficulté cette circonstance : c'est que

la définilion implique l'idée ou la condition d'une proposi-

tion locale j de sorte qu'elle ne s'applique qu'aux Porismes

qui se rapportent à de telles propositions, comme les Poris-

mes I, II, III, IV, \ précédents (§ V), et qu'elle exclut con-

séquemment un grand nombre d'autres Porismes, comme
les VP et VIF.

C'est ainsi que Simson a entendu le blâme de Pappus el le

défaut delà définition des Modernes; blâme qu'il approuve(i).

Les deux définitions des Anciens et des Modernes ne

sont donc point contradictoires, à part le défaut de généra-

lité de la seconde.

Cet accord devait se présumer. Car Pappus ne dit pas que.

la nouvelle définition fût la base d'une nouvelle sorte ou

d'un nouveau genre de Porismes, loin delà : il dit formelle-

ment, au commencement de sa Notice, qu'on n'a pas ajouté

de Porismes nouveaux â ceux d'Euclide. La définilion des

Modernes se rapportait donc à une classe des Porismes

d'Euclide, et, dans cette limite, ne pouvait avoir rien

d'inexact et devait s'accorder avec l'ancienne.

Une raison bien simple a pu donner lieu à la nouvelle

définition. Quelques géomètres, voulant traiter succincte-

ment, soil dans leurs leçons, soit dans leurs livres, de la

doctrine des Porismes, auront fait un clioixde propositions

appropriées à leur enseignement et les auront prises dans

l'ouvrage d'Euclide parmi celles qui se rapportaient aux

lieux, parce que les lieux plans [lieux à la droite et au

cercle) formaient les premières matières cultivées à la suite

des Eléments proprement dits. Dès lors ces géomètres ont

(i) Ex his exemplis manifestum est multa esse Porismata quac a Theore-

inate Locali hypolhesi deficiunt, alia autem qua: ex Locis nullateniis pen-

dent. Merito igiturjuniores Pappus reprehendit, quod Porisma ex accidente

definiverunt, ex quadam se. re quae quibusdam quidem non omnibus Poris-

inatibus inest. » {Opéra quœdaiv, etc., p. ii/j/j.}
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du approprier la définition des Porismes d'une manière

précise mais restreinte, à cette classe particulière de Po-

rismes qui se rapportent aux Lieux, sans être nécessaire-

ment eux-mêmes des Lieux. Telle nous parait être l'origine

de cette définition dont Pappus a fait mention pour en si-

gnaler l'insuffisance.

§ VII. — Analogie entre les Porismes et les Données d'Euclide. —
Identité d'origine de ces deux classes de Propositions. — Traité des

Connues géométriques du géomètre arabe Hassan ben Haithem. —

Notice de Proclus sur les Porismes. — Passages de Diophante.

I. — Analogie entre les Porismes et les Données.

Il existe entre les Porismes et les Données une analogie

profonde, à laquelle il ne paraît pas que Ton ait fait atten-

tion, et dont cependant il nous semble qu'il faut se pénétrer

pour entendre dans son sens primordial et le plus intime la

doctrine des Porismes.

Nous trouvons cette analogie sous toutes les faces que

présente la question. Elle existe non-seulement dans la

pensée d'où dérivent les deux classes de propositions,

mais aussi dans leur but commun , dans les définitions

qui leur sont propres et dans la forme même de leurs

énoncés (i). Quelques éclaircissements vont nous en con-

vaincre.

Les Données sont des propositions dans lesquelles une

ou plusieurs des choses dont il est question n'ont pas, dans

(i) Il m'a paru, depuis longtemps, que c'était là le véritable point de vue

sous lequel il fallait considérer les Porismes, Cette opinion se trouve dans

VAperçu historique, en ces termes : « La conception des Porismes nous pa-

» raît dériver de celle des Données : telle a été, selon nous, son origine dans

)) l'esprit d'Euclide. — Les Porismes étaient, par rapport aux propositions

» locales, ce que les Données étaient par rapport aux simples théorèmes des

)) Éléments. De sorte que les Porismes formaient avec les Données un com-

)> plément des Éléments de Géométrie, propre à faciliter les usages de ces

*» Éléments pour la résolution des problèmes. •> [Aperçu, etc., p. 'i-jb.)



( 42 )

renoncé de la proposition., la délcrniinalion, de grandeur

ou de position, qui leur est propre vu vertu de Fliypothèse,

détermination qui se trouverait dans l'énoncé d'un théo-

l'ème proprement dit.

La proposition consiste à affirmer que cette détermina-

tion est comprise implicitement dans l'hypotlièse
,
qu'elle

en est une conséquence nécessaire et qu'on peut l'ellectuer.

C'est ce qu'Euclide exprime en disant que la chose annon-

iée est (Jonnée j il faut QnXGnàrv est donnée virtuellement,

c'est-à-dire est comprise implicitement dans l'hypothèse et

peut s'en déduire.

Par exemple, prenons la pioposition 6 du livre des Don-

nées^ que nous exprimerons ainsi en langage moderne :

Si deux grandeurs a. et h ont entre elles une raison

donnée 1, la grandeur composée des deux aura ai^ec cha-

cune d^elles une raison donnée.

Si Euclide eût voulu fairede cette proposi tion un théorème

proprement dit, il aurait indiqué dans l'énoncé la valeur de

la raison de la somme (a-{-b) à chacune des deux grandeurs

a et ^, savoir : — -— pour -, et (/ + i) pour —-—
D'après ces remarques, on peut diie que les proposi-

tions appelées Données par Euclide étaient des théorèmes

non complets^ en ce cju'il y manquait la détermination, en

grandeur ou en position , de certaines choses annoncées

comme conséquence de Thypo thèse.

Ce caractère spécial des Données est accmsé par la forme

même de leurs énoncés qui se terminent toujours, comme
dans l'exemple ci-dessus, par cette affirmation, que telle

chose est donnée.

Les Porismes peuvent aussi être considérés comme des

théorèmes non complets. Car la détermination des choses

qu'on demande de trouver complétera le théorème, c'est-à-

dire qu on oblumdra une proposition dans laquelle toutes
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clioses auront la détermination, de grandeur et déposition,

qui leur appartient.

Les Porisnies ont encore avec les Données une autre

analogie manifeste. C'est la forme de leurs énoncés, où il est

toujours dit que telles clioses sont données de grandeur ou

de position.

Cette forme se trouve dans les Lieux plans d'Apollo-

nius dont Pappus nous a conservé les énoncés et qui sont

des Porismes, comme il le dit expressément : elle se trouve

dans le Porisme complet, énoncé le premier de ceux qui se

rapportent au P"^ livre d'Euclide, lequel n'est pas un lieu,

et semble présenter, à beaucoup d'égards , le type général

des Porismes. On reconnaît la même forme technique dans

tous les autres énoncés de Porismes donnés par Pappus,

bien que ces énoncés concis n'expriment que les consé-

quences d'hypothèses sous-entendues (i). ^

Ainsi il ne peut exister aucun doute sur l'identité

de contexture des énoncés tant des Porisnies que des

Données.

Enfin la définition ancienne des Porisnies convient

aux Données^ puisque dans celles-ci, comme dans les Po-

rismes, l'objet de la proposition est de trouver ce qui est

annoncé.

Ces considérations concourent toutes à nous autoriser à

regarder les Porismes comme dérivant, dans l'esprit d'Eu-

clide, de la conception même des Données.

Ce genre de théorèmes non complets., comme nous l'a-

vons dit, n'est appliqué dans le livre des Données qu'aux

théorèmes ordinaires tels que ceux des Eléments . Euclide a

voulu l'étendre, dans les Porismes, aux propositions loca-

les, et plus généralement aux propositions où l'on considère

(i) On trouve les mêmes formes d'énoncés dans des propositions de

tiojnbros appelées Porismes par Diophante, comme nous le dirons plus loin
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des choses variables suivant une même loi, comme, par

exemple, des droites qui passent par un même point, ou qui

enveloppent un cercle ou une autre courbe.

II.— Traité des Connues géométriques d'Hassan l)en Haiihem.

Les mathématiques arabes nous oilrent à ce sujet un do-

eument d'un grand intérêt, qui prouve qu'en elîet à une écr-

iai ne époque on a considéré les Données, les Lieux et les

Porisnies comme formant un même genre de propositions

qu'on pouvait réunir sous un même titre. Du moins, il

existe un ouvrage arabe intitulé : Traité des Connues géo-

métriques
, qui est un recueil de propositions ayant toutes

la même forme d'énoncés, et qui sont des Données propre-

ment dites, des Lieux ou des Porisnies, Seulement le terme

donné ^ employé par les Grecs dans ces trois genres de pro-

positions, est remplacé dans cet ouvrage par celui de connu.

Ainsi, Ton y lit que telle droite csl connue de grandeur

et de position^ que tel point (variable) est sur un cercle connu

de grandeur et de position
^
que le rapport de telle droite

(variable) à telle autie, ou de tel rectangle (variable) à tel

carré, est un rapport connu, etc.; propositions qui manifes-

tement sont ou des données comme celles d'Euclide, ou des

lieux comme ceux d'Apollonius, ou des Porisnies comme
ceux d'Euclide d'après le sens que nous avons attribué à la

jNotice de Pappus , conformément au sentiment de Sim-

son (i).

Le titre unique de Connues géométriques appliqué par

Fauteur à ces trois classes de propositions que les Grecs

distinguaient sous les trois noms didérenls de Données,

Lieux et Porisnies, prouve qu'il les considérait toutes trois

(i) Nous donnons plus loin les énoncés mêmes de quatre propositions du

Livre des Connues î^('om<''lrujui's, dans lesquelles nous reconnaissons des l'o-

rismes.
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comme étant du même genre ou dérivant d'une même
idée (i).

Cet ouvrage arabe, dont on doit la connaissance et la tra-

duction au savant orientaliste M. L. A. Sédillot, est du géo-

mètre et astronome Hassan ben Haithem, qui florissait vers

l'an 1009 et mourut au Caire en io38 (2).

ni, — Définition des Porisraes tirée de Proclus.

Deux autres faits qui ont de l'analogie avec celui que;

vient de nous offrir le Traité des Connues géométriques^ et

que nous puisons chez les Grecs mêmes, dans Dioplianle

et dans Proclus, contribueront encore à corroborer notre

sentiment sur l'origine des Porismes et leur analogie avec

les Données.

Citons d'abord Proclus, dont le texte que nous avons à

invoquer est bien connu, mais a toujours paru fort obscur*

et n'a pas été entendu dans le sens que nous devons lui

donner.

Il s'agit de la Notice sur les Porismes d'Euclide, que le

célèbre philosophe platonicien a insérée dans son commen-
taire sur le P" Livre deà Éléments. 11 dit que ces Porismes

sont un genre de propositions où il y a quelque chose à trou-

ver, et qui n'ont pas pour objet, cependant, ni une simple

construction, ni une simple démonstration.

(i) Il est permis d'espérer que si enfin l'on explorait les manuscrits ara-

bes qui existent encore en grand nombre dans plusieurs grands dépôts,

notamment dans la bibliothèque de l'Escurial, on trouverait dans d'autres

ouvrages, comme dans celui de Hassan ben Haithem, des traces de la doc-

trine des Porismes qui seraient d'un véritable intérêt. On ne doutera pas,

en effet, que les manuscrits sur lesquels Casiria donné des notices précieuses

dans son grand ouvrage ( BiiZ/o/fteca arabico-hispana Escurialeiisis) ne puh-

sent contenir souvent plusieurs autres pièces confondues sans titres distincts,

et que ce savant auteur n'a pas décrites.

(2) V. Nouveau journal asiatique ; mai i834. Et Matériaux pour servir à

Vhistoire comparée des sciences mathématiques chez les Grecs et les Orien-

taux. Paris, iS/jS, t. l^»", p. ;Î78-4oo.
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Il revient plus loin sur la même idée en ajoutant que les

Porismes tiennent, en quelque sorte, le milieu entre les

problèmes et les théorèmes
;
qu'en effet il ne s'agit pas, dans

ees propositions, de choses que l'on ait à construire ou à

considérer théoriquement, mais de choses qu'il faut prendre

et montrer aux yeux ; c'est-à-dire dont il faut déterminer

la manière d'être, telle que la position ou la grandeur.

On peut reconnaître, nonobstant la concision et l'obscu-

rité de celle sorte de définition, qu'elle concorde avec celle

des Anciens rapportée par Pappus et entendue dans le sens

bien défini que nous lui avons donné. Cet accord forme

déjà une présomption favorable à notre système sur la doc-

trine des Porismes.

Mais ce qui nous parait surtout offrir de Fintérèt ici

,

c'est que Proclus cite, comme exemples de Porismes. deux

.propositions sous forme de problèmes, lesquelles ne sont

que de simples données^ car les voici : Un cercle étant

donné, tj^ou^er son centre. Deux grandeurs commensu-

rables étant données ^ trouver leur plus grande commune
mesure.

Il est évident que dans chacune de ces questions, la chose

demandée est une conséquence implicite de l'hypothèse;

ce qui est le caractère des Données. Or il n'y a rien de va-

riable dans ces propositions -, elles sont donc de celles qui ap-

partiennentà la classe des Données proprement dites. Ainsi

quand Proclus les cite comme exemples des Porismes d'Eu-

clide, on doit nécessairement en conclure qu'il a considéré

ces Porismes comme des propositions du même genre que

les Données.^ de même que l'a fait, 5oo à 600 ans plus tard,

le géomètre arabe Hassan ben Haithem.

C'est surtout le rapprochement entre ces deux faits qui

nous a mis sur la voie de l'explication qui nous semble

maintenant si naturelle, du passage de Proclus dont Tinter-

prélalion avait toujours paru fort difficile.



47

IV. — Porismes cités par Diophante,

Diophanle ne parle pas expressément des Porismes,

comme Proclus, et n'a pas à les définir. Mais il cite dans ses

Questions arithmétiques, sous le titre de Porismes^ des

propositions extraites d'un ouvrage, apparemment d'un

Recueil de Porismes^ qui ne nous est pas parvenu.

Ces propositions, auxquelles je crois que l'on n'avait

jamais fait attention, du moins à titre de Porismes dans le

sens d'Euclidc, avant que nous les eussions signalées dans

V Apei'çu historique, se rapportent aux propriétés des

nombres^ et ce qui a de l'inlérêt ici, c'est c{ue, sous le nom
de Porismes, elles ont dans leurs énoncés la forme des

Données, la même que nous attribuons aux Porismes.

Faisons remarquer d'abord, d'une manière générale,

qu'effectivement la plupart des propositions de la théorie

des nombres peuvent être considérées comme des Données.

Car elles expriment que telle fonction de tels nombres, ou

telle relation entre tels nombres, donne lieu à telle autre

relation-, en d'autres termes, que telle relation est une

conséquence implicite de telle autre.

Par exemple l'identité

[a^ -+- h'') [a" +- 6^) = [aa ziz Z»ê)^ + («S qz Z»a)%

si on l'énonce textuellement, sera un théorème propre-

ment dit, ou théorème complet. Mais si, sans préciser la

composition des deux carrés qui forment le second mem-
bre, on dit simplement que : Le produit de la somme de

deux carrés par la somme de deux autres carrés s'ex-

prime de deux manières par la somme de deux carrés, cet

énoncé aura une certaine analogie avec ceux des Données.

Il en est de même des propositions suivantes :

Le produit de deux nombres donnés s'exprime par la
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différence des carres de deux autres noinhres, divisée par 4

.

Tout nombre pieinier de laforme 4 n +• i s'exprime par

la somme de deux carrés.

Le produit de la somme de quatre carrés par la somme
de quatre autres carrés s\ixprime par la somme de quatre

carrés.

Etc., etc.

Toutes ces propositions sont des tlieorèmes non com-

plets, dans le sens que nous entendons, de même que les

Données et les Porismes.

Revenons aux Porismes cités par Diophanle. Ils se trou-

vent dans les Questions III, V et XIX du \ "^ Livre.

On lit dans la Question III : « Puisqu'on a dans les

» Porismes : Si deux nombres sont tels, que chacun (Veux

)) augmenté d'un même nombre donné soit un carré et

» que leur produit augmenté du même nombre soit aussi

» un carrée ces nombres proi^iennent de deux carrés

)) consécutifs. »

C'est-à-dire que G étant un nombre donné, si deux autres

nombres A, B, sont tels, qu'on ait

A -h G = carré,

B -I- G = carré,

AB -H G = carré,

les deux nombres A, B proviennent de deux carrés consé-

cutifs.

En effet, prenant arbitrairement un nombre a tel, que a'

soit ^ G, il suffit de prendre ensuite A = a^ — G et

B = [a-\-iY — G. Car il en résulte

k-\~G=a\ B 4- G = (a -M )%

AB4-G=: [a[a-^i)—G']\

Ici est le sens i\vvv. comj)ortc renoncé de Diophantc, ((iii
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de nos jours peut paraître quelque peu obscur, puisqu'il n'y

est pas dit comment les nombres proviennent ou sont formés

de deux carrés consécutifs.

Si cet énoncé ne présente pas au premier aspect une ana-

logie suffisante avec les Données, on voit aussitôt que la

proposition, tout en restant la même, reçoit le caractère

(ïnne Donnée ou d'un Porisme^ en admettant l'énoncé sui-

vant : Deux carrés consécutifs étant donnés, ainsi qu'un

nombre, on peut trouver deux autres nombres tels, que

chacun d'eux et leur produit, augmentés du nombre

donné, soient des carrés.

Dans la Question V, Diophante dit : « On a encore dans

)) les Porismes ; Étant donnés deux nombres carrés con-

» sécutifs, on peut trouver un troisième nombre égal au

)) double de la somme de ces deux premiers plus i, tel,

» que le produit de deux de ces nombres augmenté, soit de

» la somme des deux mêmes, soit du troisième nombre,

)) fasse un carré. »

C'est-à-dire que si A et B sont deux carrés consécutifs et

qu'on forme le nombre C:=2(A-i-B) -f-2, chacun des six

autres nombres

[AB-h(A + B)], [AB-f-C]^

[AC-i-(A-f-C)], [AG + B],

[BC-h(B-i-C)], [BC + A],

sera un carré.

Cet énoncé constitue un théorème non complet, puis-

qu'on n'y donne pas la forme des six carrés dont on annonce

l'existence.

Cette proposition a donc de l'analogie avec les Données

et les Poîismes, comme les précédentes.

Il en est de même encore de la proposition suivante, qu'on

trouve dans la Question XIX : « Nous avons dans les Po-

4



I) risnii's : La dtfjèience de deux cubes est égale à la

1) somme de deux autres cubes. »

Ces propositions ne sont pas les seules de leur genre que

renferme l'ouvrage de Diopliante ^ on en trouve de sembla-

bles dans diverses autres Questions, sans que Fauteur au-

nonee (ju'elles soient prises du Reeueil des Porisnies.

Par exemple :

a Le produit des carrés de deux nombres consécutifs,

» plus la somme de ces deux carrés, fait un nombre carré »

(Question XMI du Livre III). C'est le premier cas de la

proposition citée comme Pon'sme dans la Question \ .

» Si un nombre est le quadruple moins i d'un autre,

)) celui-ci, plus le produit des deux nombres, fait un carré

V (Question XX du même Livre).

)) Le carré de la différence de deux nombres, plus le qua-

» druple de leur produit, est un carré (Question XX du

)) Livre I\ ).

)) Tout nombre triangulaire multiplié par 8 et augmenté

)) de l'unité fait un carré (Question XLIV du même Livre).

» Deux nombres dont l'un est double de l'autre étant

>) donnés, le double de leur produit est un carré, et ce dou-

)) ble produit moins la différence des carrés des deux nom-
» bres forme aussi un cairé (Question XÏI du Livre\ I). »

Ainsi, nous pouvons dire qu'il existait au temps de Dio-

pliante, outre ses célèbres Questions ari/Jimétùjues , dont

il ne nous reste que six livres sur douze, uji autre ouvrage

sur le même sujet, recueil de propositions sur la théorie

des nombres, que Diopbante appelle Pon'smes^ que ces

propositions étaient des théorèmes non complets, dans

lesquels il restait à trouver l'expression ou la valeur des

choses annoncées, comme dans les Données
5
que, puisque

Diopliante les appelle Porismes, on est induit à penser

que, sans être les mêmes que les Porismes géométricpes

d'Euclide, ils appaitenaient au même genre de proposi-



lions, ayant les uns et les autres le même caractère pro-

pre*, que les Porismes d'Euclide étaient donc aussi des

théorèmes non complets et semblables dans leur forme aux
Données, ainsi que nous pensons l'avoir déjà prouvé par

d'autres considérations.

En résumé, les passages de Diophante nous paraissent

fournir un nouvel argument' en faveur de notre système sur

la doctrine des Porismes (i).

V. — Propositions du Tmilé des Connues fféomélritjnes de Hassan hen Haithem

conformes aux Porismes.

Proposition XVIII. Lorsque r/eux cercles connus de

grandeur et de position sont tangents, et que Vun est

dans Vintérieur de Poutre^ si Von mène une droite qui

coupe les deux cercles d'une manière quelconque, le pro-

duit (les segments faits par un point du petit cercle sur la

partie de cette droite comprise dans le grand cercle est au

carré de la droite menée du point du petit cercle au point

de tangence des deux cercles, dans un rapport connu.

Proposition XIX. Lorsque deux cercles connus sont

tangents et que Vun est dans l'intérieur de Vautre, si Von

mène au petit cercle une tangente dont Vextrémité [autre

que le pouit de tangence) soit à la circonjérence du

grand cercle, et quon joigne par une ligne droite cette

extrémité au point de tangence des deux cercles, le rap~

(i) On sait que les Arabes ont travaillé sur l'analyse indéterminée d'après

Diophante, dont ils ont traduit et comraenlé les Questions arilhmétitjues.

On doit croire qu'ils ont aussi connu le Recueil de Porismes, qu'il fût de

Diophante lui-même ou d'un autre auteur grec. Il est donc permis de penser

qu'on pourra retrouver un jour quelques traces de cet ouvrage. Nous serions

heureux que l'espoir d'une découverte aussi précieuse, aussi importante

pour l'histoire des mathématiques, pût faire entreprendre quelques recher-

ches dans les manuscrits arabes, recherches qui, du reste, conduiraient in-

failliblement à beaucoup d'autres découvertes.

4-



a

( 5^
)

port de celte dernière li^ne à lu tangente est un rapport

toi nui.

Proposition XXI. Lorsque deux cercles connus sont

tangents et que fun des deux est dans l intérieur de Vau-

tre, si Von mené du point de tangence le diamètre com-

mun aux deux cercles, et que par le point oii ce diamètie

coupe le petit on mène une droite qui coupe le petit cercle

en un second points cette droite {terminée au giand cercle)

sera divisée, en ce points en deux parties telles^ que le

produit de ces deux parties plus un carré (connu) sera a

carré de la partie comprise dans le petit cercle, dans un

rapport connu.

Proposition XXII. Lorsque dans un cercle connu de

grandeur et de position on mène un diamètre connu de

position et que sirr ce diamètre on prend deux points éga-

lement éloignés du centre, si de ces points on .mène deux

lignes qui se rencontrent en un point de la circonférence

du cercle, la somme des carrés de ces deux lignes sera

connue.

VI. — Passajjes de Proclus relalil's aux Porismes.

Entrait du Commentaire relatif à la /'"« Proposition des Éléments d'Euclide.

« Poristne se dit de certains problèmes comme les Po-

)) ristnes d'Euclide. Mais il se dit plus particulièrement

,

» lorsque, des choses qui viennent d'être démontrées, surgit

» quelque ihéorème que nous n'avions point eu en vue, et

)) que pour cela on a appelé Porisme, comme une sorte de

» gain qui s'ajoute à ce que l'on s'était proposé de démon-

)) Irer. »

Extrait du Commentaire relatif h la Proposition XV d'Euclide.

» Porisme est un des termes de la géométrie : mais il a

» deux siguifîca lions. Car on appelle Porismes les ihéorè-
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->',- jjics (jui 1 es ulient (.le la dénioiislratioii d autres lliéuièmes

n (domine im gain inattendu et dont prolite le géomètre : et

u on appelle aussi Poiisuies des propositions qui rionL pas

» pour objet ni une simple construcflon, ni une simple

n (lèmonstiation, mais oii il faut trou^^er quelque chose.

)) Qu'on démontre que dans les triangles isocèles les

) angles à la base sont égaux, on acquerra la connaissance

) de ce qui est.

» Qu'on divise un angle en deux parties égales, ou {|n on

» construise un triangle, ou qu'on ajoute ou retranche une

> ligne, tout cela demande une lonstruction.

» Mais qu'il s'agisse de trouver le centre d'un cercle

» donné, ou la plus grande mesure commune à deux gran-

)' deurs commensurables données, toutes les questions de

>» ce genre tiennent en quelque sorte le milieu entre les

)) Problèmes et les Théorèmes. En ('ffcl-> il ne s'agit pas

)) là de la construction, ni de la considération purement

)) théorique de choses cherchées, mais de leur acquisition :

^) car il faut les présenter à la vue, les mettre sous les

» ytîux. Tels sont les Porismes composés par Euclide et

^) qu'il a réunis dans ses Livres de Porismes. JMais nous ne

') dirons rien ici des Porismes de cette espèce.

» Quant aux Porismes qui se trouvent dans les Eléments

» d'Euclide, ils se présentent comme conséquences des

» démonstrations d'autres lliéorèmes, quoiqu'ils n'aient pas

été le sujet de ces démonstrations »

Ce qui suit se rapporte aux corollaires des Éléments

d'Euclide.

§ ViU. — Nouvelle délinilion des Porismes. - Identité de ces propo-

sitions, quant à leur forme, avec la plupart des propositions de la

(Jéométrie moderne.

l) après ce qui précède (^ VJI, i), les Porismes sont d<
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Données qui se rapporlciit à des propositions où l'on con-

sidère une infinité de choses variables suivant une certaine

loi, comme dans les propositions locales.

Mais les Données, n'étant plus en usage sous leur pro-

pre nom, demanderaient elles-mêmes une définition. 11

sera donc plus simple et plus conforme à l'essence des

choses de définir directement les Poiismes ^ d'après leur

caractère propre et abstraction faite de l'idée primitive de

Donnée.

JNous reportant au sens bien défini que nous avons attri-

bué à l'expression de théorème non complet, nous dirons

que :

Les Porlsmcs sont des théorèmes non complets, expri-

mant certaines relations entité des choses variables sui-

vant une loi commune; relations indiquées dans l'énoncé

du Porisme, mais qu'il faut compléter par la détermi-

nation, de grandeur ou de position, de certaines choses qui

sont la conséquence de Thypothèse, et qui seraient déter-

minées dans l'énoncé d'un théorème proprement dit on

théorème complet.

S'il ne fallait pas introduire dans la définition des Po-

rismes, pour les distinguer des Données, la condition d'une

infinité de choses variables, comme dans les Lieux, on

pourrait dire simplement ([ue : Le Porisme est une proposi-

tion^dans laquelle on énonce une vérité, en affirmant quon
peut toujours trouver certaines choses qui la complètent.

On ne peut manquer de remarquer que cette forme de

théorèmes non complets tend à devenir le caractère le plus

général des propositions dans beaucoup de parties des Ma-

thématiques actuelles^ qu'il y a donc à cet égard une ana-

logie incontestable, qu'on était loin de soupçonner, entre

les Porisnies d'iuidide et la plupart de nos proposition.»^



modernes. Quelques exemples vont nu Ure celle analogie

en parfaite évidence.

Soit celle proposition : Si fon prend sur le diamètre

(Tan cercle deux points qui divisent ce diamètre harmoni-

quement^ le rapport des distances de chaque point de la

circonférence à ces deux points sera constant.

Que Ton dise que ce rapport est donnée ce qui ici signi-

liera la même chose que constant, on énoncera un Porisme

dans le style même d'Enclide.

Pour que la proposition fut un lliéorème proprement

dit, comme ceux que l'on trouve dans les Eléments d'Eu-

clide, dans les Coniques d'Apollonius et dans les ouvrages

d'Archimède, il faudrait faire connaître dans Ténoncé

menu; la valeur de ce rapport constant et dire qu'il est /

égal au rapport des dislances des deux points à l'une des

extrémités du diamèlre sur lequel ces points sont situés (i).

Dans un cercle, l'angle sous lequel on voitj, ducentrc^

la partie de chaque tangente comprise entre deux tan-

gentes fixes , est constant.

Qu'on dise est donné
.^
ce sera un Porisme.

Mais que l'on dise que cet angle est égal à celui que le

.rayon mené au point de contact d'une des deux tangentes

fixes fait avec la droite menée du centre au point de ren-

contre de ces deux tangentes, on énoncera un théorème

proprement dit ou complet.

Dans Vhjperhole le produit des segments quune tan-^*"

gentefait sur les asymptotes est constant

.

Qu'on dise est donné, on reconnaîtra aussitôt un Po-

risme. Mais que l'on dise que ce produit est égal à la somme

des carrés des deux demi-axes de la courbe, on énoncera

un théorème.

La Géométrie moderne o(ïre une foule d exemples sem-

(i) Y, Gcomclriedc lc{;cndre ; U\ . lU, prop. XXKIV.
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blables de lliéoi èmes non complets, qui sont de véritables

Porïsmes selon la conception d'Euclide , sinon en apparence

à cause des dillérences de style, du moins par la nature

même de la proposition où Pon a à démontrer Vexistence

d'une chose annoncée^ et à tromper (sans invenlion) la

manière d'être^ telle que la grandeur ou la position^ de

cette chose (i).

Ce qui précède nous ])araît donner une idée bien nette

de la doctrine des Porismcs, et le véritable mot de cette

énigme qui depuis si longtemps occupe les géomètres.

Nous y trouvons aussi l'explication d'un point assez em-

barrassant de l'histoire des Mathématiques : cet ouvrage

qui, selon Pappus, renfermait une foule d'aperçus féconds,

utiles et presque nécessaires pour la culture de la Géomé-

trie, aurait disparu sans que rien en eût remplacé les théo-

ries dans la science, de sorte que de nos jours il y serait

absolument étranger.

Bien loin de là : l'ouvrage d'Euclide n'est nullement

étranger à nos Mathématiques. Au contraire il semble

qu'elles en aient reçu l'influence^ je ne dis pas quant à

leur origine, le livre était perdu, mais quant à leur forme

actuelle; et en réalité nous faisons journellement des Po-

rismes, à notre insu.

Cette forme de nos propositions, que nous pouvons dire

non complètes, eu égard aux théorèmes des Anciens, et

qui se trouvent ainsi débarrassées de déterminations par-

fois compliquées et sans utilité, nous paraît être un progrès

réel : car la science y trouve un degré de simplicité et d'abs-

traction qui facilite le raisonnement et la combinaison des

vérités mathématiques entre elles.

lil.

En constatant la distinction qu'Euclide avait établie entre

'i) Voir la noie de la p. i5 ci-dessus.
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les llîéorèmes propremenldils ou f/îéorèm^'^ complets d'une

part, et les Données et les Poji'smes, d'autre part, nous

n'entendons pas dire que dans une composition mathémati-

que on ait toujours dû donner à chaque proposition le nom
spécial qui lui était propre à ce point de vue. Nous croyons

qu'au temps de Pappus les géomètres et Pappus lui-même

négligeaient cette distinction de noms.

En effet, d'abord il est à remarquer que Pappus donne

Je nom commun de théorèmes aux Données^ aux Porùmes

et aux Lieux, dans ses Notices sur ces trois classes de pro-

positions 5 car il dit que le livre des Données contient

90 THÉORÈMES, Ics trois livrcs de Porismes 171, et les deux

W^res àes Lieux plans d'Apollonius i47-

Secondement, on ne trouve dans le recueil étendu des

Collections mathématiques aucune proposition sous le titre

de Porisme, et je crois même aucune sous celui de Donnée,

quoique plusieurs propositions aient pu être regardées les

unes comme des Porismes , les autres comme des Données.

Ainsi dans le livre IV, la proposition VU ainsi énoncée :

Si les quatre côtés d'un quadrilatère ABCD sont donnés^

et si Vangle B est droit, la diagonale BD est donnée, est

incontestablement une proposition appartenant à la classe

des Données. Il en est de même des deux propositions VIII

et IX du même livre.

Dans le livre VII, la proposition CCXXVIII (qui est un

des lemmes relatifs aux septième et huitième livres des

Coniques d'Apollonius) appartient aussi à la classe des

Données; car elle porte que : Quand la somme des carrés

de deux lignes et la différence des mêmes carrés sont

données, les deux lignes sont données.

Les quatre propositions CCXXXV-CCXXXVIIIdu même
livre \II (lemmes relatifs aux Lieux à la surface d'Eu-

clide), sont tout à fait semblables, quant aux énoncés,

aux LJeux plans d'Apollonius^ elles expriment que le lieu
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de tel point variable est une section ('onicjuc. Ce sont

donc des Lieux ^ conséquemment aussi des Porismes. La

dernière de ces propositions contient la propriété de la

Directrice dans les sections coniques, en ces ternies : Le

lieu d'un point dont les distances à une droite donnée

de position et à un point fixe» sont entre elles dans une

raison donnée^ est une section conique : parabole si la

raison est l'unité, ellipse si elle est plus grande qucj'u-

jiité, et hyperbole si elle est plus petite.

Ces exemples font voir, comme nous l'avons annoncé,

que la distinction qu'Euclide avait établie entre les théo-

rèmes d'une part, et les Données et les Porismes d'autre

part, eût-elle été jamais observée dans la pratique, je veux

dire dans la culture des Mathématiques, ne l'était plus au

temps de Pappus, et que toutes ces propositiojis pouvaient

être confondues indistinctement sous la seule dénomination

de théorèmes.

^ IX. — De l utilité des Porismes pour la résolution des problèmes.

Pappus dit que les Porismes d'Euclide étaient néces-

saires pour la résolution des problèmes. Nous avons déjà

vu (§11) qu'à raison des matières qui formaient le sujet des

trois livres de Porismes, cet ouvrage devait être extrême-

ment utile pour les progrès généraux de la Géométrie ^ mais

il s'agit ici d'une utilité spéciale pour la résolution des pro-

blèmt^s. Voici comment nous concevons cette utilité.

C'est que la reclierclie d'un lieu géométrique déterminé

par certaines conditions exigeait le secours de quelque Po-

risme. Car il fallait conclure de ces conditions une autre

expression du lieu qui fut déjà connue, et qui par consé-

(juent fit connaître la nature du lieu, sujet de la qucistion.

Or c'est le passage d'une expression du lieu à un(^ nuire ex-

pression <[ui exigeait un Porisme.
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Par exemple, deinande-t-on le lieu d'un point dont les

distances à deux points fixes soient entre elles dans un

rapport donné? On démontrera qu'z7 existe, c'est-à-dire

que l'on peut trouver, (sur la droite qui joint les deux points

donnés), deux autres points tels^ que les droites menées de

ces points à chaque point du lieu cherché font entre elles

un angle droit. Proposition qui constitue un Porisme, et

de laquelle on conclut que le lieu est un cercle.

Souvent une question de heu pourra se résoudre par plus

d'un Porisme.

Ainsi, dans la question précédente on démontrera, l'hy-

pothèse restant la même, ^\i\ il existe, ou qu on peut trou-

ver un certain point et une longueur de ligne tels, que lo.

distance de chaque point du lieu à ce point sera égale à

cette ligne.

Ce sera là un Porisme. Et l'on en conclura la connais-

sance complète du lieu cherché.

On voit par cet exemple comment on peut concevoir que

toute question de lieu, ou problème local, obligeait de pas-

ser par un Porisme.

Cette marche est dans la nature des choses et subsiste

dans les Mathématiques modernes : quelque méthode que

l'on emploie pour résoudre un problème de lieu., on peut

toujours y apercevoir un Porisme.

Il en est ainsi notamment dans le procédé général de so-

lution fondé sur l'analyse de Descartes, qui conduit à une

équation finale entre les coordonnées x, j , d'où se conclut

le lieu cherché. Car cette équation constitue un véritable

Porisme.

En effet, que cette équation, rapportée à deux axes rec-

tangulaires, soit, par exemple,

x^ +- ax H- r^ H- l^J = f^
'•

elle exprime quêtant pris arbilrairemenl deux axes rec-
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taiîgiilaircs clans \c plan de la lii^uiv, on peut (lèlennuiar

deux longueurs de lignes a, b, et un espace ou rectan-

gle c, tels, que la somme des carres des distances de cliaqua

point du lieu aux deux axes, plus les produits de ces dis-

tances par les deux lignes a et h, forment une somme
égale au rectangle c.

Proposition qui constitue un Porisnie à la manière d Eu-

clide, sauf lesexpressions moderncsqui enabrégentrénoncé.

Les Ane iens n'avaient pas une pareille méthode générale

à laquelle ils pussent ramener toutes les questions de Lieux.

Par conséquent, on conçoit qu'ils ont dû nécessairement

chercher à multiplier les expressions différentes de chaque

lieu, c'est-à-dire de chaque courbe, y compris aussi les

lieux à la droite, et chercher à passer d'une expression à

chacune des autres. Ce qui se faisait toujours par un Po-

risme, comme nous l'avons dit.

Le Traité des Porismes d'Euclide était donc une collection

de propositions servant à passer ainsi d'une expression

connue d'un lieu à une autre expression du môme lieu, et

plus généralement servant à passer des conditions connues

qui déterminent un système de choses variables assujetties

à une loi commune, à d'autres conditions déterminant les

mêmes choses variables.

Nous n'entendons pas dire d'une manière absolue que

tel était l'objet de tous les tliéorèmes d'Euclide sans excep-

tion, mais seulement que tel était leur caractère général

et le but qu'Euclide s'était proposé en ajoutant au Traité

des Données celui des Porismes, comme second complé-

ment des Eléments et provision de ressources pour la cul-

ture de la Géométrie supérieuie, et spécialement pour la

résolution des problèmes.

Quant aux lieux, Euclide n'a traité, dans ses trois livres

Porismes, que de la droite et du cercle, ainsi (jue le

lil Pappus, et comme \v piouvent ses 38 Lcnimes (pii ne(
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se rapporteiu cju à des ligures reelilignes et au cercle. Et

([uaiit à ceux des Porismes qui ne coiicemcnt pas des pro-

positions locales proprement dites, on voit par plusieurs

énoncés de Pappus, dont il suffit de citer celui-ci, du P' Li-

vre : (( Telle droite passe par un point donné )> et les trois

derniers du IIP Livre, qu'il y en avait, même de très-variés,

dans r ouvrage d'Euclide. INotre restitution de ces trois li-

vres en comprend aussi un assez grand nombre.

§ X. — Observations et éclaircissements préliminaires au sujet des

XXIX genres de Porismes décrits par Pappus. — Ordre qu'on sui-

vra dans le rétablissement des trois Livres d'Euclide.

I.

L'ouvrage d'Euclide était en trois livres et contenait

171 théorèmes.

Pappus comprend ces 171 Porismes sous XXIX énon'cés

qu'il appelle genres, dont i5 appartiennent au P"" livre,

6 au IP et 8 au IIP. Il ajoute que les i5 genres du P"" li-

vre se retrouvent dans le IP avec les 6 propres à ce livre:

et de même, que ces 21 genres entrent dans le IIP livre

avec les 8 nouveaux. Il dit que la plupart des Porismes de

ce IIP livre se rapportent au demi-cercle, et quelques-uns

au cercle et aux segments. Ce qui indique que les deux

premiers livres ne roulent que sur les ligures rectilignes.

Dans chacun des XXIX énoncés, hormis le premier qui

forme une proposition complète, Pappus ne décrit que

les choses cherchées, en omettant les hypothèses qui, dans

Fouvrage d'Euclide, donnaient lieu aux propositions. Ce

sont ces choses cherchées qui constituent les genres. Ainsi

il dit : (( Voici les genres des choses cherchées dans les pro-

» positions du P*" livre. »

11 a dit plus haut : « Ce n'est pas par les différences des

» hypothèses qu'il faut distinguer les Porismes, mais par
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» les (liftV;rciiccs des lésullats ou des choses elierehées. »

De sorte que chaque genre s'appli([uc à des hypothèses

qui peuvent être très-variées. C'est ainsi que les XXIX
genres résument les 171 théorèmes que contenait le traité

des Porismes.

11 est à remarquer que Pappus a fait du livre des Don-

nées d'Euclide une analyse assez semblable, dans laquelle

il décrit, en termes encore plus généraux que pour les Po-

rismes, le caractère des différents groupes de propositions :

il indique le nombre des propositions de chaque groupe,

mais sans faire connaître aucune proposition en particulier.

Cette analyse aurait pu servir à rétablir conjecluralement

les quatre-vingt-dix propositions du livre des Données^ si

cet ouvrage ne nous était pas parvenu. Il est à regretter

que Pappus n'ait pas complété son analyse des Porismes en

y ajoutant, comme pour les Données, le nombre des pro-

positions de chaque genre.

Les Porismes, dont nous rappelons ici le caractère essen-

tiel, sont des propositions dans lesquelles il y a certaines

choses variables, comme dans les propositions /oca/e^,- et

c'est une relation entre ces choses variables (points, lignes,

segments, etc.) et les choses constantes qui constitue les

propositions.

Prenons quelques exemples des genres décrits par Pappus.

Tel point est situé sur une droite donnée de position.

Cela signifie qu'un point variable a pour lieu géométri-

(jue une droite dont la position est déterminée en vertu de

l'hypothèse ou des données de la question.

On peut croire que cet énoncé comprend toutes les pro-

positions de lieux qui se trouvaient dans les trois livres

d'Euclide -, car ces lieux ne pouvaient être qu'tz la droite et

au cercle i et Ton ne trouve pas dans les huit genres spé-

ciaux au Iir livre ni dans aucun de ceux qui les pré-

cèdent, un seul énoncé (jui exprime un lieu au cercle, tel
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que le lieu à la droite <i-dessus. 11 faut cii conclure (jue

les Porismes relatifs au cercle dans l'ouvrage d'Euclide

exprimaient des propriétés communes à tous les points de

la circonférence, sans avoir la forme d'énoncé d'un //e«

proprement dit.

Nous devrons nous conformer à cette indication.

Telle droite passe par un point donné.

Il s'agit d'un système de droites assujetties à une même
loi et qui passent toutes par un même point donné virtuel-

lement, c'est-à-dire dont la position est une conséquence

des conditions de la question.

Ce genre comprendra tin assez grand nombre de Porismes

différents, qui se trouveront indistinctement dans les trois

livres.

Telle droite est donnée de position.

Il s'agit d'une droite qui n'est pas considérée comme
lieu d'un point, et qui satisfait à certaines conditions con-

cernant des choses variables. Par exemple, ce sera une

droite sur laquelle certains angles intercepteront des seg-

ments égaux, ou une droite avec laquelle coïncideront les

diagonales de certaines figures, etc.

Ces genres de Porismes, que nous venons de citer, sont

très-simples, et les choses cherchées y sont indiquées ex-

plicitement. Mais dans d'autres questions les choses cher-

chées sont multiples et peuvent n'être pas toutes indiquées

explicitement, quelques-unes restant sous-entendues. Alors

il peut y avoir incertitude et l'énoncé pourra s'entendre de

plusieurs manières.

Prenons celui-ci, qui forme le X\ '^ genre :

Telle droite jait sur deux autres droites données de

position des segments dont le rectangle est donné.

Il s'agit d'une droite variable de position cpii forme sur

deux droites fixes deux segments dont le rectangle est con-

stant 5 la valeur de ce rectangle est donnée virtuellement,
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c'est-à-dire qu'elle est une conséquence de 1 hypollièse, qu il

faut déterminer.

L'énoncé est susceptible d'un autre sens. On peut sup-

poser que les origines des deux segments sont deux points

donnés de fait, et que les données virtuelles, c'est-à-dire

les choses que l'on a à trouver, sont les directions des deux

droites fixes menées par ces points , et la valeur du rec-

tangle constant.

On voit par cet exemple comment un même énoncé

pourra se prêter à plusieurs interprétations différentes qui

produiront ainsi une sorte de subdivision des genres des

Porismes.

Nous grouperons ensemble, dans chaque livre, les Poris-

mes d'un même genre, pour mettre un certain ordre dans

un si grand nombre de propositions si diverses, et faci-

liter le jugement que Ton portera sur ce travail de rétablis-

sement. Mais nous n'avons pas de raison de penser qu'Eu-

clide se fût assujetti à cet ordre d'une manière rigoureuse,

car il n'aurait pu l'observer tout au plus qu'à l'égard des

propositions d'un même livre
,

puisque les genres du

P'' Livre se retrouvent dans le IL, et ceux du F* et du IL'

dans le TIL.

Pour quelques propositions seulement nous nous sommes

écarté de l'ordre que nous venons de tracer. ISous les avons

placées à la fin du IIP livre : ce qui simplifie la démons-

tration. Car elles sont ainsi précédées par certaines autres

dont elles pouvaient se conclure aisément.

Nous nous renfermerons strictement dans les énoncés de

Pappus, c'est-à-dire dans les XXIX genres qu'il a décrits.

C'est pour cela qu'on ne trouvera pas dans notre restitution

des trois livres d'Euclide de lieux au cercle qui pourraient

pourtant se présenter en grand nombre dans un Irai té des
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Porismes. Toutefois, les propriétés du cercle, que dans

d'autres circonstances on exprimerait par des propositions

de lieux proprement dites, entreront sous des énoncés dif-

férents et toujours conformes aux genres décrits par Pappus,

dans notre IIP livre, où elles seront assez nombreuses.

Les dix Porismes qui forment les dix cas de la proposi-

tion des quatre droites sont du genre des lieux à la droite :

cependant, comme Pappus dit qu'ils se trouvent au com-

mencement du P' Livre, et qu'il en parle d'une manière

particulière, nous les avons ])lacés les premiers et en quel-

que sorte liors ligne, sans les comprendre dans le genre

des lieux à la droite, cjui n'est décrit que le second.

Le genre décrit le premier par Pappus est le Porisme

énoncé d'une manière complète, où il s'agit de trouver une

droite et sur cette droite un point qui sera l'origine de seg-

ments en rapport donné avec d'autres segments.

On pourrait, à la rigueur, rattacher ce Porisme au
\'*' genre énoncé ainsi : Telle droite est donnée de:

position, La recherche du point fixe sur cette droite serait

une condition implicite, comme nous l'avons dit ci-dessus.

Mais sans nous arrêter à l'incertitude qui peut naître ici, et

pour nous conformer strictement au texte de Pappus, nous

regarderons le Porisme dont il s'agit, comme formant le

P"" genre du P' Livre. Pappus, en reproduisant par excep-

tion cet énoncé tout entier, peut avoir eu l'intention de

donner un exemple tant de la forme la plus commune que

du caractère et de la nature des Porismes. Car celui-ci nous

paraît être, à certains égards , comme nous l'expliquerons

tout à l'heure, une sorte de type de nombreuses proposi-

tions des trois Livres.

Simson a pensé que ce Porisme était le premier (i)

(i) Il l'intitule : Prop. XXIII. Quso est Porisma I Lib. î Porismatum Eu-

clidis. (Opcra quœdani reliqua, etc., p. !\00.)
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du P' lavie. Nous croyons, au roulraire, que les premit3is

Porismes dans Touvrage d'Euclidc élaienl Jes dix cas de la

proposition des quatre droites. Plusieurs raisons nous sem-

blent l'indiquer. D'une part, Pappus dit, comme nous l'a

vous déjà fait observer plus baut, qu'Euclide a placé ces

propositions « au commencement du P' Livre ». Il est vrai

que le premier des XV genres qui résument les nombreux

Porismes de ce livre comporte des propositions dillérentes;

mais Pappus ne dit pas que ce P'^ genre renferme précisé-

ment le premier Porisme. De sorte que ce passage n'infirme

pas celui qui le précède et qui serait formel, si le texte où se

lit le mot (( commencement » n'offrait une lacune.

Mais, d'autre part, et indépendamment de ce motif, une

raison tirée des Lemmes de Pappus relatifs aux Porismes

nous a paru tout à fait décisive.

Pappus présente le premier Lemme comme s'appliquant

au premier Porisme, et le second Lemme au second Porisme,

et il n'y a plus de mention semblable pour aucun des autres

Lemmes. Or ces deux Lemmes conviennent si naturelle-

ment à deux cas de la proposition des quatre droites, qu'on

peut dire qu'ils en sont l'expression immédiate. De plus, il

«n est de même des cinq Lemmes qui suivent les deux pre-

miers : c'est-à-dire qu'on en conclut aussi immédiatement

cinq autres cas de la même proposition. Les trois cas qui

complètent les dix se démontrent sans le secours d'aucun

Lemme avec une très-grande facilité. Nous ajouterons cjuc

les Lemmes qui viennent après ces sept premiers trouvent

leur emploi naturel pour la démonstration des Porismes

appartenant aux genres successifs du P' Livre ^ et enfin,

que ces sept premiers Lemmes, desquels nous déduisons

sept cas de la proposition des quatre droites, n'ont pour

la plupart, les deux premiers notamment, aucun usage

dans les démonstrations des autres Porismes.

11 semble donc résulter, avec quelque certitude, de ces
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raisons toutes concordantes, que les dix cas de la proposi-

tion des quatre droites formaient les premiers Porismes

dans l'ouvrage d'Euclide.

§ XI. — Analyse des XXIX genres de Porismes. — Expression algé-

brique des genres qui comportent des relations de segments. — Autres

genres qui se rapportent aux mêmes matières.

Le Porismequi constitue le P'" genre, et dont la descrip-

tion est suffisamment complète, peut être regardé comme

une espèce de type commun à nombre d'énoncés de Poris-

mes. Mais c'est seulement à plusieurs égards, comme nous

l'avons dit 5 et il ne s'agit que de certaines circonstances de

l'hypothèse, qui peuvent se répéter dans différents genres.

Il est en effet très-facile de voir qu'on satisfait à la plupart

des genres par des propositions dont les hypothèses variées

contiennent cependant des éléments semblables, savoir:

Deux droites qui tournent autour de deux pointsfixes en se

coupant toujours sur une droite donnée de position, et qui

font sur deux autres droites fixes, ou sur une seule, deux

segments quiont entre eux une certaine relation constante.

Ce seront les différences entre ces relations constantes qui

donneront lieu aux différents genres.

Mais le IP Livre présente un caractère spécial : c'est que

parmi les six genres qui s'y rapportent, il y en a quatre

au moins dans lesquels les segments considérés sont néces-

sairement formés sur une seule droite : pour les deux

autres genres ces segments peuvent être formés indifférem-

ment sur une seule ou sur deux droites \ tandis que dans les

genres duP"^ Livre, hormis deux ou trois peut-être, les seg-

ments paraissent être formés toujours sur deux droites.

Sans nul doute les relations générales entre les segments

formés sur deux droites ont lieu de même sur une seule

droite, puisqu'on peut supposer que les deux droites, qui

5.
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d'ordinaire sont donriéos à priori comme laisaiil partie de

l'hypothèse, soient coïneidentes. Mais ce cas particulier

donne lieu à de nouvelles relations, d'une autre forme, dans

lesquelles entre le segment compris entre les deux points

variables. Or ce sont ces relations spéciales qui nous parais-

sent faire le caractère propre de quatre des six genres atlri-

l)uès par Pappus au IF Livre.

Dans le 111'' Livre on a encore à considérer, dans beau-

coup de propositions, deux droites tournant autour de

deux points fixes et formant, soit sur deux droites soii sur

une seule, des segments entre lesquels il existe des relations

semblables à celles des deux premiers Livres. Mais ces rela-

tions ont lieu dans le cercle : les deux points fixes sont pris

sur la circonférence môme, et les deux droites qui tournent

autour de ces points se coupent sur cette circonférence, au

lieu de se couper sur une droite, comme dans les deux pre-

miers Livi es. Il y a en outre, dans ce IIP Livre, divers autres

genres relatifs au cercle.

Presque toutes les relations.de segments, sinon toutes,

des deux premiers Livres, sont de celles qui expriment que

deux points variables sur deux droites ou sur une seule

forment deux diuisiojis homographiques . Ces relations sont

des équations à deux, a trois, à quatre ou à cinq termes.

Pour qu'on en juge, nous allons présenter un tableau

des XXIX genres décrits par Pappus, en fixant par une

équation le sens qu.e nous attribuons a cha(|ue énoncé où

entré une relation de segments.

Ocnres.

A m ^

(i) Les lettres m, m', m", M, p, p' désignent dans les tormules qui vont
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Genres.

II. Tel point décrit une droite donnée de position.

-jjj. hm . Sa/2

IV. ^= >.
mm

V . Telle droite est donnée de posi tion.

VI. Telle droite passe par un poiut donné.

VII. -^ = /.
A m'

Mm'

y^ km. y m' ^ rv- • • u i
•

'

i1a. ~—-z=zk. Uivisious homoorapiiKiues surdeux
a. A. m' cil

droites.

X. l'm . \m' = V H- /x . mm' . Divisions liomographiques

sur une droite.

XI. Enoncé incomplet.

^^^ km -f- ), .

B

m km -h ).
.

B

m
XII. —^^

— -f^, —cw— ="^'

km~^\.^'m'_ km-{-\.Wm' __
crm' ~ ^' crW' ~ ^

•

Divisions en parties proportionnelles sur deux ou sur trois

droites.

XIII. km.Op = Mm!,0'p',

^^j km -\-làm . .

AlV .
——

—

-— = jx. Divisions en parties proportion-

nelles sur deux droites.

XV. Im. J'm' =z V. Divisions homographiques sur deux

droites. '

suivre des points variables. Ce sont,, en général, les extrémités des segments

entre lesquels ont lieu les relations qui nous paraissent répondre aux énon-

cés de Pappus. Les lettres A, R, . . . désignent des points fixes, origines des

segments j ces points sont donnés, de fait ou virtuellement. Enfin, J,, //., . .

.

représentent des lignes, des espaces, ou des rapports constants, qui sont

aussi donnés, de l'ait ou virtuellement.
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77" Livre. •

Genres.

Y^-, A/w.B'/«'-f- V
r».

. • 1 1 •

AVI.
^^

= u.. Divisions homographiquessui

une droite.

XVII. —

—

'—^— = |u. Divisions homographiques sur

une droite.

XVIII. ^ —— =: U. Divisions ho-
mrn '

mographiques sur une droite.

^-^ Am(B'm' -h'k.Cm')-{-Dm,\,E'm' r^, . .

AlA. r^ = a. Divisions
mm' '

homographiques sur une droite.

v^ Am.B'm' -{-Cm.D'm' i^- • i ^AA. =
i^.

Divisions homographi-

ques sur deux droites.

XXI. Im.ym = V. Divisions homographiques sur deux

droites.

777*^ Lwre.

XXII. -—^-—7—: = A. Divisions homographiques sur

deux droites ou sur une seule.

XXIII. —, =. a.mm '

XXIV . Am . J^ m' = ^ . A' m! . Divisions homographi-

ques sur deux droites ou sur une seule.

XXV. Ô^' = ^.D;7.

XXVI. ^ j-^ = p.. Divisions homographi-

ques sur une droite.

XXVII. Un point duquel on peut mener deux droites

(variables) qui comprennent un triangle donné d'espèce.
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Genres.

XXVIII. Un point d'où parlent deux droites (variables)

((ui interceptent des ares égaux.

XXIX. Un point par où passe une droite faisant avec

telle autre un angle donné.

On remarquera qu'indépendamment du 1" génie dont

lions avons fait ressortir le caractère, (juatre genres, III,

IV, MI, VIII, semblent exprimer une même chose, savoir,

(|ue le rapport de deux lignes est constant. On pourrait

donc croire au premier abord qu'il y a ici confusion, par

suite de quelque eireur dans le texte. Mais il existe des

dilïércnces notables dans les expressions de Pappus, et il a

eu certainement en vue des propositions qui ne sont pas

identiques, notamment quant aux choses que l'on cherche.

Ainsi nous pensons que, dans le IIP genre, on consi-

dère des segments dont les origines sont connues, et que

l'on a simplement à démontrer la constance du rapport

entre les deux segments variables, et à tiouver la valeur de ce

rapport-, que dans le VIP, ({ui semble avoir la même équa-

tion, uiuî seule origine est donnée, et que les choses cher-

chées sont la seconde origine et la valeur du rapport constant.

Le I\'' genre diOère de ces deux-là, en ce qu'on n'y

considère qu'un segment compté à partir d'urj point fixe,

et que l'autre segment est l'abscisse comprise entre les deux

points variables.

Dans le \'IIP genre, l'une des deux droites variables

dont le rapport est constant n'est pas un segment compté

sur une droite fixe, mais bien une obli<jue ou une perpen-

diculaire abaissée d'un point variable sui' une droite donnée

de position.

Ces quatre genres sont donc ditlérents. Ils embrassent,

dans leurs applications, une foule de pro})Ositions relatives

aux points homologues de deux dioites divisées en j)arties

pioporlionnelles. Ils donnent lieu aussi à dillérents autres

5*
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Poiismes clans lesquels les deux lignes qui sont en rap-

port constant, partent de deux points ou d'un seul dans

des directions variables : par exemple, ce seront, dans le

IIP Livre, deux droites qui aboutissent à chaque pbint

d'une circonférence de cercle.

IH. — Autres genres qui ne se trouvent pas dans les Porismes d'Euclide.

Nous venons de voir que la plupart des relations de

segments qui font le sujet d'un grand nombre des Porismes

d'Euclide expriment que deux séries de points sur deux

droites, ou sur une seule, forment deux divisions liomogra-

phiques.

Il existe plusieurs autres relations par lesquelles on repré-

sente les mêmes divisions et qui par conséquent auraient pu

se trouver dans l'ouvrage grec.

D'abord l'équation

dans laquelle a est une ligne donnée, de fait ou virtuel-

lement, exprime deux divisions en parties proporiionnelles,

sur deux droites ou sur une seule, et donne lieu à d'assez

nombreux Porismes.

Ensuite quatre autres exprimeront chacune deux divi-

sions homographiques générales, faites sur deux droites ou

sur une seule :

fii ^f^'

( a -h À . A w ) B' m' -h V

â;;^
= ^'

oL.km.^' ni -I- 6 . Bw .

C

ni = Bm . IV ni,

[krn -f-Bw) Cm'_ =
f,.

Les deux suivaiiies résullcjU de deux divisions fàilcs sur
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une même droite, comme riiidique li; scii;meiit mm' :

(« 4- / . A /;; ) B' m' -4- Am
mm

a-^\.km)W m'
F-

Ces diverses équations donneraient lieu, si Ton voulait, à

des Porismes qui, par la nature des matières, feraient suite

aux trois Livres d'Euclide.

Tous ces Porismes sont très-propres à faire le sujet

d'exercices pour les jeunes géomètres, d'autant plus qu'ils

appartiennent aux théories qui forment les bases de la géo-

métrie moderne. Euclide n'a traité que de la ligne droite

et du cercle 5 mais la plupart de ses Porismes s'étendent avec

la même facilité à la théorie des sections coniques (i) et à

des spéculations ultérieures.

On ne peut se refuser, je crois, à reconnaître ici combien

Pappus avait raison de dire que l'ouvrage d'Euclide ren-

fermait les germes d'une foule de choses d'une invention in-

génieuse et d'une étude agréable et nécessaire.

§ XII. — Analyse des XXXVIII Lemmes de Pappus relatifs aux

Porismes (2). — Corollaires des Lemmes III et XI.

Les XXX\III Lemmes de Pappus se peuvent classer en

(1) Après avoir donné, dans VAperçu historique {^. 279), deux Porismes

généraux qui comprennent parmi leurs conséquences multiples un très-

grand nombre de Porismes d'Euclide sur les figures rectilignes, j'ai fait

voir qu'il existe aussi dans la théorie des coniques, et du cercle par suite,

deux propositions toutes semblables, qui constituent les propriétés les plus

fécondes de ces courbes. [Aperçu; Notes XV et XVI; p. 33/f-34/i.)

(2") Nous donnerons plus loin, dans le § XIV, les énoncés de ces LenHnes,

que le lecteur aura souvent à consulter. Nous n'y joignons pas les démons-

trations faciles de Pappus. On les trouvera, accompagnées des Commentai-

res de CiOmmandin, dans ses deux éditions des Collections rnaihéniatiques.

Simsou les a aussi données, avec quelques éclaircissements, dans son Traite

des Porismes: mais ce géomètre a placé les XXXVllI Lemmes dans un ordre

lout différent de celui de Pappus, et sans s'astreiiidio toujours à reproduire

le texte exact des énoncés («riginaux (ju'il ({énéi alise parfois.
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trois calcgorios : '2JJ sont relatifs à clos (igurcs rcctilii'nos
;

7 se rattachent au rapport harmoni(|ue de quatre points, et

8 concernent le cercle.

Des 23 Lenimes relatifs à des figures rectilignes, 6 oui

pour objet le quadrilatère coupé pai- une transversale;

6 l'égalité des ra/^porls anhartnonic/ues de deux sys-

tèmes de quatre jx>iiits qui proviennent des intersections

de quatre droites issues d'un même point, par deux autres

droites
5 4 peuvent être considéiés comme exprimant une

propriété de l'hexagone inscrit à deux droites^ 2 don-

nent le rapport des aires de deux triangles qui ont deux

angles égaux ou supplémentaires- 4 autres se iapport(Mit

à certains systèmes de droites que nous déhnirons plus

loin -, et enfin le dernier est un cas du problème de la sec-

tioii de Tespace.

Nous allons essayer de faire connaître dans l'analyse sui-

vante le caractère particulier de chacun de ces XXXVHJ
Lemmes, qui tous, plus ou moins, nous seront utiles.

Les Lemmes I, II, IV, V, \I et VII (pioposilions 127,

128, i3o, i3i, i32 et i33 du VIL Livres des Coîleciioiis

mathématiques de Pappus), qui ont pour objet le quadii-

latère coupé par une transversale, contiennent chacun une

relation entre les segments que les quatre côtés et les deux

diagonales du quadrilatère forment sur cette transversale

considérée dans des positions dillérentes.

Dans le Lemme IV (proposition i3o), la transversale

6-

a une position quelconque, et la relation démontrée par
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Pappus esL une 'des équations à six segments par lesquelles

on exprime l'involution de six points. Soient «, a'
-^
b, b

et 6', c', les points dans lesquels la transversale rencontre

les couples de côtés opposés et les diagonales du quadrila-

tère. La relation est

ab .b' c ca . .

Les Lemmes I, II, \ et \I sont des cas particuliers de

cette proposition générale.

Dans leP' et le IP, la transversale est parallèle à un côté

du quadrilatère.

Dans le V^', la transversale passe par les points de con-

cours des côtés opposés, et la proposition revient à celle-ci :

les deux diagonales divisent en parties proportionnelles la

droite qui joint les points de concours des côtés opposés.

Le Lemme VI peut être considéré comme un cas particu-

lier du V*", la droite qui joint les points de concours des

côtes opposés est parallèle à une diagonale.

Enfin, dans le Lemme VII, la transversale passe par un

seul point de concours des côtés opposés, et est parallèle à

une diagonale. La relation démontrée est un cas particulier

des relations d'involution à huit segments, savoir :

ca =. ch .cb'

.

Les Lemmes IIL X, XI, XIV, XVI et XIX (proposi-

tions 129, i36, 187, i4o, 142, 145) sont ceux qui établis-

sent l'égalité des rapports anharmoniques que quatredroites

issues d'un même point déterminent sur deux droites trans-

versales : mais il faut supposer que ces deux transversales

partent d'un même point de l'une des quatre droites. En
réalité, on considère trois droites concourantes en un même
point, coupées en deux systèmes de trois points a, Z>, c,

(i) V. Crom. Slip., art, i84 et 339-
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Cl d^ h\ c\ par deux liansvtMsales nioiu'is d'un poiiil ([ucl-

coiique P. Il existe entre les segments formés suj- les deux

transversales l'équation

Va , ha Va' b' Va.bc Va'.b'

Vc.ab Vc'.a'b'

(jne Pappus énonce ainsi : Le rectangle Va.hc est au rec-

tangle Pc

.

ah^ comme le rectangle Va' .h' c' est au rectangle

Vc'.a'b'.

C'est là le Lerame III.

Le Lemme X (proposition i36) en est la réciproque.

11 prouve que quand Féquation a lieu, les deux points c,

c' sont en ligne droite avec le point de rencontre des deux

droites aa' ^ bb'; ou que les trois droites aa\ bb\ ce' con-

courent en un même point. :

Le Lemme X\I (proposition i/\'i) est le même que le X"^^.

démon lré di fféremmen t

.

Le Lemme XI (proposition 187) est un cas particulier du

IIP. L'une des transversales est parallèle à lune des trois

droites, et l'équation devient

Va _Va\Vc Va'.b'c' _Va
J7i~V7P '

b^'
^'^'

vTZbW ~ ha
'
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Le Lemme XIV (proposition i4o) est la réciproque (1(^

celui-là ; il exprime que quand Féqualion précédejile a

lieu, les deux droites aa' ^ bh' et la parallèle à P«Z>, me-

née par le pointe', concourent en un même point.

Enfin, le Lemme XIX (proposition i45) est encore un

cas particulier du Lemme IIL Quand trois droites issues

d'un même point sont coupées par deux autres, menées

par un point P, en a, ^, c et «', h\ c', si l'on a

P«_ Pc

ha bc

., ,
. Va' Vc'

Il s ensuit que -m = tj-,'
^ ha' b'c'

Les quatre Lemmes XII, XIII, XV et XVII (propositions

i38, iSp, i4i-. ^43) peuvent être considérés comme expri-

mant la propriété de l'hexagone inscrit à deux droites,

savoir que, quand les sommets d'un hexagone sont situés

trois à trois sur deux droites, les points de concours des

côtés opposés sont en ligne droite.

Dans les Lemmes XII et XV, les deux droites sont paral-

lèles, et dans les Lemmes XIII et XVII elles ont une direc-

tion quelconque.

Il est à remarquer qu'ici, dans les démonstrations, Pap-

pus se sert des Lemmes III, X, XI et XIV, c'est-à-dire de

la proposition de l'égalité des rapports anharmoniques des

deux systèmes de cjuatre points déterminés sur deux droites

par trois autres droites issues d'un même point : savoir,

des Lemrries XI et X pour le Lemme XII ^ des Lemmes III

et X pour le Lemme XIII 5 des Lemmes XI, III et XIV

pour le Lemme XV, et enfin des Lemmes III et XVI pour le

Lemme XVII.

Les Lemmes XX et XXI (propositions i46et 147) disent

c[ue quand deux triangles ont deux angles égaux ou supplé-

mentaires, leurs surfaces sont dans le même rapport que

les rectangles des côtés qui comprennent ces angles.
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Le Leninie \ III (proposition i34) a un énoncé très-bref,

t|iii en laisse difllcilemcnl apercevoir le seiis^ cepeiidam on

reconnaît qu'il peut signifier que :

Quand deux angles ont leurs côtés parallèles deux à

deux, si par le sommet de chacun d'eux on mène une

droite quelconque qui coupe les deux côtés de Vautre, les

quatre points d'intersection sont deux à deux sur deux

droites parallèles.

Cela est un cas particulier d'une propriété relative à deux

angles quelconques, qu'on peut aussi envisager d'un autre

point de vue, et énoncer de cette manière :

Si par les points de concours des côtés opposés d'un

quadrilatère on mène deux droites quelconques qui ren-

contrent les quatre côtés en quatre points, ces points sont

deux à deux sur quatre autres droites qui se coupent Heux

à deux sur les deux diagonales du quadrilatère (i).

Le Lemme IX (proposition i35) peut exprimer que :

Si par les sommets d'un trapèze on mène quatre droites

concourantes en un même point, et par le point de ren-

contre S des deux côtés non parallèles une transK^ersale

parallèle aux deux autres côtés, laquelle rencontre les

quatre droites en quatre points^ le produit des distances

du point S à deux de ces points esjt égal au produit des

distances du même point S aux deux autres points.

C'est-à-dire que les quatre points déterminent une invo-

lution dont le point S est le point central (2).

Cette proposition est un cas particulier d'une propriété

d'un quadrilatère quelconque, savoir, que :

Les trois couples de droites menées d'un même point

aux sommets opposés et aux points de concours des côtés

opposés d'un quadrilatère sont en involution (3).

(1) V .Géom. sup.,i\vi. !\o!^.

(2) Ihid., p. 139.

(3) Ibid., p. 2/19.
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On peut, voii' dans le Lenimc? XVllI un lieu à la droite,

tonstruit dans un triangle. Pappvis emploie dans la démons-

tration les Lemmes X, XI et XVI.

Le Lemme XXXII (proposition i58) concerne deux

triangles qui ont un angle commun. Le côté de l'un, opposé

à cet angle, fait sur le côté de l'autre, aussi opposé à l'angle

commun, et sur la droite qui va du sommet au milieu de ce

côté, des segments qui ont entre eux une certaine relation.

Le Lemme XXXVIII et dernier (proposition 164), qui

est aussi le dernier des 23 Lemmes consacrés aux figures

rectilignes, est un problème. Il s'agit, dans un parallélo-

gramme, de mener par un point donné sur un côté une

droite qui forme avec deux autres côtés un triangle de même
surface que le parallélogramme.

Nous arrivons aux sept Lemmes XXII, XXIII, XXIV,
XXV, XXVI, XXVII, XXXIV (propositions 148 à 157 et

160) qui se rattachent au rapport harmonique de quatre

points. Ils ont pour but de déduire les unes des autres cer-

taines relations qui appartiennent à ces quatre points situés

sur une même droite. Ujie relation étant donnée, on en

conclut une autre. Mais ces relations n'ont pas lieu préci-

sément entre les quatre points, car, hormis une seule, il

y entre toujours le point milieu de deux points conjugués,

qui remplace l'un des deiîx points.

Ces sept Lemmes n'en font en réalité que quatre^ parce

que trois sont les mêmes que trois autres, n'en difïérant

que par la position relative des points donnés.

Appelons «, a' et e,/*les deux systèmes de points conju-

gués, qui sont en rapport harmonique, a le milieu du seg-

ment aa' et O le milieu de ef\ nous exprimerons les sept

Lemmes brièvement ainsi : —

2

Lemmes XXII et XXIV. Si l'on a ae = 'lOa.ea
, il

s'ensuit

O a == a a -[- O c .



Lemmcs XXIII et XXV. Si Oa.Oa' =0c , il s'ensuit

ea.ea' = 2 eO . e a

,

ea' --= 0«'. 2ea,

ea = Oa.2ea.

Lemmes XXVI et XXVII. Si ;^—:= ^— , 5 il s'ensuit

Leinme XXXIV. Si —-=^'-—^ il s'ensuit
ea' fa!

.—

2

ef.eoL =2 ea.ea'

^

fa.fa' =2fcc.fe.

Enfin les huit Lemmes qui coneernent le cercle sont les

xxvm, XXIX, XXX, xxxi, xxxiii, xxxv, xxxvi
et XXXVII (propositions i54-i57, iSg et i6i-i63).

Du Lemme XXVIII (proposition i54) il résulte que si

d'un point P on mène deux tangentes à un cercle, et une

transversale quelconque qui rencontre le cercle en deux

points a, a' Gi la corde de contact en un point a, ce point

et le point P divisent en parties proportionnelles le segment

aa'^ c'est-à-dire que l'on a

Va acf.

Dans le Lemme XXXV (proposition 161) le point P est

intérieur au cercle; on démontre que le lieu du point a,

déterminé par cette môme proportion, est une droite.

Ces deux propositions, qui n'en font réellement qu'une,

renferment, on le voit, la propriété principale de la théorie

des pôles et polaires dans le cercle.
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Le Lcmme XXIX (proposition i55) est un problème. On
demande d'inscrire dans un segment de cercle ACB deux

E
cordes AC, CB qui soient dans un rapport donné -. La so-

lution se réduit à faire voir que la tangente au point C ren-

contre la corde AB en un point D^ pour lequel on a

DA_ ci' _ E^

Le Lemme XXX (proposition i56) démontre que les

droites menées des extrémités d'une corde à un point de la

circonférence divisent liarmoniquement le diamètre per-

pendiculaire à cette corde.

D'après le Lemme XXXI (proposition 157), si d'un point

P donné sur le diamètre AB d'un cercle, on mène une

droite à un point de la circonférence, et par ce point une

corde perpendiculaire à cette droite, cette corde inter-

cepte sur les tangentes aux extrémités du diamètre AB deux

segments A m, Bm', dont le rectangle est égal au rectangle

constant PA.PB.

Le Lemme XXXIII (proposition iSp) exprime qu'un

point P étant donné sur le diamètre AB d'un cercle, si l'on

prend sur le prolongementdu diamètre le point Q tel, qa'on

aitQA.QB= QP, et que par ce point on élève la perpendi-

culaire au diamètre, toute droite menée par le point P ren-

contre le cercle en deux points et la perpendiculaire en un

troisième point tel, que le carré de sa distance au point P est

égal au rectangle de ses distances aux deux points du cercle.

Le dernier de ces huit Lemmes relatifs au cercle, le

Lemme XXXVI, n'a d'autre but que cette vérité élémen-

taire : Quand une corde d'un cercle est parallèle à un dia-

mètre, les pieds des perpendiculaires abaissées des extré-

mités de la corde sur le diamètre sont à égale distance des

extrémités du diamètre.

6
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Corollaires des LemmesIII et XI.

jNous placerons ici trois corollaires Immédiats des Lem-

mes III et XL Formulés une fois pour toutes, ces corollaires

évidents rendront inutile la répétition du court raisonne-

ment qu'on pourrait faire directement sur les Lemnies.

Nous les invoquerons sans autre explication, et nous abré-

gerons par là les démonstrations dans le cours de notre long

travail.

Le Lenime III, dont le XL n'est qu'un cas particulier, est

certainement la proposition la plus importante de toute

cette vaste théorie des Porismes d'Euclide, ainsi que nous

avons eii occasion de le dire il y a longtemps, en présen-

tant une courte analyse du VIL Livre des Collections ma-

thématiques de Pappus, dans Vaperçu historique ( i).

Corollaire I. Quand quatre droites A, B, C, D concou-

rantes en un même point S sont coupées par deux autres

quelconques dans les deux séries de points sl, b, c, d et a'

,

b', c', d', on a Véquation

ac ^ bc a' c'
^ b'

c'
cic.bd n'c'.b'd'

'^l' l^l~ ~^i' ' Vd'' ^^ ad?bc ^ a'd' .b'/

En eifet, que par le point a on mène une parallèle à la

droite a!h' \ elle rencontre les droites B, C, D en h" ^ d\ d"

^

et Ton a, d'après le Lemme III,

ac.bd _ ne" . b"d"

ad.bc ~ ad" .b"i."'

(i) Aperçu, etc., p, 33-35 et 38-39. « ïci se présente naturellement une

» observation qui pourra justifier l'importance que nous avons déjà cherché

» à donner à la proposition 129 de Pappus et à la notion du rapport arthar-

)) monique En prenant la proposition dont il s'agit pour point de dé-

w part dans un essai de divination des Porismes, nous avons obtenu divers

» théorèmes qui nous ont paru répondre aux énoncés en question. » — ^'oir

aussi la note (3) de la page 1 1 ci-dessus.
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Mais les segments ac\ h" d'\... sont proportionnels à

et!d ^ Z)V/',..., à cause des parallèles ah"^ a!
b'

-^
cette équa-

tion donne donc celle qu'il s'agit de démontrer.

Corollaire II. Quand quatre droites SA, SB, SC, SD
concourent en un même point S, si Von mène une droite

qui les rencontre en quatre points a, b, c, d, et une paral-

lèle à SD, qui rencontre les trois autres en a', b', d, on

D

aura^ entre ces deux séries de points, la relation

ah ^ clb

ac ' de

a'Jj'

a' c

En effet, que par le point a on mène à la droite o!h' une

parallèle qui rencontre SB et SC en h" et d\ On a, d'après

le Lemme XI
,

ab ^ db _ ab"

ac ' de ac"

ab'
Mais, à cause des parallèles, —j,

= -7-7- Donc, eic
a

a' c
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Corollaire IJI. Quand on a quatre droites A, B, C, D,

partant d'un même points et quatre autres droites A! ^ B',

O, D' partant aussi de ce point ou d'un autre quelcon-

que, en jaisant entre elles, deux à deux y des angles

égaux aux angles des premières , si l'on mène deux

transversales quelconques qui rencontrent respectii^ement

ces deux systèmes de quatre droites dans les points a, b, c,

d et a', b', c', d', on aura l'équation

ne ^ hc a' c'
^ h'

c' nc.hd n' c' .h' d'

ad' bd a' d ' h'
d' ad.bc a'd'.b'c'

En eiFel, si les angles des droites A', IV, C, D' sont for-

més dans le même sens de rotation que eenx des droites A,

1), C, D, on pourra, à eause de l'égalité des angles des deux

faisceaux de droites, superposer le second snrle premier,

e'est-tà-dire le placer de manière que les quatre droites

A', B', C, D' coïncident respectivemc^nt avec les quatre A,

B, C, I). Alors Féquation qu'il s'agit de démontrer sera

celle du Corollaire I.

Si les angles des droites A', B', C, D' ne sont pas dans le

même sens <{ue ceux des droites A, B, C, D, il est clair que

l'équation a encore lieu, car on ramène ce cas au précé-

dent, en supposant qu on fasse tourner le plan du second

faisceau autour d'une droite fixe quelconque de ce plan,

jusqu'à ce que, après une rotation de 180 degrés, il re-

vienne coïncider avec le plan du premier faisceau.

Donc, etc.

§ XIII. — Usage des XXXVIII Lemmes de Pappus pour le rétablis-

sement des trois Livres de Porismes.

Nous avons dit (§§II et XI) que la plupart des Porismes

transmis par Pappus expriment des relations de segments

qui se rapportent aux div^isions homographiques sur deux

droites ou sur une seule.
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Après avoir reconnu ce caractère général, nous eûmes à

soumettre chaque énoncé énigmatique à différentes hypo-

thèses pour en tirer les propositions ou Porismes qu'il pou-

vait renfermer : il fallait y distinguer surtout les choses

variables de celles qui restent fixes et constantes •, les choses

données de fait, des données virtuelles ou à trouver^ les cas

divers où les segments que l'on considère sont formés tantôt

sur deux droites, tantôt sur une seule-, où ils ont une ori-

gine fixe, et où les deux extrémités sont variables, etc. C'est

après de nombreux essais, que nous sommes parvenu à nous

fixer sur le sens précis que nous devions donner à chaque

énoncé de Pappus et sur les diverses propositions ou Porismes

qui découlaient de cette interprétation ou pouvaient s'y rat-

tacher. Puis il fallait une démonstration de chacune de ces

propositions. Cette démonstration eût été facile pour le très-

grand nombre de celles qui se rattachent aux divisions ho-

mographiques ; car il suffisait d'exposer d'abord, comme
nous Pavons fait dans le Traité de Gèonièlrie supérieure^

une théorie générale de ces divisions. C'est ainsi que nous

avions procédé quand nous avons écrit la JNole de \\Jperçu

historique sur les Porismes (i). Mais depuis, ennous prépa-

rant à mettre au jour cet essai de rétablissement conjectural

de l'ouvrage d'Euclide, nous avons craint que ces démons-

trations faciles, fondées sur des théories modernes, ne don-

nassent lieu à quelques doutes sur la coïncidence de nos idées

avec celles du géomètre grec, et ne fussent le sujet d'objec-

tions spécieuses contre les probabilités de notre réussite

dans ce travail de divination. Cette considération nous a

décidé à ne plus invoquer la théorie générale des divisions

homographiques, et nous nous sommes astreint à refaire

pour chaque Porisme de nouvelles démonstrations directes

et spéciales, ne reposant que sur des principes et des pro-

(i) Aperçu, etc., p. ^//j-^S.V
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positions que l'on pût regarder comme familières à Eu-

clidc.

Nous avions sans doute à craindre d'entreprendre un

travail qui ne fût pas sans difficultés. Mais heureusement

les Lemmes de Pappus, qui déjà dans l'origine avaient

servi puissamment à nous dévoiler le caractère général des

Porismes d'Euclide, nous ont encore été ici d'un grand

secours. Non-seulement chaque Lemme nous a fourni le

sujet d'un ou de plusieurs Porismes qui s'en pouvaient

conclure sans autre démonstration, mais nous avons reconnu

dans plusieurs de ces propositions des éléments de dé-

monstrations propres à presque tous les autres Porismes.

Il nous a suffi d'ajouter aux trente-huit Lemmes de Pappus

les trois' corollaires qui terminent le paragraphe précé-

dent.

Sans autre secours que ces trente-huit Lemmes et ces

trois corollaires, et en nous renfermant strictement dans

les XXIX genres décrits par Pappus, nous avons obtenu

deux cents et quelques Porismes, dont le très-grand nom-

bre, sinon tous, pouvaient entrer dans l'ouvrage d'Euclide.

Nous nous proposions d'abord d'en écarter une quarantaine,

pour en réduire le nombre aux 171 annoncés par Pappus.

Mais nous avons éprouvé quelque embarras quand il s'est

agi de faire cette exclusion, et nous avons préféré en laisser

le soin aux géomètres qui nous liront, nous réservant de >

profiter de leur jugement.

Qu'on ôte, ou non, de ces propositions, nous espérons

qu'on reconnaîtra que les démonstrations de toutes ne s'é-

cartent pas des éléments contenus dans les Lemmes de Pap-

pus, (îtne dépassent pas les connaissances qu'Euclide pou-

vait supposer à ses lecteurs. Nous devons prévenir toutefois

que quelques Porismes seront présentés sous un énoncé plus

général que celui qui devait probablement se trouver dans

l'ouvrage grec. Car on conçoit que pour éviter certaines dif-
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ficultés, provenant principalement de la direction des seg-

ments dans les figures, difficultés dont la Géométrie moderne

est affranchie, à son grand avantage, Euclide a dû souvent

adapter les énoncés de ses propositions à des figures spé-

ciales ou particulières. Mais le caractère propre de ces pro-

positions n'en était nullement altéré.

g XIV. — Énoncés des trente-huit Lemmes de Pappus sur les

Porismes d'Euclide.

t. Lemme pour le premier Porisme du T' Livre. Soie la

AF AD
figure ABCDEFG-, et son — ~— • Qiion joigne HK-, je

dis que HK est parallèle à AC.

II. Lemme pour le deuxième Porisme. Soit la figure

ABCDEFGH- gae AF soit parallèle à DB, et qu'on ait

t-- = —^ : les trois points H, R, F seront en ligne droite.

IIL S/ les ti
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les deux HE, HD, je dis que le rectangle construit sur

HE, GF est au rectangle sur HG, FE, comme le rectangle

surHB, DC est au rectangle surHD, BC.

C'est-à-dire que

HE.GF HB.DC
ou

HB CB

HD * CD
HE FE

hg'fg'HG.FE HD.BC

IV. Soit, dans la figure ABCDEFGHKL

,

AFBC _ AF.DE
AB . FC ~" AD.EF'

Je dis que les trois points H, G, F sont en ligne droite

V. Soit la figure ABCDEFGH, dans laquelle on a

— = —-. Je dis que les trois points A, G, H sont en ligne

droite.
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VI. Que, dans la même figure, DF soit parallèle à AC;

je dis que AB = BC. Et si AB = BC, je dis que DF est pa-

rallèle à AC.

VII. Qwe, dans la même figure encore^ BD soit troi-

sième proportionnelle aux deux CB, BA -, je dis que FG est

parallèle à AC.

VIII. Siy dans lafigure ABCDEFG, DE est parallèle à

BC, et EG parallèle à BF, DF sera parallèle à CG.

IX. Dans le triangle ABC on mène les droites AD^ AE

RDI! E



et la droite FG parallèle à BC, puis les droites FH, GH.

c: 5Ë — —, je dis que KL est parallèle à BC.

X. Oa^ co«/7e /6'5 deux dmiles BAE, DAG />«r les deux

HD, HE (5///- lesquelles on prend les deux points G, F).

S/ /'o;.a 5M^ = ^^5^, /e dis que les trois points C,
^i lona

j)^ gjj HE.FG' ^ '

A, F 50/ff en ligne droite.

XL .Soû le triangle ABG : oaï mène AD parallèle à BC,

^>^ z^/^e Jroz>e DE ^z^/ rencontre^^C en un point E. Je dis

DE.FG_CB
que l on a ^^^-^ - g^;

Xll. ^5 c/zo5e5 é/a/if démontrées, dfautfaire voir que
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si deux droites parallèles AB, CD sont coupées par d'autres

AD, AF, BC, BF, puis, qu'on mène les deuxED, EC, les

trois points G, M^ K seront en ligne droite.

XIII. Mais que les droites AB, CD ne soient pas paral-

lèles et qu^elles concourent en un point N : je dis que les

trois points G, M, K seront encore en ligne droite.

B

XIV. Soit AB parallèle à CD, et que Von mène AE,

BC; si Von prend sur BC le point F tel, qu^on ait

DE CB.GF . ,. , . . A T- ,^
]e dis que les trois points A, r, ï) sont en

EC FB.CG

ligne droite.

XV. Cela étant admis
.^
soit AB parallèle à CD^ et que

[des points E, F pris sur ces droites) Fon mène les droites

A E n



FA, FB, EC, ED, puis^ qu on joigne les deux BC, GK-, je

(lis que les trois points A, M, D sont en ligne droite.

XM. Quand deux droites AB, AC sont coupéespar deux

autres DB, DE menées d'un point D, si sur celles-ci on

, , r- TT 7 r . EG.FD BH.CD
prend deux points ij, H teLs^ que l on ait = 1

je dis que les trois points A, G, H sont en ligne droite.

X\ II. Mais que CD ne soit pas parallèle à AB, et que

ces droites concourent en un point N [je dis que les points

A, M, D seront encore en ligne droite).

XVIII. Soit le triangle ABC : AD parallèle à BC; et que
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EB BG
CxC^

Von mène DE, FG, de manière que Von ait
' CE.CB

je dis que si Von mène BD, les trois points H, R, C seront
en ligne droite.

XIX. Quand trois droites %]jj AC, AD sont coupées par
deux autres EF, EB menées par un point quelconque E,

^.,, EF EH . ,. „ EB ED
SI lona—= — ,;. ./.. que l on aura~^ -.

B C D K

XX. Soient deux triangles ABC, DEF dont les angles
A, \) sont égaux

^ je dis que le rapport des rectangles

AB. AC, DY..DY est égal à celui [des aires) des triangles.

A

XXI. Que les angles A et D fassent ensemble deux
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angles droits, je dis que le rapport des rectangles AB. AC,

DE.DF est encore égal au rapport des [aires des) deux

triangles.

XXII. Soit une droite AB sur laquelle on prend deux

points C, D, fe/.ç, que Von ait i AB.CD = CB^ je dis que

Von a Âd'=ÂCh-Db\
A_ C P B

XXIII. Si BA . BC = BD, je dis que Von a ces trois éga-

lités :

(AD-hDC).BD = DA.DC, (AD -hDC).CB = Dc',

(AD-hDC).AB==:ÂD'.

\
c B

l)

XXIV. Soit la droite AB, et deux points C, D, tels, que
— 2

Fon ait CD = 2 AC.DB, je dis que Von aura

ab^âdVcb'.
V G D B
•— « • -•

XXV. Soit BA .BC =: BD -, je dis quon a les trois éga-

lités :

(AD— DC).BDr=:DA.DC^ (AD— DC).CB = DC•

(AD— DC) BA=:ÂdI
A n C 15

XXVI. Si Von a —-= ^=2 1 je dis que Von aura
^^ DC

BA.BCr=:BD'

A C B D
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XXVII. Soit encore —-; = ^^zn-z '•> je dis que Ion aura
'^^ DC

ba.bc = bd\

A D C B

XX\ m. Si les droites DA, DC touchent le cercle ABC,

et que Von mène AC (eiCDEB),ye dis que Von aura

BD _ BF

m.~ FË"

XXIX. Problème. Un arc de cercle étant décrit sur la

ligne AB, y inscrire les cordes AC, CB qui soient entre

elles dans un rapport donné.

XXX. Soit un cercle dont le diamètre est AB^ quon
mène une corde DE perpendiculaire au diamètre, et uns
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autre corde DF; qu on joigne EF qui prolongée rencontre

le diamètre en G *, je dis qu on aura—- =: —— •

XXXI. Soit un demi-cercle décrit sur K\S\ quori mène
par les points K, B les droites WD, AE perpendiculaires

sur AB5 puis la droite DE, et en son point F (situé sur le

cercle) la perpendiculaire FG qui rencontre le diamètre

AB eA^ G : je dis que Von aura AE . BD=GA . GB.

XXXII. Soit le triangle ABC, dont le côté AB est

égal à AC ; si par un point D, pris sur le prolojigemeut de

AB 071 mène D¥.faisant le triangle BDE égal en surface

au triangle ABC
;
puis, quon divise en deux parties égales

le côté AC par la droite BF : je dis que l'on aura

FB-f-BG AF

FH

(1) Simsoii remarque (O/^e/ a quœdam...., p. 523) que dans la démonstra-

tion de ceLemme, que donne Pappus, il n'y a rien qui exige que le triangle

AKC soit isocèle comme le prescrit l'énoncé. Il pense que le texte a été altéré

par l'introduction de cette condition restrictive. Et en eflet, le Porisme que

nous tirerons de ce Lemme est général, quel que soit le triangle.
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XXXIII. Soit un cercle et une droite DE perpendi-

culaire au diamètre AB prolongé; que Von prenne le

point G tel^ que Von ait FA . FB = FG
5
je dis que si d\m

point quelconque E [de la droite DE) on mène la droite

EG prolongée jusquen H, ow aura

eh.er = ëg\

XXXIV. Si Von a [entre les quatre points A, B, C, D)

—— = -— ? et que le point E soit le milieu de AC, je dis

que Von aura les trois égalités
-

EB.ED = ËC- DB.DE=:DA.DC-, BA.BC = BE.BD.

XXXV. Cela étant, soit un cercle et une droite DE per-

pendiculaire au diamètre AB prolongé, et que Von prenne

le point G tel, que Von ait —- = 77—5 /<? ^^^ ^^'^ ^^ d\in
FB GB
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point quelconque de DE, comme de E, on mène EG pro-

longée jusquen H, on aura

HE
ËK

HG
gk"

XXXVI. Soit un demi-cercle décrit sur AB, et {la corde)

CD parallèle à AB5 qu^on mène les perpendiculaires

A E

CE, DG; je dis que AE = GB.

XXXMI. Soit un demi-cercle décrit sur AB
;
que l'on

mène CD d'un pointd quelconque [pris sur AB prolongé),

puis la perpe?idiculaire DE; je dis que Von aura

ÂC = CdV (AC -I- CB) AE.

XXXVIII. Un parallélogramme AD étant donné de

position f mener dun point donné E [de la hase BD du

parallélogramme) la droite EF qui fasse le triangle FCG
égal au parallélogramme

.

V A c



99

P" LIVRE DES PORISMES.

Les dix cas de la proposition des quatre droites.

PoRiSME I. — Lorsque deux droites SA, SJ3 sont cou-
pées par une troisième en A et B, si Ton prend sur celle-ci

deux points P, Q situés, respectivement, du même côté

des points A et B, et un troisième point p^ situé en dehors

s m _ du segment PQ, et déterminé

r\/ \
par la relation.

^^-^ \ N^^^ PA QB'

P '' ^ ^ ^ qu ensuite onfasse tourner au-

tour de ce point une transi^ersale qui rencontre les droites

données SA, SB en a e^ b-, et qu^on mène les droites Pa,

Qb qui se coupent en m : ce point est situé sur une droite

donnée de position.

En effet, le Lemine I (proposition i2y) exprime préci-

sément que la droite qui joint le point S au point m est

parallèle à AB; d'où résulte l'énoncé du Porisme.

Nota. Les lettres S, A, B, p, P, Q, a, b, m de notre

/^ 1 - 9^ pQ. 1 ,bgure et la proportion '57^=77^ correspondent aux lettres

4F AD
H, G, C, A, F, D, E, B, R et à la proportion — = -— de

la traduction de Pappus par Commandin (que nous citons

toujours, à défaut du texte resté manuscrit).

Nous ferons observer que le Porisme subsisterait, c'est-à-

dire que le lieu du point m serait encore une droite parai-
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lèl(^ à AH, si les points P, Q se liuuvaient lespectiveiiu'/ii

(le colés dlffércnls de A cl B, pourvu qu'alors on prît sur le

segincut PQ, et non en dehors, le point p satisfaisant tou-

jours, bien entendu, à la proportion.

Si nous n'avons pas fait mention de ee cas, qui compléte-

rait l'énoncé dont le Porisme est susceptible, c'est qu'il n'est

pas indiqué dans les figures du Lemme de Pappns, qui toutes

(au nombre de cinq) présentent les points P, Q du même
< ôté de A et B respectivement.

Il est à croire qu Euclide, qui se bornait à répandre dans

ses Porismes le germe de propositions fécondes, n'a donné

(pi'un des deux cas que comporte le sujet, parce que l'autre

«as ne demandait aucun changement à la démonstration.

Dans la Géométrie moderne, il n'y a pas li^u de distin-

guei- les deux cas dont il s'agit : on les renferme tacite-

111 pP PA 11ment dans la seule proportion ^ =— en attribuant des

signes aux segments : car il résulte de cette simple conven-

tion (en supposant la proportion éciite comme on la voit),

(jue le point p, qui à défaut des signes aurait toujours deux

positions, n'en a plus qu'une, savoir: en dehors des points

P et Q quand les segments PA et QB sont dirigés dans le

même sens, et entre les points P el Q quand ces segments

sont dirigés en sens contraire.

On conçoit combien les géomètres grecs ont dû souvent

être embarrassés de difficultés que ce principedes signes fait

ilisparaîtn; dans la Géométrie moderne.

PorasME II. — On donne deux droites SA, SB et deux

points P, Q^ une parallèle (Quelconque

à la droite qui joint ces deux points,

rencontre les deux droites données en a

et h\ on mène les droites Pa, Qb qui

se coupent en m : ce point m est situé

sur une droite donnée de position,
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l.a démoiii.liaU()ii se liouvc dans le Leiunit- 11 (pioposi-

tiou 128). Car, d'après ce Lemme, la droite Snt rencontre

la droite AB en un point R déterminé par la proportion

BA
ÂR

QP
PK

el (jui par conséquent est fixe. Le poini m se irouvc (lon<

sui" une droite SR déterminée d(; position. c. q. i. d.

Nota. Le quadrilatère aSbm de notre figure, et les

points A, B, Q, P, R, sont dansPappus DHHK et E, A, (',

;, t" 1
• • 1

AE CG
Vf, r ; et Ja proportion cj-dessus est—- ==- —-

Er Gr

PoiiiSME IIL — Étant donnés deux droites pdiallèles

AX, BY et trois points 0, P, Q
situés en ligne droite; si autour

du point p on fait tourner une

transversale qui rencontre les

deux droites en a et b, et quon
mène les deux Pa, Qb qui se

coupent en m : ce point m est situé sur une droite donnée

de position.

Conséquence du Lemme 111 (proposition 129). En
effet, qu'on mène par le point m une parallèle aux deux

droites AX, BY, qui rencontre la droite PQ en R, et la

transversale pab en c\ on a, d'après le Lemme 111, appli-

qué aux trois.droites w Q, wR, niV coupées par les deux

droites p PQ, a^,
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OU

QR__pA^QP
BR ~~

pPTBÂ'

Ce qui prouve que le point R est indépendant de la direc-

tion de la transversale p ah. Donc, etc.

Pqrisme IV. — Étant donnés deux droites SA, SB
et trois points p, P, Q situés en ligne droite^ si autour

^
du premier p on fait tourner une

transversale qui rencontre les deux
droites en a e^ b

5
puis., quon mène

les droites Pa^ Qb qui se rencon-

trent en m : ce point m est situé

sw une droite donnée de position.

Ce Porisme est le cas général de la question des quatre

droites. Il se conclut immédiatement du Lemme IV (pro-

position i3o), qui exprime une des relations à six segments

existantes entre les six points de section des côtés et des

diagonales d'un quadrilatère, tel que aSbni^ par une trans-

versale. Ici cette relation devient

QP.Bp.RA=rAB.PR./sQ.

Pappus l'écrit sous forme d'égalité de deux rapports de rec-

tangles faits sur les segments, en y introduisant le facteur

p R, ainsi :

^=*'
, p R . QP p R . BA

iTqTrp
~"

p B . ar'

Le point m se trouve donc toujours sur la droite SR dont

la position est déterminée par cette égalité, c. q. f. d.

Nota. Le quadrilatère aShm et les points A, B, Q, P,

0, R sont dans Pappus R(jLH, et E, I), B, C, A, F, et la

relation de segments est

'^

AF . BC _ AF , DE
AB FC ~ AD . EF'
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PoRiSME V. — Lorsque deux droites SA, SB en rencon-
trent une troisième en A et B, si Von prend sur celle-ci

deux points p, P, tels, que Von ait •

PA BA'

qu'autour du point p on fasse tourner une droite qui ren-
contre SA, SB, en a, b, et quon mène les deux droites

Pa, Ab qui se coupent en m : ce point sera sur une droite

donnée de position.

En effet, d'après le Lemme V (proposition i3i), les trois

points jo, S, m sont sur une même droite; c'est-à-dire que

le point m est situé sur la droite pS donnée de position.

F. D.

PORÏSME VI. - Etant données deux droites SA, SB,

si Von mène parallèlement à la hase AB
une droite qui les rencontre en a eZ b;

puis^ les deux droites Ab et Ba qui se

coupent en m : ce point m est situé sur

une droite donnée de position.

Ce cas est la conséquence immédiate du

Lemme VI (proposition 182
)
qui exprime que quand les

côtés d'un triangle sont coupés par une parallèle à la base,
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les droites menées des extrémités de la base aux deux points

de section des côtés, se rencontrent sur la droite menée du

sommet au milieu de la base.

Observation. Quelque simple et élémentaire que soit ce

cas particulier, il n'y a pas de raison de croire qu'il ne figu-

rait pas dans l'ouvrage d'Euclide, puisque Pappus a jugé à

propos de donner un Lemme non moins simple, qui en est

l'expression évidente.

De plus, il esta considérer qu'au temps d'Euclide on ne

regardait pas deux droites parallèles comme présentant un

cas particulier de deux droites concourantes en un point, ni

comme donnant lieu, dans une proposition de Géométrie,

aux mêmes conséquences que ces dernières. Il fallait tou-

jours une démonstration spéciale, qui pouvait différer de la

démonstration du cas des droites concourantes-, et c'est ce

qui a lieu dans ce Porisme.

Il parait que ce fut Desargues, qui, vers le pieiuier tiers

du xv!!*^^ siècle, introduisit, à cet égard, dans la Géométrie

des idées de généralisation si heureuses et si conformes h

l'esprit des Mathématiques ( i )

.

Porisme \II. — Deux droites SA, SB sont données, et

sur une transversale AB on prend deux points p., P, tels,

s m__ que Ton ait

si autour du point p on fait tour-

ner une droite qui rencontre SA,

SB e/z a e^ b
^
puis, qu'on mène les

deux droites Pa, Ab qui se coupent en m : ce point m. sera

situé sur une droite donnée de position.

Ce Porisme est la conséquence immédiate du Lemme VII

(i) A'. Traité des piopriclés piojcclivcs des Jif^uics, de M. Poncclet, |». 38 et

?>c). — Apnru historique, p. 7H,



(proposition i33), d'après lequel la droite Stn est parallèle

à la base AB.

Nota. Les lettres S, A, B, P, p, a^ h, m de la présente

figure sont F, A, D, C, B, E, H et G dans Pappus.

Observation. En s'appuyant sur la réciproque de ce

Lemme VII, on en conclurait le Porisme suivant

.

^f Étant données deux droites SA, SB, et sur la droite

AB un point P, on mène à AB, des

parallèles dont chacune rencontre

5 SA, SB en a e? b; puis, on joint les

iww points A et b, P et a, par des droites

qui se coupent en m : ce point est situé

sur une droite donnée de position.

En effet, d'après la réciproque du Lemme, la droite Sm
rencontre la base AB en un point fixe R que détermine

la relation

ra'=:Rb.rp.

PoKiSME VIII. — Quand deux droites SA, SB, sont

données^ ainsi que deux points p, Q ^ si autour du point p

on fait tourner une trans^^ersale qui rencontre les deux

droites en deux points a, b^ que

par le premier oji mène une pa-

rallèle aP à la droite pQ, et par

le deuxième la droite bQ qui

coupe la parallèle en m : ce point

m est situé sur une droite donnée

de position .

Soit R le point d'intersection des droites Sm et AB, et

c celui de aV et SB: on a, par les triangles semblables,

AR am p Q am

^ AB ne R ne

AR _ Qp
ÂB ~ Bp

Don<
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Ainsi la droite Sm passe toujours par un même point R
déterminé par cette proportion; et le point m se trouve

sur une droite donnée de position. c. q. f. d.

Autremeîit. La démonstration du Porisme se peut encore

conclure de la réciproque du F"^ Lemme de Pappus ^ la pro-

portion qui vient d'être démontrée résulte du parallélisme

des lignes pQ et am^ d'après cette réciproque.

Nota. Le quadrilatère aSbui et les points A, B, Q, jO, R
sont indiqués dans Pappus, KEBH et F, A, C, D, G 5 et la

proportion est

AF _ AD
FG " DC'

Elle répond, lettre pour lettre, à la précédente renversée

BA _ Bp

ÂR ~ q7'

PoRESME IX. — Etant donnés deux droites SA, SB et

trois points p, P, Q situés sur une troisième droite paral-

lèle à Pane des premières SB, autour du point p on fait

tourner une droite gui rencontre SA,

SB e?i a ef b; par ces points on mène

les droites aP, bQ qui se coupent en

un point m : ce point est sur une

droite donnée de position.

En edet, menons la droite Sm qui rencontre PQ en R.

On a dans le triangle ASR coupé par la droite Pma,

PA wR «S _
PR "mS '

'cîl.~~ '

Or, en vertu des triangles semblables,

/// R _ QR «^S _ S^

~rnS~~ ST' ^ ^7a~ Ap'

Inéquation précédente devient donc

PA QR S^

pr' s^ 17
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PR PA

, QR = I7"

Ainsi le point R est donné, c'est-à-dire que sa position

est fixée par les conditions seules de l'énoncé : ce qui dé-

montre le Porisme.

Observation. Le théorème cité sur le triangle coupé par

une transversale, était bien connudes Anciens. On le trouve,

comme on sait, dans les Sphériques de Ménélaus et dans

VAlmagesle de Ptolémée. Pappus le démontre dans son

VHP Livre ( i ) -, il s'en sert pour la démonstration du

P' Lemme sur les Porismes 5 et, de plus, dans le cours de

celle du I\" Lemme, il établit la réciproque, en faisant

voir que si trois points pris sur les côtés d'un triangle

satisfont à la relation de segments qui constitue le théo-

rème en question, ces trois points sont en ligne droite (2).

Il y a lieu de penser qu'Euclide lui-même faisait usage du

théorème , et que c'est par cette raison que Pappus ne

fait pas difficulté de l'employer dans ses Lemmes sans le

démontrer.

Porisme X. — Étant donnés deux droites parallèles

AX, BY, et trois points jO, P, Q situés sur une même
droite parallèle aux premières, autour du point p on fait

tourner une droite gui rencontre AX, BY
"yi en a eth-^ par ces points on mène les deux

•

/(^ /
~ droites aP, bQ qui se coupent en m : le

/ r^ lieu de ce point est une droite donnée de

P ^ position

En effet, on a dans le triangle P ^ Q coupé par la droite

jnn'h ___ fib Pp

(«) Aperçu hislorique, p. -^gi.

-^ (î) M. Breton (de Champ) a fait cette remarquei V. Journal de Malhêma-

tiques de M. Liouvillo, t. XX, ann. i855, p. -i^o et -i'}.?!.
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Ledeuxièiue niembro de celle égalité est (•oiisiuul. Doiu

le rapport de mb k niQ est constant, rtone le point m est

sur une droite parallèle à BY, et déterminée de position.

0. Q. F. D.

Observations relatives aux dix Porisnies précédents.

Tels nous paraissent êlre, parmi les cas très-mullipliés

de la question des quatre droites, les dix cas qui se sont

trouvés dans les Porismes d'Euclide. Les sept premiers se

concluent si naturellement des sept premiers Lemmes de

Pappus, que nous avons dû voir dans ce fait une raison

décisive pour fixer notre choix et adopter l'ordre dans

lequel nous les avons placés 5 d^autant plus que les Lem-

mes qui viennent ensuite donnent lieu, dans l'ordre même
de Pappus, à des Porismes qui appartiennent aux genres

<[u'il a décrits subséquemment, comme nous l'avons déjà'

dit(§X,ii).

Mais il ne suffisait pas, selon nous, d'avoir rétabli d'une

manière très-probable ces dix Porismes. Pourquoi Euclide

avait-il choisi ces propositions seules? Pourquoi avait-il

exclu les autres .^^ C'est ce qu'il fallait examiner. Cette étude

sur la pensée et l'œuvre d'Euclide n'était pas sans intérêt.

Voici les considérations auxquelles elle nous a conduit.

On remarque qu'il existe, dans toutes les figures des pro~

positions dont il s'agit, d'une part, un quadrilatère Sainb

(sauf le nombre relativement petit des cas où les deux droi-

tes données SA, SB sont parallèles, ce dont nous parlerons

plus tard) 5 et d'autre part, trois points p, P, Q situés tou-

jours en ligne droite, et que, pour abréger, nous appelle-

rons pôles. La diversité des Porismes auxcjuels donne lieu

la question doit donc pi ovenir des différentes positions que

la droite des pôles peut prendre par rapport au cpiadrila-

lère.
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Euclicle parait s'ètro proposé de présciiloi", outre» le eaâ

généra], trois classes de cas particuliers bien distingués par

les positions de cette droite. Premièrement, la droite des

pèles est parallèle aux côtés et aux diagonales du quadrila-

tère 8/7/?//;; secondement, cette droite'passe par un ou par

deux des trois points de concours soit des côtés opposés,

soit des diagonales du quadrilatère: et troisièmement, ces

deux conditions sont simultanées, c'est-à-dire que la droite-

des pôles passe par un ou par deux de ces trois points de

concours, et est en même temps parallèle à un côté ou à

une diagonale.

Ajoutons que dans l'énumération des cas auxquels don-

nent lieu ces trois hypothèses, Tautcur desPorismes a écarté

tous ceux dont la démonstration serait la même que celle

d'un cas déjà donné.

Ce sont, je ne puis en douter, ces motifs qui ont dirigé

Euclide dans le choix de ses dix Porismes.

En effet, le cas général est le Porisme IV qui repose sur

ia relation générale à six segments entre les six points

de section des côtés et des deux diagonales du quadrila-

tère par la ligne des pôles.

Dans le Porisme I, la diagonale Sw, c'est-à-dire la droite

lieu du point m, se trouve parallèle à la ligne des pôles. Pour

que cela arrive, il faut qu'il y ait entre les trois pôles une

certaine relation qui fait le sujet du Lemme I.

Dans le Porisme II, la droite des pôles est parallèle à

l'autre diagonale «Z> du quadrilatère; ou, ce qui revient au

même, le point p est à l'infini.

Dans le Porisme VIII, la droite des pôles est parallèle au

côté am du quadrilatère, auquel cas le point P est à l'infini.

Dans le Porisme IX, la droite des pôles est parallèle à la

droite SB.

Tels sont les quatre cas auxquels donne lieu la première

des positions caractérisées ci-dessus, c'est-à-dire le parallé-
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lisme de la droite des pôles avec Tun des côtés ou l'une des

diagonales du quadrilatère.

Trois Porismes se rapportent aux deux autres positions

indiquées.

Dans le Porisme V, la droite des pôles contient à la fois

le point de concours des deux diagonales S/w, ah et celui

des deux côtés S«, hm\ il en résulte que la droite lieu du

point m, passe par le point p, en même temps que le point

Q coïncide avec le point A.

Dans le Porisme \'I, la droite des pôles passe par les points

de concours des côtés opposés du quadrilatère Samb^ cl

est, en même temps, parallèle à la diagonale ab ; en d'autres

termes, les pôles Q et P coïncident, respectivement, avec

les points A et B, et le point p est à l'infini.

Dans le Porisme Vil, enfin, la droite des pôles passe par

le point de concours des côtés Srt, hni (de sorte que Q
coïncide avec A), et elle est parallèle à la diagonale S ni.

Ces huit Porismes dérivent, comme on le voit, de la con-

sidération du quadrilatère S <2/;/è. Les Porismes III et X, qui

complètent le nombre des dix cas annoncés par Pappus, se

rapportent aux cas dans lesquels le quadrilatère cesse d'exis-

ter parce que les deux droites SA, SB sont parallèles. C'est

ce que nous pouvons exprimer simplement aujourd'hui en

disant que le sommet S du quadrilatère se trouve à l'infini.

Revenons au quadrilatère pour rechercher les cas omis

parEuclide. Ce sont tous ceux qui résultent des positions

suivantes de la droite des pôles : i° quand cette ligne passe

simplement par un seul des trois points de concours des

côtés opposés ou des diagonales du quadrilatère, sans qu'on

l'assujettisse à être parallèle à aucun côté; 2° quand elle

passe par les deux points de concours des côtés opposés, sans

condition de parallélisme: 3" lorsqu'enfîn elle passe par le

sommet S du quadrilatère, avec ou sans condition de pa-

rallélisme.
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Telles sont les trois espèces de positions omises par Eii-

ilide. Voici les raisons de cette omission.

Pour la première espèce, la démonstration est absolument

la même cjue pour le cas général (Porisme IV) ^ car l'équation

à six segments sur laquelle repose la démonstration, subsiste

entre les six mêmes segments, quand la transversale qui

eoupe le quadrilatère passe par un point de concours, soit

de deux côtés opposés, soit des deux diagonales. Aussi

voyons-nous que Pappus a compris ce cas particulier dans

son Lemme IV, en le représentant par une des liuit figures

auxquelles la démonstration s'applique.

Dans la deuxième espèce la démonstration subsiste encore
5

seulement la relation à six segments se réduit à quatre, parce

que deux segments deviennent égaux (sans être infinis).

Enfin, si Euclide n'a pas considéré les positions qui

feraient passer la droite des pôles par le sommet S du qua-

drilatère, c'est que les Porismes qui peuvent en résulter ne

seraient, à l'égard du point p, que des cas particuliers d'un

Porisme général qui devait se trouver plus loin ^ car il est

indiqué, d'une manière non douteuse, par les Lemmes XII

et XIII de Pappus. Dans ce Porisme les données sont les

mêmes c|uant aux deux droiies SA, SB et aux pôles P, Q
pris en ligne droite avec le point S : mais le point p, au

lieu de se trouver nécessairement sur cette droite, a une

position quelconque, qui peut être sur la droite conmie au

dehors (1). Et puisque Euclide a omis, ainsi que nous l'a-

vons dit, les Porismes dont la démonstration n'aurait été

c|ue la répétition de celle d'un cas plus général, nous devons

penser que c'est par la même raison qu'il a passé sous si-

lence les cas de la proposition des quatre droites dont il

s'agit.

On reconnaîtra que ces omissions et les motifs qui nous

(1) Voii-, ci après, le Porisme XXV.
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paraissent les justitier, se pouvalejilpré\oir d'api es certains

passages de Pappus, notamment celui dans lequel il dit

quEuclidc ne donnejamais qu'unedémonstration des choses

que renferme son ouvrage; ce qui veut dire qu'Euclide ne

donne jamais deux fois la même démonstration- Car c'est

dans ce sens que nous devons entendre ce passage : « Bien

» que chacune de ces propositions soit susceptible d'un cer-

M tain nombre de démonstrations, comme nous le faisons

)) voir, Euclide n'en donne qu'une, qui est toujours la plus

)) claire. »

Pappus dit, « comme nous le faisons voir », parce que

dans plusieurs Lemmes il donne les figures qui se rappor-

tent à des cas d'une même proposition dont les différences

ne dépendent que des positions relatives des diverses par-

ties de la figure. C'est ce qu'Euclide ne faisait pas.

Il est à croire que les propositions que ces u géomètres

peu expérimentés », dont parle Pappus, ont ajoutées à celles

d'Euclide, étaient du nombre de ces t as particuliers omis

à dessein par l'auleur des Porismes, comme susceptibles de

la même démonstration qu'une proposition déjà démontrée.

A ce sujet, nous ajouterons que, si, conformément au

langage et aux doctrines de la Géométrie moderne, nous

avons parlé des dix Porismes des quatre droites comme de

dix cas d'une même proposition, ce n'est pas ainsi qu'Eu-

clide et Pappus les considéraient. Dans plusieurs de ces

propositions des points disparaissaient en passant à l'in-

fini, ce qui constituait, au temps d'Euclide, des proposi-

tions distinctes, et toutes, par suite, demandaient une

démonstration différente : c'est ce qu'on peut remarquer

dans les Lemmes de Pappus. Aussi cet auteur en annonçant

qu'il a reconnu que ces dix Porismes peuvent être renfermés

dans un seul énoncé, ne dit pas que ce sont dix cas d'une

même proposition, mais bien dix Porismes analogues entre

eux, ou de même espèce. Et, en effet, pour les renfermer
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ainsi dans un seul énoncé, il a dû réunir deux hypothèses

différentes, Tune où figurent trois points, et celle où il Ji'y

en a plus que deux et une condition de parallélisme.

Notre restitution des dix Porismes d'Euclide diffère à

beaucoup d'égards de celle de Simson. La cause principale

du désaccord nous paraît provenir de ce que ce géomètre,

dans son travail, n'a pas pris pour base les Lemmes do

Pappus, et par conséquent n'a pas cherché à faire choix

des propositions qui se pouvaient conclure naturellement

de ces Lemmes. Aussi ne s'est-il servi des Lemmes que

pour la démonstration de trois de ses dix propositions, et

même, pour ainsi dire, incidemment, et sans qu'il v eût

une connexion marquée entre les Lemmes et les proposi-

tions.

Cinq seulement des dix propositions de Simson se relrou-

vent parmi les nôtres \ ce sont : les i^, 4*^5 5*^? 9*^ et lo^ : elles

coïncident avec nos 8*^, lo'', 9*^, S*" et 4**- Mais le plus sou-

vent, dans ces propositions identiques, les démonsti:;ations

sont différentes de part et d'autre.

Parmi les cinq autres propositions du géomètre anglais,

il s'en trouve une, la S*", que nous croyons n'avoir pas pu

faire partie de la proposition des quatre droites. C'est le cas

dans.lequel l'une des deux droites données SA, SB est située

à l'infini. Car si les Anciens ne regardaient pas un point

situé à l'infini, comme un cas particulier d'un point consi-

déré d'abord à distance finie, ainsi que nous l'avons dit pré-

cédemment, on conçoit qu'à plus forte jaison ils n'ont point

dû regarder l'infini comme u.ne droite, ni même comme

donnant lieu à des propriétés analogues aux propriétés des

droites.

Mais si la proposition de Simson n'a pu se trouver parmi

les cas de la proposition des quatre droites, néanmoins elle

constitue, sous un énoncé différent, un Porismequi certai-

nement n'a point échappé à Euclide. Nous le ( royons d'au-
"

8



lanl plus, qut' ce Porismc, (jni ïovmr nohc XXllI' < i-

après, est une conséquence naturelle du Lemmc XI de

Pappus.

V (les Genres distingués par Pappus.

PoRisME XL — Si de deux points donnés P, Q on
mène deux droites PM, QM se coupant sut' une droite LM
donnée de position, dont l'une PM intercepte sur une

droite donnée de position

AX, w/î segment Am comp-

té à partird un point donné

A : on pourra trouver une

aufredroiteA'X' etsurcctfe

droite un point A', tels, que

le segment A'ra! Jait par la

Âroite QM 5«/' A'X', sera au segment A m dans une raison

donnée 1.

Puisqu'on doit avoir -——; = A, les deux droites AX,
' A m '

A'X' seront divisées en parties proportionnelles par les

deux points m, m' -^ et deux points de division homologues

seront à l'infini. Il s'ensuit que les deux droites AX, A'X'

sont parallèles aux droites menées des deux points P^ Q à

un certain point de la droite LM. Menant donc Pc pa-

rallèle à AX, puis Qc, la droite cherchée A'X' sera paral-

lèle à Qc.

Ensuite, les deux points A et A' seront deux points ho-

mologues dans les deux divisions formées par les points

m, m'. Par conséquent les droites PA, QA' se croisent sur

la droite LM. Menant donc PA qui rencontre LM en a,

puis la droite Q«, le point A' sera sur cette droite.

Am
Enfin, on doit avoir

A' m'
Or les points G et G' où la

droite AX el la droite clierchée A'X' rencontrent la base
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PQ sont deux points homologues dans les deux divisions de

AG
ces droites^ donc

A'
G' X. Ce qvii détermine A'G' en

grandeur.

Il suffit dès lors d'inscrire dans l'angle des deux droites

PQ et Qa une droite parallèle à ^c et égale à Celte

droite satisfera à la question.

En effet, considérant les quatre droites PE, Pc, PM, P/?.,

coupées par les droites LM et AG, on a, par le Corollaire II

des Lemmes III et XI ( i
)

,



droite \'%' et sur cette droite le point A', de tnnnièrc que

le segment A' m' fait par la droite MQ sur A'X', sein

au segment A m dans la raison 1.

Que par le point A on mène la droite Ar7 parallèle aux

obliques abaissées sur AX, et par le point a où celte droite

rencontre LM, la droite aÇ). Le point A' sera si lue sur

cette droite. Que par le point Q on mène la droite QG'
parallèle aux obliques, qui rencontre AX en G, et que"

dans Tangle «QG' on inscrive la droite A' G' parallèle à

LM et égale à X. AG. Cette droite et son point A'silué su«-

aQ satisferont à la question.

En ellet, on a, parles triangles semblables,

A' m' ffM
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premier côté est parallèle à la droite AX, et que cette droite

A'a'soit égale à l.ka. Cette droite et le point A' satisfe-

ront à la question.

En eiFet, les deux triangles KOm et A'Om' sont sem-

blables; et de môme les deux A0«, MOci'. Par conséquent

A m k'
m'

h'
a' on

A m Pi a

Donc, etc.

JP Genre.

Tel [)oint est situé sur une droite donnée de position.

PoRiSMK XIV. — Quand dans un triangle on mène
des parallèles à la base , et. quon prend

sur chacune d'elles le point m qià les di-

vise dans un rapport donné A, ces points

m soîit sur une droite donnée de position.

Soit ah une des parallèles à la base AB
du triangle ACB; on prend le point m tel,

qu on ait —7- = /. yu on mené Ja droite i^ni qui rencontre

AB en R; on a

AR
Rl3

mb ^

am

Ainsi le point R est fixe, et par conséquent la droite Cm
est déterminée de position. Ce qui démontre le Porisme.

PoRiSME XV. — Quand un triangle abc a ses deux

sommets a, b sur deux droites SA, SB

données de position, si Von construit

un autre triangle a'h' c' ayant ses côtés

parallèles à ceux du triangle abc, et

ses deux sommets a', b' sur les deux

droites SA, SB, le troisième sommet c'

sera sur une droite donnée de position.

En effet, qu'on mène la droite ce' ^ et
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soil s le point où elle rencontre la droite SA ; les deux tri-

angles sac^ sac' sont semblables; par conséquent, on a

se ac

se' a' c'

On a, pareillement, en appelant Vj le point où la droile

ce, rencontre SB,

SiC be

s,e' b'c'

Mais 77— =: —— . Donc
b c a c

(I ou

se i'i e

se' .y, c'

se 5| c— = —r, 5C — 5iC.

Ce qui prouve que les deux points 5, s^ n'en font qu un^qui

ne peutêtre que le point S, intersection des deux droites SA,

SB. Ainsi le sommet c' de chaque nouveau triangle alb'
c'

est situé sur la droite Se qui est donnée de position. Ce qui

démontre le Porisme.

Corollaire. On conclut de là que : Quand deux trian-

gles semblables ont leurs côtés parallèles deux à deux, les

trois droites quijoignent, deux à deux, les sommets homo-

logues^ concourent en un même point.

Porisme XVI. — Étant donnés deux droites SA, SB

et quatre points P, Q, p et U situés sur une autre droite,

on fait tourner autour du point p une droite qui rencontre

SA, SB ezi a e? b; et Von mène

les deux droites Pa, Qb qui se

coupent en un point m-, la droite

qui passe par ce point et par le

quatrième point donné U ren-

P ^ y ^ î'
'* ^ contre la droite tournante p ah

en un /joint n : le lieu de ce point est une droite donnée de

position.
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Celle proposition est une ooiiséqueiice de celle des tjiia-

tre droites exprimée d'une manière générale par le Po-

risme IV. En effet, d'une part, d'après ce Porisme, le point

m décrit une droite SR; et d'autre part, si l'on considère

les deux droites SA, SR coupées en a et /// par une transver-

sale Pm«, elles deux droites pa^ Um tournant autour des

deux points p et II et se coupant en un point n^ ce point,

d'après le même Porisme IV, est sur une droite lixe passant

par le point S. Ce qui démontre le Porisme énoncé.

Porisme XVII. — Etant donnés deux droites SA, SB

et un point P, on mène des droites ab, parallèles entre

elles, dans une direction donnée, dont

chacune rencontre SA et SB en deux
« points Si et h

-^

puis, on mène par le

point a la droite aP, et par le point

b une parallèle à SP, laquelle rencon-

tre âV en un point m : ce point est si^

tué sur une droite donnée de position.

Qu'on mène par le point P une parallèle aux droites ab^

qui rencontrera SB en un point D, et par le point D la droite

DM parallèle à SA, c'est sur cette droite DM que se trouve

le point m.

Ce Porisme n'est autre que le Lemme VIII (proposition

i34) ; car ce Lemme établit que la droite Dm qui joint les

points metD, déterminés comme il vient d'être dit, est pa-

rallèle à SA.

Donc, etc.

Nota. Les lettres D, P, S, a, ^, m de notre figure cor-

respondent aux lettres F, B, C, G, E, D de Pappus.

Porisme XVIII. — Étant donnés trois droites SA, SB

fc^c ^f ^C issues d'un même point S, et deux

points A, B sur les deux premières; par

ces points on mène deux droites paral-

lèles A a, Bb, qui rencontrent la droite

" SC^ en a et b -, et par ces derniers points,



Etant donnés un triangle ASB et un

(
'2o)

des parallèles aux deux droites SB, SA, respectii^ement :

le point d'intersection m de ces parallèles est situé sur une

droite donnée de position.

Ce Porismc se conclut du Lemme Mil: car la réciproque

(le ce Lemme fait voir que le poiul ni est situé sur la droite

AB.

Nota. Les lettres A, S, B, a, ///, h diî noire figure sont

dans Pappus F, B, C, D, E, G.

PortsME XIX.

point p, on mène par ce point une droite qui rencontre

SA en a et AB en P
^
par le point

a une parallèle à AB, qui rencon-

tre SB en b^ par le point b la

droite hV -., et enfin par le sommet
^' '^ S du triangle la droite SM qui ren-

contre la base AB en un point M déterminé par la propor-

tion suivante, dans laquelle C est le point oit la droite Sp

rencontre AB,

PA _ PB

PC ~~ PM
'

les deux droites bP et SM se coupent en un point ni situé

sur une droite donnée de position.

En effet, d'après le Lemme IX (proposition i35), celte

droite est la parallèle à AB, menée par le point p.

PomSME XX. — Étant donnés trois droites SA, SB,

se issues d 'un même point S, et un point P, on mène des

droites parallèles entre elles, dans une

direction donnée, chacune desquelles

rencontre les deux droites SA, SB en a et

b 5 oAî joint ces points nu point P par les

droites Pa, Pb dont la première rencon-

A c p M li tre se en c, et par ce point on mène à

ab, une parallèle qui coupe Pb en ni : ce point est sur une

droite donnée de position.
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Ce Porisme est une seconde interprétation duLemmelX;
c ar si Ton mène la droite Sm, et par le point P une pa-

rallèle aux droites ab^ laquelle rencontre les quatre droites

issues du point S, en A, B, C et M, on a, d'après le Lemme,
Fégalité

PA.PMz:z:PC.PB.

Cejqui prouve que la droite Sm est déterminée de position.

Donc, etc.

Remarque, Celte équation, comme nous l'avons dit

dans l'analyse des Lemmes de Pappus (ci-dessus, p. 78),

exprime que les deux couples de points A, M et B, C et le

point P forment une involution dans laquelle le point P est

le point central, ou, en d'autres termes, dans laquelle le

conjugué du point P est à l'infini (i).

Porisme XXI. — Si on déforme un quadrilatère en fai-

sant tourner ses quatre côtes autour des deux points de

concours des côtés opposés, de manière que trois sommets
du quadrilatère glissent sur trois droites fixes concourant

en un même point, le quatrième sommet décrit une droite

donnée de position.

Ce Porisme est une généralisation du précédent,

dont il fait bien comprendre le

sens. La démonstration résulte du

Lemme IIL

Le quadrilatère est ahmc \ les

points de concours des côtés opposés

sont P et Q 5 les trois sommets a, b^ c

glissent sur les trois droites SA, SB,

se. La droite SQ rencontre les côtés

«c, bm en q et q' . Les trois droites

issues du point Q, Qmc, Q ba^ Q(f'(J

coupées par les deux Pfl, P^ don-

) Géoni. sup., p. iSy.
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lient d'après le Lemme III,

ca ' qa mb ' q'h
•

De même, les trois droites SA, SC. SQ coupées par les deux

P«, PA, donnent

tfP
.
7P_ CP QP

ca ' qa CA * QA

et les trois droites SM, SB, SQ coupées par les deux P^,

PB,

/;zP
^
7'P _ MP

^
QP

^ ' 'i/J
"~" MB • QB*

l)on(

ou

CP

CA
QP
QA

MP
MB

_ MP
,
QP

"MB • QB

CP.QA
CA.QB

Ce qui prouve que le point M est fixe, et par conséquent

que le point m se trouve sur une droite SM déterminée de

position.

PoRISME XXII. ^..^,c„ i^v^,^,^i.j t«,t, c/ .i*/t^

raison X, si autour d'un point p pris sur la hase AB du

triangle on fait tourner une transversale qui rencontre les

deux côtés SA, SB en a et b, et qu on prenne sur cette

droite le point m déterminé par la

relation

G. Q. F. D.

Etant donnés un triangle SAB et une

p« ^ ma

ûb ' mb
l:

le point m sera sur une droite don-

P * ^ '* née de position.

Cela résulte du Lemme X (proposition i36). Car si l'on

[)rend suç la base du triangle le point C déterminé par l'é-
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jalilé

on aura

pA , CA
pB • CB

pa .tnb

pb .ma

pA.CB

oB CA

Or, d'après le Lemme, quand cette égalité a lieu, la droite

Cm passe par le point de concours des deux Aa^ kb, c'est-

à-dire par le point S. Donc , etc.

PoRiSME XXIII. — Etant donnés une droite SA et trois

points p, P, (^ en ligne droite, si

autour des deux p et V on fait

tourner deux droites se coupant

sur la droite SA 5 et que par le

point Q on mène à la première

pa. une parallèle gui rencontrera

la deuxième Pa eiz un point m : ce point sera sur une

droite donnée de position.

Cette proposition se démontre sur-le-champ au moyen du

Lemme XI (proposition 137). En effet, que l'on mène la

droite mR parallèle à la droite donnée SA, on aura d'après

le Lemme, en considérant les trois droites mP, nzQ, mJi

coupées par les transversales |oPet pa.,

pR
PR PQ al AR

Donc
AR
PR PQ'

Donc le point R est fixe ^ et par suite, le lieu du point m
est la droite fixe RI parallèle à SA. c. Q. f. d.

Observation. C'est ce Porisme qu'on peut regarder, dans

la Géométrie moderne, ainsi que nous Tavons dit ci-dessus

(p. ii3), comme un cas particuliei' de la proposition gé-
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nérale des quatre droites, celui où l'une des droites données

SA, SB sur lesquelles se coupent les droites lournautes est

à l'inlini.

PoRisME XXIV. — Étant donnés un angle ASB et deux
points P, Q en ligne droite a^ec le sommet S^ si autour

dun autre point donné p onfait tour-

ner une droite qui rencontre les deux

côtés de Vangle en ai et b, et quon
mène les deux droites Pa, Qb qui se

coupent en un point m : ce point sera

situé sur une droite donnée de posi-

tion .

Qu'on mène des droites du point p aux deux points P, Q:
elles rencontrent les deux côtés de l'angle SB, SA, respecti-

vement en C et D^ c'est sur la droite CD que se trouve tou-

jours le point m.

Cela ressort immédiatement des Lemmes XII et XIII

(propositions i38 et 189, où le point E représente le point

p de la figure actuelle) ^ du Lemme XII quand la trans-

versale menée par le point p est parallèle à la base PSQ;
et du Lemme XIII quand cette droite a une direction quel-

conque.

Corollaire 1. Considérons trois transversales /d<2^, pa!b\

pa"h" menées par le point p. On a, d'après le Lemme III,

l'équation

Sa ^ a" a Sb ^ b" b S « . a" a' Sb . b'' b'

S7' • J^ "^
Sb'

' b^" '^"
S a', a" a

"^
Sb' .b" b

Et réciproquement, d'après le Lemme X, quand cette

équation a lieu, les trois droites ab^ a'b\ a"b" couiiOMrenl

toujours en un même point. On conclut donc, du Porisme

précédent, ce théorème^

Etant pris sur deux droites SA, SB deux systèmes

de trois points a, a', dî' et b, b', h" ^ ayant entre eux la
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'la tion

^a.a" a'

Srt' .a" a

si de deux points P, Q, en ligne

droite auec le point S, on mène
les droites Pa, Qb (fui se cou-

pent en m., Pa', Qh' (jui se cou-

pent en m', et Pa", Qh" guise

coupent en m." : ces trois points

m, m', m" seront en ligne droite.

Corollaire II. Si Ton conçoit une droiie S'B' parallèle

à SB, qui rencontre les droites QS, Q//, Q//, Q_h'\ en S',

c, c', c", les segments SZ>, h" h'.,... sont proportionnels à S'c,

c"c',...-^ de sorte qu'on a Féquation

S a, a" a' S'c.c"c'

Sa'. a''

a

S' c' . c" c

De là ce théorème, (jiii présente, dans l'iiypolhèse, quel-

que chose de plus général que le précédent énoncé :

Etant pris sur deux droites deux systèmes de quatre

points S, a, a', a'^ et S\ c, c', d' entre lesquels a. lieu Vé~

quation

S a. a" a' S'c.c'c'

Sa' . a"

a

S'c' .c"c

si de deux points P, Q pris arbitrairement sur la droite

S S' on mène les droites Pa, Pa', Pa'^ et Qc, Qc', Qc"
les premières rencontreront, respectii^emeîit, les secondes

en trois points m, m', m'^ situés en ligne droite.

Corollaire III. Les droites QZ>, Q^', Q^'', dans le Co-

rollaire I, rencontrent la droite SA en trois points r/, d! .,d"

.

On a par le Lemme III, entre ces points et /?, h\ h"
.^

Sb.b"b' Sd.d"d'

Sb' ,b"b Sd' .d"fl
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L'équation du Corollaire I devient doiK

Sa.a'a' Sd.d"d' .

^a'.a"a~ ^JTdf'd

On en conclut que :

Si Von prend sur une droite SA, deux systèmes de trois

points a, a^ Si" , et à, d', d'^, entre lesquels ait lieu Féqua-
tion

^a.a"a' Sd.d"d'

Sa' Sd'.d" d
( Sfl a"

a

Sfl
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I II ' .

vX a^ a , a\, , \

DM' MM' D«' an'

dSt ' Mi\r
"~ jy^ ' ^'

et (le même, pour les trois points />, Z?', M,

DM' MM' _ D // hb'

DRP ' MM" ~ ËTF ' ^'*

Donc
D«' aa' _'ùh' bh'

W^'W'~WP'''bF''

Cette équation prouve, d'après le corollaire III du Po-

rlsme précédent, que les points de section des trois droites

issues du point P par les trois issues du point Q, une à une

respectivement, sont en ligne droite. Ce qui démontre le

Porisme.

En (raiitres tenues. Les deux points «, b forment sur

ex deux divisions liomograpliiques, puis([ue les deux droi-

tes A<2, Vth se coupent toujours sur la droite LM (i). Par

conséquent les deux droites Va., Qh forment deux fais-

ceaux liomographiques. Or ces deux faisceaux ont deux

rayons correspondants coïncidents suivant la droite PQ,
parce que les deux points «, b coïncident en D sur la

droite LM. Donc le point m décrit une droite (2).

c. Q. F. D.

Obsen^ation. Ce Porisme est, sous un énoncé plus géné-

ral, du même genre que le Porisme XVIII, qui s'en con-

clut, si l'on suppose que la troisième droite CX passe par

le point de concours des deux AQ, BP et que la droite PQ
soit h l'infini.

Porisme XXVI. — Étant données deux droites AA',

PQ qui se coupent en S, les points A, A' e/ P, Q étant

donnés sur ces droites, et une raison 1 étant aussi don-

(1) Gcom. sup., art. io/|.

{'}) Ihid., art. iu5.
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néej si Von prend sur ASJ deux points variables ii, n'

liés parla relation

s7
. k'n'

relation

le point de rencontre m des deux

droites Pn, Qn' est situé sur une

droite donnée de position.

En effet , qu'on prenne deux

points B, B' ayant entre eux la

AB _ . A/]B'

SB ~ ' SB'

on en conclut, en la rapprochant de la première,

A/z.SB A' «'SB'

S/z.AB Sn'.k'B'

Et cette équation prouve, d'après le corollaire III du Po-

risme XXIV, que le point în est situé sur la droite qui joint

le point d'intersection des deux droites PA, QA' au point

d'intersection des deux PB,QB'.

Ce qui démontre le Porisme.

PoRiSME XXYII. — Étant donnés deux droites LC,

I/C, et sur ces droites deux systèmes de trois points : A, B,

C sur la première et A', B'^ C^

sur la seconde j si autour de deux

points P, Q situés sur la droite

ce, on fait tourner deux droites

o rencontrant^ respectii^ement, les

droites EC, UC en deux points

n, n', tels, quon ait toujours légalité

//A.CB

/7b~CÂ" //B'.C'A'
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le point d'inteî'section de ces deux droites sera sur une
droite donnée de position.

Ce Porisme est une conséquence manifeste du Corol-

laire II du Porisme XXIV.

Porisme XXVIII. — Si autour de deux points P eî Q on
fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite LM

et gui rencontrent deux au-

tres droites fixes CX, C'X en

deux points n, n', respecti--

i^enicnt; puis, qu'on mène les

deux droites Qn, Pn' : le

point m d^intersection de ces

dernières sera, sur une droite

donnée de position.

Qu'on mène les deux droites Vb\ Qa aux points où la

droite LM rencontre C'X' et CX : ces droites PZ>', Q«
coupent, respectivement, CX et CX' aux points h et a',

et c'est sur la droite ba' que se trouvent les points m.

En effet, on a, d'après le Lerame III, entre les deux

séries de quatre points «, ^, ^, C et «, M, h\ E,

an ^ hn n^\ b'^

On a pareillement

Donc

an ^ hn

Vq. ' Te

a' n

a'

a

h'n'

h'n'

b'G

«M
Vf/

Ch. Cfy

Ca.nb C'a'.n'b'

Donc le point d'intersection des deux droites P//', Q// dé-

crit une droite (Porisme XXIV).
Cette droite est évidemment a' h. Car si le point n coïn-

cide avec ^, n' coïncide avec h' . Par conséquent le point

d'intersection des deux droites Vh' et Q^, c'est-à-dire b,

9
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se trouve sur Ja droite, lieu du point m- et il eu est de

même du point a'.

Ainsi le Porisme est démontré.

Plus hrièvenicnt. Les deux rayons PM, QM forment deux

faisceaux homographiques (i)
^
par suite, les deux points //,

n^ forment deux divisions homographiques^ et les deux

rayons Vn'
^
Qn forment deux faisceaux homogiaphiques :

leur point d'intersection décrit U]]e droite, parce que les

deux rayons coïncidents PC/ et QC se correspondent (2).

Donc, t^tc.

Porisme XXIX. — Étant donnés deux angles ABF,

* ADF, si par leurs sommets B e? D
A. on mène deux droites quelconques,

__-—^A—'tC' dont la première rencontre les deux

"*^^=^^^?4r2^—\^ (^otés de Sangle D en M et C, et la

/XS^^^\J'\ deuxième les côtés de l'angle B e?7

^y^ ^^ K er E : les deux droites MR et CE
i> '• concourent en un point G situé sur

une droite déterminée de positioti.

Ce Porisme résulte immédiatement, de même que le

Porisme XXIV. des Lemmes XII et XIII; savoir : du

Lemme XIÏ quand les cotés BA et DF des deux angles sont

parallèles; et du Lemme XIII quand la position des deux

angles est tout k fait arbitrai] e.

PoniSME XXX. — Théorème général de Pappus (3).

Soient 0, P, Q^. . ., R les pôles fi^es et en ligne droite

autour desquels tournent // droites variables, de manière

^jue (fi — i) de leurs points d'intersection glissent sur au-

tant de droites fixes.

Dans riiypothèse particulière par laquelle Pappus coni-

(i) Géow. sup., art. io/|.

(2) Ihid., art. lof).

^3) Voir ci -dessus p. r; et 'ï.
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mence l'énoncé de la proposition, ces [n— i) points appar-

tiennent à une même droite tournante, par exemple à celle

qui tourne autour du point p. Alors il est évident que la

proposition ne dit rien do plus que celle d'Euclide.

Passons donc au cas général, où les {n — i) points qui

glissent sur les droites fixes, sont pris d'une manière quel-

- 1 1 , n (n— i] , . ,,.
conque parmi le nombre total —^ ' des points d inter-

section des droites tournantes, pourvu toutefois que chaque

droite ait toujours au moins un de ses points de concours

avec les autres droites mobiles, sur une des droites fixes.

Concevons, indépendamment des droites tournantes et

des droites fixes, un axe L mené arbitrairement, et qui ren-

contre la droite des pôles en un point S. Considérons deux

droites tournantes, dont le point de concours soit sur nne

des droites fixes, les deux qui tournent autour des deux

points |0 et P^ soient a, a', a^' les points où elles se cou-

pent sur la droite fixe, dans trois de leurs positions succes-

sives-, ces droites rencontrent l'axe L en des couples de

points que nous appellerons «, h dans la première position
;

a', b^ dans la seconde position ^ et n"^ h" dans la troisième

position.

Soit A le point où la droite fixe rencontre la droite des

p(Mes ^ on a, d'après le Corollaire I du Lemme III (p. 82),

et

Sa a"a

Sa'' a" a'
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PaieiJioliiciit, cclkvci détermine les posilious successives

d'une troisième qu'elle renconti^ sur une des droites fixes,

par exemple de celle qui tourne autour du point Q; soient

c, c', c" les points dans lesquels cette droite, dans les trois

positions qu'elle prend, rencontre Taxe L; on aura, comme
ci-deesus.

Et de même, à l'égard de la quatrième droite tournante

dont les positions sont déterminées parla troisième,

Sr ^c" c _ S^ ^ d"

d

S? * ?V ~ S^ • d" d''

Il existe donc autant d'équations moins une que de droi-

tes tournantes. Or, on voit que tous les membres de ces

équations sont égaux entre eux. Par conséquent, on a une

équation semblable entre les points marqués sur l'axe L
par deux quelconques des n droites tournantes, par exem-

ple l'équation

Srt ^ a"

a

Sd ^ d"

d

relativement à la première et à la quatrième droite tour-

nante.

Mais cette équation prouve, d'après le Corollaire III du

Porisme XXIV, que les points d'intersection des deux droi-

tes tournantes considérées dans leurs trois positions respec-

tives sont en ligne droite. Ce qui démontre le Porisme.

Plus brièvement . Deux droi tes tougaan tes, dont le point

d'intersection glisse sur une des droites données, forment

deux faisceaux homograpbiques f{ui ont deux rayons ho-

mologues coïncidents suivant la droite des pôles (i); il

s'ensuit que les faisceaux formés par denx droites tour-

{i) Grow. su/j., p. 71, art. lo/j.
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nantes quelconques, non consécutives, sont aussi homo-

graphiques entre emx , et ont deux rayons homologues

coïncidents suivant ïa droite d«s pèles. Par conséquent le

point d'intersection de ces deux droites décrit une droite (i).

Ce qui démontre le théorème.

ni" Genre.

Le rap()ort de telle droite à telle autie droite est donne.

PoRïSME XXXI . — Si de cliaque point M d^ une droite

LM donnée de position, on abaisse sur deux autres droites

AX, A'X^ des obliques Mm, Mm' sous des angles donnés

j

le point A étant donné sur AX : on peut tromperie point

h! sur A^X' et une raison X, tels, que

le rapport des segments A m, A'm' soit

toujours égal à la raison A.

Soit a le point de la droite L dont l'o-

blique abaissée sur AX tombe en A, et

&oit A' le pied de l'oblique abaissée de

ce point a sur A'X' : A^ est le point

cherché. Quant à la raison X, soit E le

point où la droite L rencontre la droite A X, et EE' l'obli-

que abaissée de ce point sur A' X', on aura

AE
1 =

A'E'

En effet,
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\\\n - iSi f/e deux ifoinis fixes P, Q pns

sur ivs c<^frs CM, CA ffuri parai'

fè/ograminc (lASH, vn /i^nc droitti

avec le softunoi S, on mène fies

droites à chaifue point INI d'une

dmite /iae \A] passant par le soni-

nwt C du parallclogrannne : ces

droites J'omicron t , respectivement ,

sur les deux côtés SA, SB, deux

sef;ments Sm, Siu', dont le rapport est ilêterminê.

MiMioiis par les points V c\ {) l«»s paralUMrs î\ la droite LC,

les(|uell(\s rtMieontront Uvs doux dioiles SA, SH en a et en />.

Les ijualre (lroil(\s PC. PS, PM, Va, partant du \nnin

P, et eonpées par L(' et AS donnent, d'après le Corollaire 1

du l.eiuuu' III (p. S)).

Sm RM
CM

On a de nu^nie, eu et>nsidérant les (juaire dioiles qui

al>i)utissenl à Tautn' point (^, et les transversales LC, BS,

Sm' KM
Tf ~ CM*

))(>U(

S/// sm
ou

S m
S m'

Sa

Le seeond uuMuhre est eonstant. Ce (|ui diMuoutre le

Porisuie.

t,o vap|>»>rt »><< lo\W Uioito k lollo at>so»s!»o ost iloiuio.

PoHisMK XWIIL — Si de chai^ue point M d\me dr\>ite

LK on ahaissc sur une autrt* dnnte A\ des ohlitptes Mui,

Mm' sous «les nulles ilonncs. il iwis/e sur cette droite AX



un point V. Udy ijuc. l '<>// a. la. rchtlion

M m
• = i;oiisLmm '

(le j)()iril l\ csl <;<;liu où l.i dioiu; L|<; r (îiiconln' AX. h,ii

< rrcf, (11111 poiril H, <|iji nv(;c le

poiiil l^ dc-tcrmiiK» lu droiu; I>K,

iiHîtioiis \vs obliqiKîs lîA, lî//.

( )ii .1 |).n- les iriaiigloa scîiiiblabKîs

^y^:
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donnée de position LE, et rencontrent une autre droite

donnée AX parallèle à la base PQ en deux points m,
I- m : il existe un point F sur AX

et une raison X, tels, que Von a

mm' .

¥ m

Le point demandé F est le point d'intersection des deux

droites données LE, AX. Et la raison \ est égale au rapport

QE—i E étant le point où la droite LE rencontre la base PQ.

En eilel, on a par les triangles semblables =^ ^ mm' PQ

V^ Genre.

Telle droite est donnée de position.

PoRiSME XXXVL — Si autour d'un point p on fait tour-

ner une transv'ersale qui rencontre deux droites données

SA^ SA' en deux points a, a', et

que d'un point P donné sur la

droite pS, on mène les deux

droites Pa, Pa' : on pourra dé-

terminer de position une droite

L telle, que le segment inter-

cepté par les droites variables

Pa, Pa' sur cette droite L, soit

d^ longueur donnée ^.

Que Ton inscrive dans FangleaPa' une droite aa.' de la

longueur donnée (x^ parallèle à p S : cette droite satisfera à

la question.

11 faut prouver que si par le point p on mène une droite

quelconque pbb'^ les deux droites Pè, Vb' intercepteront

sur la droite qu'on vient de déterminer un segment êS' égal

À aa'^ ou bien que Ton aura Sa z=z &y. .
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Prouvons que cette égalité a lieu sur toute di^oite AA'

parallèle à jo S, quelle que sjoit la longueur du segment cf.a!

.

On a dans le triangle kaa coupé par GèP
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PoRiSME XXXVII. — Quand deux droites tournent au-

tour de deux points fixes V, Q en se coupant toujours sur

une droite donnée LM, et que la

première rencontre une droite don-

née de position AX en un point m :

on peut déterminer une autre droite

fixe BY que la droite tournant au-

tour du point Q rencontrera en un

point m', et qui soit telle, que le

rapport des segments A m, Bm', comptés à partir des

points où les deux droites AX, BY coupent la base PQ,
ait une valeur constante.

Qu'on mène parallèlement à AX la droite Pa, qui ren-

contre la droite LM en a, puis la droite Qa, et parle point

F où AX rencontre LM, la droite FB parallèle à Qa-^ ce

sera la 'droite demandée.

Cela résulte du Lemme XI d'après lequel ou a

et

Dom



i39

constante

Km
^1.

En effet, si par les points donnés A et B on mène des

parallèles aux obliques abaissées sur AX et BY respective-

ment, et que ces parallèles se rencontrent en D
\
qu'on

prenne le point m arbitrairement, et le point m', déter-

Km
miné par la relation

B/w'
X- puis, que parles points m.

ni! on mène les obliques, qui se rencontrent en un point M :

la droite DM satisfait à la question. C'est-à-dire que si d'un

point IN de cette droite on abaisse les obliques N^i, N ti', on

aura

kn
BV /.

Car, il est évident que

D'où

kn
_

A m

kn

B^

DN _
DM

~

km

BW

= 1.

Donc, etc

VP Genre.

Telle droite passe par un point donné.

PoRiSME XXXIX. — Étant donnés deux droites pa-

rallèles Ek, E'A' et deux points P, Q, si autour de ces

points on fait tourner deux

droites parallèles qui rencon-

trent les deux droites EA, E' A',

respectivement, en deux points

m, m' : la droite qui joint ces

points passe par un point donné.
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Kii filet, on a par les triangles semblables,

mm' ~ PQ ~ ËË'*

Donc

RP PQ

RË~Ëf^"

Donc le point R est déterminé.

Donc, etc.

PoRisME XL. — On donne deux points A, B sur une
droite et deux points a, b sur une autre droite gui rencon-

tre la première en C^ autour de ce point C on fait tour-

s ner la droite ab, et Von mène les

deux droites Aa, Bb nuise rencon-

trent en un point S
\
par ce point on

mène une parallèle SO à la droite

ab : cette parallèle passera par un

point donné.

Cela résulte du lemme XI (proposition iSy)^ d'après

lequel les trois droites SA, SB, SO, coupées par les d-eux

CAB, CaZ>, donnent l'égalité,

BA ^ OA _ ba

Bc'ôC""^:'
ou

OA _ BA , ba

ÔC~BC*^*

Ce qui détermine le point O.

Donc, etc.

Remarque. On a dans les triangles semblables SAO,

r/AC,

OS Cfl ^^ OA.C«
ÔÂ= CÂ'

OS = -^^^const.

Ce qui montre que : Quand /a droite C ab tourne autour
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du point. C, le point S décrit une circonférence de cercle

dont le centre est en O.

PomsME XLI. — Étant donnés deux droites SA, SB

et deux points fixes P, Q en ligne droite

auec le point de concours S de ces droi-

tes ^ si de ces deux points fixes on mène

à cliaque point M d\ine droite LM don-

née de position, des droites qui rencon-

trent, respectivement, SA, SB en m et

m'' : la droite mm' passera par un point

donné.

Soient a, h les points d'intersection de la droite LMpar
les deux droites données SA, SB; les droites F/?, Qa se ren-

contrent en un point p qui est le point cherché.

C'est une suite naturelle du Lemme X\ (proposition i4i)

quand la droite LM est parallèle à la base PQ; et du

Lemme X\ II quand LM a une direction quelconque.

Ce Porisme est un de ceux que Simson a rétablis (i).

(i) Prop. XXXIV. « Quœ est Porisma, unum scilicet ex iis inter Poris-

» mata Lib. I Euclidis, qiiae Pappus tradit hisce verbis : Quod hœc ad

n datum punctum vergit. »

Ce Porisme donne lieu à une observation qui fait ressortir un nouveau

point de contact entre la Géométrie moderne et le Traité des Porismes d'Eii-

clide, ouvrage si original à tous égards, et qui se distingue si profondément

des autres traités mathématiques des Grecs, par sa conception comme parles

matières fécondes qu'il renfermait.

A chaque droite LM correspond un point p, d'après le Porisme. Mais une

conséquence qui s'offre, à la simple vue, c'est que si ces droites passent toutes

par un même point M, les points p sont tous sur une même droite mm'. De sorte

qu'il y a entre deux figures qui seraient formées, l'une par des droites quel-

conques LM, et l'autre par les points p qui correspondent à ces droites, des

relations de réciprocité analogues à celles des pôles et polaires dans la ihéoy^'j

rie des coniques. C'est-à-dire que ce Porisme d'Euclide fournit un mode de*^

transformation des figures analogue à la méthode des polaires réciproques.

Cette remarque curieuse est due à l'auteur même de cette célèbre méthode

.

M. le général Poncelet l'a insérée dans son Mémoire sur VAnalyse des Truns-

\'crsales appliquée h la recherche des propriétés projeclives des lignes et surfaces
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PomsME XLII. — Si sur deux droites AB, A! }^' qui se

coupent en S, on prend deux points m, m' liés entre

eux par la relation

/«A m'k' SA SA'

ou

m B * m' B'

mk.in'W

SB • SB'

SA. SB'

mB.m'k' SB. SA'

la. droite mm' passera par un point donné.

Ce point est à Finlersection des deux droites A A', BB'.

C'est un résultat direct du Lemme XVI (proposition 142).

PoRisME XLIII. — Etant données deux droites fixes

SX, SX', autour d'un point fixe p on fait tourner une

droite qui les rencontre en deux points m, m'; et de deux

autres points donnés P, Q on mène les droites Pm, Qm

géométriques. (Woir Journal de Mathématiques de Crelle; t. VIII, p. /|oS, année

i832. — Aperçu historique, p. G55.)

Nous ajouterons ici, puisque l'occasion s'en présente si naturellement,

que le Porisme d'Euclide a son analogue dans l'espace. En voici l'énoncé :

Étant donnés un angle trièdre dont les arêtes sort Sa, Sb, Se e/ trois droites

P Q, R situées dans un même plan passant par le sommet S de l'angle trièdre
;

si de chaque point M d'un plan donné dans Pespace on mène trois plans passant

par les droites P, Q, R et rencontrant, respectivement, les droites S a, Sb, Se

en a b, c : le plan abc passera toujours par un même point p.

Réciproquement : Si un plan transversal tourne autour d'^un point p donné

dans l'espace et rencontre, dans chacune de ses positions, les trois arêtes de

l'onsle trièdre, en a, b, c : les plans menés par ces points et les droites P, Q,

R respectivement, se couperont en un point situé sur un plan donné de position.

(Voir Aperçu historique, p. 65/|.)
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(jui coupent les droites fixes SX, SX' en \\ ci vl : Ici droite

nn' passe? a par un point donné.

Qu'on forme le parallélogramme SAoB', on aura, par les

triangles semblables,

Am _pm _ B'S

AS p m' B'
m'

Qu'on mèue PAqui rencontre SX' en a\ et par le point

Q une parallèle à SX', qui coupe SX en a. Puis, qu'on

mène QB' qui rencontre SX en />, et par le point P une

parallèle à SX, qui coupe SX' en h\ La droite nn' passera

par le point de concours des deux droites aa\ hb'

.

Kn effet, les trois droites, menées par le point P, savoir,

P«', Vb' et Vn' coupées par les deux SX et SX', donnent,

d'après le Lemme XI,

A- m a' n' ^ b' n'

On a de même, à Tégard des trois droites Qa, Q^, Q//

menées par le point Q,

Oi

B'///'

B'S
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trois points A, B et C^ par chaque point M rie la droite

SC^ on mène la droite

MB qui rencontre SA en

a, eZ une parallèle à AB
^Mf rencontre SB eA^ b;

/a droite menée de ce

point au point A ren-

contre SC enc.la droite

ac passe par un point donné.

Cela résulte du LemmeXVIII (proposition i44) 7 ^^r ce

Lemme prouve que la droite ca rencontre AB en un point

U déterminé par l'équation

CB

AC.AB

UB
ua'

VIP Genre.

Telle droite a un rapport donné avec le segment compris entre tel point

et un point donné.

Etant donnés trois droites parallèles

LM, AX, A'Y et le point A sur

l'une d'elles AX^ si autour de

deux points P, Q on fait tourner

deux droites qui se coupent sur la

droite LM, et rencontrent ^ res-

pectii^ement , les deux autres en

deux points m, m^ : on pourra trouver un point A' sur A'

Y

et une constante ^, tels, que Ion aura toujours

A m
k' m'

= >..

Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM en a\ la

droite Qa coupe la troisième droite au point demandé A',

, . ,
AR

et la raison / est égale a
A'E'
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(U'tcrniincr le point K' sur A'X', .^?/ trouver inic l'aison /,

tels, que loti aura toujours

A/77

A' 777/

= 1.

Par le point donné A on mène une

parallèle aux obliques abaissées sur

iVX, et par le point a où eetle pa-

rallèle rencontre la droite donnée LM on abaisse l'oblique

a A' sur A'X' : le pied A' de cette oblique est le point cher-

che.

Pour déterminer la raison X, on peut abaisser du point

K où la droite LM rencontre AX, l'oblique EF/ sur A'X':

on aura

AE
A =

AE'

En elFet, par les triangles semblables,

A' 01'A m
ÂË

a M
7/¥. A' i<y

[)onc

A m AE

AE'

POIUSME XLVIII.

C. Q, F. D.

Étant clou fiés deux droites SA,

SB, le point A sur la première et un point O hors de ces

droites : on pourra déterminer un angle fl, une raison X

et le point A' sur la deuxième droite, de

manière que si l'on fait tourner Vangle il

autour du point O comme sommet, ses côtés

rencontreront, respectivement , les deux

W droites en deux points m, ni', tels, que le

rapport des deux segments Am, A 'm' scja

toujours égal à la raison A.

Que du poituOon abaisse les perpendiculaires Oa. Oa
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sur les deux droites, l'angle aOa' formé par ces deux per-

pendiculaires est l'angle cherclié fl- la raison A est le rap-

port des deux perpendiculaires^ et pour trouver le point A'

il suffît de faire tourner l'angle H ou aOa' autour de son

sommet O, de manière que le premier côté Oa passe par

le point A 5 le deuxième côté Oa' détermine le point A'.

Si donc m et m' sont les points où l'angle tournant aOa'^

dans une de ses positions, rencontre les deux droites, on

km Oa
aura —,—

-,
= ——-•

Mm' Oa'

En effet, les deux triangîesO^w, Oa' m' sont semblables

parce qu ils sont rectangles et que leurs angles en O sont

égaux. Donc
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pt'ndiciilaires Ort, O a'
: Taiigle H qui satisfait à la ques-

tion, est l'angle aOa' de ces deux perpendiculaires; et la

•i / 1 ^ 1 O^
raison A est égale a leur rapport ——,

En effet, les deux triangles rectangles m«0, ni'a'O ont

leurs angles m 0/7, ///O a' égaux, et par conséquent sont

semblables : d'où résulte

O/// _ Ort _ .

Donc, etc.

Obsen^ation. Quand Euclide.dit qnuriedroife est abais-

sée (Vun point, on doit entendre, abaissée sur une droite

donnée de position et sous un angle donné. C'est ce que

montre la définition XIII du Livre des Données, savoir :

« Une droite est abaissée, cjuand on la mène par un point

donné sur une droite donnée de position et sous un angle

donné. »

Cela justifie le sens que nous attribuons au VIIF Genre,

en proposant le Porisme ci-dessus.

Une autre considération peut encore nous autoriser à

penser que ce Porisme satisfait à l'énoncé laconique de Pap-

pus. C'est qu'il correspond à une proposition connue des

Anciens, à un des cas de la première proposition des Lieux

plans d'Apollonius rapportée par Pappus.

Porisme L. — Si de chaque point M d'une droite LM
ofi abaisse sur deux droites fixes OX, OY deux obliques

Mp, Mq sous des angles donnés : on pourra tromper un

pointa sur la deuxième droite OY
et une raison A, tels, que l'obli-

que Mp abaissée sur la première

droite sera au segment Bc[ com-

pris entre le point B et le pied de

l'oblique abaisséesurla deuxième

droite^ dans la raison 1.
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La droite donnée LM rencontre OX, OY en E el F
respectivement.

Qu'on mène par lepointEune parallèle aux obliques M</,

laquelle rencontre OY en B, et par le point F une parallèle

aux obliques M/?, laquelle rencontre OX en G^ le point H

et la raison—- = X satisfont à la question.

En effet, on a par les triangles semblables,

Don(

c. Q,

Mp
FG
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el par coiiséquenl l'équalion

nm.bC a'ni'.b'C

bm . flC • b'm . a'

C

Qu'on approche Finie des droites de Taulre pour faire

coïncider les deux points «, a'-^ soit alors

S le point de concours des deux droites

bb'^ CC; il révsulte de l'équation (i) que

la droite mm' passera toujours par ce

point, d'après le Porisme XLIII (ou,

si l'on veut, d'après le Lemme XVI de

Pappus).

Si maintenant on mène la droite SI

parallèle à la deuxième droite a! b' m'

,

on aura, d'après le Lemme XIV, les deux équations

«I aC b'C

bl ' bC «'t
v'

Im la

Cm ' C«
C'a'

Cm'

La première donne

al _aC.b'C'
bï~ bC.a'a

al
ou - = A al

l.ab

ce qui détermine le point I.

La deuxième équation s'écrit :

Im.C'm' la. C'a' Im.C'm'
ou

Cm Ca Cm .a.

la. C'a'

Ca .et

const. =1^;

e qui est l'équation qu'il fallait obtenir.

La valeur cherchée de [jl est donc

la. C'a' A ab.C'a'
p. --^

Ca.u (a — ij.C^/.a

Ainsi le Potisme est démnniié



Gii peut donner à la raison p., celle expression plus sini-

on a

Im.C'm' la. C'a' , .^,

a'S'

1
C'J' ,

pie jj. = : de sorle qu

C m C a

J' étant le point déterminé par l'équalion 7^—7 = — Car si*
,

^ b y K

Ton mène la droite SJ' parallèle à ab ^ les trois droiles

SZ>, se et Sr coupées par les deux ab^ a'b' , donnent, d'a-

près le Lemme XI,

aC
Te

a' a a'

y

a y
Vyb'c ' by

Mais ou a, par les triangles semblables

d'où

a'C . «C _ ^
Vc' 'Vc~\

la_

Câ
se
œ

C'J la.Ca'

C/<
cy.

Donc, etc.

Remarque. En considérant les trois droites S/^, S/7i, SI,

on trouve

Im Ja _ b'a'

bm ' ba b' m'

....
.

Im.b'm' la. b'a' _ b'

y

a
ou

bm

.

ba.

Ce qui montre ([ue le Porisme subsiste quand, au lieu de

prendre les points C, C^, on conserve les deux Z>, b'

.

PoiiiSME LU.— Quand deux droites tournent autour de

deux points P, Q en se coupant toujours sur une droite

LM, et rencontrant ^ respective^

ment, deux autres droites AX

,

A'X' en \\\ et e/z m'^ le point A
étant donné sur In première de

ces droites et une ligne a étant

aussi donnée : ou peut trouver un

second, point I sur la prendcre
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droite, le point A' sur la seconde, et une raison A, Ze/.v,

quon ait toujours Véquation

l/n . A'
m'

A/fi
/.

Qu'on mène la droite PA qui rencontre la droite LM en

a; la droite Q<2 rencontrera la droite A'X' au point cher-

ché A'. Puis, que par les points P etQ on mène aux droites

AX, A'X', respectivement, des parallèles qui rencontrent

la droite LM en j et z
-,
la droite Vi marque sur AX le point

cherché I; et la droite Q; rencontre la droite A'X' en

un point J', qui fait connaître la raison 1: car il faut

prendre ^

l ——
ot.

De sorte qu'il reste; à prouver qu'on a toujours

Irfi .A' m' _ AT
Am . a. a

En efïet, les quatre droites menées par le point P,

et coupées par LM et AX, donnent Téquation

I rn i M ij

A m a M aj

Les quatre droites menées par le point Q, donnent pa-

reillement.

A' m' aM ' iU'

Donc,

Ini A'J' Im.A'ni' ,,,,-— =: --—, , ou = A'J'.
A m A m A m

c. Q. F. D.

PoRisME Lin.— De chaque point M d'une droiteLM on

mène à un point fixe P une droite PM qui rencontre une
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droite AX en un point m; et du même point M on abaisse

une perpendiculaire M m' sur une

autre droite A'X'; îe point A' étant

donné sur cette droite, et une ligîie a

étant aussi donnée en longueur : on

peut déterminer le point A et uji point

I sur la droite AX, et une raison X,

tels, que Ion aura toujours Véquation

Im . k' m'

A m . a

Elevons sur A'X' une perpendiculaire qui rencontrera la

droite LM en «-, la droite Va coupera la droite AX au

point cherché A. Menons parallèlement à LM la droite

PI qui rencontre AX en I : ce point I sera l'autre point

cherché. Enfin conduisons la droite Py parallèle à AX, et

par le point y, commun à cette parallèle et à la droite LM,
abaissons une perpendiculaire jJ' à la droite A'X' : le pied

de cette perpendiculaire déterminera la raison X.

On aura

A'J' Im.A'm'
1:=

A m . a

A'J'
De sorte que les points A et I et la raison 1

résolvent la question

.

En effet, les quatre droites PA, P/?/, PI et P; coupées

par les deux AX et LM donnent

Mais

Donc

Im
A m

~
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Et pai coiiséquenl

Ini . A' m'

Km . ot.

k'r

PorismeLIV. — Si autour d' lin point p on fait tour-

ner une droite qui rencontre deux droites dojinées SA,

SA', en deux points m, m'^ quon donne

aussi la longueur d'une ligne a et une

raison X : on peut déterminer deux points

A et I- sur la première droite donnée et un

point A.' sur la deuxième, tels, quon aura

toujours

\m . k' m'

a .km
'

^ .
• .'.•

Une parallèle à SA^, menée par le point p, rencontre SA
au point demandé I. Pour les points A et A' il suftît de

mener par le point p la droite pAk' déterminée par la re-

AS IS .

lation —~ r=r —-' (Ce qui est un des cas du problème bien

connu delà section de liaison.)

En effet, par le Lemme XI, appliqué aux lignes pi,

pA, pni coupées par les deux droites données SA, SA', on

obtient l'égalité

Im.kS

IS. km
k'S

^J . AS IS ,,, . , .

Mais nous supposons que -—- ^=z —-, 1 e(|ualion devient
A ij Ci . A

donc

Iw k'm'

a . km
= A.

Ce qui démontre le Porisme.

Quant à la construction de la droite pAA', si l'on veut

ne point invoquer le problème de la section de raison, on

rcnectuera bien sirnplenu'iil ainsi : on inèncM a par le point
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p et parallèlemcDl à SA une; droite cjui rencontrera SA' en

.T'; puis on prendra le point A', tel, (pie Ton ait

. ' ~ ''.. .•.,• •••••. '
: ;• ^ .. ,.

Le point A s'ensuivra.

La démonstration de cette construction résulte encore du

Lemme XL
En effet, concevons qu'une droite menée arbitrairement

par le point S rencontre les trois lignes p A, pi et pi' aux

points a, i et/;, on aura, en considérant les trois lignes

coupées par SA et S<7,

1^=^;. (Lemme XL)

Et, pareillement, en considérant ces trois mêmes lignes

coupées par SAV S /2,

SA' Sa.iJ

Donc

AM' iS.aJ

SA ___ SA'
'

SA __ IS

ï8 ~ rr ' ^^ SA' ~ Â^r

'

Mais on a pris A'J' = l.oi'^ il vient donc
'

SA _ _1S

SA' ~ y..\

C. Q. F. D.

Observation. On peut donner 1 un des deux points A, A,

et demander de déterminer la raison /. C'est ce que l'on fera

au moyen de la relation, ci-dessus, A'J' = X.a.

PoRiSME LV. — Etant données deux droites LM et

HX! dont e est le point d'intersection y si autour de deux

points fixes P, Q on fait tourner deux autres droites qui

se coupent sur la droite LM. et rencontrent la droite XX
en deux points m, m' ; on pourra froncer un point I sur
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XX' et une ligne p., (eh, quon aura toujours

I m . cm'

em '

"

En elîet, que par les points P, Q on mène à la droite

XX' des parallèles qui rencontrent

LM en R et S^ les deux droites PS
et QR coupent XX' en deux points

I et J'. Le premier est le point de-

mandé, et le segment eJ' est la

ligne demandée ^, c'est-à-dire que

l'on a

I m . cm '

J'.

Cela résulte du Porisme LU, dans lequel on suppose que

les deux droites AX , A'X' coïncident et que le point A soit

en e sur la droite LM.

X*' Genre.

Tel rectangle équivaut à un rectangle donné plus le rectangle iuinie sur

telle abscisse et sur une droite donnée.

PoiiiSME LVL — Si Von prend sur une droite IJ' un

point fixe a et à partir du point I deux points consécu-

tifs m, m' liés par la relation
•
^

I /;z . enî =. eni . e J',

j^—\.

il existera entre ces points une autre relation de la forme

J'm.Im' =: V /^ .mm .

C'est-à-dire (|u'on pourra trouver un rectangle v et une

ligne [x^ tels, qu'on ait toujours cette équation.

En effet, les deux segments J'///, \m' empiètent l'un sur

Vautre : par conséquent leur rectangle est égal à la somme
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des (l(Hix rectangles ïl.mm' et Im.i' m'
: ainsi

ym .1/7/ =zr jq . mn/ -i-lm. 3 m' ( i
)

Mais la relation donnée s'écrit aussi

on

Donc
\in .y m' = le.eJ'.

ym . 1m =le.ye-i-yi. min'

)oy

11 suffit dès lors de prendre y = le.ye, et a = J'I pour
obtenir la relation demandée.

PoRiSME LYII. — On donne un triangle CAB et un
point P situé sur le prolongement fie la hase AB ; de cha-

que point M du côté BC on mène
la droite MP et une parallèle à

AB^ (es droites rencontrent le

côté AC en deux points m et m! :

on peut trouver deux points I et

y sur ce côté, un rectangle v et

une droite ^, tels, que le rectangle

.Fm.Ini' sera égal à la somme des deux rectangles v et

IX . mm'.

Menons par le point P, parallèlement à BC, la droite PI

qui rencontre AC en I5 et parallèlement à AC, la droite PK
qui rencontre BC en K: puis, par le point K parallèlement

à AB la droite KJ' qui rencontre le côté AC en J' : les points

(i) Cette équation à laquelle donnent lieu quatre points quelconques en

ligne droite, fait le sujet du Porisme LIX ci-après.

(•j) Four nous conformer à la Géométrie des Grecs, nous no supposons pas,

dans cette démonstration, que les segments aient des signes; mais dans l'é-

quation finale ainsi que dans l'équation donnée, nous écrivons les segments

(le manière que la règle des signes soit applicable, et que le Porisme dé-

montré dans l'hypothèse où les points J', e, m', ni, I ontles positions relati-

ves qu'indique la figure, conserve un sens déterminé dans tous les autres cas.
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I et J' seront les points demandés, le rectangle v sera égal

à lA.J'A, et la ligne (x^ à J'I; de sorte qu'on aura toujours

ym . I /n' = J'A . L\ H- J' I . mm .

I w . A m'
Il nous suffît de prouver que l'on a

Am
Ay

celte é([uation résultera, d'après le Porisme précédent, celle

c[u'il s'agit de démontrer.

Oi', menant la droite \^7ii parallèle à AC et qui rencontre

PMet PI en n et /, on a, à cause des parallèles,

AJ' BK /zP

A ///

ou
BM n M

Im A m'

A m
AJ'.

ml
m A

C. O. F. D,

Donc, etc.

PCIUSME LMII. — Étant donné un tn'nngle ABC, si

autour de deux points fixes P, Q pris sur la base AB 07i

fait tourner deux droites dont

le point de concours M soit tou-

jours sur le prolongement du

côté BC, ces droites couperont

le côté AC en m et m', et Von

pourra troûi^erdeux poi/itsï, J

sur ce côté, un rectangle v et

une droite p., tels, que l'on aura

toujours

I m' = y -H /^t

.

En effet, qu'on mène par les points P et Q des parallèles

à AC, qui rencontreront BC en i et 75 les droites P/, Q;
couperont AC aux points cliercliés I et J'^ et l'on aura, d'a-

près le Porisme LV,

Im.Ctu'

Cl)}
:= CJ'.
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Or, d'apiès le Porisine LVl, celte éqnalioii donne lieu à

la suivante :

On a donc

v.=:J'C.IC et a = i'L

Ce qui démontre le Porisme.

Observation. La figure présente 1(; point M sur le pro-

longement du côté BC au delà du point C^ mais il pourrait

être pris aussi sur le prolongement au delà de B.

L'équation démontrée aurait encore lieu, si le point M
était pris entre les deux i et j, parce que le segment niui'

serait toujours dirigé dans le même sens que IJ'.

Mais pour d'autres positions du point M, soit sur le

segmejit Cy, soit sur B/, le segment nnii! aurait une direc-

tion contraire, et alors on démontrerait que le rectangle

ym.lni! devient égal à la différence des deux rectangles

J'C.lCetJ'Lmm'. ^

XP Genre.

Tel rectanjile seul ou avec un espace. donné est , l'antre a un rapport

donné avec telle abscisse.

Une lacune qui existe dans les manuscrits rend cet énoncé

défectueux. Il nous paraît inutile de cherclier à le rétablir,

puisque les autres énoncés de Pappus nous suffisent am-

plement pour faire connaître le caractère général des Po-

rismes d'Euclide,

XÏI' Genre.

Telle droite, plus une autre avec laquelle telle autre droite est dans une

raison donnée, a un rapport donné avec un se^yment formé par tel point à

partir d'un point donné.

Chacune des équations suivantes satisfait à cet énoncé.

Km H- >. .

R

m
'

c^,
= f '
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A m -+- X.Bm
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Ltîs termes de celle équation se détruisent deux à deux. Ce

qui démontre le Porisme.

Observation, L'équation

A m . BC H- CA . Bm =. BA .Qm,

exprime une relation entre trois des quinze rectangles

([u'on peut former avec les six segments auxquels donnent

lieu quatre points quelconques en ligne droite. Ces trois

rectangles sont les seuls qui soient formés de deux seg-

ments n'ayant pas d'extrémité commune. Ils se distin-

guent entre eux en ce que, dans le premier Am.CB, l'un

des segments est placé entièrement sur l'autre-, dans le

deuxième CA.Bw, les deux segments n'ont point de partie

commune^ et enfin dans le troisième AB.C//2, les deux seg-

ments empiètent l'un sur l'autre. C'est celui-ci qui tou-

jours est égal à la somme des deux autres.

On voit, d'après cela, que si le point variable m doit être

pris entre A et B, au lieu de l'être sur le prolongement de

AB, il faut que le point fixe C vienne se placer sur ce pro-

longement, au delà de A ou de B, selon que la raison \ est

plus petite ou plus grande que l'unité.

il.

PoRiSMË LX. — Quand deux points variables m, m'

divisent deux droites en parties proportionnelles, deux

points A eï B étant donnés sur In

première droite ainsi qu'une raison 1:

^ ,
on peut trouver un point ÇJ sur la se-

conde droite et une raison ^, tels, que

pour tous les points m pris entre A et B-, ou bien pour

tous les points pris en dehors du segnieTit AB, atna tou"

jours l'équation

Am -hl .h

m

- cw = •"
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En edcl, appelons C le poiiil cpii dans la picniièrcî di-

vision correspondra au poinl cherché C de la seconde divi-

sion, et soit a h; rapport' de deux droites homologues dans *

les deux divisions, de sorte qu'on ait

Cm

On a, par le Porisme précédent,

Par conséquent

K ,
CA BA ^,, /

Qu'on fasse —— = X, cequi détermine le poijitC, et par

suite le point correspondant C de la seconde division.

T) . , BA
Fuis, qu on prenne u=z a. —-•> on aura

km 4- > .B/;? _ BA
CW ~ ^ • BC "~ ^*

Ce qui résout le Porisme énoncé.

Porisme LXI. — Quand deux points variables m, ni'

divisent deux droites en parties proportionnelles ^ deux

points A et B étant donnés sur la pre-

mière droite et un point CI sur la seconde :

__^ on peut trouver deux raisons 1 et //, telles,

^ ^ que pour tous les points m situés entre A

et B, ou bien pour tous les points situés en dehors du seg-

ment AB, on aura toujours la relation

Am 4- À . B //?

"
c,,,'- = V-

En elïet, le rapport de deux parties homologues sur les

deux droites étant a, on a, comme il est dit dans le Porisme
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préru'doiit.

Il su(ïil donc de faire

. CA BAX^- et, a = a.—

.

Ainsi le Porisme est démontré.

Observation. L'équation (i) donne, comme conséquence,

<m supposant que le point B soit à l'infini, celle-ci :

Am-f-CA= a. Cm'.

Et, en eflet,

A/7/ -h CA = C/7/.

Donc

C/7i = OL il' m'

,

(]e qui est l'hypothèse.

ni.

Porisme LXII. — Quand deux points variables m, m'

dis^isent deux droites en parties proportionnelles^ un point

A étant donné sur la première, un point B' sur la seconde,

et une raison \ étant aussi donnée : on pourra trouver un

point C! sur la deuxième droite et une

raison /y., tels, que pour tous les pointsm
, situés entre le point A et un certain point

B qu on saura déterminer, ou bien pour

tous les points pris hors du segment formé par ces deux

mêmes points A et B, on aura toujours la relation

A m -h 'k.B'm' __

En efl'et, soient A' le point qui sur la seconde droite cor-

respond au point A de la première, et a le rapport entre
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deux lignes homologues sur les deux droiles, de soi le (jue

Arn = o(..\'in\ Tj^équation devient

y.A'm'-^l.\Vn/=y..C/n/',

on

y. a

Mais la relation déjà signalée entre les nulangles des eeg-

ments formés par quatre points donne

\ _ ÇA^
^

B'A' _ y.

La première de ees deux équations fait connaître la posi-

tion du point C7, et ensuite la seconde donne la valeur de

la raison p., dans le cas où le point ni doit être pris entre

A' et B', d(3 même que dans le cas où ce point.doit être pris

en dehors du segment h'W,

Il est clair que le point B qui fixe les régions du point m
sur la première droite A/72, correspond au point donné IV de

la seconde droite \' m'

.

Ainsi le Porisme est démontré.

PoRiSME LXIII. — Quand deux points variables m, m^

divisent deux droites en parties proportionnelles j, un point

A étant donné sur la première et deux points B^ et C! sur

la seconde : on peut trousser un troisième point A' sur cette

droite et deux raisons 1 et [jl^ tels, que

pour tous les points m' situés entre A! et

B' quand le point C 5e trouve au dehors
^' "' ^' du segment A'B', ou bien pour tous les

points m' situés hors du segment A!V> quand le point C

est entre A' et B', on aura toujours la relation

A m + )..B'///

Cm' '

En eiïel, k rapport de deux divisions étant a, on délei--
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minera les deux raisons ï el ^ par les expressions

. C'A' li'A'

A élaiit le point (pii eorrespond sur la seconde droite au

])oint doiiué A sur la première. Ce qui résulte du Porisme

précédent.

PoiiiSME LXIV. — Si de cîiaque point M crune droite

LM on abaisse des perpendiculaires Mm, Mm' sur deux

autres droites A m, Vt'm', A et W étant

deux points donnés sur ces droites, et 1

étant une raison aussidon fiée : on pourra

trouver un point C sur la droite IV m', et

une raison ^x, tels, que pour tous les

points de la droite LM répondant à des

perpendiculaires dont lepiedm tombe entre lé point A et un

certain point B qaon saura déterndner, ou bien pour tous

les points LM qui répondent à des perpendiculaires dont

le pied m est situé hors du segment AB, on aura toujours

la relation

km -f- A.B'//?'

cli^'
—

^i'-

En effet, les deux points /w, ///' forment sur les deux droi-

tes fixes deux divisions semblables : donc la proposition

actuelle résulte du Porisme LXIL II est clair que le point B

de la droite A m correspond au point donné IV sur la droite

\Vm'.

Porisme LXV. — Si de chaque point d'une droite LM
on abaisse sur deux autres droitesfixes des perpendicu-

laires dont les pieds sont m et m! -^ un point A étant donné

sur lune de ces deux droites, et deux points B', C sur

l'autre : on pourra trouver un troisième point A' sur cette

droite, et deux raisons X et p., telles, que pour tous les

points de la droite LM dotit les perpendiculaires sur^'i^J
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tombent entre h! et IV quand Je point C/ est hors du seg-

ment A^B': ou hien^ pour tous les points de LM dont les

perpendiculaires tombent dehors du segment A'B', quand
le point Q' se trouvée sur ce segment, on aura toujours la

relation

Am H- k.Wrn'

C'est une conséquence du Porisme LXIII.

PoRiSME LX\I. — Etant donnés deux droites paral-

lèles AX, B'Y, deux points A ef B' sur ces droites, et une

raisoîi\\ si autour d'un point donné p on

fait tourner une transversale qui rencon-

tre les deux droites en m et m' : on pourra

trouver un point G' sur B'Y et une raison

[j., tels, que pour tous les points m situés

sur le segment compris entre le point A et la droite joB'^

ou bien, pour tous les points m pris au dehors de ce seg-

mentj on aura toujours

Am -h>, .B'///'

^cw— = ''•

En effet, les droites menées par le point p divisent les

lignes AX, lyy en parties proportionnelles : la proposi-

tion se déduit donc du Porisme général LXII.

Observation. Il est permis de supposer que les trois

points A, B', C soient donnés ; alors on peut déterminer

les deux raisons X et |!jt de manière que l'équation ait tou-

jours lieu. Ce qui se conclut du Porisme LXIII.

IV.

Porisme LXMI. — Si de chaque point d'une droite

LM on abaisse sur trois droites fixes des perpendiculaires

dont les pieds sont m, m', m''; deux points A et ]V étant

donnés sur deux de ces trois droites, et une raison \ étant
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aussi donrii-.e : on /fourra trouver un point C/' sur la troi-

sième droite et une raison p., teis^ que pour tous les points

de la droite LM dont les perpendiculaires Min ont le pied

m situé entre le point A et. un certain,

pointas r/uon saura déterminer^ ou bien

w/ ^y(^ ^^ pour tous les points de LM, dont les

perpendiculaires tombent en dehors du
segment formé par les mêmes points A

et B, on aura toujours entre les trois segments Am, iVm',

Cm'' ^

Eu clïel, d'après le Porisme LXIV, on peut trouver un

point C sur la seconde droite IV/?/ et une raison aj, tels,

qu'on aura

A m -h A .B' m'

cw— =f'-

Or, ou sait trouver un point C'^ sur la troisième droite et

une ligne tj. satisfaisant à la condition

a^Cm' = iJ..C/'

On aura donc

Am -h ). . B' m'—C"«7"-^ = l"-

G. Q. F. D.

Porisme LXVIIl. — Si de cliagu^ point d'une droife LlVl

on abaisse sur trois droites fixes quelconques des perpen-

diculaires dont les pieds sont m, m', ni'': un point A étant

donjié sur la première de ces droites, un point \\' sur la

seconde, et un point C" sur la troisième : on ])ourra trouver

deux raisons 1 et ^, telles, que pour tous les points de la

droite LM dont les perpendiculaires Mm ont le pied m.

situé entre le point A et un certain point B quon saura

déternnner ^ ou bien
,
jjour tous les points de LM dont les
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perpendiculaires tombent en dehors du segment, jornié

par les mêmes points A et 15, on aura toujours la relation

A m -h A . B' m'

Cm" !J..

En efîet, soitC le point qui sur la seconde droite corres-

pond au point C'^ de la troisième; on peut trouver (d'après

le Porisme LXII) une raison 1 et une raison |:;ii
,
qui enlrai-

nent, quel (jue soit m\ l'égalité

Gr on sait que

A m + A.B'/;/

c^r/=:.a^c^

[j,.

:' étant un rapport connu. Donc

A //? + A . B' m'

Cm" ~ II,,

Ainsi la laison demandée^ est égale à oc' .y..

^ r=z a .a.
BC BA
B'C/ B"C

PoRiSME LXIX. — Étant donnés trois droites parallè-

les, deux points A et B' sur les deux premières, et une

raison 'k-^ si autour d^un point fixe, on fait tourner une

transversale qui rencontre les droites fixes en trois points

m, m', m'^ : on pourra troui^er un point

Q" sur la troisième et une raison ^^ tels,

que pour toutes les positions de la tmns-

i^ersale comprises dans Vangle A/sB': ou

bien, pour toutes les autres positions de

cette droite, on aura toujours la relation

suivante entre les trois segments Ajn, B'm', C^m^^ ;

A m -f- A . B'

CW~ = [''
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Mais le point C et la raison a seront diffcrenls dans les

deux cas.

Les ti ois points w, ni'^ m" divisent évidemment les trois

droites en parties proportionnelles : par conséquent, la pro-

position se déof>ontre comme le Porisme LXMI.
Purisme LXX. — Etant donnés trois droites paral-

lèles, et trois points A, B', C" sur ces droites j si autour

d'un point p on fait tourner une transi^ersale qui les ren-

contre en m, m' et m" : on pourra lrou^>er deux raisons A et

jW, telles, que pour toutes les transversales comprises dans

l'angle ApB', quand la droite pC est au dehors de cet

angle j ou bien, pour toutes les transversales menées hors

de l'angle ApB^, quand la droite pC" est située dans l'an-

gle^ on aura toujours entre les segments Am, B'm', et

C^^'m" la relation

A m -+- k.B' m '—
c^-— = i'-

Ce Pui'isine résulte, comme le LXVllP, de ce que les

trois points m, m', m" forment trois divisions semblables.

Remarque. Si des trois points A, B', Q" on abaisse sur

les transversales pmm'm" àes perpendiculaires />, ^, /',

elles seront proportionnelles aux trois segments A /y/, \V m'
.,

Ça"m" . Par conséquent on aura l'équation.

De là ce nouveau Poiisme :

PoiiiSME LXXI. — Etant donnés trois points A, B^,

C", si autour d'un autre point p on fait

tourner une droite dont les distances à

ces trois points, dans chacune de ses po-

sitions, sont représentées par p, q, r : on

pourra trouver deux raisons / et p., telles,

que pour toutes les positions de la droite
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tournante comprises dans Vangle A|oiy, quand la droile

pQ" est an dehors j ou bien, pour toutes les positions de la

droite tournante hors de cet angle, quand la droite pQ"

y est comprise^ on aura toujours entre ces distances la

relation

K.q
='F-

Xlir Genre.

Lo triangle qui a pour sommet un point donné et pour base telle droite, est

équivalent au triangle qui a pour sommet un point dotiné~et pour base le

segment compris entre tel point et un pointdonné.

PoRiSME LXXIl. — Si de chaque point M d'une droite

l.M oîi abaisse des perpendiculaires Mm, ^Im' sur deux
droites fixes AX, BY; le j)oinl A
étant donné sur la. première, un

autre point O étant donné hors de

cette droite, et une troisième droite

CZ étant aussi donnée : on peut

déterminer un point h'sur la droite

BY et un point O' sur CZ, tels,

que le triangle qui aura pour som-

met le point O et j)our base le seg-

ment Aiîi, sera équivalent au triangle ayant pour sommet

le point O' et pour hase le segment K'm!

.

Que par le point A on élève la perpendiculaire Ka sur

AX, et que par le point a où elle rencontre la droite don-

née LM, on abaisse sur BY la perpendiculaire ak' \ le j)ied

A' est le point cherché sur cette droite.

Soit O/; la distance du point donné O à la droite AX
5

(|u'on prenne A'D' =: Op sur BY et que par le point D' on

mène à cette dioite une perpendiculaire, qui rencontre la

droite LM en d-^ que de ce point on abaisse sur AX, la per-

[>endlculaiie dont le pied est 1). T.e point dierché O sur



( '7> )

la Iroisièmc droite CZ sera à nn(3 distance de HY égale

à AD.

En effet, il suflit de prouver que l'on a toujours, quelque

soit le point M pris sur i.\J,

AD
Am,k'\y K'in'.kV). ou —,—-,

\ m'

Cette proportion a lieu évidemment, car on a

Am «M A' m'

AD ~ 7id
~ aTd''

Donc, etc.

PoRisME LXXIII.— Si autour de deux pomtsfixes P, Q
on fait tourner deux droites qui se coupent saccessii'enient

en chaque point M d'une droite LE et qui rencontrent, res^

pectivement, deux droites fixes AX, BY parallÊies à la

base PQ, en deux points m,

m'; le point A étant donné sur

Vune AX de ces droites ., et

un autre point O quelconque

étant aussi donné : on pourra

trouver un point h! sur la

droite BY et un point O' sur

une droite donnée CZ, tels^

que le triangle qui aura pour sommet ce point O' et pour

hase le segment A' m', sera équivalent au triangle ayant

pour sommet le point O et pour base le segment A m.

Qu'on mène PA qui coupe la droite LE en a
5
puis Qrt qui

rencontre l)Y en A'. Qu'on prenne sur celte dernière droite

A'D' égal à la distance du point O et de la droite AX ; qu'on

mène QD' qui rencontre LE en d-^ puis Pr/qui rencontre

AX en D. Enlin ([u'on prenne sur CZ le point O' à une

distance de A'Y égale à AD. Les points A' et O' seront les

points demandés.

En ellét, les (piatre droites Va, PM, P^A PQ coupées par
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AX, EL (lonneiil, cF après le Lciiime XI,

A m a M EM
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Eu eOet, puis(|U(! A' et C corresj)ondenl sur la deuxième

droite aux points A, C de la première», de même que m' à //?,

on a

Cm _ CA ,, CA
C, ^•C'm^,

ou

A ni h m CA
.(Vm/:

pai- conséquent

A/72 -f- Bw
CW

2 . CA BA
a A' a A'

V
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coupées parF'L,F'X'

donc

Mai'

donc

et comme

Cm' _cM EM
C'F' ~ cT' K¥'

Cm CF „^ C'F' ,.,

Cm' ch cF

CF_PE C'F'_QE
c¥~ cE ^ rV ~ cE

Cw^_PE EF
Cm' ~~QE' EF'

C/71 =
on obtient finalement

A m -h Bm
Cm'

Am -h B m

PE EF

QEËF'
C. Q. F. D.

XV Genre.

Toile droite forme sur deux autres droites données de position des segments

dont le rectangle est donné.

'ORISME LXXYI. — Etant donnés deux droites SL,

SL' et un point P, si autour^ de ce point on

p fait tourner une transi^ei'sale qui rencontre

les deux droites en m e/ m' : on pourra trou-

K^er deux points A et B' sur ces droites^ et un

rectangle v , tels, que le rectangle des deux

segments Am, B'm' sera toujours égal à ce

rectangle v.

Que par le point P on mène la droite PA
piirallèle à SL', et la droite PB' parallèle à

SL. Les deux points demandés A etB' seront



déieriuiiK's. Le leclaiigle v sera égal à SA.SIV; de sorte

qu'on aura

Am.B'm'=SA.Siy.

Cela se démoutre par le Leinme XL Eu etlel, menons

par le point S une droite qui coupe les trois PA, PB' et Pm
eu a, 5 et u..

Donc

On a par Je

Sa

le Lemme cite

S^ SA

m A
m' B'

"sb"

/// A.///B'=r:SA.81V,

C, O. F. n.

Ce Porisme a été rétabli par Simson et forme sa 41*^

proposition. « Qua^ est Porisuia, unuiu scilicet ex iis qua;

» Pappus tradit inter Porismata Lib. I. Euclidis, hisce

» verbis : Quod recta... aufert a positioue datis segmenta

)) datum rectanguluni compreliendentia. »

Porisme LXXVIL —Etant donnés trois points p, A, B',

on peut mener par les points A , B' deux droites fixes telles,

que toute droite menée par le point p les rencontrant

en deux points m, m', le rectangle

Am.B'm'' ait une ^valeur constante.

En effet, si par le point p on mène

les deux droites p A, pW
5
par le point A

une droite parallèle à plV, et par le

point B' une droite parallèle à p A : ces

deux droites satisferont à la question.

Cela résulte du Porisme précédent.
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IF LIVRE DES PORISMES.

Pappus dit : a Dans le second Livre les hypothèses sont

)) différentes, mais les choses cherchées sont pour la plu-

» part les mêmes que dans le P"" Livre. Il y a en outre cel-

)) les-ci. ))

Nous donnerons d'abord les Porismes qui appartiennent

en propre au second Livre et qui y forment les genres XVI
à XXI, puis, ceux qui rentrent dans les genres du P'^ Livre.

XVP Genre.

Tel rectangle seuJ, ou tel rectangle plus un certain espace donné est dans

une raison donnée avec telle abscisse.

PoRiSME LXXVIII. — Si^ deux points variables m,
m' sur une même droite, sur laquelle sont donnés quatre

points fixes dans l'ordre a, c, a', c', sont liés par l'équa-

tion

am . m a'

cm '
c' m'

'

on peut trouver un point h\ un rectangle v et une ligne //,

^ f. a' r ^^^^^ que , quand les

\ m *
.1' b'" w deux segments am,

h'vn! se trouvent dirigés dans le même sens, on a toujours

aussi la relation

^ am . h' m' -f- -•

E^i effet, l'équation proposée s'écrit ;

am.c'm! =^1. m'a . cm .

12
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RemplaçaiU c/7/ par [cit — ma) el ///</ par {m'c' -\~ c'a),

il vient

aî?i . c'ni'= l [ca . ni' c' + ca . c'a'— ma . m!
c'— ma . c'a

]

ou
, , k.c'a' \.ac , ,

\.ac . ,

am . c m + r-^— . ma — ; . c m — .
. a c = o.

Prenons les deux poinls I el J' déterminés par les expres-

sions

T l.ac , Tf /..c'a'
al== et c y = ?

\ -i- 1 / -h 1

dans le sens des segments ac, c'a'^ lespectivement-, Féijua-

tion devient

arji . dm -\- c' J' .ma— « I . c' m'— al .a'c'= o.

Inlix)duisdns le point //, »u li<^-i* ^^ <^ ^^^ remplaçant c'
m'

par (/////'— h'c') dans le premier terme, et par [am'— ac')

dans le troisième: on obtient, après les réductions,

am . h'm' -h am .J'b'— ni. am' -\- ai. aa! = o

.

Le point b' (^sl queleonque. Prenons-le de manière que

yb'z=ai : il sera à la môme distance que le point a du

milieu des deux I et J'5 et l'équation deviendra

am . b' m'— ai [ am' — atn) -+- ai. aa'= o

ou

ont . h' m' -{- a\ . an^ -^— ai.mm

En la comparant à celle que l'on s'est proposé de démon-

trer^ on 'conclut

j-=^ai.aa! et |ut = rtl,

ou

\.0€.an' \.nc

A H- I
^

/ -h I

llemarquons que le point I déterminé par l'expression
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j l .ae ... 11.«1 = . occupe la position qucprciicl le point /// quand

///est suppose iniinimcnt éloigné. Car la relation donnée

a/ff . . a'
m'

me '

c'
m'

se réduit alors à

/, ou (ini = \ . me = 1 {^ac— am)
;

et, par suite,

À .de
ani = ^

cm

Ainsi l^point m coiucide avec I.

Pareillement, quand le point m est infiniment éloigné, \v,

point correspondant m' coïncide avec J' déterminé ci-dessus.

Observation. Nous avons supposé, dans l'énoncé du

Porisme, que les (juatre points donnés se trouvaient dans

l'ordre a, c, r/, c', que présente la figure, et auquel s'ap-

plique la démonstration. Mais, quelque soit l'ordre de ces

points, sous la seule condition que les deux segments ac et

aa' se trouvent dirigés dans le même sens, le Porisme a tou-

jours lieu.

Il subsiste même encore, quand les deux segments rtc, aa!

ont des directions différentes; mais alors ce n'est plus à

l'égard des couples de points m, m' qui font des segments

ani^ ym' de même direction ; c'est à Tégard des couples de

points pour lesquels ces segments se trouvent de directions

contraires.

Dans chaque cas la démonstration sera imitée de celle qui

précède. Il est inutile d'ajouter que dans la Géométrie mo-

derne une seule démonstration, de même qu'un seul énoncé

delà proposition, suffisent pour tous les cas possibles.

Cas particulier. D'après la généralité du Porisme, quelle

que soit la position relative des points donnés, on peut

12.



( '8o)

supposer cpie les deux poinls a et a! se confondent^ alors

je rectangle v disparaît. Cela s'accorde avec l'énoncé du

XM'" Genre, auquel appartient le Porisrae.

Il est à remarquer encore que dans ce cas, où le point a!

coïncide avec son homologue <?, le point h' coïncide aussi

awec son homologue.

En elTet, si a et a' coïncident, l'équation devient, en

appelant e la position de ce point,

em.h' m' = el.nini

.

Et si Ton suppose que ni' vienne en Z>', on a

o = el.nini .

Donc mm'= o, c'est-à-dire que les deux points homo-

logues m, /// coïncident. Mais m' est en h' . Donc te point b'

coïncide avec son homologue.

PoT\iSME LXXÏX. '— Si autour de deux points P, Q on

fait tourner deux droites qui se coupent sur une droite

donnée de posi-

tion LDet quiren-

contrent une au-

tre droite aussi

donnée de posi-

tion AX, en deux

points m, m' 5 le

point A étant

donné sur cette droite : o?i pourra déterminer un second,

point IV, un rectangle v, lequel peut être nul, et une ligne

u, tels, que, pour certaines positions du point M, en îiom-

hre infini:, sur la droite AX, on aura toujours la relation

-,
= a.mm '

En effet, d'après le Porisme XXIV (Corollaire Jll), il

existe entre les deux poinls m, m' cpie les deux droites tour-
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iianles délerinincntsur la droite AX, une relation telle que

Ain.C'm' = )^.A'ni' .Cni^

dans laquelle A et A' sont des positions particulières des

deux points variables m, /r/-, ainsi que C et C.

Par conséquent, d'après le Porisme précédent, cette re-

lation donne lieu à celle-ci :

Am . ly 77i' -\- V = iJL. mm'

,

Il s'agit de déterminer la position du point B', le rectan-

gle V et la ligne p..

Qu'on mène QD parallèle à AX, qui rencontre la droite

LD en D, et PD qui rencontre AX en I. Puis, PH parallèle

à AX, qui rencontre LD en H, et QH qui rencontre AX en

J'. Qu'on prenne IV sur AX, à la même dislance que A du
milieu des deux points I et J^ Enfin qu'on mène PA qvvi

rencontre LD en a, et Q a qui rencontre AX en A'. On aura

|:^r=AI et v = AI.AA^;

et, par suite,

— AI.mm

Car le point I qui vient d'être déterminé est évidemment la

position que prend le point m quand m' est infiniment éloi-

gné^ par conséquent, cette équation est celle qui a été dé-

montrée dans le Porisme précédent.

On vérifiera aisèmentque dans le premier membre de cette

égalité, le signe plus aura lieu, conformément à l'énoncé du

Porisme, pour les positions du point M, telles (dans la

figure ci -dessus), que les deux points in^ m' se trouvent de

côtés diflérents des points A et B', respectivement. De sorte

que, sous cette condition, le Porisme sera démontré.

Quand le point A est situé en E où la droite LD rencontre

AX, le point A' coïncide avec A, de sorte qu'on a AA'= o.

Mais alors le point B' coïncide aussi avec son komologuc*,



( c qui a lieu en V où la droite PQ rciu:oiUie AX. L c(|iia-

liou devient donc
F. m. Y m' ^,7— == EJ .

mm

Pareillement, quand le point A est en F sur la base PQ,

B' est en E.

Ce sont les cas prévus par Ténoncé que Pappus a donné

du X\T Genre.

PoRiSME LXXX. — Si' par chaque point M (Viinc liroile

]jF on mène une droite aboutissant à un point fixe V et

une autre droite lMQ paridlcle à une droite donnée^ et si

ces deux droites rencontrent une autre droite donnée AU
en deux points

m, m' 5 le point

A étant donlié

sur la droite

AX : on peut

déterminer un

point JV, sur

celte droite, un rectani^le v et une ligne a, tels, que pour

des positions du point M, en nombre infini, sur AX, on

aura toujours

kin.Wm'

En effet, qu'on mène à LF la parallèle PI qui rencontre

AX en I; puis, à AX la parallèle PH qui rencontre LF
en H 5 et parallèlement aux droites MQ, la droite HJ' qui

rencontre AX en J'. Qu'on prenne sur AX le point B'^ à la

même distance que le point A du milieu des deux points

J, J' -, et enfin qu'on mène PA qui rencontre LF en a, et par

ce point une parallèle aux droites MQ, qui rencontre AX
en A'. On démontrera, par les considérations employées

pour les Porismes précédents, (|ue

p, =z AI, et V r:^ AI. A A'';
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Cl que I ou a dès lois

AI.

Ici (c'est-à-dire dans la figure ci-contre) le rectangle AÏ.AA'

sera additif pour toutes les positions du point M qui seront

telles, que les deux points ///, m' soient du même côté des

deux points A cl 13', respectivement.

Si le point A se trouve en E sur PE parallèle aux droites

i\lQ, ou en F, A' coïncide avec A (et B' avec F, ou avec E),

et le rectangle v est nul : de sorte qu'on a

Ew . F /// T-T F /" • E m' „,
; ==:EI: ou —- =z FI.

nim nmi

Le Porisnie est donc complètement démontré.

' PoRiSME LXXXI. — Par un point O donné sur une

ilroile OE, on mené deux droites Om, O m! faisant a^ec

OE des angles égaux, et rencontrant une droite fixe AE
en deux points m
et m' 5 le point A
étant donné sur

celte droite : on

pourratrouverun

autre ])oint^' ^ un

rectangle v et une ligne ^, tels, que pour des positions des

points m, m', en nombre infini, on aura toujours Végalué

Aw.B'w' + v

mm' '

^'
-

Soient OF perpendiculaire à OE eti le milieu deFE^ soit,

en outre, Tangle FOA' égal cà FOA ^ on prendia IB'= Al,

V = AI. A A' et fji
— AI \ de sorte ([u'il faut démontrer que

pour des positions des points m, /;/, on aura

AA«.B'/y/ + AI.AA' _ .,
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Les points ///, nt! devront se trouver du même tôle des.

deux points A et B', respectivement, lorsque Je point A
sera en dehors du segment FE, à droite ou à gauche indiiïé-

remment: et de côtés diOerenls des deux points A et B' lors-

que le point A sera entre E et F.

Supposons le point A à gauche de F. Soit la droite GOG'
parallèle à AE. Les quatre droites OA, 0//?, 01, OG font

entre elles des angles égaux à ceux des droites OA', 0/7i',

OG', 01; et Ton en conclut, par les corollaires des Lem-

mes m et XI (p. 83 et 84), la relation

A/7i.Im'= A'm'. AL
Ecrivons

A///(I!V-|-B'm')rr.A'm'.AÎ,

ou, parce que IB' = AI,

km . B'm' -I- A m . Aï =: A' m! . AI,

Ai?iAVm' -+- (AA'+ A'm) AI = A///. AI,

Am.B'm'-f- AI. AA = AI (A'm' — Am) = AI. mm';

et enfin

A/y/.B'/;/-f- ALAA' ^^_ r=: AI.
/n//i

La démonstration se fera par le même raisonnement, dans

le cas où le point A sera pris entre E et F.

Si A coïncide avec un de ces deux derniers, le rectangle v

sera nul évidemment, cas prévu par l'énoncé du X\ F Gen re.

XVir Genre.

Le rectangle compris sous telle droite et telle autre droite est dans une
raison donnée avec une certaine abscisse.

PoRiSME LXXXII. — Si deux points variables sur une

droite vl sont liés par la relation

I
. <?/// ^ cm'



on aura aussi entre ces deux points une relation telle que

• \ \ /.
i/

. mm'
==^I''

c'est-à-dire quil existera sur la droite

ai un point I donnant lieu à celte re-

lation.

Le point I se détermine par l'équation

e\ ^ , l.rf
-— r= > d ou el = -^ :

1/ A -h 1

de sorte qu'il faut démontrer que l'on a

cm fm' A . ef

mm' A -f- I

En effet, que l'on mène par le point m', et dans vme di-

rection quelconque, une droite nîO égale à ni!f'^ puis, par

le point e une parallèle à celte droite, et par le point O les

droites 0/w, G/' qui rencontrent cette parallèle en « et F.

Le Lemnie XI donne, en considérant les trois droites

Oy", Oni et Ounl coupées par les deux cf, eF,
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Donc

cm .fut' \.('f

mm' \ -+- \

•

Ce qu'il fallait démontrer.

Donc, etc.

Remarquons (fue la position du point I déterminée par

l'équation — = A, est précisément celle que prend le point

1)1 quand le point m s'éloigne infinimenl.

CDI
Cai", dans ce cas, réquation (i) se réduit à -—,=;:/ et

/"y

donne pour le point /nia position même du point ï.

udutrcnicnt. L'é(jualion (i) s'écrit

ern .fm' =. / . cm' . mf.

Or il existe entre les quatre ])oints c, J\ di, ni\ d après le

Porisme LIX, Fidentité

mm' . ef=z em .fm' 4- em' . mj\
d'où

cm! . mf=. mm . cf— cm .fm'

.

Jj équation j)roposée devient donc

cm .fm' =: A . mm' . cf— / . cm .fm' ;

d'où

cm .fm' >-ef

mm Â -+- i

Donc, etc.

Porisme LXXXIII. — Si autour de deux poinLs fixes

P, Q on fait tourner deux

droites qui se coupent sur

une droite donnée de po-

sition LF, et qui rencon-

^ ^ irent une droite fixe AX
en deux points m, ni'; E, F étant les points oii la droite AX
rencontre ïa hase P(^) cl la droite LF ; oti pourra trouver
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une ligne [j., LcUc, que Voti aura toujours

, =:= U

.

Diin ^

Ce I^orismc est une conséquence du Lenune XVI (propo-

sition 14^)^ d'après lequel les quatre droites ML, MP, MQ,
ME, coupées par les deux AX et LF eiitraiuent l'équation

wR
^ FE _ PR

^ GE
nw? ' FW ~ PQ • GQ*

Que l'on mène par le point Q une parallèle ta EF, qui

rencontre la droite LF en K; et qu'on mène PK qui ren-

contre EF en L
Les trois droites KQ, KP, KG, coupées pai les deux

E(j, EF, donnent

PE GE El

On a donc
l'Q-GQ KF

^'-™"n«XI.)

/n\i EE El ¥,/n.V/n' „,
-, : ,—

-, = Trp' ou j— = VA.
mni V m Eb /n/n

Par conséquent, il sufiit de poser a =3 EL
Donc, etc.

PoiiisME LXXXIV. — Si])(ir un poî/iL Von mène deux

droites J'aisajiL des angles

égaux avec une droite fixe

PX, et rencontrant une

autre droite AY en deux

points ni, ni' : on. pourra

ti^ouuer deux points E, F

sur cette dernière et une ligne p., tcls^ que le rectangle

\\ni.VnL' sera toujours égal au rectangle a. mm'.

Les deux points E. F sont ceux où la droite PX et sa per-

pendiculaire menée par le point P rencontrent Tautte droite

donnée iW . l^a constante u est ép;alc,.à
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En eiïct, les deux droites PE, PF sont les bisscctriecs

de l'angle ml? m' et de son supplément, par conséquent les

deux points w, m' divisent liarmoniqueinenlle segment EF,

c'est-à-dire que l'on a

F m ni' F

On démontrera donc, comme pour le Porisme LXXXIJ,

ou 1 on conclura de ce Porisme même, que

¥.ni.¥m' __EF
mm' 9.

Donc, etc.

XVIIP Genre.

Tel rectangle ayant pour côtés la somme de deux droites et la somme de ilcux

autres droites a un rapport donné avec telle abscisse.

Porisme LXXXV. — Quand deux droites tounient

nuiour de deux points fixes P, Q en se coupnjit toujours

sur une droite donnée de position LE, et qu elles rencon-

trent une autre droite

fixe AC, en deux points

m, m'; les deux points

A et ÇJ étant donnés sur

cette droite : on peut

trouv^er deux autres

points B et ly, et une

ligne jj.^ tels, que pour

chaque couple de points m, m' dont le premier se trou-

ucra hors du segment AB, et le second hors du segment

CD', on aura toujours la relation

(Am + Bm){C'm' -f- D'm') _

Soient E, F les points d'intersection de la droite AC par

les droites LE et PQ."
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Qu'on prenne BE -- EA, ÏYF = FC, Ees deux points B
et D' sont déterminés.

Qu'on mène par le point Q une parallèle à AC, qui ren-

eontre LE en /; puis, qu'on mène Pz qui rencontre AC en

I5 on aura (i= 4¥ji. De sorte que l'équation à démontrer est

(A/// -h Bm ) ( Cm' -f- D'm') , ^^
; = 4 El.

m ni

En effet, les points E, F, I satisfont aux conditions du

PorismeLXXXIII : el, par suite, ils ont avec les points m,

771 la relation constante

Ew.Fm'
:==EI.

Mais, de plus, le point E est le milieu de i\B : donc

T- A /?? -f- B 7ti

Et pareillement, le point F est le milieu de B'C ; ainsi

F m'
C /;/•+• iVwi'

L'équation devient dès lors

(Am -^Bm)(af?i' D'm')
4. EL

C. Q. F. D.

PoRTSME LXXXVL — Autour (ru7i poi/it O pris sur

une droitefixe OH, 071 jait toutmer deux di^oites Om, Om'
do7it les angles a^ec cette droite OH S07ît ioujou7's égaux,

et qin 7'e7icdntre7it une autre droite dorniée AC en deux

points m, m'; les deux

m / m' points A et C étant

do 72 7lés : 07i pou7Ta

trouver deux aul7'es

points B et D' sur la

tnê/ne droite 4C, et
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une lii^nr, jj.^ Ich, que <iuau(l les deux d/oifcs Oni, Oui'

seront au dehors des angles A0I5, COIV, respeclivemeîil,

on aura toujours Végalité

(Aw-fB/72) {Cm' + D'm')

La droite donnée OH et sa perpendiculaire menée par le

point G rencontrent AC en deux points E el F. On aura

.a=r3.EF.

Qu'on prenne ensuite EB= AE, et FD'= (/F: les deux

points demaiidés 15 el D' seront déterminés.

L'égalité ])roposée résulte alors du Porismc LXXXIV,
en appliquant à la relation qu'il établit entre les points E,

F, ?//, m' des transformations semblables à celles du Po-

risme ])récédent.

XIX"- Genre.

lin rectangle qui a pour côtés tcWe droite el une autre droite augmenlét;

d'une seconde qui a un rapport donné avec telle autre, et le rcctaufjlc

construit sur telle droite et une autre qui a un rapport donné avec telle

autre, ont leur somme dans un rapport donné avec une certaine abscisse.

PoRisME LXXXML Quand deux droites tournent

autour de deux points

fixes P, Q en se coupant

sur une droite LF, et ren-

contrant une autre droite

fixe en deux points m,

m'j si quatre points K^ B,

C, D' sont donnés sur

cette autre droite : on

peut trouver un cinquième point E', deux raisons X et p.,

et une ligne v, tels, quon aura la relation

An, (C;;w^ -\- \.Wm') -f- ^.J^m.YJm' __
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Eu eir(;l, soient E' cl F les points d'intersection de la

droite AB par PQ et LF, et I le point déterminé comme
dans le Porisme LXXXIII : on aura, d'après ce Porisme,

ffim

Mais on sait qu'il existe entre les quatre points F, m, A,
U, la relation

Fm . AB = AF . Bm 4- FB . A ,n

on

lu, pareillement, entre les quatre points F/, m/, C, \)\

(V h' F' D'

Par conséquent l'équation (i) devient

FB

Al
FI

ou

mm' FBE'D'

Jl suffit donc de prendre

^~Ë1)'' ^-FB'iYly' '-FB'TTly^^^'

pour que le Porisme soit démontré.

Obscïvaûofi. Cette proposition donne lieu à d'aulres

Porismes.

Par exemple, on peut supposer que les deux raisons ). et y.

soient données ainsi que les trois points A, C/, F/:. on déter-

minera la lic;ne v et les deux points B et D'.
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Ou bien encore, si Ton donne la inison X et la ligne v,

avec les mêmes points, on déterminera la raison p. et les

deux points B, D'.

X^"' Genre.

Ln somme de ces deux rcctan[îles est dans un rapport donné avec le seg-

ment compris entre tel point et un point donné.

Purisme LXXXVIII. — Élant donjiés sur une droite

quatre points, placés dans l'ordre a, a', b, b' : o/i peut

trouver un cinquième point O
"~îï n' o ^ ln h' et une ligne a, tels, que pour

tout autre point m, pjis entre

a et a' ou entre b et 1/ indifféremment, on aura toujours

la relation

mn . ma' -f- mh .mh'^ô—— ="•

Le point O se détermine par la relation

Oa.Od^Oh.Oh';

et la ligne /jt. est égale au double de la dislance aê des mi-

lieux des deux segments «a', hV

.

En effet, soit le point m situé sur hh\ on a

ma. ma' = (mO H- Oa) [mO + Oa')

=z'J^' -^ 77^0 {Oa -h Oa) 4- Oa,Oa\

nib.mb'=(mO— Ob)(Oiy— mO)

:=:_;;;^V mo (Oh + ob') — ob.ob'.

Ajoutant ces équations membre a me*nibre, ayant égard à

Fégalité qui, sert h déterminer le point O, et observant que

si a et ê sont les milieux dj3s segments aa\ bb\ il en résulte

Oa-\-Oa' :=:iOa et Ob -{-Ob' =. 'aOo',

on obtient

nia. ma' -\- mb .mb' = 2mO (Oa 4- 06) =:^ 2 77i0.aD,
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ma . ma' -h mb . mh' = 2 «6.

C. Q. F.

Observation . On vérifie aisément que la relation qui

constitue ce Porisme, et le Porismemême, par conséquent,

ont lieu quelle que soit la position relative des quatre

points «, a', b^ Z>', pourvu qu'on prenne le point m dans

des régions diiïerentes, déterminées par cette simple règle :

quand les deux segments ma^ ma' ont la même direction,

les deux mb^^ mb' doivent avoir, l'un par rapport à l'autre,

des directions différentes^ et réciproquement.

Ge Porisme se trouve, sous un tout autre énoncé, parmi

les Lemmesde Pappus relatifs au second Livre de la Section

déterminée d'Apollonius. Il est reproduit dans douze Lem-
mes consécutifs (propositions 45-56) qui répondent aux

différentes positions que peut avoir le point m, en raison

des positions relatives des quatre points «, a' ^ b^ b'

.

Dans la Géométrie moderne on comprend tous ces cas

dans la seule formule

ma . ma
mO 2 ê«,

en donnant des signes aux segments (voir Traité de Géo-
métrie supérieure, p. i54)-

PorismeLXXXIX.

—

Deux droites SL, SV étant données

de position^ un point A étajil donné sur

lapremière,el un pointCI surla seconde :

on peut trouver deux points B et B' sur

ces droites, et une ligne ^, tels, que si

autour d'un point donné P onfait tour-

ner une transversale qui rencontre les

deux droites SL, SL' en deux points m,

m', on aura toujours pour chaque posi-

tion de cette transversale comprise à la

i3
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fois dans les deux angles APB, C'PIV, ou située au dehors,

la relation

B/« f^-

Que par le point P on mène une parallèle à SU, qui

coupe SL en I-, qu'on prenne BI = AI, le point B est dé-

terminé; et la droite PB marque sur SL' le point B'. La

droite PA rencontre SL' en A'
5
qu'on prenne [i= C'A': la

ligne /ui est déterminée.

Supposons que la transversale soit intérieure aux angles

APB, C'PB'; il faut démontrer que

A/w.B'w' + "Bm.C m' _ ^, ,— r L. A .

Bm

Or C'A'= C m' -h ni A'
'.)
par conséquent, il suffit de faire

voir que

Am.Win'= Bm.m'A\

En efïet, les quatre droites qui partent du point P font

sur les deux transversales SL^ SL' des segments tels, que

/ A'A m AI m' A
, ,î (Lemme XL)

.f A f

7

B w * IB B' m

ou bien, puisque AI =: IB par construction,

Am m'

A

B~w

OU enfin

Ani.B'fn'=Bm.n/A'.

C. Q. F. D.

Donc, etc.

Lemme. — Quand deux points variables m, m' sur

deux droites ab, a'b' sont liés par la relation

am - a' m'

bm '

b'
m'
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si Von prend deux points arbitraires c, d sur la première

droite y et les deux points c', d' qui leur

correspondent sur la deuxième droite ;

on peut déterminer une constante jw,

telle, quon aura toujours

dm ^d'm'

La valeur de celle constante est

\ bc -\- cù

\ hd— ad

En eiTet, qu'on place les deux droites ah^ a'U de manière

que les deux points a, a' coïncident, les quatre droites bU^

cc\ dd' et mm' concourent en un même point. Car on a,

par hypotlièse,

Don<

am y a ni

am ^ ac

bni * bc

et
ac ^ a c

b'c'

Ce qui prouve (Lemme XVI) que les trois droites bb'^ ce et

mm' concourent en vm même point. Et le même raisonne-

ment s'applique à la droite dd'.

D'après cela, il existe entre les deux systèmes de quatre

points «, c, J, m et a', c', d' , m (Lemme III ou Lemme
XVI), la relation

cm

dm
ou

cm

dm
Or

i3.

ca
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d'où

\hc.d c' :=z ac.y c' =l ac.[h' a!— c' a') ,

{\bc -{- ca)a' c' =. ac .b' c^

.

Pareillement

{Ibd— ad) a' d' = ad.h' a'

.

Donc

a' o' ac \bc-\-ca ac a' c' \hc
on

a'd' ad'lbd-^acV ad ' a' d' \bd-~ ad

Et, par conséquent,

cm c' m' Ibc -i- ca

dm d^ m' \bd — ad

C. Q. F. D.

Corollaire I. Si l'on suppose que le point c coïncide

avec a, il s'ensuit que l'équation

am -> «'m'

donne lieu à celle-ci :

/ . ba

dm d' m' \.bd— ad

Corollaire II. On peut prendre le point d de manière

que Téquation devienne

am a m

En effet, il suffi! de faire-

\ .ab
I , l.ab = l.bd— ad,

1 .bd — ad

2.A.ab
'k.ab = l.iad— ab) — ad^ ad

Cette dernière expression fait connaître la position du

point d.

Il existe une autre détermination très-simple de ce point.
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Soit I la position que prend le point m quand m^ est à

l'infini
;
position qu'on détermine par l'équation

L'équation

devient

al
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Écrivons :

am » {dh' -f- b'ni') = me {a! d'— m'd'),

am .h'm' -\- me . m' d'= mc. a' d'— am . c h'.

Introduisons un point g^ en remplaçant dans le second

membre am par [gm — ga)^ et me par (mg— cg) ; il vient

am.h'm! -^ em.d'm'= gni(d'a — e'h')-\- ga.c'b'— gc.dà

.

^ Qu'on détermine le point g par l'équation

ga d' a'

gc
~~

c' b'
'

et la constante tx ainsi

u = d a

l'équation devient

am.b' m' -f- cm .d'm' = u.. gm

.

c. Q. F. D.

PoRiSME XCI. — De ehaque point M d'une droite

LM on mène à un point fixe P un rayon qui rencontre

une droite AX en m: et du même point M on abaisse

une perpendiculaire Mm' sur une autre droite B'D': le

point A étant donné sur la droite AX, et les points B', IV

sur la deuxième droite

B'iy : on pourra trou-

ver deux points C etG
sur la droite AX. et

une ligne a, tels, que,

quand les points m et

m' se troubleront à la

fois entre A et C, et entre B' et IV, respectivement, ou

bien lorsqu'ils seront à la fois hors de AC et de B'iy, la

somme des deux rectangles Ara.B'm' et Cm.iym' sera

au segment Gm dans le rapport de la ligne {i à l'unité.
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Il s'agit de démontrer régalitë

Gm

Qu'on mène à la droite LM, par le point P une parall^e

qui rencontrera la droite AX en I, et qu^oii prenne le point

C sur le prolongement de AI. à la dislance IC = AI.

La droite PC rencontre la droite LM en un point c d'où

Ion abaisse la pîerpendiculaire cC sur B^iy. Du point a

où PA rencontre LM. on abaisse sur B'D' la perpendicu-

laire a A'. Le point G se détermine par la proportion

GA _ A J)'

GC ~ BX^*

et 1 on a

u = D'A— CB'.

En effet, les quatre droites PA. PC. Pm, PI coupées par

AX et LM, donnent

Am AI aM ., vr \

;^ = iC=7M' (LemmeXI.)

ou •

Am fl M
/nC c M

puisque AI = IC.

Or. à cause des parallèles a A', Mm'. cC.

ayL_A'm'
cM C m'

Donc

Am A'w'

mC Cm'

D" après cela, la démonstration du Porisme précédent

s applique au Porisme actuel.

Donc. etc.

Porismt: XCn. — autour de deux points fixes P, Q
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on fait tourner deux droites s& coupant toujours sur une
droite donnée déposition LM, ci rencontrant , respective-

ment, en m et m! deux autres droites données déposition;

si deux points A et C/ sont donnes chacun sur Vune de

ces dernières droites :

on pourra trouver un

point B sur Am, un

poin^ B' sur Cm', et

une ligne jx^ tels, que^

quand les segments

Am, Bm 5e trouveront

de même direction ou de directions contraires, si les seg-

ments B'm et dm ont aussi entre eux la même direction

ou des directions opposées, on aura toujours la relation

Am.W m' -h Bm.C m' _

Qu'on mène à la droite ÇJ m' par le point Q une paral-

lèle qui rencontre la droite LM en z; la droite Pz' coupera

km en I : et en prenant BI = lA, le point B sera déter-

miné.

Qu'on mène PB qui rencontre LM en ^5 la droite Q^h

déterminera sur G m' le point B'. Enfin, qu'on mène PA
qui rencontre LM en «, et Q<i^ qui rencontre G m' en A';

et qu'on prenne
iJ.
= ÇJ h.'.

Il faut donc démontrer que

B///
C'k'.

Or, en supposant avec la ligure, que les points m et m'

soient situés sur les srgments respectifs AB, C'B', on aura

ak'= Cm'-^m'A'.

Par conséquent, il reste seulement à prouver que

h m . Vî ni = B //; . m' A .



En eflct, d'une part les segments que les quatre droites

PA, PB, Pm, PI font sur AB et LM ont entre eux, d'après

le Corollaire I du Lemme III (p. 82), la relation

Am ^Al «M ^
ai

Et d'autre part, on a, en vertu du Corollaire du Lemme XI

(p. 83), appliqué aux quatre droites partant du point Q et

coupées par les deux LM, A'B',

Donc

aM ai m'A'



( 202 )

et, par conscMjueut,

am . h' m' ne. b' c

bni .a' m' bc .a'
c'

OU

uni .bc a'm'.b'c'

bin.ac b'm'.a'c'

Supposons qu'on place les deux droites de manière que

les deux points a, «'coïncident : les deux droites hh\ ce' se

coupent en un point S, et la droite m;?/ passe toujours par

ce point -, ce qui résulte de l'équation ci-dessus, d'après le

Lemme XVI de Pappus. Qu'on mène les droilcs SI, SJ'

parallèles aux deux droites a' ^', ah^ respectivement. On a,

par les triangles semblables,
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ou

On a d

la
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droites parallèles qui rencontrent en m et m' les deux
côtés AB , CB : le rectangle A m . C m'

est donné.

Soient N, IN" les points dans lesquels

la droite PQ rencontre les deux côtés AB,

CB, on a

Am.Cm'= AN.CN'.
IS'X

blabl

En eiîet, on voit par les triangles sem-

és que

A ni

ÂP
CQ AP_CN'
C^' ^^ AN ~ CQ

par conséquent

Km
AN

ou

A///.C;

Cm'

AN.CN'

c. Q. F.

PoRiSME XCVI. — Si autour de deux points fixes P,

Q on fait tourner deux droites qui se coupent sur une

droite donnée de position

LF, et rencontrent une au-

tre droite fixe KIL en deux

points m, m' : on pourra

trouver deux points I, J' sur

cette dernière droite, et un

rectangle v^ tels, que le produit des deux segments \m,

J'm' sera toujours égal à ce rectangle v.

Qu'on mène parallèlement à la droite fixe AX la droite

QC qui rencontre LF en C : la droite PC coupera AX en I.

Que pareillement on mène la droite PD parallèle à AX, la-

quelle rencontre LF en D : la droite QD coupera AX en J'.

Les deux points cherchés I, J' sont ainsi déterminés.
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Quant à la coiistanle v, soit F le point de rencontre de

la droite LF et de AX \ on aura

VzrrIF.J'F.

Il faut prouver dès lors que

lm.ym' = W,V¥.

Or cela résulte, sans difficulté, du Lemme XI (proposi-

tion 137). En effet, d'une part, en considérant les quatre

droites PM, PF, PC, PD coupées par les deux AX et LF, on

trouve

Ia;; _CM^ dm
ÏF~ CF • W'

et, d'autre part, en considérant les quatre droites QM, QF,
QC, QD coupées par les deux mêmes

Don<

J'F
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inclinées eniro elles sous Fangle donné. Dans le premier

sysiome les deux droites rencontrent, respectivement, les

deux droites données en a ei a' -^ dans le deuxième système,

en m et m''^ dans le troisième système, la droite menée par

le point Q est Ç)i parallèle à l'une des deux droites données,

et la droite menée par le point P rencontre l'autre droite

donnée au point I: enfin, dans le quatrième système, la

droite issue du point P est P; parallèle à cette dernière

droite donnée, et la droite issue du point Q rencontre l'autre

en J'.

Les droites P^, Pm, PI et P; coupent la droite a' m' en

quatre points que nous appellerons A, M, i et J. On a

entre ces points et les trois a, ui^ I la relation

Mais CCS quatre droites font entre elles les mêmes angles

que les quatre droites correspondantes Q«^ Q''^ ? Q' ^'t

Q J' : par conséquent, on a entre les quatre mêmes points

A, M, J, i et les trois a\ m , J', la relation

iU . JM Va' ,, .

n'jl = y^'- (<-orolla,reII,p.83.)

Donc
1/72 J m'

T/ / T T/ /-— = ——r- 5 ou 1 m . J m = la.J a
la Sa

Ainsi V = \a.}' o! = const. Ce qui démontre le Porisme.

ObseivatioJi. Si les deux points P, Q coïncidaient, au-

quel cas il y aurait à considérer un angle de grandeur don-

née tournant autour de son sommet, ot dont les côtés ren-

contreraient les deux droites fixes en deux points m. m! :

la proposition qui \ient d'être démontrée permet de con-

clure qu'il existe dans ce cas sur les deux droites deux points

I et J' donnant lieu à la relation constante

ïm.y in! r:=z Cf. nsl.
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PoRisME XC\JII. — Si autour de deux points P, Q on
fait tourner deux droites faisant, respectii>ement, avec

deux droites fixes PX, QY
deux angles égaux, mais en

sens contraire^ ces deux droi-

tes tournantes rencontreront

deux droitesfixes AZ, B'U^ en

deux points m, m' : et Von
pourra trouver sur ces dernières droites deux points I, J',

tels, que le rectangle Im . J^in' soit égal à un rectangle dé-

terminé.

Qu'on mène la droite PI faisant l'angle IPX égal à l'an-

gle qu'une parallèle à B'U', menée par le point Q, fait avec

la droite QY \ le point où cette droite PI rencontre AZ est le

point I demandé. On détermine, semblablement, le point

J' sur B'U'p en faisant l'angle J'QY égal à celui qu'une pa-

rallèle à AZ, menée par le point P, fait avec la droite PX.
La démonstration de ce Porisme est semblable à celle du

Porisme précédent.

Porisme XCIX.—Si de chaque pointM d'une droiteLM
on mène une perpendiculaire Mm sur luie droite fixe

AX, et une droite MP aboutissant

à un point fixe P, laquelle ren-

contre une troisième droite BY en

un point m.': on peut trouver sur

les deux droites AX, BY deux
points I, J', tels_, que le rectangle

Im. J'm' sera égal à uji rectangle

déterminé v.

Qu'on mène par le point P une parallèle à BY, qui ren-

contre la droite LM en /, et que de ce point on abaisse une

perpendiculaire il sur la droite AX. Le pied de cette per-

pendiculaire est le point cherché I. L'autre point J' sera

situé à l'intersection de la droite BY et d'une parallèle à la
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droite I.ÎM, menée par le même point P. Et Ton aura

ï ni . J' m' =. con 5l . = v

.

La démonstration n'offre aueune difficulté, d'après ce

qui préeède.

PoRiSME C. — Étant donnés un triangle Al^C et une

droite DE parallèle à la hase

AB, si autour d'un pointV situé

sur cette droite on fait tourner

une transversale qui rencontre

les deux côtés du. triangle en

deux points a, b, et quon mène

les droites Aa, Bb qui rencontrent DE en m et n/, le rec-

tangle Pm.Pm'^era constant.

Ce théorème est une conséquence du Lemme XI. En

effet, les trois droites AB, AC, A a coupées par les deux

PD, P<7, donnent, d'après ce Lemme, .

P m Va Y a

VD~¥l)'Wb

De même les trois droites BA, BC, \Sh donnent

On a donc

ou

PE
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deux autres droites Mm, Mm! parallèles, respecLweinent,

à A M', AM, et qui coupent OA en m et m! : le rectangle

Oui.Om! est donné.

On a, en effet,

Oni.Oni! =~0k .

Car les triangles semblables formés par les parallèles

donnent
Ow _ OM^ OA _ OM
OA "~ OM' ^^ Om'^Ô^''

Donc

Om OA r^ r^ , 7z-^
TTT- — 7—-7» ou Om.Om' = OA.OA Om

liemarque. Il existe encore d'autres relations entre les

segments déterminés par la construction de ce Porisme.

Telle est la relation

0/;/ Km

A m'

qui se déduit des mêmes triangles semblables.

En effet,

Ow _ _0M_ Om' _0W
A m ~ MM' ' ITm' ~ MM'

D'où

Mais

Donc

On a aussi cette autre relation

Km = '2AiJL.0ni,

jj. étant le milieu de mm'.

'4

i MM
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On voit etïeclivonienl que

A m __ MM'

et que de plu

A/«' — Aw/_W__ _0M^_ OM' — OM ^ MM'
Â^"^ ~ Â^ ^

~ ÔM~ '
~ OM OM

Donc
\ni A ///' — A m iku

Om A m km
OU

ir Genre (i).

PoRiSME CIL — Étant données deux droites SA, SA',

si par un point donné P oji mène iifie droite qui les

rencontre en a, a', et sur laquelle on

prend le point m déterminé par l'é-

galité

ma Va
'ma'
~ ¥â'

'

I

ce point est situé sur une droite donnée de position.

Cela résulte du LemmeXIX (proposition 14^")). Car soient

PBB' une position de la droite menée par le point P, et M
le point déterminé par l'équation

MB _PB
MB'

~"
PB'*

D'après le Lemme, le point a?/, quelle que soit la direc-

tion de la droite Van', sera situé sur la droite SM.

(1) Voir l'énoncé de ce Genre, p. 117,



PoKTSME cm. — Étant donnés deux droites SA, SB
et un point P, si par ce point on

mène deux droites quelconques qui

rencontrent les deux droites données

on a, 3i et b, h' : le point de con-

cours des diagonales al/, ba' sera sur

une droite donnée de position.

Ce Poiisme est encore une conséquence du seul Lemme
XIX.

En effet, soient a, 6 les points déterminés par les égalités

^~ p7' g^ ~"pT^'

Il résulte du Lemme XIX que la droite aê passe par le

point S, intersection des deux droites ab^ a'b'^ et aussi par

le point 772, intersection des deux droites ab'., a! b.

Mais d'après le Porisme précédent, la droite SaÉ est dé-

terminée de position; donc le point m est sur une droite

déterminée de position.

c. Q. F. n. .

Porisme CIV. -— Trois droites étant données de position

et trois points A, B', C^' étant donnés sur ces droites, si

l'on cherche un point M, tel, que les pieds des perpendi-

culaires abaissées de ce point sur les trois droites étant

m, m', m^', on ait entre les segments A m, B'm', C'^m'^ la

relation . i

Am -h A.B'w'

1 et [À étant deux raisons données : le point M sei^a sur une

droite déterminée de position.

Cette proposition est une conséquence du Porisme

r.X\III, d'après lequel, si l'on détermine deux points Mj,

Ma satisfaisant à la question, c'est-à-dire à l'équation

A m H- A . B' m'—cw— = f*-

.4.
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une infinité d'autres points delà droite INIiMs satisferont

aussi à cette é(juation.

PoiiiSME CV. — Trois (boites è.tanl données de posi-

lion, siVon cherclie un point M, teî^ que h s obliques Mp,
iMp', Mp^^ abaissées de ce point sur les trois dj^oites, sous

des angles domiés, aient entre elles la relation constante

Mp -4- > . M//

A et ^ étant des raisons données : le point M sera sur une

droite donnée de position.

Ce Porisme se déduit sur-le-champ du précédent; car si

par un point A de la première droite sur laquelle tombent

les obliques Myy on mène une parallèle AX à ces obliques
5

et par chaque point M des parallèles à la première droite :

ces parallèles feront sur AX des segments Km égaux, res-

pectivement, aux oblicjues Islp. Si l'on remplace, sembla-

blement, les autres obliques M/^', M;?'' par des segments

B'///', Q"m"
-.^
on aura, entre les trois segments correspon-

•dant au même point M, la relation

km 4- \.W m'

et, conséquemment, le point M sera sur une droite déter-

minée de position.

Remarque. Ce Porisme est un cas particulier d'une pro-

position des Lieux plans d'Apollonius, rapportée par Pap-

pus, en ces termes :

Plusieurs droites étant données, si d un point on abaisse

sur ces droites des obliques sous des angles donnés, et que

le rectangle d'une oblique et d\ine {ligne) donnée^ plus

le rectangle d'une autre oblique et d'une donnée, fasse

une somme égale au rectangle d'une autre oblique et d'une

donnée, et semblablement pour les rectangles des obliques

restantes : le point sera sur une droite donnée de position.
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PoRiSME CVI.— Quand deux angles de grandeur cons^

tante MPm, MQm tournent autour de leurs sommets P,

Q de manière que les

cotés PM, QM 5e croi-

sent toujours sur une

droite LM donnée de

position j rangle P
étant donné de gran-

deur : on peut déter-y

miner la grajideur de

l'angle Q, de manière que le point d'intersection des côtés

Pin, Qm des deux angles soit aussi toujours sur une droite

donnée de position

.

Que Fou place l'angle P de manière que son second côté

Vm coïncide avec la droiîe PQ, son premier coté PM vien-

dra couper la droiteLM en un point C
\
que l'on prenne Tan-

gle Q égal à CQR, dont le premier côté est QC et le second

QR prolongement de PQ. Cet angle satisfera à la question.

En effet, considérons les deux angles mobiles dans quatre

positions, où leurs premiers côtés se Croisent sur la droite

LM en quatre points A, B, M, C. Dans les trois premières

positions, leurs seconds côtés se croiseront en trois points

a, Z>, m-, et dans la quatrième position, ils coïncideront sui-

vant la droiîe PQ.

Soit c le point où la droite ab rencontre PQ -, et suppo-

sons qu'elle coupe les deux côtés Pw, Qm en deux points

7«i, m^.

On a entre les quatre points A, B, M, C et les quatre a,

b^ Wj, c (par le Corollaire III du Lemme III, p. 84),
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DOTII

bniy brn-i

Ce qui prouve que les deux points mi, nij, coïncident, c'est-

à-dire que le point m se trouve sur la droite ah.

Le Porisme est donc démontré.

PoRiSME CVII. — Quand deux droites LA, L'A' sont

dwisées en parties proporlionnelles par deux points 'va-

riables a, a', entre lesquels a lieu^ par conséquent, une re-

Aa
lation telle aue

A'a'
X, si Vonpreîid

sur chaque droite aa' le point m qui la

divise dans un rapport donné \l : ce point

est sur une droite donnée de position j et

cette droite est une de celles qui divisent

LA et II A' en parties propoi^tionnelles

.

En effet, soient m et ni! les points qui divisent les deux

droites aa' ^ hb' dans le rapport donné [j.. La droite mm' ren-

contre les deux droites LA, L' A eu c et c' . Des parallèles à

celte droite mm' ^ mebées par les points «, Z>, coupent L'A'

en a et <o.

On a, par les triangles semblables,

Et de même

Donc

c oc

c' a'

76^

ma
ma'

n

c a

7^' h'
ou

c CL

7ë
c a

7^

Mais à cause des parallèles aa, b^6^ ce' ^ -^

Donc
en c'a'

7b ^?J''

ca

7b'
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Ce qui prouve que la droite mm' ou. ce' est du nombre des

droites aa! , hh'

^

. . . ,
qui divisent les deux LA, L'A' en par-

lies proportionnelles. Or par le point ni on ne peut mener

qu'une telle droite (i). Donc les points m!' ^ m'"^... qui

divisent d'autres droites dd' ^ ee',.. . dans le rapport
f/,

seront sur la droite ce'. Donc, etc.

Corollaire. Puisque chaque droite qui divise en parties

proportionnelles les deux droites aa' ^ hb' est une de celles

qui divisent en parties proportionnelles les deux droites

données LA, L'A', on en conclut ce théorème :

Quand deux droites LA, L'A' sont divisées en parties

proportionnelles par un système de droites aa', bb', . . .

,

deux quelconques de celles-ci sont dii>isées en parties pro-

portionnelles par toutes les autres, j compris les deux

LA, L'A'.

PoRiSME CVJIL — Quand trois points variables m, m',

m" sur trois droites fixes L, I/, L" di-

uùent ces droites en parties propor-

tionnelles, le centre de grasnlé du tri-

angle mm'm" est situé sur une droite

déterminée de position.

En elïet, le centre de gravité g du triangle mm'm' est si-

tué sur la droite menée du point m au milieu [i de m'm" à

(i) En effet, si trois droites aa' , bb' , ce' passaient par un même point m,

on aurait, en appelant S le point de rencontre des deux droites LA, L'A',

l'équation

ah Sb a'I' Sb'— :——::=—

—

- :
-—

-, ( Lemnie 111 de rappus.
) ^

ac Se a'c' Se' ^

ab a' b' Sb S b'

Or, par hypothèse, — = —r—,• Donc rr— = 7.
—
r^ ^^ ac a c' Se Se'

Mais cette proportion exprime quelesdeux droites bb' , ce' sont parallèles;

ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc trois droites qui divisent en parties

proportionnelles deux droites données LA, L'A' non parallèles, ne peuvent

pas passer par un même point.
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une distance mg = ^tnix. Or le point y. est sur une droite

déterminée de position, qui est une des droites m'm" (Po-

risnic précédent). Et Je point ^j. fait sur cette droite des

divisions proportionnelles aux divisions que le point ni' fait

sur L' (Corollaire précédent), el, par conséquent, propor-

tionnelles aux divisions que le point m fait surL. Donc le

point g qui divise la droite ma dans un rapport donné, est

situé sur une droite déterminée de position.

G. Q. F. D.

PoRiSME CIX. — Si de chaque point M d'une droite

L donnée de position on abaisse des perpendiculaires

sur trois droites fixes , le triangle déterminé par les

pieds de ces perpendiculaires a son centre de granité situé

sur une droite donnée de position.

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les trois

droites en parties proportionnelles. Par conséquent, le

Porisme est une conséquence du précédent.

IIP Genre ( i
)

.

Porisme CX. — Quand deux angles égaux APA',

AQA^ sous-tendent une

même corde AA', si l'on

fait tourner le premier P
autour de son sommet : les ^
cordes aa', bb', . . . , mm'

que ses côtés intercc])tent

entre les côtés du second

Q, seront divisées toutes

par la droite AA', dans une raison donnée.

Les deux points variables 7//, m! forment sur les deux

droites indéfinies QA, QA' deux divisions semblables, et

a -Si» y, A

(i) Voir l'énoncé de ce Genre, p. i:>'>
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A m A a——, = const. = --J—,'M m' A a

En effet, quand le côté PA de l'angle mobile devient PC
parallèle à la droite QA, l'autre côtéPA^ devient en même
temps PC parallèle à QA'. Les quatre droites PA, P<2, Vm
et PC ont leurs angles égaux, respectivement, à ceux des

droites PA^ Pa', Pm' et PC Appelons A^ a!', m", C" les

points où ces droites rencontrent QA. Ces points et les trois

A, a, m donnent lieu (d'après les Corollaires des Lemmes III

et XI, p. 83) à l'équation

A^ _ A" a" ^ C'a"

1^1 ~ A." m" *

C'W^'

On a, pareillement, entre les quatre mêmes points A'^ a",

m"^ C" et les trois A^ a', ni\

A'
a' A" a" C'a"

Donc

ou

A' m' A" m" ' C" ni'

Am _ A' m'

An ~ A' a'
'

A m A a
const.

A' m' A' a'

^-
Ainsi les deux droites QA, QA' sont divisées en parties

proportionnelles par les cordes mm'. Dès lors, d'après le

Porisme C\^II, l'une de ces cordes, par exemple A A', divise

aussi toutes les autres en parties proportionnelles. Si donc

a et ^ sont les points où les deux cordes aa' et mm' rencon-

trent AA', on a

u-m Cf. a
r = 7 = COnsl.

lAin art

C. Q. F. D.
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V^ Genre (i).

PoRiSME CXI. — Étant données trois droites A, B, C
et deux raisons 1 et ^à : on ])eut ironiser une {Quatrième

droite D, telle, que toute droite coupée par les trois pre-

mières en trois points a, b, c faisant des segments ab,

bc dajis le rapport X, sera coupée par la quatrième I) en

un quatrième point d, qui déterminera des segments da,

db dans le rapport donné ^.

En effet, si les droites abc, a'b'c'^ a"h" c"^ . . . sont divi-

sées en parties proportionnelles par les trois droites A, B,

C, deux de ces dernières, A, B, sont elles-mêmes divisées

en parties proportionnelles par les droites abc, db'c\. . .

.

C'est ce qui résulte du corollaire du Porisme CVII. Donc,

d'après ce Porisme même, si Ton prend sur celles-ci les

points r/, d'

,

. . . , tels, que Ton ait

dn __ d' a' _

ces points r/, d', . . . seront sur une quatrième droite D dé-

terminée de position. Ce qui démontre le Porisme énoncé.

\T Genre (2).

Porisme CXII. — Étant donnés trois points A, B, C
et deux raisons A et ^a, si Von demande ime droite telle^

que les perpendiculaires p, q, r abaissées des trois points

sur cette droite aient entre elles la relation

cette droite passera toujours par un même point.

Cela résulte du Porisme LXXI, d'après lequel, si l'on

(i) Voir renoncé de ce Genre, p. \'Mi.

(2) Voir l'énoncé de ce Genre, p, i3().



détermine deux droites satisfaisant à l'équation proposée,

toute autre droite menée par leur point d'interseetion y
satisfera aussi.

PoRiSME CXIII.— Étant donnés deux droites SA, SA' et

deux points P, P' en ligne droite

a^ec le point S, si autour de ces

points on fait tourner deux droites

parallèles qui rencontrent, respec-

tivement, SA et SA' en m ef m' : la

droite mm! passera par un point

donne.

En effet, soient P«, et Va! deux droites parallèles, et P^,

VU deux autres droites parallèles^ les quatre droites PS,

Va, Vb, Vm font entre elles, deux à deux, des angles égaux

aux angles formés par les quatre droites P'S, V a' , Vb',

Vm' . Par conséquent, on a (d'après le Corollaire III du

Lemme III, p. 84),

Sa.inl> Sa' b'

Sb Sb'

Et cette équation prouve, d'après le Lemme X\I, que la

droite mm' passe par le point d'intersection des deux droi-

tes aa'^ bb' . Ce qui démontre le Porisme.

PoRiSME CXIV.— Un triangle ABC étant donné, si par

le pied de la perpcndicu-

^ laire abaissée du sommet

C sur la base AB,on mène

deux droites faisant des

angles égaux ai^ec la per-

pcTidiculaire et rencontrant, respectii^ement, les côtés CA,
CB en a et h : la droite ab passera par un point donné.

Soit a'b' une deuxième droite semblablement détermi-

née. Les quatre droites DC, D«, Da' et DA font eiitre elles

des angles égaux à ceux des droites DC, Db, DU et DB. Par
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conséquent, on a entre les deux systèmes de quatre points

C, /7, a', A et C, &, h\ \\ (d'après le Corollaire III du

Lemme III, p. 84), l'équation

C« ^ kn

Câ' ''HP C//

Ca.ka' Ch.TMy
ou

Ca'.Aa Cb'.BÙ

ou le Lemme XVI, les troisDonc, d'après le Lemme XI

droites ah^ a' b' et AB passent par un même point. Ce qui

démon tie le Porisme.

PoRiSME CXV. — Si fie chaque point (Vune droite

donnée de position LE, on abaisse sur deux droites pa-

rallèles deux obliques sous des angles

donnés : la dioile quijoindra les pieds

de ces obliques passera toujours par

un même point.

En eHel, soient w, m! et A, A' les

pieds des obliques abaissées de deux

points M et a de la droite LE : on a

par les triangles semblables (comme

au Porisme XL\I),

km AE , V_fy

k' m' aE'

Mais, en appelant P le point où mm! rencontre A A', ou

aura visiblement

AP
kJv

km
k^'

AE kJE^

uE'
= const.

Donc le point P est fixe. Donc, etc.

Porisme CXVI. — Quand trois droites sont parallèles,

si autour de deux points P, Q on

fait tourner deux droites qui se

coupent sur Vune des premières et

rencontrent les deux autres en deux
Q P

poifits m, n/ : la droite mm' passe

par un point donné.
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qui cléteniiine la position du point p sur la droite PQ. Ce

qui démontre le Porisme.

PoRiSME CXVIII. — Si sur deux droites SA, SB dont les

points A, B sont donnés, on prend deux

points m, m' liés par Véquation

A

la droite mm' passera par un point donné.

Qu'on forme sur les deux droites SA,

SB le parallélogramme ASBP; le sommet

P sera le point par lequel passe la droite mm'.

En effet, si l'on considère les droites PA, PB et une troi-

sième menée par le point P et rencontrant SA, SB en m,

m', on aura évidemment

SA

A m

Donc etc.

SB
ou Am.Bm' = AS.BS.

Vir Genre d'

PoRTSME CXIX. — Étant donné un angle ASA', on fait

tourner autour d'un point P uTie droite qui rencontre les

côtés de rangle en a et

a': d'un autre point Q
on mené les droites Qa,

Qa' qui coupent une

droite fixe CD parallèle

à SQ, en deux points m,

m' : // existe sur CD un

point E, tel, que le rapport des deux segments Em, Em'

J'este constant.

Ce point E est à Fintersection de la droite CD, par la

droite PQ.

(i) Voir rt-noncé de ce Genre, p. \!\f\.
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En elïet, soit Vbb' une (leiixièm(3 position de la droite

tournante : Q& et QZ>' déterminent sur CD les points ê, o'.

D'après le Lemme III, les trois droites Van\ Pbb' et PAA'

coupées par SA, SA', donnent

Sa ^ Aa _Sa^ ^ AW
si ' ÂJ ~ SF ' A' b''

Mais, d'après le Corollaire II (p. 83), les droites QS,

Qrt, Qb, QA, coupées par SA et CD, donnent aussi
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Qu'on mène par le point P unv parallèle à LG, rpii ren-

contre la droite AX en 1
5
puis, qu'on prenne lC= a. Qu'on

mène PC qui rencontre la droite LG en c, et qu'on abaisse

sur AX la perpendiculaire cC. Enfin, qu'on prolonge PA
jusqu'à la rencontre de LG en «, et qu'on abaisse la per-

pendiculaire a A' sur AX. On aura

A m . a

A'C
AC

*

En.eQet, les quatre droites PA, Pm, PC et PI coupées par

AX et LG, donnent (par le Corollaiie II du Lcmme XI)

Or

Don<
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tels, (jiion aura toujours Vêgalité

Im .A' m'

Qu'on inèiie par les points P et Q les parallèles à la droite

AX, qui rencontrent la droite LM en y et /, puis les droites

P/ et Q/ qui déterminent sur AX les deux points I et J'.

Qu'on prenne le point A' à la distance // de J', de sorte

que A'J' -.=
fx, et qu'on mène QA' qui rencontre LM en a,

puis Va qui coupe AX en A. Les points A, A' et I satis-

font à la question : c'est-à-dire que toujours

Im.A' m'

A m
= A'y.

En edet, les quatre droites menées du "point P, savoir PA,

PM, Pi et Py, coupées par LM et AX en a^ M, i, j et

A, îji, ly donnent (d'après le Corollaire II du LemmeXI)

Im /M ^ /J

A m «M * aj

Ou a, paieillemenl, entre les points «, M, /, iet A', r?i'^ J',

Donc

A'.r
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Il est clair (|U on a aussi la relation

Am . .1
' m

A' m'
AI.

PouisME CXXII. — Si Voti fait tourner un angle de

grandeur donnée autour

de sofi sommet O, et que

ses côtés rencontrent une

droite fixe h\ en deux
^^ points m, m -^ le point A

étant donné sur cette droite : on pourra tromper deux

autres points I et A', et une ligne ^j.^ tels, quoji aura tou-

jours la relation

\m . k' m'

Soit GOC parallèle à AX. Qu'on fasse les angles AOA',

lOG' et GOJ' égaux à Tangle mobile mOm' ^ el qu'on prenne

p. = A'J' : les points I et A' et la ligue p seront déteiniinés •

et l'égalité à démontrer devient

Km

Les quatre droites OA, Om, 01 et OG parallèle à AX,
font entre elles les mêmes angles que les quatre OA', Om',

OG et OJ'. Concevons une droite transversale qui rencontre

ces droites dans les deux séries de points a, /?, z, g et a! ^ n!

^

i^
^ f ; on aura, entre ces points (en vertu du Corollaire ]1J,

p. 84),

an
^
in a' n'

^
g'

n'

ag ' 'g
~

(l'f ' g' i'

Mais les droites OA, Om, 01, OG, coupées par AX et la

transversale «/donnent (Corollaire II, p. 83)

au Am
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v.i les droites OA', Om\ OG, OJ', coupées par les deux

mêmes AX, ai\

a'n' ^'n'
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Qu'on détermine les points A', I et J', comme au Porismc

CXXII; et qu on prenne 15'/= lA, v= AI.A^A et /jl=:AI.

On aura la relation

Am . B' nï = AI . A' x\ -f- AI . mtri'

pour toutes les positions du point ni entre I et J', ou au

delà, selon que le point donne A est placé au delà des points

ï et J', ou entre ces points, respectivement.

En effet, on a la relatioii

km.Vm'^Mm'. AI. (Porisme CXXII.)

Ecrivons :

Am.(B'm'-~BT)=:A'm'.AI,

Am . B'm = Aw . B'y -4- Mm' . AI,

Am.B'm'=77zA.J'B'+(A'A— m'A)AI.

Or.T'B'=:=AI. Donc

Am.B'm' = (mA — m'A)Al4-A'A.AI,

ou enfin
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IIP LIVRE DES PORISMES

Pappus dit : a Dans le IIP Livre, le plus grand nombre

» des hypothèses concernent le demi-cercle
,
quelques-unes

» le cercle et les segments. Pour les choses cherchées, la

)) plupart ressemblent aux précédentes. Il y a en outre

» celles-ci. »

Ainsi que nous l'avons fait pour le IP Livre, nous donne-

rons d'abord les Porismes qui forment les huit Genres spé-

c^iaux au IIP Livre, de XXII à XXIX ^ et ensuite, ceux qui

rentrent dans les vingt et un Genres précédents.

XXIV Genre.

Le rectangle de telles droites est au rectangle de telle et telle autre dans un
rapport donné.

PoRiSME CXXIV. — Quand une droite tourne autour

d'un point p et rencontre deux
droites SA, SA' données de posi-

tion ^ en deux points m, m' 5 ujt

point A étant donné sur la prc
mière droite : on peut déterminer

un point A' sur la deuxième et une
raison X, tels, que le rectangle S m. A' m' sera au rectangle

Am . S m' dans la raison X .

Ce Porisme est exprimé par le Lemme III (proposi-

tion 129 de Pappus).

Porisme CXX.\'. — Quand deux droites qui tournent

autour de deux points P, Q en se coupant toujours sur une
droite LM, rencontrent deux autres droites GX, G'X' en
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m et w!-^ si deux points A, B sont donnés sur GX : on peut

déterminer deux points A\ B'

sur G'X' et une raison 1, tels,

r/ue le rectangle m A . m' B'

lA' sera toujours au rectangle

mB.m'A^ dans la raison 1.

Q En eiïet, qu'on mène les

droites PA, PB qui coupent

LM en a eih-^ puis, les deux droites Qa, i^b qui rencon-

trent G'X' en A' et B'. Ces deux points sont les points de-

mandés, et la raison 7. = y De sorte que l'on a
GB . G A

niK.m'W GA.G'B'

mï\.m'k' GB.G'A'

En elïet, les droites PE, PM, Prt, PZ> coupées par les deux

LM, GX, donnent, d'après le Coroll.IduLemmelII, p. 82,

'Ma ^ Eût m A GA
Wh ' ¥J}~~ TÛB

Mû ^ Ea m' A'

Mb ' Êb~ ///B'

///A\G^A^

m'B'

Pareillement

T^ ffi A GA
Donc

w B GB

PORISME CXXVI.

G'B'
ou

GB

G A^

G'B''

n/A . m'B'
~ GB.G'A'

Q. F. D.

wB . rn' A'

c,

Quand un cercle passe par trois

points A, B, C, si autour de deux de

ces points A, B, oti fait tourner deuX

droites qui se coupent en M sur la cir-

conférence et rencontrent une corde

EF en m et m! : le rectangle Em.Fm'
est au rectangle Fm.Em' dans une

raison donnée.

Soient D, D' les points dans lesquels la corde EF rencon-

tre les droites AC, BC. Les quatre droites AE, AD, Aw, AF
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font entre elles les mômes angles que les quatre BE, BD',

Bm', BF. Par conséquent, ou a, entre les deux séries de

quatre points E, D, m, F et E, D', /n', F, d'après le Corol-

laire m duLemmelII (p. 84), l'équation

F m
FD*

Km' F/72' Em .F
m'

B D' . ED
ou

Km' Fm FD.ED'

Si EF est parallèle à BC, on trouve alors ([ue

Km. F m' __ ED
Km' .Fm ~ FD*

Ainsi le Porisme est déniontré.

Obseivatiofi. On a encore entre ni el /// l'équation

, Dm.Fm' _ DE
l>'m'.Fm ~ WT\'

Ces relations, qui s'appliquent aux sections coniques, con-

stituent le théorème de Desargues sur Virn^olulio//, et for-

ment, dans la Géométrie moderne, une des propriétés fon-

damentales de ces courbes. C'est aussi à ces relations que

se rapporte le troisième des cinq Porismes de Fermât (Voir

u4percii historiguej, 1^. 6y-6S),

Porisme CXXViï. — Un cercle est circonscrit à un

triangle ABC, et autour des deux

sommets A, B on fait tourner deux

droites qui se croisent sur la circon-

Jérence, et quirenconlrenl en m et

ni les tangentes en ^ et K'. le rap-

port des rectangles Am^Sm et

Sm'. Bm est donné.

En effet, les quatre droites ACf,

x\M, AB et AS font entr« elles des

angles égaux à ceux des droites BC,

l^iVl, BS et BA. Par consé([uent,

d'après 1(î Corollaire JII (p. 84),
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on a, entre les deux séries de qualre points c, m, B, S et

c', m'^ S, A, Téqualion

Km' .Sm Ac'.Sc

Sm'.Bw Sc'.Bc

Donc, etc.

PoRiSME CXXVIII. — Quand un cercle est inscrit dans

h c m' m a un triangle ahc, SI au-

tour des deux points

de contact A, B o/^

fait tourner deux

droites qui se cou-

pent sur la circonfé-

t rence et rencontrent

le côté ab du triangle en m et m'^ le point S étant à Vin-

tersection de ce coté par la droite AB : le rectangle S m.Sm
sera au rectangle am'.bm dans un rapport donné,

2

se
.-, c'est-à-dire que Ton aCe rapport e^t

aC.bC

Sm.Sm' se'

am' , bni ciC. bC

En etïet, les quatre droites AS, A^, AC, Am font entre

elles des angles égaux à ceux des droites B<2, BA, BC, Bm'.

Par conséquent, les deux systèmes de quatre points S, ^, C,

m et rt, S, C, w/, sont liés par la relation du Corollaire 111

(p. 84),

sm se ^e

OR

bo> ' hC S m' ' se

S m. S m' __ _SC^_

ôm . am' « C . ^ C

Donc, etc
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Ohseivatlon. Cha( une des deux équations suivantes sa-

tisfait aussi à rënoneé du XXIP Genre :

bm.Cni' bS.Ca
Cm. S m'

Cm . am'

es. Sa'

Sm.Cm' S<^.CS

PoRiSME CXXIX.— Quand un cercle est circonscrit à un
triangle POR, si deux droites tournent autour des som-

mets P, Q, en se coupant tou-

jours sur la circonférence^ et

rencontrent deux droites don-
' nées de position LC, UQ! en

deux points m, m' ; deuxpoints

A e^ B étant donnés sur la pre-

mière de ces droites : on peut

trouver deux poijits A', B^ sui'

la deuxième et un rapport A,

telsj, que le rectangle Am.B'm' iera au rectangle A^m^Bm
dans le rapport A.

Qu'on mène les droites PA, PB qui rencontrent la cir-

conférence en a et Z> ; les deux droites Q«, Q ^ déterminent

sur la droite L'C/ les deux points chercliés A', B'. Soient C
et C les points où les droites QR, PPt rencontrent LC et

LX', respectivement: le rapport 1 est égal à
'

•

En effet, les quatre droites menées du point P, Prt, PZ»,

PR, PM font entre elles des angles égaux à ceux des quatre

droites Q«, Q^, QR, et QM- par conséquent, on a, entre

les deux séries de quatre points A, B, C, m et A', B', C, m\
ré(juation

A m
Bm

AC
BC

A' m' A'C Am.B'/// AC.A'C
B' m' ' B'C

Ce qui démontre le Porisme.

ou
A'm'.Bm A'C'.BC
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Obsc/vation. Les deux droites sur lesquelles sont formés

les segments A m, A' m' peuvent coïncider; le Porisme sub-

siste et la démonstration reste la même.
Porisme CXXX. —; Un cercle est inscrit dans un t ricin-

5
gle SCC; une tangente tourne sur

la circonférence et rencontre les

deux côtés SC, SC du triangle

en m et m'; si deux points A et \\

sont donnés sur le côté SC : on

pourra trouver deux points A', B

sur le côté SC et une raison )v,

tels, que l'on aura toujours la re-

lation'

km W m'

"Rm.k'm'

Les tangentes au cercle menées par les deux points don-

nés A et B, rencontrent le côté SC en A' et B' qui sont les

deux points demandés 5 et la raison X est égale à \fci '

En effet, soient o), w' les points de contact des côtés SC,

SC, a le point de contact de la tangente AA', et O le centre

du cercle. Les deux droites OA, OA' sont perpendiculaires

aux cordes a)<2, w'a; par conséquent, l'angle AOA' a pour

mesure la moitié de l'arc waw'; de même l'angle mOm'
-^
et

de même les suppléments des angles BOB', COC^ Il s'ensuit

que les droites OA, OB, OC et Oui font entre elles des

angles égaux à ceux des droites OA', OIV, OC et Om'.

Donc, en vertu du Corollaire III (p. 84), on a, entre les

deux séries de points A, B, C, m et A', B', C, w', l'écpia-

tion

A /;/ AC

B^ 'RG

A' m' A'C km.n'm' AC.B'C
ou

B/u.A'm' BC.A'(/

Ce qui démontre le Porisnre.
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Scolie. La démonstration fait voir que si le point donné

A coïncide avec le point de contact w de la tangente SC, le

point A' vient en S 5 et que si le point donné B est situé en

S, le point B' coïncide avec le point de contact o> de la tan-

gente se. De sorte qu'on a alors Téquation

S /w * SC

Sw'

w' m'

SC

ou

Sffi .S

m

SC.SC

PomsME CXXXI. — Quand quatre droites A, B, C, D
données de position sont tan-

gentes à un cercle : toute autre

tangente les rencontre en qua-

tre points a, b, c, d, tels, que le

rapport des rectangles ac.bd

et ad.bc est donné.

Soit a le point de contact de

la tangente A et ê, y, à les

points où cette tangente rencontre les trois autres B, C, D :

la raison donnée est égale .-i -^-^r-* De sorte ((uc 1 on a

ac . hd

ad . bc a^.67

En effet, que du centre du cercle on mène les droites

Oa, Ob, Oc, Od, Oa, Ob, O7, OJ. Les angles que les

quatre premières font entre elles, sont égaux à ceux des

quatre autres
5
par conséquent, d'après le Corollaire III

(p. 84), on a, entre les deux séries de points a, b^ c, dcl

a, 6, y, â, l'équation

ac ^ hc

ad ' hd

a.y ^ 07
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ou
eic. bel

ad hc

Donc, etc.

Corollaire . Ce Porisme, mis sous la forme des théorèmes

ordinaires, prend cet énoncé : Lorsque quatre tangentes à

un cercle A, B, C, D rencoîitrent deux autres tangentes

en deux systèmes de points a, b, c, d et a', b', c', d', on a

entre ces points la relation

ac ^ bc a' c'

'Zd'

bd h'd'

b' d' ad.bc a' d' .b'
c'

Cette proposition offre une des propriétés du cercle les

plus importantes dans la Géométrie moderne.

Porisme CXXXII. — Quand un cercle est inscrit dans

un triangle SCC, dont il

touche les côtés SC, SC en

o), w' : une tangente quel-

conque rencontre ces côtés

en deux points m, m', tels,

que le rapport des rectan-

gles Sm .C m' et C m . w' m' es t

donné.

En effet, les angles wOS, mOm'^ SOgù' et le supplément

de l'angle COC sont égaux, comme ayant chacun pour me-

sure la moitié de l'arc îoo/. Par conséquent, les quatre droi-

tes OS, Oo), Om et OC font entre elles des angles égaux à

ceux des droites Oo/, OS, Om' et OC, prolongée au delà

du point O. On a donc, entre les quatre points S, w, C, m
s.c m , 1 équation

S m
Cm

S W 0)' fH

wC

)' s

Cm' SC
ou

S m. a m' Sw.SC

C/fi . w' fft' c 0)' s

lui démontre K; Porisme.
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Oiiarul une tangente tourne sur

un cercle et rencontre deux

tangentes fixes SA, SA' en

deux points m, m', si d'un

point fixe P, pris au dehors

du çerclcj on mène les droi-

tes Pm, Pin'/ et si n, W sont

les points d'intersection de

ces droites et de la corde EF
qui joint les points de con-

tact des tangentes issues

du point P : les rectangles

En.Fii' et En'. Fil sont dans une raison donnée.

En ellet, soit A A' une position de la tangente mobile mm!-^

la tangente PE rencontre SA, SA' en e et e'5 et la tangente PF
en /'et /'. On a, d'après le corollaire du Porisme CXXXI,

em e k



( .38
)

r/c? c/i n, 1), cet la cïrconj'érence en m : le rapport des rec-

tangles ain .!)(• et l)iii . ac sera donné.

En eiï'et, la droite Cm rencontre

le côté AB en un point /?/, et l'on a,

d'après le Porisme CXX\I,

A/7/'.Bc

Ac.Bw' h

^ étant une raison constante, quel que soit le point m de la

circonférence. Mais, par le Lemine III,

Am' ,^c ani.hc

Doue

Ar.B/72'

am . bc

ac . bni
= x

acbm

const,

On détermine très-simplement 1 en menant la iransver

sale Paê parallèle à la droite AB ; car on obtient alors

1 =

Ainsi le Porisme est démontré.

Porisme CXXXV. — Quand un cercle est inscrit dans

un triangle ABC, si de

chaque point M d\ine

tangente fixe LM on

mène une tangente au

cercle et une droite abou-

tissant au sommet C du

triangle : cette tangente

et cette droite rencon-

treront le côté AB en deux points m, m', telsj que le rap-

port des rectangles Am.Bm' eZ Am'.Bm sera donné.

En efVel, soit D^ une des positions de la tangente Mw;
les deux tangentes LM et AB sont coupées par les quatre
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Aa^ B/y, Dr/ cl niM : ainsi, d'après le Porisme CXXXI,

Am
AD

Bfu

BÏÏ

«M
ad bd'

Les droites menées du point C aux quatre points a, b^ d et

M rencontrent la tangente AB en A, B, D', m'^ et l'on a (par

le (Corollaire I du Lemme III),





(
^4« ) 4^

Obsen^alion. Si le point A se trouvait intérieur à la cir-

conférence variable mCin\ ce serait le Lemme XXV que

Ton invoquerait.

XXIV Genre.

Le rectangle construit sur telles droites est égal au rectangle qui a pour

côtés une droite donnée et le segment formé par tel point à partir d'un

point donné.

PoRiSME CXXX\ III. — Si autour de deux points P, Q
On fait tourner deux droites qui se coupent toujours sur une

droite donnée de position

LM, eî rencontrent, respec-

tii^ementj deux droites Jîxes

EX, E'X' en m, m' ^ un point

A étant donné sur la pre-

mière de ces droites : on

'pourra trouver deux points

A' et y sur la deuxième, et une ligne //, tels, que le rec-

tangle A m . J'm' sej^a toujours égal au rectangle ^ . A' m'.

Qu'on mène PA qui rencontre la droite LM en a; Qa
qui rencontre E'X' en A' 5 P/ parallèle à EX et qui rencon-

tre LM en;
5
puis Qj qui rencontre E'X' en J'; Qi paral-

lèle à E'X', qui rencontre LM en «5 et enfin P/ qui ren-

contre EX en I. Les points A' et J' sont les points demandés,

etj:x = AI.

. En effet, les quatre droites Pa, PM, P/, Py coupées par

les deux LM, EX donnent, d'après le Lemme XI,

Am «M
^ y M

AI ai ' ji

Et les droites Qa, QM, Q/, Q/, donnent de même

k'm' _^aM JM
y m ai ' Ji
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A m
~A~

K'm'
ou A m . y m' — A' ni'. AL

c. Q. F. D.

PoT^iSME GXXXIX. — Quand un cercle est circonscrit

à un triangle POR, si autour des deux sommets P, Q on

jait tourner deux droites qui se

coupent sur la circonférence et

qui rencontrent deux droites

fixes AX, A'X' en m et m'^ le

point A étant donné sur AU : on

pourra trouver les points. A' et

J' sur A'X^ et une ligne p., tels,

quon aura toujours

A m . y m'= |y. . A' m'.

Qu'on mène PA qui rcncgntre la ( irconférence en a, et

parallèieuienl à AX, P; qui rencontre la eirconféience en

/. J ;es droites Qa, Qy déterminent sur A' X' les points cher-

cliés A' et J'. Pour la ligne p., il suffit de mener à A'X'la

parallèle Q/ qui rencontre la circonférence en /•, puis P/

qui rencontre AX en I. On prendra

^= AI.

En eiïet, les quatre droites P<7., PM, P/, P; font entre

elle des angles égaux à ceux des quatre droites Qa, QM,

Q/, Qjf. Par conséquent^ on a, entre les points A, m, I et

A', m', y (comme il a été démontré au Porisme CXXII)

l'équalion

—— = ——r , ou Am . J' ///= AI . A' m'

.

AI y m'

c. Q. F. D.

Observation. Les deux droites AX, A'X' peuvent se con-

fondre.
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PoRiSME CXL. — Ç)uand un cercle est tangent à deux

dvoites SX, S^X, si Von mène une troi'

sième tangente quelconque qui ren-

contre les deux prctnièrcs en m et m';

le poifit A étant donné sur SX : on

pourra trouver deux points A' et J' sur

SX', et une ligne pt, tels, qu'on aura

toujours

A ni. J' in^ = p. . A' m'.

Les deux tangentes menées, l'une par le point A et l'au-

tre parallèlement à SX, rencontrent SX' dans les deux

points demandés A' et J'. Quant à la ligne /!x, elle se déter-

mine par la tangente parallèle à SX', qui coupe SX en I;

on aura

p = AI.

En effet, les quatre droites menées du centre O du cercle

aux trois points A, m, I, et parallèlement à SX, font entre

elles des angles égaux à ceux des quatre droites menées du

centre, les deux premières aux points A', m', la troisième

parallèle à SX' et la quatrième au point J'^ ce qu'on prouve

comme au Porisme CXXX. On a donc, comme dans, le

Porisme précédent, entre les points A, m,.I et A', m', J\

léquation

A'
m'A 7n

"AT J'm/

F. D.

XXV^ Genre.

Le carré construit sur telle droite est égal au rectangle qui a pour côtés une

droite donnée et le segment formé par une perpendiculaire, à partir d'un

point donné.

Porisme CXLI. — Si de chaque point m d^ une demi-

i6.
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circonférence de cercle on abaisse une perpendiculaire mp

sur son diamètre AB : on pourra trouver

une ligne p., telle, que Von aura toujours

A P B r r

En eiTel, on a

Am = AB.Ajt?.

PoRiSME CXLII. — Si autour de deux points AC d'une

circonférence de cercle on fait tourner

les côtés d'un angle droit AMC, et que

du point m où le côté CM rencontre la

circonférence, on abaisse une perpen-

diculaire mp sur le diamètre AB : on

pourra trouver une ligne fJ., telle, que

l'on aura

jM'=ii.Ap.

En effet, les deux triangles rectangles AMC et AmB sont

semblables, parce que les angles en C et en B sont égaux.

Par conséquent, on a

AM.AB=:Am.AC

et
^

âm'.ab'==â^/.ac'.

Or I^ = A/>. AB, et AC = Ac.AB. Donc

Âm'=A;7.Ac.

Ce qui démontre le Porisme.

PoRisME CXLIIÏ. - Si d'un point O pris sur le dia-

mètre AB d'un demi-cercle, on

mène une droite à chaque point

m de la circonférence, et que de

ce point on abaisse la perpen-V 0' ^^
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diculaire mp sur le diamètre AB : ih existera un point D
sur le diamètre AB, et une ligne yiy tels, que le carré

construit sur Om sera égal au rectangle construit sur

cette ligne
fjt.

et sur le segment Dp.

Soit C le centre du cercle, et O' le point déterminé par

l'expression CA = CO-CO': le milieu D des deux points

O, O' est le point cherché, et la ^*gne (x est égale à a.OC^
de sorte qu on a

Cela est une conséquend^ du Lemme XXX\II (proposi-

tion i63).

En effet, d'après ce Lemme,

ou

OA =:0m H-(OA-hOB)A;?,

Ôa'=O^V sOC.Ap-
et

Ô^'=ÔA—iOC.Ap.
Or, d'après le Lemme XXIII,

0Â'=0C(0A + 0'A) = 2 0C.AD. #
Donc

Ô^'r=20C.AD— 20C.A/7=:20C.(AD~A/7),

Ô^ = 20C.D/7.

c. Q. F. D.

PoRiSME CXLIV. — Étant données deux demi-circon-

férences dont les centres

C, C et les bases AB,
A'B' sont sur une même
droite, si de chaque point

m de l'une on mène une
tangente à l'autre et une
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perpendiculaire mp sur la droite des centres C, C : on

pourra trouver sur cette droite un point O, tel, que le

carré de la tangente sera au segment O^ dans une raison

donnée.

On aura

Pour le prouver, prenons sur CC le point O déterminé

par la relation OA .OB = OA'.OB'^ on aura

0ni-0m'=0a,0b.
Il s'ensuit

ma . mb = 2 mO . aê
;

5t, 6 étant les milieux des cordes mm' ^ ab.

Car
Oa=^ma — mO, Ob=zmb — mO,

Oa.Ob = ma.mb — mO [ma -f- mb) 4- mO = Om.Om\

Donc

ma . mb = m O (ma H- mb — mO -h m'O)

:= [ma -^ mb — mm') mO,
ou

^ ma.mb =zmO.{2.m§ — a ma)

'=r2mO.(m5— ma) == imO.aQ.

Or, en vertu des triangles semblables,

ce oc Ow ^

De là

7na . m^ = 2 0/:> . CC.

Mais ma.mb = ^«^ . Donc enfin

^=.2. ce.

Ce qui démontre le Porisme,
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Corollaires. Si au lieu de demi-circonférences ou consi-

dère des cercles entiers, et qu'ils

se coupent, le point O est évi-

demment sur leur corde com-

mune EF. On a toujours

ou

mt

mt
==2. ce.

= 2cc^
mt

mq .¥A^

. ce

c'est-à-dire que : le carré de la tangente mt est à Vaire du

triangle EmF dans une raison donnée '

EF

Ce qui forme un Porisme.

On en conclut cette réciproque :

Deux points étant donnés sur un cercle : le lieu d\in

point tel, que le carré de la tangente menée de ce point à

la circonférence du cercle, et Vaire du triangle formé
par les droites menées du même point aux deux points

donnés, soient dans une raison donnée, est un cercle.

Le Porisme peut prendre une autre expression : car l'an-

gle en m est constant*, par conséquent, d'après le Lemme XX
de Pappus, les aires de deux triangles E/?/F, Em^F sont

entre elles dans le rapport des rectangles wE.mF, w'E.m'F.

D'où il suit que le rapport
mt

mE.m F
est donné, c'est-à-dire

ciue:

Quand deux cercles se coupent, si de chaque point de

l'un on mène une tangente à l'autre et des droites aux
deux points d' intersection des cercles, le carré de la tan-

gente est au rectangle des deux droites dans une raison

donnée.
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Par conséquent encore : Deux points étant donnés sur un

cercle, le lieu d'un point tel, que le carré de la tangente

menée de ce point à la circonférence du cercle, soit au rec-^

tangle des deux droites menées du même point aux deux

points donnés, dans une raison donnée, est un cercle dé-

terminé de grandeur et de position.

Ce théorème est un des Porîsmes donnés par lord

Brougliam, dans son Mémoire intitulé : General Theo-

rems , chicjly Porisms, in tlie higlier Geometry, qu'on

trouve dans les Philosophical Transactions de la Société

Royale de Londres, année 1798 (1).

PoRisMt CXLV. — Étant donnés un triangle ABC et

une droite EF parallèle à la base AB 5
si de chaque point

m de cette droite on mène mC,
mB qui rencontrent, respective-

ment, les côtés AB, AC en n, n' :

la droite nn' coupe la droite EF
en un point m', et Von a toujours,

entre les deux points m et m', la

relation

Em := ^.Em'-^

oit [J. est une ligne de grandeur connue.

Cela est une conséquence du Lemme VII de Pappus. Car

il résulte de la réciproque de ce Lemme que dans le (Quadri-

latère lànfi'C coupé par la droite EF, parallèle au côté Bji

et passant par le point de rencontie des deux diagonales.

(i) « Two points in a circle being given (but not in one diameter), ano-

ther circle may be described, such, that if from any point thereof to the gi-

ven points straight lines be drawn, and a line touching the given circle, the

tangent shall be a mean proportional between the lines so inflected.

» Or, more generally, the square of the tangent shall hâve a given ratio

to the rectangle under the inflected lines. » (Proposition VII, p. 38'.?.)
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on a

Donc, etc.

PoRisME CXLyi. — Étant donnés un triangle ABC et

la droite AD, si de chaque point M du côté CA on mène
la droite MB qui rencontre AD en

n', et une parallèle à la base A13,

qui rencontre le côté CB en n
^

puis, quon mène les droites An
et nn' qui rencontrent en m et m!

la parallèle à la hase AB, menée

par le sommet C : on pourra troui^cr une ligne
f/;

tellej,

qu'on aura toujours

Cm == II. Cm'.

En effet, les quatre droites qui partent du point A, cou-

pées par les deux CD, MB, donnent

—
- = -— :

—-;• (Corollaire II du Lemme XI, p. 83
.

)

Et pareillement, les quatre droites qui parlent du point

«, coupées par les deux mêmes CD, MB, donnent

C/;; __BG , MG

Donc

Cm Cm -—

2

77-- •
-—

,
= I , ou Cm = CD . C m.

CD Cm

Donc u = CD. Donc, etc.

XXVP Genre.

Tel rectangle, qui a pour côtés la somme de deux droites et une droite en

rapport donné avec telle autre^ est dans un rapport donné avec telle ab-

scisse.

PoRiSME CXLVII.^ — Si autour de deux points P, Q
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Q d'un cercle on Jait tourner deux droites qui se coupetit

en M sur la circonférence du cercle, et qui rencontrent

une corde EF en deux points m, m'-

u?ie raison X étant donnée : on peut

trouv^cr deux points A e^ B sur EF et

une ligne
f/,

tels^ que dans tous les

cas oii le point m se trouvera hors du

segment AB, on aura la relation con-

stante

[km -h Bw)>..F,

Qu'on mène la corde Q/ parallèle à EF, et Pf (jui ren-

contre EF en I
^
puis, qu'on prenne EA = 1 . El, EB= EA,

et /Li = BA , on aura

Ji J. = BA

.

/uni

En effet, d'après le Porisme CXXVI, on a

Ea/kF/;/ __ El

E m' . F m ~~
FÎ'

Et par conséquent, d'après le Porisme LXXXll,

:— = EL

Or, EA = EB; et, par suite,

« Am Bm

Donc

ou

,m

(km -^~ 'Rm)Fm' ^,

mr/i

(km + Bm)>.F/?2^

mm'
2X:EI = BA.

G. Q. F. D.
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XXVIP Genre.

Il existe un point tel, que des droites menées de ce point comprennent un

triangle donné d'espèce.

PoRisME CXLVIII. — Étant donnes deux demi-cer-

cles O, O', et un angle : on peut trouver un point S, tel,

que si Von fait tourner autour

de ce point, comme sommet,

Vangle donné, dont les côtés

Se, Se' j^encoutreront les demi-

circonjérences en e et c', res-

pectivement, le triangle Sec' soit donné d^espèce.

C'est-à-dire, puisque l'angle cSc' est donné de grandeur,

que ses côtés Se, Se' doivent être dans un rapport con-

stant.

Que sur 00' on décrive un segment de cercle capable de

l'angle donné 5 et qu'on prenne sur Tare de ce segment le

point S, de manière que le rapport des lignes SO, SO' soit

égal à celui des rayons Oa, O'a'. Ce point, que l'on déter-

mine par le Lemme XXIX (proposition i55) de Pappus,

satisfait à la question •, et la raison constante des deux lignes

Se, Se', est égale à py—,*

Prenons sur Se' le point c", tel, que Ton ait

Se _ 0«

11 s'agit de prouver que ce point d' coïncide avec e'. .

On a, par construction,

SO __ 0^
SO'

~~ Ô^ '

d'où résulte

S rt __ O rt
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Donc

Sa __ Se

s7P~~s7'

Mais les angles «Se, a'Sc^' sont égaux, parce que les angles

OSO', cSc' sont égaux : les deux triangles «Se et «'Se'' sont

donc semblables, comme ayant un angle égal compris entre

côtés proportionnels. Par conséquent, d'une part, les angles

Oac et O' o! c" sont égaux ^ et, d'autre part, on a

ac
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Ohseivatïon. Des deux éléments qui constituent l'e^-

pèce du triangle dont il est question dans le Po risme précé-

dent, savoir, l'angle au sommet et le rapport des deux côtés,

un seul est à trouver, puisque l'angle est donné de fait.

Dans les Porismes suivants, Vespèce des triangles est com-

plètement inconnue et la recherche de ces deux éléments

fait l'objet des propositions.

PoRiSME CXLIX. — Quand deux droites SA, SA' sont

divisées en parties proportionnelles, il existe un point O,

telj que les droites menées de ce

point à deux points homologues

quelconques des deux divisions, for-

ment un triangle donné d^espèce.

C'est-à-dire que les deux droites

font entre elles un angle de gran-

deur constante, et que leurs lon-

gueurs sont dans une raison constante.

Soient «, h deux points de SA \ a', h' les deux points ho-

mologues de SA'. Concevons les deux circonférences de cer-

cle aSa'., bSb\ qui se coupent en O. Ce point O satisfait

à la question.

En elfet, les angles «Oa' et bOb* sont égaux entre eux,

parce que l'un et l'autre sont égaux à l'angle aSa'. L'angle

des perpendiculaires abaissées du point O sur SA et SA' est

aussi égal à l'angle ASA', et est, par conséquent, égal aux

angles aOa\ bOb'» On conclut de là, en vertu du Porisme

XLYIII, que si l'on fait tourner cet angle autour de son

sommet O, ses côtés passeront, respectivement, par chaque

couple de points homologues c, c', d^ J', . . . des deux droi-

tes SA, SA'. C'est-à-dire, que tous les angles aOaf, bOb\
cOc\, . . sont égaux entre eux. Il reste à prouver que les

côtés de chacun de ces angles sont dans un rapport cons-

tant.

Or, les angles aOa' eibOb' étant égaux, il s'ensuit que



( ^54)

les angles aOh ol a Oh' sont égaux. Mais les angles SrtO,

Sa'O sont égaux, parce que les quatre points S, a, a-, O
sont sur un môme eerde. Les deux triangles aOb^ a!Ob'

sont donc semblables. Conséquemment

Et de même
Oa _0c

Le Porisme est donc démontré.

Purisme CL. -:- Quand de chaque point d'une droite

L on abaisse des perpendiculaires sur deux autres droites

^

il existe un certain point qui, auec les pieds des deux per-

pendiculaires , forme un triangle donné d'espèce.

C'est-à-dire que les droites qui joignent le point en ques-

tion aux pieds des perpendiculaires abaissées de chaque

point de la droite L, sur les deux autres droites, forment

un angle de grandeur constante et sont entre elles dans un

rapport constant.

En effet, les pieds des perpendiculaires divisent les deux

droites en parties proportionnelles (Porisme XLVII). Donc

le Porisme énoncé est une conséquence du précédent.

Ce Porisme s'applique également aux pieds des obliques

abaissées de chaque point de la droite L sur les deux autres,

sous des angles donnés.

Porisme CLI. — Étant donnés deux cercles et deux

points A, A' sur leurs circon-

férences : on peut trouver un

point O, tel, que les droites me-

nées de ce point sous un angle

égal à Vangle AOA' et terminées

aux points m, m' des deux cir-

conférences, forment un trian-

gle mOui' donné d '

espèce

.



Soit S le point de rencontre des deux rayons CA, C'A'.

Qu'on décrive deux circonférences dont l'une passe parles

trois points A, A', S, et l'autre par les trois C, C\ S; elles

se coupent en un point O qui est le point clierché.

En elFet, les angles AOA' et COC sont égaux, parce que

chacun d'eux est égal A l'angle CSC Donc si on fait tour-

ner le cercleC autour du point O de manière que OA'vienne
se placer sur OA, OC viendra sur OC. Mais alors le rayon

C'A' se trouvera parallèle au rayon CA, parce que les

angles OCS, OC'S sont égaux, comme compris l'un et l'au-

tre dans le même segment de cercle. Il s'ensuit que le point

O sera le centre de similitude des deux cercles. Par con-

séquent, une droite quelconque menée par ce point les

rencontrera en deux points 772, m' dont les distances au

point O seront entre elles dans le rapport de OA à OA'. Et

si on ramène le second cercle dans sa position primitive C,
par une rotation autour du point O, ces deux droites Om,
Om/ feront un triangle mOni de même espèce que le trian-

gle AOA'.

Ce cjui démontre le Porisme.

XXYIIP Genre.

Il existe un point tel, que les droites menées de ce point interceptent des

arcs égaux.

PoRiSME CLII. — Etant donné un point D dans le

plan d^un cercle, il existe un

deuxième point E, tel, que si

par le point D on mène une

droite quelconque qui rencontre

le cercle en deux points M, M',

les deux droites EM, EM' in-

tercepteront dans le cercle deux arcs é^aux^lxïv^ M' m'.

Que sur le diamètre AB sur lequel est situé le point

donné D, on prenne le point E déterminé par la propor-
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tion

EA
EB

AD
DB

ce point satisfera à la ([uestion.

Cela résulte de la réciproque évidente du Lemme XXX
(proposition i56), d'après lequel la corde Mm' est perpen-

diculaire au diamètre AB5 d'où il suit que les droites Em,
Em' font des angles égaux avec le diamètre

5
qu'elles sont

donc égaleoient éloignées du centre, et, par conséquent,

qu'elles sous-tendenl des arcs égaux Mm, M' m'. Donc, etc.

Ce Porisme a été rétabli par Simson (proposition 53,

p. 463).

Porisme CLIII. — Étant données deux circonférences

de cercle de même rayon et un angle:

on peut troui^er un point tel, que si

autour de ce point, comme sommet,

on fait tourner l'angle donnée ses

côtés interceptent toujours dans les

deux cercles deux arcs égaux.

Soient O, O' les centres des deux

cercles. Que sur 00' on décrive un segment capable de l'an-

gle donné, et soit S le point milieu de ce segment. Si au-

tour du point S on fait tourner l'angle OSO' et qu'il prenne

la position aSa', les deux coi des ab^ a h' interceptent des

arcs égaux dans les deux circonférences, parce qu'elles sont

évidemment égales entre elles. Donc, etc.

Porisme CLIV. — Étant donnés deux cercles égaux et

deux points A, A' sur leurs cir-

conférences, on peut trouv^er un

point S et un angle, tels, que

deux droites menées par ce point

sous cet angle interceptent sur les

deux circonférences, à partir des

deux points A , A', des arcs égaux.



(
'^^7

)

Que par le milieu de la droite 00', qui joint les centres

des deux cercles, on mène la perpendiculaire à celle droite,

et par le milieu de la droite A A' la perpendiculaire à celle-

ci-, ces deux perpendiculaires se rencontrent en un point S

qui est le point demandé-, et l'angle ASA' est Tangle qui

satisfait à la question.

En effet, les deux triangles ASO, A'SO' sont égaux comme
ayant les côtés égaux chacun à chacun. Donc les angles ASO
et A'SO' sont égaux. Il s'ensuit que les deux angles ASA' et

OSO' sont égaux. Or, si l'on mène deux droites SM, SM'

faisant entre elles Tangle MSM' égal à OSO', elles détache-

ront évidemment deux arcs égaux BM, B'JVr comptés à par-

tir des droites SO, SO'. Donc les arcs AM et A' M' sont aussi

égaux. c. Q. F. D.

Obseivation. Si les deux cercles sont inégaux^ on peut

demander que les deux arcs AM, A' M' soient dans un rap-

port constant. On a alors ce Porisme :

Etant donnés deux cercles quelconques et deux points

A, A' sur leurs circonférences^ on peut trouver un point,

un angle et une raison^ tels^ que deux droites menées par

ce point et comprenant entre elles cet angle, retrancheront

à partir des points A, A', respectivement, des arcs dans

cette raison

.

XXIX« Genre,

Telle droite est parallèle à une certaine droite, ou fait avec une droite pas-

sant par un point donné un angle de grandeur donnée.

Purisme CLV. — Quand deux points variables m, m'
divisent deux droites en parties pro-

portionnelles , les droites mm' sont

parallèles à une droite donnée de

direction y ou bien, il existe un point

O, tel, que chaque droite invo! fait un

angle donné avec la droite menée du

point ma ce point O.

»7
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Si d(3iix puiuls de division correspondants coïncident en

S, point de rencontre des deux droites, toutes les droites

mm' sont parallèles entre elles ^ cela est évident.

Dans le cas général où cette coïncidence n'a pas lieu, on

a vu (Porisme CXLIX) qu'il existe un point O, tel, que le

triangle inOm' est donné d'espèce; par conséquent l'angle

m'mO est donné.

Le Porisme est donc démontré.

Purisme CL\I. — Si de chaque point INI d'une droite

donnée de position LM, on abaisse sur

deux autres droites aussi données de

position ries obliques Mm, Mm' sous

des angles donnés : il existera un

point O, tel, que Vangle iW \nOformé
^ par la droite m'm, ai^ec la droite menée

du point ni à ce point O, sera donné.

Ce Porisme est une conséquence du précédent, parce que

les deux points w, m' divisent les deux droites fixes en par-

ties proportionnelles.

Si la droite LM passe par le point de concours des deux

droites sur lesquelles on abaisse les obliques, les droites

772m' seront parallèles à une même droite. Cas prévu dans

l'énoncé du Genre.

Porisme CLVIL — Quand deux droites L, V sont divi-

sées en parties proportionnelles par deux

points ^'ariables m, m', il existe un cer-

tain point O, tel, que chaque droite mm'

fait un angle donné avec la droite menée

de son milieu p. au point O.
~^' ^ En eiïet, le point O, tel, que les trian-

gles mOm' sont donnés d'espèce (Porisme CXLIX), satis-

fait à la question. Car les droites menées du sommet de ces

triangles semblables au milieu de leurs bases feront des

angles égaux avec ces bases.



( '^5y
)

Ohseivalion. Siaisùu a propose le Poiisrne suivai)t pour

satisfaire au XXIX^ Genre : Si de deux points donnés A,

B on mène à chaque point C d'un cer-

cle donné de position deux droites qui

rencontreront le cercle en deux autres

points D, E, la droite BJLfera un angle

donné avec une droite menée par un

point donné, ou sera parallèle à une

droite donnée de position, ou bien passera par un point

donné (i).

Si nous n'admettons pas ici ce Porisme, c'est qu'il em-

brasse trois cas différents : Pappus n'en a compris que deux

dans l'énoncé du XXIX" Genre. Les trois Porismes que nous

proposons satisfont chacun rigoureusement à cet énoncé.

P' Genre. (Voir p. ii4-)

PomsME CLVIII. — Si autour de deux points fixes ï*^

Q on fait tourner deux droites PM^ QM qui se coupent

sous un angle de grandeur

donnée, et que PM rencon-

tre une droite AX donnée

de position en un point m

,

le point A étant donné sur

cette droite^ et une raison A

étant aussi donnée : on

pourra déterminer une autre droite A'X' et un point K'

sur cette droite^, tels, que la deuxième droite tournante

QJ\1 fasse sur cette droite un segment A' m'
.^

qui soit tou-

jours au segment Am dans la raison \.

(i) « Si a duobus punclis datis A^ l> ad circulum positione datuni CDE in-

ilectantur utcunque duse rcctao AC, BC circumrcrenliœ rursus in D, E occii-

rentcs, recta DE vel contiiiebit datum anguliiin curn recta ad datum punc-

tum vergente; vel parallela erit rectse positione datiic, vel verjjet ad datuni

punclum. » (Prop. 57, p. ^72)
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Qu'on mène PC parallèle à AX, el QC conespoiidaiile

à PC, c'est-à-dire faisant l'angle C égal à l'angle donné; la

droite cherchée A'X' sera parallèle à QC. Qu'on niènei^a

correspondante à PA : le point cherché A' sera situé sur Q^.
Supposons que deux droites PZ>, Q^, faisant l'angle P^Q
égal à l'angle donné, coupent, la première la droite AX en

un point B, et la deuxième la droite cherchée A'X' en B'. On

doit avoir——, = ï-^ de sorte que cette relation détermine la

longueur du segment A'B'. Il suffît donc d'inscrire dans l'an-

gle des deux droites Qa, Q^ une droite égale à cette lon-

gueur et parallèle à QC. Ce sera la droite cherchée. C'est-

à-dire que pour deux droites PM, QM faisant entre elles

l'angle donné, on avira toujours

A m AB ,

A t

A' m' A' B'

En effet, les quatre droites Pa, PZ>, PM, PC font entre

elles des angles égaux à ceux des droites Q<2, Q/>, QM, QC.
Concevons qu'une transversale de direction quelconque

coupe les deux systèmes de quatre droites dans les points

Al, Bj, mi, Cl et A',, B', , m',, C\. On aura, par le Corol-

laire II (p. 83), les deux égalités

A m
ÂB

A' m'

A, /w,
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inclinés sur ceux du triangle QA'/?/; et, par suite, les deux

triangles sont semblables, comme le sont aussi les triangles

PAB, QA^B'. Donc

Am __ PA _ AB
A'm' ~ qT'

~"
A'B''

Doue, etc.

PoRiSME CLIX. — Etant donnés une droite AX, un

point A sur cette droite, une raison ^, et un angle de gran-

deur constante mOm' quon fait

; tourner autour de son sommet : on

peut mener une autre droite A^X'

et déterminer sur cetts droite un

point A', tel, que les segments A m,

A'm', formés par les côtés de l'an-

gle mobile^ soient entre eux dans la raison X.

Qu'on fasse tourner l'angle autour de son sommet, de

manière que son premier côté Oni devienne Ox parallèle

à AX, et soit 0.r' son deuxième côté : la droite clierchée

A'X' sera parallèle à cette droite Ox'. Maintenant qu'on

fasse passer le premier côté de l'angle par le point A, et soit

OA' son deuxième côté^ le point A' sera situé sur cette

droite.

Enfin, que mOm! soit une position quelconque de l'an-

gle, on inscrira entre les deux droites OA' et Om' une corde

Mm' parallèle à O x' et telle que ~—, =z 1. Cette corde AV/
^ A w'

sera la droite cherchée A'X'.

Cela est une conséquence du Porisme XLVIII, d'après

lequel les côtés Om, Om' de l'angle tournant mOm'
divisent les deux droites AX, A'X' en parties proportion-

nelles.

IP Genre. (Voir p. 117.)

Porisme CLX. — Un cercle et un point P étant don-
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jiés si par ce point on mène une droite qui rencontre la

circonférence en a et b, et sur laquelle on prenne le

point m déterminé par la proportion

I am a P

'mh~ ¥b'

ce point sera sur une droite don-

née de position

.

Cela résulte immédia leincnl du

Lemme XXVIII (proposition i54) quand le point P est au

dehors du eercle^ et du Lemme XXXV (proposition 161)

quand ce point est dans l'intérieur du cercle.

Dans le premier cas la droite lieu du point m est la corde

de contact des deux tangentes au cercle, menées par le

point P.

autrement. Soit n le milieu de la corde ab. On a, d a-

près le Lemme XXXIV,

Va.Ph^Vm.Vn.

Soit de plus mj) perpendiculaire sur le diamètre ABP.

Les deux triangles rectangles CwP, mDP sont sembla-

bles, parce qu'ils ont l'angle P commun, et donnent la pro-

portion

^:=.LP, ou P.i.Pm==PC.PD.
PC Pw

Donc

PC.PD = Pa.P/^=:PA.PB.

Ce qui démontre que le point D est donné; et, par consé-

c[uent, que le point m est sur une droite donnée déposition.

Ohserv^ation. Cette droite lieu du point m s'appelle, dans

la Géométrie moderne, la polaire du point P*, et ce point

est dit le pôle de la droite.

PoRiSME CJ^^XI. — Etant donne un point V dans le
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])lan d'wi cercle, si fou demande un point M dont la

distance à ce point soit égale à la tangente menée du

point M au cercle : ce point M est sur une droite donnée

de position.

Que sur le diamètre AB qui

passe par le point donné P, on

prenne le point Q déterminé par

la relation

et que par ce point on mène la perpendiculaire au diamètre:

celte droite est le lieu du point M.

Cela résulte du Lemme XXXIII (proposition iSg), d'a-

près lequel la droite MP menée d'un point quelconque de

la perpendiculaire QM rencontre la circonférence en deux

points C, D, tels, que l'on a •

MC.MD = MP'.

En effet, le carré de la tangente au cercle menée par le point

M est égal à MC.MD. Donc cette tangente est égale à MP.

Donc, etc.

— Quand un cercle est inscrit dans

un triangle USS'', si Von mène une

tangente aa qui coupe les côtés US,

US' en a, a' : le point de rencontre m
des droites Sa', S'a est sur une droite

donnée de position.

Cette droite est la corde qui joint les

points de contact w, w' des deux côtés

US, US' du triangle.

En effet, soit O le centre du cercle. L'angle aOd (dont

les côtés sont perpendiculaires aux cordes wa, w'a), a pour

mesure la moitié de l'arc coaw'. Les angles wOU et w'OU

ont la même mesure, et, par conséquent, sont égaux à l'an-

PORISME CLXII.
u
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glc aOa! . L'angle SOS', qui a poui" mesure la moitié de l'arc

0)70)', est supplémentaire de l'angle aOa' . II résulte de là,

d'après le Corollaire III (p. 84), que l'on a, entre les deux

systèmes de quatre points S, o), a^ U et S', U, a\ u)' qui se

oorrespoi»dent deux à deux, la relation

&a \]a S'a' w'a'

Suivant le Corollaire II du Porisme XXIV , cette relation

démontre que les points dans lesquels les trois droites

Sa', SU, Sw' rencontrent les droites S'a, S'o), S'U, respec-

tivement, savoir : les points w, w, w', sont en ligne droite.

c. Q. F. D.

Corollaire. Considérant le quadrilatère Sa«'S', on con-

clut du Porisme ce tliéorèrae :

Quand un quadrilatère est circonscrit à un cercle,

les cordes qui joignent les points de contact des côtés

opposés passent par le point de re?icontre des deux dia-

gonales.

Porisme CLXIII. — Deux cercles étant donnés, si les

tangentes menées d^un point

à ces cercles sont égales : ce

point est sur une droite don-

née de position.

Soient ni un point satisfai-

sant à la question, et mO la

perpendiculaire abaissée sur la droite qui joint les centres C,

CI des deux cercles. On a, en appelant R le rayon du cer-

cle C,

^t'=m^.mF=z (,«C-i-R) (mC — R) =^' — R^

= i^' _i_Ôc' — R^ =^V (OC - R) (OC -f- R)

=::=^'_|_OA.OR.
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Pareillement

mt' =mO -|-OA^OB^

Or mt = mf\ par hypothèse. Donc

OA.OB^^OA'.OB'.

Equation qui détermine la position du point O, et par consé-

quent, la position delà droite OD perpendiculaireàCC,sur

laquelle se trouve chaque point m satisfaisant à la question.

Donc, etc.

PoRiSME CLXIV, — Un cercle est inscrit dans un trian^

glcj chaque tangente rencontre les trois côtés du triangle

en trois points a, b, c-, si Von prend

sur cette droite un point m déter-

miné par la relation

ma .cb==l. mb . ca^

dans laquelle X est une raison don-

née : ce point sera sur une droite

donnée de position.

Cela est une conséquence du Porisme CXXXI.
PomsME CLXV . — Un angle 2iOh de grandeur donnée

tourne autour de son sommet O et

intercepte une corde ab entre deux

droites fixes SA, SB qui font entre

elles un angle supplémentaire de

Vangle mobile : le milieu de cette

corde est sur une droite donnée de

position.

Plus généralement, si sur chaque corde ab, on prend un

point m qui la div^ise dans un rappojt donné —- z=\ \ le

lieu de ce point est une droite.

En efïet, il a été démontré (voir Porisme XLVIIl)

que les deux points a, h marquent sur les deux droites
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SA, SH deux divisions semblables; donc, d'après le Po-

risme CVII , le lieu du point m, qui divise la corde ah

dans un rapport donné, est une droite donnée de position.

Donc, etc.

Si le point O était au dehors de l'angle ASB ou de son

opposé au sommet, cet angle devrait être égal à l'angle mo-

bile, au lieu d'être supplémentaire.

IIP Genre. (Voir p. i33.)

Purisme CLXVI. — Deux points D, E élaiit pris sur

le diamètre AB d'un cercle de manière quon ait

EA_ AD
ËB ~ DB

les droites menées de ces points à ufi point de la circonfé-

rence, sont dans une raison donnée.

Cette raison est - • De sorte qu'il

E faut démontrer cjue

MD _ AD
MË ~ ÂÊ*

Cela est une conséquence du LemmeXXX (proposition 1 56)

,

En effet, d'après ce Lemme, les droites MD, ME rencon-

trent la circonférence en deux points /?/', ///situés sur une

corde perpendiculaire au diamètre AB. Par conséquent, les

arcs A///, km" sont égaux, et la droite MA est la bissectrice

de l'angle DME. Il s'ensuit qu'on a, dans le triangle DME,

MD _ AD
MË "~ ÂË'

C. Q. F. D.

Observation. Nous avons supposé dans ce Porisme que

les deux points D, E étaient donnés, et Ton n'a eu à déter-

miner que la raison constanle des deux lignes MD, ME.
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LVIais on peut ne donner qu'un de ces points, puisqu'il existe

une relation entre les deux, et demander de déterminer l'au-

tre, ainsi que la raison. On forme alors le Porisme que nous

avons pris pour exemple dans le paragraphe III de Vl/itro-

duction (p. 39). La solution reste la même évidemment.

On peut, à l'inverse, prendre pour donnée la raison ^, et

demander de trouver les deux points D, E. Il en résulte le

Porisme suivant qui, sans offrir de difficulté, ne se démon-

tre cependant pas aussi simplement que le précédent. Tou-
tefois, les Lemmes de Pappus suffisent à la démonstra-

tion.

PomsME CLXYII. — Etant donnés un cercle et une

raison \ : on peut trouver sur le diamètre AB deux points

E, D, tels, que les distances de chaque point M de la cir-

conférence à ces deux points seront entre elles dans la rai-

son 1 ; c est-à-dire que Von aura

ME _ .

MD-'^-

Qu'on prenne CE = X.CA, et CD=-. l.CA; les deux
A

points E, D ainsi déterminés satisferont à la question.

En effet, il résulte de là que

CÏ'=:CD.CE;

et couséquemment, d'après le Lemme XXXIV,

EA EB
AD"~BD*

D'où l'on conclut, en vertu du Lemme XXX, que la corde

m'm^ est perpendiculaire au diamètre AB.
Par suite, les angles EMA, DMA sont égaux, et l'on a

la proportion

ME _ AE
md~"ad'
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Il reste doiic à montier que

AE _ .

Or l'équation CA = CD. CE s'écrit :
-— =:^ -—

•

^ CA CD

Donc

CE — CA _ CA — CD AE _ AD
CÂ ~ CD '

'^" CA ~ CD'

ou

AE CA
ÂD~"CÎ)'

CA
Mais -— =A, par construction. Donc

CD

AE ^

lD = ^-

C. Q. F. D.

On peut encore conclure cette égalité du Lemme XX\ IL

Car par la réciproque évidente de ce Lemme, l'équation

CA = CD . CE entraîne celle-ci :

CE _ÂE

-i»/r«i \ f ' •> > ' . Chi CE
Mais la même équation s cent aussi —- = -—•

CA ^^

Donc

CE' _ÂË^ CE _ AE
^^^^ ——'' ^^ rx AD*
CA AD ^^ ^^

Or, par construction, — = A; donc
CA

AE
An = ^-
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Obseivations. La propriété du cercle! à laquelle se rap-

portent les deux Porismes précédents, se peut traduire aussi

sous la forme d'une proposition de lieii^ ce qui serait encore

un Porisme. On prendrait pour hypothèse, ou pour don-

nées de fait, les deux points E, D et la raison : et le Porisme

exprimerait que le point M, dont les distances à ces points

sont entre elles dans la raison donnée, se trouve sur un cer-

cle donné de position.

Celle proposition de lieu faisait partie des Lieux plans

d'Apollonius. Pappus la rapporte sous l'énoncé général

suivant, qui implique le cas où la raison est égale à l'u-

nité :

Si de deux points doîinés on mène des droites qui se

rencontrent en un point, et que ces droites soient entre

elles dans une raison donnée : ce point est sur une droite

ou sur une circonférence donnée de position,

Eutocius, dans son Commentaire sur les Coniques d'A-

pollonius, lorsqu'il expose la définition des Lieux plans

^

solides, et à la surface, qu'on trouve aussi dans Pappus,

démontre cette même proposition, comme exemple des

Lieux plans. Il l'énonce ainsi :

Etant donnés deux points sur un plan et la raison de
deux droites inégales : on peut décriie sur le plan un cer-

cle, tel, que les droites menées des deux points donnés à
chaque point de la circonférence soient entre elles dans la

raison donnée.

Eulocius détermine le centre et le rayon du cercle
5
puis

il prouve, d'abord que chaque point de la circonférence sa-

tisfait à l'énoncé de la proposition, et ensuite que, pour
les points qui ne sont pas sur la circonférence, la relation

n'a pas lieu.

On remarquera que l'énoncé d'Eutocius et celui de Pap-
pus, sans être précisément dans les mêmes termes, sont

néanmoins les mêmes au fond. Dans l'un et dans l'autre la



iialuic; (lu lieu est coiniuc ou doiniée, el la chose à trouver

est seulcmeul la posiliou de ce lieu (ici la position implique

uécessairemeiit la grandeur).

Celte concordance montre que telle était bien la forme

des propositions appelées Lieux chez les Anciens, comme
tous les géojnètres modernes Font admis et comme nous

l'avons supposé dans notre Inlroductiou, eu définissant le

théorème local, le lieu et le problème local (p. 33).

Du reste, louvrage des Connues géoméiriques, de Has-

san ben Haithem, qui nous a déjà offert un document pré-

cieux par les Porisuies qui s'y trouvent (i), renferme aussi

un témoignage péremptoire au sujet àes Lieux. Car toutes les

propositions de Lieux v sont énoncées dans la formeindiquée

par Pappus et Eulocius. Il nous suffira de rapporter la pro-

position môme dont il vient d'elre question : elle est conçue

en ces termes, d'après la traduction de M. L.-Ani. Sedillot :

Lorsque de deux poifits connus de /josilion on mène

deux lignes droites qui se rencontrent en un point j et que

le rapport de ces deux lignes, savoir, celui de la plus

grande à la plus petite^ est connu : le point de rencontre

est sur une circonférence de cercle^ connue de position

(Livre I, proposition IX) (i).

Cet énoncé est presque identique à celui de Pappus : el

ne le fût-il pas dans les mots de l'original, il décrit incon-

(i) Voir ci-dessus, p. [\t\ et 5i.

{^) J'ai signalé dans VÀperçii historique (p. 627) le rapprochement qui se

présente ici utilement, entre les ouvrages d'Apollonius, d'Eutocius et d'Has-

san ben Haithem.

On est autorisé à croire que la démonstration d'Iiutocius est précisément

celle d'Apollonius, puisque c'est de son Ouvrage qu'il extrait l'exemple des

lieux plans qu'il veut donner. Elle a, du reste, le caractère des démonstra-

tions du grand géomètre. Mais une autre considération ajoute à la probabilité

de notre conjectui'e. C'est que la démonstration d'Eutocius contient impli-

citement le Lemnie que Pappus donne (proposition 119 de Commandin;

p. 3/|6. Édition de 1660) comme se rapportant au premier lieu du second livie

d'Apollonius, c'est-à-dire à la proposition en question.
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lestableiiieiU la nature du lieu, ce qui seul conslilue le ca-

ractère que nous avons fait ressortir.

Simson, en rétablissant les lieux plans d'Apollonius, a

conservé rigoureusement la forme des énoncés transmise

par Pappus. Mais il semble, dans un passage de son Traité

des Porismes, n'avoir pas distingué, comme il le fallait,

la ditrérence qui existe entre le lieu et le problème local.

11 ne parle pas formellement du problème local ^ cepen-

dant on peut croire qu'il le comprend implicitement dans

la définition du //e//, quand il dit :

« Le lieu est une proposition dans laquelle on demande

» de démontrer qu'une certaine ligne ou surface est donnée,

» ou de trouver une ligne ou surface dont tous les points

» aient une propriété commune décrite dans l'énoncé de la

» proposition ^ ou bien de démontrer qu'une certaine sur-

» face est donnée, ou de trouver une surface, sur laquelle

» des lignes tracées suivant une loi donnée, aient une

» propriété commune décrite dans l'énoncé de la proposi-

)) tion. ))

C'est ce que l'auteur exprime plus brièvement ainsi :

« Locus est Propositio in qua propositum est datam esse

» demonstrare, vel invenire lineam aut superfîciem cujus

)) quodlibet punclum, vel superficiem in qua quœlibet linea

)) data lege descripta, communem quandam habet proprie-

)) tatem in Propositione descriplam. » [De Porismati-

hus, etc.^ p. 324.)

Ainsi Simson dit qu'un lieu est une proposition dans la-

quelle on demande de démontrer que les points d'une ligne

dont la mature est donnée, jouissent de telle propriété com-

mune
\

Ou bien, une proposition par laquelle on demande de

trouver la ligne dont tous les points jouissent de telle pro-

priété commune.

Cette seconde partie de la définition constitue un pro-
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hlètne locaL Et rien, de la pai t de Pappus, ni d'Eulocius,

ni d'Hassan hen Hailliom, n'autorise à confondre le/;ro/:>/è/7/«

avec le lieu; puisque dans les propositions de lieux rappor-

tées par ces trois géomètres, la nature du lieu est toujours

donnée et jamais à trouver. 11 est à remarquer que le té-

moignage seul d'Eutocius suffirait, puisqu'il se propose for-

mellement de donner un exemple de ces propositions appe-

lées lieux.

Du reste, ce que nous croyons être une inadvertance de

Simson est tout à fait sans conséquence ultérieure dans le

développement de ses idées sur la question des Porismes; et

quand il cite, aussitôt après, deux propositions de lieux, il

prend deux propositions conformes aux énoncés d'Apollo-

nius, c'est-à-dire dans lesquelles la nature du lieu fait par-

tie de l'hypotlièse.

PoRiSME CLXVIII.— Quand deux droites DD', EE' per-

pendiculaires au diamètre AB d'un cercle, coupent ce

diamètre et soji prolongement en

deux points D, E de manière

quon ait

EA AD
EB DB

et qu'une tangente au cercle ren-

contre ces droites en deux points

d, e : les distances de ces points au centre du cercle sont

entre elles dans une raison donnée.

AD
ÂËCette raison est égale à -^' De sorte qu'il faut démon-

trer que

AD

Quon mène la tangente eml \ la corde mm' passera par

le point D. Car si Ton connaît la droite cD et qu'on dé-
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signe par g, h et Dj, les points on elle renconlie la cir-

conférence et la corde nini ^ on aura, d'après le Lenime

XXVIII,

eh

D'un autre côté, d'après le Lemme XXXV,

D
eh

b

Dh

Donc le point Dj coïncide avec D. Donc la corde rrim^ passe

par le point D. Pareillement, si l'on mène la tangente dm"^

la corde mm" passera par le point R. Enfin la corde m'm"

est perpendiculaire au diamèlre AB (Lemme XXX). Par

conséquent, les angles Amm\ A772m'^sont égaux; et comme
les droites Cd, Ce, Ca sont perpendiculaires aux cordes

mm'., 7nm\ m A, les angles dCa^ eCa sont égaux. On a

ainsi, dans le triagle r/Ce,

Mai

Cd _
Ce

~~
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en m et m' : les distances de ces points au point O seront

entre elles dans une raison constante.

Soient O, O' les deux poiiils qui diviscMil harmonique-

ment chacun des deux diamètres AB, A'B'. L'un ou Faulri'

de ces points satisfait à la question. Et en appelant D le

milieu de 00^ et C, C les centres des deux demi-cercles,

on a

Om __ /ÔC
^

<yw_ _ lÔ^C

En efl'et, O et O' divisent harmoniquement le diamètre

AB : c'est-à-dire (pu*

OA _ O^
OB ~ O'B^

et, par suite,

CO . CO^ == CÂ'. (Lemme XXXIV.)

H résnlte de cette équation, d'après le PorismeCXLIll

,

que

0^'= 2OC.D/A

. Pareillement

Ô^''=1.001. Dp.
Donc

^-oc' ^' 0!n'-\/oa

La démonstration est la même pour le point O'.

Dœic, etc.

V« Genre. (Voir p. i36.)

PouiSME CLXX. — Si autour d'un point P on fai

tourner une droite qui rencoJitre un cercle en deux point

M, m : les tangentes en ces points et les parallèles
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CCS tctîigcnlcs^ TJicjices par le point P, forment un pareille-

logranunc PAN a rlo?it la diu"

gonale A a est sur une droite

donnée de position.

En efï'et, qu'on prolonge les

côtés PA , P« de quantités AA',

aa' égales à ces mêmes côtés,

respectivement: la droite A'

a

sera parallèle à A« et passera par le sommet N du paral-

lélogramme. Soit ^ le point où elle rencontre la corde

PmM. Les trois droites INM, Ny., Nw coupées par les deux

PM, PA' donnent, en vertu du Lemme XI,

Or A'A = PA. Don<

Ce qui prouve (Porismes CLX et ci-après CLXXVII) que

la droite |utN est celle que l'on appelle la polaire du point

P, et, par conséquent, est donnée de position. La droite Aa
qui lui est parallèle et à une distance sous- double du point

P, est donc aussi donnée de position. c. q. f. d.

PoRisME CLXXI. — Si entre deux tangentes à un
cercle Sw, So)', o?i

inscrit une autre

tangente quelconque

mm', et que d'un

point P de la circon-

férence on mène les

droites P m , P m'
5

une ligne a étant

donnée de grandeur : il existera une droite, donnée de

18.

F m
PM
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position, tellej (jut le segment ^^ J'ovniè sur celte droite

pnrVvn^ Pni', sera égal à la ligne &..

Que l'on inscrive dans l'angle o)PS une droite oct égale à

la ligne donnée a, et parallèle à la tangente menée au poin!

donné P, cette droite satisfera à la question.

Il faut démontrer que }X]J. = oa = a.

En eifet, on a. entre les deux systèmes de points A, w, m,

S et A', S, ivl ^ w', d'après le scolie du Porisme CXXX, la

relation

ww ^ wA S/w' ^ SA'

sTw • SÂT ~ Vm' ' Z^''

Or, les quatre droites PA, Pw, P/?/, PS coupées par SA et

0(7, donnent, en vertu du Coroll. II du Lemme XI (p. 83),
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El si l'on considère les trois droites SA^, SP, SA' coupées

par les deux A A', ww', cette équation, en vertu du Lemme
XIX, conduit à celle-ci :

ou
TCM Rw

RV 1.

Maiiitenanten appliquant aux quatre droites PA, Po), Pt:,

Po/ coupées par les deux ww' et oo\ le Corollaire 11 du

Le nime XI, déjà cité, on a,

TTW

77 w'

Rw
R w'

Donc (jo == go'. Par conséquent, Téijuation ci-dessus
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On a de iiwjmc, sui la diagonale hb'

^

Vb _b^
FF' ~W

La droite ef est déterminée par les deux points a, S.

Mais, d'après le Lemme XX\ III, quand le point P est au

dehors du cercle, et, d'après le Lemme XXXV, quand ce

point est dans l'intérieur du cercle, ces points a, G sont

toujours sur une même droite, quelles que soient les deux

sécantes Vaa!^ Vhh' . Celte droite esi] a polaire du point P

(Porisme CLX).

Le Porisme est donc démontré.

\V Genre. (Voir p. 139.)

PoRTSME CLXXIII. — Si autour cVun pointfixe P, pris

sur le diamètre AB d'un cercle, on

fait tourner une droite qui rencon-

tre la circonférence en C e^ D, e^ que

Von mené DE perpendiculaire au

diamètre AB : la corde EC passera

par un point donné.

Ce Porisme est une conséquence immédiate du Lemme
XXX (proposition i56).

Porisme CLXXIV.— Étant donné un demi-cercle KD^^

si l'on mène une droite ^IM'quiforme
sur les tangentes aux extrémités de ce

diamètre deux segments dont le rec-

tangle AM . BM' soit égal à un espace

donné v : la perpendiculaire à cette

droite^ menée par le point m oii elL

rencontre le demi-cercle, passera j)ai

un point don fié.

Qu'on prenne le point P déterminé par l'égalité

PA.PB = v;

<e sera le point cherché.
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Cela résulte du Lemme XXXI (proposition l'^y), d après

lequel la perpendiculaire à MM' menée par le point m,

rencontre le diamètre AB en un point P, tel, que Ton a

PA.PB==AM.BM'=: V.

PoRisME CLXXV. — Si autour d'un point D pris

dans le plan d'un cercle on fait tourner un calé d'un

angle droit dont le sommet M glisse sur la circonféreîice

du cercle, et que par le point E oii Vautre

côté rencontre la circonférence, on mène

une parallèle au premier côté: cette droite

passera par un point donné.

Qu'on prejine sur AB le point F, tel

5

que OF = OD, G étant le centre du cer-

cle. Ce sera le point qui satisfait à la question.

La démonstration résulte du Lemme XXXVI (proposi-

tion 162).

En eflet, qu'on prolonge la droite MD et sa parallèle jus-

qu'à leur rencontre avec la circonférence, en M' et E', on

forme un rectangle inscrit MEE'M'. D'après le Lemme, les

deux côtés parallèles MM', EE' sont à égale distance du cen-

tre; donc tOLit diamètre les rencontre en deux points situés

à égale distance du centre. Donc la droite EE' passe par le

point F situé sur le diamètre AB à la distance OF égale à

OD. Ce qui démontre le Porisme.

PoRisME CLXXVL — 1/71 angle de grandeur donnée

se meut de manière qu'un de ses côtés passe par un point

donné, et que son sommet glisse sur une circonférence de

cercle^ son deuxième côté rencontre la circonférence en

un deuxième point par lequel on mène une droite fai-

sant ai^ec ce côté un angle égal à l'angle mobile, mais

dans un. sens contraire : cette droite passe par un point

donné,

r.a démonstration de cette proposition se déduit du Po-
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risincî précédent qui n'en est (ju'un cas particulier, celui où

l'angle mobile est droit.

Reprenons, en cflet, la ligure précédente el concevons

qu'on ait abaissé du point D sur ME une oblique 1)N faisant

l'angle N de la grandeur donnée ; le point JN sera sur un cer-

cle. Car le triangle rectangle MDN est donné d'espèce: par

conséquent, son liyj)Oténuse DN est proportionnelle au

côté DM. Si l'on portail sur IJM une ligne égale à DN, son

extrémité serait sur un cercle ayant le point D poui- centre

de similitude avec le cercle AMB. Et si l'on suppose que ce

cercle tourne autour du point D d'un angle égal à MDN,
il deviendra le lieu du point N. Ce point

est donc sur un cercle S. Le point A' où

la droite DA', faisant avec DA l'angle

ADA' égal à MDN, rencontre la tan-

gente en A, appartiendra au cercle S,

dont le centre sera en O' au point d'in-

tersection de la droite DA' et de la perpendiculaire à DF
élevée par le centre O du premier cercle.

Maintenant si l'on suppose que du point F on abaisse sur

la droite ME une oblique FI faisant l'angle en I égal à l'an-

gle en N, mais en sens contraire, de manière que le pre-

mier étant à droite de la perpendiculaire DM, le second soit

à gauclie de la perpendiculaire FE : le point I sera sur un

cercle qui sera évidemment le même que le cercle S. Car son

centre sera sur la droite FB' faisant avec FB l'angle BFB'

égal à EFI, et, par conséquent, coïncidera avec le centre O'

de S j en outre, son rayon O'B' sera égal à O'A'.

Oji conclut de là que : Si par un point D donné dans le

plan d'un cercle 2 on mène une droite DN à un point de la

circonférence, et par ce point une droite NI faisant avec DN
im angle donné, puis pai- le point I une autre droite faisant

avec NI un angle égal à l'angle N, mais dans un sens dilîé-

renl : celte droite passeia par un point fixe F situé sur la
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droite DA qui fait avec le rayon O'D du cercle 2, un angle

ADA' égal au complément de l'angle donné N.

Ce qui démontre le Porisme.

PoRisME. CLXXVII. — Si de chaque point d'une droite

donnée de position dans le plan d'un cercle, on mène

deux tangentes au cercle : la corde qui joint les deux

points de contact passe par un point donné.

Soient MA, MB et ma, mh les tangentes menées par deux

points M, m de la droite LM. Ces tangentes forment le qua-

drilatère circonscrit

MCmD dans lequel

les cordes A«, B?^ se

rencontrent en un

point Q de la diago-

nale Mm (Porisme

CLXII, CorolL), et

les cordes Kb et Brt

en un point R de la

même diagonale. Soit

P le point de rencontre des deux cordes de contact AB,

ab-^ et E, e les points où ces cordes rencontrent la droite LM.
Considérons le quadrilatère «QZ>R dont les points de

concours des côtés opposés sont A et B. La droite qui joint

ces points, c'est-à-dire la corde AB, est rencontrée par les

deux diagonales ab et QR en P et E, et l'on a (Lemme V),

PA _ EA
PB ~~

Ëb'

Donc, quelle que soit la corde ab, c'est-à-dire quel que

soit le point m sur la droite LM, le point P par lequel passe

cette corde est fixe et déterminé. Cequi démontre le Porisme.

Corollaire . On a, évidemment.

ea

Tb
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[le soi'lc que cV après le Porisnie CLX, si la droite LlVl ren~

eoiilrc le cercle, le point P est le point de concours des

tangentes aux deux points de rencontre. On en conclut ce

théorème :

Quand ini angle est circonscrit à un cercle^ si par son

sommet on mène une droite qui rencontre le cercle, les

tangentes aux deux points de rencontre se coupent sur

la corde qui joint les points de contact des deux côtés de

rangle. On peut dire, sur la polaire du sommet de Vangle.

PoRisME CLXXVIII. — Un angle APB étant circonscrit

à un cercle, et un point Q étant donné

sur la corde de contact Alî^ si par ce

point et le sommet de l'angle on mène

deux droites qui se coupent en M sur

le cercle : la corde mm' que ces droites

interceptent dans le cercle passe par

un point donné.

Ce point est sur AB et se détermine par la proportion

RA _ AQ
RB ""

QB*

En cllet, la droite PAl rencontre la corde de contact AB
en lu, et Ton a

?^=f^. (Porismc CLX.)

IjC point \}!. déterminé sur QM par Téquation

est, de même que le point R, sur la corde de contact des

tangentes menées par le point Q (Porisnie CLX). ('ette

corde, d'après Ir «oiollaiic du Porismc précédent, ))asse

par le point P.
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Les dvMX clcrnicros équations donnent celle-ci :

PM .
y- M _ ^/M^

,
QM

entre les deux séries de points P, M, m, [x et /Ji', M, m\ Q
situés surlesdeuxdroitesPM, QM. Et cette équation prouve,

d'après le LemmeXVI, que les trois droites Pfx', Q/ji, mm'

passent par un même point : c'est-à-dire, que la corde mm'

})asse par le point d'intersection des deux droites Pfx', Q/i,

ou PR, QA. Ce qui démontre le Porisme.

PoRisME CLXXIX. — Deux droites parallèles LC,

VQ! étant données dans le plan d'un

cercle, si par chaque point de LC on

mène deux taîigeJites au cercle et

une droite au point milieu du seg-

ment que ces tajigentes intercep-

tent sur L'C : cette droite passe par

un point donné.

En effet, on a vu dans le Porisme

CLXXVII que la droite ab qui joint

les deux points de contact de chaque

couple de tangentes, passe par un point fixe P, et ([uc, c

étant le point où ab rencontre LC, on a la proportion

Va

¥b
ca

7b'

De plus les trois droites //2«, itib^ mV rencontrent la droite

L'C en a'^ b' et F, et l'on a

Va' Va ca

P^ ""
p7;

• ;^' (^«''oUairell, p. 83.)

Don»

j^'^-i, ou P'a' = P7/.
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Donc la droite menée du point m au milieu P' du segment

a'b'^ passe par le point fixe P.

Le Porisme est donc démon l ré.

PoRiSME CLXXX. — Etant donnés deux droites SA,

SA', un point P et un espace v : oti peut

troui^er sur ces droites deux points I et J'

en ligne droite a\^ec le point P, et tels,

que si Von prend sur SA, SA', deux

points m, n/ liés par Véquation

Im . V m' r= V
,

la droite mm' passera par un point donné.

Que l'on mène par le point P la droite IJ', telle, que

Sl.SJzrrv: ce que l'on fait par le Lerame XXXVIIl
(proposition 164) : les deux points I et J' satisfont à la

question, et le sommet Q du parallélogramme construit sur

les deux côtés SI, S3' est le point par lequel passent les

droites nnn'

.

Cela est une conséquence du Porisme CXVIII.

Porisme CLXXXI. — Quand deux droites qui tour-

nent autour de deux

points P, Q d^un cer-

cle^en se coupant tou-

jours sur la circon-

férence, rencontrent

deux droites fixes SA,

SA', menées par un

autre point du cercle,

en deux points m, m' : la droite vcvxx)^ passe par un point

donné.

Soient a et h' les points où les tangentes en P et en Q
rencontrent, respectivement, les deux droites SA, SA'^ et /^,

a' les points de section de ces droites par la ligne PQ. l^e

point de rencontre des deux dioiles ari', hh' est le point
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cherché^ c'est-à-diro que la droite nun' passe par ce point.

Eu effet, les quatre droites P<2, P/>, PS et Vm font entre

elles des angles égaux à ceux des droites Q<:/, Q^h'
•>

QS et

Qm'. Par conséquent (d'après le Corollaire TII, p. 84) la

relation suivante a lieu entre les deux séries des quatre

points S, a, b^ m et S, a! ^ b' , m' :

Sw , bm __ S/// , b'
m' Sm.ba _ Sm' .b'

a'

S7 * ^ "^ SZ "
b'a' ' ^^ bm.^a ~~

T'm' .Sa''

Or celte équation prouve, d'après le Lemme X ou XVI^

que la droite m/^/ passe par le point d'intersection des deux

droites na' ^ bh' . Donc, etc.

PoRiSME CLXXXIl. — Un quadrilatère étant inscrit

dans un cercle, si on le déforme en faisant tourner trois

de ses côtés autour de trois points

fixes P, Q, R situés en ligne droite:

le quatrième côté passera par un

point donné.

En effet, soit S le point où le

quatrième côté rencontre la droite

sur laquelle sont les trois points

P, Q, R; et soit i le point de ren-

contre des deux côtés opposés ab, cdàn quadrilatère. Con-
sidérant le triangle PzR coupé par l^s deux droites ad
et bc^ on a. d'après le théorème de Ptolémée,

P« i cl RS _
7^'r7/*ps

~^'

ic RQ Vb _
R^' PQ *7^ ~^*

Multipliant membre à membre et observant que

ia . ib = ic . id,

on obtient

Va.Fb _ PQ.PS
Rc.Rd ~ RQ.RS'
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Le premier luombrc est constant, par tonséqucnl lu rap-

PS
poil r-^ Test aussi. Ce qui démon Irc le Porisme.

Porisme CLXXXIII. — Étant donnés deux cercles, si

Fon mène deux rayons parallèles : la droite qui joindra

leurs extrémités passera

par un point donné.

g
En eflet, soit S le point

on la droite mm! rencon-

tre la ligne des centres

00': les deux triangles mOS, /7/O'S sont semblables, et

1 on a

SO _ Om __ R
SÔ^" Ô'm''~ R''

en appelant R, R' les rayons des deux cercles.

Ainsi le point S est fixe. Donc, etc.

Remarque, On a

Sw _ SO _ R
jw ~ sô' ~ iâ'"

Par conséquent les deux cercles sont deux figures seinbla-

bles doQt le centre de similitude est en S.

Il est clair que les tangentes aux deux cercles, en leurs

points homologues mm' sont parallèles, puiscpie les rayons

Om, Om! sont parallèles.

Dans la figure, les deux rayons parallèles Om, Om' ont

la même direction. S'ils avaient des directions contraires,

la droite mm' passerait encore par un point fixe, différent de

S. Ainsi deux cercles ont deux centres de similitude.

VIPGenro.(Voirp. 144.)

Porisme CLXXXIV. — Etant donné un triangle ABC,

si par les deux points A, B^ on fait /)asser plusieurs cer~
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cleSf dont chacun rencontre les côtés AC, BC en deux

points m, m'-, un point D èlani donné

sur CA : on peut tromper un point E sur

CB, tel, que les deux segments Dm,
E m' seront entre eux dans un rapport

donné.

Le cercle mené par les trois points A,

B, D rencontre le côté BC au point de-

mandé E, Et Ton a

Dm DC
EC

En effet, les deux cordes DE, mm' sont parallèles, parce

que les angles ADE, Anim' sont égaux entre eux, comme

suppléments de T angle ABC. Par conséquent

DC
EC

Donc, etc.

PORISME CLXXX\ — Quand plusieurs cercles passent

par deux points P, Q, et rejicon-

trent deux droites fixes PA, PB,

menées par un de ces points , en

des couples de points a, b*, a',

h' : ... : le rapport des segments

aa', hh'faits par deux quelconques

des cercles, est donné.

En d'autres termes, les cercles divisent les deux droites en

parties proportionnelles.

En effet, menons par le point Q une droite QC qui

rencontre les cercles aux points c, c- , .... Le rapport —j

est donné (Porisme précédent) 5 et de même le rapport

bb' ^ aa'—:• Donc 7-7-, est donne. c. o. f. d.
ce' bb ^



PORISME CLXXXVI.

(
'^88

)

Corollaire, Il résulte de là, en vertu clu Porisiiie CMl,
(jue : Les milieux des cordes ab, a'b', . . . sont sur une

même droite.

Un cercle est circonscrit à un

triangle PQR, et deux droites

Jhes SA, SA' sont parallèles

aux deux côtés PR, QR, si

autour des deux points P, Q
on fait tourner deux droites

quise coupent sur la circonfé-

rence du cercle et qui rencon-

trent SA, SA' en m et va! -^ le

point A étant donné sur SA :

on pourra trouver le point A'

sur SA' et une raison 1, tels, que le rapport des deux seg-

ments A m. A' m' sera égal à cette raison.

La droite PA rencontre le cercle en «, et la droite Ç^a

rencontre SA' au point cherché A'. Soit B le point où la

tangente en P rencontre SA, et B' le point où PQ rencontre

SA'. La raison ). est égale à -
AB

En effet, le faisceau de quatre droites PA, PB, Pw et

PR, a ses angles égaux à ceux des quatre droites QA', QB',

Qm' et QR. Il s'ensuit, comme il a été démontré pour

le Porisme CX
,
qu'il existe entre les deux systèmes de

points A, B, m et A', B', ni la relation

km k'm' Km
k'm'

AB
A'B'

Donc, etc.

IX* Genre. (Voir p. 149.

Porisme CLXXXVIL— Si Von prend sur une droite OA
deux points variables m, m', déterminant des segments
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dont le rectcuigle Oui.Ont' soit égal au carré construit sur

une droite donnée a; n

-p •—+
+; ±; X" étant le milieu de ces deux

points, et b une ligne don-

née : on peut trouver un point E et une raison |u, tels, que

Von aura toujours

Em.Em'
b.En

OÊ
Il suffit de prendre OE= a, et ^= 2 ^' Cela résulte du

Lemme XXUI (proposition 149).

En effet, puisque Om.Om'= à^ = OE , il s'ensuit, d'a-

près ce Lemme, que

Em.E;//r==OE(Em-hEm'),

ou

E /?2 . E m'

!2 E/Z
OE, et

E//2.Ew'

b.En

1 OE

Si le point E, au lieu d'être placé comme dans la figurCj

était pris du même côté de O que m et ///, ce serait le

Lemme XXV (proposition 1 5
1)
que l'on invoquerait.

PomSME CLXXXVIIL — Quand un cercle est inscrit

dans uti triangle AA'B^ si Von fait

tourner sur la circonférence une tan-

gente qui rencontre les côtés BA, BA'

en deux points m, m' : on peut trou\^er

un point J' sur le cdiTéBA'^ et une ligne

^, tels, quon aura toujours Végalité

Km. y m'

A' m' ~ ^'

La tangente parallèle à AB coupe A^B au point cherché

J'. La tangente parallèle à A^B coupe AB en un point 1, et

on a =:.AL

'9
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Eii efïer, soienl d\ C; les parallèles aux Jeux cotés A'B,

AB menées par le centre du cercle. On démontre comme

au Porisme CXXX, que les quatre droiu^s CA, Cm, CI cl

C; font entre elles, deux à deux, des angles égaux aux an-

gles des droites CA', Cm', Ci, CJ'. Et on en conclut par la

même démonstration que pour le Porisme CXXII, cette

égalité

A m A'
m' Am .^'

m'
.,= ——; ou -,

—
-,
— = AJ.

AI J' m' A' w'

c. Q. F. D.

Porisme CLXXXIX. — Si autour de deux points P, Q
d'un cercle, on fait tourner

deux droites qui se coupent

en M sur la circonférence, et

rencontrent une droite fixe

LA en m et m' \ le point A
étant donné, ainsi qu'une

ligne a : on pourra tjou^er

deux autres points, A.' et J' sur LA, tels, que le rapport

des rectangles Am.J'm' et K'va! ,a sera constant.

Qu'on mène PA cjui coupe le cercle en «
^ Q« déter-

mine le point demandé A'. Soient Py, Qz parallèles à LA;
les droites Q/, Vi coupent LA en J' et L J' est le deuxième

point demandé *, et l'on a

Am . 3' m' AI

ou bien
A' m' a

A m .ym'

A' m'
AL

Eln effet, les quatre droites PA, Pm, PI et P; font entre

elles des angles égaux à ceux des droites QA', Qm', Q^i^ QJ'.

Si l'on conçoit que ces droites issues du point Q rencon-

trent une transversale en des points A", ni" ^ F, J" : en com-

parant ces points d'abord aux trois A, m, I, puis aux trois
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A', m', J^, on obtiendra les relations

A" m" V m' Km ,^ , ^ ^
-TTTp- * wTjTT = "Tf > (Cor. des Lemmes III et XI, p. 83.)

M' m" Vm" k'm'

Donc

km km km. ym
-y OU —-^-^— = AI.

AI 3'
m' k'm'

C. Q. F. D.

X« Genre. (Voir p. i56.)

PoRiSME CXC. — On a un cercle dont le diamètre

est AB; /« tangente en E est parallèle à ce diamètre, et

les points I et J' de cette droite appartiennent aux tan-

gentes en A et en B; si autour

de ces points A, B on fait tour-

ner deux droites qui se coupent

sur la demi-circonférence ADC,
__ et qui rencontrent la tangente

IJ' en m et m' : le rectangle

ImM'm sera égal à un espace donné augmenté du rectan-
gle formé sur l'abscisse mm' et une ligne donnée.

L'espace donné est lE.J'E, et la ligne donnée Jl. De
sorte que l'équation à démontrer est

ImM'm = IE.J'E-^ja mm

En effet, les quatre points m, w', I, J' sont liés par l'é-

quation suivante, d'après le Porisme LIX,

Im' .1^m —.Im.J^m' -^ J'I, mm'.

Il suffit donc de prouver que I/?/.J'm'= lE. J'E.

'9-
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Or les triangles A //il, /m'BJ', sont semblables. Donc

AI
ou bien lmJ'ni'=AJA)r.

Et ( omme AI = BJ'— lE = JE, il en résulte

I/;/.J'm'=:ÏE.J'E.

Donc, ejtc. ,

"

Obseivation. On trouverait de même que si le point M
était pris sur la demi-circonférence AEB, l'équation de-

viendrait .

Iw'.J m + IJ'.mm' = IE.J'E.

Elle répondrait donc à un Porisme exprimé par la for^

mule

Im' .ym -i- lÀ.îum' = y.

Mais cette formule ne se trouve pas dans les énoncés de

Pappus. Nous en dirons plus loin la raison (à la suite du

Porisme CXCIX).

Porisme CXCI. — Un trapèze PiQj f^st inscrit dans

un cercle y et

une droite AL
parallèle à ses

côtés Pj, Qi,

est prise au de-

hors du cercle }

le pointK étant

donné sur cette droite : on pourra trouver un autre point

B', un rectangle v et une ligne y.^ tels, que si de chaque

point M de lare iPj, oti mène les droites MP, MQ, qui

coupent LA en m et m', on aura toujours la relation

Am . TVm'= V H- // . mni!

.

Qu'on mène PA qui rencontre le cercle en a, et Q« qui
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détermine le point A'. Puis, P/ et Q/ qui coupent AL en

I et J' On prendra J'B'^AI, v:= Al.A'A et a = AI.

En effet, d'après le Porisme CLXXXIX, on a l'égalité

Am.J'm'r=.A'm'.AI,

et l'on en conclut, comme au Porisme CXXIII, l'équation

Am . B'm'= AI . A'A -+- AI . mm'-,

ce qui démontre le Porisme.

Obsej'i^atioji. Si l'on cherche ce que devient l'équation

quand le point M est pris sur l'arc l'aQbj qui avec iPj com-
plète la circonférence, on trouve qu'il y a deux cas à con-

sidérer :

Pour les points des arcs /«, jb contigus à iPj\ l'équation

est

Am.b'm' -h Al.AA' = Al, mm'.

Et pour les points de l'arc aQb^ elle devient

Am . B' ^/ + IA . mm'= IA . A'A

.

Ainsi la circonférence est partagée en quatre arcs consé-

cutifs yPz', ia, rtQè, bj dont le premier et le troisième

donnent lieu à deux équatioiïs différentes, et les dt;ux au-

tres à une seule équatioi!.

XIP Genre. (\oir p. i5'2.)

Porisme CXCII. — Un segment de cercle AmB étant

donné^ ainsi quune raison X : on peut

trouuerwi point C et une raison ^x^ tels,

que les distances de chaque point m de
'« Varc de cercle AmB aux trois points A,

B, C auront entre elles la relation con-

Am -\- "k.Bm
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Qu'on prenne sur l'arc ACB, qui complète la circonlé-

rcnce du cercle, le point C déterminé par le rapport

= 1-^ ce qu'on fait par le Lemme XXIX
5
puis ^=z —-:

CB

on aura

BC

A m
AC
CB

•Bw

Cm
AB
BC'

En effet, les quatre points A, B, C, m sont les sommets

d'un quadrilatère inscrit au cercle, dans lequel, d'après le

théorème connu des Anciens et qui fait la base de leur tri-

gonométrie, le produit des diagonales est égal à la somme

des produits des côtés opposés 5 c'est-à-dire que

AB.Cm=:Am.BC4-Bm.AC,
ou

AC
A m

BC ^" AB
Cm BC

c. Q. F. D.

Observation. Si la raison donnée est égale à l'unité, le-

point C sera le milieu de l'arC ACB, et l'équation satisfera

à l'énoncé du XIV^ Genre (voir p. 172).

XV^Genre.JVoirp. 174.)

PoRiSME CXCIII. — Deux droites OA, OB' étant don-

nées, si Ton mène une

droite mm' quifasse soit

ui^ec AO et OB^ soit avec

OA et le prolongement

de OB, un triangle

mOm' égal à un espace

donné v : le rectangle

des deux segments Om, Om' est dontié.
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Cela résulte des Lcmmes XX et XXI. En eiïet, soit ah

une position de la droite *mm'. Les deux triangles aOh^

mOm' sont égaux par hypothèse. Leurs angles en O sont

égaux ou supplémentaires; par conséquent, d'après le

Lemme XX dans le premier cas et le Lemme XXI dans le

second, leurs surfaces sont entre elles comme les rectangles

Oa.Oh etOm.Om'. Donc ces rectangles sont égaux.

Soit ciD perpendiculaire sur OB; on a

, j^ Oh.aD
triangle oOa =: — = v,

d'où

Ob z=— et Oa.Oh =2V.
aD «13

Le rapport —— est constant, quel que soit h; point a

pris sur OA. Le rectangle Oa.Oh^ et par conséquent

Om.On/^ qui lui est égal, est donc déterminé.

Ce qui démontre le Porisme.

PoRiSME CXCIV. — Si d'un point P pris sur le dia-

mètre AB d^un demi-cercle
i on mène

une droite à chaque point M de la cir-

conférence^ et que par ce point on mène

à cette droite une perpendiculaire qui
^ p

P
rencontrera en deux points m, m', les

tangentes en A et B : le rectangle Am.Bn/ sera donné.

Cela résulte du Lemme XXXI (proposition lo^) d'après

lequel

Am.Bw'rzrrPA.PB.

Porisme CXCV.

—

Siautour d'un point fixe onfait tour-

ner un côté d un angle de grandeur donnée dont le soin'

met glisse sur une circonférence de cercle : l'autre coté de

l'angle forme sur deux certaines droites données de posi-

tion deux segments dont le rectangle est donné.
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Soient D le poinl donné sur le diamètre A'B', et DJNK une

position de l'angle mobile. Qu'on

mène A'X faisant l'angle X A'D égal

à DJNK, et lyY parallèle à A'X^ puis

par le point D une perpendiculaire

à ces droites, qui les rencontre en A
et B. Le côté NK de l'angle N fait

sur ces droites les segments A/w

,

]^'
m' dont le rectangle est égal à DA.DB.
Cela résulte du Porisme précédent-, car si l'on mèneDM

perpendiculaire sur le côté NK de l'angle mobile, le point

M sera sur le cercle décrit sur AB comme diamètre (ce

qu'on démontre par le raisonnement déjà employé au Po-

risme CLXXVI). Donc, d'après le Porisme précédent,

Am.B/74F=DA.DB.
C. Q. F. D.

PoRTSME CXCVI.

—

Si autour de deux pointsJixes D, D'

pris sur le diamètre AB d'un demi-cercle

à égale distance du centre^ on fait

tourner deux droites parallèles qui ren-

contrent la circonférence en deux

points^ E, E' : la droite EF/ forme sur

les tangentes en K et ^ deux segments

A m, A m' dont le rectangle est donné.

Ce rectangle est égal à DA .DB.

En elïet, les deux droites DE, D'E' étant parallèles et

également éloignées du centre, l'angle DEE' est nécessaire-

ment droit. Car si l'on mène le diamètre perpendiculaire à

ces droites, qui les rencontre en G et C/, on a CG =:CG';

par suite, d'après le Lemme XXXVI, la corde EE est pa-

rallèle à GG'. L'angle DEE' est donc droit ^ et conséquem-

ment, d'après le Porisme CXCIV, le rectangle km.km' asl

égal à DA.DB. c. Q. F. d.
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Autrement. Sans invoquer le Lemme XXXVl, les cordes

EF, EF' sont égales, comme parallèles également éloignées

du centre-, et comme le diamètre qui leur est perpendicu-

laire passe par leurs milieux, GE rzr GE' ; donc EE' est

parallèle à GG'; et l'angle DEE' est droit. Donc, etc.

PoRisME CXCVII.— Étant donné un demi-cercle ACB,

une tangente quelconque mm' fait sur

les tangentes aux extrémités du diamè-

tre AB, deux segments Aatî, Bm' dont

le rectangle est donné.

Ce rectangle est égal au carré du rayon

du cercle.

En effet, soient n le point de contact de la tangente, et O
le centre du cercle. Les deux droites Om, Om! sont rectan-

gulaires, parce qu'elles sont perpendiculaires respective-

ment aux cordes Kn^ B/2. Le triangle mOm! est donc rec-

tangle en O, et par conséquent on a mn.m'nz=On = R^.

Mais mn = A/w, et m'n = Bni

.

Donc

Am.Am'=zR^
G. Q. F. D.

CePorisme pourrait être considéré simplement comme
un cas particulier du précédent.

PorismeCXCVIIL—Quand un losange AIBJ' est circon-

scrit à un cercle, toute tangente au cercle

fait sur les côtés AI, AJ' deux segments

Im, J'm', dont le rectangle est donné.

Soit D le point de contact du côté lA
,

on aura

Im.JW^ID.J'A.

En effet, soit C le centre du cercle, et

C/, Cy parallèles à AJ' et AI, respective-

ment. Les quatre droites CD, Ca//, CI, C/, font entre elles
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deux à deux, des angles égaux à ceux des droites CA, Cm',

CieiCy.

On en conclut par le raisonnement employé pour la dé-

monstration du Porisme XCVII, (ju'il existe entre les deux

systèmes de points D, m, I, et A, /?/, J' la relation

Irn _ yA
ID.J'A.

C. Q. F. D.

Autrement. Les deux triangles ICm, J'/n'C sont sem-

blables, parce que les côtés IC, Cm, ni\ du premier sont

également inclinés sur les côtés respectifs J'm', m'C, CJ'du

second. On a donc la proportion

et Im.J'm'=IC.CJ'=lC

Ainsi le rectangle Im.y m! est donné.

c. Q. F. D.

Cette seconde expression du rectangle Vni.i'
m'

se ramène

immédiatement à la première. Car dans le triangle ICA,

ÏC'==ID.IA = ID.J'A.

XVP Genre. (Voir p. 177.)

PoîiiSME CXCIX.— Si aiilow de deux points P, Q d'un

cercle^ on fait tourner

deux droites qui se

coupent en M sur la

circonférence f et qui

rencontrent une corde

EF en deux points m,

m'; un point A étant

donné sur cette corde : on pourra trouver un second point

B'j n7i rectangle V et une ligne [j., tels, que pour des points

M du cercle, en nond>rc infini^ on aura toujours la rcla-
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tion

Il€lll

Qu'on mène Py et Qi parallèles à EF", puis Pz, Qy qui

rencontrent EF en I et J^ Qu'on prenne J'B'=: AI j B' sera

le point cherché. La droite PA rencontre la circonférence

en «5 et Q« rencontre EF en A'. On fera v = AI. AA', et

^= AI.

Enfin, le point M devra se trouver sur Tare iPy, ou sur

l'arc ab déterminé par les lignes PA et QB'.

En effet, supposons-le sur l'arc /Py*, les deux points w,

m' ont, avec deux autres points C, C déterminés do la même
manière, la relation

——= X——T, (Porisme CXXIX.)Cm G m ^
'

qui entraîne, comme au Porisme LXXVIII, la suivante

Aw.B'/;2'4- AI.AA' .— Al.mm

Le Porisme est donc établi.

Si le point donné A est sur la circonférence, en E par'

exemple, le rectangle v est nul et la relation entre les deux

points m, w', qui alors convient à tous les points M de la

circonférence, devient

Ew.B'w'
T- = El.mm

C'est le cas prévu dans l'énoncé du XVP Genre.

Observations. Si dans la figure sur laquelle nous venons

de démontrer le Porisme, le point M est pris sur l'arc iE^

ou sur y F, on trouve que l'équation devient

A m . ^'m' =. AI . A'A -h AI . f7in/.

Pour les points de l'arc Er/ ou de 1 arc F/>, elle prend
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une troisième forme

km . B'm' 4- AI . mm' = AI . AA'.

Ainsi la circonférence est divisée en six arcs, /E, Ea,
ab, Z>F, F;, //. Deux de ces arcs, ab^ ij, qui sont opposés,

se correspondent-, des quatre autres, ceux qui se correspon-

dent sont d'une part «E, ^F, qui sont contigus à ab-^ de

l'autre, /E, ;F, qui sont contigus à // : et chacune des trois

équations se rapporte à Fun de ces couples d'arcs corres-

pondants.

Il n'en était pas entièrement de même dans la figure du

Porisme CXCI, qui appartient au X*" Genre, et qui ne se

distingue de celle dont nous venons de nous occuper que par

la position de la droite AA' en dehors du cercle. Les dilfé-

renles positions du point M exigeaient aussi trois équa-

tions : mais la circonférence n'était divisée qu'en quatre

parties. A deux parties opposées répondait une seule des

trois équations. Chacune des deux dernières parties em-
ployait seule une des deux équations restantes.

Mais on voit que les équations qui expriment les X*^ et

XVr' Genres se présentent ensemble dans une même ques-

tion.

Toutefois dans l'ouvrage d'Euclide les questions relatives

à ces deux Genres n'ont pas été les mêmes. Ce géomètre,

guidé par une considération théorique importante qui tient

aux imaginaires, comme nous allons le dire, a dû intro-

duire dans les énoncés des Porismes dont Pappus a formé

le XVP Genre une condition d'après laquelle ils s'ap-

pliquaient nécessairement à des questions, ou du moins

à des figures, différentes des questions ou des figures qui ont

fourni à Pappus son X'' Genre. Cette condition, c'est que

le rectangle v puisse devenir nul par suite de la position du

point A^ condition qui ji' existe pas dans le texte du X'

Genre.
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On reconnaît immédiatement dans la géométrie moderne,

que cette distinction revient au cas où les points doubles des

deux divisions homographiques formées par les couples des

points ni^ni' sont imaginaires.

Ce sont sans doute ces cas d'imaginarité dont Euclide a

voulu montrer les conséquences, en distinguant avec pré-

cision des questions qui conduisent aux mêmes relations

entre les points variables que l'on considère, et il les a ca-

ractérisées si nettement, que Pappus en a fait deux Genres

séparés.

Les Livres de la section de raison^ de la section de Ves-

pace et de la section déterminée, nous apprennent que ces

cas d'imaginarité avaient frappé vivement l'imagination

des géomètres grecs. Apollonius y a trouvé le sujet de belles

questions de maxintum qui nous ont été conservées par

Pappus, et qui suffiraient pour montrer la sagacité et le

génie de celui que les Anciens avaient surnommé le grand

géomètre.

La comparaison de ces trois ouvrages de la section de

raison, de la section de l'espace et de la section déterminée,

met aussi en évidence toute la hardiesse d'Euclide dans la

conception de ses Porismes. Elle fait sentir combien il a eu

à surmonter de difficultés pour donner toujours aux énon-

cés une rigoureuse exactitude.

Ces difficultés naissent pour la plupart de la diversité

des positions relatives des points dans une figure, en d'au-

tres termes, de la direction des segments; elles ont disparu

dans la géométrie moderne par l'introduction des signes -f-

et —

.

Si le seul problème de la section de raison, le plus sim-

ple qu'on puisse imaginer, puisqu'il s'exprime par l'équa-

tion à deux termes km = X.B'm', la plus simple aussi de

toutes celles qui se trouvent dans les Porismes, si ce pro-

blème, dis-je, à raison de ces différences de positions rela-
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lives des points et des lignes, a demandé à Apollonius

87 cas: celui de la section de l'espace 84, et celui de la sec-

tion déterminée 83, on doit être elïrayé des obstacles mul-

tipliés qu'a dû rencontrer Euclide en introduisant dans la

géométrie les équations à trois et à quatre termes qui font

le sujet d'un grande partie des Genres indiqués par Pappus.

Sans doute la nature et le vaste ensemble des proposi-

tions variées auxquelles s'appliquent ces équations qui se

rattachent à une théorie unique, celle des divisions ho-

mographiques , forment le mérite principal de Touvrage

d'Euclide. Mais on peut croire que la nouveauté hardie que

présentaient les Porismes, à raison des difficultés que nous

avons signalées, a été aussi un des motifs de Tadmiration

de Pappus pour ce grand ouvrage, en tout si original et si

profond

.

Peut-être s'étonnera-t-on qu'Euclide n'ait pas donné de

Porismes susceptibles de former un Genre exprimé par la

troisième des équations renfermées dans la formule algé-

brique
A m . IV ni! -\- v = iJL. nim\

savoir

Am.B'm'-hlA.mm'^IA.AA',

équation qui se présente dans les mêmes questions que les

deux premières, comme on l'a vu ci-dessus (Porismes

CXC, CXCl et CXCIX).

Cette abstention s'explique naturellement; car cette

équation répond précisément aux positions des points

m, ni! qui ne satisfont pas aux deux autres équations. Il

aura donc suffi à Euclide d'en faire la remarque dans quel-

que scolie, pour éviter de midtiplier inutilement les exem-

ples de Porismes. Une réserve de ce genre est bien dans

l'esprit du grand géomètre et dans le caractère de son ou-

vrage, où il n'a voulu donner que des principes et les

germes d'une foule de conséquences importantes.
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XVIr Genre. (Voir p. 184.
)

PouiSME ce. — Si autour de deux points P, Q d^iin

cercle on fait tourner deux droites

gui se coupent en M sur la circon-

férence et rencontrent en m et m'

une tangente fixe AI : le rapport

du rectangle A m.A m' a Vabscisse

mm' sera donné.

Qu'on mène Q/ parallèle à la tangente AI; et Vi qui

coupe cette tangente enl^ on aura

I m' m A
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le rectangle em.lin' est à Vabscisse mm' datis une raison

donnée.

Qu'on mène la corde Bf parallèle à ej\ et ki qui ren-

contre e/" en I, on aura

em . fm' ^

En effet, nous avons vu (Porisme CXXVI) que

em.fm' tÇ./D'
ou

cm

finem' .fin eli' .fVi' fm fm'

Par conséquent, d'après le Porisme LXXXII,

cm . fm'
\.

G. Q. D.,

XXP Genre. (Voir p. 201.)

Porisme CCII. — Un cercle et une droite DE étant

donnés^ si de Vextrémité A du dia-

mètre perpendiculaire à DE on mène

une droite qui rencontre le cercle en

m et DE en n : le rectangle Am . A n

est donné.

En effet, les deux triangles AwB,
AD 72 sont semblables, comme étant

rectangles et ayant l'angle A commun. Par conséquent,

on a

km AD
AB
=— 1 ou Aw. A/i = AB. AD.

kn

Ce qui démontre le Porisme.

Porisme CCIII. — Étant donnés deux cercles dont

ïun a pour centre un point A de la circonférence de Vau-

tre ; si une tangente au premier rencontre le second en

deux points m, it\! .le rectangle des distances de ces points

au centre du premier cercle est donné.
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Soit AB le diamètre du second cercle; AM le rayon dU

premier. On a

M Am.Am'=: AB.AM.

En elïet, les deux triangles rectan-

gles A77îB, AM m' sont semblables^

parce que les deux angles AB^ri et

A m'M sont égaux comme étant l'un et l'autre suppléments

de l'angle mm'k. Par conséquent,

A.m

ÂB
_ AM

km'

Donc, etc.

PORISME CCIV.

ou Am. Am'= AB.AM

Deux points O, A étant donnés sur

une droite^ si Von prend sur

A cette droite, d'un même côté

^ du point O, deux points varia-

bles m, m', tels^ que Von ait

Om km

A m'

le rectangle O vu. Ojx)! est donné.

Eneffet, Om.Om'==ÔÂ\
Ce Porisme n'est que la traduction du Lemme XXVÎ,

quand les deux points 77i, m' sont pris du côté opposé au

point A, à partir du point O; et du Lemme XXVII, quand

m et m' sont pris du même côté que le point A.

PomsME CCV. — Etant donnés ujt cercle et la tan-

gente en un point A, si Von mène
deux tangentes parallèles entre

elles qui rencontrent la tangente

fixe en deux points m, m' : le rec^

tangle A m . A m' est donné.

20
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Ce rectangle est égal au carre du rayon du cercle.

En cHet, soient M, M', les points de contact des deux

tangentes parallèles ^ l'angle MAM' est droit
^
par suite

l'angle niCni', dont les côtés sont perpendiculaiies aux

cordes AM , AM', est aussi droit. Le triangle niCm' est

donc rectangle en C; et conséquemment Km.kiri! = CA.

G. Q. F. D.

PoRisME CC\I. — Si par deux points D, D' pris sur

le diamètre d'un demi-cercle, à égale

distance du centre, on mène deux droi-

tes parallèles Dm, D'm' terminées à la

circonférence : le rectangle construit sur

ces deux droites est donné.

Concevons que la circonférence entière soit décrite, et

prolongeons la droite Dm jusqu'à la circonférence, en n.

Je dis que [)n est égale à \}' m' . En effet, joignons Cn et

Cm'. Les deux triangles CD/7, CD' m' sont égaux, parce

qu'ils ont des angles égaux en D et D', et deux côtés égaux

chacun à chacun. Donc

n

D'ailleurs

Donc

Dm.D/z=r:DA.DB.
Dm.D'm'=DA.DB.

Ce qui démontre le Porisme.

PoniSME CC\IL — Un triangle ACB étant donnée si

on mène deux

droites parallè-

les MN, M'N'
gui forment
l'une awec les

deux côtés CA

,

CB et l'autre

a\^ec les prolon-

gements de ces

côtés au délit
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du sommet C, les triangles MCN, M'CIN' égaux en sur-

face au triangle ACB : ces droites rencontrent la hase AB
du triangle en deux points m, m', et le rectangle des dis-

tances de ces points au milieu de AB est donné.

Ce Porisme se concJut du Lemme XXXII (proposition

i58), pris dans l'état de généralité qu'il comporte, comme
nous l'avons dit précédemment (p. 96). Soient D le milieu

de AB, et n le point où MN coupe CD^ on a, d'après le

Lemme,
2 1 r\,j 2 î \)n

Drn =DB • ^ , , ou Dm^DB-—

•

DC-hC/f Dn'

Par conséquent,

Dm =z DB . ^,, ou Dm.Dm'= DB .

D m

Ce qui démontre le Porisme.

Observation. La démonstration du Lemme donnée par

Pappus est assez pénible. Voici une démonstration directe

du Porisme. Elle est fort simple, et la démonstration du

Lemme en résulte immédiatement.

On a d'après le Lemme XX (proposition i45),

CA.CB = CM.CN ou ^ = :2ï.

Soit O le milieu de mm'; CO est parallèle à MN, et les

triangles semblables ainsi formés donnent

Doue

Cette équation, en vertu du Lemme XXXIV dont on peut

2Q.

CA OA
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POIUSME CCMTÏ.

invoquer la réciproque, entraîne celle-ci :

m A m'

A

Et de cette dernière, en vertu du même Lemme, on conclut

C. Q. F. D.

De chaque point M d'une tan-

gente à un cercle, on mène

une seconde tangente et une

droite passant par un point

donné Pj cette tangente et

cette droite rencontrent une

autre tangente HG en deux

points m, m' : on peut trou-

G^ ^ ver deux points I, J' 5wrHG,

et un espace y, tels, que le rectangle Im.J'm! sera tou-

jours égal à y.

En etïet, concevons les points M, A, B, C de la droite

EF. L'es tangentes menées par ces points rencontrent la tan-

gente HG, en m, a, h, c, et les droites menées des mêmes

points au point P rencontrent celte même tangente en

tn'^ a', h\ c .

On a, d'une part,

MA
MB
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Cette LMjuation prouve d'après le PorismeXCIII

existe deux points I, J' teJs, (|ue l'on ait

qu

conslante

Pour déterminer ees points, on fait d'abord passer par le

point P, parallèlement à GH, une droite qui rencontre EF
en /; la tangente menée par ce point i coupe GH en I.

Ensuite on obtient le point J\ en menant la tangente pa-

rallèle à GH, et par le point / où elle rencontre EF, la

droite yP^ celle droite coupe GH au point cherché J'. On
détermine Pespace v en prenant la tangente Mm dans une

position particulière. Par exemple, qu'on suppose le point

M en E, et soit F/ le point où la droite EP rencontre HG;
on aura v = IG. J'e'. Si Ion place le point M en G, et qu'on

appelle g le point de contact de la tangente HG, on aura

V=:I^.JG.
PoRiSME CCIX. — Si autour d'un point p. on fait tour-

ner une corde MM! d'un cercle^ et que d^un point P de la

circonférence on mène PM, PiVr qui rencontrent uïKC^roite

fixe DX en deux points m, m' : // existera sur cette droite

un point O, tel, que le rectangle Om ,0m' sera constant.

a.' X

(i) Dans ce Porisme XCIII, les deux séries de points m, a, h,. . . , m', a',

h',. . . sont supposées sur deux droites différentes; mais il est évident que la

relation démontrée subsiste quelle que soit la position relative des deux

droites, et conséquemment quand elles coïncident, comme cela a lieu ici.
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En efî'et, soient les trois cordes pMM', p AA', pCC\ dont

la troisième est menée de manière que PC/ soit parallèle à

DX. Soit P' le point où la droite pV rencontre la circonfé-

rence. Les quatre droites PM, PA, PC, PC rencontrent

respectivement les quatre PM', P'A', P'C, P'C en quatre

points fx, a, y, y^ situés sur une même droite (Porisme

CLXXII).

Désignons par w, «, O, les points où les trois droites PM,
PA, PC coupent DX 5 il existe entre ces points et les qua-

tre /ix, a, y, yi, la relation

Om^^W.Vit. (LemmeXI.)

Appelons pareillement p! ^ a', y, y\ les points où les

quatre droites qui partent du point P' coupent DX ^ il existe

encore entre ces points et les quatre |ut, a, y, y^ la relation

7^ , 7^ ^ 7^ . tV (Coroll. I du Lemme III, p. 82.)
7a 7i a 7 a 7, a ^

Enfin les quatre droites PM', PA', PC, PC font entre

elles les mêmes angles que les quatre FM', FA/, FC, FC
qu'elles rencontrent sur la circonférence ; et l'on en conclut,

d'après les Corollaires II et III du Lemme XI (p. 83), que

les points déterminés sur DX par ces deux systèmes d^

quatre droites ont entre eux la relation

7>'
, 7, p' _0a'

7'a^ *
7', a' O m'

Il résulte de ces trois égalités que

0/72 Oa' „ -\ I /-x i^A /——= -;

—

-) ou Orn.Oni =zK.)a,KJa .

Oa Om

Ce qui démontre le Porisme.

Porisme CCX. — Un cercle asl circonscrit à un trian-

gle PQB j et autour des deux sommets P, Q on fait tour-
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ncr deux droites PJVJ, QM qui se coupent sur là circoiijé-

rence et rencontrent , respectwe-

ment, deux droites fixes AIL^ A'\'

en deux points m, m'; si les paral-

lèles à ces droites menées par les

points P e^ Q ne se coupent pas sur

la circonférence : on pourra trouver

sur ces droites deux points I et J', tels,

que le rectangle Im.J'm' sera donné.

Qu'on mène la corde Q/ parallèle à A'X', et P/qui ren-

contre AX en I^ puis la corde P/ parallèle à AX, et Q; qui

rencontre A'X' en J'; ces deux points I et J' sont les points

cherchés, r, /•'étant les points d'intersection des droites AX,

A'X' et des côtés PR, QR du triangle, respectivement,

on aura

l,n.Vin'==\r.Vr'.

En effet, les quatre droites PM, PR, Vi et P; font entre

elles des angles égaux à ceux des droites QM, QR, Qi et

Q/. Par conséquent, si l'on conçoit que ces deux systèmes

de quatre droites coupent une transversale menée arbitrai-

rement en deux systèmes^ de quatre points m,, /'i, 1^, Ji et

m^ , r\ , r, , J',, on aura entre ces points l'équation

Ii/72, ^ JiW, r, m\ ^ J', ///,

I,r, * J,r, r, ;', * J', /•'.

Coroll.III,p. 84.

Mais d'après le Corollaire II (p. 83), le premier membre

,
, . r ^ ^ Ini , , , S'

r'

de cette équation est égal a —-? et le second a --

—

-•

Donc

Im

17
J'r'

J'w7' ou Im . J' I/'.J
/,,/

Ce qu'il fallait démontrer.

Observation. Si les parallèles à AX et A'X', menées par
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les points P et Q, se coupaient sur la circonférence, le Po-

risme n'aurait pas lieu, parce que les deux points I et J'

n'existeraient plus^ les droites qui les déterminent se trou-

vant alors parallèles, respectivement, aux droites AX, A'X!.

Ce qu'on exprime dans la Géométrie moderne en disant

que les points I et J' sont à l'infini. Ce cas a été le sujet du

Porisme CLXXXVI.

XXII*' Genre. (Voir p. a'29.

Porisme CCXI. Etant donnés deux droites SX, SX'

non rectangulaires, dans

le plan d'un cercle, et

deux points A, B sur la

première SX-, si de cha-

que point m de SX on

mène deux tangentes au

cercle j et qiion joigne

les deux points de con-

tact par une droite qui

rencontrera SX' en un

point m': on pourra trou-

i^er deux points A', B' sur

cette seconde droite don-

née , tels^ que le rectangle Am.B'm' sera au rectangle

A'm'.Bm dans une raison donnée.

Que par chacun des points A, B on mène deux tangentes

au cercle, les cordes de contact rencontreront SX' aux points

demandés A', B'. Soie J' le point où le diamètre du cercle

perpendiculaire à SX coupe celte même droite SX'; la rai-

B'J' . , ,. ,

son constante est——,-, c'esl-a-dire qu on aura

^mM m'
~~ Ââ'

'
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En etï'et, les cordes de contact des tangentes menées par

les trois points A, B, m et le diamètre perpendiculaire à SX,

qu'on peut regarder comme la corde de contact des tan-

gentes parallèles à SX, passent par un même point (Porisme

CLXXVII). Or ces droites sont perpendiculaires respecti-

vement aux droites menées du centre du cercle aux points

A, B, m, et parallèlement à SX. On a donc deux faisceaux

de quatre droites, dont les quatre dernières font entre elles,

deux à deux, les mêmes angles que les premières. Ces deux

faisceaux sont coupés, respectivement, par les deux droites

SX, SX', en des points qui, d'après les Corollaires du

LemmellI, p. 83, ont entre eux la relation

Km _k' m'
, A'J'

"ÏÏ^ ~~
B'w' • B' J'

ou

A m . B' m' _ B' J'

'BmTÂJn?
~~ ÂÔ"

'

Ainsi le Porisme est démontré.

Obaerwation. On conçoit que la considération des deux

points m et m' peut donner lieu à beaucoup d'autres Po-

rismes qui se rapportent à la plupart des Genres du pre-

mier et du second Livre. Les deux points variables m, ni!

peuvent être pris sur une même droite, car il est permis de

supposer que SX' coïncide avec SX. Il nous suffit d'indi-

quer ces Porîsmes, dont les démonstrations n'offriront au-

cune difficulté, et qui néanmoins pourront faire le sujet

d'exercices intéressants.

V*' Genre. (Voir p. i36.)

Porisme CCXIL — Autour de deux points P, Q d'un

cercle on fait tourner deux droites qui se coupent sur la

circonférence , et rencontrent une tangente fixe en m et

Po! j un point O étant donné ainsi quutic ligne a : il
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existera une droite donnée de position, telle, que le ser-

ment y-ix' formé sur cette

droite par celles qui joi-

gnent le point donné O et

les points m, m', sera tou-

jours de la longueur don-
née a.

En effet, on saîl (Porisme

CC) que l'on a

ou

km. km'
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î allélogramme doiil la diagonale gg' est sur une droite

donnée de position.

En effet, les tangentes en a et a! sont parallèles, puisque

le point S est le

centre de simi-

litude des deux

cercles (Porisme

CLXXXIII,7?e-

marque) ^ les an-

gles cab et c' a'h'

sont donc égaux. Or Tangle cV/a' est égal à l'angle c'a'b'.

Donc les angles en a et b' du triangle eab' sont égaux, et, par

conséquent, ce triangle est isocèle. Ainsi ea = eb' ^ et pa-

reillement e' a'= e'b. De sorte que la diagonale ee coïncide

avec la droite lieu des points d'où l'on peut mener aux deux

cercles des tangentes égales (Porisme CLXIII). Ce qui dé-

montre le Porisme.

VF Genre. (Voir p. iSg.)

Porisme CCXIV. — Etant données dans un cercle deux

cordes SC, SC qui partent d'un

même point S de la circonférence^

on mène de chaque point m pris sur

le prolongement de SC deux tan-

gentes au cercle ^ la corde de con-

tact rencontre SG.en un point ro! :

la droite niin' passe par un point

donné.

En eiiét, concevons que le point m prenne deux positions

A, B sur la cprde SC, puis vienne en S; les quatre cordes

de contact, dont la dernière sera la tangente en S, passe-

ront par un môme point (Porisme CLXXVII) et seront

perpendiculaires aux droites menées dn centre du < ercle

aux quatre points m, A, U, S. On aura donc deux faisceaux
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de quatre droites, dont les dernières qui partent du rentre

du cercle font entre elles, deux à deux, des angles égaux à

ceux des premières. Par conséquent, ces deux faisceaux de

quatre droites rencontrent, respectivement, les deux droites

se et se en deux systèmes de quatre points m', A', B', S et

in, A, B, S, entre lesquels a lieu l'équation suivante :

SA
SB

m k SA' m' k'

SB' ' ///B'
Corollaire III, p, 84.

On conclut de là, d'après le Corollaire I du Porisme

XXIV, que les trois droites AA', BB' et nini' passent par un

môme point. C. Q. f, d.

POTIISME CCXV

VIP Genre. (Voir p. i44-)

•

Etant donnés deux droites rectan-

gulaires SX , SX' daîis le

plan d'un ceix:le^ et un point

A sur la première, si Von
mène de chaque point m de

celle-ci deux tangentes au

cercle^ puis la corde de con-

tact qui rencontrera la se-

conde droite en un point m' :

on pourra trouver sur cette droite un point A', tel, que

le rapport des segments A m, A' m' sera donné.

La corde de contact des tangentes menées par le point A
coupe SX' en A' qui est le point demandé. Soit S' le point

où la corde de contact des tangentes menées par le point S

coupe SX' : on aura

km _ AS

k^'~' ÂTs^'

En effet, les cordes de contact des tangentes au cercltî

menées par les trois points A, ///, S passent par un même
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point (Poiisme CLXXVn),et rencontreul SX' en A', ul', S'.

Mais les droites menées du centre du cercle aux points A,

m, S sont perpendiculaires à ces cordes, respectivement.

On a donc deux systèmes de droites passant par deux points

fixes, et faisant entre elles, deux à deux, des angles droits.

Or les deux droites SX, SX' sont elles-mêmes à angle droit
;

et il en résulte, d'après le Porisme CLXXXVI, que les

points A, w, S et A', m'. S' divisent les deux droites SX,

SX' en parties proportionnelles, c'est-à-dire que l'on a

km k'
m' km AS

C. Q. F. D.

AS ~ A' S'' ^^ k'm' ~ A' S'

IX^ Genre. (Voir p. 149.)

Porisme CCXVI. — Si de chaque point m pris sur le

prolongement d'une corde EF
d'un cercle on mène deux tan-

gentes, et quon joigne les points

de contact par une droite qui ren-

contre la corde EF en un point

m', le milieu du segment mm'
étant n : le rectangle Em.Em' sera au segmeutY^u dans

une raison donnée [jl.

Cela résulte des Lemmes XXVIII etXXXIV; car, d'après

le premier de ces Lemmes, on a l'équation

Em __ F m
F^' ~ F m' '

et par conséquent, d'après le second,

Em.Em'=EA/.EF,
ou

Em.Em' ^^^
En

Donc, etc.
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XXIX' Genre, (Voir p. ajy.)

PoRiSME CCXVII. — Deux droites rectangulaires SX,

^m étant données dans le plan d'un cercle^ si de chaque

point m de la première on mène des tangentes au cercle,

et qu on joigne les points de contact par une droite qui

rencontrera la seconde droite SX' en un point m' : il exis-

tera un point O, tel, que chaque droite mm'fera un angle

donné avec la droite menée du point va à ce point O.

Et si le point de concours S des deux droites données

SX, SX' est situé sur la circonférence du cercle^ la droite

mm' sera parallèle à une droite donnée de direction.

Cette Proposition est une conséquence du Poiisme

CCXV et du CL\'\ Car, d'après le CCX\ % les deux

points /?/, m! forment deux divisions semblables et par con-

séquent le Porisme devient le même que le CL\ ".

IP Genre. (Voir p. 117.)

Porisme CCXVIII. — Étant pris deux points P, Q
sur une tangente à un cercle, on

fait tourner autour du premier

une droite Pn qui rencontre le

cercle en deux points, et Von
mène les tangentes en ces points,

lesquelles se coupent en n' : le point

de concours m des droites P n, Qn
p^ ^ ^ est sur une droite donnée de posi-

tion.

Soient S le point de contact de la tangente sur laquelle son t

pris les points P, Q 5 B le point de contact de la seconde tan-

gente issue du point P. Le point n' est situé sur la corde SB

(Corollaire du Porisme CLXX\II). Supposons le point n

de la droite Vn situé aussi sur SB : d'après le Porisme CLX,
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les poiuls n el n' seront liés par la relation

5i!

puisque le point n est situé sur la corde de contact des tan-

gentes menées par le point n'

.

Soient a, a' les points analogues à n et n\ pour une autre

droite menée par le point P. On a, de même,

;7b"

Ces deux équations donnent

S n S a

ÂB
Sn' ^ Sa'

Et cette relation prouve, d'après le Corollaire III du Po-

risme XXIV, que les points d'intersection des trois droites

Pa, PB, P/7, par les trois Qa'^, QB, Q«^ une à une, res-

pectivement, sont en ligne droite. C'est-à-dire que le lieu

du point ni est une droite qui passe par le point B.

Donc, etc.

PoRiSME CCXIX. — EtaJit. rlonnés un cercle et deux

droites RA, RP, dont

Tune rencontre le cer-

cle en deux points A,

B^ et dont l'autre passe

par le point de con-

cours P des tangefites

en ces points j une au-

tre tangente quelcon-

que aM rencontre ces

deux droites en deux

points M, N par les-

quels on mène les tangentes Ma^ Na'^: le point de con-
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cours de ces tangenfes est sur une droite donnée déposition,.

Cette droite est la corde de conlact des tangentes au

cercle menées par le point R.

En effet, cette corde passe par le point P (Porisme

CLXXVII, Corollaire), et rencontre la droite AB en un
point Q. La corde aa' passe de même par le point P et ren-

contre la corde AB en un point a : et l'on a

ll=^t!L. (Porisme CLX.)
Prt' art ^ '

Les deux tangentes Ma, Ma' rencontrent la droite PQ
en deux points m, rn' : et de la relation précédente,en vertu

du Lemme XIX, on déduit celle-ci :

P/w _ Pm'

D'autre part, la corde de contact a a" passe par le point

Q et rencontre RP en un point P^, qui fournil là relation

P.rt Qa '

En appliquant encore le Lemme XIX, et en appelant m"

le point où la tangente Na" rencontre PQ, on obtient

Vm _ Qm
Vm" ^ Qm"'

Si maintenant on compare celte équation qui détermine

le point m", à celle qui a été établie tout à Fheure pour le

point m/, on en conclut que

Vm' _ Vm"
Qm' " Qm"'

Ce qui prouve que les deux points m', m" coïncident.

Donc les deux tangentes Ma', 'Na" se coupent sur la droite

PQ.
Donc, etc.
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PoRiSME CCXX. — Si sur les rayons menés cl'un point

fv /, O aux différents points M d'une droite

L, on construit des triangles OMm sem-

blables à un triangle donné : lourds som-

mets m seront sur une droite donnée de

position.

En effet, l'angle en O de chaque

triangle OMm est de grandeur donnée XI, et chaque côté

O/^i est dans un rapport donné avec le côté OM. Il s'ensuit

que si, autour du point O, on fait tourner tous les côtés

Om, d'une même quantité angulaire égale à H, pour les

amener en Oné sur les côtés OM, les points m' seront sur

une droite IJ parallèle à la droite L5 puisque le rapport

de OM à Om' sera constant. Or les côtés Om ont tourné

de l'angle 11 en conservant leurs inclinaisons respectives,

et comme une figure de forme constante : donc le lieu des

points m est une droite qui est venue s'appliquer sur la

droite L', Cette droite fait avec celle-ci un angle égal à

l'angle H ^ et sa distance au point O est à la distance de la

droite L à ce point, dans le rapport connu des côtés Om,
OM.

Ainsi le Porisme est démontré.

Remarque, Cette question est comprise dans l'énoncé

général suivant, par lequel Pappus résume en grande par-

tie, selon ce qu'il nous apprend, les Propositions du pre-

mier Livre des lieux plans d'Apollonius,

Si par un mêmepoint^ ou par deux points différents, on

mène deux droites qui soient coïncidentes ou parallèles,

ou qui fassent entre elles un angle donnée et que ces

droites soient dans un rapport donné, ou bien qu elles

comprennent un espace donné r lorsque Vextrémité de

la première droite sera sur un lieu plan (une droite ou

un cercle) donné de position^ Vextrémité de la seconde

droite sera aussi sur un autre lieu plan donné de position,

11
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qui sera tau toi du même genre que le premier^ et tantôt de

genre différent ; tantôt placé semhlahlemenl au premier^

par rapport à la droite [qui joint les deux points)^ et

tantôt placé différemment. Ces dii^ers résultats dépendront

des différences des hypothèses.

Simson a développé cet énoncé général dans son Traité

des Lieux plans d'Apollonius, et il en a fait le sujet de seize

Propositions (IV-XIX). Ce nombre peut paraître, de nos

jours, considérable. Cependant il est à croire, d'après les

expressions de Pappus, et le grand nombre (cent quarante-

sept) des Propositions des deux Livres des lieux plans.,

qu'Apollonius en avait employé bien plus de seize pour

exposer avec sa rigueur habituelle toutes les circonstances

résumées dans cet énoncé.
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OMISSION.

XXIIl- Genre. (Voir p. 239.)

PoRisME CXXX\I bis. — Des cercles passent par un

même point Q, et cCun point donné

P on mené une tangente à chaque

cercle; puis on prend sur PQ un

^^ \^ '^7 ^0 segment Pm égal à cette tangente,

et le point m' milieu de la corde

Qn gue le cercle intercepte sur PQ : le carré de Pm est à

rabscisse mm' dans un rapport donné.

Ce rapport est 2PQ; de sorte qu'on a

Qm
PQ.

En effet, puisque Pm est égal h la tangente menée du

point P, on a

P^'^ PQ.Pn = (Pm' -h m'Q) (Pm' — m'Q)

= P^' — Q^'-,

ou

pT^' = R^' -h Q^'' ;

Or, d'après le Lemme XXII (proposition 142, dans la-

quelle les lettres A, C, D, R correspondent à P, m, m', Q),
on conclut de cette équation, que

mm ^

c. Q. F. D.

Si le cercle auquel on mène la tangente rencontrait le

prolongement de PQ, auquel cas le point m' serait aussi sur

21.
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ce prolongement, c'esl-à-diie au delà du point Q, ainsi que

le point ///, ce sérail le Lemme XXIV que Ton invoque-

rait. Dans ce Lcmrae (proposilion i5o) ce sont les lettres

A, D, B, C qui correspondent à P, m, m', Q (i).

(i) On peut penser qu'il y a eu, dans le texte de Pappus, transposition des

Lenimes XXIII et X-X.IV, et (jue ce dernier devrait suivre immédiatement le

XXII*' ; d'autant plus qu'alors les doux Lcmmes XXIII et XXV qui expri-

ment aussi une même proposition dans deux états différents de la figure, se

trouveraient l'un à la suite de l'autre, comme cela semble naturel ; et il en

est efïectivement ainsi des deux Lemmes XXVI et XX VII qui expriment

de même une seule proposition.

ERRATyi.

Pa[;eG3, ligne 3; après ces mots: à tous les points de la circonférence,

ajoutez : ou de certaines parties de la circonférence,

Page 66, ligne 3 en remontant; au lieu de ces mots : n'ont pour la plupart,

les deux premiers notamment. Usez: n'ont pour la plupart, sauf le troi-

sième qui se représente souvent,

Page 67, ligne 2 ; après ces mots .- les dix cas de la proposition des quatre

droites; ajoutez : ou du moins une partie de ces dix cas,

Page 21 5, à la suite du Corollaire ; ajoutez ce qui suit :

Observation. La première partie du Porisme précédent est le Lemme XXIU
du I*^*" Livre des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, de

Newton ; et il n'est pas hors de propos de remarquer ici que l'illustre auteur

énonce cette proposition sous la forme même des Porismes, en ces termes :

Lemma XXIII. — Si rectœ duce positione datœ AC, BD ad data puncta A, B

terminentur, datamquc haheant rationem ad imncem, et recta CD, qua puncta

indeterminata C, D junguntur, secetur in ratione data in K : dico quod punc-

tum K locahitur in recta positione data.

Page 223, ligne i/| ; au lieu de VIII*' Genre; lisez : IX*' Genre.

.,..,. ,. , AC. A'C ,. AC.B'C
Page 233, avant-derniere ligne; au lieu de .,^,, ,,^^ , Usez : —r-rr—;-;-,•

" A C . BC A'C . nC

FIJV.

S/AI
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