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Lineare Algebra

Vorlesung 26

Fiir die weitere Untersuchung von linearen Abbildungen und speziell trigo-
nalisierbaren Abbildungen miissen wir noch eine wichtige GesetzméBigkeit
im Polynomring {iber einem Korper besprechen, das Lemma von Bezout.

Das Lemma von Bezout

Wir erinnern daran, dass ein Polynom 7' € K[X] ein Polynom P € K[X]
teilt, wenn es ein Polynom @) € K[X] mit

P =TQ
gibt. Dies entspricht der Teilbarkeitsbeziehung von ganzen Zahlen Z. Von

dort ist auch das Konzept von einem gréfiten gemeinsamen Teiler bekannt.

DEFINITION 26.1. Es seien Py, ..., P, € K|[X]| Polynome iiber einem Korper
K. Man sagt, dass ein Polynom T € K|[X]| ein gemeinsamer Teiler der
gegebenen Polynome ist, wenn 7" jedes P; teilt.

DEFINITION 26.2. Es seien Py, ..., P, € K|[X]| Polynome iiber einem Korper
K. Man sagt, dass ein Polynom G € K[X] ein grifiter gemeinsamer Teiler
der gegebenen Polynome ist, wenn G ein gemeinsamer Teiler der P; ist und
wenn G unter allen gemeinsamen Teilern der P; maximalen Grad besitzt.

Ein grofiter gemeinsamer Teiler ist nicht eindeutig bestimmt, da mit G auch
c¢G fiir eine Konstante ¢ # 0 ein grofiter gemeinsamer Teiler ist. Wenn
man sich allerdings auf normierte Polynome beschrinkt, so ist der grofiter
gemeinsame Teiler eindeutig bestimmt.

DEFINITION 26.3. Polynome Py,..., P, € K[X] iiber einem Korper K hei-
Ben teilerfremd, wenn sie auler den Konstanten ¢ # 0 keine gemeinsamen
Teiler besitzen.

SATZ 26.4. Es sei K ein Korper und seien Py, ..., P, Polynome tiber K. Es
sei G ein grofiter gemeinsamer Teiler der P;.Dann gibt es eine Darstellung

mith,...,Qn € K[X]

Beweis. Wir betrachten die Menge aller Linearkombinationen

1 = {Q1P1+"'+ann|Qi€K[X]}'
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Dies ist ein Ideal von K[X], wie man direkt tiberpriift. Nach Satz 20.10 ist
dieses Ideal ein Hauptideal, also

I=(E)

mit einem gewissen Polynom FE. Es ist E ein gemeinsamer Teiler der F;.
Wegen P, € I = (F) ist ndmlich

P, = H,E,
d.h. E ist ein Teiler von jedem P;. Aufgrund einer dhnlichen Uberlegung ist
P, € (G)
fiir alle  und damit auch
(E) =1 C (G).
Also ist
E = GF.

Da nach Voraussetzung G den maximalen Grad unter allen gemeinsamen
Teilern besitzt, muss F' # 0 eine Konstante sein. Also ist

(G) = (B) = I

und insbesondere G € I. Also ist GG eine Linearkombination der P;.

U
KOROLLAR 26.5. FEs sei K ein Korper und seien Py, ..., P, teilerfremde
Polynome 1iber K.Dann gibt es eine Darstellung
Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 26.4.
|

BEMERKUNG 26.6. Zu gegebenen Polynomen Py, ..., P, € K[X] ldsst sich
sowohl der grofite gemeinsame Teiler G bestimmen als auch eine Darstellung

wie in Satz 26.4 explizit angegeben. Dazu kann man sich auf n = 2 be-
schrinken. Es sei der Grad von P; mindestens so grofl wie der Grad von P;.
Die Division mit Rest liefert

P, = PBHy+ R,

mit einem Restpolynom, dessen Grad kleiner als der Grad von P, ist bzw.
das 0 ist. Entscheidend ist, dass die Ideale

(P, Py) = (Ps, Ry)

und damit der grofite gemeinsame Teiler von P, und P, und von P, und Ry
iibereinstimmen. Nun fithrt man die Division mit Rest durch, bei der P, durch
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Ry mit dem Rest R3 geteilt wird, wobei wiederum das Ideal (R, R3) mit dem
Ausgangsideal iibereinstimmt. So erhilt man eine Folge von Restpolynomen

R():Pl,Rl:PQ,RQ,...,R]C?QO,O,

wobei zwei benachbarte Reste das gleiche Ideal erzeugen. Es ist dann Ry
(also der letzte von 0 verschiedene Rest) der grofite gemeinsame Teiler von
Ro und R;. Eine Darstellung von Ry, als Linearkombination der Ry, R, erhélt
man, indem man die Gleichungen, die die Division mit Rest beschreiben, von
unten nach oben zuriickarbeitet.

Das in der vorstehenden Bemerkung beschriebene Verfahren heifit euklidi-
scher Algorithmus. Es gilt entsprechend auch fiir ganze Zahlen.

BEISPIEL 26.7. Wir mochten den grofiten gemeinsamen Teiler fiir die beiden
Polynome X% + X + 1 und X — 1 aus Q[X] berechnen. Dazu fiihrt man die
Division mit Rest durch und erhélt

X+ X+1=(X+2)(X-1)+3.

Daher sind die beiden Polynome teilerfremd. Eine Darstellung der 1 ist

1 = %(X2+X+1)—%(X+2)(X—1).

Wir erwéhnen noch das Lemma von Bezout fiir die ganzen Zahlen.

SATZ 26.8. Jede Menge von ganzen Zahlen a, . . ., a,besitzt einen grofiten ge-
meinsamen Teiler d, und dieser ldsst sich als Linearkombination der aq, . .., a,
darstellen, d.h. es gibt ganze Zahlen ry,...,r, mit

riay + roas + - - - + rpa, = d.

Insbesondere gibt es zu teilerfremden ganzen Zahlen aq, ..., a, eine Darstel-
lung der 1.
Beweis. Siehe Aufgabe 26.10. O
Hauptrdume

Wir wollen weiterhin untersuchen, inwiefern man trigonalisierbare Abbildun-
gen durch Matrizen beschreiben kann, die nicht nur obere Dreiecksgestalt
haben, sondern dariiber hinaus noch weitere einfache Eigenschaften erfiillen.
Dafiir gehen wir zwei Schritte. In dieser Vorlesung werden wir eine trigona-
lisierbare Abbildung als direkte Summe von Abbildungen auf Hauptriumen
darstellen. In den néchsten beiden Vorlesungen werden wir die Endomorphis-
men auf den Hauptridume selbst studieren.
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DEFINITION 26.9. Zu einer linearen Abbildung ¢ auf einem K-Vektorraum
V und einem Eigenwert A\ € K nennt man

Haupt, (¢) = U kern (o — A1d)"
neN
den Hauptraum zu ¢ zu diesem Eigenwert.

Wenn V' endlichdimensional ist, so wird die Kette
kern (o — A1d) C kern (¢ — AId)* C kern (p — AId)?
stationér, d.h. es gibt ein » € N mit
Haupt, (¢) = kern (¢ — A1d)".

Hauptréaume sind nach Aufgabe 26.28 invariant unter der linearen Abbildung.
Es gilt nach Definition

Eigy (¢) € Haupt,(¢),

wobei fiir diagonalisierbares ¢ Gleichheit gilt, sieche Aufgabe 26.22. Trigona-
lisierbare Abbildungen werden wir iiber ihre Hauptraume verstehen.

LEMMA 26.10. Es sei @: V — V eine lineare Abbildung auf einem endlich-
dimensionalen K-Vektorraum V und sei

—P.Q
©
eine Faktorzerlegung des charakteristischen Polynoms in teilerfremde Poly-
nome P,Q € K[X|.Dann gilt die direkte Summenzerlegung
V = kern P(p) @ kern Q(¢p),

wobei diese Riume @-invariant sind. Die Einschrinkung von P(y) auf den
kern Q(y) ist bijektiv.

Beweis. Nach dem Lemma von Bezout gibt es Polynome S,7 € K|[T
mit
SP+TQ = 1.
Es sei U = kern P(p) und W = kern Q(¢). Es sei v € V. Nach dem Satz
von Cayley-Hamilton ist

0 = xe(®) = (P(p) 0 Q(¥))(v) = P()(Q(#)(v))

und somit gehort das Bild von Q(¢) zum Kern von P(¢) und umgekehrt.
Aus

v = Idv()
= (SP+TQ)(¥)(v)
= S(@)(P(p)(v)) + T () (Q(p)(v))
= P(@)(S(p)(v)) + Qp)(T(p)(v))

kann man ablesen, dass der linke Summand zu bild P(p) C kern Q(¢) und
der rechte Summand zu bild Q(p) C kern P(p) gehort. Es liegt also eine
Summenzerlegung vor, die direkt ist, da aus P(¢)(v) = Q(¢)(v) = 0 sofort
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v = 0 folgt. Fiir die ¢-Invarianz der Ridume siehe Aufgabe 26.28. Zu v €
kern Q(¢) ist

v = S(@)(P(p)(v) + T()Q)(v) = SP)(P(p)(v)) = P(@)(S(p)(v)),

d.h. es gilt bild P(¢) = kern Q(y) und somit ist die Einschrinkung von P(yp)
auf den Kern von Q(¢p) surjektiv, also bijektiv.

g

BEISPIEL 26.11. Wir betrachten die Permutationsmatrix

0 01
100
010

iiber R, das charakteristische Polynom ist
xv =X -1=(X-1)(X’+X+1) =P-Q,

wobei die beiden Faktoren teilerfremd sind. Wir iiberpriifen Lemma 26.10 an
diesem Beispiel. Es ist

-1 0 1
P(M) =M —FE3 = 1 -1 0
0 1 -1
mit
1
kern P(M) = Eig, (M) = R |1
1
und
010 0 0 1 1 00 1 1 1
QM)={00 1]+ O0O0)J+(0 1T 0] =111
1 00 010 0 01 1 11
mit
1 0
kenQ(M) = (| -1],{ 1 |)
0 -1
Es ist
1 1 0
RE=R|1|a([-1],| 1]
1 0 -1
Ferner ist
1 -1 0 1 1
P(M) | -1 = 1 -1 0 -1



1 0
= —|-1]1+11
0 -1
und
0 -1 0 1 0
PM)| 1 = 1 -1 0 1
-1 0o 1 -1 -1
-1
= -1
2
1 0
= —|-1]1-2111,
0 -1

woraus man ablesen kann, dass die Einschrénkung von P(M) auf kern Q(M)
bijektiv ist. Die Darstellung der 1 aus Beispiel 26.7 fiithrt zur Matrixgleichung

100 {11y {2001\ /-1 0 1
01 0l==(111)=-=(120][1 =1 0
00 1 S\t 11)] 3\o12/\o 1 -1
SATZ 26.12. Es sei
p:V—V

ein Endomorphismus auf dem endlichdimensionalen K-Vektorraum V und
sei A € K.Dann ist die Dimension des Hauptraumes Haupt, () gleich der
algebraischen Vielfachheit von .

Beweis. Wir schreiben das charakteristische Polynom zu ¢ als
XW = (X - /\)kQ’
wobei (X — \) in @ nicht als Linerarfaktor vorkommt, d.h. k ist die alge-

braische Vielfachheit von A. Dann sind P = (X — A\)* und @ teilerfremd und
nach Lemma 26.10 ist dann

V = kern P(p) ® kern Q(¢)

und

P(p) = (¢ — A Id)k: kern Q(¢) — kern Q(¢p)
ist eine Bijektion. Es ist ferner

H := Haupt,(¢) = kern P(yp),

wobei die Inklusion D klar ist und die andere Inklusion sich daraus ergibt,
dass hohere Potenzen von X — A\ wegen der eben erwidhnten Bijektivitat
auf kern Q(p) keine weiteren Elemente annullieren. Fiir das charakteristische
Polynom gilt wegen der direkten Summenzerlegung nach Lemma 23.7 die
Beziehung

Xe = X1 X2,
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wobei x; das charakteristische Polynom zu |y und ys das charakteristische
Polynom zu ¢|kem q(yp) ist. Da (¢ — M* auf H die Nullabbildung ist, ist das
Minimalpolynom zu ¢|g und damit auch das charakteristische Polynom x;
eine Potenz von (X — \), sagen wir

X1 = (X - )\)d’
wobel

sei. Insbesondere ist somit d < k, da x; ein Teiler von x,, ist. Bei d < k
miisste A\ eine Nullstelle von Y5 sein und A\ wére ein Eigenwert von go|kemQ(g,).
Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass P(y) auf diesem Raum eine Bijek-
tion ist.

4

KOROLLAR 26.13. Zu einer linearen Abbildung p: V — V auf einem end-
lichdimensionalen K-Vektorraum V und zwei Figenwerten A # Jdhaben die
zugehorigen Hauptrdume den Durchschnitt 0, also

Haupt, (¢) N Haupts(¢) = 0.

Beweis. Das charakteristische Polynom von ¢ sei
Xp = (X = V(X = 8)'F,

wobei in F' weder A\ noch ¢ eine Nullstelle sei. Nach Satz 26.12, angewendet
auf Q = (X —0)°F, ist

Haupt, (¢) Nkern Q(¢) = 0.
Wegen Haupts(p) C kern Q(¢) folgt daraus sofort
Haupt, (¢) N Haupts(p) = 0.

SATZ 26.14. Es sei
p:V—V

ein trigonalisierbarer K-Endomorphismus auf dem endlichdimensionalen K -
Vektorraum V.Dann ist V' die direkte Summe der Hauptrdiume, also

V' = Haupt,, (¢) ® - -- ® Haupt, (),

wobei Ay, ..., Ay die verschiedenen Eigenwerte zu ¢ durchliuft, und o ist die
direkte Summe der Einschrinkungen

auf den Hauptrdumen.



Beweis. Es sei
Ko = (X = A8 (X = )t

das charakteristische Polynom, das nach Satz 25.10 in Linearfaktoren zerféllt,
wobei die \; verschieden seien. Wir fithren Induktion iiber m. Bei m = 1
gibt es nur einen Eigenwert A und nur einen Hauptraum. Nach Korollar
24.3 ist dann auch das Minimalpolynom von der Form (X — A)® und daher
ist V' = Haupt,(p). Es sei die Aussage nun fiir kleineres m bewiesen. Wir
setzen P = (X —=A)" und Q = (X —X\)" -+ (X = \,,)F und sind damit in
der Situation von Lemma 26.10 und Satz 26.12. Wir haben also eine direkte
Summenzerlegung in ¢-invariante Untervektorrdume

V' = Haupt,, (¢) ® kern Q(¢).

Das charakteristische Polynom ist nach Lemma 23.7 das Produkt der cha-
rakteristischen Polynome der Einschrénkungen auf die beiden Rdume. Nach
Satz 26.12 ist (X — \;)* das charakteristische Polynom der Einschrinkung
auf den ersten Hauptraum, daher muss () das charakteristische Polynom der
Einschrankung auf kern Q(P) sein. Das heifit insbesondere, dass diese Ein-
schriankung ebenfalls trigonalisierbar ist. Nach der Induktionsvoraussetzung
ist also kern Q(P) die direkte Summe der Hauptrdume zu Ao, ..., A, und
daraus ergibt sich insgesamt die direkte Summenzerlegung fiir V' und fiir ¢.
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