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Arbeitsblatt 54

Ubungsaufgaben

AUFGABE 54.1. Betrachte die Abbildung
0:R— R, z+—2°—2% - 22+ 2.

Fiir welche Punkte P € R ist ¢ reguldr? Was besagt der Satz {iber implizite
Abbildungen in dieser Situation? Wie sieht lokal die Faser in einem regulédren
Punkt aus? Kann es leere Fasern geben? Bestimme die Faser iiber 0.

AUFGABE 54.2. Was besagt der Satz iiber implizite Abbildungen fiir den
Fall einer stetig differenzierbaren Funktion ¢: R — R? Fiir welche Punkte
P € R sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt? Wie sieht es aus, wenn
¢ ein Polynom ist?

AUFGABE 54.3. Was besagt der Satz iiber implizite Abbildungen fiir den
Fall einer stetig differenzierbaren Funktion ¢: R™ — R"? Fiir welche Punkte
P € R" sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt?

AUFGABE 54.4. Es seien
f,g: R—R

zwei stetig differenzierbare Funktionen, deren Ableitungen f’ und ¢ stets
positiv seien. Zeige, dass die Funktion

p: R? — R, (z,y) — f(z) + 9(y),

stetig differenzierbar und in jedem Punkt regulér ist. Man gebe explizit eine
Beschreibung der Fasern von ¢ als Graph an.

AUFGABE 54.5. Beschreibe die Fasern der Abbildung
0: R? — R, (z,y) — zy.
Man gebe, falls dies moglich ist, Diffeomorphismen zwischen R und den Fa-

Sern von @ arn.

AUFGABE 54.6. Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem re-
guldren Punkt der Abbildung

0: R? — R, (x,y) — xy.
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AUFGABE 54.7. Beschreibe die Fasern der Abbildung
0: R? — R, (z,y) — 2* + 12

Man gebe, falls dies moglich ist, Diffeomorphismen zwischen offenen Inter-
vallen I C R und (moglichst grofien) offenen Teilmengen der Fasern von ¢
an.

AUFGABE 54.8. Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem re-
guldren Punkt der Abbildung

©: R? — R, (z,y) |—>I2+y2.

AUFGABE 54.9. Finde fiir die folgenden Kurven

v: R — R?
Abbildungen
¢: R? —R
derart, dass das Bild von v genau die Faser von ¢ iiber 0 ist.
(1) 7(t) = (¢, £).
(2) v(t) = (£, 7+ 1).

(3) 7(2)

AUFGABE 54.10.*

Es sei

(cost,sint).

fiR—R
eine Funktion.
a) Realisiere den Graphen von f als Faser zu einer Abbildung
R* — R
iiber 0.
b) Sei f stetig differenzierbar. Zeige, dass die Punkte auf dem Graphen von
f regulér sind.
AUFGABE 54.11. Sei
0: R* — R, (z,y,2) — 2> + > + 22
Man fertige eine Skizze an, die die Fasern, die Tangentialrdume und lokale
Diffeomorphismen zwischen Tangentialraum und Faser sichtbar macht.
AUFGABE 54.12. Sei
¢: Ry xR — R, (z,y) — ¥,

Man fertige Skizzen fiir den (1) Graph und (2) die Fasern und die Tangenti-
alrdume dieser Abbildung an.



AUFGABE 54.13. Es sei
p: R" — R™
eine stetige Abbildung und F' C R" die Faser {iber P € R™. Zeige, dass es
auch eine stetige Abbildung
v: R" — R
derart gibt, dass F' die Faser von v iiber einem Punkt a € R ist.

AUFGABE 54.14. Es sei V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und
U C V ein Untervektorraum. Zeige, dass es eine lineare Abbildung

p: V—=W

in einen weiteren reellen endlichdimensionalen Vektorraum W derart gibt,
dass U die Faser iiber 0 € W ist und dass ¢ in jedem Punkt v € V regulér
ist.

AUFGABE 54.15. Ein Fufiballfeld soll in einen Park mit Erhebungen und mit
Senken umgewandelt werden. Dabei sollen die Linien unverdndert bleiben
und alle anderen Punkte sollen ihre Hohe &ndern. Ist dabei jede Vorgabe,
welche umrandeten Gebiete erhoht oder gesenkt werden sollen, moglich? Ist
jedes solche Vorhaben durch eine stetige oder eine differenzierbare Hohen-
funktion durchfithrbar? Konnen im differenzierbaren Fall alle Punkte regular
sein?

AUFGABE 54.16. Es sei G C R" offen und
p: G — R™
eine stetig differenzierbare Abbildung, die im Punkt P € G ein surjektives
totales Differential besitze. Es sei
v: U— R"
(mit U C R offen) ein lokaler Diffeomorphismus auf die Faser durch P,

bei dem @) € U auf P abgebildet wird. Zeige, dass man den Tangentialraum
an die Faser durch P auch als

{p + (D) () |u e Rn*m}

beschreiben kann.
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Die néchste Aufgabe kniipft an Aufgabe 36.24 an.

AUFGABE 54.17. Im Nullpunkt 0 € R? befinde sich die Pupille eines Auges
(oder eine Linse) und die durch = —1 bestimmte Ebene sei die Netzhaut
N = R? (oder eine Fotoplatte). Bestimme die Abbildung

Ry xR x R — R?,

die das Sehen (oder Fotografieren) beschreibt (d.h. einem Punkt des Halb-
raumes wird durch den Lichtstrahl ein Punkt der Netzhaut zugeordnet). Ist
diese Abbildung differenzierbar? Fiir welche Punkte ist diese Abbildung re-
guldr, wie sehen die Fasern aus?
AUFGABE 54.18. Wir betrachten die Abbildung

o R® — R, (t,7,y) — —t* + 27 +y*.

Bestimme die reguldren Punkte und die Fasern dieser Abbildung.

AUFGABE 54.19. Wir betrachten die Abbildung
p: R? — R?, (2,y,2) — (2y,y2).
Bestimme die reguldren Punkte, die Fasern, das Bild und das Bild aller re-
guldren Punkte dieser Abbildung.
AUFGABE 54.20. Beschreibe den Tangentialraum an die Faser in jedem re-

guldren Punkt der Abbildung
0: R* — R, (z,y,2) — 2> +y* + 2%

AUFGABE 54.21.*
Wir betrachten die Abbildung
0: R — R? (2,9,2) —> (ZL’2 +y? + 22, 2x+3y+4z) )
a) Bestimme die reguldren Punkte der Abbildung ¢. Zeige, dass P = (1, -2,
1) regulér ist.

b) Beschreibe fiir den Punkt P = (1, —2,1) den Tangentialraum an die Faser
F von ¢ durch P.

c) Man gebe fir P = (1,—2,1) einen lokalen Diffeomorphismus zwischen
einem offenen Intervall und einer offenen Umgebung von P in der Faser F'
durch P an.

AUFGABE 54.22. Es seien L und M Mengen und L x M ihre Produktmenge.
Beschreibe die Faser der Projektion
LxM— M, (z,y) —> vy,

iiber einem Punkt y € M. Kann die Faser leer sein?



AUFGABE 54.23. Seien Lq,..., L, und M,..., M, Mengen und seien
i Li — M,

Abbildungen. Zu einem Punkt P; € M; sei F; C L; die Faser von ; iiber
P;. Zeige, dass die Faser der Produktabbildung ¢ = ¢y x --- X ¢, iiber
P=(P,...,P,) gleich F} x --- x F, ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 54.24. (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
R? — R, (z,y) — 2 -siny — y - cos(zy).

Zeige, dass die Faser durch den Punkt P = (2, 3) sich lokal durch eine diffe-
renzierbare Kurve

i I — R% t— y(2),
mit v(0) = P parametrisieren ldsst, und bestimme die moglichen Werte der
Ableitung +/(0).

AUFGABE 54.25. (4 Punkte)

Bestimme den Tangentialraum an die Faser im Punkt (2, —1,3) der Abbil-

dung
P Rs — RZ? (%,y,Z) — (xZGZ _y37 %) )
e z
und zwar sowohl durch lineare Gleichungen als auch durch eine parametri-

sierte Gerade.

AUFGABE 54.26. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
0: R* — R, (z,y,2) — 22 +y* + 2%,
im Punkt P = (1,—1,2). Man gebe eine differenzierbare Abbildung
v: U — R?

an, wobei U eine moglichst grofle offene Teilmenge des Tangentialraumes

TpF an die Faser Fp von ¢ durch P ist, die eine Bijektion zwischen U und
V N Fp stiftet (P € V C R3? offen).
AUFGABE 54.27. (4 Punkte)
Es seien

w1, p2: R" — R
stetige Abbildungen und seien F} und F;, Fasern dieser Abbildungen, d.h. es
sei F1 = @7 (b)) und Fy = ;' (by) (fiir gewisse by, by € R). Zeige, dass es
eine stetige Abbildung

p: R" — R

und ein a € R derart gibt, dass F; U Fy = ¢~ '(a) ist.
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AUFGABE 54.28. (4 Punkte)
Man gebe explizit eine stetige Abbildung
o: R2 — Ry
derart, dass die Faser von ¢ iiber 0 gleich I = {(z,0) | x € [0, 1]} ist.

AUFGABE 54.29. (5 Punkte)
Zeige, dass die Fasern der Abbildung
0: R? — R, (z,y) — 2% — 1,

in jedem Punkt P = (x,y) lokal homdomorph zu einem offenen reellen In-
tervall sind. D.h. dass es zu jedem Punkt P = (x,y) eine offene Umgebung
(x,y) € U, ein offenes Intervall I C R und eine stetige Bijektion

[ —UN Fp,

gibt (wobei F'p die Faser von ¢ durch P bezeichnet), deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist.
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