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Resumen

Se mostrarán identidades finitas obtenidas al iterar el operador Σ
sobre la función aritmética f(n) = np, aplicando conceptos como el

teorema de linealidad iterativa, la extensión compleja del operador Σz,
la ±1/2-Transformación, el operador Σ±1/2 y los números de Stirling se

presenta una forma alternativa entender y exponer identidades.

1. Deducción iterativa y breve introducción

Primero, observamos que para cualquier función aritmética f al aplicarle el

operador Suma

n∑
k=1

[ ], haciendo correr el ĺımite superior n en todo el conjunto

de números naturales, esto define una nueva función aritmética g de modo tal
que,

g(n) =

n∑
k=1

f(k),

y aplicando este razonamiento m veces, se define una nueva función aritmética
gm tal que,

gm(n) =

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

f(km).

Y con notación compacta esto se escribe como,

gm(n) =

n∑
m

k=1

f(k).
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Por lo tanto, recordando que

n∑
k=1

1 = n ∀n ∈ N, entonces aplicando el

operador Suma

n∑
k=1

[ ] a la igualdad anterior, obtenemos que

n∑
k=1

k =

n∑
s=1

s∑
k=1

1. (1)

Por otra parte, recordemos que

n∑
k=1

k =
n2

2
+

n

2
.

Entonces aplicando

n∑
k=1

[ ] a la igualdad anterior se tiene que,

n∑
s=1

s∑
k=1

k =

n∑
k=1

k2

2
+

n∑
k=1

k

2
. (2)

Por otro lado, aplicando el operado Suma a (1) tenemos que,

n∑
s=1

s∑
k=1

k =

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1. (3)

Aśı, despejando la suma de los cuadrados en (2) y sustituyendo (1) y (3) se tiene
que,

n∑
k=1

k2 = 2

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑

s=1

n∑
k=1

1.

Por lo tanto resulta que,

n∑
k=1

k =
n2

2
+

n

2
⇒

n∑
k=1

k2 = 2

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑

s=1

n∑
k=1

1.

De manera análoga y utilizando lo anterior podemos ver lo siguiente,

n∑
k=1

k2 =
n3

3
+
n2

2
+
n

6
⇒

n∑
k=1

k3 = 6

n∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−6

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1+

n∑
s=1

n∑
k=1

1

y de forma similar,

n∑
k=1

k3 =
n4

4
+

n3

2
+

n2

4
⇒

n∑
k=1

k4 = 24

n∑
v=1

v∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1− 36

n∑
t=1

t∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1

+ 14

n∑
r=1

r∑
s=1

s∑
k=1

1−
n∑

s=1

s∑
k=1

1.
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Por lo tanto, se puede hallar una expresión de

n∑
k=1

kp en términos de

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

1. (4)

Entonces usando notación compacta se deduce que;

n∑
k=1

kp =

p∑
r=1

g(p, r)

n∑
r+1

k=1

1 =

p∑
r=1

g(p, r)

(
r + n

n− 1

)
∀n, p ∈ N

donde, g(p, r) son constantes que solamente depende del parámetro p.
Es más, con un poco más de cálculos es claro que esto se reduce a la siguiente

identidad,

n∑
k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+2(n) (5)

teniendo en cuenta que,

S(p, r) = S(p− 1, r − 1) + rS(p− 1, r)

representan los números de Stirling de segunda clase y usando el hecho que,

n∑
m−1

k=1

1 = θm(n)

=

(
m+ n− 2

n− 1

)
∀n, p ∈ N.

Por tanto, una vez obtenida la identidad (5) es sencillo es revisar como se

caracterizan las iteraciones del operador

n∑
k=1

[ ] sobre la función f(n) = np,

n∑
m

k=1

kp =

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

km−1∑
km=1

kpm

=

n∑
k1=1

k1∑
k2=1

· · ·
km−2∑

km−1=1

p∑
r=1

g(p, r)

km−1∑
r+1

km=1

1

=

p∑
r=1

g(p, r)

n∑
m+r

k=1

1

=

p∑
r=1

g(p, r)θr+m+1(n).
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Por lo tanto se sigue que,

n∑
m

k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+m+1(n). (6)

Y por el teorema de linealidad en la iteración para funciones aritméticas
tenemos que,

n∑
m

k=1

kp =

n∑
k=1

θm(k)(n+ 1− k)p

=

n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
(n+ 1− k)p.

Aśı podemos ver de forma explicita que,

n∑
k=1

(
m+ k − 2

k − 1

)
(n+ 1− k)p =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+m+1(n). (7)

Por otra parte, usando la definición de iterada compleja por medio del ope-

rador

n∑
z−1

k=1

[ ] en la ecuación (5) obtenemos lo siguiente,

n∑
z−1

k=1

k∑
s=1

sp =

n∑
z−1

k=1

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+2(k)

=

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)

n∑
z−1

k=1

θr+2(k)

=

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+z+1(n).

Y como,

n∑
z−1

k=1

k∑
s=1

sp =

n∑
z−1+1

k=1

kp

=

n∑
z

k=1

kp.
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Aśı, comparando igualdades se obtiene la iterada de orden complejo de
f(n) = np.

n∑
z

k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+z+1(n) ∀z ∈ C. (8)

A su vez, usando la definición de iterada compleja para cualquier función
aritmética f,

n∑
z

k=1

f(k) =

n∑
k=1

θz(k)f(n+ 1− k)

=

n∑
k=1

zn−1

(n− 1)!
f(n+ 1− k)

donde,

zn−1 =


z(z + 1) · · · (z + n− 2) ∀z ̸= 0,∀n > 1,[
1

n

]
∀z = 0,∀n ∈ N,

1 ∀z ̸= 0, n = 1.

Entonces se tiene la siguiente expresión explicita de (8)

n∑
k=1

zn−1

(n− 1)!
(n+ 1− k)p =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+z+1(n). (9)

De forma particular para z = 0 se tiene que,

np =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+1(n). (10)

Ahora, tomando z =
1

2
en la ecuación (8) se tiene la siguiente identidad,

n∑
1
2

k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+ 3
2
(n). (11)
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Por lo tanto, usando las definiciones usuales de los factoriales extendidos y
la definición de 1/2-Transformación tenemos que,

θr+ 3
2
(n) =

(r + 3
2 )

n−1

(n− 1)!

=
Γ(n+ r + 3

2 − 1)

Γ(r + 3
2 )Γ(n)

=
Γ(n+ r + 1

2 )

Γ(r + 3
2 )Γ(n)

=
Γ(n+ r + 1

2 )

(r + 1
2 )Γ(r +

1
2 )Γ(n)

=
2

2r + 1

(2n+ 2r)!

4n+r(n+ r)!

4rr!

(2r)!

1

(n− 1)!

=
2

2r + 1

(2n+ 2r)!

4n+r(n+ r)!

(n+ r)!

(n+ r)!

r!

r!

4rr!

(2r)!

n

n!

=
2n

4n(2r + 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

) .

Entonces usando el hecho de que θr+ 3
2
(n) =

2n

4n(2r + 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

)
en la ecuación (11) se obtiene la siguiente identidad,

n∑
1
2

k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)
2n

4n(2r + 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

) . (12)

Y nuevamente, por la definición de la 1/2-Transformación se obtiene la si-
guiente expresión de la ecuación (12),

n∑
k=1

2k

4k(2k − 1)

(
2k

k

)
(n+1−k)p =

p∑
r=1

(−1)p−rS(p, r)
2nr!

4n(2r + 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

) .

(13)
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Análogamente, para z = −1

2
en la ecuación (8) se tiene que,

n∑
− 1

2

k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)θr+ 1
2
(n) (14)

y como

θr+ 1
2
(n) =

2n

4n(2n+ 2r − 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

) ,

entonces sustituyendo en (14) se deduce que,

n∑
− 1

2

k=1

kp =

p∑
r=1

(−1)p−rr!S(p, r)
2n

4n(2n+ 2r − 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

) . (15)

Por otra parte, usando el concepto de (-1/2)-Transformación, la definición
de iterada compleja de una función aritmética y las propiedades de la función
Gamma de Euler, se tiene que

θ−1/2(n) =
(−1/2)n−1

(n− 1)!

=
2n

22n(2n− 1)(3− 2n)

(
2n

n

)
.

Y sustituyendo lo anterior en (15) se tiene la siguiente igualdad,

n∑
k=1

2k

22k(2k − 1)(3− 2k)

(
2n

n

)
(n+1−k)p =

p∑
r=1

2n(−1)p−rr!S(p, r)

4n(2n+ 2r − 1)

(
2n+ 2r

n+ r

)(
n+ r

r

)
(
2r

r

) .

(16)
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Ahora recordando las leyes de invertibilidad de los números de Stirling de
primera y segunda clase sabemos que,

g(p) =

p∑
r=1

S(p, r)f(r) ⇔ f(p) =

p∑
r=1

(−1)p−rs(p, r)g(r)

donde,
s(p, r) = s(p− 1, r − 1) + (p− 1)s(p− 1, r)

son los números de primera clase. Por lo tanto, usando está propiedad en la
ecuación (8) se obtiene la siguiente identidad,

n∑
z

k=1

p∑
r=1

s(p, r)kr = p!θp+z+1(n) ∀z ∈ C. (17)

Y revisando casos particulares se tiene lo siguiente.

(a1) Para z = 0,

p∑
r=1

s(p, r)nr = p!θp+1(n). (18)

(a2) Para z =
1

2
,

p∑
r=1

s(p, r)

n∑
k=1

2k

4k(2k − 1)

(
2k

k

)
(n+1−k)r =

2np!

4n(2p+ 1)

(
2n+ 2p

n+ p

)(
n+ p

p

)
(
2p

p

) .

(19)

(a2) Para z = −1

2
,

p∑
r=1

s(p, r)

n∑
k=1

2k

22k(2k − 1)(3− 2k)

(
2n

n

)
(n+1−k)r =

2np!

4n(2n+ 2p− 1)

(
2n+ 2p

n+ p

)(
n+ p

p

)
(
2r

r

) .

(20)

Para finalizar vale la pena comentarse que el hecho de centrase en la idea
iterativa ayuda en facilitar la explosión de varias de las identidades presentadas
ya que es común, presentarlas por separado en diversos contextos minimizando
aśı la relación inmediata que existe entre dichas identidades.
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