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Resumen

Se mostraran identidades finitas obtenidas al iterar el operador %
sobre la funcién aritmética f(n) = nP, aplicando conceptos como el
teorema de linealidad iterativa, la extension compleja del operador X,
la £1/2-Transformacién, el operador ¥11/2 y los nimeros de Stirling se
presenta una forma alternativa entender y exponer identidades.

1. Deduccion iterativa y breve introduccion

Primero, observamos que para cualquier funcion aritmética f al aplicarle el
n

operador Suma, Z[ ], haciendo correr el limite superior n en todo el conjunto

k=1
de numeros naturales, esto define una nueva funcién aritmética g de modo tal

que,

n

g(n) =Y f(k),
k=1

y aplicando este razonamiento m veces, se define una nueva funcién aritmética

gm tal que,

n ]i)l

km—2 km—1
=33 S flha).

k1=1ko=1 km—-1=1kn=1

Y con notaciéon compacta esto se escribe como,

gmln) = 3 ()

k=1

n
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Por lo tanto, recordando que Zl = n Vn € N, entonces aplicando el
k=1

operador Suma Z[ ] a la igualdad anterior, obtenemos que

k=1
SE-Y Y 0
k=1 s=1 k=1
- n? n
Por otra parte, recordemos que Z k= e + 5

k=1

n
Entonces aplicando Z[ | a la igualdad anterior se tiene que,

k=1

n S n kz n k
DD k=D 5D 5 (2)
s=1 k=1 k=1 k=1

Por otro lado, aplicando el operado Suma a tenemos que,

n S

IDILED D HIN] ®)

s=1 k=1 r=1s=1 k=1

Asi, despejando la suma de los cuadrados en y sustituyendo (1) y se tiene
que,

n n n

EH WAL B

r=1s=1k=1 s=1k=1
Por lo tanto resulta que,

n s S

ék—T;JrZ Zk2_2z Y- iil

r=1s=1k=1 s=1k=1

De manera andloga y utilizando lo anterior podemos ver lo siguiente,

n 3 2 T n n
SR =t = Z DN AT IR P
k=1 k= t=1r=1s=1k=1 r=1s=1k=1 s=1k=1
y de forma similar,
En:k3—"—4+”—3+"—2 = ik‘*—mivir 51—36nir 51
4 2 4 B e el
k=1 k=1 v=1t=1r=1s=1 k=1 t=1r=1s=1k=1
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n
Por lo tanto, se puede hallar una expresién de Z kP en términos de
k=1

km —2

)SDSD S 3BT "

ki1=1ko=1 km—-1=1kn=1

Entonces usando notacién compacta se deduce que;

p
Zk”—ng, ZT+11—ZQ(p,T)(;tq) Vn,p €N
r=1

donde, g(p,r) son constantes que solamente depende del parametro p.
Es mads, con un poco mas de célculos es claro que esto se reduce a la siguiente
identidad,

n p

Sk = Y ()P S ()6, 42(n) (5)

k=1 r=1

teniendo en cuenta que,
S(p,?") = S(p_ ]-,T_ 1) +7"S(p— 1,T)

representan los nimeros de Stirling de segunda clase y usando el hecho que,

n

Zm—ll - Hm(n)

k=1

- m-—+n—2
o n—1

) Vn,p € N.

Por tanto, una vez obtenida la identidad es sencillo es revisar como se
n

caracterizan las iteraciones del operador E [ ] sobre la funcién f(n) =n?,
k=1

'ml

SRS 0D DR ol oy

ki=lko=1  km_1=1kn=1

km—1

- iz S S

k}l 1]62 1 k}m 1= =1r=1

n
p’ Zm+T

k=1

Em=1

M@ HM

9@, 7)0r tmy1(n).

%
I
—
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Por lo tanto se sigue que,

D2 K= DTS ()6 i () (6)

k=1 r=1

Y por el teorema de linealidad en la iteracién para funciones aritméticas
tenemos que,

Zm kP = iem(k)(n +1—Fk)P

— i(m+k_2>(n+1—k)p.

k=1

b
Il
ol
>~
=

Asi podemos ver de forma explicita que,

> (m - 2) (n+1=k)P=> (1)1, 7)0ymi1(n). (7)

k=1 r=1

Por otra parte, usando la definicién de iterada compleja por medio del ope-
n

rador E ) [ ] en la ecuacién 1) obtenemos lo siguiente,
e
k=1

n k n P
S = S SIS, ) (k)

k=1 s=1 k=1 r=1
n

- Z(fl)p”’r!S(p, r) 2271 Or42(k)

r=1 k=1

= Z(—l)p_rr!S(;mT)9r+z+1(n)~

Y como,

3

k n
E P = E kP
z—1 z—1+4+1
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Asi, comparando igualdades se obtiene la iterada de orden complejo de

fn) =P,

S K=Y ()P S )1 (n) Yz € C. ®)

k=1 r=1

A su vez, usando la definicién de iterada compleja para cualquier funcién
aritmética f,

n

S i) = Y 0k)fn+1-k
k=1

k=1
n Zﬁ
k=1 ’
donde,
2(z4+1)- - (z4+n—2) Vz #0,Yn > 1,
P [H Vz=0,Vn € N,
1 Vz#0,n=1.

Entonces se tiene la siguiente expresién explicita de (8|

n n—1 p

Z —
Z m(n +1—Fk)? = Z(_Up "P1S(p, )0y 41 (R). 9)
k=1 ’ r=1
De forma particular para z = 0 se tiene que,

n? = Z(—l)p_r’l“!S(p, 7)0r11(n). (10)

r=1

1
Ahora, tomando z = 3 en la ecuacién se tiene la siguiente identidad,

B= (1P 1S (p, )0, 3 (n). (11)
r=1

N

n
k=1
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Por lo tanto, usando las definiciones usuales de los factoriales extendidos y
la definicién de 1/2-Transformacién tenemos que,

r4 3)n—1

L(n+r+32—1)
L(r+3)T(n)
F(n+r+3)
L(r+3)C(n)
Ln+r+3)
(r+3)L(r + 3)L(n)
2 (2n+2r)! 47! 1
2r + 14ntr(n+r)! (2r)! (n — 1)!
2 (@2n+2r)! (n+r)!rld47rl n
2r + 147+ (n+ ) (n+ )l r! (2r)! n!
2n + 2r n+r
2n ( n+r ) ( r )

4n(2r +1) <2r>

r
2n + 2r n+r
2n n—+r r

n(2r 1 1) (2r)

Entonces usando el hecho de que 6, 3 (n) =

r
en la ecuacién ([L1]) se obtiene la siguiente identidad,

2n+2r\ (n+r
zn: kpi(l)pTT!S(p7T)4n(2in+ 1)( "*T(QT)( d ) (12)

r

Y nuevamente, por la definicién de la 1/2-Transformacién se obtiene la si-
guiente expresiéon de la ecuacién (12]),

2421\ (n+7
kzi:@(;ck_l) (2:) (nt+1—k)P = i(l)prs(p7 T)4n(22:71 ; ( n+r<2>r)< r )

(13)
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1
Anédlogamente, para z = —5 en la ecuacion se tiene que,
n P
S =S ()P S (1), 4 (n) (14)
2
k=1 r=1

y como
(271 + 2r) (n + 7'>
2n n4+r T
9 =
r+3 () A" (2n +2r — 1) o :
r
entonces sustituyendo en se deduce que,
(2n + 2r> (n + r)
n p
2
Z _ n n+r r . (15)

P — Z(_l)l’ "rlS(p,r) An(2n +2r — 1) (2T>

k=1 r=1
-

Por otra parte, usando el concepto de (-1/2)-Transformacién, la definicién
de iterada compleja de una funcién aritmética y las propiedades de la funcién
Gamma de Euler, se tiene que

(127
(n—1)!

© me e (4)

Y sustituyendo lo anterior en se tiene la siguiente igualdad,

0_1/2(n)

2n + 2r n+r
b (2o g L)

2k —1) 2n+2r—1) <2r)
T

(16)
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Ahora recordando las leyes de invertibilidad de los nimeros de Stirling de
primera y segunda clase sabemos que,

p p

9p) => S, f(r) & fp)=> (-1’ "s(p,r)g(r)

r=1 r=1

donde,
S(p,?") = S(p_ 17T - 1) + (p_ 1)S(p_ 1,7")

son los numeros de primera clase. Por lo tanto, usando estd propiedad en la
ecuacién (8)) se obtiene la siguiente identidad,

Zz Z s(p,r)k" = plOyi.11(n) VzeC. (17)

k=1 r=1
Y revisando casos particulares se tiene lo siguiente.

(a1) Para z =0,

Z s(p,r)n” = pllpi1(n). (18)

r=1

1
(ag) Para z = 2

30 i (%) oy = g2 G0

ak(2k —1) \ k 4n(2p + 1) <2p>

(19)

—

k=1

<

1
(a2) Para z = —3

n

. e (D)
Y3 =53 () = T s p<2:> —

(20)

Para finalizar vale la pena comentarse que el hecho de centrase en la idea
iterativa ayuda en facilitar la explosion de varias de las identidades presentadas
ya que es comun, presentarlas por separado en diversos contextos minimizando
asi la relacién inmediata que existe entre dichas identidades.
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