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MEMBRES DE LA SOCIETE

AU i" FEVRIER 1892.

Bureau.

Préaident, M. M. Lohest.

Vice-Président, » J. Frafpont.

Secrétaire général, » le Paige.

Trésorier-Bibliothécaire, » J. Deruyts.

Membres effectifs.

1 842 Selys Longghamps (baron E. de) , membre de l'Académie

royale de Belgique,

1853 Candèze, E., membre de l'Académie royale de Belgique,

à Glain par Liège.

PÀQUE, A., ancien professeur de mathématiques à l'athénée

de Liège (Flémalle-Grande).

18S5 Dewalque, G.j^professeur à l'université de Liège, membre

de l'Académie royale de Belgique.
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1856 Catalan, C. E.
,
professeur émérite à riiniversité, associé

de l'Académie royale de Belgique.

1860 GiLLON, A., professeur à l'université.

1868 Graindorge, L. A. J., professeur à l'université.

1870 Masius, V., professeur à l'université, correspondant de

l'Académie royale de Belgique.

Vanlafr, C.
,

professeur à l'université, correspondant

de l'Académie royale de Belgique.

1871 Van Beneden, Ed., professeur à l'université, membre

de l'Académie royale de Belgique.

1874 FiRKET, Ad., chargé de cours à l'université, ingénieur

en chef au corps des niiiK s.

1875 Swaen, a., professeur à l'université.

1878 LE Paige, c, professeur à l'université, membre de l'Aca-

démie royale de Belgique.

1879 JoRissEN, A., chargé de cours à l'université.

1880 Neuberg, J., professeur à l'université, correspondant de

l'Académie royale de Belgique.

1881 Fraipont, j., professeur à l'université.

1884 Deruyts, j., chargé de cours à l'université, correspondant

de l'Académie royale de Belgique.

Ronkar, Em,, chargé de cours à l'université.

Ubaghs, p., répétiteur à l'École des mines.

1885 Gravis, A., professeur à l'université.

1887 LoHEST, M., agrégé spécial à l'université.

Forir, h., répétiteur à l'Ecole des mines.

Deruyts, Fr., docteur en sciences, assistant à l'université.

Lambotte, Er., docteur en médecine, à Verviers.

.De Heen, p., chargé de cours à l'université, membre

de l'Académie royale de Belgique.

1890 Beaupain, j., docteur en sciences, ingénieur au corps

des mines.
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Membres correspondants.

I. — Sciences physiques et mathématiques.

1842 Laguesse, directeur divisionnaire honoraire des mines,

à Tournai.

1845 Maus, inspecteur général des ponts etchaussées, à Bruxelles.

1847 De Cuypek, A. C, professeur émérite à l'université de

Liège, à Bruxelles.

1852 Ettingshausen (baron Constantin von), membre de

l'Académie des sciences de Vienne, à Graz.

1855 Bède, Em., industriel, à Bruxelles.

1854 Petrina, professeur de physique, à Prague (Bohême).

1855 Liais, ancien directeur de l'Observatoire impérial de Rio

de Janeiro, maire de Cherbourg.

Tchébycheff, p., membre de l'Académie des sciences,

à Saint-Pétersbourg.

1858 Caligny (marquis de), correspondant de l'Institut, à Ver-

sailles (France).

1865 GossAGE, membre de la Société chimique, à Londres.

1865 HuGUENY, professeur, à Strasbourg.

ÏERSSEN, général d'artillerie, à Anvers.

De Colnet d'Huart, conseiller d'État, à Luxembourg.

Dausse, ingénieur en chef des ponts et chaussées, à Paris.

Folie, F., directeur de l'Observatoire royal de Bruxelles.

1866 Ledent, professeur au collège communal de Verviers.

1867 Barnard, président de l'Ecole des mines, à New-York

(États-Unis).

Boncompagni (prince Balthasar), à Rome.

Helmholtz (von), professeur de physique, à Berlin.

1869 Marié Davy, directeur de l'Observatoire météorologique

de Montsouris.

ScHLÔMiLCH, professeur d'analyse à l'École polytechnique

de Dresde.
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1870 Bertrand, J. L. F., membre de rinslilut, à Paris.

1 871 Imschenetski, membre de l'Académie, à Saint-Pétersbourg.

Henry, L., professeur à l'université de Louvain.

DuRÉGE ,
professeur à l'université de Prague (Bohême),

Masters, Maxwell T., membre de la Société royale,

à Londres.

Le Boulengé, P., colonel d'artillerie.

1872 Vallès, inspecteur honoraire des ponts et chaussées^

à Paris.

Garibaldi
,
professeur à l'université de Gènes (Italie).

Kanitz, D' Aug.
,
professeur à l'université de Klausen-

bourg (Hongrie).

1875 Bâtes, H., membre de la Société royale de Londres.

Hermite, Ch,, membre de l'Institut, à Paris.

Darboux, g., membre de l'Institut, à Paris.

1874 Winkler, D. C. J., conservateur du Musée de Harlem

(Néerlande).

Van Rysselberghe, aide à l'Observatoire royal, à Bruxelles.

1875 Mansion, p., professeur à l'université de Gand.

MiCHAELis, 0.,captain, chiefof Ordnance, à Saint-Paul,

Minn., département de Dakota (Etats-Unis).

Dewalque, Fr., professeur à l'université de Louvain.

1876 Balfour, Th. G. H., membre de la Société royale, à

Londres.

1877 TissANDiER, Gaston, rédacteur du journal la Nature, à Paris.

1879 Sylvester, J. J., professeur à l'université d'Oxford.

CzuBER, professeur, à Prague.

1880 Cremona, Luigi, directeur de l'École d'application, à

Rome.

Weyr, Ém., professeur à l'université de Vienne (Autriche).

Ibanez, général, directeur de l'Institut cartographique, à

Madrid.

Studnicka, F., professeur de mathématiques à l'université

de Prague.

Van der Mensbrugge, Gustave, professeur, à l'université

de Gand.



1880 De Tilly, J., colonel, membre de l'Académie de Belgique,

à Bruxelles.

BoJNNET, Ossian, membre de riiistitiit, à Paris.

1881 Sébert, colonel d'artillerie de la marine française, a Paris.

AîVGOT, A., attaché au bureau central météorologique de

France, à Paris.

WiEDEMANN, G., professcur à l'université de Leipzig.

Plainte , G., à Paris.

KoHLRAUSGH, directeur de l'Institiit physique de Wurz-

bourg.

QuiNGKE, professeur de physique, à Heidelberg.

GiORDANO, inspecteur du corps des mines, à Rome.

GuisCARDi, professeur à l'université de Naples.

Laisant, C. a., député, à Paris.

Beltrami ,
professeur à l'université de Pavie.

1882 Mascart, membre de l'Institut, à Paris.

BouNiAKOWSKi, membre de l'Académie des sciences, à

Saint-Pétersbourg.

1883 Breituof, N., professeur à l'université de Louvain.

Mittag-Leffler, g., professeur à l'université de Stock-

holm.

GoMÈs ÏEiXEiRA, F., aucicn professeur à l'université de

Coïmbre.

1884 BiERENS de Haan, D., professeur à l'université de Leide.

Gerono, C., rédacteur des Nouvelles Annales de mathé-

matiques, à Paris.

1885 ScHUR, Fréd., professeur à l'université de Dorpal.

Pigquet, répétiteur à l'Ecole polytechnique, à Paris.

de Longghamps (Gohierre), professeur au lycée Charle-

magne, à Paris.

VanÉcek, J. s., professeur, à Jicin (Bohême).

Cesàro, E., professeur à l'université, à Palerme.

1887 Walras, L., professeur à l'Académie de Lausanne.

Menabrea, marquis de Val -Dora, ambassadeur de

S. M. le roi d'Italie, à Paris.

GueciA, docteiu' en sciences, à Palerme.
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1887 WiJLLNER, professeur à l'École polytechnique d'Aix-

la-Chapelle.

Paalzow, directeur de l'École technique de Berlin.

1888 OcAGNE (Maurice d'), ingénieur des ponts et chaussées,

à Cherbourg (France).

II. — Sciences naturelles.

1842 Van Beneden, J. P., professeur à l'université de Louvain.

1843 Keyserling (comte A. de), membre de l'Académie des

sciences de Saint-Pétersbourg.

1845 Hagen, professeur à l'université de Cambridge (États-

Unis).

1848 Klipstein (von), professeur à l'université de Giessen.

1852 Dana, J. D., professeur de géologie et d'histoire naturelle,

à New-Haven (États-Unis).

1853 Wkstwood, professeur de zoologie à l'université d'Oxford

(Angleterre).

Waterhouse, conservateur au iMusée Britannique, à

Londres.

1854 KÔLLiKER (von), professeur à l'université de Wurzbourg

(Bavière).

Drouet, h., naturaliste, à Charleville (France).

Stammer, docteur en médecine, à Dusseldorf (Prusse).

Erlenmeyer, docteur en médecine, à Neuwied (Prusse).

Lucas, H., aide-naturaliste au Muséum d'histoire naturelle,

à Paris.

Blanchard, E., membre de l'Institut, à Paris.

1855 Geinitz, H.B., professeur à l'Ecole polytechnique, à Dresde.

1859 Marseul (abbé de), entomologiste, à Paris.

Beyrich, professeur à l'université de Berlin.

Marcou, j., géologue, États-Unis.

1860 Du Bois-Reymond, professeur à l'université de Berlin.
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1860 Brugke, professeur à l'université de Vienne.

1862 Caspary, professeur de botanique à l'université de Kônigs-

berg (Prusse).

1864 Thomson, J. , membre de la Société entomologique de

France, à Paris.

DuRiEU DE Maisonneuve, directeur du Jardin Botanique,

à Bordeaux (France).

Brïiner de Watteville, directeur général des télégra-

phes, à Vienne.

1863 Zeis, conservateur au Muséum royal d'histoire naturelle,

à Dresde.

Lk Jolis, archiviste perpétuel de la Société des sciences

naturelles de Cherbourg (France).

Hamilton, membre de la Société géologique de Londres.

De Borre, a., ancien conservateur au Musée royal

d'histoire naturelle, à Bruxelles.

1866 RoDRiGUEZ, directeur du Musée zoologique de Guate-

mala.

1867 GossELET, J., professeiu' à la faculté des sciences de Lille

(France).

Radoszroffski ,
président de la Société entomologique

de Saint-Pétersbourg.

1869 Simon, E., naturaliste, à Paris.

1870 Trautsghold, professeur, à Breslau.

Malaise, C., professeur à l'Institut agronomique de Gem-

bloux.

1871 Van Hooren, docteur en sciences, à Tongres.

iMiJLLER (baron von), botaniste du gouvernement, à Mel-

bourne (Australie^.

Thomson, James, vice-président de la Société géologique

de Glasgow.

Capellini (commandeur G.), professeur de géologie à

l'université de Bologne.

1875 Clos, directeur du Jardin des Plantes, à Toulouse.

Hall, James, paléontologiste de l'Etat, à Albany (Etats-

Unis).
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1873 Whitney, J. D., géologue de l'Etat, directeur du Geolo-

gical Survey de Californie (Etats-Unis).

Glaziou, botaniste, directeur des Jardins impériaux à Rio

de Janeiro.

Ladislao Netto, botaniste, directeur du Musée de Rio

de Janeiro.

De Carvalho (Pedro Alphonso), docteur en médecine,

directeur de rHôpilal de la Miséricorde, à Rio

de Janeiro.

BuRMEiSTER, H., directeur du Musée national de Buenos-

Ayres.

MoRENO, E. P., paléontologiste, à Buenos-Ayres.

Areschoug, professeur adjoint à l'université de Lund

(Suède.)

1874 Gegenbauer, professeur à l'université de Heidelberg.

Hackel, professeur à l'université de léna.

Waldeyer, professeur à l'université de Berlin.

Huxley, professeur à l'école des mines, à Londres.

1875 Eimer, professeur à l'université de Tubingue.

De la Valette Saint-George, professeur à l'université

de Bonn.

Ray-Lankesïer ,
professeur à l'université de Londres.

Packard, professeur ;") l'université de Salem (Etats-Unis).

Flemming, W., professeur à l'université de Kiel.

Plateau, F., professeur à l'miiversité de Gand.

Rômer, F., professeur à l'université de Breslau.

Saporta (Gaston marquis de), correspondani de l'Institul

de France, à Aix (France).

1876 Balfour, 1. B., professeur de botanique à l'université,

à Oxford.

1877 Mac Lachlan, Rob., membre de la Société entomologique,

à Londres.

1878 Hertwig, R., professeur à l'université de Municb.

Strasburger, professeur à l'université de Bonn.

Brongniart, Charles , à Paris.

1879 Wetterby, professeur à l'université de Cincinnati.



1879 Bolivar, I., professeur, à Madrid.

RiTSEMA, conservateur au Musée royal d'histoire naturelle,

à Leyde.

Renard, Alphonse, professeur à l'université de Gand.

1 881 Key, Axel, professeur à TEcole de médecine de Slockholm.

Retzius, G., professeur à l'Ecole de médecine de Stockholm.

Meneghini, professeur à l'université de Pise.

Taramelli, professeur à l'université de Pavie.

Gestro, D' R., conservateur au Musée d'histoire naturelle

de Gènes.

Salvadori (comte Th.), professeur à l'université de Turin.

1885 HuLL, Edward, directeur du Geological Survey d'Irlande.

Sandberger, Fridolin, professeur à l'université de Wurz
bourg.

1884 Trinchese, professeur à l'université de Naples.





LISTE

DES

SOCIÉTÉS SAVANTES, REVUES, ETC.,

AVEC LESQUELLES

LA SOCIÉTÉ DES SCIENCES DE LIÈGE

échange ses publications.

BELGIQUE.

Bruxelles. — Académie royale des sciences, des lettres et des

beaux-arts de Belgique.

Observatoire royal.

Société entomologiqiie de Belgique.

Société malacologique de Belgique.

Société royale belge de géographie.

Société belge de microscopie.

Musée royal d'histoire naturelle.

Lilèg-e. — Société géologique.

lions. — Société des sciences, des lettres et des beaux-arts du

Hainaut.

Grand. — Mathesis, directeur: P. Mansion, professeur à runiversilé.

ALLEMAGNE.

Berlin. — Kônigliche Akademie der Wissenschaften.

Deutsche Geologische Gesellschaft.

Entomologischer Verein.

Zeitschrift fur die gesammten Naturwissenschaften.

Bonn. — Naturhistorischer Verein der Preussischen Rheinlande

und Westphalens.



EfireslaiB. — Scklesische Gesellschaft fur vaterlândische Culiur.

C®lina.i*o — Société d'histoire naturelle.

E]rlaug;cn. — PhysikaUsch-medicinische Societàt.

Francfort. — Senckenbergische nalunvissenschaftliche Gesell-

schaft.

Friboiarg. — Nalurforschende Gesellschaft.

Giessem. — Oberhessische Gesellschaft fier Natur- iind Heilkunde.

OorlîtïE. — Nalurforschende Gesellschaft.

Oherlausitzische Gesellschaft der Wissenschaften.

(vottlaigue. — Kônigliche Gesellschaft der Wissenschaften und

Georg-August-Universildt.

Malle. — Naturwissenschaftlicher Verein fier Sachsen und Thii-

ringen.

Naturforschende Gesellschaft.

Kaiserliche Leopoldinisch-Carolinische Deutsche Akademie

der Naturforscher.

Kiel. — Naturwissenschaftlicher Verein.

Kâsnîgsberg. — Kônigliche pliysikalisrh-okonomische Gesell-

IjaMïSslMit. — Botanischer Verein.

ILcip«îîÇ. — Nalurforschende Gesellschaft.

MetK. — Académie des lettres, sciences, arts et agriculture.

Msasiîeli. — Kôniglich Bayerische Akialemie der Wissenschaften.

Kônigliche Sternwarle.

MtBastcr. — Westfâlischer Provincial-Verein fur Wissenschaften

und Kunsl.

OlFeiibacli. — Offenbacher Verein fur Naturkunde.

Stettîn. — Enlomologischer Verein.

SttBttgart. — Verein fur vaterlândische Naturkunde in Wur-

temberg.

Wîesbaden. — Nassauischer Verein fïir Naturkunde.

"ï^'iaraBïoaBrg. — Physikalisch-niedicinische Gesellschaft inWurz-

burg.

ÎEwick.au. — Verein fur Naturkunde.



XIX

AUTRICHE-HONGRIE.

Hermaniiistaclt. — Siebenburgischer Verein fur Naturwissen-

schaften.

Innsprnck. — JVaturwissenschaftlich-medicinischer Verein.

Prague. — Koniglich bôhmische Gesellschaft cler Wissenschaften

Ivaiserlich-Kônigliche Sternivarte.

Vienne. — Kaiserliche Akademie der Wissenschaften.

Kaiserlich-Kônigliche zoologisch-botanische Gesellschaft.

Kaiserlich- Kônigliche geologische Reichsanstalt.

Agrani. — Académie Sudo- Slave des sciences.

Craco^ie. — Académie des sciences.

ESPAGNE.

lladridl — Real Academia de Ciencias.

FRANCE.

Béxiers. — Société d'étude des sciences naturelles.

Bordeaux. — Académie des sciences, belles-lettres et arts.

Société linnéenne.

Société des scietices physiques et naturelles.

Caen. — Société linnéenne de Normandie.

Cherbourg. — Société des sciences naturelles.

Bijon. — Académie des sciences.

liîlle. — Société des sciences, de l'agriculture et des arts.

Ijyon. — Académie des sciences.

Société d'agriculture.

Société linnéenne.

lloutpellier. — Académie des sciences et lettres.

Mancy. — Société des sciences [ancienne Société des sciences natu-

relles de Stiyisbourg).

Paris. — Société géologique de France.

Société Philomatique.

Muséum d'histoire naturelle.
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liouen. — Société des amis des sciences naturelles.

Académie des sciences.

Toulouse. — Académie des sciences.

Société des sciences physiques et naturelles.

froyes. — Société académique de l'Aube.

Ag;eii. — Société d'agriculture, sciences et arts.

GRAiNDE-BRETAGNE ET IRLANDE

llublin. — Royal Irish Academy.

Royal Society.

lilflînibourg;. — Geological Society

.

liondres. — Geological Society.

Linnean Society.

Royal Society.

GrlasgoTV. — Geological Society.

Natural history Society.

Philosopliical Society.

Slanchester. — Litterary and philosophical Society.

ITALIE.

Uolog;ne. — Accademia délie Scienze.

Cataue. — Accademia gioenia di scienze naturali.

Cvènes. — Osservatorio délia R. Universita.

llodcue. — Societa dei naturalisti.

Maples. — Societa Reale.

Païenne. — Islituto tecnico.

Societa di scienze naturali e economiche.

Circolo matematico.

IMse. — Societa di scienze naturali.

Home. — Bulleltino di bibliografia délie scienze matematichc

publié par le prince B. Boncompagni.

Reale Accademia dei Lincei.

Accademia pontificia de' Nuovi Lincei.

R. Comitato geologico d'ftalia.



LUXEMBOURG.

Luxembourg'. — luslilut royal gruiul-ducal, section des sciences

naturelles et muthéniatiqiies.

NÉERLANDE.

Aansterclau». — KoninkUjke Académie van wetenschappen.

Harleiu. — Société hollandaise des sciences.

Musée Tejjler.

Rotterdam. — Batuaf'sch Genootscliap der proefondervindelijke

wijsbegeerte.

Deift. — École polytechnique.

PORTUGAL.

Coïmbre. — Journal des sciences mathématiques et astrono-

miques, rédacteur : M. Gomès Teixeira.

liisbonne. — Académie des sciences.

RUSSIE.

Helsing^for»». — Société des sciences de Finlande.

lloscou. — Société impériale des naturalistes.

Saint-Pétersbourg;. — Académie impériale des sciences.

Société d'archéologie et de numismatique.

Société entomologique.

Société impériale de minéralogie.

SUÈDE ET NORVÈGE.

Bergen. — Muséum.

Christiania. — Kongelige Frederiks Universitet.

Stockholm. — Académie royale des sciences.

iVordist medicinskt Arkiv, directeur : D"" Axel Key.

Entomologiska fôreningen, 94. Drotlninggatan.

Acta mathematica, rédacteur : M. Mittag-Leffler.
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DANEMARK.

ropenlia$s;uc. —- Tidskrift for Malhemalik : \y H. G. Zeuthex,

professeur à l'université.

Académie royale des sciences.

SUISSE.

Berne. — Naturforscheiuh Gesellschafl.

Société helvétique des sciences naturelles.

IVeiacliatel. — Société des sciences naturelles.

Sclia-fhonse. — Nalurforschende Gesellschafl.

AIÉIUQUE.

ÉTATS-UNIS.
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SUR

LA CORRÉLATION POLAIRE IiNVOLUTIVE

DANSm ESPACE LINÉAIEE QUELCONQUE (*)•

I. — Représenlons par a^, et par |,, i variant de 1 à n -4- i,

les coordonnées homogènes d'un point X et d'un espace H
an— 1 dimensions, situés dans un espace à n dimensions.

Les éléments de cet espace sont rapportés à un polyèdre fonda-

mental à n -h i faces, qui sont des espaces an— 1 dimensions.

Considérons une forme bilinéaire symétrique gauche à n + 1

variables, que nous représenterons symboliquement par

avec les conditions,

a^fti^ — ai,a'i ou a,i= — a*, , a,, = 0,

i et k variant de 1 à n + 1.

Cette forme, égalée à zéro, définit dans l'espace considéré une

corrélation polaire involutive que nous nous proposons d'étudier

dans ses traits principaux.

Si nous supposons les a;, constants, l'équation /"=0 établit

une relation linéaire entre des coordonnées y, de points de

l'espace à n dimensions : nous obtenons donc l'équation d'un

espace plan an — 1 dimensions.

(*) Ce travail a été présenté à la Société des sciences dans sa séance

de juin 1889.
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Si nous désignons par p un facteur de proportionnalité, cet

espace aura pour coordonnées,

(A)p$2 = — Oiî^Ci -t- -t- 023X3 H 1- a2„^.iX„^.i,

P?„+I = Ofln+l-l^l Cf2„^iX2 •••
"nii-|-j3^„"+"05

nous dirons que cet espace correspond au point X.

En multipliant les équations précédentes respectivement par

x^, Xç,, ..., x„^i et faisant la somme, nous obtenons,

(tX) = Ç,Xi -4- §2X2 -+-••-+- f „+iX„+, =

Donc, à un point de l'espace, X, il correspond un espace plan

an — 1 dimensions, passant par le point considéré.

Nous appellerons le déterminant, A, des coefficients des Xi

dans les équations (A), le discriminant de la forme f; il est

visible que ce discriminant est un déterminant symétrique

gauche. Nous distinguerons, pour la suite, deux cas : 1° n impair;

2° n pair.

II. — Si n est impair, le déterminant A, qui est d'ordre pair,

est un carré. Nous supposerons, d'abord, ce carré différent de

zéro. Le système (A) peut alors être résolu par rapport aux

quantités a?,; si nous remarquons que les mineurs A^ et A^, de A

sont égaux et de signes contraires, nous aurons les formules,

ç'x^= A,2ti -+- -^ A23§3 -« <- A2„+1§„+1,

P X„^t= ^in+l^l •A2„+iÇ2 Ajn^jÇs ••• A„.„^iÇ„+ U,

Nous déduisons, également de ces formules,

(êX) == t,X, -t- fjSTî H ^ ?„+iaf«+l = 0.

Dans la corrélation définie par f= 0, à un espace plan
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an — 1 dimensions, il correspond un point qui est situé dans

cet espace.

A un point X, de coordonnées x\ il correspond un espace S,

passant par X, , et à un point Xg de coordonnées x] il correspond

un espace Sg passant par X2 : on a les relations,

(X.H,)--=0, (X,S,) = 0.

A tout point X de la droite (X1X2), il correspond un espace

an — 1 dimensions passant par X et par (HiHs).

En effet, si l'on prend

X= Xi-H AX2,

on obtient, d'après les formules (A),

s = Sj -+- AS2
;

on a

(XS) = (X.S.) -t- A^(X,S,) + ((X,S,) -4- (X,HO) i = 0,

puisque

(X,s,) = 2 i^i^l — ^Ul)Cik
ik

et

ik

donc,

(X.S,) + (X,H.) = 0.

A tout espace an — \ dimensions S passant par (XjXg), il

correspond un point X situé dans S et dans (HiSg).

En effet, si l'on a

(sxo = o, (rx,).= o,

on obtient :

(XH.) = 0, (XH,) = 0,

d'après les relations

(HX.)-f-(XE.) = 0,

et

(SX,)-f-(XS,) = 0.
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On démontrerait de même qu'à tout espace à w — 1 dimen-

sions, passant par (HiHj), il correspond un point de (XjXa) et

qu'à un point de (S, Sa), il correspond un espace an — 1

dimensions, passant par (XiXg).

La droite (XjXa) et l'espace an — 2 dimensions (S, Ha) seront

appelés espaces conjugués. Si ces deux espaces ont un point en

commun, ils coïncident.

En effet, soient : X le point commun, S l'espace correspon-

dant; on a

X = X, -4- aXj

et

(X,S,) = 0, {X,z,) = 0,

(XS.) = 0, (Xr,) = 0;

or, d'après les formules (A),

s, = Hj -4- AS2,

on a donc :

(XeO = (X.S,) -H A(X,SO = X(X,E,) =
el

(XS,) = (X.z,) -+- x[X,-,) = >(X,S2) =^ 0.

On peut donc énoncer celte propriété :

Théorème 1. — Si une droite rencontre son espace conjugué,

elle y est contenue tout entière et réciproquement.

En général, à k points Xj, Xg, ..., X^, dont la jonction forme

un espace à /c— 1 dimensions, Ek_i, il correspond A; espaces

plans an — 1 dimensions, dont l'intersection forme un espace

an — k dimensions, E„_i. Ces deux espaces correspondants

sont conjugués, en ce sens qu'à tout espace à p dimensions

situé ou passant par l'un, il correspond un espace an — p — 1

dimensions passant ou situé dans l'autre.

Supposons que deux espaces conjugués E^_i et E„_t ont en

commun un espace k k— 2 dimensions, E^_^ : il est d'abord

évident que cet espace Ei_j coïncide avec son espace correspon-
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dant; par conséquent, si nous le considérons comme étant la

jonction de A; — 1 points,

Xi, X2, ..., At_j,

et si

s,, a,2? •••• 2i_i,

sont les espaces correspondants de ces points, nous aurons les

conditions,

(X,H,) = (X.s^)= - = (X.H,_0 = 0,

(X2S1) =(X2S2) = ••• =(X2Sa_i) = 0,

(Xi_,S,) = (Xa_)S2) = ••• = (Xa._iS4,.i) = 0.

L'espace Et_, peut être considéré comme étant la jonction

de Ea_2 et d'un point Xi; £„_* peut être considéré comme étant

l'intersection de l'espace correspondant de Ei_j et de S, corres-

pondant deX. OrE„_4doit contenir E*.,, on a donc de plus les

conditions :

(X,S) = (X23) = ... = (X._,3) = (X2) = 0,

et comme conséquence :

(xs.) = (Xe.) = .-.=(Xs,_o = o.

En interprétant ce résultat, nous pourrons énoncer la pro-

position suivante :

Théorème II. — Deux espaces conjugués à k — l et à n — k

dimensions, qui ont en commun un espace à k — 2 dimensions,

coïncident.

On démontrerait facilement que, si l'espace E^., rencontre

son espace conjugué en un espace à /c— h dimensions, Ea.^,

tous les espaces k k— h -i- l dimensions passant par E^.^ et

situés dans E^..,, coïncident avec leurs espaces conjugués, et que

les espaces à n — k -+• h — 2 dimensions passant par E„_^, et

situés dans l'espace à n — k -h h— 1 dimensions, conjugué

de E^.ft, passent par leurs espaces conjugués.
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Nous pourrions démontrer toute une suite de théorèmes sur

les espaces qui se correspondent (*); pour le moment, nous nous

bornerons à énoncer les principales propriétés, en nous réser-

vant de revenir ultérieurement sur ce sujet.

Théorème III. — Les espaces k dimensions d'un faisceau dont

l'axe est un espace à k — 1 dimensions qui se correspond, et qui

sont situés dans l'espace conjugué à cet axe, se correspondent.

Théorème IV. — Les espaces à k dimensions qui se corres-

pondent tt qui appartiennent à un faisceau dont Cespace axial

à k— 1 dimensions se correspond, sont situés dans l'espace

conjugue à cet axe.

Théorème V. — Les espaces à k h- i dimensions qui se corres-

pondent et passent par un espace à k dimensions qui se correspond,

sont situés dans l'espace conjugué à cet espace à k dimensions.

Théorème VI. — Tous les espaces à k -4- i dimensions passant

par un espace à k dimensions q\ii coïncide avec son espace con-

jugué, et qui sont situés dans cet espace conjugué, se correspondent.

Théorème Vil. — La jonction de deux espaces qui se corres-

pondent, situés dans deux espaces conjugués qui n'ont aucun

élément en commun, est un espace qui se correspond.

Théorème VI 11. — Tout espace à i -h h -f- 1 dimensions qui

rencontre deux espaces conjugués n'ayant aucun élément en

commun, suivant un espace à '\ et un espace à h dimensions qui

se correspondent, se correspond.

En particulier, toute droite qui rencontre deux espaces con-

jugués quelconques se correspond, puisque les deux points

(*) Nous appellerons désormais ainsi deux espaces conjugués qui passent

ou sont situés l'un dans l'autre.
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(l'intersection de la droite avec ces deux espaces sont situés

dans leurs espaces correspondants. On déduit de là, immédia-

tement, qu'une corrélation polaire involutive dans un espace

à un nombre impair n de dimensions, est déterminée parn— i

couples de droites et d'espaces an — 2 dimensions conjugués.

Soient,

El 5 E„_2; El, E„_2; ..., E"~ , E"_2;

ces n— 1 couples; on aura à résoudre le problème suivant :

Étant donné un espace an— 4 dimensions, en trouver le

pôle, ou inversement étant donné un point E^, en trouver

l'espace polaire.

Premier cas : L'espace E„_, rencontre le couple Ei, E'„_ï,

{i étant compris entre 1 et n— 1) respectivement en un point Ej,

et en un espace an — 3 dimensions E^.j. Soit H[;U, l'espace

an — 2 dimensions qui unit ce point et cet espace.

BfLi a pour correspondant une droite située dans cet espace.

En effet, au point Ej, il correspond un espace an — 1 dimen-

sions El_i, passant par £„ et par E;_3. A l'espace E'„_3, il cor-

respond un espace à deux dimensions E, passant par E{ et donc

par EJ. Il s'ensuit que l'espace HLs ayant en commun avec sa

droite correspondante le point £„, la contient tout entière.

De plus, puisque cette droite passe par le pôle de E„_,, il en

est de même de H^.j. Par suite, les n — i espaces H;,_2

{i= 1 ... n — 1), étant situés dans l'espace E„_i, se couperont

en un point qui sera le pôle de cet espace E„_j.

Second cas : On se donne le point E^, dont il s'agit de déter-

miner l'espace polaire. En faisant un raisonnement analogue au

précédent, on verrait facilement que l'espace an— 1 dimensions

qui unit les n — 1 droites d'intersection des espaces à deux et

an— 1 dimensions, (E^Ej) et {EqE'„_^), est l'espace cherché.

Nous ne poursuivrons pas plus loin cette étude qui est

l'extension, pour les espaces supérieurs, des propriétés des

systèmes de droites qui forment les complexes linéaires dans

l'espace à trois dimensions.
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III. — Nous avons supposé jusqu'à présent que le discri-

minant A de la forme d'involution était différent de zéro.

Supposons A= 0; d'après un théorème dû à M. Le Paige (*),

les mineurs du déterminant A sont proportionnels à la racine

carrée de la valeur de ce déterminant; ces mineurs sont donc

tous nuls dans le cas actuel.

Le système des n + 1 équations linéaires

se réduit à un système de n — \ équations. Ce système repré-

sente une droite, que nous appellerons droite singulière de la

corrélation.

Prenons sur celle droite, deux points Y et Z, de coordonnées

?/, et z,. A un point X, il correspond toujours un espace an— \

dimensions, parfaitement déterminé par les équations (A).

Multiplions ces équations respectivement par yi et ^, , y^ et

%» •••1 ?/»-! et s„+, et faisons la somme, nous obtenons,

et

on doit donc avoir :

ou bien :

et

9

i

P
= 0,

D'après ces considérations,

i° A un point quelconque X de l'espace, il correspond un

espace an — 1 dimensions bien déterminé passant par la droite

singulière de la corrélation.

(*) Sur les déterminants liémisymélriques d'ordre pair (Société royale

DES SCIENCES DE BoHÊME, Mars 1880).



( 11 )

2" A tout point de la droite singulière, il correspond un

espace an — 1 dimensions indéterminé. Cependant, d'après la

nature de la corrélation, cet espace indéterminé doit passer par

la droite singulière.

A un espace an — 1 dimensions E, il correspond un point X
dont les coordonnées s'obtiennent en résolvant les équations (A)

par rapport aux Xi. Or, le déterminant des coefficients des

inconnues étant nul ainsi que ses mineurs, il s'ensuit qu'il

existe deux relations linéaires distinctes entre les coefficients

des inconnues. Les coefficients de ces relations linéaires sont,

par exemple, les coordonnées des deux points Y et Z.

Pour que les équations (A) soient compatibles, il faut qu'entre

les seconds membres de ces équations il existe les deux mêmes

relations linéaires. On doit donc avoir, ou bien

ou bien

et

Si p = 0, l'espace H est indéterminé et le point correspondant

est indéterminé sur la droite singulière.

Si la seconde condition est remplie, les équations (A) sont

résolubles par rapport aux a:, en fonction de deux d'entre elles,

par exemple ar„ et ^„+i, et l'on obtient des formules analogues à

a;.= A -+- Bx- + Cx«+1J

le point X se trouve, donc, indéterminé sur un espace à deux

dimensions. Ce plan passe nécessairement par la droite singu-

lière et il est situé dans l'espace E.

En résumé, à un espace an — 1 dimensions, passant par la

droite singulière, il correspond les points d'un espace à deux

dimensions passant par la droite singulière.

Un espace an — 1 dimensions qui ne passerait pas par la

droite singulière ne pourrait avoir de pôle.

D'un autre côté, si S est l'espace correspondant au point X,

tous les points du plan qui unit le point X à la droite singulière,
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ont le même espace polaire, H. Remarquons encore que toutes

les droites qui rencontrent la droite singulière et tous les espaces

à deux dimensions passant par cette droite sont situés dans leurs

espaces correspondants. De plus, ces droites et ces plans sont les

seuls qui puissent jouir de cette propriété.

IV. — Supposons maintenant que le discriminant A, ainsi

que ses mineurs d'ordre n — k, k étant un nombre impair,

soient nuls. Dans ce cas (*), les mineurs d'ordre n — k — \

sont nuls également. Les nn- 1 équations ^=0 se réduisent,

donc, an— A; — 2 d'entre elles; ces équations représenteront

un espace à /i; -+- 2 dimensions, que nous appellerons espace

singulier âe la corrélation.

D'après le mode de raisonnement dont nous avons déjà fait

usage plus haut, il est facile de démontrer les propriétés suivantes :

1" A un point quelconque de l'espace, il correspond un

espace à w — i dimensions passant par l'espace singulier;

2" A un point du support de l'espace singulier, il correspond

un espace indéterminé passant par cet espace singulier;

3° A un espace an — 1 dimensions S passant par l'espace

singulier, il correspond une {k -+- 5)"""' infinité de pôles, situés

dans un espace à A; -+- o dimensions, passant par l'espace sin-

gulier et silué dans l'espace S;
4° Un espace an — 1 dimensions ne passant pas par

l'espace singulier ne peut avoir de pôle.

D'un auire côté, si 3 est l'espace correspondant à un point X,

tous les points de l'espace à /c + 2 dimensions qui unit le

point X à l'espace singulier, ont le même espace S pour corres-

pondant.

Tous les espaces à une, deux, ..., A: -+- 2, A: + 3, dimensions

qui rencontrent l'espace singulier respectivement en un, deux,

..., A; H- 2, A -4- 3 points, sont situés dans leur espace corres-

pondant. De plus, ce sont les seuls espaces à ces nombres de

dimensions qui puissent jouir de celte propriété.

(*) Nous avons établi ce résultat dans une Note Sur une propriété des

déterminants symétriques gauches (Mém. Soc. Koy. d. Se. de Liège, t. XVII).
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D'autre part, les espaces an — \ dimensions passant par

l'espace singulier, E^^ç^, forment une (n — k — S)"'"'" infinité

linéaire, et les espaces à A; -4- 5 dimensions passant par Ei_^2,

forment également une (n — k — o)"""'* infinité linéaire. Nous

pouvons donc considérer les plans à w — 1 dimensions, et les

plans à A; H- 5 dimensions, passant par E4+2, comme des points

et des plans à (n— k — A) dimensions d'un espace à n— k— 5

dimensions. Ces points et ces plans peuvent s'obtenir en coupant

les espaces E^.^^ et E„_,, passant par E^.^^, par un espace à

n — k— 5 dimensions ne rencontrant pas E^^a- Si donc, on

construit la corrélation polaire involutive non dégénérescente

dans cet espace à n— k— 3 dimensions, et si l'on joint tous

les éléments correspondants de celte corrélation à l'espace E^+j,

on obtiendra tous les éléments correspondants de la corrélation

dégénérescente de l'espace à n dimensions.

D'après ce qui précède, l'étude d'une corrélation polaire invo-

lutive, k fois dégénérescente {k étant impair) dans un espace

à un nombre impair, n, de dimensions, revient à l'étude d'une

corrélation polaire involutive non dégénérescente dans un espace

an — k— 4 dimensions.

V. — Recherchons la forme qui, égalée à zéro, représente

une corrélation polaire involutive non dégénérescente, en pre-

nant comme polyèdre de référence un polyèdre dont les sommets

sont les pôles des faces.

Puisque n est impair, nous écrirons n = ^m — 1. Nous

supposerons que le sommet A^ du polyèdre de référence, qui a

pour coordonnées,

x^i= a^i, X'ii^i = 0, •.., Xjm = "5

a pour espace correspondant la face a2,_i déterminée par
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Nous aurons par conséquent les conditions :

^i.'ii= ^2.2i= ••• = fls,- -2.2,-= 0, Ctji-l.s,-= «î,- = pO-ti-i ,

<^2i.2i = ^îi+l.2i
=•••==

«2m.2<= 0«

Le sommet k^^_^ qui a pour coordonnées

Xi = 0, ^2 = 0, X2,_, = a2,_i , x^i= 0, ..., a:î„= 0,

a pour correspondante la face a^,,

f , = 0, §2 = 0, Ç2;_, = 0, §2,= «2,-, t2,>|=0, .., ?2m= 0;

nous aurons donc :

^1.2i-l = ^2.2i-l = ••• = fl2<_i.2i_i == 0, 0!2i.2i-I%-l = ("«ai}

Ctîi+l.Si-l = 0, ..., Cf2m.2i-1= 0.

Nous pouvons toujours supposer

^2i <^îi-:

^== d, 2, 3, ..., m.

D'après les conditions que nous obtiendrons, la forme d'invo-

lulion pourra s'écrire :

'" a.
/"= 2 "^ (^2.^2.-1— ^ii-iy^i) = ;

1 *2,-l

c'est la forme canonique de la corrélation polaire involutive

dans un espace à un nombre impair de dimensions.

L'équation d'une corrélation k==W— 1 fois dégénérescenle

s'obtiendra en prenant l'espace singulier sur le polyèdre de

référence; on trouvera facilement que sa forme canonique est

f= 2 -^(^.<!/2.-l — ^2.-iy2.-)=0.
1 «2,-1
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VI. — Dans le cas particulier de n = 3, la forme générale

est

+ 05,(x3ii/i— a:4î/3) = 0;

la forme canonique est

/•= A,2(X,Y. - X2Y,) + A3,(X3Y,— X,Y3) = 0.

L'équation du complexe des droites qui se correspondent est,

en coordonnées radiales de Plucker,

«12^12 -t- «15^13 -*- ««Pli -t- 0-23^25 "*- a2iP24 -*" «SipSi =0;

sa forme canonique est

Dans le cas de A= 0, c'est-à-dire si l'on a

OiaOsi — 013024 + 0,4023 = 0,

toutes les droites du complexe, d'après ce que nous avons vu,

rencontrent la droite singulière. Cette droite aura pour coor-

données radiales les six quantités a, 2, «15, ..., 054.

VII. — Supposons maintenant n pair; le déterminant A

étant un déterminant symétrique gauche d'ordre impair, est nui

identiquement. Les n -+- 1 équations,

df
w^ = ^'

se réduisent à n. Leur ensemble représente un point (X), que

nous appellerons point singulier.

A un point de l'espace, il correspond un espace an — 1

dimensions, bien déterminé et passant par (X).
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Au point (X), il correspond un espace à w— 1 dimensions

indéterminé de la gerbe (X).

A un espace an — 1 dimensions, il correspond les points

d'une droite passant par (X) et situé dans cet espace an — 1

dimensions.

Un espace an — 1 dimensions, qui ne passerait pas par le

point (X), ne pourrait avoir de pôle.

Un raisonnement analogue à celui ique nous avons employé

plus haut, nous montrerait que l'élude d'une corrélation polaire

involulive, dans un espace à un nombre pair, n, de dimensions,

revient à l'élude d'une corrélation dans un espace an — i

dimensions ne passant pas par le point singulier de la corré-

lation proposée. Nous pouvons prendre pour cet espace à n— i

dimensions, l'espace qui a pour coordonnées

Xi = U, Xi = U, ..., Xjn= 0, X^n^i = «211-1-2 •

L'étude de la corrélation définie par

n-l-l

ik=l

revient, donc, à l'étude de la corrélation, définie par

»

Il suit de là que la forme canonique de /"est, en posant n^^m,

m

Observons encore que pour étudier les dégénérescences

d'une corrélation polaire involulive dans un espace à un nombre

pair de dimensions, il suffit de connaître les dégénérescences

d'une corrélation dans un espace à un nombre impair de dimen-

sions. De plus, une corrélation dégénérescenle ou non dans un

espace à 2n dimensions, est la projection d'une corrélation

dégénérescenle ou non dans un espace à 2n — \ dimensions.
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SUR

UNE PROPRIÉTÉ DES DÉTERMINANTS SÏMÉTRIOUES GAUCHES.

I. — Soit un délerminant symétrique gauche d'ordre pair,
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sont divisibles par la racine carrée de la valeur de ce déterminant.

Nous déduisons de là que si un déterminant symétrique gauche

d'ordre pair est nul, ses mineurs sont nuls.

Supposons maintenant que les mineurs d'ordre 2& soient tous

nuls; il s'ensuit, par exemple, que les déterminants symétriques

gauches d'ordre pair,

a,,

«12

«13 — «2;

«15

«25

«1.2*-1 «1.2A+i

«2.24—1 «2.24+i

«3.2i-l «3.2A:4-i

a, «2.2*-l

«2.2A+Î

«3.24-1

«S.24+««1.24+1

sont nuls, i variant de à 2(n — k).

«24-1.24+1

«24_1.24+<

D'après le théorème précédent, tous les mineurs d'ordre 2A:—

1

de ces déterminants sont nuls. Nous avons donc les relations :

= 0,
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formés à l'aide du tableau rectangulaire composé de 2fc— \

rangées quelconques de A soient formés à l'aide des 2ft — 1

premières rangées d'un déterminant composé des mêmes élé-

ments que A et qui en ail la même forme et la même valeur.

Il suffit pour cela d'effectuer sur A un nombre convenable de

transpositions de colonnes et de rangées.

Nous pouvons donc énoncer ce théorème :

Si les mineurs d'ordre 2k d'un déterminant symétrique gauche

d'ordre pair sont tous nuls, les mineurs d'ordre 2k — 1 sont nuls

également.

II. — Soit maintenant un déterminant symétrique gauche

d'ordre impair, 2w-4- 1. Il est nul identiquement. Supposons

que les mineurs d'ordre 2fe sont nuls; nous en déduirons,

par exemple,

= 0,

i variant de à 2(»i— k) -\- \.

Ces déterminants étant d'ordre pair, leurs mineurs sont nuls;

donc on a les relations :
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Si donc les mineurs d'ordre 2A; sont nuls, les mineurs d'ordre

^k— 1 le sont également. Les résultats que nous avons obtenus

se résument en ce théorème :

Si les mineurs d'ordre 2k d'un délerminant symétrique gauche

quelconque sont nuls, les mineurs d'ordre 2k — 1 sont nuls

également.

Ce théorème est important pour la théorie de l'élimination

et pour la résolution des équations linéaires.

Juin 1889.
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Le mémoire actuel a été couronné au concours universitaire

de l'année 1889-1890 ; la question à traiter était ainsi énoncée :

Exposer et étendre les recherches des géomètres sur la théorie

de l'involution et de l'homographie.

Le jury du concours avait proposé l'impression de ce mémoire

aux frais de l'État. M. le Ministre de l'Intérieur et de l'Instruction

publique a exprimé le regret de ne pouvoir, à cause de raisons

budgétaires, donner suite à cette proposition.

C'est dans ces conditions que la Société royale des Sciences de

Liège a bien voulu décider de publier dans ses Recueils le

mémoire, tel qu'il avait été présenté au jugement du jury.

Que la Société royale des Sciences veuille bien agréer les plus

vifs remerciements de l'auteur !

Liège, le 21 octobre 1890.

F. D.





INTRODUCTION.

L'objet de ce mémoire est l'étude, aussi complète que possible

au point de vue théorique, des involutions et des homographies

des ordres supérieurs.

La plus grande partie de notre travail est basée sur une repré-

sentation géométrique des involutions quelconques.

Les considérations qui nous ont conduit à cette manière de

procéder sont très simples, dans le cas de la correspondance

entre des couples d'éléments de supports rationnels; d'autre

part l'extension au cas général en est immédiate. C'est pourquoi

il nous a paru avantageux de consacrer le premier chapitre de

notre travail à l'étude de l'involution et de l'homographie entre

des couples d'éléments. Nous avons réservé, dans ce chapitre,

une large part à des applications que nous croyons nouvelles.

Nous aurions désiré y exposer, en même temps, des applications

déjà connues, entre autres quelques-unes des belles recherches

de Chasies; nous n'avons pu signaler ces recherches qu'en les

effleurant, en raison des limites que nous avons dû nous

imposer.

Le second chapitre comprend l'étude générale des involutions

d'ordre et de rang quelconques. En partant directement de la
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définition, nous établissons une représentation géométrique dans

les hyperespaces, qui nous permet de retrouver d'une façon très

simple les beaux résultats obtenus par MM. Le Paige, Weyr et

Lerch. De plus, notre procédé conduit à un assez grand nombre

de propriétés nouvelles. Nous signalerons notamment : les

propriétés et les théorèmes concernant les groupes d'éléments

neutres d'espèce quelconque; la recherche des conditions pour

qu'un nombre quelconque d'involutions aient des groupes d'élé-

ments communs, en nombre fini ou infini; le cas échéant, le

nombre de ces groupes et leurs propriétés. Nous avons été

conduit également à quelques théorèmes nouveaux sur les invo-

lutions conjuguées.

Incidemment, nous avons indiqué une extension du principe

de correspondance de Chasles; nous pensons cette extension

nouvelle; du moins, nous ne l'avons pas rencontrée dans les

ouvrages que nous avons pu consulter.

Dans le troisième chapitre, nous exposons quelques applica-

tions de l'involution, ainsi que les constructions géométriques des

involutions cubiques données par M. Le Paige : nous avons

ajouté des remarques qui nous paraissent présenter quelque

intérêt.

Le quatrième chapitre est consacré à l'étude de l'homographie

d'ordre n et de rang n— 1. Nous y rappelons les principaux

théorèmes dus à M. Le Paige, en y ajoutant quelques propriétés

nouvelles, notamment sur le groupement des éléments neutres et

sur le nombre des groupes communs à n homographies.

Nous indiquons un mode de représentation de ces homogra-

phies; jusqu'à présent, nous n'avons pu démontrer que ce pro-

cédé fût tout à fait général ; néanmoins, par ses conséquences,

il nous a paru digne d'être pris en considération.
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Nous indiquons également une représentation géométrique de

l'homographie cubique, ainsi que diverses constructions qui s'y

rattachent.

Comme application de cette théorie, nous montrons comment

on peut engendrer les courbes algébriques d'ordre quelconque,

ainsi que certaines surfaces; comme conséquences, nous dédui-

sons quelques propriétés des courbes et des surfaces cubiques

dues à M. Le Paige. Nous aurions voulu donner plus d'extension

à ces applications et, entre autres, exposer les belles recherches

de MM. Le Paige et Folie; pour les mêmes raisons que ci-dessus,

nous avons dû y renoncer.

Enfin dans le dernier chapitre, nous avons exposé quelques-

unes des propriétés principales de l'homographie d'ordre n et de

rang k. Ces propriétés semblaient tout à fait inconnues, sauf

pourtant les propriétés des éléments multiples qui avaient été

données par M. Le Paige. Nous avons généralisé les résultats

obtenus à ce sujet en recherchant le nombre des groupes d'élé-

ments multiples associés.

Nous avons émis quelques considérations, qui ne semblent pas

dénuées d'importance, sur ce que l'on doit entendre par éléments

neutres d'une homographie quelconque.

Pour terminer, nous avons fait, d'une façon complète, l'étude

des groupes d'éléments communs à un nombre quelconque

d'homographies. Nous avons démontré les théorèmes qui s'y

rattachent dans des cas particuliers, en nous bornant à énoncer

les théorèmes généraux, dans le but de ne pas étendre outre

mesure ce travail.

Comme on pourra le remarquer, nous n'avons pas introduit

la notion du rapport anharmonique : nous avons pensé que cette

notion serait inutile pour notre élude, parce que dans les cas où
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elle se présente avec quelque importance elle peut être rem-

placée, même avec avantage, par la notion de l'homographie

ou de rinvolution.

Quant au procédé de démonstration, nous n'avons employé ni

la méthode purement analytique, ni la méthode purement syn-

thétique; nous avons employé l'une ou l'autre, suivant qu'elle

semblait donner au raisonnement quelque simplicité ou quelque

élégance.
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THÉORIE DE L'INVOLUTION

ET DE

L'HOMOGRAPHIE UNICURSALE.

CHAPITRE I.

Rappelons brièvement.ce que l'on doit entendre par figure de

preniière espèce ou du premier rang.

Une figure de première espèce est un système simplement

infini d'éléments, tels que chacun d'entre eux est défini, sans

ambiguïté, par un paramètre ou par une fonction algébrique

entière d'un paramètre.

Comme exemples de semblables figures, nous pouvons citer :

les points ou les tangentes d'une courbe plane unicursale; les

points ou les tangentes, ou les plans osculateurs d'une courbe

gauche unicursale ; les points ou les espaces osculateurs d'une

courbe unicursale d'un espace linéaire à un nombre quelconque

de dimensions. Dans un autre ordre d'idées, nous pouvons

encore citer le système des courbes d'un faisceau, ou le système

des surfaces d'un faisceau : dans ces systèmes, les courbes ou

les surfaces des faisceaux doivent être considérées comme des

éléments.
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Nous pouvons, par un nombre convenable de projections el de

sections, ramener les éléments d'une figure de première espèce

à être les éléments d'une autre figure de première espèce.

Ainsi, par exemple, nous pouvons ramener les courbes du

second ordre d'un faisceau à correspondre uniformément aux

points d'une droite.

Considérons, en effet, une droite arbitraire passant par l'un

des quatre points de base du faisceau : une conique quelconque

du système rencontre celte droite en un point qui correspond à

cette conique et qui, inversement, la définit.

Nous pouvons même amener les points d'une droite quel-

conque d du plan à correspondre uniformément aux coniques du

faisceau.

En efïet, à toute conique du faisceau il correspond un point

d'une droite, passant par l'un des points de base du faisceau; la

droite qui unit ce point à un point fixe quelconque M, coupe la

droite d en un point qui correspond à la conique et qui, inver-

sement, la définit. Nous n'insisterons pas davantage sur ce sujet;

nous aurons, du reste, l'occasion d'y revenir ultérieurement.

I

1. Définition. — Si, entre les éléments de deux figures de

première espèce, il existe une corrélation telle cjiià un élément de

rime des figures il corresponde, sans ambiguïté, un élément

de l'autre figure et vice versa, les couples d'éléments homologues

forment deux séries homographiques ou, plus simplement, une

homographie.

D'après cette définition (*), si

(xi,, xU), (X2,, x%)

sont les paramètres homogènes de deux éléments appartenant

(*) Voir, par exemple, les Mélanges de Géométrie pure de M. de Jonquières,

p. 155.
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respectivement à la première et à la seconde figure, et si ces

paramètres sont ceux de deux éléments homologues, il est clair

qu'ils seront reliés par l'égalité à zéro d'une fonction algébrique

du second degré et linéaire par rapport à chacun d'eux.

L'équation d'homographie sera représentée par une forme

bilinéaire binaire, égalée à zéro. Cette équation s'écrira, symbo-

liquement,

/•=4H^'= 6<V6i| = .- =0, •

ou, sous forme développée,

i et A; prenant les valeurs 1 et 2.

Si nous effectuons sur les variables des substitutions linéaires

simultanées, la forme f se transformera en une nouvelle forme

bilinéaire binaire; nous en déduisons que, par projections et

sections, des couples d'éléments homographiques se transforment

en d'autres couples homographiques.

Puisque l'équation f= contient trois coefficients indépen-

dants, une homographie est déterminée par trois couples d'élé-

ments homologues.

2. Si deux séries d'éléments homographiques sont amenées

à se trouver sur le même support, il peut arriver qu'à un élément

d'une série il corresponde un élément de l'autre série, coïncidant

avec le premier élément : il est clair que les paramètres de sem-

blables éléments correspondants sont proportionnels. Si nous

introduisons cette hypothèse dans l'équation d'homographie, ou

dans une quelconque de ses transformées par substitutions

linéaires, nous obtenons une équation du second degré. Donc,

deux séries homographiques superposées possèdent deux groupes

composés d'éléments coïncidents.

Cette propriété permet de démontrer immédiatement une

foule de théorèmes importants ; rappelons seulement les trois

théorèmes suivants, qui nous seront utiles :

Le lieu de l'intersection des rayons homologues de deux fais-
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ceaiix homographiques est une courbe du second degré, passant

par les centres des faisceaux.

Le lieu des jonctions des points homologues de deux ponctuelles

homographiques est une courbe de la seconde classe, tangente aux

supports des ponctuelles.

Le lieu des jonctions des points homologues de deux ponctuelles

homographiques de l'espace est le système des génératrices d'une

réglée du second ordre.

3. Soit Xj et Xg, un couple d'éléments homologues, respec-

tivement de la première et de la seconde série de deux séries

homographiques superposées.

A l'élément X2, considéré comme appartenant à la première

série, il correspond un élément X de la seconde série, qui est,

en général, différent de Xj.

Cet élément X coïncide avec Xi , si la forme d'homo-

graphie est symétrique, c'est-à-dire si on a la condition

Dans ce cas, les deux séries sont en involution, et le système

doit être considéré comme formé de couples d'éléments déter-

minés sans ambiguïté, par un de ses éléments, quel Cj[ue soit cet

élément.

L'équation d'involution s'exprimera par l'égalité à zéro d'une

forme bilinéaire binaire symétrique

(j> ES a^ia^2^ ^ii^x2^ • • • = ,

équation que nous écrirons sous forme explicite :

y = aox\iX% -4- ai{x\iX% -f- xX^x'ii) -\- aaXlaxSa = 0.

Nous déduisons de la même façon que plus haut les consé-

quences suivantes : 1° une involution est déterminée par deux

de ses couples ; 2° une involution possède deux groupes composés

d'éléments coïncidents.
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II

1. Choisissons dans le plan un système de référence, et

considérons dans ce système le point dont les coordonnées

homogènes Xj, X^, X3 sont proportionnelles aux coefficients

ttQ, «1, a^ de réqualion g)= 0. Nous dirons que ce point est le

point principal de l'involution. dont l'équation est tp= 0.

Si l'involution est décomposable, il existe entre les coordonnées

de son point principal la relation

Uq «1 Al

Cil a.2 a2

d'où

Al- Al

^"°""a^^'
^'^'""Ââ' f^2 = i,

p étant un facteur de proportionnalité. Nous en déduisons ce

théorème :

Le lieu des points du plan, qui sont les points principaux

d'involutions décomposables, est une courbe du second degré.

Nous désignerons dans la suite sous le nom de courbe

normale du plan, la courbe du second degré dont les équations

sont dans le système de référence choisi :

Al' Al

^ Aa' ^ Aa '^

Toutes les droites passant par le point principal d'une involu-

tion déterminée par 9=0, peuvent se représenter par l'équation

a^Xi — UqX^ -+- /«(agXa — aiX^) = 0,

k étant un paramètre variable. Ces droites rencontrent la courbe

normale en des couples de points, dont les paramètres (M, ^2)

sont les racines de l'équation

ttgAl' -h fcajAlAS — {uo -t- kcii))^^^ = 0.
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Si nous désignons par

AT,
' xâj

les racines de celte équation pour une valeur particulière de k,

nous aurons

— k:
XI 1 a2i M,a2i a^

En éliminant entre ces deux équations le paramètre k, nous

obtenons

OoAliXSi -t- ai(AljA22 -f- AlgA'ii) -4- a2>.i2A22==0.

Ainsi, /es couples de points d'intersection avec la courbe

normale des rayons issus du point principal d'une involiition,

sont les images des couples de cette involution.

D'après ce que nous avons vu ci-dessus (I, o), une involution

possède deux couples dont les éléments coïncident. Ces couples

sont marqués sur la courbe normale par les points de contact

des tangentes issues du point principal de l'involution.

Réciproquement, ce procédé de représentation permet de

construire les couples d'une involution dont on se donne deux

couples d'éléments, représentés sur une conique par deux couples

de points X, Y; Xj, Yj.

En effet, on sait que toute conique du plan peut être considérée

comme une courbe normale ; il s'ensuit que les deux droites de

jonction (XY) et (XjYi) se coupent en un point A, qui est le

point principal de l'involution. Tous les rayons issus de A mar-

quent sur la conique des couples de points, qui sont des couples

de l'involution cherchée.

Si les couples donnés étaient composés de points coïncidents,

le point principal A serait le pôle, par rapport à la courbe nor-

male, de la droite qui unit les deux points représentant les

couples.
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Nous déduirons de là, immédiatement, que si une involution

a ses deux éléments unis imaginaires, tous ses autres couples sont

réels.

2. Soient A et B les points principaux de deux involutions;

la droite (AB) rencontre la courbe normale en deux points

formant un couple commun aux deux involutions. 11 est, de

plus, visible qu'il n'en peut exister d'autre; nous pourrons ainsi

énoncer le théorème suivant :

Deux involutions, placées sur un même support, ont un couple

d'éléments en commun.

3. Considérons une corde quelconque de la courbe normale,

passant par le point principal, A, d'une involution, définie par

l'équation

y = 0.

Représentons par X, et Xg les points d'appui de cette corde,

et soient (kli .M^), (X'^i .7^%), les paramètres de ces points.

Puisque les trois points A, Xj , Xg sont en ligne droite, nous

avons les équations

A 1 2 A ^2

,
Al, A2,

ça^ = Kl -+- «2 >

Al 2 A^2

les coefficients k^, k^ étant convenablement choisis, et p étant un

facteur de proportionnalité. Si dans l'équation de l'involution

nous remplaçons les coefficients a^, a,, aa par leurs valeurs

tirées des relations précédentes, nous obtenons

y == k^{X\^X^^ +- X\^xl^){X\iX^i + X\^X%)

-t- h{>.2ix\i -t- x%xi^){>.%x% H- A22x22) = 0.

Si nous remarquons qu'il existe une infinité de cordes qui
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passent par le point A, nous pourrons énoncer le théorème

suivant :

L'équation d'une involution quelconque peut être considérée,

d'une infinité de manières, comme étant la somme des équations

de deux involutions décomposables.

4. Dualistiquement, nous pouvons considérer les coefficients

de l'équalion de toute involution comme étant les paramètres

d'une droite, que nous appellerons droite polaire de Tinvolution.

On peut démontrer, de la même façon que ci-dessus, que les

droites polaires des involutions décomposables enveloppent une

courbe de la seconde classe, et que les paramètres des points de

contact des couples de tangentes menées à cette courbe des points

de la droite polaire d'une involution quelconque, vérifient l'équa-

tion de cette involution.

Les points unis de Tinvolution seront les points de rencontre

de sa droite polaire et de la courbe de la seconde classe.

Dans un même système de référence, le point principal et la

droite polaire d'une involution sont réciproquement polaires par

rapport à la courbe normale.

5. Nous pouvons représenter également des couples en invo-

lution sur une courbe normale d'un espace quelconque (*).

Pour le cas de l'espace à trois dimensions, il suffit de faire usage

de la propriété suivante :

Les plans d'un faisceau dont l'axe rencontre une cubique

gauche, marquent sur cette courbe des couples de points formant

une involution.

Autrement dit : les bisécantes d'une cubique gauche, qui s'ap-

puient sur une droite fixe rencontrant cette courbe, marquent

sur celle-ci des couples de points formant une involution.

{*) Nous appelons courbe normale d'un espace à n dimensions, la courbe

unicursale de cet espace qui est d'ordre n, c'est-à-dire la courbe rationnel le

qui est rencontrée par un espace linéaire quelconque an— 1 dimensions

en n points, distincts ou coïncidents.
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Nous appellerons la droite fixe, l'axe de rinvolution.

Pour démontrer la proposition énoncée, il suffit d'indiquer les

constructions à effectuer pour déterminer l'axe d'une involulion,

dont on se donne deux couples, représentés par deux couples

de points d'une cubique gauche C3 : soient A, A'; B, B' ces

deux couples.

Prenons un point M de Cj et menons de ce point la transver-

sale d aux deux droites (AA') et (BB'). La droite d est l'axe

de rinvolution.

Pour obtenir le point correspondant d'un point X donné, il

sufïit de rechercher le troisième point d'intersection Y du pian

(dX) avec la cubique gauche.

Remarquons que ces constructions ont encore lieu quand les

deux couples donnés sont composés de points imaginaires con-

jugués, puisque, dans ce cas, les droites (AA') et (BB') sont

toujours réelles.

Le point M est quelconque; il existe par conséquent une

infinité d'axes pour une même involution. Ces axes forment le

système des génératrices d'une surface réglée du second ordre.

En effet, les axes que l'on peut mener par les différents points

de C3 s'appuient à la fois sur trois droites, qui unissent trois

couples quelconques A, A'; B, B'; C, C de l'involution; ces

axes sont donc les génératrices de la surface réglée du second

ordre, qui a ces trois droites (AA'), (BB'), (CC) pour directrices.

Nous voyons, de plus, que les droites qui unissent les couples

de l'involution sont les directrices de la surface réglée. Nous

pourrons donc énoncer les deux théorèmes suivants :

Les plans tangents d'une surface du second ordre contenant

une cubique gauche, menés le long d'une génératrice, marquent

sur cette courbe des couples en involution.

Les droites qui unissent les points de couples en involution,

représentés sur une cubique gauche, sont les directrices d'une

surface réglée du second ordre.

6. Deux droites x et y, rencontrant C3 en X et Y, définissent

les axes de deux involutions. On peut construire facilement la

2
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droite qui unit le couple commun à ces deux involutions.

En effet, soient dj et dj les droites qui unissent deux couples

quelconques de Tinvolution (x); /", et /'g les droites qui unissent

deux couples de Tinvolution (y). Du point X, menons la trans-

versale z, commune aux deux droites /", et f^, et du point Y,

menons la transversale z,, commune aux deux droites d^ et d^.

Les plans (xz) et (yzi) se coupent en une droite d, qui unit le

couple de points communs aux deux involutions (x) et (y).

7. En général, nous pouvons construire des couples en invo-

lution sur une courbe normale de l'espace à n dimensions, en

faisant usage de la représentation suivante :

Les espaces « n — 1 dimensions, qui passent par un espace

fixe an — 2 dimensions, rencontrant une courbe normale Cn

de l'espace à n dimensions enw — 2 points, marquent sur cette

courbe des couples de points formant une involution. Nous appel-

lerons l'espace fixe, l'espace axial de Vinvolulion.

Etant donnés deux couples d'une involution, AA', BB', nous

pouvons, d'une n — S"*"'' infinité de manières, construire son

espace axial. En effet, n— 2 points arbitraires de la courbe Cn,

joints aux deux couples de points AA' et BB', donnent lieu à

deux espaces an— 1 dimensions, qui se coupent suivant l'espace

axial de l'involution. L'espace an — 1 dimensions, qui unit un

point quelconque X à l'espace axial, coupe la courbe en un

n""" point Y, qui est le correspondant du point X.

III

1. Lemme. — Soient deux involutions I et I', dont les équa-

tions symboliques sont

A un élément Xj, de paramètre (xlj, x\=^, il correspond

dans I un élément Xg, dont le paramètre (a;2i, x22) est relié

au paramètre de Xj par la condition
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A cet élément Xg il correspond un élément X5 dans I'; si

(x3,, xSg) est le paramètre de cet élément, on a

ou bien

xôi a'1i(o,6i — «0^2) -^ xl 2(02^1 — Oj^'a)

;r52 x'li(aj6o — «061) -+- ic 12(02^0 — «i^i)

En développant, nous obtenons

xi iXôiittibo — ttobi) + x\çiX'5i{aJ)o— aibi)

-^ x^^xo<i{albi — a^b^) + xl^x^^iajyi — «,62) = 0.

Entre les éléments Xj et X3, il existe une correspondance que

nous appellerons résultante des deux involutions I et I'. En

interprétant l'équation de cette résultante, nous pourrons énoncer

le théorème suivant :

La résultante de deux involutions est une homographie (*).

La résultanle de deux involutions est une involution quand

les involutions composantes satisfont à la condition

Uçibo — 2«i6i + «0^2 = 0.

Cette condition est remplie, quand les points principaux des

deux involutions sont réciproquement polaires par rapport à

la courbe normale du plan où elles sont représentées.

Si, dans Téquation de la résultante de deux involutions, on

suppose
xlj x5i Xi

on obtient

{ttobi — aibo)x1 -h (0062— 0360) 3fiX2 -+- (aj^a— a2&i)^2 = 0-

(*) M. Le Paige, dans un travail auquel il a bien voulu nous associer,

prend ce théorème pour définition des séries homographiques [Sur les théo-

rèmes fondamentaux de la géométrie projective (Bull, de l'Acad. roy. de

Belg., février 1888)].



( 20)

D'après celte équation,

L'homographie résultante de deux involutions a pour éléments

unis les deux éléments du couple commun aux deux involutions

composantes.

2. On pourrait démontrer analytiquement qlie toute homo-

graphie peut être considérée comme la résultante de deux invo-

hitions. Nous nous bornerons à établir, ce qui, du reste, revient

au même, qu'étant donnés trois couples d'une homographie

nous pouvons construire tous ses couples, en la construisant

comme la résultante de deux involutions.

Soient AA', BB', CC les couples donnés; nous pouvons tou-

jours supposer qu'ils sont des couples de points d'une conique

Cg; nous conviendrons que A, B, C sont trois éléments d'une

série et que A', B', C sont les éléments correspondants de l'autre

série. Représentons par d et d' les droites qui unissent un point

fixe quelconque M de la courbe aux points A et A'. Les droites

qui joignent les points M' de la courbe aux points B et B'

coupent les droites d et d' en deux séries de points k et k'; ces

deux séries sont homographiques; donc (I, 2), les jonctions (M-')

enveloppent une courbe de la seconde classe, 0-2. Le point M des

deux ponctuelles d et d' se correspond ; donc la courbe o-g se

décompose en deux faisceaux de rayons; le centre de l'un de ces

faisceaux est M, le centre du second sera le point P d'intersec-

tion des droites (AB') et (A'B). Soit, de même, P' le point de

rencontre des droites (AC) et (A'C); la droite (PP') rencontre

les deux droites (AM) et (A'M) en deux points Q et Q'. Ces

deux points sont les points principaux des deux involutions dont

l'homographie cherchée est la résultante. Pour obtenir le point

correspondant d'un point D appartenant, par exemple, à la série

(ABC), il faut chercher l'intersection M" de la droite (QD)

avec C2; la droite (M"Q') rencontre Cg au point D', qui est le

point cherché. La droite (QQ') coupe la courbe C2 en deux

points, qui sont les éléments unis de l'homographie. Il résulte

de là que, pour construire une homographie, connaissant ses
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éléments unis et un couple A A', il suffît de prendre, pour les

points Q et Q', l'intersection avec la droite des éléments dou-

bles des deux droites MA, MA', M étant un point quelconque

de C2.

Puisque le point M est quelconque dans les deux problèmes

que nous venons de résoudre, nous pouvons énoncer le théo-

rème suivant :

Une homographie quelconque peut être considérée comme la

résultante d'une infinité de couples d'involutions : tous ces couples

d'involutions ont en cotnmun un même groupe, qui est le groupe

des éléments unis de l'homographie.

3. D'après ce qui précède, si l'on donne trois couples

d'une homographie H, on peut déterminer une infinité de cou-

ples de points Q, Q', situés sur une droite d, et qui sont les

points principaux des couples d'involutions dont la résultante est

l'homographie H. Ces couples Q, Q' marquent visiblement sur

la droite d deux ponctuelles homographiques; les éléments unis

de ces ponctuelles sont l'intersection de la conique-support et de

la droite d. Cette remarque nous conduit à la construction, sur

une droite d, d'une homographie dont on connaît un couple QQ'

de points correspondants et le couple des éléments unis : nous

supposerons ce couple formé de deux points imaginaires conju-

gués, fournis par l'intersection imaginaire d'une conique Cj

avec d. Les droites qui unissent un point quelconque M de C2

aux deux points Q et Q' marquent sur Cg deux points A et A'.

Pour avoir le point correspondant d'un point Qi de d, il suffit de

mener QjA, qui rencontre C2 en un point M' : la droite (M'A')

coupe la droite d au point cherché Q[.

4. Soient deux homographies H et H', placées sur un même
support; représentons par A„ A^, ou B,., B', les couples de ces

homographies, selon qu'ils appartiennent à H ou à H'. A un

élément A,, il correspond, dans H, un élément A', et à cet élé-

ment Ai, considéré comme un élément de la série (B'), il corres-

pond, dans H', un élément B,. Inversement, à un élément B,., il
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correspond un élément A^; les couples A^B, forment donc les

couples d'une homographie H". Cette homographie H" possède

deux groupes, composés d'éléments coïncidents; nous retrouvons

ainsi ce théorème (*) :

Deux séries homographiques superposées possèdent deux cou-

ples d'éléments communs.

Les remarques qui nous ont conduit à la démonstration de

ce théorème nous fournissent en même temps le moyen de

construire les deux couples communs à deux homographies

H et H'.

Nous supposons que le support commun est une conique Cg,

et que les deux couples de points P, P'; Q, Q' sont les points

principaux de deux couples d'involutions dont les résultantes

sont H et H'.

Prenons trois points arbitraires, Aj, Ag, A3, de la courbe Cg.

Les droites

PAi,PA,, PA3; QA„QA2, QA5

coupent la conique C2 respectivement en

M^M^, M5; m;, m;, M^.

Les droites

(P'M,), P'Ms), (P'M^); (Q'M;), (Q'M;), (Q'Ml)

coupent C2, respectivement aux points

Bj, 62,63; Bj, B2, 83.

Construisons la droite des éléments doubles de l'homographie

caractérisée par les trois couples

BjEJ; B2B2; B3B3;

cette droite rencontre C2 en deux points K et K'.

(*) Voir, par exemple, le Traité de géométrie projective de M. Cremona.
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Si M et M' sont les points d'intersection de la coiiibe C^ avec

les droites (P'K) et (P'K'), les deux droites (PM), (PM') cou-

pent Cj en deux points K et K'. Les deux couples de points KK^

et K'RÎ sont les deux couples d'éléments communs aux deux

homographies H et H'.

5. En interprétant les résultats précédemment établis (I, S),

nous obtenons la propriété suivante :

Soient deux droites x et y rencontrant une cubique gauche en

deux points XetY; les plans (Mx) et (iVIy), menés par un point

quelconque M de la cubique, rencontrent cette courbe en des couples

de points Xj , Y;
, formant une homographie.

Étant donnés trois couples, Xj, Yj; Xg, Yg; Xg, Yg, d'une

homographie, il est possible de déterminer d'une double infinité

de manières les droites x et y, qui la caractérisent.

Soient, en effet, trois points X, Y, M de la cubique gauche, le

troisième, M, étant variable; appelons d^j et d^ les droites (MX^)

et (MY,). Les couples de plans

{XX,S), (YY,S),

S étant un point quelconque de la cubique, coupent les droites

di et c?2 en deux séries homographiques quand le point S par-

court la courbe.

D'après un théorème que nous avons rappelé plus haut (I, 2),

les jonctions (DjDa) enveloppent une courbe de la seconde

classe. Or, le point M ^ (di, dç^) se correspond; la courbe

se décompose donc en deux faisceaux de rayons. Le centre

de l'un de ces faisceaux est M; appelons Og le centre du

second.

Si nous remplaçons dans ce qui précède le groupe XgYg par

le groupe XgY'g, nous obtenons de la même façon un point Og.

La droite (OgOg) coupe d^ et dg en A et B. Les deux droites

x= (AX), t/= (BY)
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sont les axes des deux involutions dont la résultante contient les

trois groupes
(X,Y,), (X,Y,), (X3Y3).

Si nous projetons du point X les couples de l'involution

définie par (y), nous obtenons une droite (XC); le plan (XAC)
rencontre la cubique suivant une bisécante, qui est la droite de

jonction des éléments doubles de l'homographie : cela résulte

de ce que nous avons vu précédemment.

6. Théorème. — Étant donnés trois groupes de trois points

situés sur une cubique gauche,

Xj) II, Zj; X2, Y2, Zaî X35 Y3, Z3,

il est toujours possible de trouver un système de trois droites

X, y, z, rencontrant la cubique respectivement en X, Y, Z, tel

que les plans indiqués dans une même ligne horizontale du tableau

(xX,), iyY,), [zZ,)',

{xX,),{yY,),izZ,)

coupent la cubique en un même point.

Supposons la question résolue, et appelons S^, S2, S3 les

trois points d'intersection auxquels donnent lieu les plans des

trois horizontales du tableau. Les droites x, y représentent les

axes de deux involutions I^ et Ig, qui ont respectivement les

couples
(X,S0, (X2S2),(X3S3);

(Y,S0,(Y2S2),(Y3S3).

D'après ce que nous venons de voir, les trois couples

(X„YO; (X^^Y.,); (X3, Y3)

appartiennent à une homographie; ces trois couples nous per-

mettent de construire cette homographie. Soient D^, Dg, les deux

éléments doubles de cette homographie.
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Appelons Jg l'involution dont l'axe est la droite z. Les deux

involutions Ij et Ig ont un couple commun Dg, D4; ce couple est

le couple des éléments doubles de l'homographie qui possède

les couples

(X,j, Zi); (X2, Z2); (X3, Z3).

De même, I2 et Ig ont en commun un groupe D^, Dg, qui est

le couple des éléments doubles de l'homographie possédant les

couples

(Y„ZO; {Y„Z,);{J„Z,).

Par ce qui précède, nous pouvons construire les couples

(D,, D,); (D3, D*); (D^, Dg).

Pour déterminer les points ac, y, z, il suffira de prendre trois

points arbitraires X, Y, Z sur la cubique et de mener de ces

points les transversales respectivement aux trois couples de

droites

(D,D2),(D3D,); (DA),(D5De); (DA), (^sDe).

Nous avons vu que si le point X varie sur la courbe, le lieu

de la droite x est le système des génératrices d'une surface

réglée du second ordre; la directrice de cette surface, qui passe

par X], par exemple, rencontre la cubique au point S^; le

point S-] est donc indépendant de la position du point X. En

conséquence, on trouve, pour les trois droites x, y, z, un sys-

tème triplement infini de déterminations; toutefois, les points

Sj, S2, Sg seront déterminés d'une façon unique.

Le théorème que nous venons de démontrer nous sera d'une

grande utilité dans la suite.

7. On peut encore construire des couples homographiques

sur une courbe normale, Cw, de l'espace à n dimensions, en

appliquant le théorème suivant (*) :

Soient deux espaces an —-2 dimensions, E„_2 et E'„_2, rencon-

(*) Nous représentons , en général ,
par E* un espace linéaire à k dimen-

sions.
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trant une courbe normale C„, de l'espace à n dimensions, en

n — 2 points. Les deux espaces an — \ dimensions, déter-

minés par les deux espaces E^_^ et Ë„_2 et un poitit M de C„

,

coupent cette courbe en des couples de points X; et Y;, formant

deux séries homographiques.

Ce théorème est une conséquence immédiate de la représen-

tation des couples en involution, sur une courbe normale de

l'espace à n dimensions. Nous ne croyons pas nécessaire d'indi-

quer les constructions à effectuer pour construire une homo-

graphie dont on connaît trois couples ; elles sont identiques à

celles que nous avons indiquées plus haut pour les cas de w= 2

et n= 3.

IV

1. Le principe de la correspondance entre les éléments de

couples en nombre infini a été généralisé par Chasles de la

façon suivante :

Si, entre deux figures de première espèce, il existe une relation,

telle qu'à un élément quelconque de la première figure il corres-

ponde m éléments de la seconde, et qu'à un élément quelconque

de la seconde figure il corresponde n éléments de la première, on

dit que ces figures sont reliées par une correspondance (m.n).

Nous supposons, bien entendu, que, quel que soit l'élément d'un

groupe d'une figure, il lui correspond toujours le même groupe

d'éléments de l'autre figure.

D'après la définition, si x et y sont les paramètres non homo-

gènes de deux éléments correspondants, il existera entre eux

une relation algébrique entière f(x, y)==0, du degré n en x et

du degré m en y.

Il peut arriver, si les deux figures sont superposées, qu'à un

élément de l'une des figures il corresponde un groupe de l'autre,

tel qu'un de ses éléments coïncide avec le premier : ces éléments

sont les coïncidences de la correspondance; si nous supposons,

dans l'équation f{x, y)= 0, x== y, nous obtenons une équation
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du degré m-^n, à une inconnue. Nous pourrons donc énoncer

ce théorème, connu sous le nom de principe de correspondance

de Chasles :

Une correspondance (m . n), placée sur un support unicursal,

possède (m + n) coïncidences (*).

Le degré d'une équation reste le même quand on effectue

sur ses variables une ou plusieurs transformations linéaires
;

par conséquent,

Une transformation projective transforme une correspondance

(m.n) en une autre correspondance (m.n).

2. Le principe de correspondance a servi de point de départ

à Chasles pour indiquer la manière de construire des courbes

d'ordre quelconque à l'aide de faisceaux de courbes d'ordres

moins élevés.

Voici le théorème fondamental sur lequel repose le procédé

donné par Chasles :

Le lieu de Vintersection des courbes homologues de deux fais-

ceaux homographiques de courbes d'ordre m et d'ordre n est une

courbe d'ordre m -h n.

On peut dire que deux faisceaux de courbes sont homo-

graphiques quand, à une courbe de l'un des faisceaux, il ne

correspond qu'une courbe de l'autre faisceau, et réciproquement.

Cela posé, une droite quelconque rencontre les courbes des

deux faisceaux en deux séries de points reliés par une corres-

pondance (m.n). Cette correspondance possède (wî h- w) coïnci-

dences, qui sont les intersections du lieu cherché avec la droite.

Comme cette droite est arbitraire, le lieu est d'ordre (m -f- n). Il

est, de plus, visible que le lieu passe par les points de base des

deux faisceaux (**).

On pourrait énoncer de même le théorème corrélatif, qui

servirait à la construction des courbes de classe quelconque.

(*) Voir, à ce sujet, les Principes d'une théorie des systèmes symétriques

d'éléments, par Em. Weyr (Mém. de la Soc. des se. de Bordeaux, t. X).

(*) Mélanges de géométrie pure de M. de Jonquières, p. 174.
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Voici l'extension de ce théorème pour la géométrie de

l'espace :

Le lieu de Vintersection des surfaces homologues appartenant à

deux faisceaux homographiques de surfaces d'ordre m et d'ordre n,

est une surface d'ordre m -h n, passant par les éléments de base

des deux faisceaux.

La démonstration de ce théorème est identique à celle que

nous venons de donner.

3. La difficulté, dans ce mode de génération des courbes et

des surfaces, consiste à établir géométriquement la correspon-

dance homographique entre les courbes et les surfaces des

faisceaux.

Voici une manière d'établir cette correspondance dans le

plan :

1° Soient deux droites fixes dj, dg, deux points fixes Oi et Og

et un faisceau de rayons de centre 0. Tout rayon d de ce

faisceau coupe les droites d, et dg en Dj et Dj; les droites

(OjDi), (O2D2) se rencontrent en un point M, dont le lieu est

une conique.

Ce procédé a été donné par Braikenridge et Mac. Laurin,

pour la génération des courbes du second ordre,

La conique passe par les points Oi, O2, (did^) et les points

de rencontre de (OiO) et dg et de (OvjO) et rf, : cette remarque

suffit pour montrer que par le procédé actuel on peut construire

une conique dont on connaît cinq points.

2° Soient deux droites fixes dj, âç^, deux points fixes Oj, O2

ejt une courbe de la classe m, a^. Toute tangente d de cette courbe

rencontre les deux droites dj , dg en des points Du et Dg ; l'inter-

section des jonctions (O^D^), (O2D2) est un point M, dont le lieu

est une courbe d'ordre 2m, quand la droite d enveloppe la

courbe g^.

En effet, soit OjDi un rayon du faisceau 0^ ; il coupe d^ en D, :

par ce point Dj, on peut mener m tangentes à la courbe o'„,. Ces

m tangentes rencontrent d^^ en m points D2, et donnent donc lieu

à m rayons O2D2. Ainsi, à un rayon O^Dj il correspond m rayons
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OgDa; de même, à un rayon O2D2 il correspond m rayons O^D^.

Si nous coupons les rayons des faisceaux 0^ et O2 par une trans-

versale quelconque, nous obtenons deux séries de points formant

une correspondance (m . m). D'après le principe de Chasles,

celte COI respondance possède 2m coïncidences, qui sont les points

de rencontre de la transversale avec le lieu cherché. Ce lieu est,

par conséquent, une courbe d'ordre 2wz, C^^.

Les points Oj, O2 et (dic/2) sont des points m"'''" de cette

courbe; il suffit, pour le faire voir, de remarquer que par chacun

des points de rencontre de (0^02) avec d] ou ^2, on peut mener

m tangentes de (7„,, et qu'à chacune de ces tangentes il corres-

pond le même point O2 ou 0^ de la courbe C^„,. ïl en est de

même pour le point (d^d2).

Les m tangentes, menées à <7„ par le point 0^ ou O2, ren-

contrent ^2 ou dj en m points qui appartiennent à la courbe.

Il est visible que les m tangentes à la courbe Cj^ aux points

m""'" Oj et O2, sont les droites (0,^,), (OjA-g), ..., (0{K) et

(0<ik\), (Og/^î), ..., (O2AQ ; les points A;,, k^, ..., A„, et k\, k'^, ..., k'„,

sont respectivement les points de rencontre a\ec d^ et d!^, des

m tangentes à cr^, passant par les points d'intersection de (O-1O2),

respectivement avec d^ et d^.

Si la courbe c.^ possède «^ tangentes multiples d'ordre pj,

«2 tangentes multiples d'ordre p^, .., «a tangentes multiples

d'ordre p^, la courbe €2^ possède, outre ses trois points m"^'",

a, points jof", «2 points jog""'", ..-, c/, points pf.
Si les droites d,|, d^, (O^Oa) étaient des tangentes multiples

de o-„, d'ordres respectifs (Bj, ^3, ^5, la courbe C2„, se décompo-

serait en les droites multiples \{d^dç^O^\, \(d^d,^Oç;,\ et (Oi02),

d'ordres de multiplicité respectifs [Bj, (Sj, (Bg, et en une courbe

de Tordre 2m — (3^ — pa — p3> possédant en 0^, O2 et (di^d,^

des points multiples d'ordres m — '^2 — Ps? ^^^ — Pi — Ps»

»* — (3, — Pa.

Nous pourrons, en résumé, énoncer le théorème suivant :

Si un triangle se déforme de telle façon que deux de ses côtés

passent par deux points fixes, tandis que le troisième côté reste

tangent à une courbe de la classe m et que les sommets adjacents
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glissent sur deux droites fixes, le troisième sommet décrit une

courbe d'ordre 2m.

On pourrait énoncer de même le théorème corrélatif.

4. En particulier, nous pouvons nous proposer de construire

une courbe du quatrième ordre, possédant trois points doubles

donnés Oj, 03,03 et passant par cinq points donnés A,B, C,D,E:

c'est la courbe rationnelle du quatrième ordre la plus générale.

Prenons pour points fixes les points O^ et Og, et pour droites

fixes les droites (O5A) et (O3B). Les jonctions des points C, D,

E à 0-1 et Og déterminent respectivement, par leur intersection

avec (O3A) et (O5B), des points C,, Dj, Ei et C^, D^, Eg.

Construisons la courbe de la seconde classe, tangente aux cinq

droites

(0,B), (O2A), (QC), (D.D^), (E,E,);

les tangentes de cette courbe rencontrent (O3A) et (O3B) en des

points Dj, Dg; les droites qui unissent ces points respectivement

à On et O2 se coupent en un point M, dont le lieu est la courbe

cherchée.

5. Proposons-nous encore de construire une courbe ration-

nelle du troisième ordre, dont on donne le point double O3, et

passant par six points O-j, O2, A, B, C, D.

Prenons pour points fixes les points 0^ et Og, et pour droites

fixes les droites (O3A) et (O5B).

Les droites (OjC), (OïD) et (O2C), (OgD) rencontrent respec-

tivement (O3A) et (O3B) en C^, D^ et Cg, Dg. Construisons la

courbe de la seconde classe, tangente aux cinq droites

(0,B),(0,A),(OA), (CA),(DA),

et achevons les constructions que nous avons indiquées plus haut
;

nous obtiendrons une couche du quatrième ordre, qui se décom-

pose en la droite O^Og et en la cubique cherchée.

Nous pourrons ainsi énoncer les théorèmes suivants :

Toute courbe rationnelle du quatrième ordre peut être engendrée

par le sommet d'un triangle mobile, dont les deux côtés adjacents
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passent par deux points fixes, tandis que les deux autres som-

mets glissent sur deux droites fixes et que le côté opposé reste

tangent à une couche de la seconde classe.

Toute courbe rationnelle du troisième degré peut être engendrée

par le sommet d'un triangle mobile, dont les deux autres sommets

glissent sur deux droites fixes, tandis que les côtés adjacents

passent par deux points fixes dont la jonction ainsi que le troi-

sième côté du triangle mobile enveloppent une même courbe de

la seconde classe.

6. Soient, dans l'espace, un cône du degré w, C„, et deux

couples de droites fixes, d/^, d^ et d^, d^. Les deux surfaces

réglées du second ordre, engendrées par les droites qui s'appuient

sur ces couples de droites fixes et sur un rayon m quelconque

du cône, se coupent en une cubique gauche. Si le rayon m décrit

le cône, la cubique gauche correspondante décrira une surface

dont nous nous proposons de rechercher l'ordre.

Remarquons qu'un point M de l'espace appartiendra à cette

surface quand les deux transversales m^a, «^34, menées de ce

point aux deux couples de droites d^, d^ etdg, d^, rencontrent le

cône C„ en deux séries de n points, telles qu'au moins un point

de la première série soit situé avec un des points de la seconde

série sur un rayon du cône.

Cela posé, la transversale menée d'un point iM d'une droite

fixe quelconque aux deux droites d^ et dg rencontre le cône C„

en n points. Les n génératrices du cône passant par ces points,

jointes aux deux droites fixes dg, d^, peuvent être considérées

comme les directrices de n surfaces réglées du second ordre.

Ces surfaces rencontrent la droite d en n couples de points, et

donc en 2n points M' : {U\, M^, ... M^J. Si un de ces points M'

coïncidait avec M, ce serait un point de la surface.

A un point M, il correspond %i points M', et par symétrie

à un point M' il correspond %i points M. Entre les points M et

M', il existe la correspondance (2w . 2w), qui possède in coïnci-

dences ; ces coïncidences sont les points de la surface situés sur

la droite d. Comme la droite d est quelconque, nous en dédui-
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sons que la surface est de Tordre 4'n, S^,,; si nous observons que

le cône fait partie du lieu cherché, S^,, se décompose en une

surface d'ordre '5n, S^^, el en le cône Cn. De plus, la surface Sz„

se décompose en une surface cubique n"''''.

En effet, si d est une droite quelconque dcTespace, les plans

tangents communs aux deux surfaces réglées du second ordre,

qui ont pour directrices d/i, d,^, d et d^^, d^, d, constituent une

développable de la troisième classe, puisque ces deux surfaces

ont en commun les plans tangents le long de la directrice

commune d.

Par le sommet du cône C„, nous pouvons mener trois plans

osculateurs a^, a^, «3 de cette développable : chacun de ces plans

osculateurs, an, par exemple, coupe le cône suivant n généra-

trices; les cubiques gauches correspondantes rencontrent évidem-

ment la droite d en n points coïncidents, puisque ces points sont

l'intersection âed avec a^. •

Nous pourrons, en conséquence, énoncer le théorème suivant :

Si un triangle se déforme de telle façon que deux de ses côtés

s'appuient sur deux couples de droites fixes, tandis que le troi-

sième côté décrit un cône d'ordre quelconque mais de centre fixe,

le sommet opposé décrira une même surface cubique multiple.

L'ordre de multiplicité de cette surface est précisément égal à

l'ordre du cône choisi.

Il est évident que la surface cubique possède comme généra-

trices rectijignes les droites dj, d^, d^, d^, ainsi que leurs deux

transversales communes dtj, d^.

7. Désormais, nous supposerons que le cône générateur est

du premier degré : les génératrices de ce cône seront ainsi les

rayons d'un faisceau plan.

Proposons-nous de construire, en nous servant du théorème

que nous venons de démontrer, la surface cubique déterminée

par quatre droites d^, d^, d^, d^ et trois points A^, A2, A3 donnés :

c'est la surface la plus générale de l'espèce.

Des points A^, A.2, A3, menons les transversales d^, d\; dç^^, d\;

dg, ^3 aux couples de droites d^, d^ et ^3, di^. Les trois plans
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(did[), (dod'i), (d^d'^ se coupent en un point : si nous prenons

ce point connne centre d'un faisceau plan de rayons et si

nous aciievons les constructions précédemment indiquées, nous

obtenons la surface cubique demandée.

Observons que cette surface passera nécessairement par le

point d'interseciion des jonctions des traces des couples de

droites d^, d^; d^, d^ sur le plan du faisceau choisi, et que celte

surface est indépendante du choix du plan du faisceau. Si nous

considérons donc tous les plans qui passent par 0, le lieu de

l'interseciion des jonctions des traces des deux couples de droites

rfi, d^ et rfg, ^4 sur ces plans est la surface cubique cherchée.

Le point appartient à la surface : nous pourrons, en faisant

usage de celte remarque, construire linéairement autant de points

que nous le désirons de la surface, et nous pourrons énoncer,

en conséquence, le théorème suivant ;

Les plans d'une gerbe marquent sur deux couples de droites

fixes des points tels, que l'intersection de leurs jonctions se

déplace sur une surface cubique.

En d'autres termes :

Les rayons de deux congruences du premier ordre et de la pre-

mière classe, qui sont situés dans les plans d'une gerbe, se coupent

en des points dont le lieu est une surface cubique.

Nous pourrons énoncer de même les théorèmes corrélatifs :

Les plans des transversales menées à deux coiiples de droites

fixes, par les points d'un plan, enveloppent une surface de la troi-

sième classe.

Les plans des rayons de deux congruences du premier ordre

et de la première classe qui passent par les points d'un plan,

enveloppent une surface de la troisième classe.

On peut démontrer de même les théorèmes suivants, généra-

lisations des précédents :

Les plans qui enveloppent une surface de la classe m, marquent

sur deux couples de droites fixes des points tels que l'intersection

de leurs jonctions se déplace sur une surface de l'ordre 3m.

Les plans des transversales menées à deux couples de droites

fixes par les points d'une surface d'ordre m, enveloppent une

surface de la classe 3m.
5
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1. Lemme 1. — Soient trois invoiulions, définies par les

équations

/', ^ a^itt^i = «0^1 ix2i + tti {x\ iX% -+- x] ^xûi) + a^iXi iX% == ,

fi^ ^xAs =^ 6o3f2ia:5) + 6i (xSjXDa + xSaxSi) -4- b^x^x'S^ = 0,

/s^ c^jf^ïi = Co.xoix4i -+- Cl (x3|X42 -4- .x52a;4|) + C2x32x42 = 0.

Pour que ces trois involutions aient un couple commun, il

faut que leurs points principaux soient en ligne droite. Celte

condition peut s'exprimer analytiquement par la relation

{ab) (6c) (ca)^
(Xq Ctj Q^

bo 6, 62

Cq C] C2

= 0.

Lemme II. — A un élément X|, de paramètre (x\i, x\2), il

correspond dans l'involution définie par /"^ = un élément X^,

de paramètre (^2i, x%), et à cet élément Xg il correspond, dans

l'involution définie par /g = 0, un élément X3, de paramètre

Entre les éléments X^ et X3, il existe une relation homogra-

phique.

L'équation symbolique qui lie leurs paramètres est

a^ib^z{ab) = 0.

A l'élément X5, il correspond, dans l'involution définie par

f^
= 0, un élément X4, de paramètre (ac^j, xi'2). Cet élément X4

est relié à Xj par une correspondance homographique dont

l'équation est

a^iC^i{ab){bc) = 0.

Pour que cette correspondance soit involulive, il faut que l'on

ait symboliquement

ou
«,€2(06) (6c) = a2Ci(a6)(6c),

(a6)(6c)(ca) = 0.
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Nous pouvons, eu égard au lemme I, inlerpréler ce résultat de

la façon suivante :

La résultante de trois involuiions sera une invohition, quand

ces trois involutions auront un couple commun, c'est-à-dire

appartiendront à un faisceau.

Ce théorème exprime en d'autres termes ceci : soient trois

involutions 1,1', T, appartenant à un même faisceau; supposons

que les couples de ces trois involutions soient les couples de

points d'une même ligne unicursale.

A un point A, il correspond dans I un point B ; à ce point, il

correspond dans 1' un point C, auquel correspond dans 1" un

point D ; les couples tels que (AD) forment une involution
;

c'est-à-dire à D il correspond dans I un point E auquel corres-

pond dans r un point F; à ce point F, il correspond dans 1" un

point G, qui coïncide avec A.

2. Si la ligne unicursale est une conique, nous obtenons le

théorème de Pascal : Les couples de côtés opposés d'un hexagone

inscrit à une courbe du second degré se coupent en trois points

situés en ligne droite.

Si la ligne unicursale est une cubique gauche, on a cette

propriété :

Les transversales menées de trois points d'une cubique gauche

aux couples de côtés opposés d'un hexagone inscrit, s'appuient

sur une même biséca7îte de la courbe.

Quand les trois points de la cubique coïncident, on retrouve

ce théorème connu (*) :

Les transversales menées d'un point d'une cubique gauche aux

couples de côtés d'un hexagone inscrit, sont dans un même plan.

En général, si nous nous rapportons à la représentation des

couples en involution sur une courbe normale, C„, de l'espace

à n dimensions, nous aurons cette propriété :

Les espaces an — 2 ditnensions, menés par trois groupes de

(*; Nous pensons que ce théorème est dû à Chasles. Voir VAperçu liisto-

rique, p. 403.
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n — 2 points d'une courbe normale de l'espace à n dimensions et

s'appmjant respectivement sur les couples de côtés opposés d'un

hexagone inscrit, rencontrent une même bisécante de celte courbe.

Si les trois groupes dew — 2 points coïncident, le théorème

se transforme en le suivant :

Les espaces an — 2 dimensions, menés par n -— 2 points fixes

d'une courbe normale, et s'appuyant sur les couples de côtés

opposés d'un hexagone inscrit, sont situés dans un même espace

an — i dimensions.

3. En joignant deux à deux n -h 4 points, Aj, Ag, ..., A„_,.i,

d'une courbe normale, C„, de l'espace à n dimensions E„, on

obtient divers polygones.

Choisissons, par exemple, le polygone dont les sommets

suecessifs sont :

A), Aj, ...5 A„^5, A„_|.4
;

w H- 2 sommets successifs,

Aj, A^, ..., A„_ij A„ , A„_[.i, A„^25

peuvent s'associer de trois manières n à n, de façon à former les

trois faces k n — 1 dimensions successives

E„_i= (AiA2... A„_iA„ ),

ii'n-i^ (AaAs ... A„ A„^i),

^îi-i == (A3A4 ... A„+iA„_^2)'

Appelons ces faces adjacentes, parce qu'elles se coupent sui-

vant la face an — 3 dimensions déterminée par les sommets

consécutifs

A5, A4, ..., A„_i, A„.

Nous dirons, d'autre part, que les trois droites

(A„+2A„+3), (A„+3A„+4), (A„+4Ai)

sont les arêtes opposées à ces faces.
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Eu égard à ces considérations, le théorème établi au para-

graphe précédent peut s'énoncer ainsi :

Trois faces adjacentes à x\ — 1 dimensions d'un polygone de

n — 4- sommets, inscrit à une courbe normale de l'espace à n

dimensions, rencontrent les arêtes opposées en trois points situés,

avec l'intersection de ces trois faces, dans un même espace an — 1

dimensions.

Une courbe normale est déterminée par n + 3 de ses points;

le théorème précédent exprime la liaison qui doit exister entre

n -h à- points de Pespace à n dimensions, pour qu'ils soient situés

sur une même courbe normale. Nous allons montrer qu'il

n'est pas nécessaire, pour que wH- 4 points soient situés sur une

courbe normale, que la propriété énoncée ait lieu pour toutes les

combinaisons des trois faces adjacentes an — i dimensions d'un

polygone formé par ces n + 4 points.

4. On peut définir une courbe normale à n dimensions

comme l'intersection de n — 1 espaces an — 1 dimensions du

second ordre, ayant en commun un espace générateur linéaire à

n — 2 dimensions ; on peut même supposer que ces espaces

sont des cônes du second degré (*).

Soient n -h à' points de l'espace à n dimensions; considérons

ces points comme étant les sommets successifs B^, Bg, ..., B„^3,

B„+4, d'un polygone.

Supposons que les trois faces k n — 1 dimensions de ce poly-

gone,

E„-i ^ (BjBj ... B„_,B„ ),

E'„_,=(B,B3...B„ B„+0,

E'„-i ^(BsBi... B„+iB„+2)5

(*) Nous appelons cône du second degré, dans un espace à n dimensions,

un système simplement infini d'espaces an— 2 dimensions, E„_2, passant

par un espace à n— 3 dimensions, E„_3, que nous désignerons sous le nom

d'espace du sommet, et tel que dans un espace an — 1 dimensions quel-

conque passant par E„_3, il ne se trouve que deux espaces E„_^. Un tel cône

est coupé par un plan, ne rencontrant pas E„_3, suivant une conique; par

conséquent, un cône du second degré est déterminé par cinq de ses espaces

générateurs.



( 38 )

rencontrent les arêtes opposées

(B„+2B„+3), (B„+3B„^i), (B„+iB,)

en trois points B, B', B", situés dans un même espace à w — 1

dimensions E'^_i, avec la face

E„_3^ (BjBi ... B„_iB„).

Les n -h â- points donnés sont, dans cette supposition, situés

sur un cône du second ordre dont l'espace du sommet est E„_3.

Projetons en effet les six points

Bj , Bj , B„_|_i , B„^2 > "n+Z î B„^4

de l'espace E„_5 sur un plan quelconque, ne rencontrant pas

E„_3 : nous obtenons six points,

Bj , B2, B„_^i , B„^2, B„_[_3, B„^4;

les couples de côtés opposés

(b;,b;\ (b:+2,bU3); (b;,b:.^o, (b:,+5,b:+,); (b,v„ b;^^), {K+^,b.)

se coupent en trois points situés sur une droite : cette droite est

l'intersection du plan choisi et de l'espace E"lj.

Nous en déduisons que les six points

Bj, Bg, B„_,.i, B„^2 , B„_j.3, B„^4

sont sur une même courbe du second degré; c'est ce qui démontre

le théorème énoncé.

Si nous supposons que la propriété du polygone relative à la

face E„_3, a lieu pour n — 2 autres faces adjacentes (c'est-

à-dire pour n — 2 autres faces à n — 5 dimensions situées, avec

E„ _ 3, dans une même face k n — 2 dimensions, E„ _ 2), les w -h 4-

points Bi, B2, ..., B„+3, B„^i seront situés sur n— 1 cônes du

second degré, ayant en commun l'espace générateur E„_2; ces

points seront, par conséquent, situés sur la courbe normale

d'ordre n, leur intersection.
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Nous pourrons ainsi énoncer le théorème suivant :

Quand, dans un polygone de n -h àf sommets, situés dans un

espace à n dimensions, trois faces an — 1 dimensions, passant

par une même face an — 5 dimensions, E„_3, rencontrent les

arêtes opposées en trois points situés, avec E„_5, dans un même

espace an — 1 dimensions, et si cette propriété est vérifiée pour

les espaces an — 3 dimensions situés dans une même face à

n — 2 dimensions, les sommets du polygone seront situés sur une

même cotirbe normale.

La propriété sera alors indépendante de la face du polygone

et de Tordre dans lequel on considère les sommets successifs du

polygone.

5. Ces considérations permettent de construire la courbe

normale de l'espace à n dimensions, connaissant w -+- 3 points

qui lui appartiennent, Aj, A^, ..., A„^2) A„+3.

Par n — 1 points, A^, Ag, ..., A„_i, faisons passer un espace

quelconque an — \ dimensions, E„_i; considérons un des

n — 1 espaces k n — 3 dimensions, formés en joignant n — 2

points parmi A^, Ag, ..., A„_4, par exemple l'espace

E„_3= (A,A2... A„_2).

Si, de E„_3, nous projetons les cinq points

A„_i, A„ , A„_|.i, A„^25 A„_(.3

sur un plan quelconque, non situé dans E„_3, nous obtenons

cinq points

"n-li D,i5 "nflî "n+Zi "n+3J

d'autre part, l'espace E„_i se projette sur le plan choisi suivant

une droite, b, passant par B„_,.

Les cinq points

déterminent une conique; nous pourrons, par des constructions

connues, déterminer le second point d'intersection, B, de cette
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conique avec la droite b; soit E„_^ l'espace k n— 2 dimensions

qui unit E„_5 et B.

Les n — 1 espaces semblables à E„_3, provenant des n — 1

combinaisons de points Ai , A, , ... , A„_j, pris n — 2 à w — 2,

donnent lieu h n — 1 espaces analogues à E„_2; ces n -1

espaces sont situés dans E„_i; ils se coupent donc en un point A,

qui appartiendra à la courbe normale déterminée par les n -i- 3

points donnés.

Addition.

Avant d'aborder le second chapitre de notre travail, il nous

semble nécessaire de rappeler brièvement quelques propriétés

analytiques des courbes normales.

Dans un espace à un nombre n de dimensions, et pour un

système de référence déterminé, il existe évidemment une seule

courbe d'ordre n, dont les équations sont

M. Véronèse (*) a démontré que, étant donnée une courbe

d'ordre n, de l'espace à n dimensions, il est toujours possible de

déterminer un système de référence tel que les équations de cette

courbe soient celles que nous venons d'écrire.

Soient

les paramètres homogènes de n points d'une courbe normale
;

l'équation de l'espace an-— 1 dimensions qui unit ces points

est (**)

(le signe ±, selon que n est pair ou non).

(*) Behandlung der projectîvischen Verhàltnisse der Ràume von verschie-

denen Dimensionen durch dus Princip des Projicirens und Schneidens (Mathe-

MATISCHE AnNALEN, Btl. XIX).

(**) Voir notre travail intitulé : Sur la représentation des involuiions

imicursales (Bull, de l'Acad. roy. de Belg., 5* série, t. XIV).
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En général, nous désignons par PI?* la somme de tous les

produits A; à A; des q quantités ~ (/= 1, 2, 3, ..., q).

Les équations de l'espace à A;— 1 dimensions qui unit k points

de cette courbe, seront :

K, = Z2 — z,^^^ -^ ZiP<'^-) ± z,+2Pi*' = 0,

K„_,= Z„_,+,- 2„_,+2Pf' -H - ± Z„+,Pf =

(le signe ±, selon que k est pair ou impair).

Il suit de là que l'espace h n — \ dimensions, osculaleur à

Kl'
une courbe normale au point de paramètre -j^, a pour équation

et que l'espace à A— 1 dimensions, osculateur en ce même point,

a pour équations :

zxA — {Azy;r'h -+- •zbz.+iAî^o,

Z'i.A.— L ) Z^l^C^h H- ••• ± ZyE+2AÎ= 0,

11 résulte de ce qui précède que d'un point A, situé en dehors

d'wie courbe normale de l'espace à n dimensions, on peut mener

à cette courbe n espaces an — 1 dimensions, oscillateurs. L'es-

pace an — \ dimensions, qui unit les points de contact, est

l'espace polaire du point A. Si les coordonnées homogènes de ce

point sont proportionnelles aux quantités
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l'équation de son espace polaire sera

««4-1^1 — (1 an^2 "^ • ^ ( J "2^« ^ <*'^»+J = 0-

Réciproquement, étant donné un espace plan à w — 1 dimen-

sions, dont l'équation est

biZi -+- 62^2 ... -4- 6„+,5:„+i = 0,

l'intersection des n plans à w — 1 dimensions, osculateurs aux

points où cet espace rencontre la courbe normale, se coupent

en un point dont les coordonnées vérifient les équations

^i z^
, «»+i

_

}i\ /w\ fn

0/ \\l \n

Ce point est appelé pôle de l'espace an — 1 dimensions.

On peut déduire de ces équations le théorème suivant :

Dans un espace à un nombre impair de dimensions, le pôle

d'un espace an — 1 dimensions par rapport à une courbe nor-

male, est situé dans cet espace, et réciproquement.

Un espace à A; dimensions, E^, pouvant être considéré comme
la jonction de A; -i- 1 points de l'espace à n dimensions, l'inter-

section de k -h \ espaces k n — 1 dimensions polaires de ces

A; -+- 1 points par rapport à la courbe normale, sera un espace à

n — k— 1 dimensions, E„_a_,, appelé espace polaire de E^. On
peut démontrer que tout point de E^. a pour espace polaire un

espace an — 1 dimensions passant par E„_a_,, et réciproque-

ment, et que tout espace h n — 1 dimensions, passant par E^, a

son pôle situé sur E„_i._,, et inversement. On déduit de là

que l'espace polaire de E„_^_i est précisément l'espace E*. On
pourrait trouver facilement, à l'aide des résultats obtenus précé-

demment, les équations de deux espaces polaires par rapport à

une courbe normale.



CHAPITRE II.

I

On peut généraliser la conception de l'homographie entre les

éléments de deux figures de première espèce en l'étendant à la

correspondance entre les éléments de n figures.

1. Définition. — Nous dirons que n figures de première

espèce forment une homographie d'ordre n et de rang n— \ quand

n — \ éléments, pris arbitrairement dans n — \ de ces figures,

déterminent sans ambiguïté un éléïnent de la figure restante (").

Nous représentons cette correspondance par la notation H^_i.

D'après la définition, si nous désignons par

(xi|, X'U), {x^i, x22), ..., [xui, xn^)

les paramètres homogènes de n éléments correspondants, il est

clair que ces paramètres doivent être reliés par une équation

d'ordre total n et linéaire par rapport à chacun d'eux. L'équation

sera donc une forme w-linéaire égalée à zéro ; nous l'écrirons

symboliquement :

ou bien, sous forme explicite :

i, k, l, m prenant les valeurs numériques 1 et 2.

(*) Voir le Mémoire de M. Le Paige, intitulé : Homographies et involu-

tions des ordres supérieurs (Jornal de Sciencias mathematicas e astrono-

MicAs, année 1883, pp. 27 et suivantes).
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En particulier, si les divers éléments des groupes d'une

h;;., sont permutables, c'est-à-dire, par exemple, si les divers

éléments des n séries sont de même espèce et sur un même
support, el si les éléments des groupes peuvent être considérés

comme appartenant à l'une ou l'autre série, sans que pour cela

les groupes soient altérés, nous dirons que de pareils groupes

forment une involution d'ordre n et de rang n — 1 , Nous repré-

senterons cette correspondance par \l_^.

L'équation qui représente une telle involution doit être symé-

trique par rapport aux paramètres des divers éléments : ce sera

donc une forme n-linéaire symétrique égalée à zéro,

f^ a^iQ^^ ... a^„^ 6^,6^2 ••• kn^ ••• = 0.

Si nous désignons par Pf' la somme des produits / à i des

k quantités

x^^ x'^i xki

l'équation pourra s'écrire, sous forme effective,

nous ferons usage de celte équation pour étudier les propriétés

de rinvolution.

2. Si les éléments des mêmes séries de deux homographies

sont situés sur les mêmes supports, nous dirons que l'ensemble

des groupes communs à ces deux corrélations forment une

liomographie d'ordre n et de rang n — 2. Plus généralement,

nous dirons que l'ensemble des groupes de n éléments, communs

an — k homographies d'ordre n et de rang n — 1 , forme une

homographie d'ordre n et de rang k, que nous représenterons par

la notation H".

Nous définirons de même une involution d'ordre n el de

rang k, V^, comme l'ensemble des groupes communs an — k

involutions, I,"_i.

Une H", ou une I", sera définie par l'égalité à zéro de n — k

formes n-linéaires, non symétriques ou symétriques.
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Nous commencerons par étudier Tinvolulion générale en nous

servant d'un procédé de représentation qui semble offrir quelque

avantage : 1° parce qu'il permet de présenter les différentes

propriétés de celte correspondance sous une forme qui fait

image; 2° parce que, dans certains cas, il nous permet d'arriver

à des résultats nouveaux, qu'il serait peut-être difficile d'obtenir

par une autre voie.

La théorie de l'involution nous permettra, au moins dans des

cas intéressanis, de faire la théorie de l'homographie; c'est pour-

quoi, bien que cela puisse paraître contraire à la logique, nous

avons préféré étudier le cas particulier avant le cas général.

II

1, Soit une involution d'ordre n et de rang n — i, représentée

par l'équation

/= aot'i"' + aiPl"-li + - + a„_iPi") + a„= 0.

A cette involution, associons le point de l'espace à n dimen-

sions dont les coordonnées, dans un système de référence déter-

miné, sont proportionnelles aux coefficients

Oq, et) , ... , Cl„_i , (X„

Nous dirons que ce point est le point principal de l'invo-

lution.

Si l'involution est décomposable en n élémenls fixes, ce qui

a lieu quand la forme /"est un produit de n facteurs linéaires, il

existe entre les coordonnées de son point principal les relations

d'où l'on déduit

Oo «1 a„_i A,

^1 ^1 ^1
,

pao= -' P«i=-;^i' ••-, po„-i=-' p«a = «.

p étant un facteur de proportionnalité.



( 46 )

Nous en déduisons le théorème suivant :

Le lieu des points qui représentent les points principaux des

involutions d'ordre n et de rang n — 1 , décomposables en n élé-

ments fixes, est la courbe normale de l'espace à n dimensions.

Cela posé, tout espace k n — \ dimensions passant par le

point priiicipal d'une involution, définie par f=0, a pour

équation :

p, (xja,,— Xn^iUo) +- /"2 (xafl,,-,— a;„^.,al)+ - • -4- fA„(x„a„— jc„^_ja„_i)= 0,

fjt^, f/oj, ...,
fj!.„

étant des paramètres à déterminer par la position de

cet espace.

Les espaces représentés par cette équation coupent la courbe

normale en des séries de n points, dont les paramètres homo-

gènes ()•!, ^2) vérifient la relation

Désignons par

Ai 2 Aïia ^n,.

Ail A2i An,

les racines de la dernière équation et convenons de représenter

par (— 1)'Q1"' la somme des produits i à i des inverses de ces

racines ; nous aurons

QL"'

Si nous éliminons entre ces relations les paramètres pi, pai •••> f^»»

nous obtenons :

«oQL"' + «iQi'lli -H ••• + a„_,Qi"^ + a„_.Q('" -+- a„ = 0.

tto^l -4- flj^2 -+- •••
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Ainsi, les groupes de n points d'intersection forment une invo-

lution \l_i, et la relation qui caractérise cette involiition est

précisément celle qui est représentée par le point principal en

question. Ces groupes de n points sont, par conséquent, les

images des groupes de Tinvolution proposée.

2. D'un autre côté, un point de l'espace à n dimensions peut

être considéré comme étant l'intersection de n espaces à n dimen-

sions, dont les équations sont, par exemple :

Alj. = AliX, -- AI 23^2 -+- ••• -+- Al„x„ -+- A1„^ia;„4., =0,

k% = A2iXi -+- A22X2 -+-••• H- A2„x„ -+- A2„+iX„4., = 0,

An^= AhiXi -+- AW2X2 -H ••• -+- An,^x„ + A«„+iX„+i = 0.

Tout espace passant par ce point aura alors pour équation :

Ax= /"|A ^ + ^ajAS^ -+-•••-+- ^„A%= 0,

f^i, P2j •••> F-n étant des paramètres arbitraires.

Chacun des espaces représentés par cette équation, où les para-

mètres fx ont des valeurs déterminées, coupe la courbe normale

en des groupes de n points dont les paramètres homogènes

(^^, ^2) sont les racines de l'équation

A^= ^,A'1« -V- A^2A2^ -4- ••-+- ^„An»= 0;

les notations Ai" (i= \, 2, 5, ..., n) désignent des formes binaires

d'ordre n, ayant pour expressions effectives

At^= AïjA? -H A{2xr*A2 -+-•••+ Aî„A,A^-* -t- A4^.iAJ.

11 résulte de là que l'on peut représenter analtjtiquement une

involution d'ordre n et de rang n — 1 par l'équation d'un fais-

ceau, d'ordre n -^ \, de formes binaires d'ordre n.
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Nous pouvons, du reste, démontrer directement cette pro-

priété.

Soit, en effet, l'équation d'un faisceau de formes d'ordre n

/= Â,/", -f- A/a -4- .-. -4- A,/„ = 0,

et supposons données n— 1 racines de cette équation, chacune

de ces racines représentant le paramètre d'un élément d'une

figure de première espèce.

En substituant ces racines dans l'équation, nous pouvons

déterminer, à l'aide d'équations linéaires, les rapports des

n paramètres \.

En substituant les valeurs ainsi obtenues dans l'équation f=0,
nous aurons une équation d'ordre n bien déterminée; n — i

des racines de cette équation sont celles qui ont servi à déter-

miner les rapports des paramètres A; la n'^"" racine sera propor-

tionnelle au paramètre de l'élément complétant le groupe

déterminé par les n — 1 éléments donnés. Cette détermination

se fera en résolvant une équation linéaire.

3. De ces deux façons d'arriver à la représentation d'une

involution II"*, en partant de l'équation qui la caractérise, il

résulte que, réciproquement, étant donné le point principal d'une

involution, on peut trouver immédiatement son équation sous

l'une ou l'autre de ses formes.

Une involution I^_, étant détermiiiée par la position de son

point principal, il suit qu'elle est complètement définie par

71 groupes de n éléments, à condition toutefois que ces groupes

soient imlépendants entre eux.

En effet, nous pouvons supposer que les n éléments de chaque

groupe soient représentés par n points d'une même courbe nor-

male de l'espace à n dimensions; l'espace an — 1 dimensions

qui unira ces n points pourra donc définir complètement le

groupe. Les n espaces semblables correspondants aux n groupes

se coupent en un point qui est le point principal de l'involution.

Si les n groupes ne sont pas indépendants entre eux, les
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n espaces correspondants, au lieu de se couper en un point, se

couperont en un espace linéaire qui aura au moins une dimen-

sion; par conséquent, il existera au moins une simple infinité de

points principaux qui représenteront l'involution possédant les

groupes donnés.

4. Une involution d'ordre n et de rang k, Vl, est, par défini-

tion, l'ensemble des groupes de n éléments communs an — k

involutions d'ordre n et de rang n — 1 ; soient

Aj, Ag, ... , A„_4,

les points principaux de ces n — k involutions, représentées dans

l'espace à n dimensions : nous dirons que l'ensemble de ces

n — k points forme l'espace principal de l'involution I". Or,

n — k points de l'espace à n dimensions déterminent par leurs

jonctions un espace an — k — 1 dimensions, E„_^^i; par consé-

quent, l'espace principal d'une involution jj.' sera un espace à

n— k — 1 dimensions.

D'après les propriétés dont jouissent les points principaux des

n— k involutions I^_i, dont I^ est pour ainsi dire l'intersection,

nous voyons que tous les espaces à n— 1 dimensions, qui passent

par l'espace principal E„_i_, d'une I", marquent sur la courbe

normale des groupes de n points qui sont les images des groupes

de cette involution.

Théorème. — Un groupe de n éléments d'une \l est déterminé

par k éléments quelconques de ce groupe.

En efi'et, k points quelconques pris sur la courbe normale,

joints à l'espace principal E„_a._i de l'involution, forment un

espace an — \ dimensions, rencontrant la courbe normale en

n points : k de ces points sont les k points pris à l'avance. On

voit de plus que la position de l'espace an — \ dimensions

ainsi déterminé ne dépend pas du choix de k points donnés; il

en est donc de même du groupe de ses n points d'intersection

avec la courbe normale.

4
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L'espace principal E„_t_, d'une involution I" étant un espace

à n— k— 1 dimensions, sera déterminé par l'intersection de

k ~i- \ espaces an — 1 dimensions ; nous en déduisons qu'une

I" est définie complètement par A; 4- 1 de ses groupes, indépen-

dants entre eux.

Soient

A1^= 0, A2^ = 0, ..., Xk -+-1^ = 0,

les équations de A -4- 1 espaces an — 1 dimensions qui se cou-

pent en un espace à n — k— 1 dimensions, espace principal

d'une involution I". Tout espace an — 1 dimensions passant par

cet espace aura pour équation :

Aj = /tcjAljt -+- /WjAâjj -+-•••-!- fik+iP^k + \x= 0,

fjL^, |ui2, ..., Pa+1 étant des paramètres arbitraires.

Cette équation représente un faisceau d'ordre A; d'espaces à

n — 1 dimensions; les espaces de ce faisceau rencontrent la

courbe normale en des groupes de n points, dont les paramètres

homogènes ^j, "k^ vérifient la relation

A^ = fjiM\ -»- M2" H H t^k+ikk + 1»= 0.

La forme Ml (^ == 1 , 2, 3, ..., A: + 1 ) a, comme précédemment,

pour expression effective

Aï» = Aî'iAÎ -H Aî2X;-*A2 -4- ••• -*- A^„>,A^* -f- A^„+^A^

Nous pouvons donc représenter analytiquement une involu-

tion \l par l'équation d'un faisceau, d'ordre k, de formes binaires

du degré n :

f= f^ifi
-+- /t^s/à •*- —^- i«A+i/À+i = 0.

Nous pouvons, du reste, le démontrer directement : suppo-

sons données k racines de l'équation f=0, ces k racines repré-

sentant les paramètres de k éléments d'une figure unicursale;

en substituant ces k racines, nous obtiendrons k équations
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linéaires, suffisantes pour déterminer les â: -+- 1 paramètres

homogènes

Pi, p2j •••» ("A-fl»

Si nous transportons les valeurs ainsi obtenues dans l'équa-

tion f=0, nous obtenons une équation d'ordre n; k racines de

cette équation sont les k racines données ; les n — k racines

restantes complètent le groupe de n éléments déterminé par les

k éléments donnés; de plus, ce groupe est indépendant du choix

des k éléments déterminatifs, pourvu qu'ils fassent partie de ce

groupe.

5. Nous venons de voir qu'une involution I" peut être repré-

sentée analytiquement de deux façons : soit par n— k formes

n-linéaires symétriques égalées à zéro,

fi= a%i . a2^2 - a2,„= 0,

f„-k= an— k^i . an— k^^ ... an— /r^„= 0,

(l'espace principal est alors la jonction de n— k points) ; soit

par les racines d'équations d'ordre n appartenant à un faisceau

d'ordre k :

f= fiiuM -+- /"2a2ï -*- - -* /^k+iak +1^ =

[ai" ^aiix\" -+• aiiXi"'^x^ -t- ••• -t- aîn^jOcS");

(l'espace principal est alors l'intersection de k -h i espaces à

n— \ dimensions).

Recherchons comment on peut passer d'un système de repré-

sentation à l'autre.

Supposons d'abord l'involution définie par l'égalité à zéro de

n— k formes n-linéaires symétriques.
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Son espace principal sera la jonction de n — k points, dont les

coordonnées sont proportionnelles à

oî'o, aix, ai^, ..., aî'„_j, az„, (i = i, 2, 5, . ., ?i— k).

L'espace an— k — i dimensions qu'il déterminera sera l'axe

d'un faisceau d'ordre k d'espaces kn — 1 dimensions; l'équation

de ce faisceau sera ;

1=1

Zi
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nous pourrons écrire les équations d'un point quelconque de

l'espace principal sous la forme :

n-t+l n-A+l

2 «A+p(ali+p, «22, ..., ak -4- 4,+,) ^ «a-i-pM^~*^

p=2 2

Xl

(al,, aSj, ..., aA; -+- li^.,)
B*+i

2 aA+p(«^i' «2a+p, a53, .... aF+X+,) ^ «a+pM""*^

(ail, a22, ...,a/c -t- li+i) ^*+i

2 «i+p(a^i, «22, ..-, «^ -+- ik+p) 2 «*+pM+i*^

^A+l =

{ail, «^2, ..., afe -t- I4+1) S*+i

Les Al^~*^ et B^^., sont des déterminants d'ordre k + 1 (*).

Ce point définit une involution \l_i, qui a pour équation

j «,+,Â(,*) + «,+3Ar' + ... 4- «„+,Ar*) {
pw +

1 a*+2Al,*) + «,+sA^^) + .. + «„+,Ar-*' { P("l, + ... +

]«*+2Ai*ii +«.+.Afj, +-+a„+iAl"+l*MPlr2*—

Les symboles P|"' représentent les mêmes abréviations que

précédemment (II, 1, 1).

Nous pouvons encore écrire l'équation de cette involution sous

la forme

«H^ } Ai') PL") H- A^*» Plri, + ... + Ai^, PW,- B,.,.P('!),_, [ +

«*+5 1 Af) PL") -*- A^^) PW, + •.•-- Afli PL"i*- B,+,PLl ft-2

«n+i \ Ai»-*)PL"' + A^»-*)PL"i, + ... + Al"^:ï*)Pi"). - B,+,Pi») } = 0.

(*) Nous ne croyons pas nécessaire de développer l'expression de ces

déterminants.
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Si nous considérons tous les points de l'espace principal, il leur

correspond un faisceau d'ordre n — k, d'involutions I^.j. Les

groupes de base de ce faisceau sont les groupes de l'involution

i;*; cette involution pourra donc se représenter par les n — k

équations 7i-linéaires symétriques suivantes :

A<" PL"' + A'2'> K% + - + A^i, PL'^,- B,^iP(rI,_.= 0,

Al^) PL") + A^' PL"I. + - + Ai!t, PL"1. - B,^,PL"i._.= 0,

A<r*)PL") + A<"-*'PL"2i *- - + Ati*'PL"i*- B,H..P^«' = 0.

7. Nous pouvons encore représenter dans l'espace à n dimen-

sions, une involution I"_i d'une autre manière. Associons pour

cela à une involution I^;_i l'espace s n — 1 dimensions , E„_,

,

dont les coordonnées sont proportionnelles aux coefficients de

l'équation d'involution ; en d'autres termes, à l'involution dont

l'équation est

ttoPL"' -+- a,PL"Ji +•••-»- a„Pîr'= 0,

associons l'espace k n — 1 dimensions, dont l'équation est

fn\ (n\ (n\

«n^l— ( J «»-1^2 -*- L )
^"-2*5 ^1 I

"03C„+^ = 0.

Nous appellerons cet espace, espace complémentaire de l'invo-

lution.

Il résulte immédiatement de la forme de l'équation de cet

espace, qu'il est l'espace polaire du point principal de l'involution

pour un même système de référence et par rapport à la courbe

normale de ce système.

Des raisonnements analogues à ceux que nous avons faits

précédemment nous conduisent à ce résultat : si des divers points

de l'espace complémentaire d'une involution !"_,, on mène les

groupes de n espaces an — 1 dimensions oscillateurs à la courbe

normale, les groupes des n points de contact sont en involution

l^_j; l'équation qui caractérise cette involution est précisément

celle que représente l'espace complémentaire.
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Comme conséquence, une involution 1" sera représentée dans

un espace à n dimensions par l'intersection de n — k espaces à

n — 1 dimensions; chacun de ces espaces est l'espace complé-

mentaire de chacune des n~k involutions I^_i, dont I" est

l'intersection.

Ces n — k espaces se coupent en un espace à k dimensions,

que nous appellerons espace complémentaire de I". Si des divers

points de cet espace nous menons les groupes de n espaces oscu-

lateurs à la courbe normale, les groupes de points de contact

seront les images des groupes de l'involution ; de même que

pour une involution I"_i, l'espace principal et l'espace complé-

mentaire d'une 1a sont, pour un même système de référence,

réciproquement polaires par rapport à la courbe normale de ce

système.

8. Nous pouvons encore représenter une involution I" sur la

courbe normale d'un espace à fjt.
= n + m dimensions de la façon

suivante :

Prenons sur cette courbe m points quelconques,

et faisons passer par ces points un espace à fx— k — \ dimen-

sions, E^._4_j.

Tous les espaces à fx — \ dimensions qui passent par E^._4_,,

marquent sur la courbe des séries de n points, différents des m
points Ai (i= 1, 2, 3, ..., m) qui forment les groupes d'une I*.

En efifet, k points toul à fait arbitraires de la courbe, joints à

l'espace E^_a_i, déterminent un espace à fx — \ dimensions, qui

rencontre la courbe en p. points dont m sont les points Xi et

dont k sont les points pris arbitrairement; de plus les rôles des

n points d'un groupe, différents des m points Ai, sont interchan-

geables sans que pour cela le groupe soit altéré.

Réciproquement, on peut représenter ainsi une involution

I4 dont on connaît A- -h 1 groupes de n points. En effet, chacun

de ces groupes joints à m points fixes quelconques de la courbe,

détermine un espace à p. — 1 dimensions; les /: -^- 1 espaces
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obtenus de cette façon se coupent en un espace à fji.
— A; — 1

dimensions, rencontrant la courbe en m points. Cet espace défi-

nira donc, comme nous venons de le voir, l'involulion I" carac-

térisée par les k -h i groupes donnés. Cette détermination est

possible d'une m"'''° infinité de manières.

Nous appellerons l'espace E^_.;i_„ espace axial de l'involution

I/", représentée sur la courbe normale de l'espace à ix= n -h m
dimensions.

Nous pourrons, comme conséquences de ce qui précède,

énoncer les théorèmes suivants :

Les espaces an — 1 dimensions, n fois sécants d'une courbe

normale C^ de l'espace à |j(. = n -i- m dimensions, qui rencon-

trent un espace à
f/.

— k — 1 dimensions, E^_k_i, m fois sécant

de C^, en un espace an — k — 1 dimensions marquent sur cette

courbe Cu. des groupes de n points formant un 1^.

11 existe une m"'''' infinité d'espaces E^._i_, jouissant de la

même propriété pour une même involution I".

Dans une involution II à un groupe de k' éléments {k' <C k),

il correspond des groupes de n — k éléments formant une \\zX>-

De notre procédé de représentation il résulte que pour étudier

les propriétés de l'involution, il suffit d'étudier les propriétés

des courbes normales des espaces linéaires. Ce n'est pas généra-

lement à ce point de vue que nous nous placerons dans la suite

de ce travail.

Nous nous servirons de notre mode de représentation pour

transformer la recherche de certaines propriétés de l'involution

en d'autres plus faciles à obtenir; comme corollaires, nous en

déduirons des propriétés des courbes normales, et ainsi notre

manière de représenter les involutions nous servira à deux fins.
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III

Éléments multiples.

1. En général, k points d'une courbe normale C„ de l'espace

à n dimensions, support d'une I", joints à l'espace principal,

E„_i._„ de l'involution, déterminent un espace à n— \ dimensions,

E„_i, qui rencontre la courbe en n — A: autres points complétant

le groupe défini par les k points donnés. La même chose aura

encore lieu si ces À; points coïncident en un même point A; alors

E„_i est la jonction de E„_a_i avec l'espace à k — 1 dimensions

osculateur à la courbe C„ au point A. 11 existe une infinité

d'espaces k k — 1 dimensions osculaleurs à C„; donc, une

1" possède une infinité de groupes contenant k éléments coïnci-

dents; si nous assujettissons ces groupes à une condition supplé-

mentaire, il n'en existera qu'un nombre limité. La condition à

laquelle nous les soumettons, c'est que l'un des n — k points

complétant le groupe déterminé par k points, coïncidents en un

point A, soit précisément ce point A; en d'autres termes, nous

recherchons ici le nombre des groupes d'une I" qui contiennent

k -h \ éléments coïncidents.

En général, nous désignerons par U^" le nombre des groupes

contenant / -t- 1 éléments coïncidents d'une I"'.

L'espace h k — 1 dimensions, osculateur à C„ en un point A,

joint à l'espace principal E„_j_i d'une involution I^, détermine un

espace E„_i, qui rencontre C„ en n — k autres points (B),

Bi, Ba, ..., B„_jt.

Si un de ces points coïncidait avec A , il ferait partie avec A
d'un des groupes cherchés : à un point A, il correspond ainsi

n — k points B.

A un point B, il correspond, dans I", des groupes de n— \

éléments formant une I"i/ ; cette involution possède U"r/ groupes

contenant k éléments coïncidents en un élément A ; si un de ces
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éléments A coïncidait avec B, il ferait partie avec lui d'un des

groupes cherchés.

Entre les points A et B de la courbe C„, il existe la corres-

pondance
I
(n — k), Vlzl \ ; le nombre des coïncidences est pré-

cisément Uâ; donc,

remplaçons successivement dans cette relation k et n par k — 1,

k — 2, ... 1 , et w — 1 , w — 2, ... n — A; -H 1 , et ajoutons membre

à membre les égalités obtenues, nous aurons :

\]t = {n — k)k H- Ur*.

Dô* est le nombre des éléments d'une Iô~*; or, une lô~* repré-

sente n — k éléments fixes, donc Uo~*= (n— A;); finalement,

{]",=. {n — k) (k -^- i){*).

Nous pouvons énoncer ainsi le théorème suivant :

Une involution II possède (n — k) (k -f- \) groupes contenant

un élément multiple d'ordre (k -h 1).

2. En particulier, une involution l"_, possède n groupes

composés de n éléments coïncidents : ces n éléments coïncidents

sont représentés sur la courbe C„ par les points de contact des

n espaces osculateurs à cette courbe, menés par le point prin-

cipal de l'involution.

L'espace à w — 1 dimensions qui unit ces points de contact

est donc l'espace polaire du point principal de l'involution; nous

avons vu que l'espace polaire d'un point quelconque d'un espace

à un nombre impair de dimensions passe par ce point.

IVous pouvons, en conséquence, énoncer cette propriété :

Le groupe des éléments unis d'une involution d'ordre n et de

rang n— 1 ,
quand n est impair

j fait partie de cette involution.

(*) Emil Weyr, Ueber involutionen n»»" Grades und k'" Stufe (Sitzungs-

BERICHTE DËR KAISERL. AkADEMIE DER WiSSENSCHAFTEN ZU WiEN, LXXIX, II).
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3. M. Lerch a généralisé les propriétés des groupes conte-

nant un élément multiple, en recherchant le nombre des groupes

qui contiennent deux ou plusieurs éléments multiples associés.

A Vu éléments il correspond dans une involution I^, des

groupes de n — r^ éléments formant une IJ^Z,*^'; cette involution

possède des groupes de n — r^ éléments contenant un élément

{k— r, -h 1)"p'% en nombre fini; d'après ce que nous venons

de voir, ce nombre est (n — k) {k — rj -+- 1).

Cette propriété aura encore lieu quand les r^ points donnés

coïncident en un seul A; comme ce point A peut être quel-

conque, nous pourrons énoncer le théorème suivant :

Une involution \l possède des groupes composés de deux points

multiples associés, l'un donné d'ordre rj et l'autre d'ordre r^-h 1

,

(rj -h r^ ^= k), et de n — k — 1 autres points simples, B^, en

nombre (n — k) (rg -+- i).

Il existe donc une infinité de groupes semblables ; il en

résulte qu'il n'en existera qu'un nombre fini, satisfaisant à la

condition qu'un des éléments B,- coïncide avec l'élément r/''''', A.

Comme nous venons de le voir, à un élément A il correspond

(n — k){7\-\'\){n — k—^l)
éléments 6.

A un élément B, il correspond dans I" des groupes de w— i

éléments, formant une l"!, ; celte involution possède des groupes

en nombre fini N"r/ (r,. rg -h 1), contenant deux points multi-

ples associés, l'un A, d'ordre r,, et l'autre d'ordre rg -j- 1 (nous

représentons par la notation Nf («ifla) I^ nombre des groupes

d'une Ij" qui contiennent deux éléments multiples associés

d'ordre aj et d'ordre ag) ; ainsi, à un élément B il correspond

NâIi (ri. r^-^ 1) éléments A.

Entre les éléments A et B, il existe la correspondance

\{n — k) {r, -+- 4) (n — /c — 1), N^zJ {r, . r^ + 1) }.

Le nombre des coïncidences est le nombre cherché ; donc,

Nr(r,+ 1, r^+i) = {n — k){n — k—\){r^-^ I) -+- Nrî(r,. r,-*- i).
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Remplaçons dans cette formule A: et n par â; — 1 , ... ^— r, + I
;

n — 1, ..., n— r, -+- 1 ; nous aurons la suite de relations :

Na":Î {rt.r,+ \) = {n— k){n— k— \] (r^-t- i) -f- Nrl (rj— l.r^^i),

Nr-r;îî(2.»'2+l)= (n-^)(n-^-l)(r,+1)+N^i;;(i.r,+ l).

^tZr^ (^- r^-i- i) est le nombre des groupes d'une I^Z^' ^"

l"~^S qui contiennent un élément (tç^ -h \y^^\ un élément simple

et n — Tu — r^ — 2 autres éléments simples ; donc

^k~l\ (1 . ^2 -+- 1) = (r2 -+- I
)
{n — r, — ra) (w — r, — ra — 1)

= (r2 -V- 1) (n— k){n — k — 1).

En additionnant membre à membre les formules de la suite

précédente, et en tenant compte de la valeur de N^~^^ (1 . rg -h 1 ),

nous aurons

N* (r, -t- 1 r^ -^ i) = (M — k){n—k — i) (rj -t- i) {r^-+- 1).

Conséquemment :

£/ne involiUion 1° possède 2!("7^) (r, + l)(r2 + 1) groupes

contenant deux éléments multiples, l'un d'ordre rj -+ 1 , l'autre

d'ordre rg -h 1 ,
quand on a la condition rj + rg = k.

4. Supposons que nous ayons déterminé par un procédé

quelconque le nombre des groupes d'une 1", contenant q points

multiples associés, quand la somme des ordres de multiplicité

est égale au rang k augmenté de q. Connaissant ce nombre,

quels que soient n, A: et les indices de multiplicité, nous nous

proposons de rechercher le nombre des groupes d'une involution

quelconque, qui contiennent q -h \ éléments multiples associés

d'ordres respectifs

Vi-i-i, Ta -4- 1 , ... , r, + 1 , r^+i -+- 1,

quand on a la condition

2 r, = fe
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Prenons un élément A quelconque du support de rinvolulion

Ia, et considérons-le comme un élément r,+,"'"'; il lui correspond

dans Jâ des groupes de n — r„,i éléments, formant une 1^"!*+*;

cette involution possède des groupes composés de q éléments

multiples associés, d'ordres respectifs

en nombre fini

puisque

chacun de ces groupes contient de plus n— A; — q éléments

simples B.

Si un de ces éléments B coïncide avec A, nous aurons un

des groupes cherchés.

A un élément A, il correspond donc

a= K-rlVi in-^ ^, r,+ i, .. , r^-i- l) X {n — k— q)

éléments B.

A un élément B, il correspond dans I" des groupes de n— i

éléments formant une l"iî, qui possède des groupes contenant

q -+- 1 éléments multiples associés, d'ordres respectifs

r,-4- 1, r2+i, ..., r^-h \, r^+j,

en nombre fini

Nrî (ri -*- 1, r^ -^ d, ..., r, H- 1 . r,+,),

puisque

2Vf + r^+i — i =k — i.

(*) Nous représentons, comme précédemment, par la notation

N7(rj-4-l.r, + l,...,r/. + l)

le nombre des groupes d'une involution 1^ ,
qui contiennent y. éléments

multiples associés d'ordres r^, r^, ... , r^,

.
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L'élément r,^,"'''' de chacun de ces groupes est un élément A
;

à un élément B, il correspond donc

[5= N,»iî (r,-^ 1, r^-t- 1 , .,., r,+ 1, r,+0

éléments A.

Entre les éléments A et B, il existe la correspondance (« . [3) ;

le nombre des coïncidences est le nombre des groupes cherchés;

donc,

= N^-r»+;(n+ 4,r2H-1,..., r,+ l)X(w-yfc-9)

-«- Nri (r, -4- 1 , r^ -+- 1 , ..., r, -«- 1 , r,+,).

Si nous remplaçons A; — r,+, par E' r, et n — r^^, par

n — k -h SV„ nous obtenons :

X{n — k — q)-i- Nri (r, + 1 , ra -«- 1, . ., r, -+- i, r^+i).

Nous aurons de même la suite de relations :

NU (r. -^ 1, ..., r, + 1, 7V.)= N^-f-*-^''"'- (r.+ 1, ..., r,+ 1)

X (n — ^ — 7) 4- Nrl (n + 1, r2+ 1, . ., r, H- i, r,+i— 1),

^^r?„:;tî (^» -^ ^' •••' ^ + ^^ 2)

=

^i-'-^^'^'ir, -^ 1, ..., r, -^ 1)
î+i-f-l

X (n— Â: - ^) + ^IZr'tl (n -4; 1, r^ + 4, ..., r, -4- 1, d).

Or, n"Z^*^* 6st le nombre des groupes d'une involution

I^~^«+* qui contiennent ç 4- 1 éléments multiples d'ordres

respectifs

n -t- 1, ra -»- 1, ..., r, -t- i, 1;

ce nombre est

îilZllXi^'^i
-^ ^, r, -i- i, ..., r, -^ i,i)

=
^IZllll (n + 1, -, r,-*-\)X[n— k ~q).
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En tenant Compte de cette relation et de la suite d'équations

indiquée plus haut, nous obtenons;

N?(n -+- 4, i\ H- 1, ..., r, + 1, rg^^ -+- l)

De même nous aurons :

'q+l

Or,

K~r'~':~Ci^^ -*- ^) = {n~k){r, -4- 1);

donc, en combinant par multiplication les formules précédentes,

nous obtenons définitivement :

(n .^\
«+'

Nous pouvons ainsi énoncer la propriété suivante :

Le nombre des groupes d'une involution \l, contenant p élé-

ments multiples associés d'ordres respectifs r^ h- 1, ra -^- 1, ...,

r^ -1- 1 , quand on a

est

fn — k\ P
,

Si ri = r.2 = ••• = ••• Tp= r, alors les groupes cherchés sont

ceux qui contiennent p éléments multiples du même ordre;

chacun des groupes est compté dans le nombre ("p*) p\ (r -^ 1/,

autant de fois que l'on peut permuter entre eux p éléments.
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Donc, le nombre des groupes d'une involution I", qui contien-

nent p éléments multiples associés du même ordre r h- 1 ,
quand

onarp=/c, es/(7'^)(ri 4- 1/(*).

5. Comme généralisation des propriétés que nous venons

d'étudier, il est important de signaler une extension du principe

de correspondance de Chasles.

Soient n figures de première espèce, telles qu'à n— 1 éléments

Al, Aa, ..., Ai_i, A,-+i, ..., Â„_i, A„, appartenant respectivement à

n — 1 figures, il corresponde a, éléments A, de la ^^'"' figure,

et que la même propriété ait lieu quelle que soit la i^"" figure

restante (^=^, 2, 3, ..., n); nous dirons que ces n figures

forment une correspondance

Si les éléments des n figures sont situés sur un même support,

il existe des groupes composés d'éléments coïncidents en nombre

fini.

C'est ce nombre que nous nous proposons de rechercher.

Nous représenterons en général par la notation N(ai, a^, ...,a^),

le nombre des coïncidences d'une correspondance («j, a^, ..., a,).

A un élément A^ de la première série, il correspond dans les

figures restantes des groupes d'éléments en nombre n — 2 fois

infini, et formant une correspondance (a^, a.~^, ..., a„) ; en effet, à

n — 2 éléments A2, A3 ... A^.i, A^^j, ..., A„, appartenant an — 2

figures restantes, il correspond «^ éléments A^ de la f^"'' figure,

puisque, par hypothèse, à un groupe tel que

Aj, A2, ..., Aj_i, Aj^i, .... A„,

il correspond aj éléments de la/'™' figure dans la correspondance

proposée

(«1, «2, ... , a„_i , a„).

{*) Sitzungsberichte der kônigl. bôhmischen Gesellschaft der Wissenschaften

(novembre 1885).
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Ainsi, les systèmes de n—\ éléments qui correspondent à un

élément A^ forment une correspondance (a^, a^, ..., a„_i, a„),

possédant un nombre fini NÇa^, a-, ..., a„) de coïncidences; appe-

lons B, chacun de ces éléments coïncidents : si un de ces

éléments B coïncidait avec l'élément A^, nous aurions une des

coïncidences de la correspondance cherchée. A un élément A^,

il correspond, de cette façon,

N(a5i, as, . ., a„)

éléments B.

A un élément B, qui doit être considéré comme n— 1 éléments

coïncidents A2, Ag , ..., A„, il correspond dans la corrélation

(«1, czg, ..., a„), «1 éléments Aj. Entre les éléments A^ et B, il

existe la correspondance

^aj, N(a2, «3, ..., a„)).

D'après le principe de Chasles, il existe «^ -j- N(a2, «3, ..., «„)

coïncidences ; ce nombre est exactement le nombre des coïnci-

dences de la correspondance proposée ; nous aurons donc :

N(«i, a2, ..., a„) = «!-- N(a2, «3, ..., a„).

Nous obtiendrons de même la suite des relations :

N(a2, «3, ..., a„) = aa -+- N(a3, a^, ..., «J,

N(a3, «4, ..., a„) = as -+- N(a4, Ug, ..., a„),

d'oîi :

N (a„-i , a„) = a„_i + «„

,

N(a,, aa, ..., a„) = aj -H aa -- 1- a.„

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

Une correspondance («^ , «2, ..., a„), formée d'éléments super-

posés, possède 2"a,- coïncidences.
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IV

1. Soient deux involutions du même ordre n et de rangs

k^ et k^i l"]^ , \"j^ ; nous supposons que les éléments de ces invo-

lutions sont représentés par les points d'une courbe normale,

C„, de l'espace à n dimensions, et nous convenons de désigner

par E^_ /^ _ j et E^ _ ^ _ i
les espaces principaux de ces deux

involutions.

Si les deux involutions ont un groupe de n éléments en

commun, l'espace à w — 1 dimensions, qui joint les points

représentant les éléments de ce groupe sur C„, doit passer

nécessairement par E^_^ _ | et E,^_f^ _^; cet espace devra

passer, en conséquence, par la jonction de E^_^ _ ^ et Ejj_yr,^_|.

Or, la jonction de E„_;^ _i et de E,j_/j^_i est un espace

à 2w — k^ — Aa — 1 dimensions, E^^ — k^ — k —V *^" "^ pourra,

par ce dernier espace , mener d'espace an — i dimensions

que si l'on a : '2n — k^ — ki— i ^n — \ , ou n ^ A;, + ^3-

S'il en est ainsi, l'espace ^^n— k, — k^— i P^"^ ^^^^ considéré

comme l'espace principal d'une involution I^.^ _^j, _ ^, dont tous

les groupes appartiendront à la fois à I^ et ij, ; nous pourrons

ainsi énoncer la propriété suivante :

Quand k^ h- ka ^ n,deux involutions l^ et Ij^ ont en commun

les groupes d'une involution d'ordre n et de rang k,| -1- k2 — n.

Si Al -H A2 + 2 <, n, les deux espaces E,„_ ^ _^ etE^_j^ _ j

se coupent en un espace k n— A^ — A2 — 2 dimensions; cet

espace définira l'espace principal d'une involution d'orde n et de

rang A^ h- A2 -4- 1

.

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :

Quand k^ -i- A*2 h- 2 <^ n, deux involutions ïj, et I^. sont com-

prises dans une même involution d'ordre n et de rang kj -+- k2 -l- 1

.

Si n était égal à A^ H- A2 -h 1, les deux involutions I^ et I^. ne

pourraient avoir ni des groupes de n éléments en commun, ni

appartenir à une même involution ; elles ont en commun des

groupes composés de moins de n éléments (il en est du reste

de même de deux involutions I^ et 1^ satisfaisant à la condition
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k^ -4- A-2 < n); dans la suite, nous déterminerons le nombre de

ces groupes.

2. Soient deux involutions Ç, I^s n^^n^ -h p-, nous sup-

posons que les éléments de ces involutions sont les points d'une

courbe normale C^ , de l'espace à % dimensions, E„ .

Les groupes de Ç^ sont marqués par les points de rencontre

avec C^^ des espaces à ^2 — 1 dimensions qui passent par un

espace E^ _f^ _i» à ^2 — Aia — i dimensions, espace principal

de I^^ ; les groupes de I^' sont marqués par les points de rencontre

avec C„ des espaces à % — 1 dimensions qui passent par un

espace h n2 — /c-i
— 1 dimensions, E^ _^ — i^P fois sécant de

la courbe C„ ; cet espace E„ _^ _ ^
est l'espace axial de l'invo-

lution 1^% représentée dans l'espace E„ .

Remarquons que les deux involutions ne peuvent avoir de

groupes communs composés de plus de W/j éléments.

Tout groupe commun de n-j éléments, s'il en existe, joint à

l'espace axial, E„ _^ _i, donne lieu à un espace E^ _ ^ à

^2 — 1 dimensions, qui doit passer par l'espace principal

E„ _^ _!• Cet espace E^ _ ^ doit donc contenir E„ _. _j
et È^^ lk,-v 0" être la jonction de E„^ _ ^^ _ ,

et de E„^'_^^l ^ ;

or, la jonction de ces deux espaces est un espace à

2n2 — k] — k2 — 1 dimensions, E^^ _j^ _^ _ l? P fois sécant

de la courbe C„ ; nous pourrons considérer cet espace comme

étant l'espace axial d'une involution I^'^
;;, _ „ , représentée dans

E„ , si n, < A;^ H- /(;2 ; en conséquence, nous pourrons énoncer le

théorème suivant :

Deux involutions l^^ et I||^ dont les caractéristiques satisfont

aux conditions k, -+- ka ^ Ua , Uj ^ ng , ont en commun les

groupes d'une involution d'ordre n^] et de rang kj + ka — n2.

3. En général, soient n involutions I^;( 2 = 1, 2, 3, ..., w)

d'ordres respectifs w^, «2» •••> *^« ^t de rangs respectifs k^, ^2, ..., k„:

supposons que n^ et n„ soient le plus petit et le plus grand des

ordres de ces involutions.

Si les groupes de ces involutions sont marqués par des groupes

de points de la courbe normale C„ de l'espace à n^^ dimensions,
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E^j , ces n involutions seront représentées par n espaces axiaux

^?î„ - &j - 1 ' ^n„— k^-l' ••
' ^n„ — A„ - 1

'

respectivement à

n„ — ki — ij w„ — ^2 — 1, ..., n„— ^„ —

1

dimensions, et rencontrant la courbe C^ respectivement en

n^— rii, n^ — n^, ..., n„ — w„

points fixes.

D'après ce que nous avons vu quant à la représentation d'une

involution sur une courbe normale d'un espace dont le nombre

des dimensions est supérieur à l'ordre de l'involution, nous

pouvons supposer, sans nuire à la généralité, que les points de

rencontre des espaces axiaux des n involutions I^*(i=l, 2, 3, ...,w)

et de la courbe C,j font partie de n„ — n^ points de rencontre

de cette courbe et de l'espace axial de l'involution I^^

Si les n involutions proposées ont des groupes communs

d'éléments, le nombre de ces éléments sera au plus égal à m,
;

l'espace àn„ — 1 dimensions correspondant à un de ces groupes,

s'il en existe, doit contenir ou être la jonction des n espaces

axiaux des n involutions. Cette jonction sera un espace à

n k

2 ^' ~ 2 ^' "^ ('*" — wi) — 1

dimensions, rencontrant la courbe Cw„ en w„— Wj points ; si donc

n n

2 '*'•— 2 ^«= ^* '

cet espace sera l'espace axial d'une involution d'ordre Ui et de rang

n n

w, — 2«i -+-2'*^«'

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :

Si n„ et Uj sont respectivement le plus grand et le plus petit des

ordres de n involutions, V^_ (i = î, 2, 3, ..., n), et si les carac-

téristiques de ces n involutions satisfont à la condition

^ni—^ki<ni,
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ces n involutions auront en commun les groupes d'une involu-

tion d'ordre nj et de rang

En particulier, n involutions 1°' dont les rangs satisfont à ta

condition que leur somtne soit égale à la somme de leurs ordres

diminuée de l'ordre le plus petit, ont un seul groupe d'éléments en

commun; le nombre de ces éléments est égal à l'ordre le moins

élevé de ces involutions.

Pour déduire ce théorème du précédent, il suffît de remarquer

qu'une involution 1^* est un groupe de Ut éléments fixes, puisque

son espace principal dans l'espace à n^ dimensions est un espace

à Wi — 1 dimensions.

Si les conditions indiquées ne sont pas satisfaites, les n invo-

lutions jouissent, quant aux groupes d'éléments qu'elles peuvent

avoir en commun, d'autres propriétés que nous allons essayer

d'établir.

4. Supposons que les éléments des groupes d'une involu-

tion I^' soient représentés par les points d'une courbe normale

quelconque, C„, d'un espace à un nombre a de dimensions, E„

(le nombre a est tel que l'on ait a ^ A\).

D'autre part, nous pouvons regarder un groupe de a points de

la courbe C„ comme défini par un point A de l'espace E^. En

efïel, les a espaces osculateurs, à a — 1 dimensions, en chacun

des points d'un groupe, se coupent en un point A que nous

appellerons image du groupe. Réciproquement, un point A de E„

définit un groupe de a points sur C„; ces points sont les points

de contact des a espaces osculateurs à C„, menés par le point A.

Si nous considérons les systèmes de a points de la courbe €„,

qui appartiennent à des groupes d'une involution 1^' , nous ob-

tenons pour leurs images un système /c, fois infini de points A
;

l'ensemble de ces points sera situé sur un espace à /c, dimen-

sions, Ha,.
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Cet espace est d'ordre et de classe bien déterminés par les

deux indices w, et ^,; il possède de plus certaines singularités

en relation directe avec ces indices. Nous nous bornerons à

signaler l'existence de ces singularités; pour le but que nous

poursuivons actuellement, leur étude n'est pas nécessaire. Re-

marquons encore que cet espace Uki peut être considéré comme

étant l'intersection de (« — k^) espaces à (a — 1) dimensions,

d'ordre, de classe et de singularités bien déterminés par la

nature de l'espace Uja •

Cela posé, soient n involutions T^' ({=1, 2, 3, ..., n); dési-

gnons par Uki, Hfe, ..., H/£„, les n espaces correspondants à ces

n involutions représentées sur une courbe normale C„ d'un

espace à un nombre a de dimensions ; le nombre a est choisi

de façon à être supérieur ou égal au plus grand des nom-

bres A:,(«=l, 2, 3, ..., n). Ces n involutions ne peuvent avoir des

groupes d'éléments communs en nombre fini, ou, en général, en

nombre r fois infini, que si les n espaces Hki(} = '1? 2, 3, .,., n)

ont des points communs en nombre fini, ou si ces espaces se ren-

contrent en un espace à r dimensions : il faut donc que l'on ait

{a — kl) -+- (a — ^2) -*-•••+(« ~ ^„) = «5

ou, en général,

(a — kl) -¥ (a — /tj) -+ •••-+-(«— k^) = a — r.

Nous pouvons encore écrire l'une et l'autre de ces conditions

sous la forme

kl -+- k^ -4- '•• -i- k^= {n— i) a,

kl -t- k^ -{-•' -\- k„ = [n — i) a -+- r.

En interprétant ce résultat, nous pourrons énoncer les théo-

rèmes suivants :

n involutions, d'ordres et de rangs quelconques, ne peuvent

avoir de groupes d'éléments communs en nombre fini, que si la

somme des rangs est un multiple de n — 1 ; le facteur de mul-

tiplicité est le nombre des éléments qui figurent dans les groupes

communs.
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n involutions, d'ordres et de rangs quelconques, ne peuvent

avoir en commun des groupes d'éléments en nombre r fois infini

que si la somme des rangs, diminuée du nombre r, est un multiple

de n — 1 ; le facteur de multiplicité est le nombre des éléments

qui figurent dans les groupes communs.

5. De ceslhéorèmes, on peut déduire diverses particularités

intéressantes ;

1» Deux involutions l^S I^* ont toujours des groupes de

kl -4- ko^ éléments communs en nombre fini : toutefois, k^ -h kz

doit être moindre ou au plus égal au plus petit des nombres

Wj et n^
^

2° Deux involutions 1^' , I'^^ ont des groupes de k^ -\- kç^ — r

éléments communs en nombre r fois infini, r étant quelconque;

3° Trois involutions de rangs k^^k^, k^ n'ont des groupes de

' + » + s éléments communs en nombre fini que si la somme
2

des rangs est un nombre pair;

4° Trois involutions, du même rang k et d'ordres quel-

conques, ne peuvent avoir des groupes d'éléments communs en

nombre fini que si le nombre k est pair
;

5° En général, m involutions, d'ordres quelconques et du

même rang A;, ne peuvent avoir des groupes d'éléments communs

en nombre fini, que si le nombre k est un multiple de m — 1.

Les développements qui suivent ont pour objet la recherche

des propriétés des groupes communs à un nombre quelconque

d'involutions; le problème étant très complexe, sous sommes

obligé de commencer par étudier le cas particulier de deux

involutions, dans le but de bien éclaircir la méthode suivie dans

le cas général.

1. Soient deux involutions I^^ et I^«; recherchons combien il

existe de groupes de k^ -+- k^, éléments du support commun à ces
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deux involutions, qui appartiennent respectivement aux groupes

de ni éléments de I^* et en même temps aux groupes de n^ élé-

ments de I^^

Nous représentons par la notation N^î ^{, le nombre des

groupes de A,. -+- kj éléments communs à deux involutions,

l"' et \'^'
. Soit A, un élément du support des deux involutions;

il lui correspond, dans T^S des groupes de w, — 1 éléments for-

mant une l^^ZÎ- Cette involution a, en commun avec l'J.s des

groupes de k^ -hkc^— 4 éléments en nombre fini, N^CÎl" ; à cha-

cun de ces groupes il correspond dans l^^, n^ — [k^ -^-k^ — 1)

éléments B qui complètent dans 1^' le groupe de n^ éléments,

dont fait partie le groupe commun.

Si un des éléments B coïncidait avec À, nous aurions un

groupe de k^ h- k^ éléments communs aux deux involutions.

D'autre part, à un élémentBil correspond dans T^.^ des groupes

de Wg — 1 éléments formant une l^^Ziî celte involution a, en

commun avec I^S des groupes de /cj 4- A;2— 1 éléments en nombre

A chacun de ces groupes communs, il correspond n^ — k^

— k^-^ \ éléments A, qui complètent dans I'^^ le groupe de Wj

éléments dont fait partie ce groupe commun.

Entre les éléments A et B, il existe la correspondance

{K\l'-\i'"-k,-k,-^\), Nï;r!",;(%-<r,-feH-i)).

D'après \q principe de Chastes, il existe des coïncidences (AB)

en nombre

chacun des groupes de k^ -h k2 éléments communs aux deux

involutions proposées, absorbe, à cause de la symétrie, ki^ + k,^

de ces coïncidences ; nous aurons donc la formule générale,

*i ^i ki -\' k^
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Cette formule donne le nombre N"^' ^% en fonction du nombre

des groupes communs à deux involutions, I'^^ et l^^ZÎ» ^t du

nombre des groupes communs à deux involutions I^^ZJ

e. !;..

2. a) Supposons dans cette formule A-, = A:2 == 1: nous

aurons

Or, Nq^~^^"2 est le nombre des élément d'une 1^% pris parmi

Wj — 1 éléments donnés; ce nombre esl donc égal à «i — \;

de même

finalement, on a

Nr'f2 = (n,-ljK-|).

Par conséquent ; deux involutions d'ordres n^ et na et du pre-

mier rang ont en commun (uj — 1) (n2 — 1) couples,

b) Supposons k2= \, nous aurons

Nï;zî?(%-t,)H-K-wN;;;S-'^
^i 1

ki -H I

jV^' y» ' est le nombre des groupes de A;, éléments d'une I^*,

pris parmi «9 — 1 éléments donnés : ce nombre est égal à

(V);donc;

Remplaçons successivement dans cette formule ki[ et n^ par

A, — 1 , k^ — 2 , ... , \ et w, — 1 , Wi — 2 , ... , w, — k^ + \\

nous aurons la suite de relations :

N^-*i+* ?2 _^ _ /,^) (^^ _ 1 ).
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En sommant cette suite récurrente, nous obtenons

*i^
\ l I \ L

c) Supposons ^2 = 2; nous aurons

D'après ce que nous venons de voir,

^^' ~\ k, }[ i h
donc :

de même,

2 n , I \ r.\ / ^1 — M / ^2 — «-

ni—1 «2 _ ' \ ^ y \fci — 1

\-12 ^

^n,-lA,+l n, _ [«i — ^i\
j
'^2 - 2\

Finalement, en sommant cette suite, nous trouvons pour le

nombre des groupes de A;^ -+- 2 éléments communs à deux invo-

lutions I^» et 1 ^^ :

d) En général, on a :

n 11 / ^1 — ""II/ '^'ï— "-s

Supposons, en effet, cette formule exacte pour toutes valeurs

de ïiy, W2 et A;i, et pour les valeurs de k^, au plus égales numéri-
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quement s k2 — i ; elle aura encore lieu pour la valeur numé-

rique k2-

Nous avons :

Par supposition, on a

ivrni «2—1
(^2— A;2\ /ni— ^A

donc :

De même,

^i~* ^^
kl -^ h — \

Wi—Ai+1 «2 /^l "'11
/
^2 «^5

N«i «2 ^

N' - - -,
1 ''^~\ h l\ l

En sommant celte suite, nous obtenons

]V^i "2 _, 1^* ~ A (^2 %

Donc, la formule supposée exacte pour toute valeur de A-2

inférieure numériquement k k2 â lieu pour la limite supérieure;

elle est vérifiée pour A;2 = i et A;2 == 2 : elle est donc générale.

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

Le nombre des groupes rfe k^ -4- k2 éléments communs à deux

involutions Ij^ et IJ^ superposées est ("' ^ ^') ("'' ^ ^'] (*)•

(*) Sur le nombre des groupes communs à des involutions supérieures,

marquées sur un même support, par M. Le Paige (Bcll. de l'Acad. roy. de

Belgique, 3« série, t. XI).
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3. Prenons un élément quelconque du support où se trouvent

placées deux involutions, I^' et 1^^ . j] \^[ correspond, dans ces

dernières, des groupes de wj — 1 et % — 1 éléments formant

deux involutions I^^'ZÎ et l'^^'ZV Ces deux involutions ont en

commun des groupes àe k^ -h k^ — 2 éléments, en nombre

(ï^*Z^) [kl — 'lA- ^^o"s obtenons donc cette propriété:

Un élément quelconque du support commun à deux involutions

\\^ et \\' entre dans ll^~\^] (k'—M groupes de k^ -h k^ — \

éléments communs à ces involutions.

On démontrerait de même le théorème plus général suivant :

k éléments arbitraires du support commun à deux involutions

K\ ^^
'k''

unirent dans (j^ ZN (k' -k') groupes de k,, + ka — k

éléments communs à ces deux involutions.

4. Supposons que nous ayons déterminé le nombre des

groupes communs à q involutions, quand la somme de leurs

rangs est un multiple de q — \ ; nous représenterons en général

par ^^^N^' le nombre des groupes communs à q involutions

1^1 (i= 1, 2, 3, ..., q), et par ^%^:Zp '^ nombre des groupes

communs à q involutions 1"^Z» ii=- U 2, 3, ..., q). Nous nous

proposons, connaissant ces nombres, de rechercher le nombre

des groupes communs à ç -h 1 involutions l^'(^== 1, .., 9-+-I)

quand le problème est possible.

5. 1° Soient q involutions I"', satisfaisant à la condition que

le nombre SU-,— 1 (*) est un multiple fji de q— 1; ces involu-

tions possèdent des groupes de (x éléments communs, en nombre

simplement infini. Recherchons combien il existe de ces groupes

qui contiennent / + 1 éléments appartenant à des groupes de m
éléments d'une involution donnée, I^; représentons ce nombre

par(l)x;'.

A un élément A du support commun aux involutions,

il correspond dans les involutions I'^' (/ =1,2,3,...,^), des

(*) Afin d'éviter toute équivoque, nous dirons désormais qu'un nombre

est un multiple a de b, quand ce nombre est égal au produit ab.
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groupes de w, — 1 éléments formant q involutions, I^Zj. La

somme des rangs de ces involutions est

par conséquent, ces q involutions I^'ZÎ ont des groupes de fx—

1

éléments communs en nombre fini , ^^^N^'~] ; nous pouvons

combiner les éléments de chacun de ces groupes communs de

r'y
j
manières, de façon à former des groupes de / éléments;

et à chacun de ces groupes de l éléments, il correspond dans

\T;{m— /) éléments B. Si l'un de ces éléments B coïncidait avec

l'élément A, nous aurions un des groupes cherchés ; à un élément

A, il correspond donc

éléments B.

)(»-fl"'Nrî

A un élément B, il correspond dans 1]" des groupes de m — 1

éléments formant une IfJ"/; cette involution possède des groupes

de [m—] ) éléments, dont /figurent dans des groupes de p. éléments

communs aux q involutions I^' (i=\, 2, 3, ..., q) en nombre fini

(i)^m-i ^ chacun de ces groupes, il correspond p — / éléments

A, qui complètent les groupes de
f/

éléments communs aux q

involutions I^'. Par suite, à un élément B, il correspond

éléments A.

Entre les éléments A et B, il existe donc une correspondance

(a, (3) ; chacun des groupes cherchés absorbe / + 1 des coïnci-

dences de cette correspondance; nous aurons ainsi :

Remplaçons successivement dans cette formule / et m par
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/— 1 , / — 2, ..., 1 et m — \, m — 2, ... , m— l -h \; nous

aurons la suite récurrente

**'xr_-/ = '

'*^Xô" ' est le nombre des groupes de
f/
éléments communs aux

q involutions ["^i qui contiennent un élément pris parmi m — /

éléments donnés
;
par conséquent, on a :

En sommant la suite récurrente, nous obtenons :

„)X«._-N-.--j(' ^ ]{m-l).

6. 2° Soient g involutions
IJ^*', («= 1, 2, ..., ç), possédant des

groupes communs de '

^
= a éléments : le nombre de ces

groupes est donc doublement infini. Recherchons le nombre de

ces groupes qui contiennent / -+- 2 éléments appartenant à des

groupes de m éléments d'une involution donnée I"'; soit ^^^X"'

ce nombre.

A un élément A du support commun aux involutions, il

correspond dans les q involutions I^' des groupes d'éléments

formant q involutions I^*' ~\; ces involutions satisfont à la condi-

tion que la somme de leurs rangs, diminuée de l'unité, est un

multiple, p. — 1, de ç — 1 ; ces involutions ont, en conséquence,

des groupes de fx — 1 éléments communs en nombre infini.

Parmi ces groupes, il en existe, d'après ce que nous venons

de voir, un nombre

(^ — 2\ (î)^^n,—

2

/
m , )

NL_2
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qui contiennent l -+- i éléments appartenant à des groupes de

l'involution I"', et à chacun de ces groupes de / + 1 éléments il

correspond dans ]T, (m — /— 1) éléments B. Si un de ces

éléments B coïncidait avec A, nous aurions un des groupes

cherchés.

A un élément A, il correspond donc

fyct— 2^ [m — /

/

éléments B.

= 2 1'"
. -|C" 'rX;!:!

A un élément B, il correspond dans If des groupes de m — \

éléments formant une I"!/ qui possède des groupes de / + 1

éléments, en nombre fini, faisant partie de groupes de ^i éléments

communs aux q involutions I^'. Soit ^^^Xf.7' ce nombre ; à chacun

de ces groupes de ^ -4- 1 éléments, il correspond p. — / — 1

éléments A; à un élément B, il correspond ainsi

éléments A. Entre les éléments A et B, il existe une correspon-

dance (a.P); chacun des groupes dont nous recherchons le

nombre, absorbe /-»- 2 coïncidences de celle correspondance;

nous aurons donc :

(2)X"'

2(''7l('%"')'X;=l-(''-'-'r'^---.'

/-*- 2 / H-2

remplaçons dans cette formule successivement / et m par

/— i, ... 1 et m — 1, m — 2, ... m — l -+- 1 ; nous aurons la

suite de relations :

(i)^m-l+l ^_
^i''-'){'"-'YK-î^i^-^rv
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Or, ^*>X^~' esl le nombre des groupes de p. éléments qui sont

communs aux q involutions I^*; et qui contiennent 2 éléments pris

dans m — / éléments fixes; nous aurons donc

..xr'=('"7')'X;rr

En sommant la suite récurrente, nous obtenons :

7. 3" Soient q involutions I^;, (/= 1 , 2, 3, ..., q) satisfaisant

à la condition

= Entier == /cc
;

q — i

ces involutions possèdent des groupes communs de p. éléments

en nombre p fois infini. Le nombre fini de ces groupes qui

contiennent l-bp éléments appartenant à des groupes de m élé-

ments d'une involution 1^, est donné par la formule

{p)'Vm'^^=("71(7') 'Xr?

En effet, si nous supposons cette formule exacte pour toutes

valeurs des quantités ^,, n^, met /, mais pour des valeurs de p
égales au plus, numériquement, à p — 1, elle aura encore lieu

pour la valeur numérique p. D'après celle hypothèse, des rai-

sonnements analogues aux précédents conduisent à la formule :

l -^ p

Si nous remplaçons successivement dans cette formule, / et m

(p'Xf =
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par l— 1 , / — 2, ..,, 1 et m — 1 , m — 2 , ..., m — / -h \, nous

aurons la suite d'équations

P (IZÏ) ("V') ''^?-« -*- (f^-/>-^ + 2)^'XM^

(p)Xj'^-* = ^ '— - -
'-—- ,

l -\- p — 1

p -\- l

Ainsi que précédemment, on trouve

0>)Vm-i^ (in — i\ (q)^^i—p .

°

\ P I h—p

En sommant la suite récurrente, nous obtenons d'après la

dernière relation :

wxp ={^ — P\{^ — ^\ (9)N^*— P .

Cette formule, que nous avons supposée exacte pour toute

valeur de p égale numériquement au plus à p — î, a encore

lieu pour la valeur p\ elle est vérifiée pour p==\ et p= 2;

elle est donc générale.

8. 4° Supposons que la valeur de / soit telle que l'on ait

/ + p= p.; dans ce cas, le nombre ^''^X^ devient le nombre des

groupes communs aux q involutions I^' et à If. Ces </
-4- 1 invo-

lutions possèdent, du reste, des groupes de p. éléments communs

en nombre fini, puisque la somme de leurs rangs :

\i. 1 X\
92k,-pq

9 — ^

est un multiple p. du nombre q. Nous pourrons donc énoncer

le théorème suivant :

6
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Le nombre des groupes de p. éléments communs à q involutions

l^i et à une involution I^_p, quand on a la condition

q — \

est égal à

Am-^ + m (^)^w,— p^
l P j k-p

9. D'autre part, comme nous l'avons vu (II, v, i), la condition

pour que gr ^- 1 involutions I^' (/= 1, 2, 3, ..., g, ç4-l) aient des

groupes d'éléments communs en nombre fini, est

1^ = B

(E étant un nombre entier); le type de ces involutions sera

h' h' "'
^,' ^, H- ^-2 H ^K — pq

/ï étant un nombre entier.

En effet, si nous désignons par Â;^^, le plus petit des nombres k

(^= 1, 2, ...,(/, g + 1), nous pourrons toujours écrire

{q — 1) ^,+1 = ^1 + ^2 -+- ••• + Aj — Q,

Q étant un nombre entier positif ou nul. Or, on doit avoir

donc,

q {h + /^a H v-kg) — Q = q{q — l) E;

par conséquent, Q doit être divisible par q, et nous pourrons

écrire Q=pq. Le type de ç + 1 involutions qui ont des

groupes d'éléments communs en nombre fini est donc bien celui
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que nous avons indiqué. D'un autre côté, si l'on se donne q-hl

involutions 1^' (i== i, 2, ..., q -h i), satisfaisant à la condition

le nombre de leurs groupes de u éléments communs sera donné

par la formule

ftj ki f*
"*- f^9+l \ A* liq+i

Il suffit, en effet, de remplacer m par n^^.,, / par k^^i, ei l-t-p

par p. dans la formule qui donne la valeur de ^'''Xj"; nous obte-

nons ainsi le nombre des groupes communs à q -+- \ involutions,

en fonction du nombre des groupes communs à q involutions.

Nous aurons par le même procédé la suite d'équations :

(g)^^h — /" H- ki+i ^ (î-d)j^wj _ 2f^
-+- ftj -t- kj+i hig — kA

ki — yw -t- kq^i ki — 2a<;
-+- &, -+- kg^i \ p — A-J

'

ki—^f^-i-kg+kq^i ki—'5fi-^kg^i-*-k,-^kg^i\ iJ^— kq_i

On arrive finalement, en se servant d'un résultat obtenu

plus haut, à la relation

(2)N^.-
— (7 — 1) /" -*- A;3 H- •.. + \^i ^ In^— k\ fn^— k

h — {q— d)
f*

-t- &3 -+- ••• -t- ^9+1 \ /"— kij [a — kc

Les formules précédentes , combinées par multiplication,

donnent

]\ous pouvons, en conséquence, énoncer le théorème général

suivant :

q -H 1 involutions d'ordres nj et de rangs kj, dont la somme
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des rangs est un multiple fx de q, ont des groupes de ^j. éléments

communs en nombre fini

10. En particulier, q -+- 1 involutions du même rang mq et

d'ordres quelconques rii possèdent des groupes de m (q -4- î)

éléments communs en nombre fini

\ m j

Plus particulièrement encore, le nombre des groupes de q + 1

éléïnents communs à q -h 1 involutions de même rang q et

d'ordres quelconques n; est égal à

n{n,-q).

Ce dernier théorème a été donné par M. Le Paige (*).

11. Soient q -h \ involutions I"% dont la somme des rangs,
ni

diminuée d'un nombre entier r, est un multiple m de q; ces

q +• \ involutions possèdent desgroupes de m éléments communs

en nombre r fois infini. Si l'on donne r points arbitraires du

support commun à ces ç + 1 involutions, il leur correspond,

dans les g + 1 involutions I^' , des groupes d'éléments formant

q -h 1 involutions ig^'^, (i=\,% 3, ..., q -f 1).

La somme des rangs de ces dernières involutions est un mul-

tiple m— r de q; ces involutions ont donc en commun un

nombre
/ nt— ki \

V g /

de groupes de m— r éléments, et nous aurons cette propriété :

(*) Voir le Mémoire de M. Le Paige (rappelé page 75).
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Si la somme des rangs de q -h \ involutions V^[ est un mul-

tiple m de q augmenté de r, r éléments quelconques du support
g+i I ,1

de ces involutions entrent dans U i^~ A groupes de m éléments

communs à ces involutions.

Plus généralement, à j points du support de q -\- i involutions

'k- (J
^^ '' ^ "^) ^^ correspond dans ces involutions des groupes

de Hj — j éléments formant q + 1 involutions l^.~h la somme

des rangs de ces involutions est un multiple m — fr ± (q + 1) n)

de q; conséquemment, ces q -h i involutions I^'~''- ont en

commun des groupes de m — (r±n{q-h 1)) éléments en

nombre fini

fff
^-^-

]^ \m — [r±n{q -h \)) — kl'

et nous pourrons énoncer le théorème suivant :

5^ q -4- 1 involutions ont des groupes de m éléments communs

en fiombre r fois infini

m =
7

r ± nq éléments arbitraires du support de ces involutions entrent

dans

\m — (r db n (ç -J- 1 ))
— ki

^

groupes de m =f n éléments communs aux q H- 1 involutions.

En supposant r= 0, nous arrivons à ce théorème final ;

Si la somme des rangs de q -t 1 involutions I?' est un multiple

m de q, nq éléments arbitraires du support entrent dans

[m — n[q +- i) — ki

groupes de m — n éléments communs aux involutions proposées.

Ces derniers théorèmes sont l'expression la plus générale des

propriétés des groupes d'éléments communs à un système

d'involutions quelconques.
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12. Pour la suite de notre travail, il est nécessaire d'établir

la solution de quelques problèmes sur les groupes communs à

certaines involutions.

1° Deux involutions d'ordre m et du premier rang ont,

ainsi que nous venons de le voir, des couples communs en

nombre (w — 1)^; si les deux involutions appartiennent à un

même faisceau, c'est-à-dire si elles ont en commun un groupe

de m éléments, il est visible que le nombre des couples communs

se réduira à

m. (m — 4) (m — l)(m — 2)
(m — 1 )^— =

2° Plus généralement, soient A: -i- 1 involutions d'ordre m et

de rang h, ^'^I"' ^ = (1, 2, 5, ..., A -4- 1), appartenant à un même
faisceau, c'est-à-dire ayant en commun les groupes d'une involu-

tion d'ordre m et de rang k — 1 ; recherchons combien ces

involutions ont de groupes de A; -h 1 éléments communs, qui

ne font pas partie des groupes de l'involution commune ir_,

,

Représentons ce nombre par la notation ^^"'''Nr (/"')); désignons

par Af, un élément quelconque du support des involutions {i étant

égal à 1, ou 2, ou ..., ou A; -i- 1, selon qu'on le considère dans

Tune ou l'autre des A; h- 1 involutions données).

Prenons A; éléments du support, Aj, Ag, ..., A,_j, A,^.!, ... A^+,,

appartenant respectivement à A; des involutions données,

et supposons que ces A; -+- 1 éléments coïncident en un seul

élément A; il leur correspond, dans ces involutions, des groupes

de m — 1 éléments, formant k involutions d'ordre m — 1 et de

rang A:— 1, appartenant à un même faisceau, c'est-à-dire ayant

en commun les groupes d'une involution d'ordre m — 1 et de

rang A;— 1 : ces involutions auront des groupes de A; éléments

communs, ne faisant pas partie de l'involution commune, en

nombre ^*^N"r/ (T-V); ^ chacun de ces groupes, il correspond dans

l'involution restante ^'^I^, m — A; éléments A^; si l'un de ces
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éléments A, coïncide avec les A; éléments coïncidents, Aj, A2, ...,

A|_,, Aj+i , .. , Ai+i , nous aurons un des groupes cherchés.

Ce que nous venons de voir suffit pour démontrer qu'entre

les éléments A^, A2, •••, A^^j, il existe la correspondance

(<"Nrr;(i-^)x(m-*), '"Nrr;(7=^)x(m-*), ....

d'après l'extension du principe de Chasles, il existe

coïncidences. Parmi ces coïncidences, il en existe qui corres-

pondent à des groupes de A; -f- 1 éléments communs aux A; -+- 1

involutions *''lr et qui font partie de I"!_i.

En effet, si l'élément A est un élément k fois multiple de !"_„

il lui correspond, dans cette dernière involution, m — A; éléments

qui peuvent se grouper A; à A; de C"^*) manières, de façon à

former avec l'élément A;"'"^ un groupe compris dans le nombre

des coïncidences. Puisque l'involution I"'_i possède A; (m— A; -t- 1)

éléments A- fois multiples, il faudra retrancher du nombre primi-

tivement obtenu, A; (m — A; -t- 1) ("';*); nous obtenons ainsi

pour le nombre des coïncidences utiles de la correspondance :

Chacun des groupes dont nous recherchons le nombre absorbe

A- -4- 1 de ces coïncidences ; donc

A; -4- 1

^(„_,,,.,„™-;('^-i)_,(m — A; -4- 1

A:-+- 1
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Nous aurons de même :

•H-;("ii^)==(--*)''-'-Nr_t(r3)-(*-^)("'i^'

„j,m-«:+2/.n-4+2\^(^,._jj,„j^m-A+ l/m-4+l\_2^,.-A+l

(2)ivt"* — k -\- ] (m — k -^ \\ im — k -^ \

'm 0-2
et finalement :

m — k

k U — 1 i
~ U 4- 1

Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème :

k H- 1 involutions, d'ordre m et de rang k, qui ont en commun

les groupes d'une involution d'ordre m et de rang k — 1, ont en

outre des groupes de k -+- \ éléments communs en nombre (™+î).

Ce théorème nous sera d'une grande utihté dans la suite.

VI

Éléments neutres.

1. Soit E„_4_j l'espace principal d'une involution d'ordre n

et de rang k, \^, dont les groupes sont représentés par des

systèmes de n points d'une courbe normale C„, de l'espace à n

dimensions E„.

Supposons qu'à /c points de C„, il corresponde dans \l deux

groupes de n — A; points : dans ce cas, ces k points, joints

à E„_^._,, ne déterminent plus un espace an — 1 dimensions,

mais un espace an — i dimensions, i étant au minimum égal à

deux. Tout espace E„_j k n— 1 dimensions qui passera par cet

espace à n — i dimensions, marquera sur la courbe C„ des

groupes de n — k points qui, avec les k points donnés, forment

des groupes de I^.
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D'après la représentation des involutions dans les espaces dont

le nombre des dimensions est supérieur à leur ordre, ces groupes

de n — k points forment une involution d'ordre n — ^ et de

rang i— \.

Selon que i sera égal à 2, ou à 3, ou ... à 9, nous dirons que

les groupes de k points qui jouissent de celte propriété forment

les images des groupes de k éléments neutres de première,

deuxième, ..., ou (9 — 1)'™* espèce, de l'involution 1".

Nous pourrons ainsi énoncer les théorèmes suivants :

Quand à k éléments il correspond dans une involution I" deux

groupes de n — k éléments, il leur en correspond une infinité

d'autres qui forment une involution d'ordre n — k et du premier

rang : ces groupes sont les groupes de k éléments neutres de

première espèce de l'involution.

Quand à k éléments il correspond dans une involution I"

9+1 groupes de n — k éléments indépendants entre eux, il leur

en correspond une 9"'''* infinité d'autres, formant une involution

d'ordre n — k et de rang 9 (*).

2. Groupes de k éléments neutres de première espèce.

Soit l'équation d'une involution H sous la forme

XittXl -t- A2a22 -\ 1- Xt^^ak -1-4^=0;

nous supposons comme précédemment que la forme ail a pour

expression

ail = «ïosc? + aiiX"~^x^ ^ ... -^ ai,^x^.

L'espace principal E„_j_i de cette involution est formé par

l'intersection des A; + 1 espaces k n — i dimensions dont les

équations sont

(ai^ = aioXi -t- aiiX^ -+-•••+- ai^x„^i).

(*) Le premier de ces théorèmes a été donné par M. Weyr {loc. cit., p. S8).
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D'après ce que nous venons de voir, la recherche des groupes

de k éléments neutres de première espèce revient à la détermi-

nation du nombre des espaces à n — 2 dimensions qui pas-

sent par E„_^ _ j et qui rencontrent la courbe C„ en k points.

Or, tout espace k n — 2 dimensions passant par E^_^_|,
a pour équations

a',%1, + ?.[%X -\ H 4'l^ak—^, -+- x[%k^= 0,

A^aU + 4'^«2, -1- ... + ii%ak — 4. -t- AfaA + 1, = 0.

Chacune de ces équations représente un faisceau, d'ordre

A; — 1, d'espaces an— 1 dimensions; les espaces de ces faisceaux

rencontrent la courbe C„ en des groupes de n points, formant

deux involutions I^_
^

; ces deux involutions ont pour équations

X^Pai"^ + A^*'a2;; + ... -f- AiljaÂ;— i^ + >.i%h"^ = 0,

Afai: + AS,Vi: + ... + AiVA;— i: + Afjiaft + 1»= 0.

Ces deux involutions ont en commun les groupes de n élé-

ments de l'involution d'ordre n et de rang k— 1, dont l'équa-

tion est

ç,ul" -+- p2«2" + — -H Çk-ittk — 1!J = 0.

Le problème revient donc à rechercher le nombre des groupes

de k éléments communs à deux involutions d'ordre n et de

rang k — i, !"_,, qui contiennent les groupes d'une involution

d'ordre n et de rang A; — 2.

Prenons k — 2 éléments arbitraires ; il leur correspond dans

les deux involutions J"_, des groupes de n — A: h- 2 éléments,

formant deux involutions I""*+®, d'ordre n — A; -h 2 et du pre-

mier rang, qui ont en commun un groupe de n — A; -h 2 élé-

ments
; d'après ce que nous avons vu (11, v, 12), ces deux

involutions ont des couples communs, ne faisant pas partie du

groupe de « — A; — 2 éléments communs, en nombre (""2"^*).

Nous pourrons, en conséquence, énoncer le théorème suivant :

k— 2 éléments arbitraires du support d'une involution I"
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peuvent s'associer à (""2"*"*) couples, de façon à former ("^2'''^*)

groupes de k éléments neutres de première espèce de cette involu-

tion \l.

En particulier, si nous supposons k= n — \, ti k= % nous

obtenons ces propriétés :

Les groupes de n — 1 éléments neutres de première espèce

d'une involution l°_i forment une invohition d'ordre n — \ et de

rang n — 3.

Une involution d'ordre n et du second rang possède C^*)

couples neutres (*).

3. En général, à k— 1 éléments du support d'une involution

I" il correspond dans cette involution des groupes de n— â; -+-

1

éléments formant une 1;^*+'
;
par un choix convenable des k— 1

éléments, il peut arriver que cette involution I;'"*"" soit indéter-

minée, c'est-à-dire qu'un de ses groupes ne soit plus déterminé

par un de ses éléments, mais par i de ses éléments; ces groupes

formeront, dans ce cas, une involution d'ordre n — k -+• \ et de

rang i.

Nous dirons que les groupes de A: — 1 éléments, qui jouissent

de cette propriété , sont les groupes de A: — 1 éléments neutres

de première, deuxième, ..., ou (© — 1)'™^ espèce, selon que /sera

égal à 2, 3, ..., ou 9,

Eu égard aux considérations que nous avons émises, quant à

la représentation d'une involution marquée sur une courbe

normale d'un espace dont le nombre de dimensions est supérieur

à l'ordre de l'involution, nous pourrons énoncer les théorèmes

suivants :

Si à un groupe de k — 1 éléments du support d'une involution

It il correspond dans cette involution trois groupes de n— k-h \

éléments complètement indépendants, il lui en correspond une

double infinité d'autres, formant une involution d'ordre n — k-f-i

et de second rang.

Si à un groupe de k— 1 éléments du support d'une involu-

{*) Ces théorèmes sont dus à M. Em. Weyr [loc. cil., pp. 58 et 89).
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Hon 1° il correspond dans cette involution 9 -f- 1 groupes indé-

pendants entre eux, il lui en correspond une cp"""'^ infinité d'au-

tres qui forment une involution d'ordre n — k -j- 1 et de rang (p.

4. Groupes de k — 1 éléments neutres de première espèce.

D'après la représenlation d'une involution I" sur une courbe

normale C„ de l'espace à n dimensions E„, un groupe neutre

de A- — 1 éléments neutres de première espèce, joint à l'espace

principal E„_i._, de \l, détermine non un espace an — 2 dimen-

sions, mais un espace an — 3 dimensions. Rechercher le

nombre des groupes de A: — \ éléments neutres de première

espèce d'une I", revient à rechercher le nombre des espaces à

n — 3 dimensions que l'on peut mener par E„_fc_i, de façon à

rencontrer la courbe C„ en A; — 1 points.

Si nous reprenons la représentation analytique d'une I" que

nous avons employée plus haut (II, vi, 2), tout espace an — 3

dimensions, passant par I„ ji_i, a pour équations

Ai'^al, + A^aâ, H 1- >.t-tak— 2,-4- K^^i,ak— 1,= 0,

A^al, H- }^'^a% -+-••• + }^!Uak - 2, + T^^hak, = 0,

Afal, -4- Af'a2, -4- -.. + >.fUak— 2, + xfl,ak -h 1, = 0.

Chacune de ces équations représente un faisceau, d'ordre k— 2,

d'espaces an — 1 dimensions; les points de rencontre de la

courbe C„ avec les espaces de ces faisceaux forment les groupes

de trois involutions d'ordre n et de rang k— 2 : ces trois involu-

tions ont en commun les groupes d'une involution d'ordre n et

de rang k— 3, marqués sur la courbe C„ par les points

d'intersection des espaces an — 1 dimensions du faisceau

d'ordre k— 3, qui a pour équation

Poal J + n^a% +••• + pi_3aA;— iJ,. = 0.

Le problème revient donc à celui-ci : Combien trois involu-

tions d'ordre n et de rang k — 2, qui ont en commun les groupes
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d'une involution d'ordre n et de rang k — 5, ont-elles de groupes

de A;— 1 éléments communs ?

Etant donnés k— 4 éléments du support des trois involutions,

il leur correspond dans ces dernières des groupes de n — A; -h 4

éléments, formant trois involutions d'ordre n — A; + 4 et du

second rang : ces trois involutions ont en commun les groupes

d'une involution d'ordre n — A; -4- 4 et de premier rang. Comme
nous l'avons vu, ces trois involutions ont en commun ("^s"*"^)

ternes d'éléments. Nous pourrons énoncer, en conséquence, les

théorèmes suivants :

k — 4 éléments arbitraires du support d'une involution 1°

figurent dans (""s"*"^) groupes de k — 1 éléments neutres de

première espèce de cette involution.

Les groupes de n — 2 éléments neutres de première espèce

d'une involution I^_i forment une involution d'ordre n — ^ et

de rang n — S (*).

Toute involution d'ordre n et de quatrième rang possède ("7^)

ternes d'éléments neutres de première espèce.

Les deux derniers théorèmes se déduisent du premier, en

supposant successivement k= n— 1 et A; == 4.

5. En général, à k— p éléments du support d'une I" il

correspond dans cette involution des groupes de n — k -h p
éléments, formant une 1^"*+''

; on peut déterminer les A:— p
éléments de façon que cette involution Ip~^+'' soit indéterminée,

en ce sens que les groupes de cette involution ne soient plus

déterminés par p de leurs éléments, mais par p -^i : nous dirons

que les groupes de A; — p éléments qui jouissent de cette pro-

priété forment les groupes de A; — p éléments neutres de

première, deuxième, ... , ou tp'*""' espèce, selon que i est égal à 1,

2, ..., ou tp.

De là, nous déduisons les théorèmes suivants :

Si à un groupe de k — p éléments du support d'une involu-

(*) Ce théorème est dû à M. Le Paige, Sur les éléments neutres des invo-

lutions (Bull, de l'Acad. roy. de Belgique, 3« série, t. XIV).
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tion il il correspond dans celte involation p -h 2 groupes de

n — k -f- p éléments complètement indépendants entre eux, il lui

correspond une (p + 1
)"''"' infinité d'autres groupes, formant une

involution d'ordre n — k -+- p ef de rang p -f- 1

.

Si à un groupe dek. — p éléments du support d'une involution

It il correspond dans cette involution p -J- cp + 1 groupes de

n — k -4- p éléments complètement indépendants entre eux, il lui

correspond une (9 + p)"'"* infinité d'autres groupes, formant

une involution d'ordre n — k -^ ^ et de rang p -*
9.

6. Groupes dek — p éléments neutres de première espèce.

D'après ce que nous venons de voir, un groupe de )t — p
éléments neutres de première espèce d'une involution I", repré-

sentée sur la courbe normale C„ de E„, joint à l'espace principal

^n~k+i de cette involution, ne détermine pas un espace à

n — p — 1 dimensions, mais un espace à n—p— 2 dimensions.

Par conséquent, pour rechercher les propriétés des groupes

de A; — p éléments neutres de première espèce d'une involution

I", il suffira de rechercher les propriétés des espaces kn— p — 2

dimensions que l'on peut mener par E„./,_i et qui rencontrent la

courbe C„ en A; — p points.

Tout espace à n — p — 2 dimensions, passant par E„_i_i, a

pour équations, si nous nous en rapportons à la notation précé-

demment employée :

A</)al, -4- }Sl^a% -^- ••• + X^}_j,_^ak— p — \^ -»- 4^1pa]c—p^= 0,

M%lx + ^Ta% -^ ... + ?.flp_^ak — p — 1^ + Ai^ipa/c— jo + 4, = 0,

AiP+%1„ M- A(/+2)a2, -+- -. -4- xi'-^^liak— p — 4^ -h A^+'^aA; + 1^ = 0.

Chacune de ces équations représente un faisceau, d'ordre

k— p— \, d'espaces à n — \ dimensions; les points de rencontre

avec la courbe C„ des espaces de ces p •+- 2 faisceaux forment

p -H 2 involutions, d'ordre n et de rang k — p — 1, iLp-i; ces

/3 -H 2 involutions iLp-i ont en commun les groupes de l'involu-
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tion d'ordre n et de rang k — p —% marquée sur la courbe C„

par les espaces à n— 1 dimensions du faisceau, d'ordre k—p— 2,

qui a pour équation

Pottl,. -H pjaSj, + ••• -4- p/r._p_2«/f — p — 1 j= 0.

Le problème revient donc à rechercher le nombre des

groupes de A-— p éléments communs à p + 2 involutions \'î_^_i

qui ont en commun les groupes d'une involulion lLp-2-

Etant donné k — 2 (p + 1) éléments du support des p -i- 2

involutions \'Lp_i, il leur correspond dans ces involutions des

groupes de îî ~ A; H- 2 (p -t- 1) éléments, formant p -+- 2 involu-

tions d'ordre n — A; -+- 2 (p + 1) et de rang p + 1 ; ces dernières

involutions, ayant en commun les groupes d'une involulion

d'ordre n — k -+- 2(p -+- 1) et de rangp, auront de plus (""^ta"^')

groupes de /) -4- 2 éléments communs. Nous pourrons donc

énoncer les théorèmes suivants :

k — 2(p-t-l) éléments arbitraires du support d'une involu-

lion II, figurent dans ("'IVt*) groupes de k— p éléments neutres

de première espèce de cette involulion.

Les groupes de n— p — 1 éléments neutres de première espèce

d'une involution d'ordre n et de rang n — i
, forment une invo-

lution d'ordre n — p — i et de rang n — 2p — 3.

Toute involution d'ordre n et de rang 2(p-4- 1) possède

des groupes de p -»- 2 éléments neutres de première espèce, en

nombre ("p+iO*

Ces théorèmes se déduisent du premier d'entre eux, en sup-

posant k= n — 1 et A; == 2 (p -f- 1 ).

7. En particulier, prenons p= ^^^, le nombre n étant

impair; nous voyons qu'une involution d'ordre impair w et de

rang « — 1 possède un seul groupe neutre de '-^^— éléments.

Or, les groupes de l'involution I"_i sont marqués sur la courbe

normale C„ de E„ par les intersections avec cette courbe des

espaces an — \ dimensions qui passent par un point fixe, point
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principal de l'involution; donc, en interprétant le théorème

précédent, nous arrivons à cette propriété : Par le point princi-

pal d'une involution I"_i d'ordre impair, on ne peut mener

qu'un seul espace à '^^^~ dimensions,, rencontrant la courbe C„ en

—y- points.

Cette interprétation nous conduit immédiatement à l'expres-

sion canonique des involutions, d'ordre n = 2m + \ et de

rang 2m.

Soit A le point principal de cette involution , représentée sur

la courbe normale C„ de l'espace à n dimensions, et soient

Qq, ctj , . . , a„,

les coordonnées de ce point.

L'équation de l'involution représentée sera, ainsi :

Désignons par

Al
I

A2, xm HH 1

,

Al 2 x22 Am •*- I2

les paramètres des points de rencontre avec la courbe C„ de

l'espace à n dimensions, m -1- 1 fois sécant de C„, qui passe

par A; nous pouvons visiblement écrire les relations suivantes :

/Ali\2"'+i /a2,\'"'+* /Am + 1,\^'"+'

pao = ai\—-] -4- as -— -+-•••-+-««+! -
^

\x\J \x'2j \xm -t- Is.

AlA"" /aSA'"" Um -+- Il

\Hj \A22/ \Am

pCÏ2m+l = «d -»- «2 -•- ••• -+- «m+-l«

Le facteur p est un facteur de proportionnalité, et les coeffi-

cients «1, «a» •••» "=«.+! sont des constantes déterminées.
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H s'ensuit que l'équation de l'involution pourra s'écrire :

-t- «22 «• Un -^-«^

\Awi -t- la/
)

ou bien, en remplaçant les expressions P2f„"t|\ par leurs valeurs,

-^»
(

a=2m+l
)> { a,- X n Uiixai -i- xi^xa^) = 0.

.^ (
<»=*

)

Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :

Toute involution d'ordre impair n et de rang n — 1 peut se

représenter analytiquement par l'égalité à zéro d'une somme

de ^^ produits de n facteurs linéaires.

8. Jusqu'à présent, nous ne nous sommes occupé que des

groupes de A; — p éléments neutres de première espèce, d'une

involution I".

Les propriétés des groupes neutres d'espèce quelconque sont

analogues ; cependant, nous ne sommes pas parvenu à faire

cette étude d'une façon définitive, faute d'avoir résolu un pro-

blème préliminaire; nous exposerons néanmoins la méthode qui

permettra d'arriver au résultat final.

D'après la définition des groupes d'éléments neutres d'espèce

quelconque, un groupe de k— p points de la courbe normale C„,

de l'espace E„, qui représente un groupe de A;

—

p éléments

neutres d'espèce z, joint à l'espace principal E„_a_i de l'involu-

tion, ne déterminera pas un espace à n — p — 1 dimensions,

mais un espace à (w — p— i— 1) dimensions. Pour rechercher

les propriétés de ces groupes d'éléments neutres, il sufiBra donc

de rechercher les propriétés des espaces à n— p — (i-i-i)

dimensions que l'on peut mener par E„_t_i, de façon que ces

espaces rencontrent la courbe C„ en A; — p points.

Si nous supposons que l'involution est représentée analyti-

quement de la même façon que dans les paragraphes précédenis,

7
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tout espace à n — p — /— 1 dimensions, passant par E„_a_j,

aura pour équations :

A(')a ) ^ -V- T.'i^^^+ • • • + }^[%.iak— p— i,+ AJt'lp. ,.+,a/c—p— { -4- 1 ^= 0,

A'i"al^-t-4''a2,-4 hXflp_iak—p~ i^-h>^[%-i+iak—p— i -t- 2^= 0,

les facteurs Xsont à déterminer par la position de chacun de ces

espaces.

Chacune des équations précédentes représente un faisceau,

d'ordre k — p — i, d'espaces an— 1 dimensions; les points de

rencontre des espaces de ces faisceaux avec la courbe normale C„

sont les groupes de p -t- i -^ \ involutions, d'ordre n et de

rang k — p — ^. Ces involutions ont en commun les groupes de

l'involution, d'ordre n et de rang A; — p — i— 1, marquée sur

la courbe C„ par les espaces an — 1 dimensions du faisceau

d'ordre k -*- p — i — 1 qui a pour équation,

poal,+pia2^M i-pA_p_.-_2aA—p—ï—2,+ pA_p_,-_,aA;—p—1—1^=0.

Le problème revient donc à rechercher les propriétés des

groupes de A; — p éléments communs à p -*- e -+- 1 involutions

d'ordre n et de rang k — p — i, qui contiennent les groupes

d'une même involution d'ordre n et de rang k— p — i— 1.

Étant donnés k — («'-+-
1) (/> + ^) éléments du support

de ces involutions, il leur correspond des groupes de

n — A: -H (^ + 1) (/) H- éléments , formant p -h i -i- \ invo-

lutions d'ordre n — A -h (i -+- 1) (p -f- i) et de rang i(p h- i);

ces involutions contiennent les groupes d'une involution d'ordre

n — A; -+- (^ -+- 1) (p + et de rang i (p -^ i) — 1 ; elles ont, en

plus, des groupes dei(j) + ^ h- 1) éléments communs en nombre

fini, puisque la somme de leurs rangs est un multiple i (p + ^-t- 1)

de p -h i (11, IV, 4) : soit X le nombre de ces groupes; nous

pourrons énoncer le théorème suivant : k — (i -+- 1) (p + i)

éléments arbitraires du support d'une involution I* entrent dans
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un nombre fini X de groupes de k — p éléments neutres d'espèce i

de cette invohition.

Le nombre X est, comme nous venons de le faire voir, le

nombre des groupes communs à p -t- / -f- 1 involutions I
"[p+'o'''^**''''"*^»

qui appartiennent à un faisceau : la détermination de ce nombre

est très compliquée, et, comme nous l'avons déjà dit, nous ne

sommes pas parvenu à un résultat satisfaisant.

Les considérations précédentes nous conduisent encore aux

théorèmes suivants ;

1° Une invohition d'ordre n et de rang k ne peut avoir des

groupes de k— p éléments neutres d'espèce i
,
que dans le cas

c?e k ^ (i -+- 1) (p -J- i). 2° Une involution, d'ordre n et de rang

(i -f- 1) (p -H i), possède des groupes de i (p -h i h- 1) éléments

neutres d'espèce i en nombre fini.

9. Dans ce paragraphe, nous établirons, par un procédé

différent, un théorème général sur les involutions d'ordre n et

de rang n — ç, qui nous permettra de former les équations

canoniques de certaines involutions.

Soit E^_j, l'espace principal d'une involution I"_y, représentée

sur la courbe normale C„ d'un espace à n dimensions.

Considérons cet espace E^., comme la jonction de 9 points

Al, A2, ..., A?).

ces points étant les points principaux des 9 involutions d'ordre n

et de rang n — 1, dont \l_^ est l'intersection.

Nous supposerons que le point

A,(i=l, % 3, ..., y)_

a des coordonnées proportionnelles aux quantités

aio, ail, •••? «*«•

L'espace à n — k— 1 dimensions, qui unit n — k points de

la courbe C„ dont les paramètres sont

Ail a2i An — ^1

5ld2 >^22 AW — h
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a pour équations (voir ï, Addition)

Ko= z, - z^Pi"-*' + z.v^r'^— ± z„_,+iP(rr/>= 0,

K,= Z2- ZjPr*^ + z^Pr*' - "• ± z„_,,.2PK'= 0,

K,= z,,, - z,+,pr*> + z.+^p^"-*'- - ± ^''+'Pir-**'= ;

nous représentons, comme précédemment, par la notation P'."~**,

la somme des combinaisons i à i des w — A; paramètres des

points de la courbe C„.

Si cet espace doit passer par l'espace Ey_i , on doit avoir les

conditions

K'o*) = 0, Ki»)= 0, ..., Ki?^= 0,

K(1')=0, Ki^)=0, ..., Ki?'=0.

Nous représentons par la notation Kj,'' ce que devient K^ quand

on y remplace les coordonnées courantes z par les coordonnées

du point Ag(p et q peuvent prendre les valeurs 0, 1, 2, 3, ..., k

et 1, 2, 3, ..., cp).

De ces équations, nous déduisons les conséquences suivantes :

{" Quand /:<|^, on peut, par un espace à 9— 1 dimensions,

faire passer une (w — /: (9 -+- 1) — cp)"'"" infinité d'espaces

à n — k— \ dimensions, rencontrant la courbe normale d'un

espace à n dimensions en n — k points;

2" Quand A: = '^^, ce qui a lieu quand n — 9 est un mul-

tiple de 9 -+-
1 , on ne peut faire passer par un espace 39 — i

dimensions qu'un seul espace à ^^^ dimensions, rencontrant la

courbe normale d'un espace à n dimensions en 9 "-^ points;

5° Quand k > '-^l-,
on ne peut mener par un espace 39 — 1

dimensions, d'espace à n — k — \ dimensions rencontrant la

courbe normale d'un espace à n dimensions, que si les coor-

données de 9 points A.(i = 1, 2, 3, ..., 9) de cet espace à 9 — 1
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dimensions satisfont aux conditions exprimées par le symbole

aio ... ail ... a\t ... a% ... a% ... afo ... a^t

al, ... ali .. ait_^i ... a% .. a2A+, .. 055, .. Uf^+i

ai„_/,.. al„_A^.i... al„ ... a2„_i... a2„ ... ay„_4 ... ay„

= 0.

Ces théorèmes peuvent être interprétés autrement :

1° Une involutîon d'ordre n et de rang n — cp possède une

(n — k (ç + 1 ) — cp)"*"" infinité de groupes de n — k éléments

neutres, quand k < |^^ ; ces groupes forment une involution

d'ordre n — k et de rang n — (1 + cp) k — cp;

2° Une involution d'ordre n et de rang n — ç possède un seul

groupe de cp ^-iq éléments neutres, quand n -+- 1 est un multiple

de 9 -t- 1

.

10. D'un autre côté, soient les équations d'une involution !"_„ :

/,= aloPi"^ + al,Pi"ij H- ••• -t- al„.iPi"> + al„P^"'= 0,

/2= a2oPL"^ -+- a2,P<.li -+-•••-+- a2„ iP'») + a2„P<"> = 0,

/;,= ayoPlr^ + ayiPlTi, + - + a?„-iPi"' + «?„?!,'" =

Par l'espace principal Ey_, de celte involution, menons un

des espaces à n — k — 1 dimensions, rencontrant la courbe

normale en w— k points; et représentons par

Al, a2, >.n — ki
' > — > • • . > — ^-

AI2 a22 Aw — k-i

les paramètres de ces n — A: points. Nous aurons les relations

suivantes :

/Al,\''-'' /a2,\"-' (xn— kiY''
p,al,.==al, —- -4- al2 -— -f- ---t- a1„_fc

Al,/ \A2J \A» — k.

/Al,\"-* /A2,^"-' Ixn — k^Y

Al,\"-' /a2A"-* fxn— kiY~^ "?2 T^T -^ ^- a?»-*
Al,/ \A22/ \AW
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/ prend les valeurs 0, 1 , 2, 3, ..., n ; les facteurs p sont des facteurs

de proportionnalité et les quantités a des constantes déterminées.

Dès lors, les équations de l'involution pourront s'écrire :

^-2 n"4».,(:4:)""'.»ng)""V.. .«...(-
Xn— /tç

= 0,

= 0;
Ai 2/ ' \a22/ '" \AW-/^2

ou bien
n—k n—k

... [li^xiii -Jf xiiXn^i),

n—k

= /'2= 2a2;V.= ... etc.,

Nous appelons le produit

Vi= n {ki^xqi + Khxqi),

produit d'ordre n, e^-r^, /a racine de ce produit; dans le cas

de A; < ^^q, nous pourrons donc énoncer le théorème suivant :

Toute invohition d'ordre n et de rang n — 9 peut se définir

analytiquement d'une (n — k(9-+- 1) — cp)"^'* infinité de

manières, par l'égalité à zéro de 9 sommes de n — k mêmes pro-

duits d'ordre u.

Les groupes des racines de ces produits forment une invo-

lution d'ordre n — ^ et de rang n — (1 -h 9) — 9, représentée

par les 9 (A H- 1) équations suivantes :

fc(^) = ai. - ai,^»Pr^) + ... ± a\„ ,+,Plrr/> = 0,

kf^ = a%— a2,.,.Pi«-*) + . . ± a2„_,H.,Ptt'= 0,

ki?)= a-u - an+.n-"' + - ± a?„-*+.Pl:'-l''= 0,

i variant de à L
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En faisant usage de la transformation indiquée ci-dessus

(II, II, s), nous pouvons remplacer les équations précédentes

par Tunique relation

1':

alo al)

I
«^2 *^1 ~^~ *^2 1

al 2 al^+j

al A ali+i al r+A alr+ft+i

aya Cffr+i

«fi «fi+l Pr+A atpr4.4+,-

= 0.

Dans cette équation, les 1 désignent des paramètres arbi-

traires, et nous avons posé pour abréger :

p = n — k, r = f {k -^ i) — 1.

En particulier, nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Toute involution d'ordre n et, de rang n — 9 peut s'exprimer

d'une seule façon par l'égalité à zéro de cp sommes de 9 ~^, mêmes

produits d'ordre n, quand n -+- 1 esf un multiple de cp -{- 1

.

Les racines de ces produits sont les racines de Téquation

alo ail

=f a;2xf
~' =b x^

alu-i al,

al a\„. al„-i al,

f+i

Ufo a-fi «f/A-i ttffj.

«iP«-?
+1

«f»-i

= 0.

Le premier membre de cette équation est le canonizant du

système.
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VII

Involutions conjuguées.

1. Soit une involution d'ordre n et de rang k, I", définie par

'équation

l'espace principal de cette involution, représentée sur la courbe

normale C„ de l'espace à n dimensions, est l'intersection de

k -¥ \ espaces h n— 1 dimensions dont les équations sont :

al, = 0, a%= 0, ..., ak^ = 0, aA:-+-'l. = 0.

Nous pouvons considérer cet espace an— k — 1 dimensions

comme étant l'espace complémentaire d'une involution d'ordre n

et de rang n — A: — 1 , I^_a. i, représentée sur la même courbe

normale C„.

Nous appellerons les deux involutions I" et ILa-i> involutions

conjuguées. /

D'après ce que nous avons vu précédemment, l'espace princi-

pal et l'espace complémentaire d'une involution lÂ, représentée

sur une courbe C„, sont réciproquement polaires par rapport à

cette courbe; nous en déduisons la propriété suivante:

Deux involutions du même ordre sont conjuguées, quand

l'espace principal de l'une est l'espace complémentaire de l'autre,

et vice versa.

2. Cela posé, le pôle de l'espace à w— i dimensions ai^= 0,

par rapport à la courbe C,,, a pour équations :

n\ Zi n\ Z2
,

(n\ z„+,= ... = zfc

0/ ai„ kiJ tti„_j \nJ aiQ

l'espace complémentaire de l'involution I" est la jonction de

k + { pôles analogues \(i= 1, 2, 3, ..., A: -+- 1). Or, chacun de
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ces pôles est le point principal d'une involution d'ordre n et de

rang n — \, ^%.i, dont l'équation est

n \

— \l

L'ensemble des â: + 1 équations 9,= («== 1, % 3, ... , A: + 1)

représente une involution d'ordre n et de rang n — k —1, qui

est l'involution conjuguée de lî.

Si nous employons les formules de transformations que nous

avons indiquées plus haut (II, n, s et e), l'involution conjuguée

de I" pourra se représenter par le faisceau, d'ordre n — k — 1,

de formes binaires d'ordre n, dont l'équation est :

2^.

n—1„ ™n—*„A
I

,y,n-A-

alo al, ... a\k aU+i

a% a2) ... a% «V*

aA;-f-lo ak-\-\i ... aft-Hl* ak-^\ k+i

= 0.

Si l'involution I" était définie analytiquement par n — k formes

w-linéaires symétriques égalées à zéro , on pourrait de même
trouver les deux systèmes de représentation analytique de son

involution conjuguée.

3. Si l'involution lÂ possède un élément w""^'*, par son espace

principal E„_a_i on peut mener un espace an — 1 dimensions,

osculaleur à la courbe normale Cf en un point A; par suite son

espace polaire, qui est l'intersection de w — k espaces an — 1

dimensions, polaires de w — k points de E„_4_i, passera néces-

sairement par le point A.

L'espace complémentaire de l'involution passera donc par le

point A, et par conséquent cet espace pourra être considéré
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comme l'espace principal d'une involution I".a_i qui se décom-

pose en un élément fixe A et en une involution l^lLi- Nous

pouvons donc énoncer le théorème suivant :

L'involution conjuguée d'une involution d'ordre n et de rang k,

qui possède un élément n"'^'^ se décompose en un élément fixe et

en une involution d'ordre n — î et de rang n — k— 1 (*).

On pourrait démontrer, de la même façon, le théorème géné-

ral suivant :

L'involution conjuguée d'une involution d'ordre n et de rang k,

qui possède p éléments n"'''", se décompose en p éléments fixes et en

une involution d'ordre n — p et de rang n — k — 1

.

4. Soit une involution I",', n' < n, représentée dans l'espace

à n dimensions par son espace axial; cet espace axial est,

comme nous l'avons vu, un espace à n — k' — 1 dimensions

E„^i.,__i, qui rencontre la courbe normale C„ de l'espace à n di-

mensions en n — n' points

A) , Aj, • • • , A„_„,

.

Soit Eji, l'espace à k' dimensions, polaire de l'espace E„_j,_i,

par rapport à la courbe C„; par E^, on peut faire passer

n — n' espaces an — \ dimensions, osculateurs à la courbe ;

ces n — n' espaces sont les n — n' espaces osculateurs aux

n — n' points A,. L'espace E^, définira donc une involu-

tion d'ordre n et de rang n — k' — 1, possédant n — n' élé-

ments n"'"".

Comme les n — n' points A^ peuvent être pris arbitrairement

sur la courbe G„, nous pourrons énoncer le théorème suivant,

qui est le réciproque des précédents :

A une involution d'ordre n' et de rang k', il correspond une

(n — n'
)°^'*

infinité d'involutions conjuguées d'ordre n et de

(*) M. Le Paige a donné ce théorème dans le cas particulier de k = l,

n = 3 : Ueber conjugirte Involutionen (Sitzungsber. der kaiserl. Akad. der

WlSSENSCH. ZU WlEN, 1881).
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rang n — k' — i ; ces involutions conjuguées possèdent n — n'

éléments n"""'".

5. De la représentation de deux involutions conjuguées, il

résulte les propriétés suivantes :

5/ une involution d'ordre n et de rang k contient les groupes

d'une involution d'ordre n et de rang cp, l'involution conjuguée à

la première sera contenue dans l'involution conjuguée à la seconde,

et vice versa. Si une involution I"' est contenue dans une involu-

tion d'ordre n et de rang k, l'involution conjuguée de cette der-

nière sera contenue dans une involution d'ordre n et de rang

n — k' — 1, possédant n — n' éléments n"''''''.

Supposons que l'involution I" possède un élément (A'-<-r+ !)"'''';

l'espace k k -hr dimensions, osculateur à la courbe au point A
qui représente cet élément multiple, a pour espace polaire un

espace an — k — r — 1 dimensions, également osculaieur à la

courbe C„ au point A. Or, l'espace E^^^ rencontre l'espace prin-

cipal de I" en r + I points, formant un espace à r dimensions;

donc, l'espace E„_^_^_i sera situé, avec l'espace complémentaire

Ea de I", dans un même espace h n — r — 1 dimensions.

En particulier, si r= \, nous pourrons énoncer le théorème

suivant :

Deux involutions conjuguées placées sur un même support ont

les mêmes éléments multiples.

Si une involution I^ possède k' éléments n"^'", son involu-

tion conjuguée se décompose en k' éléments fixes et une invo-

lution I^iilj ; or, l'involution l^lf_, possède (n — k)(k — k' -h \)

éléments (n — ky'^% qui sont les éléments (k-\- ly'"' de l'invo-

lution I"; en conséquence, nous obtenons la propriété suivante :

Une involution II qui possède k' éléments n"'"" ne possède que

(n — k)(k — k' + 1) éléments (k -+ ^)^p'*^

6. Soit une involution I" et soient E„_4_i et E^^, l'espace prin-

cipal et l'espace complémentaire de cette involution.

Supposons que l'involution I"ait en commun, avec son involu-

tion conjuguée I"_i_o un groupe de n éléments; dans ce cas, les
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deux espaces E^ et E„_4_,, étant situés dans un même espace à

n— 1 dimensions E„_i (cet espace est la jonction des n points

de la courbe normale C„ qui représentent les éléments du groupe

commun), se coupent en un point A. Or, nous avons vu que les

deux espaces E^ et E„_4_, sont réciproquement polaires par rap-

port à la courbe C„; ddîic, A est le pôle de l'espace E„_i, par

rapport à cette même courbe.

Remarquons que le point A, pôle de E„_i, est situé dans cet

espace E„_,; or, si n est pair, cela ne peut avoir lieu que si l'es-

pace E„_, est osculateur à la courbe C„ (puisque le pôle d'un

espace an — 1 dimensions
,
par rapport à une courbe normale,

ne peut être situé dans cet espace, si n est pair, que si cet

espace E„_i est osculateur à la courbe).

S'il en est ainsi, le groupe commun aux deux involutions

I" et I"_i doit être un élément n"'''^ de ces deux involutions;

mais alors ces deux involutions sont l'une et l'autre décompo-

sables : cela résulte immédiatement d'un théorème démontré

plus haut (II, vin, s).

Donc : Une involution d'ordre pair ne peut avoir avec son invo-

lution conjuguée un groupe d'éléments en commun, à moins que

ces éléments ne coïncident, et alors l'involution et sa conjuguée

sont décomposables.

II suffira donc, dans ce qui suit, de considérer les involutions

dont l'ordre n est un nombre impair.

7. Soient E, et E„_2 l'espace complémentaire et l'espace

principal d'une involution d'ordre n et du premier rang, IJ.

Si Ir a en commun avec son involution conjuguée I"_2 un

groupe de n éléments, les deux espaces E^ et E„_^ auront un

point commun A ; il y a plus : l'espace Ej est situé dans l'es-

pace E„_2.

En effet, tout espace an — 1 dimensions, E„_,, passant par

E„_2 a son pôle P situé dans cet espace E„_i et dans l'espace E,;

or, cet espace E„_, contient déjà le point A de E,; puisqu'il con-

tient un second point P, il contient tout cet espace.



( 109 )

Puisque l'espace E„_i est quelconque, il s'ensuit que E„_2 doit

contenir entièrement E|.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

Toute involution d'ordre impair n, et du premier ou du

n — 2'^°" rang, qui a en commun avec son involution conjuguée

un groupe de n éléments, est contenue dans celle-ci, ou bien con-

tient celle-ci.

8. Soient E„_3 et Ej, l'espace principal et l'espace complé-

mentaire d'une involution J"; si l'involulion I2 a en commun avec

son involution conjuguée I^_3 un groupe de n éléments, les deux

espaces Ej et E„_3 seront situés dans un même espace an— 1

dimensions E„_,, et par conséquent ces deux espaces se coupe-

ront en un point A ; ce point A est le pôle par rapport à la courbe

normale de l'espace E„_i.

Donc : Une involution d'ordre impair n, et du deuxième ou du

n — o'*"* rang, qui a en commun avec sa conjuguée un groupe

de n éléments, est contenue avec celle-ci dans une même involu-

tion d'ordre n et de rang n — 1

.

Tout espace Ej, passant par A et situé dans Pg, est l'espace

principal d'une involution 1^_2 dont l'espace complémentaire

passe par A ; d'après ce que nous avons vu, cette involution 1"_2

contient son involution conjuguée. De même, tout espace E„_2,

passant par E„_^, est l'espace principal d'une involution I" dont

l'espace complémentaire passe par A; en conséquence, cette invo-

lution I" est située dans son involution conjuguée. Nous pour-

rons donc énoncer les deux théorèmes suivants :

Toute involution d'ordre impair n et du second rang, qui a en

commun avec son involution conjuguée un groupe de n éléments,

contient une infinité d'involutions d'ordre n et du premier rang,

qui sont contenues dans leurs involutions conjuguées.

Toute involution d'ordre impair n et de rang n — 3, qui a en

commun avec son involution conjuguée un groupe de n éléments,

est contenue dans une infinité d'involutions d'ordre n et de

rang n — 2, contenant leurs involutions conjuguées.
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9. Supposons maintenant que deux involulions conjuguées II

et I"_3 aient en commun les groupes d'une involution d'ordre n

et du premier rang; dans ce cas, les deux espaces E^ et E„_2Sont

situés dans un espace E„_^, espace principal de l'involution

commune; par conséquent, les deux espaces E^ et E„_3 se cou-

pent en une droite, espace complémentaire de l'involution

commune.

Donc : Toute involution d'ordre n et du second rang, qui a en

commun avec son involution conjuguée les groupes d'une involu-

tion d'ordre n et du premier rang, est contenue dans l'involution

conjuguée à cette dernière.

De plus, les deux espaces E^ et E„_3 coïncident (*).

En effet, tout espace h n — \ dimensions E„ i, passant par

E„_3, a son pôle P situé dans l'espace E„_i et dans l'espace E^; or,

l'espace E„_j contient déjà une droite de E^; il contient, par

conséquent, cet espace E^ tout entier. Puisque l'espace E„_i est

quelconque, il faut nécessairement que les deux espaces Ej et E„_5

coïncident. Nous obtenons ainsi le théorème suivant :

Toute involution, d'ordre impair n et du second ou du n — 3'*""^

rang, qui a en commun avec son involution conjuguée les groupes

d'une involution d'ordre n et du premier rang, est située dans

cette involution conjuguée ou bien y est contenue.

10. Plus généralement, soient E„_i_i et E^ l'espace principal

et l'espace complémentaire d'une involution d'ordre n et de

rang k, I" .

Supposons d'abord que cette involution I"ait en commun avec

son involution conjuguée I^'_i_, un groupe de ?i éléments ; les

deux espaces E^ et E„_t_i ont, dans ce cas, un point commun A.

Toute droite de l'espace E^ qui passe par A est située dans

son espace polaire correspondant et définira, par conséquent,

l'espace principal dune involution I^_2 qui contient son involu-

tion conjuguée.

(*) Nous appelons espaces coïncidents des espaces E/i, £*, tels que E^ est

compris dans E*.
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De même, tout espace E„_2 passant par E„_i_i contient sa

droite polaire et définira l'espace principal d'une involution I" qui

est contenue dans son involution conjuguée. Nous pourrons donc

énoncer les théorèmes suivants :

Une involution d'ordre n et de rang k, qui a en coînmun avec

son involution conjuguée un groupe de n éléments, contient une

k — 1
"""'^

infinité d'involutions d'ordre n et du premier rang,

contenues dans leurs involutions conjuguées.

Une involution d'ordre n et de rang k, qui possède un groupe

de n éléments en commun avec son involution conjuguée, est

située dans une k — i"^^' infinité d'involutions d'ordre n et de

rang n — 2, qiii contiennent leurs involutions conjuguées.

11. Supposons maintenant que deux involutions conjuguées

Il et iLi-i aient en commun les groupes d'une involution d'or-

dre n et de rang p, l^.

Dans ce cas, les deux espaces E^. et E„_4_,, espaces principaux

de ces deux involutions conjuguées, sont situés dans un espace

à n — p — 1 dimensions, E„_p_,, qui est l'espace principal de

Ip et, par conséquent, ces deux espaces se rencontrent en un

espace à p dimensions E^, espace complémentaire de I" ; nous

en déduisons d'abord ce théorème :

Si deux involutions conjuguées ont en commun les groupes

d'une involution, cette dernière est contenue dans son involution

conjuguée.

Tout espace à p -h \ dimensions, passant par E^ et situé

dans Ei, est contenu dans son espace correspondant et, par

conséquent, définit l'espace principal d'une involution I^_p_2

contenant son involution conjuguée.

En conséquence : Une involution d'ordre impair n et de

rting k
,
qui a en commun avec son involution conjuguée les

groupes d'une involution d'ordre n et de rang p, est contenue dans

une (k — p)"*"^ infinité d'involutions d'ordre n et de rang

n — p — 2, contenant leurs involutions conjuguées.

On démontrerait que, dans les mêmes conditions, l'involu-
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lion \" contient une (k — py'* infinité d'involutions d'ordre n

et de rang p + 1 , contenues dans leurs involutions conjuguées.

12. Supposons enfin que deux involutions conjuguées I" et

I"_4„, aient en commun les groupes d'une involution ILi; dans

ce cas, les deux espaces E„_i._j et E^ sont situés dans un espace

à n— A: dimensions E„_i, qui est l'espace principal de l'invo-

lution I"_i; donc ils se coupent en un espace à k — 1 dimen-

sions Ea_i, qui est l'espace complémentaire de l'involution I"_i;

nous en déduisons ce théorème :

Si deux involutions conjuguées I^ et In_k-i ont en commun les

groupes d'une involution I"_, , cette dernière involution est contenue

dans son involution conjuguée.

De la même façon que pour le cas de /c = 1 et de A;= "2,

on démontrerait que les deux espaces E^ et £„_;;._, sont contenus

l'un dans l'autre.

Donc : Toute involution d'ordre impair n et de rang k, qui a en

commun avec son involution conjuguée les groupes d'une involu-

tion d'ordre n et de rang k — \, est contenue dans son involution

conjuguée ou contient son involution conjuguée.



CHAPITRE IIÏ.

Détermination d'une involution I".

1. Nous avons vu que k-hi groupes de n éléments déter-

minent une involution I", et qu'étant donnés k éléments d'un

k -h 2'^"" groupe, il est possible de trouver les n— k éléments

qui complètent ce groupe; la solution de cette question dépend

d'un problème du degré n — k, puisque cette solution revient à

rechercher les racines d'une équation d'ordre n, k k indétermi-

nées, connaissant k de ces racines.

Étant donnés k -t- 1 groupes d'une involution d'ordre n et de

rang k, complètement indépendants entre eux,

G), Gg, ..., Gk+i>

pour déterminer les n — k éléments correspondant à k éléments

donnés,

il revient au même de compléter les groupes de deux invohitions

de rangs inférieurs.

En effet, par exemple, prenons k des groupes donnés

Gi, G.2, ..., G^.;

ils déterminent une involution d'ordre n et de rang k — 1 ; à

k— 1 des éléments donnés, par exemple, aux éléments
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il correspond n — A; -f- 1 élémenls, dans celte involution I"_i ;

Les n éléments

II, l"î, ••-, 'i-li "n "'2j •••; "n-A+l

appartiennent évidemment à l'involution cherchée, I".

De plus, aux k — 4 éléments

il correspond dans l'involution I" des groupes de n — A: 4- 1 élé-

ments formant une involution d'ordre n — k + l et du pre-

mier rang; les n — A; -h 1 élémenls

hi, h^, ..., hn—k+i

forment un groupe de cette involution.

Prenons encore k groupes parmi les A- -+- 1 groupes donnés;

par exemple,
Gj , Gs , .... Gi , Ga^i

ils déterminent une seconde involution iLi. Aux éléments

il correspond, dans cette dernière involution, n — k -\- \ élé-

ments

les n élémenls

ÏJ, tg) •••) *n—A+l» ^1» '25 ••5 ^/;-2> 'i-l

forment un groupe de l'involution I" ; de plus, les n — A; -f- 1

éléments

forment un second groupe de l'involution \1~''^^

.
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Les deux groupes

déterminent l'involution !""*+*;
si nous construisons dans cette

involution le groupe de n— k éléments correspondant à l'élé-

ment /i, ce groupe de n— k éléments sera le groupe correspon-

dant aux k éléments donnés dans l'involution 1", caractérisée par

les A; H- 1 groupes Gj , G^ , ... , Gi^,

.

Le problème revient donc à la détermination de deux involu-

tions d'ordre n et de rang k — 1, et à la détermination d'une

involution d'ordre n — A: -+- 1 et du premier rang.

De la même façon, la détermination de chacune des involu-

tions d'ordre n et de rang k— 1 revient à la détermination de

deux involutions d'ordre n et de rang k — 2^ et à la détermina-

tion d'une involution d'ordre n— A; -i- 2 et du premier rang. En

continuant de la sorte, nous arrivons à ce résultat, que la déter-

mination d'une involution d'ordre n et de rang k revient à la

détermination d'involutions du premier rang (*).

2. Comme exemples, nous allons exposer, brièvement les

constructions dans le plan des involutions cubiques représentées

sur un support donné; nous pouvons toujours supposer que ce

support est une conique ou, plus particulièrement encore, un

cercle. Si le support était une courbe unicursale quelconque, on

pourrait, par un nombre convenable de sections et projections,

ramener les points de ce support à correspondre uniformément

aux points de la conique ou du cercle.

Les droites qui unissent deux à deux les points des ternes

d'une involution cubique du premier rang, marquée far les points

d'une courbe du second degré Cg , enveloppent une courbe de la

seconde classe, que nous appellerons courbe d'involution.

En effet, toutes les droites du plan qui passent par un point P

(*) Voir le Mémoire de M. Wcyr (loc. cit., p. 88).
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quelconque marquent sur la courbe C^ des couples de points

formant une involulion 1^ (I, ii, i, 2, 3); cette involution a en

commun avec l'involution if des couples au nombre de deux.

Ces couples correspondent évidemment aux tangentes de la

courbe d'involution qui passent par le point P; si nous remar-

quons qu'une involution I^ est déterminée par deux ternes d'élé-

ments correspondants, nous pourrons énoncer cette propriété

bien connue :

Si deux triangles sont inscrits à une même conique C2 , ils sont

circonscrits à une même conique a^, et il existe une infinité d'au-

tres triangles inscrits à Cg et circonscrits à o-g

.

Ce théorème a conduit M. Le Paige à un premier mode de

construction de l'involution I, (*).

Soient donc deux groupes de trois points, Xi, y^, zi et

acg, 2/2, j^a, situés sur une courbe du second degré C2, et un

point X5; il s'agit de déterminer les deux points y^ et z^ complé-

tant le groupe défini par le point X3 dans l'involution cubique

qui possède les deux groupes donnés.

D'après ce que nous venons de voir, il existe une conique a^

inscrite aux deux triangles (aciî/iZj) et («aj/a^); si de Xg nous

menons les deux tangentes à cette courbe a^ , ces deux droites

rencontreront la courbe Cg en deux points 2/3 et Zg, qui sont

les points cherchés.

Il est facile de s'assurer que si rj, r^,r^, r^ sont les quatre

points d'intersection des deux courbes C2 eto-g, les quatre tan-

gentes à (Tg en ces points coupent la courbe Cg aux quatre

points doubles de l'involution. Ces points sont, du reste, les points

de contact sur C^ des quatre tangentes communes aux deux

courbes Cg et o-g.

3. Supposons que les deux ternes Xj, ^/i, ^i et x^, y^, z^

soient deux groupes de trois points d'une droite d. Nous pou-

(*) Voir les Essais de Géométrie supérieure du troisième ordre de M. Le Paige,

pp. 69 et suivantes.
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vons construire les ternes de l'involution en faisant usage de la

représentation suivante :

Les courbes du troisième degré, qui passent par huit points

fixes, rencontrent une droite fixe d en des groupes de trois

points formant une involution cubique du premier rang.

Cette propriété est évidente, si l'on remarque qu'une cubique

plane est déterminée par neuf quelconques de ses points.

Pour construire l'involution cubique sur la droite d, nous

choisirons les huit points de base du faisceau de cubiques, de

telle sorte que les deux cubiques qui passent par les points

Xi , ?/4 , Zj ; Xç^,y^,z.2, soient décomposables en trois droites,

et que la cubique, qui donne avec le point Xg les deux points

inconnus y^ et z^, soit formée d'une droite et d'une conique.

Il sufifira pour cela d'effectuer les constructions suivantes :

Par xn , yi, Zi, menons trois droites quelconques a^, 6,, q ,

et par x^, une droite quelconque «5 rencontrant les droites

a^, 6^, q en A^; Bg, C3. Les droites Og ^ (A^ocg), b^ ^ (^22/2)5
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Cj ^ (Cg22) rencontrent respectivement les trois couples de

droites

en des points

Di, Lu', A2, Caî A3, D3.

Les six points A2, Ag, Bj , Bg, Cj, C2 sont sur une conique,

puisque l'hexagone A2AgB3B,CiC2A2 est tel, que les intersec-

tions des couples de côtés opposés

A2A5, B,C,; A3B3, CjCj; BsBj, A2C2

sont trois points A|, B^, Cg situés en ligne droite. La conique Cg,

circonscrite à cet hexagone, coupe la droite d en deux points

réels ou imaginaires conjugués, qui sont les deux points y^ et zg

cherchés.

Le problème revient donc à construire les intersections de la

droite d avec une conique dont on connaît six points.

Remarquons que le quadrilatère dont les sommets sont A2Ag,

BjBg est inscrit à la conique inconnue C2; donc les côtés opposés

de ce quadrilatère,

A2A3, B,B3, A3B3, AjB,,

et la conique C2 rencontrent la droite d en six points

•^1' .Vij ^2> Mj; ^3, Z3

formant trois couples d'une involution quadratique If.

Le point Ui de la droite d est indépendant du choix des

droites «j, 6^, Cj, a^; en effet, le point Ui est le point correspon-

dant de acg dans l'involution quadratique qui est définie par les

couples

Xi, yil Xçi, î/2 •

Cela résulte immédiatement de l'inspection de la figure.

De même, les couples des côtés opposés du quadrilatère

B3B1, CiC^; B,C|, B3C2
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et la conique C2 rencontrent la droite d en six points, formant

trois couples

yii ^1» ^2> W2; î/3, Z3,

d'une même involution quadratique J,.

Le point 112 de la droite d est, de même que le point u^, indé-

pendant du choix des droites a^, 6i, Cj, «3.

De ce qui précède, il résulte que les deux points 2/3, z^ sont

les points communs aux deux involutions l], J^ la résolution de

ce problème dépend d'une question du second degré
;
par con-

séquent, il faudra transporter les éléments déterminatifs sur un

support du second degré quelconque.

Voici donc les constructions à effectuer :

Prenons une courbe du second degré quelconque, par exemple

un cercle, et d'un point de cette courbe projetons les points

^1 j Vu Z],oc2, 1/2 j Z2 6t X3 de la droite d en des points x[, y[, zj,

I r r >

i/i -L u -ri
ft
," z ,

z. V, ,ic

N^o,-:;

Les droites (x[ij[) et (x'4/'^) se coupent en un point A; les

droites {y[z[) et (y'^z^) se coupent en un point B. Les droites
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kx[ et B3C3 rencontrent la courbe en u[ et u\', les droites {z[u\)

et {z\iQ rencontrent respectivement les droites {x[ij\) et {x^yç,)

en des points A' et B' : la droite A'B' coupe la courbe en deux

points, î/3 et z^, qui, projetés du point sur la droite d,

donnent deux points, î/g et %, complétant le groupe défini par

le point ^3 dans l'involution 1, déterminée par les ternes

4. M. Le Paige a donné un second mode de représentation

de l'involution Ij sur une conique; voici la propriété sur laquelle

cette représentation est basée : les coniques d'un faisceau dont

un des points de base est situé sur la conique-support rencontrent

cette courbe en des ternes de points formant une involution

cubique du premier rang.

Etant donnés deux ternes, ac^, y, , z^ ; Xg, y^, ^3, d'une invo-

lution I,, voici les constructions indiquées par M. Le Paige pour

compléter le terne défini par un point acg :

Les droites (x\y{), {x^y^ se coupent en un point A, et la

droite (A0C5) rencontre la conique-support en un point B. Les

droites (Bzj), (Bz,) coupent respectivement les droites {x^^y^

et (JC|^i) des points A', B' : la droite A'B' rencontre la conique-

support aux deux points cherchés 2/5» z^\ en effet, les trois

couples de droites

(A'B'), (Axs); {x,y,), [z,^); {x,y,), (z,A')
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constituent trois coniques décomposables passant par quatre

points fixes A, A', B, B', dont l'un, B, est sur la courbe-

support.

Ces constructions sont encore possibles quand chacun des

ternes donnés est composé de deux points imaginaires conju-

gués et d'un point réel, puisque les droites qui unissent les

couples imaginaires conjugués sont toujours réelles et se coupent

donc en un point réel A.

Remarquons que la droite (A'B'), quand le point Xg parcourt

la conique, enveloppe une courbe de la seconde classe; cette

conique d'involution permettra, comme précédemment, de déter-

miner les points doubles de l'involution.

5. Voici encore les constructions relatives aux involutions

cubiques du second rang, qui ont été indiquées également par

M. Le Paige :

Étant donnés trois ternes, Xj, y,, Zi ; x^, y»), Zg ; Xg, yg, Zg,

d'une \l, compléter le terne défini par deux éléments X/^, y^; nous

supposerons, comme précédemment, que les éléments de chaque

terne sont les points d'une conique.

Au point x^ il correspond, dans les deux involutions II, possé-

dant les ternes

Xi, yi, Zi', x^, y^, z^ et Xj, yi, s,; X3, y^, z^

des couples

y'^z'z et y\z\.

Soit II l'involution quadratique qui possède ces couples : le

point Z4, correspondant de ^4 dans cette involution quadratique,

sera le point cherché.

D'où les constructions suivantes : les droites (x^y^), (xç^y^) se

coupent en A; Aoc^ coupe la conique en B; (B^,) et (Hz^) ren-

contrent respectivement {x<^y^ et (x^y^) en A' et B'. Les droites

i^iVi)} (^î/s) se coupent en Aj
; (AiZ^) coupe la conique en B^;

(BjZj) et (B,j3g) rencontrent respectivement (acg^/g) et (xiy^) en

A'i et Bj. Les deux droites (A'B'), (A^B,) se coupent en un point t;
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la droite {ty^ rencontre la courbe au point Z4, qui complète le

groupe défini par les deux éléments 7/4 et z^.

Si nous déterminons un second point t^, analogue à t, en

employant un point x^ quelconque de la courbe, la droite tt^

rencontrera cette courbe en deux points réels, ou imaginaires

conjugués, qui sont les éléments neutres de l'involution. En

effet, nous savons que le couple neutre d'une \l appartient à

toute involution quadratique correspondant à tout élément quel-

conque; ce couple sera donc le couple d'éléments communs

à deux involutions correspondant à deux points, par exemple

ÎC4 et 3Cjj.

6. On pourrait construire également une involution \\ sur

une droite en faisant usage de la propriété suivante : les

cubiques planes qui passent par sept points fixes marquent, sur

une droite quelconque, des ternes de points formant une involu-

tion I2.

Il est un cas où les constructions sont particulièrement

simples :

Soit à construire le point complétant un groupe défini par

deux points x^ys datis une involution II, dont on connaît le

couple neutre Uj, Uç^ et un terne de points Xj, yj, z, , dans la

supposition que ces éléments sont situés sur une droite. Si le

couple neutre est réel, menons par n^ et Wg deux droites arbi-

traires FAB et ECD (fig. I), et par oc^ une droite quelconque AD :

les droites (z^D), (yiA) coupent respectivement FAB et ECD
en F et en C. La droite (C^/g) coupe FAB en B; la droite (xji)

coupe CED en E ; la droite EF coupe AC en G et la droite-

support au point cherché z^. En effet, les trois cubiques

formées : 1° des (rois droites (BE), (AC), (FD); 2° des trois

droites (EF), (BC), (AD); 3° des deux droites (BF), (ED) et

d'une droite quelconque passant pan G, ont en commun sept

points A, B, C, D, E, F, G, et par conséquent ces trois cubiques

rencontrent le support en des ternes formant une I|.

La position du point z^ ne dépend pas du choix des droites

FAB, ECD et AD.
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En effet, si x et y sont les points d'intersection des droites AE
et FC avec le support, le point z^ est le point correspondant

Fig. 1.

de Pi dans Tinvolution quadratique définie par les couples

D'autre part, x et y sont des points fixes, puisque ce sont les

points correspondants respectivement de y^ et de x^ dans les

deux involutions quadratiques définies par les couples î/^ , x^
;

Wj, Wg et Zi, ?/i ; iii , n.2. Cela ressort immédiatement de l'examen

de la figure I.

Si le couple de points neutres était formé de deux points

imaginaires conjugués donnés, par exemple, par l'intersection

imaginaire d'une courbe réelle C^ avec le support, il suffirait de

remplacer dans ce qui précède la conique décomposable formée

des deux droites FB et CD par la conique Cg. La figure II

indique suffisamment les constructions à effectuer.
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7. Si nous prenons comme support d'une involution cubique

une cubique gauche, les constructions deviennent excessivement

simples. Il est, du reste, facile de faire correspondre uniformé-

ment les points d'une cubique gauche aux points d'une droite

ou d'une conique , ou d'une courbe plane unicursale quel-

conque.

En effet, un faisceau de plans, dont l'axe est une bisécante de

la cubique, projette uniformément tous les points de cette courbe

sur une droite, et inversement.

S'il s'agit de transporter les points d'une cubique gauche sur

une conique ou sur une courbe unicursale quelconque, on com-

mencera par transporter ces points sur une droite quelconque et

l'on projettera les points de cette droite sur la courbe unicursale,

et inversement.

Nous avons vu dans la représentation des involutions quel-

conques que les plans d'une gerbe marquent sur une cubique

gauche des séries de trois points formant une involution 1|.

En parlant de là, nous pouvons construire facilement les

ternes d'une involution cubique de seconde espèce, dont on con-

naît un nombre suffisant d'éléments déterminatifs.

Problèmes, — 1° Construire une \l connaissant trois ternes

d'éléments.

Les éléments des ternes peuvent être donnés soit isolément,

soit par leur plan, soit par une bisécante de la courbe et un point

de cette courbe.

Les trois plans qui unissent les trois points des trois ternes

se coupent en un point A; si l'on se donne deux points a;, ?/

d'un groupe, le plan {kxy) coupe la cubique en un troisième

point z, qui complète le groupe déterminé par les deux points

X Qi y.

Les points triples de l'involution sont marqués sur la cubique

gauche par les points de contact des plans osculateurs issus du

point A.

Pour construire les éléments neutres de l'involution, il suffit

de remarquer que ces éléments forment le couple commun à
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toutes les involutions quadratiques correspondant à tous les

points de la cubique ; il s'agira donc de construire le couple

commun à deux de ces involutions.

Prenons sur la courbe trois points quelconques M, M' et M";

par la droite AiVI, menons deux plans quelconques qui rencon-

trent la cubique suivant deux bisécantes (XY), (X'V) ; soit M'P

la transversale menée du point M' à ces deux bisécantes; le plan

(AM'P) coupe la cubique en deux points; la droite de jonction

passera par le point A et sera la droite qui unit les éléments

neutres; par conséquent, si M"P' est la tranversale menée du

point M" aux deux bisécantes (XY) et (X'Y), les deux plans

(AM'P), (AM'T') se couperont suivant la bisécante qui repré-

sente les éléments neutres de l'involution ; cette bisécante passe

nécessairement par le point A
;

2" Construire une II, connaissant le couple des éléments neu-

tres et un terne de points.

Soit d la bisécante qui unit les points neutres; le plan qui

unit les points du terne donné coupe la droite d au point A; ce

point caractérise, comme plus haut, l'involution
;

5° Construire le groupe commun à trois involutions définies

par un nombre suffisant de conditions.

Soient A, A', A" les centres des trois gerbes qui caractérisent

les trois involutions : le plan (AA'A") coupe la cubique en trois

points, qui représentent le groupe commun aux trois invo-

lutions.

8. M. Le Paige {*) a appliqué la conception de l'involution

cubique à la résolution de nombreuses questions intéressantes,

entre autres à la construction des courbes et des surfaces

cubiques.

Nous allons montrer, par un exemple que nous lui emprun-

tons, en quoi consiste sa méthode.

Pour les courbes cubiques, le principe est celui dont nous

(*) Mémoire sur les courbes du troisième ordre, 2''^ partie [Mémoires in-4»

DE l'AcAD. ROY, DE BELGIQUE, t. XLV (1882), p. 40].



( 426 )

nous sommes déjà servi : les cubiques qui passent par sept points

coupent une transversale quelconque en des séries de trois points

formant une II-

Etant donnés neuf points indépendants entre eux, Aj, A2, ...,

Ag, Ag, nous pouvons construire les points d'intersection d'une

droite quelconque A avec la cubique qui passe par ces neuf

points.

En effet, les courbes cubiques du réseau qui a pour points de

base les sept points A^, A,, A3, A4, Ag, Ag, A7 coupent la

transversale A en des ternes de points formant une I|; nous

pouvons déterminer facilement trois ternes de cette involution,

car, dans le réseau en question, nous pouvons considérer les

cubiques décomposables formées des éléments suivants : 1° la

conique passant par les cinq points A^, A2, Ag, A4, Ag et la

droite (AgAy); 2° la conique passant par A^, A2, A3, A4, Ag et

la droite (A5A7); 5° la conique passant par Aj, A,, A3, A^, Ag

et la droite (A4A7). Ces cubiques décomposables coupent la

droite A en trois ternes de points qui suffisent pour définir l'in-

volution I2.

Si nous considérons de même les points d'intersection des

cubiques des deux réseaux dont les points de base sont

Al, A2, A3, A4, As, Ag, Ag et A,, A2, A3, A4, Ag, Ag, Ag,

nous obtenons de la même façon deux nouvelles involutions

Si nous construisons sur la droite A le groupe commun aux

trois involutions I|, I'/, I2'^ les points de ce groupe seront les

points d'intersection de celte droite avec la cubique passant par

les neuf points donnés.
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II

1. Les diverses propriétés des involutions quelconques per-

mettent d'énoncer les principales propriétés des courbes ration-

nelles des espaces à un nombre quelconque de dimensions.

Tous les espaces an — 1 dimensions d'un espace à n dimen-

sions, E„, rencontrent une courbe rationnelle quelconque de cet

espace C^ , d'ordre m, (m^n), en des séries de m points formant

les groupes d'une involution d'ordre m et de rang n.

En effet, la jonction de n points de la courbe C„, détermine

un espace à w— \ dimensions qui rencontre la courbe en

m points, parmi lesquels figurent les n points donnés; de plus,

cet espace k n — \ dimensions ne dépend pas du choix des

n points du groupe; les rôles des points d'un groupe sont donc

interchangeables.

De la même façon : \° les espaces an — \ dimensions qui

passent par un point fixe A de E„ marquent sur la courbe C^

des groupes de m points formant une involution d'ordre m et de

rang n — 1 ;
2° /es espaces an — 1 dimensions qui passent par

un point de la courbe C„ marquent sur celle-ci des groupes

de m — 1 points, formant une involution d'ordre m — 1 et de

rang n — 1

.

En ayant égard à ces considérations, nous pourrons énoncer

la suite des théorèmes suivants :

Théorème I. — Par un point, situé en dehors d'une courbe

rationnelle d'ordre m, d'un espace à n dimensions, on peut

mener à cette courbe n (m— n -t- 1) espaces an — 1 dimensions

oscillateurs.

Autrement : toute courbe rationnelle d'ordre m d'un espace à

n dimensions est de la classe n (m — n -+- 1) ; ou bien encore :

les espaces an — 1 dimensions, oscillateurs à une courbe ration-

nelle d'ordre m de l'espace à n dimensions, enveloppent une déve-

loppable de la classe n (m — n -f- 1).
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Théorème IL — Par un point situé sur une courbe rationnelle

d'ordre m de l'espace à n dimensions, on peut mener n (m — n)

espaces an — 1 dimensions osculateiirs à cette courbe; les points

de contact de ces espaces sont différents du point choisi.

Théorème III. — On peut mener à une courbe rationnelle

d'ordre m, d'un espace à n dimensions, (n -4- 1) (m — n) espaces

an — \ dimensions surosculateurs, c'est-à-dire ayant avec cette

courbe un contact d'^ordre n.

Théorème IV. — A une courbe rationnelle d'ordre m de l'es-

pace à n dimensions, on peut mener

(m — n\ P
,

P
\ P

espaces an — i dimensions, contenant p espaces osculateurs à

r, dimensions, quand on a la condition

Si les espaces osculateurs ont un mJme nombre de dimensions,

les espaces an — 1 dimensions qui les unissent sont en nombre

fm — n\
,

Théorème V. — Les espaces « n — 1 dimensions qui ont, avec

une courbe rationnelle C^ d'un espace à n dimensions, p contacts

d'ordres rj, r^, .. , r^ quand on a la co7idition

2 r,= w— 1,

forment une développable de la classe

fm — n\ P
,

p! n(r,-Hl).
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Théorème VI, — Par un point situé en dehors d'une courbe

rationnelle d'ordre m, d'un espace à n dimensions, on peut mener

une (n — Sy" infinité d'espaces an — 2 dimensions rencontrant

la courbe enx\ — 1 points ; n — 3 points quelconques de la courbe

figurent dans (""2"''^) espaces semblables.

Théorème VII. — Par un point situé en dehors d'une courbe

rationnelle d'ordre m de l'espace à n dimensions, on peut mener

une (n — 3 — âp)"^'^ infinité d'espaces à n — p— 2 dimensions,

rencontrant la courbe en n — p — 1 points; n — 3 — 2p points

quelconques de la courbe figurent dans {'"'p^^'^') espaces sem-

blables.

Théorème VIII. — A une courbe rationnelle d'ordre m de

l'espace à n dimensions, on peut mener une (n — 2)"'"' infinité

d'espaces an — 2 dimensions, rencontrant la courbe en n points;

n — 2 points quelconques de la courbe figurent dans C^'^^')

espaces semblables.

Théorème IX. — A une courbe rationnelle d'ordre m de l'es-

pace à n dimensions, on peut mener une
j
n — 2 (p -+-

1) |

"p"'
infi-

nité d'espaces an — p— 2 dimensions, rencontrant la courbe en

n — p points : n — 2 (p -f- 1) points quelconques de la courbe

figurent dans {"""p+i^^) espaces semblables.

Théorème X. — Par un point situé sur une courbe rationnelle

d'ordre m de l'espace à n dimensions, on peut mener une

(n — 3)"'"' infinité d'espaces an — 2 dimensions, rencontrant

cette courbe en n points ; n — 3 points quelconques figurent dans
('""""''*) espaces semblables.

Théorème XI. — Par un point situé sur une courbe ration-

nelle d'ordre m de l'espace à n dimensions, on peut mener une

(n— 3 — 2p)"'''' infinité d'espaces à n — p — 2 dimensions,

rencontrant la courbe en n — p points : n — 3 — 2p points

quelconques de la courbe figurent dans ("""p+l"*"') espaces sem-

blables.

9



( 150
)

2. Les ihéorèmes suivants reposent sur cette remarque : Tous

les espaces an — i dimensions d'un espace à n dimensions, qui

passent par un espace à k dimensions, coupent une courbe ration-

nelle d'ordre m en des séries de m points, formant les groupes

d'une involution d'ordre m et de rang n — k — 1 ; si cet espace

à k dimensions rencontre la courbe en p points, Uinvolution sera

d'ordre m — ^ et de rang n — k — 1

.

Si nous nous en rapportons aux propriétés des involutions

d'ordre m ou m — p et de rang n — A- — i, nous pourrons

énoncer les théorèmes suivants :

Théorème I. — Par un espace à k dimensions situé en dehors

d'une courbe rationnelle d'ordre m de l'espace à n dimensions, on

peut mener (n — k) (m — n h- k h- 1) espaces à n — 1 dimen-

sions, qui ont avec la courbe un contact d'ordre n — k — \.

Autrement : Les espaces « n ^ 1 dimensions qui ont avec une

courbe rationnelle d'ordre m d'im espace à n dimensions un con-

tact d'ordre n — k — i , enveloppent un espace à k -h 1 dimen-

sions de la classe (n — k) (m — n -t- k -h i).

Théorème II. — Par un espace à k dimensions rencontrant

une courbe rationnelle d'ordre m de l'espace à n dimensions en

p points, on peut mener (i\ — k) (m — n — p -i- k h- 1 ) espaces

à k — \ dimensions, qui ont avec la courbe un contact d'ordre

n — k — i ; les points de contact sont différents des p points de

la courbe situés sur l'espace à k dimensions.

Théorème lll. — Les espaces au — 1 dimensions qui ont

avec une courbe rationnelle d'ordre m de l'espace à n dimensions

p contacts d'ordres r^ , \\, ..., r^, quand on a la condition

\ r, = n— k — 1

,

enveloppent un espace à k + 4 dimensions de classe

hn — n -^ k -^ \\ P
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Quand les p contacts sont du même ordre r, la classe de l'espace

enveloppé est ("~"^'^') (r + If.

Théorème IV. — Par un espace à k dimensions situé dans un

espace à n dimensions, on peut mener à une courbe rationnelle

d'ordre m de cet espace une (n — k — S)"""" infinité d'espaces à

n — 2 dimensions, rencontrant la courbe en n — 1 points;

n — k— 3 points quelconques de la courbe figurent dans (^'"-°+''+2^

espaces semblables.

Théorème V. — Par un espace à k dimensions situé dans un

espace à n dimensions, on peut mener une (ii — k — 3 — 2q)"'''"

infinité d'espaces à n — q — 1 dimensions, rencontrant une

courbe rationnelle d'ordre m de cet espace en n — p — 1 points :

n — k — 3 — 2q points quelconques de la courbe figurent dans
^m-n+k+p+2^

ggp(i(.gg semblables.

Théorème VI. — Par un espace à k dimensions rencontrant

une courbe rationnelle d'ordre m de l'espace à n dimensions en

p points, on peut mener une (n — k — S)"*"'^ infinité d'espaces à

n — 2 dimensions, rencontrant la courbe en n -4- p — 1 points;

n — k — 3 points quelconcjues de la courbe figurent dans
("""""1+""^^) espaces semblables.

Théorème Vil. — Par un espace à k dimensions rencontrant

une courbe rationnelle d'ordre m de l'espace à n dimensions en

p points, on peut mener une (n — k — 2q — 3^"pi«
infinité

d'espaces « n — q — 2 dimensions, rencontrant la courbe en

n -f- p — q — 1 points : n — k — 2q — 3 points quelconques de

la courbe figurent dans (°'"^''"*"^+2~''~^) espaces semblables.

3. Cas particuliers (*) : 1° n = 2.

Théorème I. — Toute courbe rationnelle d'ordre m située dans

le plan, est de classe 2 (m ~ 1).

(') Voir le Mémoire de M. Em. Weyr, rappelé ci-dessus (p. 58).
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Théorème II, — Par un point situé sur une courbe rationnelle

d'ordre m du plan, on peut mener à cette courbe, outre la tangente

en ce point, 2 (m — 2) autres tangentes.

Théorème III. — Toute courbe rationnelle d'ordre m du plan

possède 3 (m — 2) tangentes d'inflexion.

Théorème IV. — Toute courbe rationnelle plane d'ordre m
possède 2 (m — 2) (m — 3) tangentes doubles.

Théorème V. — Toute courbe plane rationnelle d'ordre m pos-

sède --'^^^-^^—^— points doubles.

Les points doubles d'une courbe rationnelle d'ordre m corres-

pondent aux couples neutres de l'involution d'ordre m et du

second rang, marqués sur la courbe par toutes les droites

du plan.

4. 2° w= 3; dans ce cas, nous avons à considérer les courbes

rationnelles de l'espace ordinaire.

Théorème I. — Toute courbe gauche rationnelle d'ordre m est

de la classe 3 (m — 2).

Autrement : Les plans osculateurs d'une telle courbe forment

une développable de la classe 3 (m — 2).

Théorème II. — Par un point d'une courbe gauche ralionnelle

d'ordre m, on peut mener à cette courbe, outre le plan osculateur

en ce point, 3 (m — 3) autres plans osculateurs.

Théorème III. — On peut mener à une courbe gauche ration-

nelle d'ordre m, 4 (m — 3) plans surosculateurs.

Théorème IV. — On peut mener à une courbe gauche ration-

nelle d'ordre m, |(m — 3) (m — 4) (m — 5) plans tritangents.

Théorème V. — A toute courbe gauche rationnelle d'ordre m,
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on peut mener 6 (m — 5) (m — 4) plans à la fois tangents et

osculateurs.

Théorème VI. — Les plans tangents à une courbe gauche

rationnelle d'ordre m enveloppent une surface de la classe

2(m — i).

Théorème VII. — Par un point situé, en dehors d'une courbe

gauche rationnelle d'ordre m, on peut mener à cette courbe (°V*)

bisécantes.

D'autre part, un plan quelconque rencontre une telle courbe

en m points, qui peuvent s'associer par couples de (2) manières,

de façon à former (2) bisécantes; donc :

Théorème VIII. — Les bisécantes d'une courbe rationnelle

d'ordre m forment une congruence d'ordre ("â ') et de classe (™).

La courbe est le lieu des points singuliers de cette con-

gruence, puisque par chacun de ses points il passe une infinité

de bisécantes.

Théorème IX. — Par un point situé sur une courbe rationnelle

d'ordre m, on peut mener
^~

irisécantes de cette courbe.

Les trisécantes d'une courbe gauche rationnelle d'ordre m
sont donc en nombre simplement infini; elles forment une sur-

face réglée (*).

M. Weyr a démontré que celte surface est de l'ordre
{m — i) {m— "2] {m — S] . . . ,., .

g — , OU, ce qui revient au même, qu il existe

g
'^'"~'''

droites trisécantes de la courbe qui rencon-

trent une droite quelconque de l'espace.

(*) L'étude des trisécantes d'une courbe gauche joue un rôle très impor-

tant dans la théorie de la congruence formée par les bisécantes de celte

courbe; nous espérons montrer cette importance dans un travail subséquent.
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111

Courbes et surfaces d'involution.

1. Supposons que les groupes de n éléments d'une involu-

tion Vi soient représentés par des groupes de n points d'une

courbe plane rationnelle d'ordre m, C^; si nous unissons deux

à deux par des droites les points des groupes, nous obtenons un

ensemble simplement infini de droites, qui enveloppent donc

une courbe appelée courbe d'involution.

Soit A, un point quelconque du plan : tous les rayons issus de

ce point marquent sur la courbe C,„ les groupes d'une involu-

tion d'ordre m et du premier rang. If. Celte involution I" a, en

commun avec l'involulion 1", des couples communs en nombre

(m — \) (n — i); ces couples correspondent aux tangentes de la

courbe d'involution qui passent par le point A; nous obtenons le

théorème suivant :

La courbe d'involution d'une l^, représentée sur %ine courbe

rationnelle plane d'ordre m, est de la classe (m — i) (n — 1).

En particulier, si la courbe-support est une conique, la courbe

d'involution est de la classe (n — 1).

Si nous remarquons que deux groupes de n éléments d'une

involution 1" suffisent pour définir cette involution, nous pou-

vons énoncer le théorème suivant ;

Les côtés de deux polygones complets de n sommets inscrits à

une conique sotit tangents à une courbe de classe n — 1 , et il

existe une infinité d'autres polygones complets de n sommets cir-

conscrits à cette courbe et inscrits à la conique.

M. Weyr (*) a démontré le théorème réciproque : 5/, à un

polygone complet de n sommets inscrits à une conique, on inscrit

une courbe de classe n — \, il existe une infinité de polygones

complets de n somîJiets circonscrits à cette courbe et inscrits à la

conique.

(*) Ueber Involutionen hôherer Grade (Journal de Crelle, t. LXXII).
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Les groupes de n sommets forment une involution I".

La courbe d'involutioti d'une 1", représentée sur une courbe

rationnelle C„, (in > 2), possède certaines particularités.

En effet, les droites du plan coupeni la courbe C,„ en des

groupes de m points formant une JT; les deux involutions !;" et l^'

ont des termes communs en nombre ("i*) (m — 2); à chacun

de ces termes il correspond des tangentes triples de la courbe

d'involution ; donc: la courbe d'involution d'une \" , représentée

sur une courbe plane rationnelle d'ordre m, possède ("^')(m— 2)

tangentes triples.

2. Supposons que les groupes d'une I" soient représentés par

des groupes de n points d'une courbe gauche rationnelle C,„

d'ordre m; en joignant deux à deux par des droites les points

des divers groupes, nous obtenons une infinité de droites dont le

lieu est une surface réglée appelée surface d'involution de I".

Les plans d'un faisceau dont l'axe d est tout à fait quel-

conque marquent sur la courbe C„ des groupes de m points

formant une involution 1"'
: les deux involutions I^ et If ont en

commun (n — 1) (m — 1) couples d'éléments; les droites cor-

respondant à ces couples sont les droites de la surface d'involu-

tion qui s'appuient sur d.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

La surface réglée d'involution d'une \\ représentée sur une

courbe gauche rationnelle d'ordre m, est de l'ordre (m— l)(n— 1),

Si A est un point quelconque de C„, , il lui correspond, dans

rinvoliilion 1". n — 1 points qui, unis à A, donnent n — 1 géné-

ratrices de la surface d'involution; par conséquent, la courbe C„

est une courbe (n — l)"*"'^ de la surface d'involution.

D'autre part, tous les plans de l'espace marquent sur la courbe

C„ les groupes d'une involution If; les deux involutions I", If

ont en commun ("3^) ("7') qualernes; nous pourrons ainsi énon-

cer le théorème suivant : La surface réglée d'involution d'une I4

représentée sur une courbe gauche rationnelle d'ordre m, contient

(m — 3) ("3') quadrangles complets plans inscrits à cette courbe.

Ce théorème est dû à M. Weyr.
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3. Si nous joignons, trois à trois les points d'une I" repré-

sentée sur une courbe gauche C„„ nous obtenons une infinité de

plans qui forment une développable, appelée développable d'in-

volution de I".

Les plans d'une gerbe dont le centre A est quelconque dans

l'espace, marquent sur la courbe C^ les groupes d'une involu-

tion V^.

Les deux involutions I" et 1™ ont en commun (V) (*^î — 2)

ternes; ces ternes correspondent aux plans tangents de la déve-

loppable qui passent par le point A; cette développable est donc

de la classe (m — 2) ("l').

Les plans de Fespace marquent sur la courbe C,„ les groupes

d'une I3" qui a en commun avec 1", {m — 3) ("7') quaternes

d'éléments
;
par conséquent, la développable d'involution d'une

I", représentée sur une courbe gauche rationnelle d'ordre m,

possède {m — 3) ("7') plans tangents quadruples.

En particulier, si m= 3, et si nous remarquons qu'une I" est

déterminée par deux de ses groupes, nous arrivons au théorème

suivant :

Les faces de deux polyèdres complets de n sommets inscrits

à une cubique gauche, sont circonscrites à une développable de

classe C^*), et il existe une infinité d'autres polyèdres de n som-

mets inscrits à cette cubique gauche et circonscrits à la déve-

loppable.

4. Supposons actuellement que sur la courbe gauche C„, se

trouvent représentés les groupes d'une involution \l : les points

des groupes, joints trois à trois, donnent lieu à une double infi-

nité de plans, qui enveloppent une surface appelée swr/ace

d'involution de \l.

On démontrerait facilement, par les mêmes procédés que

précédemment, que cette surface d'involution est de la classe

("•-') 0^-2).

L'involution \l possède-

—

-^—^couples d'éléments neutres;

les droites qui unissent les points de ces couples sont des

génératrices rectilignes de la surface d'involution.
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Tous les plans de Tespaee marquent sur la courbe C^ les

groupes d'une involution I3', qui a en commun avec I2, ("'r')(V)

quinternes; par conséquent, la surface d'involution d'une I",

placée sur une courbe rationnelle gauche C„,, possède (""â^) ("3^)

plans décuples.

En particulier, si m= 3, et si nous remarquons qu'une I^ est

déterminée par trois de ses groupes, nous arrivons au théorème

suivant :

Les faces de trois polyèdres de n sommets inscrits à une

cubique gauche, sont tangentes à une même surface de classe

n — ]; et il existe une double infinité de polyèdres jouissant des

mêmes propriétés.

Plus particulièrement encore, si nous supposons n= 4-, nous

retrouvons le théorème dû à M. Cremona :

Les faces de trois tétraèdres, inscrits à une cubique gauche,

sont douze plans circonscrits à une.même quadrique; il existe une

double infinité de tétraèdres circonscrits à cette quadrique, et dont

les sommets sont situés sur la cubique gauche.

5. Considérons, en général, dans l'espace à n dimensions,

une courbe rationnelle d'ordre m, C„, et supposons que sur

cette courbe se trouvent représentés les groupes d'une involu-

tion 1^, (w > k).

Si nous unissons par des espaces an — 1 dimensions les

groupes de n points de cette involution, nous obtenons une

k"*"'" infinité d'espaces analogues : ces espaces enveloppent donc

un espace à k dimensions.

Pour rechercher la classe de cet espace, remarquons que les

espaces an — 1 dimensions qui passent par un espace k k— 1

dimensions quelconque Ei_, , marquent sur la courbe C„, les

groupes d'une involution d'ordre m et de rang n — k, I^.^. Les

deux involutions II et I".^ ont des groupes de n éléments com-

muns en nombre {^„zl) C"""^^). Ce nombre est égal à la classe de

l'espace en question, que nous appellerons espace d'involution

de Ijf représentée sur la courbe C„.
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Nous pouvons donc énoncer le ihéorème suivant :

L'espace d'involution d'une {{ représentée sur une courbe

rationnelle d'ordre m d'un espace à n dimensions, est de la classe

L'involution V, contient une (^ — 2)"^'% une (A; — 4.)"^'% ...,

une {k — 2g)"'''' infinité de groupes neutres de k, k— 1, ...,

fk— (q — 1)) éléments de première espèce : les espaces kk— 1,

k — 2, ..., k — q — 2 dimensions qui unissent les points de ces

groupes neutres sont autant d'espaces linéaires contenus dans

Tespace d'involution.

Tous les espaces h n— 1 dimensions rencontrent la courbe C„

en des groupes de m points formant une I™; cette involution a,

en commun avec il, des groupes de k -h ti éléments communs,

en nombre C'T') Cl,'')\ donc l'espace d'involution de 1; possède

CD (';*) espaces enveloppants (''+^ )«"'".

6. En particulier, supposons m = n, c'est-à-dire supposons

que la courbe rationnelle choisie soit une courbe normale de

l'espace à n dimensions; dans ce cas, l'espace d'involution d'une

I? sera de la classe (^ll). Or, une involution 1^ est déterminée

par k-h] groupes âe p éléments ; nous pourrons donc énoncer

le théorème suivant :

Les faces an — 1 dimensions c/e k -f- 1 polyèdres complets de

p sommets inscrits à une courbe normale de l'espace à n dimen-

sions, sont tangentes à un même espace à k dimensions de la classe

(l-l)i ^t il existe une k"'''" infinité d'autres polyèdres de p sommets

circonscrits à cet espace et inscrits à la courbe normale.

En particulier, si nous supposons k= n — 1, p^n-i-\,

nous obtenons la généralisation du théorème de M. Cremona :

Les faces an — 1 dimensions de n polyèdres de n -^ \ som-

mets inscrits à une courbe normale d'un espace à n dimensions,

sont tangentes à un même espace an — 1 dimensions de la seconde

classe; il existe une (n — ly'* infinité d'autres polyèdres de

n + 1 sommets, inscrits à la courbe normale et circonscrits à

l'espace an — 1 dimensions.

Si k= n — 1, nous voyons que l'espace d'involution d'une r"_j

représentée sur une courbe normale de l'espace à n dimensions,
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est de la classe (m — n -f- 1); or, une involution I"_, est déter-

minée par n groupes de m éléments ; nous pouvons donc énoncer

le théorème suivant :

Les faces an — 1 dimensions de n polyèdres de m sommets

inscrits à une courbe normale de l'espace à n dimensions, sont tan-

gentes à un même espace à n—\ dimensionsdelaclasse(m—n-+-\).

7. Remarque. — Les espaces d'involution permettent de

retrouver très simplement le nombre des groupes communs à

q +1 involutions I^* (?:= 1 , % 3, ..., q + 1), quand le pro-

blème est possible, c'est-à-dire quand on a la condition

q+ i

1''' = Entier = n.

9

En effet, chacune des q-i-i involutions I^* représentée sur la

courbe normale de l'espace à n dimensions, aura pour espace

d'involution un espace à A;.- dimensions de la classe r^Z^!); ^^s

q +- 1 espaces d'involution auront en commun des espaces à

n — 1 dimensions tangents, en nombre fini, puisque l'on a

le nombre des espaces communs est

n. — ki

\n — kJ
^.1

\ q

Ce nombre est bien celui que nous avons trouvé précé-

demment.

Cette méthode, quoique très simple, nous semble moins rigou-

reuse que la première; ensuite, pour l'appliquer, il faut que l'on

ait déjà déterminé le nombre des groupes communs à deux

involutions, puisque c'est en connaissance de ce nombre que

nous sommes parvenu à déterminer la classe des espaces d'in-

volution.



CHAPITRE IV.

I

Nous n'avons pu étudier d'une façon complète l'homographie

entre les éléments de n figures de première espèce, faute d'avoir

trouvé un procédé de représentation géométrique qui pût s'ap-

pliquer à tous les cas; nous sommes donc obligés, pour exposer

les théorèmes fondamentaux de l'homographie, de nous servir de

la représentation analytique.

1. Comme nous l'avons vu précédemment, une homographie

H"_i, entre n séries d'éléments de première espèce, se repré-

sente par une forme n-linéaire, non symétrique, égalée à zéro,

/= ai,ia%^ ... an,n= b\^ih%^ ... bn,n= ••• =
;

nous représentons les séries d'éléments par la notation

et nous convenons qu'un élément de la série 4 aura pour para-

métres homogènes (xki , xko).

De ce que la forme /^ contient 2"— 1 coefficients indépendants

entre eux, nous déduisons d'abord qu'une homographie H^.,

est déterminée par 2" — \ groupes de n éléments homologues.

Si l'on effectue sur les variables (ocA;,, xkç^) des transformations

linéaires, la forme f=0 se transforme en une autre forme

n-linéaire F = 0; donc, par projections et sections, des séries

homographiques d'éléments se transforment en d'autres séries

d'éléments également homographiques ; en d'autres termes, les

figures homographiques sont des figures projectives.

A k éléments donnés appartenant à k séries déterminées, il

correspond, dans une H"_ , , des groupes de n — k éléments appar-
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tenant aux n — k figures restantes et formant une homogra-

phie H:;it-i.

Ce théorème résulte de la définition même des séries homo-

graphiques.

2. Supposons que les n séries d'éléments d'une homogra-

phie H"_i soient amenées, par projections et sections, à se trouver

sur un même support; il peut arriver, en ce cas, que dans

cette homographie projetée il existe des groupes composés de

n éléments coïncidents. Pour obtenir les paramètres homogènes

(oji, Xa) de ces éléments coïncidents, il suffît de supposer, dans

l'équation f= 0,

aclj x2i xrii x^

OC a 12 00^12 jC'iI<2 0C<2

nous obtenons ainsi une équation du degré n par rapport à —

.

Donc, n séries homographiques superposées possèdent n groupes

composés d'éléments coïncidents.

3. En général, dans n séries homographiques superposées

ou non, à un groupe de n — 1 éléments donnés appartenant

an — 1 séries déterminées, par exemple aux séries «2, i^, ..., i„,

il ne correspond qu'un seul élément delà série î^. Le paramètre

de cet élément est déterminé par l'équation
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éléments de n— i séries déterminées deux éléments distincts de

la série restante, il en correspond une infinité d'autres.

Les groupes d'éléments de n — 1 séries qui satisfont à cette

condition seront appelés groupes de n — 1 éléments neutres de

première espèce.

D'après le théorème précédent, si l'on transforme par pro-

jections et sections les éléments de n séries homographiques, les

groupes neutres de la nouvelle homographie obtenue sont les

transformés des groupes neutres de l'homographie primitive.

Les groupes neutres qui appartiennent aux séries
î'a» h) •••> Kt

satisfont aux conditions

df

dxii

df_-- = a 1 2a2,2a3^3 ... aUx»= .

axi^

Chacune de ces équations définit une homographie H^ll;

l'ensemble des deux définit donc une homographie l\l_l-

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

Les groupes de n — 1 éléments neutres de première espèce

d'une homographie d'ordre n et de rang n — 1, appartenant à

n— 1 séries déterminées, forment une homographie d'ordre n— \

et de rang n — 3 (*).

4. Si nous considérons les n groupes de « — 1 séries formés

à l'aide des n séries homographiques, nous obtenons n homo-

graphies H"l3 dont tous les groupes sont les groupes de n — \

éléments neutres de première espèce de l'homographie proposée;

les équations de ces n homographies sont

df
, ,—— = al^ia2^2 ... ak — i^k-iakiak -h 1,a+i ... an,„= 0,

df , ,= a1^ia2^2 •.. OK — Ixk-iahak -^ l^+i •• an^„ = 0,
dxh_

k prenant les valeurs 1,2, 3, ... , n.

(*) Voir le Mémoire de M. Le Paige, cité p. 43.
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Les groupes de n — 1 éléments neutres de l'homographie H^_i

sont donc définis par n — 3 de leurs éléments ; les relations

qui lient {n— 2) à (w— 2), les éléments de ces groupes, ne sont

pas indépendantes entre elles.

Pour le prouver, éliminons, par exemple, entre les équations

précédentes, la variable (xz'i, xi^\ nous obtenons la forme

fik

dxiidxki dxiidxki

dY dY
dxùdxki dxùdxh

= 0;

pour ne pas compliquer notre raisonnement, nous n'écrirons

pas l'expression symbolique de
f^^ ; cette expression peut se

trouver, du reste, très facilement.

Si nous donnons à i elà k toutes les valeurs 1 , 2, 3, ..., n, nous

obtenons (2) fonctions analogues à f^^, qui, égalées à zéro, repré-

sentent la liaison entre n — 2 éléments d'un groupe de w — 1

éléments neutres de première espèce.

De ce qui précède, nous déduisons que les groupes de n — 2

éléments appartenant aux séries ij, ia, -.jii-i, ii+i, • •,'h-\i 'k+n •••» 'n>

qui, étant combinés à certains éléments de la série i; ou de la

série \^, donnent lieu à un élément indéterminé de la série i^ ou

de la série i, , satisfont à la inême relation

/;/c=o.

5. A n — 2 éléments appartenant an — 2 séries déter-

minées, il correspond dans l'homographie H^., des couples

d'éléments des séries restantes, formant une homographie

quadratique dont l'équation est

(Pf dY d^f
xiixki , . , ,

-f- xi^xkçi .
." +" xi^xki

•*- xïixk^ = 0.
ClXtQU/Xft'y

WXîoUXfti



( 144 )

11 peut arriver que, par un choix convenable des n — 2

éléments, cette homographie quadratique soit indéterminée;

dans ce cas, les paramètres des n — 2 éléments satisfont aux

conditions

dxhdxki ' (lxiidx]î2 dxhdxki dxi^dxki

Chacune de ces équations représente une homographie

d'ordre n — 2 et de rang n — 3; l'ensemble de ces équations

représente donc une homographie d'ordre n — 2 et de

rang n — 6.

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

Les groupes de n — 2 éléments appartenant an — 2 séries

déterminées d'une homographie H°_, ,
qui laissent indéterminés

les éléments correspondants des séries restantes, forment une

homographie Blzl-

Ces groupes de w — 2 éléments sont appelés groupes de n ~— 2

éléments neutres. Les (2") homographies Hlzl que l'on peut for-

mer de cette façon ne sont pas indépendantes entre elles; nous

verrons plus loin, par un exemple, quelle est leur dépendance.

6. Plus généralement, an — k éléments appartenant à

n — k séries déterminées, il correspond des groupes de k élé-

ments des séries restantes et formant une homographie H*_,. Il

peut arriver que cette homographie soit indéterminée; dans ce

cas, les paramètres des n — k éléments qui lui correspondent

satisfont à 2* fonctions (n — A')-linéaires égalées à zéro; chacune

de ces équations représente une homographie HjJ~ft_i ;
l^ur

ensemble représente une homographie H,j~^_2i.

Les groupes de n — k éléments qui jouissent de cette pro-

priété sont les groupes neutres de n— A; éléments; si donc nous

avons n^A;4-2*, nous pourrons énoncer le théorème suivant :

Les groupes den— k éléments neutres d'une homographie H;;_,,

appartenant an — k séries déterminées, forment une homogra-

phie tilzl _ ^j •
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7. Soient n homographies d'ordre n el de rang n — 1, ^''H^_,,

i prenant les valeurs \, 2, 3, ..., n ; supposons que les supports

des mêmes séries de ces homographies coïncident.

Prenons sur le support de la série /„,, par exemple, w — 1

éléments

Al, A^, ..., A,_, , Aj^i, ..., A„
;

à chacun de ces éléments, il correspond respectivement dans les

n — \ homographies

**7i-l5 •*n-li ••> "n—1> lin— Il •••5 n„_j
,

des groupes de w — 1 éléments appartenant aux n — 1 séries

restantes et formant n — i homographies d'ordre n — 1 et de

rang n — 2 :

{l)U«-l (2)U»-1 (i l)Un--l (î+l)Un-l {n\Un-{
"n-2» "n—2' ••i "n-2» "n—2? ••5 n„_2 •

Ces homographies ont les éléments des mêmes séries situés

sur les mêmes supports; elles ont en commun des groupes de

n — 1 éléments en nombre fini, N„_i. A chacun de ces groupes

communs de n — 1 éléments, il correspond dans l'homographie

^'^H^i un seul élément A,- : donc, aux éléments

A,, Aa,. ..., A;_,, A,.+i, ..., A„,

du support de la série «„, il correspond sur ce support N„_, élé-

ments A,. Puisque le rôle d'un quelconque des éléments A^,

Ag, ..., A,_i, Ai, ^i^^, ..., A„, est le même par rapport aux n— 1

autres, quel que soit cet élément, nous aurons entre ces éléments

une correspondance

Le nombre des coïncidences de celte correspondance est pré-

cisément le nombre des groupes de n éléments communs aux

n homographies '"'H^i; d'après l'extension du principe de Chasles

(11, n, 4), il existe i\„_i x n coïncidences; nous aurons donc

40
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(Nous représenlons par la notation N* le nombre des groupes

de A; éléments communs à k homographies superposées d'ordre k

et de rang k — 1.) Nous aurons de même :

N„_, = (n — 1)N„_2,

N„_.= (n-2)N„_3,
,

N3 = dN2.

Or, N2 est le nombre des couples communs à deux homogra-

phies quadratiques; nous avons vu que ce nombre est égal à 2 ;

de là nous déduisons facilement

N„ = i . 2 . 5 ... n=: n!

Donc, n homographies d'ordre n et de rang n — 1 superposées

ont en commun des groupes de n éléments en nombre n !.

H

Dans ce paragraphe nous nous proposons d'indiquer un mode

de représentation de l'homographie H*_i :

1. Soient k involutions d'ordre n et de rang n — 1,'''l"_j

(/= 1, 2, 3, ..., k), et une involulion d'ordre n — 1 et de rang

k— 1, J^'i|. Cette dernière involution possède une (A;

—

iy"

infinité de groupes de n— \ éléments et à chacun de ces groupes,

il correspond, dans chacune des involutions ''-I^i, un élément

X, : nous aurons ainsi une {k — 1)"''" infinité de groupes de

k éléments

Al, A2, ..., Ai,

formant une homographie d'ordre k et de rang k — 1 . En effet,

h k— 1 éléments donnés appartenant, par exemple, aux k — 1

premières séries, Xi, X^, ..., Xj._i, il correspond respectivement,

dans les A; — 1 involutions

(1)1 « (2) in (A -1)17.
n-l) '«— 1> ••5 'n—lî
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des groupes de n — 1 éléments formant k— 1 involutions,

'»—2 5 'n-'îi ••'> *n—2>

l'ensemble de ces A; — 1 involutions forme une involulion I"iJ

qui a en commun avec I"ZÎ un seul groupe de n — 1 éléments;

à ce groupe, il correspond dans l'involution ^*'I"_, un seul élé-

ment Xi

.

Donc, à A:— 1 éléments appartenant k k — 1 séries, il corres-

pond un seul élément de la série restante ; de plus, les rôles des

éléments des divers groupes ne sont pas permutables
;

par con-

séquent, l'ensemble de ces groupes forme une homographie HLi •

Nous pouvons, en faisant les conventions nécessaires, énoncer

le théorème suivant :

La résultante de k involutions d'ordre n et de rang n — 1,

par rapport à une involution d'ordre u — \ et de rang k — 1

,

est une homographie d'ordre k et de rang k — \.

Jusqu'à présent, nous ne sommes pas parvenu à démontrer,

d'une manière satisfaisante, que, réciproquement, on peut déter-

miner le nombre n de façon qu'une homographie HLi puisse

être considérée comme la résultante de k involutions I^,,
,
par

rapport à une 1^1 •

2. Remarquons, dans ce système de représentation, qu'un

groupe de HLi, formé de k éléments coïncidents (dans le cas où

les supports des diverses séries coïncident), joint au groupe de

n — \ éléments de l'involution I"l',
,
qui lui a donné naissance,

forme un groupe de n éléments communs aux k involutions *'U"_i,

(/= 1, 2, 3, ..., k). Or, les groupes communs aux k involutions

"'I"_i forment une involution \l_i\ celte dernière involution a en

commun avec I"rJ , k groupes de n — 1 éléments.

Nous retrouvons ainsi la propriété qu'une homographie H*_i

possède k groupes de k éléments coïncidents.

3. Nous pouvons démontrer de même le théorème suivant,

que nous avons déjà établi :

Quand dans une homographie H^_i, il correspond àk — 1
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éléments de k — \ séries, deux éléments distincts de la série res-

tante, il leur en correspond une infinité d'autres.

Soient, en effet, k — \ éléments des k — 1 premières séries,

X,, X2, ..., Xi_,,

auxquels il correspond deux éléments distincts X^ et Y^ de la

dernière série. A chacun de ces â; — 1 éléments, il correspond

dans les k— 1 premières involutions <''I"_^(^= 1, 2, 3, ..., A:— 1)

des séries de n — 1 éléments formant k — 1 involutions ^''I,"l2;

Tensemble de ces dernières forme une involution I^il., qui a en

commun avec \lz\, en général, un seul groupe de n— 1 éléments.

Si donc il correspond aux k— 1 éléments donnés deux éléments

de la série restante, c'est qu'il peut se produire deux cas :

1° Ou bien, les k— \ éléments sont tels qu'il leur correspond

non une ]lzl mais une \lll^i qui aura en commun avec !":{ les

groupes d'une Ij""*; à chacun des groupes de cette dernière invo-

lution il correspondra un élément X^ dans ^*^I^_i.

2° Ou bien, les A:— i éléments sont tels qu'il leur correspond

une ]lzi, et que le groupe de n — 1 éléments communs à cetle

involution et à J"lL est un groupe neutre de^''^ll_^; dans ce cas

encore, il correspond une infinité d'éléments de la dernière série.

4. Le théorème précédent et les remarques qui nous ont

amenés à sa démonstration , vont nous permettre de déterminer

les groupes de k— \ éléments neutres de l'homographie H*_i •

En effet, les groupes de n — 1 éléments neutres de l'involu-

tion '*'I^_i, par exemple, forment, comme nous l'avons vu, une

**'l"l3 : cetle involution a en commun avec 1^1, les groupes

d'une ]'kZi'

Si nous prenons k — 2 involutions ^'^\l_i parmi les k — 1 invo-

lutions
Win (2)ln (A--l)i„

*

^»-l» 'n— 15 • • •

1

'm— 1 1

leur résultante par rapport à \"zi sera une homographie

d'ordre A;— 2 et de rang k— 3. Comme nous pouvons choisir

k— 2 involutions, parmi k — 1 involutions, de A'— 1 manières

distinctes, nous pourrons énoncer le théorème suivant :
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Les éléments de k — 1 séries, appartenant à k séries homogra-

phiques, qui laissent indéterminé l'élément de la série restante, se

répartissent par groupes de k — 2 éléments, de manière à former

k — 1 homographies d'ordre k — 'i et de rang k — 3.

Nous représenterons par la notation ''jH^:';, l'homographie

formée par les groupes d'éléments des séries

qui, avec des éléments déterminés de la série ^^, donnent des

éléments quelconques de la série ^^

.

Il existe, d'après ce que nous venons de voir, k{k — \) homo-

graphies semblables.

5. Soient donnés k — 3 éléments des k— 3 premières séries,

par exemple
Xj , Xg , . .

.
, X4_4 , Xa_3;

1° On peut déterminer un élément Xi_2 et un élément X^.,

de la Â:- 2''"°^ et de la A — 1'"°^ série, de telle façon que l'élé-

ment de la A;''"" série soit indéterminé dans HLi ; ces éléments

sont les éléments complétant les groupes définis par les A: — 3

éléments donnés dans les deux homographies ^i'^Hil^ et /.i'jH^Zg ;

2° On peut déterminer un élément XL2 et un élément X,, de la

k— 2'™' et de la A'""" série, de telle façon que l'élément corres-

pondant de la fc — 1'^""' série soit indéterminé dans H*_i ; ces

éléments sont les éléments complétant les groupes définis par les

k — 3 éléments donnés dans les deux homographies ^IZ^^W'lzl,

3" On peut déterminer un élément XJ_, et un élément XI' de

la k— r^"^
et de la A:'""' série, de telle façon que l'élément cor-

respondant de la k — 2'"""' série soit indéterminé dans H^i ; ces

éléments sont les éléments complétant les groupes définis par

les A; — 3 éléments donnés dans les deux homographies ^fifHfi|

et'-^lHtl.

Considérons le groupe formé des n — 1 éléments

Xj, X25 Xj, ..., A.k-7,1 ^i_2, Xi_i;
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il lui correspond dans Thomographie H*_, un élément de la

série restante qui est indéterminé.

En effet, à chacun de ces éléments il correspond respecti-

vement, dans les A; — 1 involutions

(l)ln (2)ln (A-1)T«

des groupes de n — 1 éléments, formant k — 1 involutions

(l)ln-l (2)Tn-l (A-nin-i .

'n-2' A»--2> ••5 'n—2J

l'ensemble de ces involutions forme une l^zi qui a en commun

avec I"z/ deux groupes de n — 1 éléments ; ces groupes sont les

groupes de k — \ éléments neutres des deux involutions

'*"^^lLi j **~''l,"-i qui ont donné naissance aux deux groupes

neutres de l'homographie Hj_,,

Xj, X2, ..., Xi_g, Xi_2, Ai ;

Xj , X^, ..., Xi_3, Xii_i, Xi.

Les deux involutions l",zl et ]l~l, ayant deux groupes de w — 1

éléments communs, en ont une infinité d'autres qui forment

une involution I""'
;
par conséquent, au groupe

Xj , Xj , .. , X4_g, X4_2, X^_,

,

il correspond dans l'homographie HLi une infinité d'éléments

de la série restante.

En résumé, on peut, k k — 3 éléments appartenant à k — 3

séries, associer deux groupes de deux éléments appartenant à

deux autres séries, de façon qu'à ce groupe de ^— 1 éléments,

il corresponde dans l'homographie l\l_i, un élément indéterminé

de la série restante : tous ces groupes neutres sont compris

dans k(k — I) homographies d'ordre k — 2 et de rang k — 3.

L'élude des groupes neutres de A;

—

p éléments pourrait se

faire en ayant égard à des considérations annlogues : nous

croyons pouvoir abandonner ce sujet pour étudier un cas parti-

culier intéressant, qui nous conduira aux constructions géomé-

triques de l'homographie cubique.
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III

1. Trois involutions cubiques ont en commun, en général, un

terne d'éléments ; soient

Aj
j 9 A'1 2 ^

A^j ^ A^2
j

Aù{ 9 Atjg^

les paramètres homogènes de ces éléments ; les équations des

trois involutions pourront s'écrire :

s

3

2 p,- (A^xl 1
— Aï'ixlj) [M^x^i — xiiX%) (Xi^x^i — Xiix'dçi) == 0,

i=l

3

2 9/,(Xe2a;l, — UiXi^) {xi^x'^i — xiix'ii) (At'axSi — At'ixSa) = 0.

1=1

A deux éléments de paramètres homogènes

il correspond, dans chacune de ces involutions, des éléments dont

les paramètres respectifs satisfont à la relation

ri(Al2î/5i— Al,î/32) r^{x%yZi— x%\jli^) r5(A32Î/3,— A3,î/32)

0.

ou bien

î/1,î/2jî/3,(aiXl2, p2A22, r3^32) — î/l,y2,î/32(ajXi2, 6iA22, r3^3,)

— t/l,îy22?/5i(a,xl2, (32x2i, r3^32)— y'l2!/2i«/3,(ai;tli, p^^-^j, r3^32)

-^ t/1,i/2|î/32(aiXi2, p2>^2i, r3^3i) -Ht/l22/2,î/32(aia1,, p2^22, r3>3j)

H- t/l2î/22î/3,(ai).li, p2x2,, r3^32)H- ?/l2.v22Î/32(«,Al,, j32A2i,r5^3i)= 0.
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Cette équation représente une homographie cubique; les

éléments unis de cette homographie sont précisément les éléments

communs aux trois involutions.

En effet, si l'on suppose, dans l'équation précédente,

yh y% 2/^2 2/5

elle devient :

[xi^yt — Aiiî/a) {>'%yi — ^%y^) (>^%i — ^3i,!/2) («i> P^y rs)= 0. (A)

Nous pouvons ainsi énoncer le théorème suivant :

La résultante de trois involutions cubiques est une homo-

graphie cubique : les éléments unis de cette homographie sont les

éléments du groupe comînun aux trois involutions.

2. Démontrons maintenant le théorème réciproque :

Soit l'équation d'une homographie cubique la plus générale

/=Ooî/li?/2,?/3i -H aiy\iy%y^^ + a^y\iy%y\

-f- a^^y\,iy%y'ùi +- aiy\iy%yùi -+- a^y \ ^y^y'S^

-+- a^y\^y%y'ùi + a-,y\çiy%y'ô<i'==0',

nous allons prouver que celte équation peut, d'une double

infinité de manières, se mettre sous la forme (A) [§ 1].

Soient

Al 1 , AI2J AZj , Azgj AOj, AO2

les paramètres homogènes des éléments unis de cette homo-

graphie; nous aurons

(C)
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Ces identités sont toujours satisfaites par les valeurs suivantes

des coefficients a :

fle (^i^-'li, pi^%, rs^Si)

«0 («1 , Pi » rs)

«s _ («jAlt, paA^a, rs^Si)

g, («,Al,, PaX2i, r5>^5i )

«0 («1, 1^2 5 rs)

as («lAlj, ^2^2^, ys^-âa)

«2 («1^1 2, (32>2i, rs^Si)

«0 («1, ^2? rs)

a, («1^12? P2'*^22, rs'^^i)

«0 («15 (32 5 rs)

Nous pouvons considérer ces relations comme étant des équa-

tions dont les inconnues sont

«1 «2 p, ^2 ri r2
/ c \

' 5 -— ' -— ' ' ' A^(a,
, P2. rsj-

ajA «sA P3A P3A rs^ rsA

Ces sept équations se réduisent à quatre, en vertu des iden-

tités (C); nous pouvons donc, à l'aide de ces quatre équations,

déterminer quatre des quantités inconnues qui y entrent, en

fonction des paramètres

x\i a2i a3i

et des inconnues restantes. Il est facile de s'assurer que cette

détermination peut se faire en résolvant des équations linéaires;

nous pourrons donc énoncer la propriété suivante :

Toute homographie cubique peut, d'une double infinité de
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manières, être considérée comme étant la résultante de trois

involutions cubiques.

3. D'après celte propriété, la représentation de l'homographie

cubique se ramène à celle de l'involution cubique; dans ce qui

va suivre, nous ferons usage de celte propriété, démontrée pré-

cédemment :

Les plans d'une gerbe marquent sur une cubique gauche quel-

conque des ternes de points formant une involution cubique du

second rang.

Nous en déduisons la représentation géométrique suivante de

l'homographie cubique :

Soient trois points A, B, C de l'espace et une cubique gauche

quelconque C5 : toute corde de cette courbe, jointe aux trois points

A, B, C, donne lieu à trois plans qui marquent sur la cubique

trois ponctuelles homographiques x, y, z.

Ce théorème peut, du reste, se démoiilrer directement :

Soient donnés deux éléments Xj, Yj, appartenant aux ponc-

tuelles X eiy- il n'existe qu'une seule bisécanle de la cubique qui

s'appuie à la fois sur les droites AXj et BYi, et qui ne passe ni

par Xi, ni par Y,.

En effet, les bisécanles qui s'appuient sur (AXj) marquent

sur C3 les couples d'une involution quadratique; il en est de

même des bisécanles qui s'appuient sur (BY|). Les deux involu-

tions quadratiques ainsi obtenues ont un couple commun qui

correspond à la bisécanle cherchée, d. Nous avons vu, dans le

premier chapitre, le moyen de conslruire linéairement cette

bisécanle.

La droite d, jointe au point C, donne un plan dont la troisième

intersection Zi avec C3, est le point de la ponctuelle z, complé-

tant le terne déterminé par les points X^ et \\.

Le plan des trois points A, B, C rencontre la cubique en

trois points qui sont les éléments unis des trois ponctuelles

homographiques.

Soient a, b, c les bisécanles de la cubique passant respective-

ment par les points A, B, C.
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Les plans

(aB), (aC); (6A), (6C); (cA), (cB)

coupent la cubique respectivement en des points

Bj, C) ; Aj, Ca", A5, B3

qui sont les six éléments neutres des trois séries homogra-

phiques.

Ces six éléments neutres peuvent se disposer par couples, de

manière à former six couples neutres.

Trois de ces couples sont visiblement

Bj, ^i) A2, C2; A3, B3
;

les trois autres sont

A2, Bj; A3, C^', B3, Cg.

En effet, par exemple, les deux involutions quadratiques défi-

nies par les axes AAg et BB^ ont en conmiun deux couples : ces

couples sont représentés par les points d'appui des deux bisé-

cantes a et 6; ces deux involutions coïncident, c'est-à-dire il existe

une infinité de bisécantes de la courbe qui s'appuient à la fois

sur AA^ et BB,
;

par suite, aux éléments A^ et Bj de la série

des X et de la série des y, il correspond une infinité d'éléments

de la série des z.

Constructions de l'homographie cubique

sur une cubique gauche.

4. Problème I. — Construire une homographie dont on con-

naît sept ternes d'éléments, représentés par sept groupes de trois

points d'une cubique gauche.

Nous représenterons par I, 11, IIl, IV, V, VI, VII ces sept

ternes, et nous conviendrons que X^, Y^, Zj sont les (rois points

de la cubique qui composent le f™' terne.

D'après ce que nous avons vu (I, ni, e), nous pouvons tou-
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jours déterminer un systènne de trois droites rencontrant la

cubique et telles qu'en projetant les éléments des groupes I, II,

III, nous obtenons trois nouveaux groupes, composés chacun de

trois points coïncidents.

Les quatre groupes restants se projettent en quatre nouveaux

groupes composés d'éléments distincts ; nous sommes ainsi

ramenés à construire une homographie dont on connaît les points

triples et quatre ternes d'éléments I, II, III, IV.

Soit di une bisécante quelconque de C3; les plans

(rf.X,), (rf.Y,), (rfiZ.)

coupent le plan n, qui unit les points triples, en trois droites

a, b, c passant par le point de rencontre de la bisécante rfj et du

plan TT.

Prenons un point quelconque A23 de la droite a ; soit rfj u"6

bisécante quelconque s'appuyant sur (AagXg). Les plans

{dj,), {d,Z,)

coupent respectivement 6 et c en des séries de points Bg et Cg

qui sont visiblement en relation homographique; par suite, le

lieu de la droite de jonction (BgCg), quand on considère toutes

les bisécanles analogues à dg, est une courbe de la seconde

classe, cTg, tangente aux deux droites b et c.

En remplaçant le groupe II, (XaYgZg), par le groupe III,

(XgYgZg), uous obtcnous de la même façon une deuxième courbe

de la seconde classe, o-j, tangente également aux deux droites

6 et c.

Les deux courbes 0-2 et g[ ont en commun, outre 6 et c, deux

autres tangentes qui rencontrent 6 et c respectivement en B23,

C25 et B23, C23 : les deux systèmes de trois points

A23, B23, C123; A23, t)23, Ij23,

caractérisent chacun l'homographie qui possède les éléments

triples donnés et les trois groupes I, II, III.
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En faisant varier le point A23 sur a, recherchons quel sera le

lieu des droites telles que (BasCgg).

Considérons dans le plan tt un rayon quelconque passant par

un point fixe 0; cette droite rencontre 6 et c en B et C.

Au point B, pris comme point B25, il correspond, ainsi que

nous venons de le voir, deux points A23 et deux points C23

Il suit de là qu'entre les points C23 de c et les points tels

que C, il existe une correspondance (2.2), qui possède quatre

coïncidences : ces coïncidences correspondent aux quatre tan-

gentes que l'on peut mener du point à la courbe cherchée :

cette courbe est donc de la quatrième classe; nous la désigne-

rons par 0-4.

En remplaçant, dans tout ce qui précède, le groupe 111 par le

groupe IV, nous obtenons de même une seconde combe a[

Chacune des tangentes communes à (74 et à a^ rencontre 6 et c

en B et C. Les deux droites (BY2), (CZ2) ont une bisécante

commune d : le plan (dXg) coupe la droite a en un point A. Les

trois points À, B, C caractérisent complètement l'homographie

satisfaisant aux conditions imposées.

Comme nous avons choisi la bisécante cl^ d'une façon arbi-

traire, nous voyons que le problème est possible d'une double

infinité de manières.

Remarque. — Au lieu de prendre la bisécante t/j tout à fait

quelconque, nous pouvons supposer qu'elle passe par l'un des

points de rencontre du plan n avec la courbe C3; dans ce cas, il

est facile de s'assurer que les deux courbes (74 et cr'^ se réduisent

à des courbes de la seconde classe.

5. Problème H. — Construire une homographie cubique, con-

naissant un groupe neutre et cinq ternes de points.

Il est bien évident, d'après ce que nous avons vu précédem-

ment, qu'un couple neutre doit compter, dans les éléments

déterminatifs d'une homographie, comme équivalent à deux

ternes d'éléments.

D'autre part, si nous remarquons que les éléments neutres
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d'une homograpliie sont des éléments projectifs, nous pouvons

ramener le problème proposé au problème suivant :

Construire une homographie cubique connaissant un couple

neutre, par exemple YZ, les points triples et deux ternes d'élé-

ments X,, , Yj, Z, ; X2, Y2, Zg.

Soient tt, le plan qui unit les points triples et A, un point quel-

conque de ce plan.

Si d est la bisécante de la cubique qui passe par le point A,

les plans

(r/Y), (rfZ)

coupent le plan n suivant deux rayons 6 et c passant par A.

Soit d^, une bisécante quelconque s'appuyant sur AXj; les

plans

(rf.YO. ^zo

coupent respectivement 6 et c en Bj et Cj.

Les points B^ et C^ sont reliés homographiquement; le point A
se correspond; donc les jonctions (BjCj) sont les rayons d'un

faisceau de centre O^.

En remplaçant le groupe I, (XjY^Zi), par le groupe II,

(X2Y2Z2), nous obtenons de même un second faisceau de rayons

de centre O2.

La droite (O1O2) rencontre 6 et c en des points B et C qui,

avec le point A, caractérisent complètement l'homographie.

Puisque la bisécante d est quelconque, le problème est possible

d'une double infinité de manières; de plus, les constructions sont

absolument linéaires.

6. Problème IIL — Construire une homographie cubique, dont

on connaît deux couples d'éléments neutres et trois groupes de

trois éléments.

En faisant les mêmes remarques que pour les problèmes pré-

cédents; nous sommes ramenés à construire une homographie

cubique dont on connaît les points triples et deux couples neutres

Y, Z; X|, Zj.
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Soil t:, le plan qui unii les points triples; soii d, une bisécante

quelconque de la cubique qui rencontre le plan tt en A.

Les plans

(rfY), {dZ)

coupent le plan tt en deux droites 6 et c, passant par le point A.

Le plan (bX^) rencontre la cubique C5 en des points situés

sur une bisécante d, : cette droite d^ rencontre 6 en B.

Le plan (rf^Z^) coupe la droite c en C : les trois points A, B, C

caractérisent l'homographie déterminée par les éléments donnés.

Comme pour les problèmes précédents, nous voyons que nous

pouvons déterminer celte homographie d'une double infinité de

manières.

7. Problème IV. — Construire une homographie cubique dont

on connaît trois couples neutres Y, Z; X|, Z, ; Xg, ¥3, e< un

terne de points X3Y3Z3.

Nous pouvons obtenir une solution immédiate de ce problème

en effectuant les constructions suivantes :

Soient C le point d'intersection du plan (X2YZ1) et de la

droite (ZXi), et B le point d'intersection du plan (X^Y^Z) et de

la droite (YXg).

Menons la bisécante commune aux deux droites (BY3) et (CZ3)

(problème que nous savons résoudre linéairement); le plan(dX3)

rencontre la droite (XjXa) en un point A.

Les trois points A, B, C caractérisent l'homographie.

On pourrait démontrer que le problème que nous venons de

résoudre, ainsi que les précédents, est possible d'une double

infinité de manières; nous croyons pouvoir nous dispenser de

le faire.
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IV

Voici quelques applications des principes que nous venons

d'établir ;

1. Soient n faisceaux de rayons que nous supposons reliés par

une correspondance homographique : les rayons homologues se

coupent en (2) points ; quand ces points coïncident, le lieu de leur

point de coïncidence est une courbe d'ordre n, passant par les

centres de 11 faisceaux.

En effet, une transversale quelconque rencontre les groupes

de rayons homologues de ces faisceaux suivant n ponctuelles

homographiques superposées ; il existe sur cette droite n groupes

composés de n éléments coïncidents. Ces points coïncidents sont

l'intersection du lieu en question avec la transversale.

Ce lieu passe nécessairement par les centres A-i , A2, ..., A„ des

n faisceaux.

En effet, par exemple, aux rayons concourants

(A,A„), (A^AJ. ..., (A„_,AJ

des faisceaux dont les centres sont

A), A2, ..., A„_.2, A„_)

,

il correspond un seul rayon du faisceau A„, et ce rayon passe par

le point de concours des n — 1 premiers rayons.

Réciproquement, étant donnés "
^

points d'une courbe

d'ordre n, on peut construire cette courbe comme étant l'intersec-

tion des rayons concourants de n faisceaux homographiques.

En effet, prenons n de ces points comme les centres de n fais-

ceaux et joignons-les aux —^— — **= -^— pomts restants;

nous obtenons ainsi " ^"^ - groupes de n rayons.

Les rayons de ces groupes rencontrent une transversale quel-

conque en '^^— groupes de n points; si nous construisons
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les groupes d'une homographie d'ordre n et de rang n— 1 qui

possède ces ^
,^ groupes, et si nous unissons les points de

ces groupes aux n centres choisis, nous obtiendrons n faisceaux

de rayons homographiques; le lieu des intersections concourantes

des rayons homologues est, d'après ce que nous venons de voir,

une courbe d'ordre n qui passe par les -^— points donnes

et qui, par conséquent, est la courbe demandée.

Comme une homographie d'ordre n et de rang n— 1 est

déterminée par 2" — 1 de ses groupes, nous voyons que par

le procédé indiqué nous pouvons construire la courbe d'une

(2" — 1 — "(»+ ) j"p'«
infinité de manières.

2. Nous pouvons envisager ce résultat d'une autre façon :

Soit C„ la courbe engendrée ; à un rayon quelconque du fais-

ceau dont le centre est A^, par exemple, il correspond des groupes

de n — 1 rayons des autres faisceaux, formant n— 1 faisceaux

homographiques.

Le lieu des intersections concourantes des rayons homologues

de ces ii — 1 faisceaux est une courbe du degré n— 1 ; cela

résulte de ce que nous venons de voir. Cette courbe rencontre le

rayon du faisceau A^ en w— 1 points, qui appartiennent évidem-

ment à la courbe C„; à tous les rayons du faisceau A^ il cor-

respond toutes les courbes d'ordre n— 1, appartenant également

à un faisceau.

En effet, comme nous l'avons vu plus haut, les rayons des

faisceaux dont les centres sont

-^2, A3, ..., A„_i, A„,

qui laissent indéterminés le rayon correspondant du faisceau dont

le centre est A^ , forment les groupes communs à deux homogra-

phies d'ordre n — 1 et de rang n — 2 (c'est-à-dire une homo-

graphie d'ordre n — 1 et de rang n— 3).

A chacune de ces homographies il correspond une courbe

d'ordre n — 1 , passant par les points

Ag, A3, ..., A„_i, A„.

11
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Les deux courbes C„_i, Cl_, ainsi obtenues définissent un fais-

ceau de courbes d'ordre n — 1 ; d'après la définition même des

éléments neutres, nous voyons qu'à un rayon quelconque du

faisceau dont le centre est A^ il correspond une courbe d'ordre

n — 1, passant par l'intersection des deux courbes C„_, et Cl_i.

Le faisceau (Aj) de rayons et le faisceau de courbes du degré

n— 1, (C„_i, C',_i), se correspondent homographiquement :

nous avons déjà démontré qu'à un faisceau du rayon (A^) il

correspond une courbe du faisceau (C„_i, C^_i); réciproquement,

à une courbe du faisceau (C„_.i, C„_i) il correspond un rayon

du faisceau (A^).

En efTet, prenons un point quelconque M de cette courbe; aux

rayons
(A,M), (A3M), ..., (A„_,M), (A„M),

des faisceaux

A2, A5, ..., A„_i, A„,

il ne correspond qu'un seul rayon du faisceau A^ : ce rayon

correspond à la courbe; sans cela, à un rayon du faisceau Aj il

pourrait correspondre deux courbes du faisceau (C„_, , C'„_i).

Nous obtenons ainsi la propriété suivante :

Les droites d'un faisceau de trayons homographiques aux

courbes d'ordre n — \ d'un faisceau, rencontrent leurs courbes

homologues en n — 1 points dont le lieu est une courbe d'ordre n,

passant par les points de base des deux faisceaux.

3. M. Le Paige (*) a étudié spécialement le cas de n = 3,

pour lequel on obtient les théorèmes suivants :

Le lieu des intersections concourantes de trois faisceaux de

rayons homographiques, est une courbe du troisième degré passant

par les centres des trois faisceaux.

Toute courbe du troisième degré peut, d'une infinité de

manières, être considérée comme le lieu des intersections concou-

(*) Mémoire sur les courbes du troisième ordre, 2^« partie (Mémoires la-à"

DE L'AcAD. ROY. DE BELGIQUE, l. XLV).
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rantes de trois faisceaux homographîqiies de rayons dont les

centres sont situés sur la courbe.

Soient A, B, C les trois centres; il existe six rayons,

fli, a^; 6i, 63; Ta, C3,

appartenant par couples aux trois faisceaux, et qui se groupent

des six façons suivantes :

ai, br, ai, Cz', «2, C2; «2, bz; 63, c.z', 6,, Cj,

de manière à former les six couples neutres de rayons des trois

faisceaux homographiques.

Les six points d'intersection Aj, A,, A3, A4, Ay, Ag des

rayons de ces couples appartiennent évidemment à la courbe;

par suite, les deux triangles dont les côtés sont respectivement

ai, Ca, 63 et tta, 6i, Cs

se coupent en neuf points,

A, B, C, Al, A2, A3, A4, As, Afi,

situés sur la cubique. Ces deux triangles sont appelés conjugués

à la courbe; comme les trois points A, B, C sont quelconques,

nous pouvons énoncer le théorème suivant ;

Par trois points d'une cubique plane, on peut toujours faire

passer les côtés de deux triangles conjugués à cette courbe.

La cubique et un système de deux triangles conjugués à cette

courbe sont trois courbes du troisième degré appartenant à un

même faisceau ; nous obtenons, en conséquence, la propriété

suivante :

Une cubique plane et un système de deux triangles conjugués

à cette courbe sont rencontrés par une transversale quelconque en

trois ternes de points appartenant à une même involution cubique

du premier rang.

4. La conception de l'homographie peut encore servir à la

génération de certaines surfaces, ainsi qu'il suit :

Le lieu des intersections concourantes des plans homologues
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appartenanl à n faisceaux homographiques , est une surface

d'ordre n.

En effet, les plans homologues de n faisceaux homographiques

rencontrent une transversale quelconque de l'espace suivant

n ponctuelles homographiques superposées; il existe n groupes

composés de n points homologues coïncidents ; ces points sont

l'intersection du lieu et de la transversale.

La surface engendrée passe par les axes

des n faisceaux homographiques.

En effet, soit A^ un point quelconque de l'axe a^ ; aux plans

concourants

(a^A,), (ajA,), ..., (a„_,A,), {a„Ai)

des n— \ faisceaux dont les axes sont

il correspond un seul plan du faisceau a^ , et ce plan passe

par Aj.

Comme la surface engendrée contient les axes des faisceaux,

on ne peut pas obtenir, par le procédé précédent, la surface la

plus générale d'ordre n. En effet, à partir de n = 4, les sur-

faces algébriques générales ne contiennent pas de génératrices

reclilignes.

Dans le cas de n= 3, on obtient la surface cubique générale
;

pour le démontrer, il suffira de prouver qu'une surface cubique

peut être engendrée par l'intersection des plans homologues de

trois faisceaux homographiques.

En effet, prenons trois génératrices a, 6, c de la surface, qui

ne se rencontrent pas, et sept points de cette surface.

Les plans qui unissent les trois droites aux sept points donnent

lieu à un système de sept ternes de trois plans qui rencontrent

une transversale en sept ternes de points : ces sept ternes de
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points suffisent pour déterminer sur la transversale trois ponc-

tuelles homographiques. Si nous unissons les points de ces

poncluelles aux trois droites a, b, c, nous obtenons trois faisceaux

homographiques de plans j le lieu de l'intersection des plans

homologues est une surface du troisième degré qui passe par

les trois droites a, b, c et les sept points : cette surface coïncide

avec la surface donnée, puisque par trois droites et sept points

on ne peut faire passer qu'une surface du troisième degré.

Dans les trois faisceaux homographiques qui engendrent la

surface, il existe six plans,

appartenant par couples aux trois faisceaux et se distribuant des

six manières suivantes :

«1, Pi; «ij ra; «2, §$', «25 rs; Pi, rs; Pô? r^,

de façon à former les six couples neutres des trois faisceaux

homographiques. Les six droites d'intersection de ces couples

sont visiblement six droites de la surface engendrée.

Les deux triédres dont les faces sont

«15 P35 rsj «2? Pu 7^2 5

sont deux triédres dont les faces se coupent en neuf droites qui

appartiennent à la surface : ces triédres sont appelés conjugués

à la surface cubique où ils sont inscrits (*).

Il existe d'autres triédres conjugués à une surface cubique;

mais nous ne continuerons pas plus loin cette étude, que nous

avons abordée dans le seul but de montrer la fécondité des

moyens de recherches basés sur les homographies supérieures.

5. Quant à la construction des surfaces cubiques, la seule

difficulté consiste à établir géométriquement la correspondance

(*) Voir, à ce sujet, les Fondements d'une géométrie supérieure cartésienne

de M. Folie (Mémoires in-^" de l'Acad. roy. de Belgique, t. XXXIX).
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homographique entre les plans de trois faisceaux ; voici quelques

procédés :

1" Supposons que Ton demande de construire une surface

cubique passant par trois droites données a, b, c, et par sept

points Al, A2, ..., Ae, A7.

Traçons dans l'espace une cubique gauche quelconque qui ait

pour bisécanles les droites a, 6, c; les sept ternes de plans

(aA,), (6A,), (cA,) (i = 1, 2, 3, 4, î), 6, 7)

coupent la cubique en sept ternes de points X„ Y,, Z,-.

Construisons, comme nous l'avons indiqué précédemment

(IV, m, 4), les groupes de l'homographie qui est déterminée sur

la cubique gauche par ces sept ternes de points, et joignons les

points de ces groupes respectivement aux droites a, b, c; les

plans homologues des trois faisceaux ainsi obtenus se coupent

en des points dont le lieu est la surface cherchée.

2" Les plans d'une gerbe coupent les faces d'un trièdre fixe en

des groupes de trois droites qui, joints respectivement à trois

points fixes, donnent lieu à trois faisceaux de plans.

Le lieu des intersections des plans homologues est une surface

cubique qui possède pour point double le, sommet du trièdre fixe.

Ce procédé a été indiqué par M. Salmon.

3" Les rayons d'une gerbe coupent les faces d'un trièdre fixe

en des groupes de trois points ; le lieu de l'intersection des plans

qui unissent ces points à trois droites fixes est une surface cubique

passant par le sommet du trièdre fixe et par les trois droites.

Ce procédé de génération ne permet pas de construire une

surface cubique astreinte à dix-neuf conditions; la raison en est

que l'homographie cubique caractérisée par ce procédé n'est

pas la plus générale (*).

4" Les plans d'une gerbe coupent trois droites fixes de l'espace

(*) Voir, à ce sujet, notre travail intitulé Génération d'une surface du

troisième ordre (Mémoires de la Société royale des Sciences de Liège,

2» série, t. XIV).
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en trois séries homographiques de points qui, joints à trois axes

fixes, donnent lieu à trois faisceauoç homographiques de plans :

le lieu des intersections des plans homologues est une surface du

troisième degré passant par les trois axes fixes.

L'homographie caractérisée de cette façon sur les droites fixes

n'est pas la plus générale ; il s'ensuit que ce procédé de géné-

ration ne peut servir à construire une surface cubique astreinte

à dix-neuf conditions.

5° Ce procédé de génération des surfaces cubiques peut être

généralisé de diverses façons; en voici un exemple :

Les plans qui enveloppent une surface de la classe n marquent

sur trois droites fixes des séries de trois points qui, projetés de

trois axes fixes, donnent lieu à trois séries de plans.

Le lieu de l'intersection des plans homologues est une surface

d'ordre 3n.

En effet, une transversale quelconque rencontre les plans

homologues des trois faisceaux suivant trois ponctuelles super-

posées ; entre les éléments de ces ponctuelles, il existe une

correspondance (n . n . n) ; d'après l'extension du principe de

Chasles, il existe 'on coïncidences, qui sont les intersections du

lieu avec la transversale en question. Celieu contient évidemment

les trois axes des faisceaux.

En particulier, si n= 2, la surface engendrée est du sixième

degré; plus pariiculièrement encore, si les trois droites fixes se

rencontrent en un même point et si la surface génératrice du

second degré est tangente aux faces du trièdre formé par ces

droites, la surface du sixième ordre se décompose en une surface

cubique, passant par les trois axes des faisceaux, et les trois

faces du trièdre. Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème, dû

à M. Le Paige (*) :

Si un tétraèdre se déplace de telle façon que trois de ses faces

passent par trois axes fixes, tandis que la quatrième face enve-

loppe une surface de la seconde classe tangente aux faces d'un

(*) Voir, à ce sujet, par exemple, la seconde partie des Essais de Géo-

métrie supérieure du troisième ordre de M. Le Paiye, pages 114 et suivantes.
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trièdre fixe, et que les sommets du tétraèdre situés dans cette face

parcourent les arêtes du trièdre, le quatrième sommet décrira une

surface cubique.

Ce théorème permet réciproquement de construire une surface

du troisième degré passant par trois droites et sept points donnés.

En effet, par l'un des sept points donnés, menons un trièdre

quelconque; les plans qui unissent les six autres points aux

trois droites, marquent sur les arêtes du trièdre choisi des

groupes de trois points; construisons la surface de la seconde

classe tangente aux faces du trièdre et aux six plans correspon-

dant aux six groupes de trois points du trièdre fixe ; achevons

les constructions indiquées par le théorème précédent : nous

aurons la surface cubique cherchée.

M. Le Paige a encore donné une autre construction de la sur-

face cubique.

Voici, en quelques mots, en quoi elle consiste ;

Les plans de l'espace marquent sur quatre droites fixes des

séries de quatre points qui, projetés respectivement de quatre axes

fixes, donnent quatre faisceaux homographiques de plans.

Le lieu des intersections concourantes des groupes de quatre

plans homologues, est une surface du quatrième ordre.

Si les quatre axes de projection sont dans un plan, la surface

engendrée se décompose en ce plan et en une surface cubique.

Cette génération de la surface cubique a conduit M. Le Paige

à l'étude d'une configuration extrêmement intéressante (*).

(*) Sur la génération de certaines surfaces par des faisceaux quadrilinéaires

(Bull, de l'Acad. roy. de Belgique, '5^ série, t. VIII).



CHAPITRE V.

I

Dans ce dernier chapitre, nous allons étudier quelques pro-

priétés générales des homographies d'ordre et de rang quel-

conques.

1. Par définition, une homographie d'ordre n et de rang k,

H", est l'ensemble des groupes de n éléments, communs à n— k

homographies, d'ordre n et de rang n — 1, dont les supports

des mêmes séries d'éléments sont superposés.

D'après cela, à k éléments appartenant à k séries déterminées

il correspond, dans les n — k homographies d'ordre n et de

rang n— 1 , des groupes de n — k éléments formant n — k ho-

mographies d'ordre n— A; et de rang n— k— 1 ; d'après ce que

nous avons vu précédemment, ces w — k homographies ont en

commun (n— k) ! groupes communs de w— k éléments (IV, i, 7).

Nous pouvons, en conséquence, énoncer le théorème suivant :

Dans une homographie d'ordre n et de rang k, à k éléments

appartenant à k séries déterminées il correspond dans les séries

restantes (n — k) ! groupes de n — k éléments.

2. A k' éléments {k' < k) du support de k' séries d'une H^

il correspond , dans les n — k homographies d'ordre n et de

rang n — 1 dont HI! est l'intersection, des groupes de n — k'

éléments des séries restantes, formant n — k homographies

d'ordre n — A;' et de rang n — A;' — 1 ; les groupes communs à

ces n— k' homographies forment un homographie d'ordre n— k'

et de rang k — k' ; donc : à k' éléments (k' < k) appartenant



( 4 70 )

à k' séries d'une homographie d'ordre n et de rang k, il corres-

pond dans les séries restantes des groupes de n — k' éléments

formant une homographie d'ordre n — k' et de rang k — k'.

3. En général, à k éléments appartenant, par exemple, aux

séries

il correspond, comme nous venons de le voir, (n — A:)! groupes

de n — A; éléments appartenant aux séries restantes

l/c+l 5 ÏA+2 5 ••• 5 *n •

Cependant il peut arriver que, par un choix convenable des

k éléments, il corresponde une infinité de groupes de n — k élé-

ments.

Voici quand cela pourra se présenter :

Supposons que dans les (n — k)\ groupes qui correspondent

aux k éléments des séries données, il se trouve deux groupes

composés des mêmes éléments des n — k — 1 séries

tandis que l'élément de la série /„ est différent dans les deux

groupes.

Dans ce cas, ce groupe de ?i — k — \ éléments est un groupe

neutre de chacune des homographies, d'ordre n— A; et de rang

n— k — 1, qui correspondent aux k éléments donnés dans les

homographies d'ordre n et de rang n — 1, dont l'homographie

Hî est l'intersection.

11 s'ensuit qu'aux k éléments en question il correspondra une

infinité de groupes, composés de n — k — 1 éléments fixes des

séries /^.^i , /V^a > ••> K-i 6t d'un élément quelconque de la série i^.

Nous pourrons appeler ces groupes de k éléments, groupes

neutres des séries i^ , ia, ..., h, par rapport à la série i„.

4. Il peut arriver que dans les (n — k)\ groupes de n — A:

éléments qui correspondent à un choix convenable de k éléments
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appartenant aux séries i^ , i^, •, h, »• s'en trouve quatre com-

plètement indépendants entre eux et composés, par exemple,

des mêmes éléments des n — k — 2 séries

tandis que les éléments des séries /„_, et i^ varient d'un groupe

à l'autre.

Dans ce cas , le groupe des n — k — 2 éléments des séries

*A+1 J ^A4-2î •••5 *«—3» ^n—2 5

est un groupe de n — k — 2' éléments neutres, commun aux

n — k homographies, d'ordre n — A; et de rang n — k — 1, qui

correspondent aux k éléments des séries

dans les n — k homographies d'ordre n et de rang n — 1 qui

définissent l'homographie H".

Il s'ensuit qu'aux k éléments en question il correspond des

groupes de n — k éléments, composés de n — k— 2 éléments

fixes des séries

U+O ÏA;4-2 5 • •• > î»-2ï

et de deux éléments indéterminés des séries i„_i et «„.

Nous appellerons ces groupes d'éléments, groupes neutres

des séries

l\, 1-2, ..., ii,

par rapport aux séries /«.j et /„.

On pourrait étendre ces considérations à la notion des

groupes neutres de k séries par rapport à p des séries restantes

{p ^n — k).

5. A A; — 1 éléments appartenant à k — 1 séries du support

d'une homographie H" , il correspond dans cette homographie

des groupes de n — k -i- \ éléments des séries restantes, qui
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forment une homographie d'ordre n — k -+- i et du premier

rang, Hr'+'.

Il peut arriver que, par un choix convenable des A; — 1 élé-

ments, cette homographie JHJ""''"^' ait des groupes composés de

n — k — « éléments fixes et de ^ -i- 1 éléments indéterminés.

Ces groupes de /f — 1 éléments sont les groupes neutres de

k — \ séries, par rapport aux éléments de ^ -t- 1 des séries res-

tantes.

De même, il y a lieu de considérer les groupes de A;
— p élé-

ments neutres de A: — p séries, par rapport aux éléments de i des

séries restantes.

Jusqu'à présent, nous n'avons pu mener plus loin l'étude

des groupes neutres d'une homographie : cette question exige la

résolution de problèmes fort difficiles sur l'élimination.

[I

Éléments multiples.

1. Supposons que les A; -h 1 supports de A; h- 1 séries, par

exemple des séries

Il , 1-i, ... » U-i-i

,

de n séries formant une W'I, coïncident; il peut arriver que,

à A; éléments coïncidents de A; séries, par exemple des séries

il corresponde des groupes de n

—

k éléments, tels qu'un de ces

groupes contienne un élément Xi_|_j de la série 4+,, qui soit pré-

cisément le point de coïncidence, X, 2.3, ...,*, des A; éléments

déterminatifs.

Représentons par N" le nombre de ces groupes.

A un élément X, 2.3,..,, a il correspond (n — A:)! groupes de

n — k éléments des séries restantes et, par suite, {n — A:) ! élé-

ments Xi^i de la série ^,._^,

.
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A un élément X^^, de la série ^,^_^, il correspond dans Hï des

groupes de w — \ éléments appartenant aux séries

*1j *2» ••• ) *A. 'a-|-2> • • » 'n '

et formant une homographie HaZ|; les supporis des séries

II, Î2, . . . , îk

de cette homographie coïncident; il existe un nombre N;?i| de

groupes de cette homographie qui contiennent k éléments des

séries

*15 hi •••5 'A)

coïncidents en un même élément Xi.a.s,...,*.

Donc, à un élément X^^, il correspond N"iî éléments

-^1 .2.3, ...,i
•

Ainsi, entre les éléments X^+j et Xj.a.î,...,* il existe la cor-

respondance

({n-k)u mil).

Le nombre des coïncidences de cette correspondance est exac-

tement égal au nombre N"; par conséquent, on a :

Remplaçons dans cette formule de récurrence, successivement

n et k par n — 1 , « — 2, ..., n — k-+-\, et k — 1 , A: — 2, ,.., 1
;

nous aurons la suite de relations :

n;-*-*-' = n — A-) ! -4- (w — A) !

,
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d'où nous déduisons

Ni!=(«-fc)!(fc + i)n.

Si les supports des n séries coïncident, le nombre total des

groupes composés de A; ^- 1 éléments coïncidents sera

Éléments multiples associés.

2. Supposons que les supports des séries

d'une homographie H" coïncident.

A rj éléments appartenant aux séries

il correspond dans l'homographie Et des groupes de n — r^

éléments, formant une homographie H^Zj^J.

Cette dernière homographie possède des groupes composés

d'éléments coïncidents des séries

Vi+2' •' V,-Hr2-+-1 ' Vi+r2-+-2'

en nombre fini

{n — k)[{k — ri + \) = {n- k)\ (r^ -h 1) ;
(r, -^ n = k).

La même propriété a encore lieu quand les rj éléments des

séries

(*) Cette formule a été donnée par M. Le Paigc [loc. cit., p. 58).
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coïncident ; nous voyons ainsi qu'une homographie H^ possède

une infinité de groupes composés de r^ éléments coïncidents de r^

séries, de r2 -+- '1 éléments coïncidents de r^ -i- 1 autres séries, et

d'éléments appartenant aux séries restantes. Si donc nous

astreignons ces groupes à satisfaire à une condition supplémen-

taire, il n'existera qu'un nombre fini de pareils groupes.

La condition que nous nous imposons actuellement, c'est que

l'élément B de la série /^ _^| de chaque groupe coïncide avec

l'élémeni T]"'''" des séries coïncidentes

appelons A cet élément r^"'"' ; nous venons de voir qu'à un élé-

ment A il correspond

{n- k)\ (r2+ 1)

éléments B.

A un élément B de la série ^^ _^, il correspond dans les séries

restantes, des groupes de n— \ éléments formant une homogra-

phie Hî'iî; cette homographie possède des groupes en nombre

fini, composés de r^ éléments coïncidents Aj des séries

et de Ta + 1 éléments coïncidenis des séries

Soit N"lî(ri .Ta + 1) le nombre de ces groupes; nous voyons

qu'à un élément B il correspond

Nt/(n .r, -4- 1)

éléments A. Entre les éléments A et B il existe la correspon-

dance
{^"ZÎ{r,.r,+ \), {n-k)l{r,+ i));

donc, si nous représentons en général par la notation N^(A:] .Ara)

le nombre des groupes d'une homographie H^ qui contiennent
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kn éléments coïncidents de k^ séries déterminées et A'2 éléments

coïncidents de k2 autres séries, quand on a la condition

lc^ -4- A'2= /> -t- 2, nous obtenons la relation

N^ (n + 1 . ra -t- 1) = mzl {Vi .r,-^- l) + {n- k)\{r,-\-i);

de même, nous aurons la suite d'équations :

^Uin- r2+'l) = Nr|(r,— I,r2-Hl)+ («— /:)! (r^-t-l),

Nl'll (r,-l .r,-*-\) = Nrf (n— S.r^+I) + (n— /c)! (r^H- !),

Nïi;;tî (2 . r,+ 1) = N^Z;; (1 . r.-f- 1) + (n - /c)! (r,+ l),

N^'I^; (1 . r^ -4- 1) = (n — A) ! {r, + 1);

d'où, finalement,

N^, ((r, + 1) . (r2 -j- i)) = (n — k)\ {n -t- 1) (r^ + 1),

Si les supports des diverses séries coïncident, le nombre total

des groupes contenant deux éléments (r^ -f- 1)"'"' et {r^ -+- 1)"'"'

associés, est

/ n \ In — Ti — 4 \

n\= in — k — 1
)
(n — k).

vi ! j-2 !

3. Supposons, pour plus de facilité dans ce qui va suivre,

que les supports des n séries d'une H" coïncident; admettons

que nous connaissions le nombre des groupes de cette homogra-

phie qui contiennent q éléments multiples associés, d'ordres de

multiplicité respectifs

n -*- 1, r; + 1, ..., rj -t- 1,

quand on a la condition

r't -4- Ta H- • -+- r' = k.
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Connaissant ce nombre, quels que soient les nombres n,k

et les indices de multiplicité, recherchons le nombre des groupes

qui contiennent q -{- \ éléments multiples associés, d'ordres

respectifs

ri-^\, ra-t-l, ..., r, + 1, r,+, -t- 1,

quand on a la condition

rj -t- Ta H H r^ -4- r,+i = k.

Soit un élément quelconque A du support des n séries ; consi-

dérons A, comme un élément (rg^i)"''' des séries

Vi+rgH Hry-Hç-t-l' ^^i+raH Hrg-i-g-+-2'
"*''

il lui correspond, dans les séries restantes, des groupes d'élé-

ments formant une homographie d'ordre n — r,^, et de rang

Cette homographie possède des groupes composés de q élé-

ments multiples associés, d'ordres

n + 1, ra-t-d, ..., r, + 1,

appartenant aux séries respectives

Vj+2' Vt-f-û' •••' Vi+r^-t-S'

^i\-+-r^-\ i-rj-iH-g' Vi+r^H hrg-^-^-q-^-l ' -' Vi-t-r^H i-rj-t-g,

en nombre fini, puisque l'on a

n -4- ra ^ -,- r, = ft — rj+j

.

Représentons ce nombre par
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chacun de ces groupes contient un élément B, appartenant à la

série

si un de ces éléments B coïncide avec l'élément A, le groupe

dont il fait partie est un des groupes dont nous recherchons le

nombre.

A un élément A, il correspond donc

Nr}(r, + 1, r^ + l, ..., >•,+ !)

éléments B.

A un élément B de la série

il correspond, dans l'homographie H", des groupes de n — 1

éléments, formant une homographie H"r/. Cette homographie

possède des groupes contenant q -i- \ éléments multiples asso-

ciés, d'ordres

ri-+-1, Ta -4- 4, ..., r, -+-J, r,+,,

appartenant aux séries

1-+-2' Vi-t-3' •••' Vt-

en nombre fini

N^i (rj -H I, r2 -h 1, ..., r, H- 4, r^+i),

puisqu'on a la condition
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l'élément (r,^^,)"'''" de chacun de ces groupes est un élément A;

donc, à un élément B, il correspond

éléments A.

Entre les éléments A et B, il existe la correspondance que

nous venons d'établir; le nombre des coïncidences est égal au

nombre des groupes cherchés; par conséquent, on a :

N2 (r, + 1, r^ + 1, ..., r, + d, r,+i+ l) = ^IZrHl (n +- 1, .••, r^ -* 'i)

+ N^l'i (n -+- 1, -, ^, -+- 1, r^+i)',

en traitant cette formule de récurrence comme précédemment,

nous obtenons :

N^r, -+- 1, r^ -f- 1, ..., r^ h- 1, r,+i -4- 1)

= (r,+, + 1)N":;;^; (n -^ l, r, + l, ..., r, + 1).

De même, nous aurons la suite de relations :

N?r;::;(nH-i, r.-»-i, ..., r^+i)

etc.

En combinant ces diverses équations par multiplication, nous

obtenons définitivement :

Nl?(r, -f- 1, 7-2 H- d, ..., r, -»^ i, r,+, + 1)

= (w— /c)! (^r, -H 1) (rg + 1) ..., (r, + ^){rg+^ -h i).

Ce nombre est celui des groupes de l'homographie H'Â, qui

contiennent q -h \ éléments multiples associés, d'ordres

Vi -4-1, ra + 1, .., r, + 1, r,^.i -h d,

appartenant à des séries déterminées; le nombre total de ces
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groupes s'obtiendra en multipliant le nombre primitivement

obtenu par

n \ In— r,— 1\ In— 1\
— r^— 2\ (n—r^—rç. r,

—

q

le nombre final est

n! {n — iy.

r, ! rg! ., r,! r^+i! [n — l — q — iy.

111

Groupes communs à deux ou plusieurs homographies.

1. Soient deux homographies de même ordre n et de rangs k

et k' : nous supposons que les éléments des mêmes séries de ces

homographies sont situés sur les mêmes supports.

Ces deux homographies peuvent être considérées comme étant

respectivement l'ensemble des groupes communs à n — â: et à

n — k' homographies d'ordre n et de rang n — 1; l'ensemble

de ces 2n — k — k' homographies représente des groupes de

n éléments, en nombre fini ou infini, selon que l'on a les

conditions

2w — h — A;' = n, ou In — k — k' <:^ n.

Nous pouvons donc énoncer les théorèmes suivants :

L'ensemble des groupes communs à deux homographies d'ordre

n et de rangs k et k', H^ et H",
,
quand on ak -hk'^ n, forment

îme homographie d'ordre n et de rang k' -+- k' — n.

En général, m homographies d'ordre n et de rangs kj, k2, ..• k„

ont en commun les groupes d'une homographie d'ordre n et de

rang

^ki — (m — \)n,

quand on a
m

'^ki'^{m — \)n.
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2. Soient deux homographies d'ordres respectifs m et n et

du premier rang, H^', H", (m<^n) : supposons que les supports

des m séries de H"' coïncident avec les supports des m premières

séries de H".

Les deux homographies peuvent avoir en commun des couples

d'éléments de deux séries communes et qui appartiennent à des

groupes distincts de ces deux homographies : nous représentons

par X, ou Y, un élément de la i'^'"" série commune aux deux

homographies, suivant que nous considérons cet élément dans

l'homographie ET ou dans l'homographie Hj.

A un élément X, de la ^""" série, il correspond, dans H'",

(m— 1)! groupes de m — 1 éléments des séries restantes et, en

particulier, (m — 1)! éléments de la p""" série; à chacun de ces

éléments, considéré comme élément Y^, il correspond dans H"

(n— 1) ! groupes de n — 1 éléments de la i'"'"" série.

Si un de ces éléments Y,, coïncidait avec l'élément X,., nous

aurions un des couples communs aux deux homographies.

A un élément X,, il correspond donc

(m — 1)! (w — 1)!

éléments Y,-.

De même, à un élément Y^, il correspond

(n— 1)! (m — \)\

éléments X,.

Entre les éléments X^ et Y,, il existe la correspondance

((m — 1)! {7i—\)\, (n— 1)! (m — 1)!);

le nombre des coïncidences de cette correspondance est le

nombre des couples communs aux deux homographies données

et appartenant aux séries / eip; ce nombre sera donc

2(m— 1)! {n— 1)!.

Comme les deux homographies ont en commun les supports

de m séries, le nombre total des couples communs sera
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3. Soient deux homographies, Tune d'ordre n et de rang k,

l'autre d'ordre m et du premier rang, Hî' et H"'; nous faisons les

mêmes suppositions que précédemment, quant aux supports

communs aux séries de ces homographies.

A un élément Xj+j de la série 4^,, il correspond, dans l'homo-

graphie H;", (m— 1) ! groupes de (m— i) éléments et, en par-

ticulier, (m— 1)! groupes de k éléments des séries

à chacun de ces groupes, considéré comme formé d'éléments

1 j, I2, ... , Yi

,

il correspond (n — k)l groupes de (n — k) éléments dans H" et,

entre autres, (n — A)! éléments Yi.,., de la série î\^i', si un de ces

éléments Y/_^i coïncidait avec l'élément X^^., , nous aurions un

groupe de A -h 1 éléments communs aux deux homographies et

appartenant aux k -h \ séries

II, Î2, ..., Ik, U-fl-

A un élément X/t+j, il correspond donc

(m — i)! {n— k)\

éléments ¥*+,.

A un élément Y^^,, il correspond dans Hâ, des groupes de

n — 1 éléments formant une homographie H"lî; cette homo-

graphie a en commun avec H'", des groupes de k éléments des

séries

*| 5 ^2 5 •••5 'A-15 **3

en nombre fini N^IÎT-

( Nous représenterons désormais par la notation N",'^',' le

nombre des groupes de k' -+ k" éléments communs à deux

homographies H"^ et II",',',.)

A chacun des groupes communs, considéré comme composé

d'éléments

Xj, A», . ., Xi,
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il correspond, dans riiomographie E"\ un élément Xy;^, de la

série Xi+i.

A un clément Yk^y, il correspond donc Ntzl'i éléments X^^j.

Entne les éléments X^.^., et Y,,^,, il existe la correspondance

(('»-'!}! {n-k)\, Nrlr);

le nombre des coïncidences est précisément le nombre NîT; ainsi

nous aurons la relation :

Ni' T = {m — 1 ) ! {n— k)\ -^ N'^zl ? .

Il résulte de la dernière formule que, si l'on a démontré qu'une

homographie du premier rang a en commun avec une homo-

graphie de rang p, des groupes de /) 4- 1 éléments, elle aura

avec une homographie de rang p -h 1, des groupes communs

de p H- 2 éléments.

Or, nous avons démontré précédemment que deux homogra-

phies du premier rang ont des couples d'éléments communs;

par récurrence, nous avons ainsi prouvé que detix homagraphîes

du premier et du k'^""^ rang ont des groupes de k h- 1 éléments

communs. Cette propriété doit être nécessairement démontrée,

car elle n'est pas évidente à priori.

On peut déduire facilement de la formule précédente :

]N«Ï' = (A: -+- 1) (m — 4)! {n— k}l.

Le nombre total des groupes communs à deux homographies

H", Hr, dans les suppositions faites précédemment, est

4. En général, soient deux homographies H^* et H^2, ^2=^1
et A"i

-4- Â;2^ ^2; de la même façon que plus haut, nous trouve-

rons cette formule de récurrence :
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Il résulte de là que :

1° Deux homographies H"^' et U^^ ont des groupes communs de

kj -h kg éléments communs, en nombre fini;

2° Le nombre de ces groupes communs appartenant à ki h- kg

séries communes déterminées, est

l{ni — ki)\ (Wj— A-2)! =
k, r * "'' ' " k,\ k,\

3" Le nombre total des groupes communs, dans les suppositions

que nous avons faites, est

W2 \ [kl -+- kç^) ! (wj — kl) ! (wa— k^y.

/c, -t- kj k^\ k^\

5. Prenons un élément quelconque du support d'une série

commune à deux homographies Hj^ et Hj^; il lui correspond

dans ces homographies des groupes de w^— 1 et %— 1 éléments,

formant deux homographies H^*"7j , HjrJ'~j ; ces deux homo-

graphies ont des groupes de A;, h- A-2 — 2 éléments communs

appartenant à A;, -4- A;2 — 2 séries communes déterminées, en

nombre fini

(«1— kl) ! (W2— Â;2) ! (
* ' j ;

nous pouvons donc énoncer lé théorème suivant :

Un élément du support d'une série commune à deux homogra-

phies H°' et tV^^ , entre dans

{ni-ki)\{n,-k,)l^' ^^^^ )

groupes de k| -h ka — 1 éléments communs appartenant à

k^ -+- ka — 1 séries commîmes déterminées.

Plus généralement, k éléments des supports de k séries com-

munes à deux homographies HP* et Hî)^ , entrent dans

,
/fc, -+-/C2 — 2M

(n, — Ar,)! {n^^k^)\ I

^ _ . )

groupes de k, -i- kj — k éléments communs appartenant à

kl H- kg— k serves communes déterminées.
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6. Soient deux homographies H^^ ei H"^' ; elles ont en com-

mun des groupes communs de A;, h- Ag — 1 éléments apparte-

nant, par exemple, aux séries communes

en nombre infini; recherchons combien il existe de ces groupes

qui contiennent des couples d'éléments des séries i^ et ij d'une

homographie H", d'ordre m et du premier rang.

Représentons ce nombre par Xf.

A un élément A de la série ^^, considéré comme appartenant

à l'homographie Hf, il correspond, dans cette homographie,

(m — i)! groupes de wt — 1 éléments des séries restantes, et,

en particulier, (m — 1)! éléments de la série ^2. A chacun de

ces derniers éléments, il correspond, dans les deux homographies

H^' et H'^^ des groupes de w^ — 1 et de Wa —^ 1 éléments for-

mant deux homographies H^*~J et H^^-l.

Ces deux homographies ont des groupes'de k^ -t- k^ — 2 élé-

ments communs appartenant aux séries

en nombre

(«,-j,)!K-fc.)!f';;!:7')-

et, en particulier, autant d'éléments B du support i^.

A un élément A, il correspond

{m-i)\ {n, - k)l {n, - fc,)! (^*
^ ^ 7 ^)

éléments B ; de même, à un élément B, il correspond

iments A.

Le nombre des groupes cherchés est égal au nombre des
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coïncidences de la correspondance que nous venons d'établir
;

donc

Xr = 2(m - 1)! {n, - k,)l {n, - k,V.
(

'

^_^7 ^) "

Nous pouvons, en conséquence, énoncer le théorème suivant :

Deux homographies superposées HJ|' et Hj^^ contiennent

2(m-l)! K-/t,)! {n,-k,)lx
[ \ ^^ j

groupes de kj -+- ka — 1 éléments appartenant à k, -h kj — 1

séries déterminées et comprenant un couple d'éléments d'une H"

appartenant à deux de ces séries communes.

7. Soient deux homographies H^sH^^. recherchons com-

bien il existe de groupes de k^ -^ kç^^ — 1 éléments communs à

ces homographies et^ appartenant aux séries

qui renferment / -f- 1 éléments d'une homograpîiif Hj" et appar-

tenant, par exemple, aux / +• \ séries

Soit Xf le nombre de ces groupes : à un élément A de la

série i^, considéré dans l'homographie Hf, il correspond dans

cette dernière des groupes de m — \ éléments, formant une

homographie H"lV-

Cette homographie possède des groupes de / éléments appar-

tenant aux séries

et compris dans des groupes de fcj -^ kç^ — 1 élémenls communs

à H?' et à H?^ , en nombre fini X',"J7* : dans chacun de ces

groupes, il figure un élément B de la série ii^.

Si un de ces éléments B coïncidait avec A, nous aurions un

des groupes cherchés.
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A un élément A, il correspond donc XrV éléments B.

A un élément B, il correspond, dans H^^' et H^^ deux homo-

graphies H"'~J et HJ^ZÎ ; ces deux homographies ont en

commun des groupes de k^ -h k^ — 2 éléments communs des

séries

en nombre fini

(kl + ^2 — 2\
(«1 — fc,) : (Wa - fca) ! l L _. I

'

et donc, autant de groupes de / éléments des séries

A chacun de ces groupes, il correspond (m — /) ! éléments A

de la série ii dans l'homographie H^; par conséquent, à un élé-

ment B, il correspond

éléments A.

Le nombre X™ est égal au nombre des coïncidences de la

correspondance que nous venons d'établir; donc :

Xr = Xr/ -h (m - /)! (n, - k,)\ [n,- &,) !

(^''

^ ^7T
Nous aurons, de même, la suite de relations :

xr/= Xr_-/ -+- (m - /)! (n, - k,)\ {n,- k,)\ (^'
^ _^ ^ ^) '

Xr'+^ _ Xr'^'-^(m-0! {n,-k,y. {m-k,)l ('^'^_^~^)'

Or, X"'~'^' est le nombre des couples d'éléments de deux

séries déterminées d'une homographie H^'"^*» qui sont compris

dans des groupes de A-i
-+ kç^ — 1 éléments communs de
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^1 -f- ^2— ^ séries déterminées de deux homographies H"' et

H^* ; d'après ce que nous avons vu plus haut (V, ni, e), on a :

Des raisonnements analogues à ceux que nous avons faits

précédemment nous conduisent à la formule :

XT = {l+i) {m~l)\ {n, — k,)\ {n,-k,)\ ( '*

^J.7 j"

8. Plus généralement, nous pouvons, de même, établir les

résultats suivants :

1° Le nombre des groupes de kj + kj — p éléments communs

à deux homographies H'J' et H^^ , appartenant à k^ -4- ka — p

séries déterminées qui contiennent des groupes de p -+- 1 éléments

de p -f- 1 séries déterminées d'une homographie HJ", est

{p + 1) (m— iy. (ni — kl) (ws
'^^•i kl-p )'

2° Le nombre des groupes communs de kj -i- kg — p éléments,

appartenant à k^ -f- ka — p séries déterminées de deux homo-

graphies H^' et H'^2 qui contiennent des groupes de 1 h- p"e7é-

ments de p h- 1 séries déterminées d'une homographie H", est

(A) = (^ *;
^)

(^'
"^^ ^_^~ ^^) (m- /)! (n. - ^0 ! (», - ^,) !

9. Supposons que le rang / de l'homographie H,"' soit tel

qu'on ait

l -^ p =k, -^- ki— p;

alors, le nombre (A) devient le nombre des groupes d'éléments

communs, appartenant à k^ -h kç^ — p séries communes aux

trois homographies H^' , H^^ , H"'.
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Posons

kl -^ ki — 'ip = l = kz, m = n^;

nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Le nombre des groupes de fx éléments appartenant à [i séries

communes déterminées de trois homographies superposées H^»

,

HJ" , Hj'
,
quand on a

kl -^ k^ -^ kz
fi = »

2

est

fi\ {7ii — h)i {th — hV {7i, — h) \

{f^— h)\ {fi-k^)\ {pc~h)i

D'autre part, nous pouvons observer que, si une homographie

H^* a des groupes d'éléments communs avec deux homogra-

phies H^*' et H^^ , il existe un nombre p tel que l'on ait

ks -^- p = kl -^ k^— p;

il faut donc que la somme des rangs de deux de ces homogra-

phies, diminuée du rang de la troisième, soit un nombre pair 2/),

ou, ce qui revient au même, que la somme des rangs des trois

homographies soit un nombre pair 2(p -f- k^).

Du reste, si la somme des rangs de trois homographies est un

nombre pair, ces trois homographies ont des groupes d'éléments

communs en nombre fini : il suffît pour le prouver de montrer

que, dans ce cas, un des rangs est égal à la somme des autres,

diminuée d'un nombre pair.

Soit kl -+- A-2 -h kz= 2m; nous pouvons toujours écrire :

k5 = h -^ ki— R

,

en admettant que le nombre Ag est le plus petit des nombres

k^ , ft2, %.

Or,

kl -^ ki -^ kz='2m;
donc

2 [kl -\-ki) — R = '2m;

ce qui prouve que R est un nombre pair 2p.
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Nous pouvons, en conséquence, énoncer les théorènnes sui-

vants :

1° Trois homographies superposées ont des groupes d'éléments

communs en nombre fini, quand la somme de leurs rangs est un

nombre pair. Le facteur de parité est égal au nombre des éléments

qui figurent dans les groupes communs ;

2° Quand la somme des rangs de trois homographies H||', Hj!''

,

H||% est un nombre pair 2/:/., ces trois liomographies ont des

groupes de fx éléments communs appartenant à fx séries détermi-

nées, en nombre

iu\ {ni — ki)\ {n^~hV. jn^— h)'.

10. Si la somme des rangs de trois homographies Hl^' , H!^^

,

h!!', diminuée d'un nombre q, est un nombre pair 2m, ces trois

homographies possèdent des groupes de m éléments communs en

nombre q fois infini.

En effet, à q éléments appartenant respectivement à q séries

communes déterminées, il correspond, dans les trois homogra-

phies H".' , Hj,'s
\\"i^^

, des groupes de Wj — q, «, — q, n^ — q

éléments formant trois homographies H^î'~^, H^^Z^, H^^Tg; la

somme des rangs de ces trois dernières homographies est un

nombre pair 2(wï — q); par conséquent, ces trois homographies

ont des groupes de m — q éléments communs, en nombre fini;

le nombre de ces groupes est

(m — q)l {ni — kjjl [n^ — k^)! {th — hV-

(m — q — ki) ! (m — q — k^) î {m — q — ^3) ! 1

Nous avons démontré de cette façon le théorème annoncé,

ainsi que le théorème suivant :

Quand la somme des rangs de trois homographies, diminuée

d'un nombre q, est un nombre pair 2m, q éléments quelconques,

appartenant à q séries déterminées, entrent dans

(m — q)\ (?î, — ki)\ («2— k<^\ {n^— hY-

{m — q — k^)l {m — q — t^y. {m — q — kz)l
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groupes de m éléments appartenant à m séjHes commîmes déter-

minées.

11. La mf^thode que nous avons employée pour établir ces

propriétés est absolument générale ; elle permet de déterminer

la condition pour que q -+ i homographies quelconques aient

des groupes d'éléments communs en nombre fini et, le cas

échéant, le nombre des éléments qui figurent dans les groupes

communs.

Voici encore, pour le cas de 7 = 3, la méthode à suivre :

Soient trois homographies H'^S H^'s H^'= ayant des groupes

communs de m éléments en nombre p fois infini; leurs rangs

satisfont donc à la condition

k,-^ki-^h~p= m.
2

Il faudra rechercher le nombre A de ces groupes qui con-

tiennent l -h p éléments de / -h p séries déterminées d'une

homographie H^.

Pour arriver à ce résultat, il est nécessaire de résoudre quel-

ques problèmes préliminaires semblables à ceux que nous avons

traités précédemment.

On supposera, dans la formule qui donne la valeur de A,

l-h p= ki et m= ni; on arrivera ainsi au théorème suivant :

Le nombre des groupes communs de ix éléments, appartenant

à p séries commîmes déterminées de quatre homographies

HJ', Bl^, H;s Bl^, est
"1 "2 '^3 "4

m'- {ni— ki)l {ni— k,)\ {n^—h)l {'h — K)

(F-
— hV- (^— h)i (." - ^3)! (/" - h)

quand on a la condition

ftj -t* ftg "^ "'3 "^ "4

" = "1

Un raisonnement semblable à celui que nous avons fait dans
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le cas de ç= 2 , nous permettra d'arriver à ces autres pro-

priétés :

Si la somme des rangs de quatre homographies l\^. (i= 1,2,

3, 4) est un multiple du nombre 3, ces homographies ont des

groupes d'éléments communs en nombre fini : le nombre des élé-

ments qui figurent dans les groupes communs est égal au facteur

de multiplicité.

Si la somme des rangs de quatre homographies superposées est

un multiple m du nombre 3, augmenté d'un nombre r, ces homo-

graphies possèdent des groupes de m éléments communs en

nombre r fois infini : r éléments quelconques de r séries détermi-

nées figurent dans

U{n,-k,)l
(m — r) ! —

;

n (m — r— &,) !

groupes, contenant m éléments communs de m séries déter-

minées.

12. Dans le cas général, nous arriverons aux théorèmes

suivants :

Si la somme des rangs de n homographies H|".'(i = l, 2,

3, ..., n) est un multiple p. de n — 1, ces homographies pos-

sèdent des groupes de p éléments communs, appartenant à ^i séries

communes déterminées, en nombre fini; ce nombre est

,'&"(«,-/(;,)!

p •
— •

Si la somme des rangs de n homographies Hj"' (i == 1 , 2,

3, ..., n) est un multiple m de n — 1, augmenté d\m nombre r,

ces homographies possèdent des groupes communs de m élé-

ments, appartenant à m séries communes déterminées, en nombre

r fois infini : r éléments appartenant à r de ces séries figurent

dans

^, U{n,-k)\
(m — r) ! :

n {m — r — ki) !

de ces groupes.
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Ces théorèmes expriment, de la manière la plus générale, les

propriétés des groupes communs à un nombre quelconque

d'homographies d'ordres et de rangs quelconques.

Leur démonstralion n'offre aucune difficulté spéciale : à cause

de la longueur du raisonnement, nous nous dispenserons de

l'indiquer. Du reste, la méthode à suivre est en tous points

semblable à celle que nous avons employée, pour établir les

théorèmes généraux sur les groupes communs à un nombre

quelconque d'involutions.

Nos théorèmes donnent, comme conséquences, de nombreuses

propriétés concernant les solutions communes à un nombre

quelconque d'équations algébriques à plusieurs variables et de

degrés quelconques.

Nous ne croyons pas devoir développer ces conséquences

dans un travail dont le but est Tétudc d'une théorie géomé-

trique.

1S





THÈSES ANINEXÉES AU MÉMOIRE.

THESE I.

Les rayons de deux congruenees du premier ordre et de la

première classe, qui passent par les points d'une surface d'ordre n,

sont situés dans les plans tangents d'une surface de la classe 3n.

— Les rayons de deux congruenees du premier ordre et de la

première classe, qui sont situés dans les plans tangents d'une

surface de la classe n, ont leurs points d'intersection situés sur

une surface d'ordre 3n.

THÈSE n.

A l'aide de deux corrélations homographiques entre les élé-

ments linéaires de deux espaces à trois dimensions, superposés

ou non, on peut établir une liaison telle qu'à un point de l'un

des espaces, il corresponde une droite de l'autre espace, et

réciproquement.

En général, aux points d'une droite d de l'un des espaces, il

correspond les génératrices d'une réglée du second ordre de

l'autre espace.

Le lieu des droites d, telles que les réglées correspondantes

soient des cônes, est un complexe tétraédral.

THÈSE m.

Si les éléments principaux (points et droites) de deux plans

superposés sont liés homographiquement, il existe une conique C
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telle qu'à tout point de cette courbe il correspond dans chaque

figure une droite passant par ce point. Il existe, de même, une

courbe de la seconde classe K jouissant de propriétés corré-

latives. — Les deux courbes C et K permettent de construire

tous les groupes de l'homographie. — Les deux courbes C et K
ont entre elles un double contact. — Les points et les tangentes

de contact sont les seuls éléments qui se correspondent dou-

blement.

THÈSE IV.

L'équation canonique de l'involution unicursale biquadra-

tique peut se déduire d'une représentation géométrique sur une

conique.

THÈSE V.

Si les éléments principaux (points et espaces à w — \ dimen-

sions) de deux espaces superposés à n dimensions sont liés

homographiquement, il existe n-h\ points tels que leurs espaces

correspondants coïncident, selon que Ton passe de la première

figure à la seconde, ou inversement.

Le polyèdre dont les sommets sont ces n -h \ points est le

polyèdre polaire.

Quand le nombre n est pair, n sommets du polyèdre polaire

sont situés dans leurs espaces correspondants; quand le nombre n

est impair, tous les sommets du polyèdre polaire jouissent de

cette propriété.

THÈSE VL

Dans les mêmes conditions que dans la thèse V, la considéra-

tion du polyèdre polaire permet de trouver l'équation canonique

de la corrélation homographique, aussi bien dans le cas d'un

espace à un nombre impair de dimensions que dans le cas d'un

espace à un nombre pair de dimensions.
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THESE VII.

La corrélation polaire involutive entre les éléments d'un

espace à un nombre pair, n, de dimensions se ramène à la

corrélation polaire involutive entre les éléments d'un espace à

n— 1 dimensions.

THÈSE VIII.

La corrélation polaire involutive entre les éléments d'un

espace à un nombre impair, n, de dimensions est déterminée

par n — \ droites du système et par leurs espaces conjugués.

THÈSE IX.

Il y a une distinction intéressante à établir, au point de vue

des correspondances homographiques et involutives, entre les

espaces à un nombre pair de dimensions et les espaces à un

nombre impair de dimensions.
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INTRODUCTION.

Dans le Mémoire actuel, nous nous sommes proposé de coor-

donner et de compléter les résultats de nos recherches sur la

théorie des formes algébriques quelconques.

Depuis longtemps déjà les Géomètres se sont efforcés d'étendre

au cas général les résultats essentiels établis pour les formes

à séries de deux variables. La réduction des fonctions invariantes

est la question qui a l'importance la plus considérable.

Dans un Mémoire célèbre (*), Clebsch a ramené toutes les

fonctions invariantes à celles qui contiennent n — 1 séries de

variables d'espèces différentes ; les variables dont il s'agit sont

les coordonnées des éléments fondamentaux de l'espace à w— 1

dimensions : elles peuvent s'exprimer comme des déterminants

d'ordres \, 2, ..., n— 1, qui ont pour éléments des variables

d'une même espèce (variables ponctuelles). La méthode de

Clebsch a été particulièrement développée par les auteurs alle-

mands ; elle doit ses plus importants perfectionnements aux

travaux de M. Gordan.

(*) Ueber eine Fundamentalaufgahe der Invariantentheorie ( âbhandl.

DER K. GeSELLSCH. DER WlSSENSCH. ZU GOTTINGEN , Bd. XVII).
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Une autre méthode a été introduite par M. Câpelli (*); en

faisant seulement usage des variables de même espèce, le savant

Professeur de Naples a établi que toutes les fonctions invariantes

sont réductibles à des fonctions invariantes contenant n— 1 séries.

Dans le Mémoire que nous soumettons à l'appréciation des

Géomètres, nous indiquons une nouvelle réduction; les fonctions

invariantes réduites, que nous appelons covariants primaires,

contiennent n— 1 séries de n variables de même espèce : elles

sont complètement caractérisées par l'annulation de certaines

polaires du premier ordre. En raison de leur simplicité , les

covariants primaires peuvent être soumis à une étude détaillée
;

cette étude paraîtra particulièrement importante, si l'on considère

qu'elle équivaut à la théorie des fonctions invariantes quel-

conques. Parmi les résultats que nous avons obtenus, nous

citerons notamment la loi de formation des covariants primaires

et la détermination de leur nombre ; les questions analogues ne

paraissent pas avoir été résolues, d'une manière générale, pour

les fonctions invariantes de réduction auxquelles on a été conduit

antérieurement.

Nous mentionnerons encore la propriété des covariants pri-

maires de s'exprimer en fonctions entières d'un nombre limité

d'entre eux ; la démonstration dont nous avons fait usage repose

sur la réduction des séries de polynômes, qui est due à M. Hil-

BERT, et dont ce Géomètre avait déjà déduit la limitation du

nombre des invariants.

Les différentes parties de nos recherches se rattachent à un

même point de départ : « l'étude des modifications que présente

(*) Fondamenti di una teoria générale délie forme algebriche (Mem. dei

LiNCEi, 1882).
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une quantité quelconque après une substitution linéaire ».

D'après notre méthode, nous avons été amené à introduire des

fonctions semi-invariantes (^)\ ces fonctions, qui n'avaient pas

encore été considérées, se présentent d'elles-mêmes dans l'ana-

lyse des transformées; elles sont, du reste, en relation étroite

avec les covariants primaires.

De même que M. Capelli, nous avons fait usage de variables

d'une seule espèce; les variables contragrédientes et les variables

analogues n'ont pas été introduites , comme étant réductibles.

Les formes algébriques contiennent du reste un nombre quel-

conque de séries de n variables, le nombre n étant lui-même

quelconque.

Pour plus de clarté, nous avons expliqué dans les Prélimi-

naires les notations générales; en même temps, le principe de

la représentation symbolique a été indiqué, afin de permettre

l'emploi des expressions symboliques normales (symétriques par

rapport aux systèmes équivalents de symboles).

Le Mémoire contient différentes parties que nous n'avions pas

publiées jusqu'ici , notamment les chapitres VII et VIII. Les

démonstrations que nous avions établies dans des travaux anté-

rieurs ont été simplifiées en plusieurs points.

La plupart de nos résultats se réduisent, pour le cas de formes

binaires, à des propriétés bien connues, que l'on doit à

MM. Cayley, Aronhold, Clebsch, Gordan, Capelli, Sylvester, ...

C) Précédemment, nous avions employé le terme de fonction semi-inva-

riante de première espèce. Nous avons cru devoir simplifier cette dénomi-

nation, parce qu'il ne peut y avoir dans notre Mémoire aucune confusion

avec les quantités qui ont été quelquefois désignées sous le nom de fonctions

semi-invariantes (ou peninvariantes).
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Nous ne pouvons terminer cette Introduction sans exprimer

à M. le Professeur Le Paige notre vive gratitude pour les encou-

ragements dont il a bien voulu nous honorer au cours de nos

recherches.

Liège, le 5 octobre 1890.

J. D.
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ESSAI

D'UNE

PRELIMINAIRES.

Définitions et système des notations.

1. Notation des formes algébriques. — Nous désignerons

par x\, flc2, ... acp, ... des séries de n variables indépendantes :

Xf^i, Xfx.^, ... a;^„,

Une forme algébrique sera une fonction /"algébrique entière et

homogène d'une ou plusieurs séries de variables x\,x1, ... xp. ...

Si la forme /"est des degrés aî , a.% ... ap pour les séries de varia-

bles x\, x% ... xp, nous écrirons :

—^ \a.\i, alî, ... a\J \(x.%, a'i^, ... a.'ij Vapi, <XytC2, ... a[x.J

^ "alialj...a1„, a2,a22... a2„, ...aWia/Uj ... aM„
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Dans ce développement, la sommation doit être rapportée à

tous les systèmes de nombres positifs ou nuls alj, alg, ... ai„,

«2,, «22, ... a2„, ... ap-i, cfig, ... a^.„, pour lesquels on a

alj H- «la •+

a2, H- a22 -*-

a^/j -l- afA2

-4- al„ = al,

H- a2„ =a2,

•• + a^„ = ap
;

les notations analogues à l^
J^^ ^^ j

désignent, suivant l'usage,

les nombres polynomiaux tels que

a\\

alj! aljl ... al„!

Dans l'expression de /; les quantités a^^ ^j ...a^c„
sont les

coefficients de la forme ; moyennant le système de notation que

nous venons d'indiquer, on peut assigner immédiatement le

coefficient d'un produit quelconque de variables : il suffit d'ob-

server que les séries d'indices des coefficients reproduisent, dans

le même ordre, les séries d'exposants des variables.

Le mode de représentation indiqué pour f s'applique égale-

ment à tout système de formes f, /i,... Par exemple, si la

forme fi est des degrés (31, (32, ... [3v, pour les séries de varia-

bles x\, x2, ... XV, on écrira :

x^^x•l?'^...xIf"...xv^...a:.^.

Sauf indication contraire, les coefficients de différentes formes

doivent être supposés indépendants entre eux.

Quand il ne sera pas nécessaire d'écrire tous les indices

qui affectent un coefficient, nous emploierons les notations
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De même, nous indiquerons par

les produits de nombres polynomiaux qui multiplient les coeffi-

cients flj^i , 6^j , etc.

Dans le cas de formes linéaires, le système de notation indiqué

ci-dessus est trop compliqué; nous représenterons les coefficients

par une lettre marquée d'un seul indice. Une forme linéaire telle

que I, s'écrira :

f^ = ^iXi H- §20:2 -¥ •" -H t„a:„.

Nous désignerons sous le nom d'éléments, les variables et les

coefficients de différentes formes ; nous appellerons éléments

semblables les différentes séries de variables et, de même, les

séries de coefficients de formes des mêmes degrés par rapport

aux variables. Sous la dénomination de fondions (des éléments),

nous comprendrons les fonctions algébriques entières et homo-

gènes des différentes séries d'éléments.

2. Substitution linéaire. — Une substitution linéaire est

l'opération qui consiste à remplacer toutes les séries de variables

xl , 2c2, ... £cp ... par d'autres XI , X2, . . . Xp, ... de telle façon

que l'on ait en général :

Xl = ajiXj +- «12X2 H- ••• -+- a,„X„,

a"2 = «ai^i -+- a22X2 -J- ••• -H a2„X„,

Xi == ai,Xi +- «,2X2 -\- •• H- aj„X„
(S)

^n= «nlX,

Les lettres a-j désignent des constantes, que nous appel-

lerons les paramètres de la substitution; le déterminant

à =^- (± «iiagg ... «j. ... a„J est le module de S; il doit néces-

sairement avoir une valeur différente de zéro. A moins d'indi-

cation contraire, les paramètres doivent être considérés comme
tout à fait quelconques.



(M
Tansformées. — Nous dirons que les variables Xl^, XS*, ...

Xpi,...(A:=1,2, ...w) sont les transformées des variables xi t,.Tc2^, ...

x^i,, ... pour la substitution S.

Toute forme

aux variables x\, a;2, ... acfx, a pour nouvelle expression une

forme

des mêmes degrés, aux variables XI, X2, ... Xfi. Nous dirons que

les quantités A^^ sont les transformées des coefficients a^^
;

ces transformées s'expriment évidemment en fonctions linéaires

des coefficients primitifs.

Soient

les transformées des coefficients 6^^ ,
c^| , etc., de différentes

formes algébriques. Soit, d'autre part,

9 = 9Ki,...^ ^m»...' Vil-' '^^' ""-'-^

une fonction de différents éléments : nous appellerons transfor-

mée de g, la fonction analogue des éléments transformés, savoir :

G = 9(\i,-.. B^i.-. C^,,-.. X1,X.>,...),

En général, nous conviendrons de désigner par les lettres

majuscules, les transformées des fonctions représentées par les

lettres minuscules correspondantes.

Fonctions invariantes. — Si la transformée G diffère seule-

ment de g par une puissance du module^, nous dirons que g est

une fonction invariante. Nous représenterons les fonctions inva-

riantes par les caractéristiques f; nous aurons ainsi, comme

équation de définition,
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L'exposant :: est nécessairement un nombre entier, positif,

négatif ou nul; car les transformées des différents éléments

(variables et coefficients), exprimés au moyen des éléments

primitifs, sont des fonctions algébriques rationnelles des para-

mètres «ij de la substitution.

En particulier, la dénomination dHnvariant s'appliquera aux

fonctions invariantes indépendantes des variables ; nous appel-

lerons encore covariants identiques, les fonctions invariantes qui

dépendent seulement des variables.

Les sommes de produits de fonctions invariantes sont évidem-

ment des fonctions invariantes, quand elles sont homogènes par

rapport aux différentes séries d'éléments (*).

3. Polaires. — Soient a^^ , etc., a^^ , etc., deux séries

de coefficients semblables; nous définirons l'opération a'~- par

la formule
(i ^ ,

d
a' — = y a i

5

da ^ '^^'•••da^^
_

en étendant la sommation à tous les systèmes d'indices corres-

pondants des coefficients a^y et a'^^ . Nous appellerons

polaire de g par rapport aux coefficients, toute somme homo-

gène g' de fonctions, que l'on peut obtenir en appliquant à g une

ou plusieurs opérations analogues à a'^. L'opération 0,, par

laquelle on déduit g' de g, est une opération polaire relative aux

coefficients : elle est représentée schématiquement par une

fonction entière des symboles d'opérations tels que a'^.

(') Toute forme algébrique est une fonction invariante.

Si l'on désigne par

?lx = ?li^, H-ÇlaaJaH h ^\„X„, l^iO?! H- ^^^arj H \-i2„x„,---

des formes linéaires, le déterminant

est un invariant.

Le déterminant (± art, x2j ... xn„) est un covariant identique.
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Semblablement, nous appellerons polaire de g par rapport

aux variables, toute somme homogène g", de fonctions que l'on

déduit de g au moyen d'opérations telles que

d d d d

2/iJ 2/21 •• Vn ^^^^^ des variables analogues à x,,, x^, ...x„. On

écrira

9"=^vg,

et 0„ sera une opération polaire relative aux variables.

Si gn diffère seulement de g par la substitution d'éléments à

des éléments semblables, il est évident que 9-, est une polaire

de g ;
par suite, toute polaire de g^ est aussi une polaire de g.

En faisant usage de la formule de Leibnitz, on vérifie qu'une

polaire d'un produit est une somme de produits de polaires des

facteurs.

Notation. — On indiquera par [a' ^pg, la fonction que l'on

déduit de g en appliquant e^ fois de suite l'opération a'^. De

même,

dbj \ da

servira à désigner le résultat obtenu, en appliquant ^ fois l'opé-

ration 6'^ à la quantité «'^p9'; ce système de notation se

généralise immédiatement et s'applique d'une manière tout à fait

analogue pour les polaires relatives aux variables.

4. Soient gj, e^, . .e^; e\,e[, ... e,' deux séries semblables d'élé-

ments (de variables ou de coefficients); ces éléments s'expriment

de la même manière en fonctions linéaires de leurs transformées

E], E2, ... E„; E,', E2, ... E'„; on a donc

de'i dCf

dË^^dËj
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Représentation symbolique (*).

5. En général, il est peu commode d'exprimer directement la

transformée G, d'une fonction g des coefficients de formes quel-

conques. Au contraire, on peut déterminer facilement les trans-

formées des coefficients de formes linéaires et, par suite, la

transformée d'une fonction g^ dépendant de ces seuls coefficients.

En effet, pour une forme linéaire

on a, d'après les équations de la substitution linéaire (§ 2),

^i = SiXi -»- H2X2 -H ••• M- H„X„
,

en posant :

Si = «llti -+- «21^2 -t- ••• -^ «„»?„.

S2 = «jat, -4- a^af2 H- • •• -+- a„2t„

,

S„= a.„ti -+- a2„t2 -+-••-+- «„„?„

.

Comme nous allons le voir, à toute fonction g on peut associer

une ou plusieurs fonctions g^, de telle manière qu'une fonction g,

et sa transformée G, déterminent, sans ambiguïté et dans les

mêmes conditions, la fonction g et sa transformée G ; à ce point

de vue, g, est une expression symbolique de g, et l'on écrit ;

9 = 9s-

6. Représentation des formes algébriques. — Soit

f = >£ . ... a . ... x\ ... X/u. ",
' ^ alj ail 1 „ '

(*) La représentation symbolique a élé introduite par Aronhold et

M. Cayley (Journal de Crelle, t. XXX, XXXIX et LV). Voir aussi les

Mémoires de Clebsch [Journal de Crelle, t. LIX) et de M. Camille Jordan

{Journal de Liouville, 5* série, t. II).
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une forme algébrique des degrés a\, a.% ... ap pour les séries

de variables x\, x'2, ... x^. Les relations linéaires qui ont lieu

entre les coefficients a^j et A^| sont déterminées par la

substitution des variables; elles sont indépendantes des déter-

minations particulières de f.

Considérons p. formes linéaires

a1„ =ai,a;!i -+- al^xi^ h- •• -+- ad„xl„,

a2x2 ==a2ix2i -+- a%x^i -+- •• -4- a2„x2„,

quand on donne à /"la détermination particulière

les coefficients a^j^
ai,...al„;...aA^,...aM„

ont pour valeurs

ail .alz ,al„ a^^j aM„
al. al ... al ... au, ...au ;

les transformées A„i „, „. „,, ont de même les valeurs

A1;'*A^f^..Al:'^..A^:^^

Il existe des relations linéaires analogues, d'une part entre

les produits

ail ^l^n , ..ail . aM„
al ... a/u et Al ... Au

1 n 1 ' n '

d'autre part entre les coefficients

n , et A ,al,.,.a/u„ «Ij... aM„

On peut donc faire correspondre les quantités

.al, aM„
a„, „„ et ai ... au.
ail — a^'n 1

'^„ '
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sans ambiguïté et de telle façon que les quantités transformées

se correspondent de la même manière. A ce point de vue,

.a'i aAi„
\ ai ... au.

i ' n

représente symboliquement a^^ ..., et le produit

est l'expression symbolique de A^^ . On écrira :

'^alialj . .al„ . .a/J-i ...aM„ ^«lf''«lf^...«l^'«...aAr' -«/c^r",

On emploiera des représentations symboliques analogues

pour les différentes formes que l'on aura à considérer.

Représentation symbolique des fonctions linéaires. — Soit g'

une fonction linéaire, par rapport aux coefficients de formes

représentées symboliquement par

f^ai^i ... afj-^ij, , /, ^ ol^j ... ov^v 5 6tc.

On aura :

•9'= 2^°«al,...aM„^^l....;3v„-'

en désignant par g^" une fonction des variables seulement. Si

Ton remplace les coefficients par leurs expressions symboliques,

on obtient :

La fonction (j\ est du premier degré par rapport aux produits

a\ ... afx , b\ ... bv , ...
;

en conséquence g', n'est exprimable que d'une seule manière au

moyen de ces produits. En d'autres termes, g', détermine sans
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ambiguïté la quantité g', si l'on fait correspondre les produits

aux coefficients

ai ... «/:/ , etc.

a„, , etc.
al,... a[x„

Puisque les coefficients et leurs expressions symboliques ont

des relations semblables avec leurs transformées, les fonctions G',

G', s'expriment de la même manière, l'une au moyen des quanti-

tés fljjj ..., etc., l'autre au moyen des produits al"^* ... «[x"''^", etc.

D'après ces considérations, on écrira symboliquement :

g'= 91, /•= af«/ ... a^^/f, /; = 6lf; ... 6vf,% etc.;

on aura dans les mêmes conditions

g'=g;

Représentation symbolique des fonctions quelconques.— Soit gf

une fonction des degrés u, v, ... pour les coefficients de formes

Considérons u nouvelles formes semblables à f :

/ = 2'a ««,.... "^^î"'-' ••/'"'=2'ai.„''a,...-'i"''-;

soit de même

fi=2^p...J?....^|?''-. •••/i"=2'pi.,..'''p\...^i?''-.

un groupe de v nouvelles formes semblables k f^, et ainsi de

suite.

On peut toujours trouver une fonction g', linéaire par rapport

aux coefficients de

/: f\ - r, /•;, fi, ... n\ ...
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ei telle que g' se réduise à g, quand on identifie à f, f^, ... les

groupes de formes

En effet, si l'on écrit

9 = 2 ^""^al. ... Vl, ... Vl. ..
••• ^pi. ... ''P't. ...

- '

on prendra, par exemple :

9' = 1 fKi, ... «i'i, ... V'i, ..
- ^pi, ... '^p'i. ...

-

Dans les conditions actuelles, la quantité g' et sa transformée G'

déterminent sans ambiguïté g' et G ; d'après ce qui précède, la

fonction g' et la transformée G' sont complètement déterminées

par l'expression symbolique g[ et la transformée G^. Soit, en

équations symboliques,

9'^9's.

/•= a'Ml ... aV.T, /•"= a'\f, ... a^i/^, ... /<"'= aMâ' ... aV^^^

/, = 6'lf/ ... 6'.f;, ... A"'^ 6M?/ .. bvfj', etc. ...

On considérera gl comme une expression symbolique de g, et,

pour indiquer la correspondance qui a lieu entre les fonctions

gr, 9;, on écrira :

9 = 9^'

f=a'\fl ... a>?/f= a "l^* - = - = a«U^/ ... a>î/f,

/;= 6'lf/ ... 6'vfv'= - = bH^; . . 6vf^ etc.

On aura dans les mêmes conditions G^G^.
Pour obtenir g au moyen de g',, on remplacera les coefficients

de

par les coefficients de f; on remplacera de même les coefficients

de

6'i^\.., ...,6«^^..
il ' il



( i3 )

parles coefficients de /",, etc. Les systèmes de symboles a', a",. ..a"

sont ainsi équivalents : il en est de même des systèmes 6', b", ... 6".

Le nombre des symboles équivalents, relatifs à une forme
f, dans

l'expression symbolique g[, est précisément le degré u de la

fonction effective g, par rapport aux coefficients de
f.

Si l'on permute dans g' ou dans une partie de g' les coefiB-

cients de

r,f",...f^"K de fl,f\\...n\elc., '

on obtient une fonction linéaire g", réductible à gf en même
temps que g'. L'expression symbolique g'^ de g" peut servir à

représenter g dans les mêmes conditions que g',; on déduit donc

d'une expression symbolique g\ une expression symbolique

équivalente g^', en permutant dans g', ou dans une partie de g\,

des systèmes de symboles équivalents.

7. Expressions symboliques normales. — Ajoutons à g' les

fonctions qu'on obtient en permutant, de toutes les manières

possibles, les formes comprises dans les groupes

Abstraction faite d'un multiplicateur numérique, nous obtien-

drons une fonction linéaire g[ réductible à g, en même temps

que g', et symétrique par rapport aux différents groupes de

formes.

Il est visible que g[ est la seule fonction qui jouisse de ces

propriétés. Soit g[,, l'expression symbolique de gl; on aura,

d'après ce qui précède,

g^g\r, f^a'lf} ... = ... ^a»l,^/ ...;

/i= 6'xf'... = ...=6''lf/;etc. ...

Nous dirons que g'„ est Yexpression symbolique normale de g.

Ainsi, l'expression symbolique normale est caractérisée par la

propriété d'être symétrique par rapport aux systèmes de symboles

équivalents (a', a", ... a"), (b', b", ... b") ...
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La transformée Gi, est symétrique en même temps que^j^, par

rapport aux symboles équivalents. Par conséquent, la ti^ans-

forméeG\, de l'expression symbolique normale g[^ , est l'expression

symbolique normale de G.

Par la définition, Texpression symbolique normale d'une

fonction est tout à fait déterminée; d'autre part, si la fonction est

nulle, il en est de même de sa représentation. En conséquence,

une fonction symbolique normale, différente de zéro, correspond

toujours à une fonction effective différente de zéro.

Dans la suite, les expressions symboliques devront être sup-

posées quelconques, sauf indication contraire.

8. Les expressions symboliques se rapportent seulement aux

coefficients des formes; donc, toute opération D„, relative aux

variables, peut être effectuée soit directement sur une fonction g,

soit sur une expression symbolique g^ de g. On a :

et D^g'i, est l'expression symbolique normale de D„g.

Exemples. — Les dérivées d'une fonction par rapport aux

variables sont représentées par les dérivées de l'expression sym-

bolique : la même propriété a lieu pour les polaires relatives aux

variables.



CHAPITRE I.

RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS INVARIANTES

ET LES SYSTÈ5IES TRANSFORMABLES.

Systèmes transformables.

9. Soient pi, pa? — Pn des fonctions qui s'expriment, au moyen

de leurs transformées, par les équations

^2= Ô2,P, H- ôjzPï -H •• H- e2,.P^,

(1)

les lettres désignant des fonctions rationnelles des para-

mètres a,,, de la substitution : nous dirons que (/9,, p^» —Pr) est

un système transformable (*). Soit (pî.pâ? •••Pr)? ^'^^ deuxième

système transformable : les systèmes (jo) et(p') sont cogrédients,

si l'on a des relations

â'p[ = 0,iP; + 0,2P; -H ••• H- QirP;,

s% = e,,p; + ô,2P; -*- •.. -t- ô,.,p;,

£ désignant un nombre entier, positif, nul ou négatif.

Ainsi, par exemple, on déduit de (pi>P2J •••Pr) "" système

cogrédient en remplaçant des séries d'éléments par des séries

d'éléments semblables : il en est de même, si l'on multiplie

toutes les quantités p par une fonction invariante.

(*) Par exemple, les variables (ou les coefficients) d'une même série consti-

tuent un système transformable.
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10. Supposons que le système des quantités p est le groupe

complet des dérivées de même ordre d'une fonction invariante

déterminée çi, prises par rapport à différents éléments

"al,...' ^/31, ...' - ^^' ^^' "•'

nous admettrons que ces dérivées n'ont entre elles aucune

relation du premier degré.

Si l'on désigne les quantités p par

da . ... dho, ... rfx1|

les transformées P auront pour valeurs les dérivées

d
"'

<!',

'^\i,..,-'^Vi-''^^^'

D'après la formule $j = (J'^9-1, les relations qui ont lieu entre les

quantités p et P résultent directement des relations qui existent

entre les groupes de dérivées linéairement indépendantes

et

Des relations analogues ont lieu entre les dérivées

d'" q d'à
et

^

da^,^^ ...dbo^^ ...dx\^... dk^^ ... rfBg^ ...f/X1,...

d'une quantité quelconque g. Si l'on prend pour g une fonction

invariante 9, on obtient entre les dérivées

d cf rf
""

4)

et

^"al,... - ^^pi, -^^^i- dk^i ... rfBgj ...</Xl,...

les mêmes équations qu'entre les quantités p et P, abstraction

faite d'une puissance du module à. En conséquence, si un système

transformable est composé des dérivées (linéairement indépen-

dantes) d'une fonction invariante particulière cp^, on obtient un

système cogrédient en remplaçant les dérivées de 9, par les dérivées

d'une fonction invariante quelconque 9.
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Applications (*). — I. En considérant la forme

/•_"V, f,M Tl"^»ri°'^2 ^i^ln ^„a/«i ^„a«n
/ — Z al^... "'al,... a//„^'i ^^2 .-XI,, ...xa^, ' ... a;p„ ",

on obtient :

1 (/al +...+«/*
^

aljalg... a^„
«1 !

«2! ... ccfcl dxlf^dxif^ ... dxiu.y-

i df
X\f^x\f- ... X4^*" ... X;af^^ ... X^^^" =

'al,... ^"al,...a^„

Par suite, /es coe^dm^s a^i et les produits x] \..X{jt,"'

sont respectivement cogrédients aux dérivées

flal+...+aM- ] fl

et

dx\'i^^...dxH.T" '^al,...^«al,...a^„

II. Les produits de dérivées premières de fonctions invariantes

quelconques 9, cpi, ..., sont cogrédients des dérivées multiples cor-

respondantes de cp.

Pour plus de simplicité, nous supposerons qu'il s'agit des

produits de dérivées de 9 ; le mode de démonstration sera le

même dans le cas général. Nous écrirons :

et nous désignerons par e1, z% ... e'I, e'2, ... les degrés de p rela-

tivement aux dérivées

d(f df df d'f

dxi dx'2 da db

Soient

(*) J. Deruyts, Sur la diffèrentiation mutuelle des fonctions invariantes

(Bull, de l'Acad. roy. de Belgique, 3« série, t. XVI). — Sur quelques pro-

priétés des transformations linéaires (Ibid.).

2
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des systèmes d'éléments semblables à

et non compris dans la fonction 9. Prenons

n = ^ dxi\

la transformée de (p[ est

'
|_ dXlj

D'après les relations

d'i'Y' r d<i>Y' r din'
Y2 •••A'— . B'—

*='''-
^rfX = ^S'

^ d ^ d

dk da

(§ 4), la transformée ^[ diffère seulement de çî par une puissance

de è; donc çî est une fonction invariante.

Cela posé, le système des quantités linéairement indépen-

dantes p ne diffère pas du système des dérivées

P'
=

dyil'^...dy^f^...daill^...dbfl...

quand on donne à 9' la valeur particulière cp'i. D'après le théorème

énoncé ci-dessus, les quantités p sont cogrédientes des dérivées

p' rapportées à une fonction invariante 9' quelconque : à part

la notation, c'est le résultat qu'il s'agissait d'obtenir.

11. Deux systèmes transformables (pi, p^, ... p^ et (7,, q^,

... q^ sont contragrédients, si l'on a en même temps que les équa-

tions (1) (§ 9), les relations

<?'Qi = 0n9i -H Ô21Ç2 -» »- ^riqr,

£ désignant un nombre entier, positif, nul ou négatif.
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Il est visible que deux systèmes, contragrédients à un même
troisième, sont cogrédients entre eux.

Exemples. — 1° D'après les équations de la substitution

linéaire des variables, on a :

dg dg dg dg——== a,,.- H «2,.- 1 -f- «„,. -— , i=\,-2,..n.
IlAi dXi dx^ dx„

Quand g est une fonction invariante tp, on a : gf= ç= à~^<!>,

puis :

d^ df df df

aAi aXi dx^ dx^

dcj) df df df

aX^ aXi (1x2 dx„

^—TT
d$ df df

dX^ dxi " dx^ "" dx„

Il en résulte que les variables x et les dérivées ^ d'une fonction

invariante forment deux systèmes contragrédients (*).

2" Supposons que les quantités p sont les eoeflScienls d'une

forme /"; nous aurons p= o^j^ , P = A^|
,
puis des équa-

tions linéaires

a. = 5 e A ,, .

ail •• •" * Il ••

On déduit de là :

dg ^y dg ^

d\„.. ^ da„,
a l, ... al.

Si l'on prend g = <û, on a g = d~'^(J), puis

df

dA..,. ~ ^^ dôT-1
a'ii... alj...

dy
par conséquent, les coefficients a^^^ et les dérivées da ,]

d'une

fonction invariante sont des quantités contragrédientes.

(*) Voir Salmojv, A Igèbre supérieure, trad. par Bazin, p. 98.
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Formation des fonctions invariantes au moyen
de deux systèmes contragrédients.

12. Nous représenterons une fonction invariante cp par la

formule

?=piqi-^P2q%-^ — -i- Prqr, (2)

en faisant les conventions suivantes : 1° Pi, J02> — Pr sont des

fonctions de certains éléments e ;
2°

gi , ^2? ••• Qr sont des fonctions

d'autres éléments e' ;
3" la somme p^ q^ +- p^ q^ -t- ••• -+- p^ q^ ne

peut pas être remplacée par une somme analogue, comprenant

un nombre moindre de termes. Ainsi, les quantités P\, p^., ••• Pr

sont linéairement indépendantes, et il en est de même de ^j,

D'après l'équation de définition $ == (J'^tp, nous aurons :

PiQi + P2Q. -»-•• + P.Qr = S'^iPiqi + p%q% -H ... H- p,q,) . (3)

Remplaçons dans Qi, Qg, ... Q^ les éléments transformés

E' par leurs valeurs exprimées au moyen des éléments primitifs e'.

En identifiant dans les deux membres de l'équation (3) les multi-

plicateurs des différents produits d'éléments e', on obtiendra des

équations linéaires L= 0, entre Pi,P2, — Pr^^ Pi» P2J ••. Pr-

Admettons, pour un instant, que l'on ne puisse pas résoudre ces

équations par rapport à pi, p^, — Pr\ d'après la formule (3), la

quantité

Piq\ -^ p^q^-^ — -^ Prgr,

c'est-à-dire 9, serait la somme de r — r' (r' > 0) fonctions des

éléments e' multipliées par des combinaisons de PuPzi — Pr>

ces combinaisons étant linéaires et à coefficients numériques.

On pourrait ainsi réduire à r — r' le nombre des fonctions

d'éléments e qui servent à exprimer 9 [formule (2)]; cette

réduction est contraire aux conventions établies ci-dessus. On

peut donc exprimer pi, pa» ••• Pr en fonctions linéaires de P,,

P2, ... P,; de même, q^, q2, ... 9r s'expriment linéairement au

moyen de Q, , Q^, ... Q^, et réciproquement.
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Supposons que l'on ait les équations

Vi = 0aPi -+- Q.-aP^ -«-••• + e.>Pr,

dans lesquelles les lettres 0, 0' désignent des fonctions des para-

mètres «y. D'après la formule (3), on obtient :

^

puis

il résulte de là que les systèmes (p,, p^, ••'Pr)i (Çi? ^2» ••• 9r) sont

contragrédients.

Inversement, on vénfie que si les quantités {pi, P2, ... Pr) et

(ç,, Ç2J "•• 9r) sont contragrédientes, la fonction

est invariante.

Ainsi, ?OM^e fonction invariante est la somme des produits des

termes correspondants de deux systèmes contragrédients, et réci-

proquement.

Applications. — I. Les coefficients a„, d'une forme f,
et, par

suite, les coefficients «'^^ d'une forme semblable, sont contra-

df
grédients aux dérivées d^.— d'une fonction invariante 9 quel-'

vi d9
conque (§ 11); par conséquent, la polaire >^ «'ai^../ d^,

— ^st

invariante.

De même, les variables x, et des variables semblables y, sont

contragrédientes aux dérivées ^; la polaire y^ est invariante.

D'après ces résultats, les polaires quelconques d'une fonction

invariante sont invariantes. (Voir aussi § 4.)

Soient f, f", ... des formes semblables à f; si on remplace les

coefficients de f par les coefficients de /"h- ef -+- e"f' +- ••, les

multiplicateurs des produits de s', s", ... dans la fonction cp modi-
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fiée sont des polaires invariantes. On obtient un résultat analogue

en remplaçant les variables x par x h- t'y -t- ••• (*).

II. Soient 9, 9' deux fonctions invariantes exprimables par

?' == p^q'i -+- M2 -+- —^ Prq'r,

dans les conditions indiquées pour la formule (2). Les quantités

(g), (q') sont contragrédientes aux mêmes quantités (p) ;
par

suite, les systèmes (q^ , qj, ... qj et (q,, qa, ... q') sont cogrédients

entre eux.

Remarque.— D'après ce qui précède, toute fonction invariante

permet de déterminer des systèmes contragrédients.

Considérons, par exemple, le produit de polaires

y
d— »

dx
'

X a —f
da

dans lequel y, ... a\... désignent des variables et des coefficients

qui ne sont pas compris dans la fonction invariante quelconque cp.

Les produits

Vi y-2. 'yn - «ail... **a'ii...
•••

et

d<f\hi ' d-f\h^ ( df \K f ^f

^1 ^'» \dxj \dxJ da
ail ... ^Vi,,

sont contragrédients, si l'on prend

II résulte de là (§ 10) que les produits

Xi Xi • •«all..."a'll...
«!?.

sont contragrédients des dérivées

^•••^•"
flh+..AH...^

dx'l'dx'l^ ... dol\^ ...

(') Cette propriété des polaires est due à Aronhold. [Journal de Crelle,

t. LXII, p. 312.)
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Transmutation des fonctions invariantes (*).

13. La consitlération des systèmes cogrédients permet d'ob-

tenir, d'une manière simple, des fonctions invariantes au moyen

de fonctions invariantes déjà connues. Supposons que la fonction

invariante 9 est exprimable, et d'une seule manière, comme

fonction entière et homogène des systèmes de quantités transfor-

mables (p\), (p2), ...; nous écrirons 9= 9 (pi, p2, ...), puis

y(Pl,P2,...) = <J^.f(pl,p2,...). (4)

Dans les conditions actuelles, l'équation (4) doit se vérifier

identiquement, d'après les relations linéaires qui existent entre

les quantités (pi), (p2), ... et leurs transformées (PI), (P2), ...

Soient (p'1),(p'2),... des systèmes cogrédients à (pl),(jo2), ... ;

abstraction faite de puissances du module d, il existe entre les

quantités

ip'i), (p'2),...(P'i), (P'2), ...

les mêmes relations qu'entre

(pi), (p2),...(P1), {P2), ...

D'après ces relations, on pourra vérifier l'équation

qui est tout à fait analogue à (i), et dans laquelle n' est un expo-

sant différent ou non de tt. Conséquemment :

Si une fonction invariante 9 est exprimable, et d'une seule

(*) J. Deruyts, Sur la diffèrentialion mutuelle des fonctions invariantes.

— Sur quelques propriétés des transformations linéaires (Bull, de l'Acad.

ROY. DE Belgique, t. XVI). — Sur la loi de formation des fonctions inva-

riantes (Mém. des Sav. Etr. publiés par l'AcAD. ROY. de Belgique, t. LI,

in^", p. 7).
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manière, comme fonction entière des quantités (pi), (p2), ..., on

n'altère pas la propriété d'invariance en remplaçant dans 9 les

quantités (p\),(p'2), ...par des quantités cogrédientes(p'\),{p"2),...

Ce théorème excessivement simple donne comme applications

un grand nombre de procédés de transmutation des fonctions

invariantes. Nous indiquerons les résultats principaux auxquels

on est conduit dans cette voie.

14. Une fonction invariante 9 n'est exprimable que d'une

seule manière au moyen des coefficients a^^ ; ces coeffi-

d"'?i
cients sont cogrédients des dérivées '^~^t

—
dxfj^ (§ ^ 0) • d'après

le théorème précédent, on n'altère pas la propriété d'invariance

en remplaçant dans cp les coefficients a^j , b^j , ... d'une ou

plusieurs formes f, fj ... par les dérivées

d ft o( '^2

dx\f' ... fk^°'^«' rfxl?^» ... dxy?y
'"

de fonctions invariantes tp,], cp^ ...

Applications. — I. Si 94, 92, ... contiennent les mêmes variables

que fuif'i, — et aux mêmes degrés, on obtient cette propriété :

les fonctions invariantes de fonctions invariantes, considérées

comme formes algébriques, sont des fonctions invariantes pro-

prement dites (*).

Cas particulier. — Si 91, 92, ... sont des mêmes degrés que f,

par rapport aux variables, on obtient des fonctions invariantes

en remplaçant dans 9 les coefficients de /"par les coefficients

de e'cpn +- £"92 -h ..., et en considérant dans le résultat les multi-

plicateurs des puissances de e',e", ... (Voir§ 12, l^applic.)

II. D'après la proposition énoncée plus haut, on déduit d'une

fonction invariante 9 une fonction analogue, en remplaçant les

coefficients d'une ou plusieurs formes linéaires par les dérivées

de 9i, 92> ••• par rapport aux variables.

(*) Aronhold, Journal de Crelle, t. LXII, p. 53b.
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Cas particuliers. — 1° Prenons pour 9, une forme linéaire

rapportée à des variables y différentes de x ; nous retrouvons la

polaire invariante t/^cp, {% 12).

2° Le déterminant (=fc |li|22 ... |n„) de n formes linéaires

Çl„ |2^, ... |w^ est un invariant; on en déduit la fonction inva-

riante

dxli dx% dxn^

dxi ' dxii dxn
on pourra encore réduire les symboles ^, 5^ '"5^ ^ "" ®"

plusieurs d'entre eux.

15. Toute fonction s'exprime d'une seule manière au

moyen des variables xl, x2, ... ; ces variables sont cogrédientes

aux dérivées 4w, 4^, ... relatives aux coefficients de formes

linéaires (§ 10, 1'^ applic).

Par conséquent, on ii altère pas la propriété d'invariance en

remplaçant dans 9 une ou plusieurs séries de variables par les

dérivées premières de fonctions invariantes, relativement aux

coefficients de formes linéaires distinctes ou non.

Application. — Supposons que la fonction invariante cp con-

tient les seules séries de variables xi, x2, ... ac/; considérons

t séries de n formes linéaires

td^-), ^^,...^nf^, (i==1,2,...0,

dont les coefficients ne sont pas contenus dans 9; les détermi-

nants tp, = (=fc |li'\ |2^'^ ... ^nf] sont invariants. Nous déduirons

de 9 un invariant 90» ^n remplaçant les variables x^j• par

^, (/=!, %... t; j = i, %..n).

Ainsi, toute fonction invariante cp peut être ramenée à un inva-

riant 9o5 pcif l'adjonction de formes linéaires (*).

(*) Clebsch, Journal de Crelle, t LIX, p. i.
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Il convient d'observer que l'invarianl cpo est assujetti à certaines

conditions relatives aux coefficients de

d'autre pari, il n'est pas simple d'obtenir l'expression de tp, au

moyen d'un développement quelconque de cpo-

16. Supposons que la fonction invariante 9 contient, parmi

d'autres, les séries de variables x\, x2, ... acp. et respectivement

aux degrés al, «2, ... «p.; ainsi, l'expression de <p est linéaire par

rapport aux produits

p = x\f^xif^ ... Xlf" ... Xpf^^ ... Xf^T",

pour lesquels on a :

alj -- alg -f- ••• H- aJ,, = al, .... x/Xj +- «jXj -+-••••+• x/u.^ = oc/u.

Désignons, comme précédemment, par a„. „,, les coeffî-

cients d'une forme f de degrés a\^ ...au. pour les variables

x\, ... xii; les produits p sont cogrédients des dérivées

^ -^~— (§ 10, applic. I). Par suite, on n altère pas la pro-

priété d'invariance en remplaçant dans (p les produits p par les

dérivées correspondantes . d'une fonction invariante o,.

Application. — Si l'on prend pour 9 une forme semblable à f,

on obtient la polaire invariante S a'^^^ ^^
'

(§ 12).

17. Les produits de dérivées premières de fonctions inva-

riantes quelconques cp,, qja» — sont cogrédients des dérivées

multiples correspondantes de 91 (§ 10, applic. II). D'après le

théorème général énoncé au paragraphe 13, la propriété d'inva-

riance n'est pas altérée quand on remplace, dans une fonction

invariante, les produits de dérivées premières de (^^,(^2, ... par

les dérivées multiples de 91.
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Application. — La puissance s""* du déterminant

dxli dx% dxn,

est une fonction invariante (§ 14) : on en déduira une fonction

analogue en remplaçant dans cp^ les produits de dérivées pre-

mières de 9,, (p2, ... 9» par les dérivées e'*""" correspondantes de

(p,, 92, ... 9„. Il en est de même quand on considère, au lieu

de 9^ la e*"""* puissance du déterminant

df, df2 d?„

dxi, dx\q dxi

la fonction invariante que l'on obtient dans ce dernier cas est

la e"'"^ transvection (Ueberschiebung) de 9-1, 92, ... 9„ (*).

On déduit encore de
(f,

la fonction invariante

d d d

dx\i dx% dxn,

18. Pour la substitution linéaire la plus générale, les varia-

bles x,,X2, ... 3c„ et les coefïîcients ii, ^2» ••• L d'une forme

linéaire ^, se transforment suivant les équations

Xi = auXi -t- a.-jXa -H ••• -1- a,-„X„

,

Si = «i,?! -+- aji?2 -^ • -+- «„,§„; (^ = 4, 2, ... n)

la dernière formule peut être remplacée par

S„_,-_|., = a„^„_,.,.,ê„ •*- «„_i,„_,-+iÇ„-i -+- ••• + «i,»-i+i?i.

D'après la comparaison des valeurs de ic, et de S„_,+i, on voit

qu'il existe des relations analogues entre les systèmes de quantités

(*) Voir pour le cas de n = 2 : Clebsch, Théorie der binâren algebraischen

Formen, p. 99 ; Gordan, Vorlesungen ûber Invariantentheorie, t. II, p. 33.

{**) Voir Cayley, Journal de Crelle, t. XXX.
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Prenons, pour abréger,

xif" ... = xif^xif"-' ... x\f^ .. x^r- ... XA^';

il existera les mêmes relations entre les quantités

Les produits il,"^^ ... sont cogrédients des coefficients a^j

d'une forme aux variables sel, x2, ... x^/. et des mêmes ordres que

le produit a;l,"*« ... D'autre part, si l'on pose

^al„ ...
"^ "al„al„_i ... alcali, a2„ ... a2i, ... a/t^'

les produits a:!/^" ... sont cogrédients des dérivées , .

^'

d'une fonction invariante 9, (§ 10).

D'après ces considérations, on peut énoncer la propriété

suivante ;

Abstraction faite du changement de a^^en «„_*+!, „_/,+i, il existe

entre

les mêmes relations qu'entre des quantités cogrédientes à

L-.+i > -ç -xr^— ci les transformées de ces quantités.
'«!„... ""a4„...

19. Pour une fonction invariante

f = f{Xi, «jji^ ,
b^^^ , etc.),

l'équation

?(Xi, A^i^ _,
B^^^ etc. ...) = (?^.

y (x,, a^^^ , 6^^^ etc. ...)

se vérifie identiquement au moyen des relations qui ont lieu

entre les éléments

^''\l,...'^pi....
etc.- et ^., «al,...' V,...

etC'-
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D'après la propriété indiquée ci-dessus, on déduira de la

dernière formule une nouvelle égalité en remplaçant : \° a^ par

"al ...' ^/3i ...'
^^^•» P^^ ^^^ dérivées

—
, etc. ....

1
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riance, remplacer dans 9' les coefficients i de formes linéaires

par les dérivées premières de fonctions invariantes (p[, cpa, ...

relatives aux variables (§ 14.). On peut de même remplacer dans

le résultat obtenu les produits de dérivées de cpi, cp^, ... cp^, Ç25 —

par les dérivées multiples correspondantes de tpi (§ 17). Il en

résulte que l'opération

d
, etc..

appliquée à une fonction invariante 91, donne comme résultat une

fonction invariante.

II. En supposant

^=^(^0 «al,...'
^/31,...'et«--)'

nous représenterons par w^ la quantité

/ 4 df, \ dy.

Désignons par a'j^i^., des coefficients semblables à a^^^ et

appliquons le théorème général à la polaire

««al, ...

d'une fonction invariante 90 indépendante des éléments a'^^^ ;

nous obtiendrons

? = 2
'al„... ^«'al„... r«al,.

Soient ?/l, ^2, ..., des séries de variables qui ne sont pas

contenues dans les fonctions toL/^" ]; si l'on prend :

?;=2^«i,...«âi...2/i?''2/i?^-2/2f^-
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on a :

,._2yif'"yl?'"-'..ï2f....Jji!î^y

Les quantités y\f^" yi^^"-^ ... constituent un système trans-

formable; d'un autre côté, les fonctions invariantes ci et tp,

s'expriment comme somme des produits 2/1 f^" 2/l"^"~' ... multi-

pliés par des quantités

df

indépendantes des variables y. Dans ces conditions, les systèmes

de quantités

dti

^».„...«a.„... <=' "i^
al,

sont cogrédients (voir § 12). Par suite du principe de transmu-

tation, on déduit d'une fonction invariante une fonction analogue,

en remplaçant les coefficients a^jj par les quantités

d„..."W«al„J"

Il est visible que l'on peut introduire simultanément des

modifications analogues pour d'autres séries de coefficients; en

outre, l'opérateur w peut varier d'une série de coefiQcients à

l'autre.



CHAPITRE IL

ÉTUDE DES SUBSTITUTIONS LINÉAIRES.

Fonctions isobariques. — Substitutions S^.

20. Soit

^ = ""al^al^ ... al„ ; a2, ... a2„ ... aA^„
^'a;^*X2^.. 3C„»,

un produit de coefficients et de variables de différentes séries.

Nous appellerons poids de ^ pour l'indice i, le nombre

r

dans cette valeur de tt,, la première sommation se rapporte à

tous les coefficients dont le produit $ dépend ; la seconde som-

mation est relative à toutes les séries de variables.

D'après les expressions de $ et de ît^
, on a

d,^ ' d(P
2(a4,-f-«2,+...+ «^,)a^^^ ^_^-—^-2^,-^ = T,a'. (2)

ail... ' '

Une fonction g est dite isobarique, quand elle est une somme

de produits $, des mêmes poids 7:1,7:2, ...::„ pour les indices

i, 2, ... n; les nombres t:,, n^, ... i:„ sont alors les poids de g, et

l'on a par la formule (2)

^ dg ^ dg
2(«1, + «2, +...+ af.,)«^j^ 2^'^ = '^•- ^- (^)

D'après la définition du poids, un produit de fonctions isoba-

riques a pour poids la somme des poids correspondants des

facteurs

.
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La fonction homogène g ne diffère de Sa^^ ...d^r~ ^"^ P^''

un facteur numérique; son poids, pour l'indice ^, est la somme

des poids de a„i^, et de ^^.
Si l'on désigne par a'„, , etc., des coefficients semblables

... ,

à «al . ' ^^^•' ^^ fonction S a^| ...^7-^— et la polaire

S a'^^ â^-^— ont les mêmes poids. Par suite, les polaires de g

relatives aux coefficients sont des mêmes poids que g.

Plus généralement, les polaires quelconques d'une fonction

isoharique g sont isobariques et des mêmes poids 7t,, tc^, ... n„.

21. Nous désignerons par S^, la substitution linéaire définie

par les équations

X,, = eX,., Xi= X, (k^h), (4)

e étant une constante arbitraire. Pour cette substitution parti-

culière, on a

Aft= eaft, Ak= a/,, (5)

comme transformées des coefficients «j, a^, ... a„ d'une forme

linéaire.

Soit

aifKif-... aif"... ap.^' ... a^^S

l'expression symbolique d'un coefficient a^^ d'une forme

quelconque; la transformée A^^ sera représentée par

Alf »A1«'^.. Adf "... A^r» ... A^f ",

c'est-à-dire par

«1«^%1«*^
... a/.^^" X £"*'' + "^^^ "^ - "^ "^^

ainsi qu'il résulte des équations (S).

En passant des expressions symboliques aux expressions effec-

tives, on trouve :

A alh -H a2/, + ... -t-aAift

3



( 34 )

D'après cette formule et d'après les équations (4), la transfor-

mée d'un produit ^, par la substitution S^, est égale à (^ .i'^^

[voir formule (1)]. Semblablement, une fonction isobarique g,

de poids tz,, tcj, ... 7r„, se reproduit multipliée par s'^" quand on

effectue la substitution S^, (^ = 1,2, ,.. n).

Réciproquement, une fonction g est isobarique et de poids

^z^, 7t2, ... Tc„, quand sa transformée par la substitution S^ est

égale à g . e'^'*, pour h = 1, 2, ... n. Cette propriété se déduit

immédiatement de l'énoncé précédent, si l'on observe que toute

fonction est une somme de fonctions isobariques.

L'expression symbolique normale g^,, de g a pour transformée

Gis, l'expression symbolique normale de G (§ 7). En rapportant

les transformées à la substitution S„, nous écrirons :

G^e'^'g, G„ = f'""^,, + R„ (6)

R, désignant un certain reste. Les fonctions Gj^, g„ étant des

expressions symboliques normales, sont symétriques par rapport

aux systèmes de symboles équivalents ; d'après sa valeur, la

fonction R, jouit de la même propriété ; R, est ainsi une expres-

sion symbolique normale. D'après la première des équations (6),

on a R^^O; on doit donc avoir R^=0 (§ 7), et par suite

G,, = '^^ 9u' Il résulte de là que l'expression symbolique normale

gis, d'une fonction isobarique g, est isobarique et des mêmes poids.

Réciproquement, si une expression symbolique quelconque g,

est isobarique et de poids Uj, Ttg, ... u,,, il en est de même de la

fonction effective g. En effet, si pour la substitution Ss on a

G,= i^^g, , on a aussi G = z^^g.

Remarque. — Pour une fonction symbolique g, de poids

itj, TC2, ... 71» j on a :

la première sommation doit se rapporter à tous les coefficients

symboliques; la seconde, à toutes les séries de variables. La

formule (7) résulte de l'équation (3), moyennant le changement

de notation introduit par les coefficients de formes linéaires (§ 1).
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Opérateurs (hj). — Substitutions S,..,.

22. Nous définirons des opérateurs (h, l) par Téqualion

dg ^ dg
{h,l)g^—^xn

^^' ^^aUal, ... al„; a2i ... a2„ ... a^i ... aM„

' "ail ... alft — 1,... al;-t-1,... al„;a2i ... a2„;... a/Uj ...aAtn

^ ^
-+- a

ft .
a^j^

al„; a2i ... a2ft — 1, ... a2i -f- 1,... a2„; ... a^i ... a/U„-4-...

- «/"h- «ai^ ...al„;a2i...a2„;... aAii...aMA — 1, ... a^j-t- 1 ... a/x„;

la première sommation se rapporte à toutes les séries de varia-

bles; la seconde est relative à tous les coefficients; la fonction g
est supposée quelconque; les nombres h, l sont distincts et

compris dans la suite i, % ... n.

On peut écrire

{lhl)g=2^.(hJ)e, (8)

en désignant par e un élément quelconque (une variable ou un

coefficient). Les éléments e peuvent être des quantités ana-

logues à

^'"""ali...'
e"=a:,, e"'=Xh, e"= x^, {k^h,l).

On a:

"^ ""Vai^ ... al„ ; a2i ... a2,. — 1, ... a2j -t- 1 ... a2„; ...
"*" ®*^-

(/?, /)e" =— a?ft, (/î, /)e"'= 0, (^, /)e'^=0.

Les quantités e', e" ont, pour les indices h et /, les poids

al/, -+- a2,, H »- ap/i et «1, -1- a2, -+-••• -H ap^ ; et ^ 1
;

les quantités

{h,l)e' et (/i,/)e"
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ont, relativement aux mêmes indices, les poids

alft •+ a2ft -+- •• -+- a^Cft — d et al; H- a2( -t- ••• + «p., -H 1
;

— i et 0.

A cause des relations

{h, l) e'" = 0, [h, l) e'^ = 0,

on voit que l'opération (h, I), appliquée à un élément e, diminue

d'une unité le poids pour l'indice h et augmente d'autant le poids

pour l'indice 1.

D'après la formule (8), on obtient {h, l)gen remplaçant dans g,

de toutes les manières possibles, un élément e par {h, l)e et en

faisant la somme de tous les résultats. Par suite, si g est une

fonction isobarique de poids tcj, Tig, ... 7r„, la quantité (h, l)g est

isobarique et de poids uj, 71.2 ... u/,— 1 , ... tt, -f- 1 ... 7r„.

L'opération (h, l) est une combinaison linéaire de dérivées du

premier ordre; en l'appliquant au produit de deux fonctions g, gi,

on obtient :

{h, l) ggi = g . {h, l) 9, -+- [h, l)g.g,.

On a de même, par la formule de Leibnitz :

{hJrggi=g.{fi,l)'"gi-^-^{h,l)g.[h,ir-'g,+" +{KlYg,gr, (9)

{h, /)" représente alors l'opération (A, /) appliquée m fois de suite.

Remarque. — Une expression symbolique quelconque g, est,

par définition, une fonction des variables et des coefficients de

formes linéaires tels que a,, a^, ... a„. D'après la formule (8),

on a :

23. Nous désignerons par S,.,, la substitution pour laquelle

on a :
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s étant une constante quelconque. Nous pouvons écrire :

X = a; -+- -f/i, /) X H (h, Ifx h ;

•1 1.2

en effet, pour x == X;, on a :

{h, /) X= — X,,, [h, If X = 0, etc. ...
;

pour x= Xi, on a :

{hj)x = 0, {h,lfx = 0, etc.;

c'est ce qui concorde avec les formules

Xi = Xi— £X,,, Xk= Xt{k'^l).

Recherchons actuellement la transformée d'un coefficient

quelconque

Quand on effectue la substitution Sn,i, les coefficients

«1, «2, ... «A ... a„ d'une forme linéaire ont pour transformées

A, = a,, A2 = a2, ... A^ = a,. -4- ca„ ... A„ = a„;

on a, par suite :

i

+ a2,alf'^ . al«'"a2f^.. asf""l...
aSf'^^.. a2f"...+...!

En remplaçant les expressions symboliques par les expres-

sions effectives, on trouve :

^«1, ...
= «al, ...

-*-
7 C*' «al, ...

-^
47^ l'*' ^)' «al, ...

H (h, If" a„, -^ • '

d .2.3 «11-
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D'après les valeurs des variables X et des coefficients A^^ ,

tout élément e a pour transformée :

Soit e', un élément quelconque, différent ou non de e; la

transformée du produit ee', pour la substitution S^^i, sera :

X je'H-i(/i,/)e'-i-;^(/i,/re'-f-...|,

c'est-à-dire

ee' -+- - (A, /) ee' h {h, If ee'

ainsi qu'il résulte de la formule (9). De la même manière, un

produit ^ d'éléments e a pour transformée :

En conséquence, la transformée d'une fonction quelconque g,

par la substitution S^,
,

, est

On déduit de là cette propriété importante : Pour qu'une

fonction g soit égale à sa transformée par la substitution 8^,1, il

faut et il suffît qu'elle satisfasse à l'équation aux dérivées par-

tielles (h, 1) g == 0.

Soit g^ une expression symbolique de la fonction g\ la trans-

formée de g^, dans les conditions actuelles, est
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elle représente symboliquement la transformée de g» (§ S);

d'après cette remarque, on a

{hj)^^{h,l)g,. [H)

Si g^, est l'expression symbolique normale de g, la transformée

G,, est l'expression symbolique normale de G(§ 7). Conséquem-

ment, on a en expression symbolique normale :

{h,l]g= [hj)g,,. {W)

24. Formules auxiliaires. — Prenons pour g une fonction

isobarique de poids tt,, 7:2 , ••• 7r„ , et désignons par (h^ , /,) (h, l) g

la quantité obtenue en appliquant l'opération (A,, /j) à (A, /) g.

Nous établirons les formules

{h, l) (/, l,) g — {l, l,) {h, l)g = - (h, /,) g,

{h, l) (/, h) g — (/, h) [II, l)g = (r, — T,)g,
;I2)

h, l, /j étant des nombres distincts compris dans la suite 1, 2, ... n.

L'expression symbolique normale de g est une fonction isoba-

rique g'i,, des mêmes poids que g (§ 21); on a en outre :

(/t, , /i) {h, ()g= [hi , fj) (h, l) g,„

d'après la formule (11'). Par suite, il nous suffira d'établir les

relations (12), en y remplaçant g par gi,.

Dans les conditions actuelles, l'opérateur (h, l) doit être rap-

porté à une expression symbolique ; nous ferons donc usage de

la formule (10) :

-^ da,, ^, dxi

Nous représenterons par x' et par a', des séries de variables

et de coefficients symboliques diflFérents ou non de ac et de a; en

outre, nous conviendrons de rapporter toutes les dérivées à la

fonction g',,.
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1" On a :

{h, i) (/, h) = {h i) 2 «/,^- e^' ^) 2 ^'^
r/^ ^/^ r/2

et de même :

d^ ff

^2 fP d
~ 22 ^^'^5^-^ 22 ^"^'rf^^^-^ 2 ^^;

On obtient ensuite :

ce qui vérifie la première formule (12).

2° On trouve :

d d d^ d^

(A,0(/.ft)=2«';jr + 2^''xr+22«"«''XT^-22^"^":
dtti ^ dx,, •^^ daida'h -^^ daidxi

rP d^— > > x,a, — 4- > > x,Xh
dx^da^ ^ -^ dx^dx'i

(/,/i)(/i,/) = 2«'';j;r-^2^':77-^22«'«''>z7T^-22«''^'^da/, -^ dxj -'^'^ da,^da'i ^^ duidui

d'^ d^

^ -^ ' ' dXhdah ^^ ' " dxidx'h

Par conséquent, on a :

(/*, /) (/, /.) - (/, h) (/», /) = (2 «'^ - 2 ^'^)
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Cette équation doit être rapportée à la fonction symbolique gr,,
;

dans le second membre, la première parenthèse est égale à

^i 9u ; ^3 deuxième a pour valeur ti^ . Çi, [voir formule (7)]. On

a donc :

{h, l) [l, h) Qi, — (/, h) (h, l) gf,, = (tt,— t:,,) . ^,, ;

c'est ce qui établit la seconde formule (12).

25. Théorème. — Si une fonction g est solution des équations

{i -{- i,i)g = 0, i= 1 , 2, ... w — 1,

l'équation

{h,l)g =

a lieu pour toutes les valeurs de h supérieures à 1.

On a à déduire des équations

{i +- 1 , i) g =
les formules

en supposant
i-^j ^n.

L'égalité

est vérifiée par hypothèse, dans le cas de/ = 1 ; il suffit done

d'établir la formule
{i-i-j,i)g = 0,

en supposant _
{i-i-j— l,i)g=0, j^2.

Appliquons la première formule (12) au cas de

h = i -\- j^ l= i -^ \, l^ = i'^

nous obtenons :

Par supposition,

(i -»- i, i) 9 = 0, {i -t- j, i -t- \)g = 0;
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nous avons donc
{i -t-j,i)g^O:

c'est le résultat que nous voulions établir.

Au moyen de considérations analogues, on obtient cette autre

propriété : Si Von a (i, i -h 1 ) g= pour i = 1, 2, ... n — 1,

la fonction g satisfait à l'équation

{h, 1)9 = 0,

pour toutes les valeurs de h inférieures à 1, (I = 2, 5, ... n).

26. Théorème. — Si une fonction isobarique g de poids

TT, , TTg, ... 7r„ satisfait à l'équation

{h, /) 9 = 0,

on a

r^l - ^A > (*).

Admettons pour un instant que l'on puisse avoir

{h,l)y^O et TT, — 77^ = -!;%

'C, étant une quantité réelle différente de zéro. D'après la deuxième

formule (12), nous aurons :

{hj){l,h)g-{t,h)(h,l)g = -^\g,
c'est-à-dire

{h,l){l,fi)g = -^'g; (13)

par suite, la fonction g'= (^l, h) g est différente de zéro et satis-

fait à l'équation

{Kl)g'=^-Cg. (44)

En remplaçant g par g\ on obtient :

(A, /) (/, h) g- - [l, h) [h, l) g' = (tt; — n\) . g', {\ 5)

(*) Voir, pour le cas de n= 2, les Mémoires de MM. Cayley et Sylvester

(Philosophical Transactions et Journal de Crelle, t. LXXXV).
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si l'on désigne par k[, Trâ, ... < les poids de la fonction isobarique

Les nombres u) et < ont pour valeurs tc, — 1, u^ h- 1 (§ 22);

on a donc
Tri — TTft = TT; TTa 2 = — i;^ — 2.

D'après la formule (1 4),

Par conséquent on déduit de l'équation (15) :

si donc on prend
g"={l,h)g'=^(l,hfg,

la fonction g" est différente de zéro.

Les considérations précédentes peuvent être appliquées pour

g", de la même manière que pour g eig'; en continuant ainsi de

suite, on obtiendrait une suite illimitée de fonctions

g, {l,h)g, {l,hfg, ...(/,/»)- 9, ...

toutes différentes de zéro; ces fonctions ont pour l'indice / les

poids

Kl, TTi 1, TTj 2, ... TTi ÎW , ...

Or, si g contient les différentes séries de variables x\, x% ...

au degré total Sp, il en est de même des fonctions (h, lyg; par

suite, le poids de {h, (fg pour l'indice / peut être représenté par

Ç„ étant un nombre positif ou nul. Cette valeur du poids ne peut

pas être égale à tt^ — m pour toutes les valeurs »w= 1, 2, 3 ...

Conséquemment nous avons introduit une supposition inadmis-

sible, en écrivant

TTj— 7Tft = — ^;

on doit donc avoir la relation
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27. Théorème. — Si une fonction isobarique g a les mêmes

poids pour les indices h, l, et si elle satisfait à l'équation (h^ l)g= 0,

elle satisfait aussi à l'équation (I, h) g= 0.

Si l'on suppose c^ = 0, c'est-à-dire tt^ — t^a = 0, on obtient

par l'équation (13):

{h,l){l,h)g = 0.

D'après le théorème précédent, les poids <, tï; delà fonc-

tion g' = (/, h) g, supposée différente de zéro, vérifient la

relation

TTÎ — tt'i,'^ ;

on devrait donc avoir

^i
— tta — 2=0,

c'est ce qui est impossible dans le cas actuel; on a, par suite,

9' = {lji)g = 0.

Réduction des substitutions linéaires.

28. La substitution linéaire S la plus générale est définie

par les équations :

Xf= a,,Xi -t- a.-îXî 4- ••• -H «(„ X^, (i = 1, 2, ... n).

Nous voulons établir que toute substitution S peut être obtenue

en effectuant successivement les substitutions particulières

S,.,S,.„ {h,l=l,%...n),

La réduction annoncée se vérifie facilement pour le cas de

w= 2. En effet, si l'on effectue successivement les substitutions

Si, S,2, Sa,, Sa définies par

Xi= fXi, x^j, = X^', Xj = Xj , Xj = X2 -t- fiaXiJ

Xj = X, + f^iXa , Xj = Xj ; Xj = Xj , Xj = EjX
,
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on obtient :

Xi = fXj -H fejifjXj,

afa = fiaXj + £2(1 + fijfïi) X2,

ce que l'on peut écrire :

Xi = «hAj -t-^aj^Aj,

les lettres a désignant des constantes quelconques.

Pour établir la réduction analogue dans le cas général, nous

pourrons donc la supposer exacte pour les substitutions den— 1

variables. Ainsi, la substitution linéaire définie par

x„= x;, (y=i,2,...w — 1),

(S')

résulte des substitutions

\'\/,' (/îo/i=1,2,...n-1).

En prenant

x^. = xj', x;, = x;.' -t- a„iX',', (Si„)

Xj = Xj , X„ = X„ + «02X2
, (Sin)

nous obtenons :

^„ =a„iX^ -t- a„23!:2 +•••-+- a„,„_iX^_i H- X^.

Effectuons en outre les substitutions S„,i, S„2j •••, S„,„_j, S„,

définies par les équations

x°i =x'i, i> i-,

acl-"-*) == X,-, {<w;

xï
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nous aurons :

.T^ = ctiiXf -1- aijXg -4- ... -4- a,-„X„

,

1= d, 2, .. n,

en prenant

(S")

cf.j„ = fjay, -t- faa^-a -+- ••. -t- E„..i5tj-.„_,, (j = 1 , 2, ... n — i ),

On peut déterminer £j , e^, ... £„_, de telle manière que

«ifi> «2nj ••• '5fn-j, n aJcut des valeurs quelconques, car le détermi-

nant (± «,,, «22, ..., a„_,_„_i) étant le module de S', ne peut pas

être nul. De plus, le paramètre «„„ peut être supposé quelconque,

parce que e, est une constante arbitraire. Dans ces conditions,

S" est la substitution linéaire la plus générale S; nous l'avons

obtenue en combinant les substitutiens

o , iij„i j„j et o,j

.

Comme nous l'avons admis, S' résulte des substitutions

conséquemment, S est réductible à



CHAPITRE III.

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS INVARIAJNTES ET DES

FONCTIONS SEMI-INVARIANTES.

Propriétés caractéristiques des fonctions invariantes.

29. Les fonctions invariantes 9 ont été définies par leur

propriété de satisfaire à l'équation

<i> = â^.f, (1)

relative à la substitution linéaire S la plus générale. La substi-

tution S résulte des substitutions particulières

Sa, S,a, hj= \,%...n;

conséquemment, on peut remplacer la formule (1) par les équa-

tions qui en résultent quand on réduit S à S^, S/,,

.

Pour la substitution S^, on a :

puis

$= e'^.î>. {2)

Pour la substitution S,,i , on a :

* = f

.

(3)

Ainsi les équations (2) et (3), rapportées à

Sft et Sft,(/?., / = d, 2, ... w),
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suffisent pour caractériser les fonctions invariantes 9. D'après la

formule (2), cp est une fonction isobarique, de même poids tc pour

tous les indices (§ 21) ; l'équation (3), relative à S/^i, est équi-

valente à la condition [h, /)cp = (voir § 23). Par suite, une

fonction 9 est invariante quand elle est isobarique et de même

poids TC pour tous les indices 1, 2, ... n et quand elle satisfait

•aux équations

{h,l)f = 0, hj=l,^...n{*).

Ces conditions sont surabondantes; en effet, les formules

(h, l) (p==0, pour h<Cl, sont réductibles aux formules (h, /)9= 0,

où l'on a ^ > /, parce que la fonction ç a le même poids pour

tous les indices; d'autre part, les équations (h, /)cp=0, pour/i> /,

se déduisent des équations

(î + l,{)y = 0, {i= i,%...n—\),

(voir §§ 2S et 27). Nous obtenons ainsi ce théorème : Pour

qu'une fonction 9 soit invariante, il faut et il suffit qu'elle satis-

fasse aux équations (i + 1, i)9= ef qu'elle soit isobarique et

de même poids pour tous les indices.

30. Comme application, on peut établir la proposition sui-

vante :

Une fonction g des éléments est invariante quand elle se repro-

duit à part une constante, après une substitution linéaire quel-

conque S.

Conformément à l'énoncé, nous écrirons :

G étant une fonction des paramètres de la substitution S. Nous

pouvons toujours écrire g comme somme y' -+- g" -+- ... de fonc-

tions isobariques ; nous désignerons par tt;, tt-', ... les poids de

g', g", pour l'indice i.

(*) Les équations aux dérivées partielles des fonctions invariantes ont

été obtenues par M. Cayley {Philosophical Transactions, 1854; Journal de

Crelle, t. XLVII).
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En réduisant S à la substitution particulière

on a :

et, d'après l'énoncé,

G = e, . gf = 6, (.9' -f- gi" -^ ...).

Il résulte de là que g est une fonction isobarique.

Si Ton effectue la substitution

a-j= X, -t- fXft , ar^^Xi, {k ^l),

on a :

s f'

G= .9-+- -{h,l)g + -—(h,lfg-^ ••.,

1 1.2

et, d'après l'énoncé,

6= 62.9.

En identifiant les deux valeurs de G, on obtient

= {e,— \)g-^-{h,l)g-i-j-^{h,iyg-^- ••;

dans cette équation, les différents termes n'ont pas les mêmes

poids pour les indices h, l. On doit donc avoir :

{h,l}g = 0, h,l = l,%...n.

A cause des relations

{h,l)g = 0, {l,h)g= 0,

la fonction isobarique g a\e même poids par rapport aux indices

h, l (§ 26). Conséquemment, g est une fonction isobarique, de

même poids pour tous les indices, et solution des équations

(h, l)g= 0; en d'autres termes, g est une fonction invariante (*).

(*) Voir les démonstrations différentes publiées par Clebsch (Théorie der

binàren Formen, p. 306); Gram (Math. Annalen, t. VII); Gâpelli [Mem. dei

Lincei, 1882, p. 882).

4
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31. Reprenons l'équation caractéristique

<p = §^ .f,

comme nous l'avons vu, 9 a le poids tc par rapport à tous les

indices; pour cette raison, on dit que tc est le poids de la fonc-

tion invariante cp.

Soient

pi, p2, ...; ri, r2, ...

les degrés de 9 par rapport aux séries de variables, xi, x% ...,

et aux coefficients de formes algébriques telles que

nous supposerons

ail -H ala -H ••• -+- al„= «I , «2i + ••• + «2„ = «2,

..., a^tij H- ajCCj -I- ..• -H a^^ = a^u.

La fonction ç est une somme de produits analogues à

les poids de $ pour les indices 1, 2, ..., w sont égaux au poids u

de cp ; on a donc :

7r= 2 (ail •+- ^-âi -*- ••• -t- «/C^i) — 2 P"

r = 2 (alî -4- a22 -f- ••• -H a//:2) — ^ p2,

en ajoutant membre à membre ces équations, on obtient

2 («1 M- a2 H- ••• -+- a^)r— 2 P

dans cette formule, la somme Sj se rapporte à toutes les formes,

telles que f, dont dépend la fonction invariante 9.
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Ponctions semi-invariantes (*

32. Soit i|/ une fonction isobarique des variables et des

coefficients de formes algébriques (**) ; nous dirons que ^ est une

fonction semi- invariante, si Ton a

{i -+- 1, i) ! = 0, i== 1, 2, ... n — 1.

En particulier, nous appellerons semi-invariant, une fonction

semi-invariante indépendante des variables.

D'après ce qui précède (§ 29), une fonction invariante est une

fonction semi-invariante de même poids pour tous les indices

1, 2, ..., n.

Exemples. — Si l'on désigne par

des formes linéaires telles que

le déterminant

?4

Ç/i-^n !

CI.
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Il est visible que toute somme de produits de fonctions semi-

invariantes est une fonction analogue, si elle est homogène par

rapport aux différentes séries d'éléments,

33. Pour la suite, il est nécessaire de considérer les nou-

velles fonctions que nous venons d'introduire : nous établirons

tout d'abord une propriété qui juslitie leur dénomination.

D'après la définition, la quantité ^ n'est pas modifiée par les

substitutions S^^i^,; il en résulte, d'après un théorème établi

précédemment (§ 25), que la fonction \\; n'est pas modifiée par

les substitutions S^,, où l'on a A > /. D'un autre côté, si cp a

les poids TTi, TTg, ••., 7t„ , t]; se reproduit multiplié par e'^A après

la substitution S^, définie par

a-ft^eXft, Xk=Ti,, (^>/i).

D'après ces considérations, on a :

^ = 'P.aZ^42'-<^nn", (4)

en rapportant la transformée W à la substitution

Xi = ajiX, + «12X2 -+- «13X3 -t- ••• H- «i„X„,

X2 = "••... «22X2 -+- «25X3 -t- ••• H- a2„X„,

.T3 = *'•••... «33X3 + •••-»- a3„X„,
,

(Si)

X =

Pour vérifier l'équation (4), on observera que la substitu-

tion Si s'obtient en effectuant successivement des substitutions

SA,Sft,„ hy l, h,l = \,%...n.

Ainsi, une fonction semi-invariante, de poids 71^,712, •••> '^i.»

se reproduit multipliée par

^1 '^a ^r,
«11 «22 • °')in

après la substitution S±.
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On peut encore établir la proposition suivante : une fonction ^
est semi-invariante, quand sa transformée pour la substitution Si

ne diffère de ^ que par un facteur.

Il est d'abord visible que ^ est une fonction isobarique ; de

plus, si l'on réduit la substitution Si à S,+, ,, on a :

Xi = X,- H- cXi+i , Xk = \k ,
{li ^ i) ,

2

D'après l'énoncé, W doit être le produit de ip par une quantité

dépendant de e; les différents termes de l'expression indiquée

pour W, ont des poids différents par rapport aux indices i, i -+- \ :

on doit donc avoir {i +- 1 , i) t|; = 0. En conséquence, ^ est une

fonction semi-invariante.

Remarque. — Nous avons vu que si une fonction isobarique

satisfait à l'équation (/î, /)=0, la différence des poids pour l'in-

dice / et pour l'indice h ne peut pas être négative.

La fonction <^ est solution des équations (i -h 1, ^) = ; par

conséquent, s/ t:^ , 1x3, ..., u„ sont les poids d'une fonction semi-

invariante, on a

34. Soit (e), un groupe d'éléments comprenant certaines

séries de variables et de coefficients ; nous désignerons par les

lettres g, des fonctions qui dépendent seulement des éléments du

groupe (e); nous représenterons par les lettres g', des quantités

indépendantes de ces mêmes éléments.

Ecrivons une fonction semi-invariante sous la forme

•Z-
= 9i9'i -+- M2 -*- - -^ 9r9r'^

chacune des quantités g, g' est nécessairement isobarique, et l'on

peut supposer que le nombre r des termes est le plus petit pos-

sible : ainsi, il n'existe aucune relation linéaire entre gi,g^, .., gr-
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Soient tt^, tt^, ..., u^ les poids d'une des fonctions g; nous

dirons que cette fonction g est un terme principal de i^ par rap-

port au groupe (e), s'il n'existe dans la suite gi , g,^ , ..., g^ aucun

terme de poids

î^n» 7î-'„_,, ...7rj^.i, 7ry-4- e, (f > 0),

pour les indices n, n — \, ..., j -+- \, j, (j ^ 2).

D'après les formules (/ + 1, /) 4^ = 0, nous obtenons

9i (» -+- ^, Ofl'i -^-
S'a

(«' + '' *) 92 -• ^ fl^r (î H- 1, î) </r

-t- 5^; {i -^- i,i)gt H- g»; (î -+- 1, i) g^ -+- - -+- gf^ (î -+- 1, i) 5'^= 0,

«'==1, 2, ..., n — \. Ces relations se partagent en équations

isobariques par rapport aux éléments du groupe (e). Suppo-

sons que gi est un terme principal de ^ et considérons les termes

de poids t:[, 7T2, ..., tt^ pour (e). L'opération (i -h 1, i) diminue

d'une unité le poids relatif à l'indice /-t- 1 ; il en résulte, d'après

la définition du terme principal de poids tz[, Tr'a, ..., icj,, que l'on

doit égaler à zéro la partie de l'expression

gi {i -i- i,i) g\ + g^ {i * l,i) g'^ -4- .•• -«- ^f, (i -t- 1 , i) g'^,

qui est de poids u'., ttj, •.., tt^ par rapport au groupe (e). D\m
autre côté, les quantités gi, g^^, ..., g^ ont été supposées linéaire-

ment indépendantes
;
par suite, on doit avoir

(^ + 1, i) g\ = 0, / -= 1 , 2, ... n- \.

Ainsi, on déduit d'une fonction semi-invariante ^, une fonction

analogue g[ , en considérant le multiplicateur d'un terme princi-

pal g, par rapport à un groupe quelconque d'éléments (e).

Si l'on prend successivement pour (e) des groupes d'éléments

comprenant toutes les séries de variables, on déduit d'une fonc-

tion semi-invariante ^, des semi-invariants.
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Expressions symboliques des fonctions invariantes

et des fonctions semi-invariantes.

35. Soit ^pis l'expression symbolique normale d'une fonction

semi-invariante <^ ; on aura :

= {i-t- i,i)^ = {i + i, i) ^,^.

La quantité {i + \, «') ip,, est, en même temps que ^i„ une

expression symbolique normale (§ 23) ; d'après cette remarque,

on a (§7):'

(^-t- d,{)^4,= 0, ^=^,2... w —

1

Du reste, (|;,, est une fonction isobarique des mêmes poids

que ^ et relative à des formes linéaires ; donc, une fonction

semi-invariante a pour expression symbolique normale une

fonction semi-invariante des mêmes poids, relative à des formes

linéaires.

En particulier, l'expression symbolique normale d'une fonction

invariante est une fonction invariante de même poids, relative

à des formes linéaires.

Soit g, une expression symbolique quelconque qui est une

fonction semi-invariante de formes linéaires; d'après les relations

la quantité g, représentée symboliquement par g,, satisfait aux

équations

(t -+- \,i)g = 0;

d'autre part, g est isobarique et des mêmes poids que g^ (§ 21).

Conséquemment, toute quantité g, représentée symboliquement

par une fonction semi-invariante g^, est une fonction semi-inva-

riante de mêmes poids.

En particulier, si une expression symbolique est invariante, il

en est de même de la fonction effective.
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36. Les quantités symboliques sont des fonctions des coeffi-

cients de formes du premier degré seulement; par conséquent,

pour obtenir l'expression des fonctions semi-invariantes symbo-

liques, nous aurons à rechercher l'expression effective des fonc-

tions semi-invariantes q;' de formes du premier degré.

Désignons par (];", une fonction linéaire par rapport à des

séries de variables et à des séries de coefficients de formes du

premier degré : il existe toujours une fonction (|>", réductible à tj/'

quand on identifie certaines séries d'éléments. Pour déterminer

complètement la quantité t];", nous l'assujettirons à la condition

d'être symétrique par rapport aux séries d'éléments qui doivent

être identifiées entre elles. La transformée W de la fonction t|y"

ainsi déterminée, est évidemment symétrique par rapport aux

mêmes éléments.

Soient tti, tc.2, ..., ir,, les poids de la fonction semi-invariante (//';

nous aurons, pour la substiluiion S, ,

ï

^' = af,^al-..,a:„".<p'; (5)

écrivons dans les mêmes conditions :

^" = 4'4^.. ocl-.f + R, (6)

R désignant un certain reste. En même temps que ;{;" et W", le

reste R est symétrique et linéaire pour les éléments que l'on doit

identifier pour réduire t|;" à «];'
;
quand on effectue cette réduc-

tion, la fonction R s'annule, ainsi qu'il résulte des équations (5)

et (6); par suite, R doit être nul dans la formule (6), et l'on a

W == an'aja^ ... a.„„^i ,

en rapportant la transformée W" à la substitution S,. Par suite,

toute fonction semi-invariante ^' de formes linéaires se déduit

d'une fonction analogue ^" de mêmes poids, linéaire pour des

formes du premier degré et pour les séries de variables : on

obtient <^' au moyen de ^", en identifiant certaines séries d'élé-

ments.
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37. Supposons que la fonction semi-invariante ^" se rap-

porte à M séries de variables x\, a'2, ..., et à iV formes linéaires

a^, 6^. ... /^ ... Nous représenterons par d^, (5^, §^ ... <^„, les

déterminants d'ordre 1, 2, 3, ... n, formés au moyen des \, 2,

3, ... n premières colonnes du tableau

fl| «2 ••• «„,

I), 62 ••• ft„,

/, /, ... / , etc.

De même, nous représenterons par dg, d[, ... d'„_^, ^',_i, les

déterminants d'ordre n, n— 1 , ... 2, 1, formés au moyen des

n, n — 1, ... 2, 1 dernières colonnes du tableau des variables

OCt\ oc i <^ >.. 3C l ^^

x2, xâa ... a:2„,

iNous démontrerons le théorème suivant : La fonction (|^" est

exprimable comme somme de produits de facteurs §i\ , ^<i, ... à^,

<^Ôj '^'i>
••• ^« i, et de formes linéaires telles que 0,. : chacun des pro-

duits contient tt,- — tt^+j déterminants ^,- ou (5-
, (« == 1 , 2, ... ?i — 1 ).

Cette proposition se vérifie immédiatement pour M = 0,

N=\, car le seul semi-invariant du premier degré pour la

forme a^ est «j, c'est-à-dire un déterminant à^. Pour établir le

théorème dans le cas général, on le supposera exact dans le cas

Aq M= [t., N==v, et on le vérifiera pour M= p., N= v -i- \

et pour M = ^ -t- \, N= v.

Supposons que f^" se rapporte à M= (x séries de variables et

à JV= v-i- 1 formes linéaires comprenant la forme a^. Nous

écrirons

<p" = ay<TQ -v^ a^ i(7|
-+-•••-+-

«i(7r_i; (7)

a, est ainsi le terme principal de (|/", par rapport au groupe des

coefficients de forme a^. D'après ce qui précède (§ 34), uq est

une fonction semi-invariante analogue à ^", pour laquelle on a
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M= ii, N=v; o-Q a, du reste, pour les indices relk(k^ r), les

poids 7r,— 1 et Tc*.

Dans notre supposition, le théorème énoneé ci-dessus est

applicable à uç^
; par suite, o-q s'exprime comme somme de pro-

duits de formes linéaires et de déterminants (p), (d') : en parti-

culier, chacun des produits contient 7:^_,— tt^ -+- 1 facteurs (J^_, ou

<5^_i, si Ton suppose r > 1. Le nombre 7r^_i— 7:^-4- 1 est au

moins égal à l'unité, puisque l'on a 7r^_,— tt^^O, d'après une

propriété des fonctions semi-invariantes (§ 33, Rem.). En sup-

posant r > 1, on peut donc écrire :

-o'-=^($.

br-l

t, ^2 L

2^' xX

X\„_{

x2„_i x±

$ et $' désignent des produits de formes linéaires et de déter-

minants d„, d'o, Jj, d'i, (0 < ^ < n) : dans ces produits, le nombre

des facteurs (5,, d\ est tt^— Tt.+j ou tt, — tz^j^i— 1, suivant que

l'on a ^ ^ r ou /= r.

En supposant toujours r > 1, prenons :

^;==2(-^r^

a, a^

.



( 59)

cables à ^— 4'»-' ^^"^ '^ cas de r > 1 ; il existe une fonction

semi-invariante 4>^Li telle que l'on peut écrire

f — 'fr — '/'r-l = «r-2ff0 -^ «r-sl^l -+" «lO'r-S '

En continuant de la même manière, on obtiendra une équa-

tion telle que

D'après les résultats précédents, chacune des fonctions semi-

invariantes ^l, Yr-i ••• 4'Ï ^^^ ""^ somme de produits de formes

linéaires et de déterminants ((J), (^') : dans chacun de ces pro-

duits, les facteurs ^j, à\ sont en nombre iTj — tt.+i, (0 < i < n).

La fonction Y jo"'^ de la même propriété. Par suite, le théorème

général que nous avons énoncé, se trouve vérifié pour M= i^,

iV = V -t- \, quand on le suppose exact dans le cas de 3f= p.,

iV= v; on le vérifie pour M= p.-+-l,iV= v, en suivant une

méthode toute semblable : il faut alors considérer, au lieu de

l'équation (7), le développement de la fonction semi-invariante ^"

suivant les variables (x) d'une même série.

D'après la méthode que nous avons suivie, le théorème

énoncé ci-dessus se trouve complètement établi.

38. Toutes les fonctions semi-invariantes <\i' de formes

linéaires, et par suite toutes les fonctions semi-invariantes sym-

boliques, se déduisent des fonctions ^" moyennant l'identification

de certaines séries d'éléments (§ 56); par conséquent, les fonc-

tions semi-invariantes <^', de formes linéaires, et les fonctions

semi-invariantes symboliques t|/s, sont des sommes de produits de

formes linéaires et de déterminants

tels que
âi , rij, ... ^„, J||, !?i

... â„_i,

6i 62

'l 'î

, s\ = x2„

X\n_i

3c2„_i x%^,

xn—i„ xn—in-i • x7i— ^,+^
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chacun des produits contient 7t,—7T:,_^.i déterminants (î,,^•(0<^<w),

si TZi, TCa, ... Tc„ sont les poids de ^' ou de ^, ; on observera encore

que 7c„ est la différence entre le nombre des facteurs §„ et le

nombre des facteurs ^o compris dans chacun des produits.

En particulier, un semi-invariant symbolique est une somme

de produits de déterminants ài, è^, ... à^; chacun des produits

contient tu; — tt;^, facteurs à^{\= 1 , '2, ... n— \) et tz^ facteurs §„.

Une fonction invariante est une fonction semi-invariante de

même poids pour tous les indices : par conséquent, une fonction

symbolique invariante est une somme de produits de formes

linéaires, de déterminants (J„, tels que (± aj, b^, ... 1^), et de cova-

riants identiques à[, tels que (± xi,, \%, ... xnj ; la différence

entre le nombre des facteurs (5„ et le nombre des facteurs (5o, est

égale au poids de la fonction invariante (*).

Remarques. — I. Au moyen de m — 1 séries de variables, on

ne peut former aucun déterminant è[ ; il résulte de là que le poids

d'une fonction invariante an — 1 séries de variables ne peut pas

être négatif

II. Les covarianls identiques sont définis par la condition

d'être indépendants des coefficients de formes algébriques.

D'après le dernier énoncé, tout covariant identique est une somme
de produits de déterminants d'„, tels que (± xlj , x%, ... xn„),

III. Toute fonction invariante est une somme de covariants

identiques multipliés par des fonctions invariantes de poids

positif ou nul, représentées symboliquement par des agrégats de

formes linéaires et de déterminants d„ analogues à (± ai,b^, ... Q.
IV. D'une fonction invariante de formes linéaires {ou symbo-

lique)., on déduit une fonction analogue en remplaçant toutes les

séries de coefficients et de variables, respectivement par des séries

de variables et des séries de coefficients de formes linéaires.

Cette remarque permet de retrouver le procédé de trans-

mutation des fonctions invariantes, qui a été indiqué au para-

graphe 19.

(*) Comp. Clebsch, Ueher symboliscfie DarstcUung algcbraischer Formen

(.loURNAL DE CrELLE, t. LIX).
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39. L'expression symbolique normale d'une fonction inva-

riante tp, de poids positif ou nul s, est une somme de produits

contenant comme facteurs des déterminants (î„, ôg, en nombres e',

e" tels que Ton ait s'— e"= s. Chaque couple de facteurs

^„ = (±a,62 .. /J,

c5'o = (± xljxSj ... icnj

peut être remplacé par le déterminant correspondant

(±a,,6,2... /,„).

Conséquemment, toute fonction invariante tp, de poids z positif

ou nul, a pour expression symbolique normale une somme de

produits $ de formes linéaires, multipliés par des déterminants ^„

en nombres s.

Prenons

(î)_«"ilwnils, .ml, m2j .m2( mk^ .mki.

nous aurons :

mil -f- mis -4- ••• -- m\i = m\

,

mil -t- m% +••-+- m!2j= m2, etc.,

mki -+- W7Â:2 -t- •• -i- mA;,= mk,

en désignant par ml, m% ... mk les degrés de ç par rapport aux

séries de variables 3c1, acS, ... xk.

Soit a1^, «2^, ... akx, un système de formes linéaires; on peut

écrire

9 = 0,a1^/a2r^..«^r/,

si l'on représente par Oi l'opération polaire

1/ \ da^l

i / d \mli
I

d \mi^
I

d \mli [ d \n»2i

ml ! î«2! ... m/î! \ da\i \ da\l \ da\

d \m2! / d \mki /_ d \mki
h ... a •'{h ,,

da'iJ \ daki \ daki
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qui est relative aux coefficients al , o2, ... ak. Par suite, l'expres-

sion

peut servir à représenter symboliquement toutes les fonctions

invariantes, de poids positifou nul, et des degrés ml, m2, ..., mk,

pour les séries de variables x\, x2, ..., xk.

Remarque. — Soit cp une fonction invariante de poids négatif,

— J7; on peut toujours associer à cp un invariant cpo de poids égal

ou supérieur à >? : on prendra, par exemple, pour Çq, l'invariant

qui se rapporte à n formes linéaires |1„, |2^, ..., |w,. Dans ces

conditions, cp.ço est une fonction invariante à laquelle le dernier

énoncé est applicable.

40. Soit '\i, un semi- invariant symbolique de poids ti,,

712, •••> "^n'i "0"S écrirons

en désignant par Udi un produit de déterminants d^, B^, ..., (î„,

analogues à

(î-= (ifc a,62 .../,) ;

chacun des produits 11^; contiendra tt, — 7r,+i ou 7t„ facteurs d.,

suivant que Ton a z= 1 , 2, ..., n — 1 ou î= w.

Remplaçons dans l'expression de <\), les déterminants J, par

les déterminants correspondants [Aj analogues à

nous obtiendrons la fonction invariante symbolique de poids zéro

qui est des degrés tc^ , ua, ..., tc„ pour les variables x\ , a;2, .,., xn.
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Recherchons dans le développement, de [W,] , le coefficient x

du produit

en supposant
ml, -t- w2i -H •• -t- mïii= ^i")

J

w/i -I- mï2 -t- ••• -»- mi„ = Xi, \ (8)

^= 1, 2, ... w.
)

La formule

conduit à faire la remarque suivante : Pour obtenir dans II [A,]

un terme contenant le produit ^^, il faut considérer dans les fac-

teurs [A,] les quantités

(rha;l,x22. .xi,) X <?,•

On trouve alors que le coefficient de ^^ dans [W,] est

« = Ç.^., (9)

si l'on désigne par Ç le coefficient de ^^ dans la fonction

ri?z/ (=fc x\iX% ..xiif'~'''+' . (db x\iX% ... xn^f'' .

D'un autre côté, la fonction invariante symbolique [^,] ,
qui

est de poids zéro, peut s'écrire

[Y,] = O; alf,»a2f/ ... anf„%

0[ étant une opération polaire relative aux coefficients ol,

«2, ..., an (§ 39).

D'après la dernière formule, on obtient :

« = .0;aC*'aC^^..«C*"a2r2,^2r\..a2r\. aC'. .an^", (10)

si l'on représente par e un facteur numérique positif.

La comparaison des équations (9) et (10) donne :
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Additionnons membre à membre les formules analogues, cor-

respondant à tous les systèmes de nombres m\i, ml 2, ..., mn^ qui

satisfont aux relations (8) ; d'après la valeur du coefficient i;,

nous obtiendrons ;

... {± a\,a% ..an — 1„_,)'^"'*~'^" (± a\ia% ... ctn,f",

Ç' désignant un facteur numérique différent de zéro. En consé-

quence, tout semi-invariant symbolique depoids tc, , 712, •••, 'k„ se

déduit de

... {± a1,a22 ... an — ^-1^"'''"" (± «l.aSj... any%

au moyen d'une opération polaire 0^ relative aux coefficients

a1,a2, ..., an.

Exemple. — Soit

^. = «1

fe.
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riques et solutions des équations (i, i +- 1) = 0, c'est-à-dire

d d
x\i- »- x%- y- •" = 0. i= 1, 2, 3, ...,n — \.

Soient — uj, — 7135 — > — ^n '^s poids d'une pareille fonc-

tion 1; en remplaçant les variables x\,x'i, ... par des coefficients

symboliques a, b, ..., on déduit de A une fonction symbolique ^,,

de poids ui, 712, ..., 7î„, qui est solution des équations

d d
a,-— -4- bi- H ••• = 0,

dUi^i dbi_^i

c'est-à-dire

{i -\- \, i) = 0.

La fonction cj;, est, par suite, un semi-invariant symbolique.

D'après la correspondance établie entre les fonctions l et ([>,,

nous pouvons énoncer les propositions suivantes (*) :

1° Entre les poids — tci ,
— 112, ••., — 7t„ d'un semi-covariant

identique de seconde espèce, il existe les relations

T, — T,+, ^0, ^ = i , 2, ..., n — i

2° Tout semi-covariant identique de seconde espèce, de poids

— 7î^, — 712» •••» — '^nj *^ déduit de

a;jfi-^2(± x\ix%f^~''^ ... (± xiix% ... xn„f",

au moyen d'une opération polaire 0, relative aux variables.

Cas particulier. — Les covariants identiques sont des fonc-

tions 1 de même poids pour tous les indices; par conséquent,

tous les covariants identiques se déduisent des puissances de

(± xlj, xSa, ..., xn„), au moyen d'opérations polaires relatives

aux variables.

(*) J. Deruyts, Sur la généralisation, etc.^ p. 20.



( 66 )

42. Soit U une fonction algébrique entière et homogène de

quelques-unes des séries de quantités

uli 11I2 ... yl„,

uS, v% ... u2„,

un, un^ ... un„;

on peut énoncer la propriété suivante ;

Si l'on a

d d d
yl-_U = 0, i;2-—U=0, ... uM — 1~_U = 0,

ay2 duù dun

la fonction U est développable suivant les produits et puissances

des déterminants

.1., (±^1,.«2j, (±.1..2.^u3.J, ... {±.\,v%...un„),

En effet, si Ton remplace oij par a/,, et si l'on considère comme

des constantes les quantités différentes de u1, u2, ..., un, on

déduit de U une fonction qui satisfait aux équations

d d
aii- -i- a'ii- H--. = 0, i = \, 2, ..,/i — 1.

daii^i rfa2,+)

La nouvelle fonction obtenue est, par suite, une somme de

semi-invariants aux symboles al, «2, ..., an. D'après l'expression

des semi-invariants symboliques, on obtient la propriété énoncée.

Corollaire. — Si U est solution des équations

d d d
yl_-U = 0, u2 U = 0, ... un— \-—l] = 0,

au2 rfu3 dun

et contient au même degré s les quantités ul, u2, ..., un, la fonc-

tion U est divisible par

{±v\,u%...unj{*).

(*) Ce dernier résultat s'obtient aussi comme cas particulier d'un autre

théorème établi par M. Gâpelli [Memorie délia R. Acad. dei Lincei, 1882,

p. 576).
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Sources des fonctions invariantes.

43. Soit 9 une fonction invariante aux variables xi, 3c2, ...,

xn, y\, 1/2, ...; désignons par ml, w2, ..., mn les degrés de 9
par rapport aux variables x\, x'2, ..., xn, quelques-uns de ces

nombres pouvant être nuls.

Nous appellerons source de 9 la fonction qui multiplie dans 9
le produit

aciï''x2f ... xnr.
Écrivons

f = foXlfxSf ...xnr + ... + «.xlf^»xir^^..xnr'...a;n,r« +•..,

les fonctions t étant indépendantes de x\, aî2, ..., xn; Iq sera la

source de 9. Si nous désignons comme précédemment par n le

poids de <p, nous aurons :

Identifions, dans les deux membres de cette équation, les mul-

tiplicateurs de
Xir'Xâf ... XnT;

d'après les formules

X, = «iiXi -+- aj2X.2 -t- ••• -+- a|„X„,

ara = «âiX, -t- a-^aXa -+-••-<- a2„X„,

^„ =«»|X, -t- ««2X2 -t- ••• +• a„„X„,

nous obtiendrons :

X — ^jr 5
* n.1 «.2 „".»..., ml. ml 2 mn^ „mn„ .

En comparant celte formule au développement de cp, on est

conduit au théorème suivant :

Toute fonction invariante ©, de poids tû, est exprimable par
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si l'on représente par [Tq] la transformée de la source Iq , dans

laquelle on a remplacé «i, ,«12, ..., «jn par

x\i, x'ii, ... xn, {i= \,'2, ... n).

Corollaires. — 1. Dans toute fonction invariante, la source

est différente de zéro.

II. Une fonction invariante est définie par sa source, à part

une puissance du déterminant

{± x\ix%...xn„).

m. Toute relation algébrique entre des fonctions invariantes

donne lieu à la relation correspondante entre les sources. D'un

autre côté, toute relation algébrique entre les sources de fonc-

tions invariantes correspond à une relation analogue entre les

fonctions invariantes multipliées par des puissances de

(=fc x\jiX%... xn^).

En particulier, toute relation entre des fonctions invariantes,

indépendantes des variables xn, donne lieu à la relation corres-

pondante entre les sources, et réciproquement.

Remarque. — On déduit de l'équation (1 1) que la transformée

d'une combinaison linéaire -f des coefficients de 9 est exprimable

comme fonction du premier degré des coefficients primitifs. En
particulier, si on réduit la substitution des variables au cas de

Xi=Xi-\- cXft, Xk= X/,{k^h),

4^ a pour transformée (§ 23)

.^-^i[h,l)r-^-^{h,lf:^.^...

Il en résulte que (h, l) ^ est exprimable linéairement au moyen
des coefficients primitifs de la fonction invariante 9.

44. Soit g une fonction isobarique des coefficients de formes
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algébriques et des variables y\, y'2, ...; nous écrirons symboli-

quement

La transformée de g pour la substitution la plus générale est

représentée par

On a

A,-= aj^aj 4- «2^02 -H ••• -H ot„ia„',

Y, est déterminé par les équations

y^=a^^Y^ -H «laYa + — + «i„Y„,

t/2 = «21Yj + ajîYa •+- ••• -4- a2„Y„, etc.;

^„= a«iYi-+- a„2Y2 -4- •'• -1- a„„Y„;

conséquemment, on obtient

(rt ajiKaa... at-i,t-iyi<''i+i,i+i"'°'n«)
G^2 n (ajaii -+- a.20c=,i --•••-- a„«„i)X n

(rb «ua^a ... «„„)

Si nous remplaçons a,,, a,2, ..., a,„ par 3cl,, x^j, ... , xn,, la

fonction G devra être remplacée par une quantité [G], et nous

aurons

[G]x{±x\^x%...xn„)P

^ 2 ^ "xi X n (± xiiX% .. xi— l,_i yt xi -H 1,+, ... a:w„),

en désignant par p le degré total de g par rapport aux variables

2/1, y% ...

Le second membre de la dernière formule représente symbo-

liquement la fonction invariante de poids — p ,
qui a pour

source g. Conséquemment, toute fonction isoharique g, de degré

total p pour les variables y\, y2, ..., est la source d'une fonction

invariante, de poids — p , obtenue en multipliant par

(± xlix%... xn^y

la transformée G, dans laquelle on a remplacé «;, , a-^^, ..., «;„ par

xl,, x2i, ... x«,.
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En particulier : Toute fonction isobarique g des coefficients de

formes algébriques est la source d'une fonction invariante, de poids

zéro [G], obtenue en remplaçant «;,, a.^, «;„ par xlj, x2i, ..., xHj

dans la transformée G; les degrés de [G] par rapport aux varia-

bles xi, 5c2, ..., xn sont les poids tc, , 1x3, ..., tc„ de la fonction g.

45. A toute fonction invariante 9 on peut associer un inva-

riant cpo> tel que l'on ait, en expression symbolique normale,

(§ 39); dans cette formule, représente une opération polaire

relative aux coefficients al, a^, ..,, ak et aux coefficients symbo-

liques; m\, m^, ..., mk sont les degrés de cp pour les variables

Tout coefficient t de 9.90» représenté par

r^ 2 a C^^aif^ -. aC^"a^r^^ ... aS^^- ... akT^" . n <î„,

est la source d'une fonction invariante à n séries de variables

f,^y,Oa C^i^l"^ ... aC'-a^^^ ... akT„^'^ . n ^„.

D'autre part,

est une polaire de cp.^Q par rapport aux variables, et Ton obtient

<pi en appliquant à cp'.cpo l'opération polaire

i I d \ot1i / d \m\^ I d \mln
xl -— x2 -:— •••[xn

m\ \ m'il ... mk\\ dy\l \ dy\l \ dyl

I d \m2, / d \r>'k„

••• \x\ -— .•• \xn—

-

\ dy^l \ dykl

Par suite, (p^ est une polaire de 90-9; ^^ d'autres termes, 91

est le produit de 90 par une polaire de © ; la fonction x est égale-

ment le produit de 90 par un coefficient de 9, qui peut être sup-

posé quelconque. Il résulte de là que tout coefficient d'une fonc-

tion invariante 9 est la source d'une fonction invariante à n séries

de variables, déduite de 9 au moyen d'une opération polaire rela-

tive aux variables.
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Govariants primciires (*).

46. Soit ^ un semi-invariant de poids tz^, Ttg, ..., 7r„; ^ est

la source d'une fonction invariante [W], de poids zéro, contenant

aux degrés tz^, tij, ..., 7r„ les variables xl, 3c2, ..., xn (§ 44).

Nous pouvons écrire

^= 2n^,xn'(?„;

n^, désigne alors un produit de déterminants ô., d'ordre i=\,
% ..., n— 1, analogues à

(?, = (rb aib.2 ... ^,),

et en nombres tc, — Uj^.i ; n'(J^ est un produit de 7î„ détermi-

nants (î„, d'ordre w, analogues à

<?„ = (± oA ... /„).

La fonction invariante [^] sera représentée symboliquement

par la somme de produits

2ii[A,]xn'[Aj,

que l'on obtient en remplaçant les déterminants analogues à

di = (± aA ... h), Sn = {± aih . . /„)

par les déterminants correspondants

N =
0,1 tlj.2 ... Oj.

"il 0x2 ••• Ojci

"l4 "i9 •• "t!

[K] = 6x1 &x

l'rt tri '•• f'X

n-

(*) J. Deruyts, Sur les transformations linéaires et la théorie des covariants

(Mém. couronnés et Mém. des Sav. Étr. publiés par l'Acad. de Belgique,

t. LI, in-i").

(**) Voir, pour comparaison, le paragraphe 4.0.
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On voit immédiatement que dans le développement de

la source

se trouve multipliée par

D'après l'équation symbolique

[W] est le produit de (de x]^, x^, ..., xnj'^n par la fonction

invariante

Nous appellerons covariants primaires, les fonctions inva-

riantes analogues à y^.

D'après ce qui précède, les covariants primaires

contiennent les seules variables xi, x2, ..., xn — 1 et ont pour

sources les semi-invariants

si 4* a les poids tt, , 713 , •••, ti:„, les degrés de ^ par rapport aux

variables x\, x2, ..., xn— 1 ont les valeurs

ml = 7i-,— 7r„, m2 = 7r2 — 7r„, ..., mil — i =n„_i — tv^',

le poids 7z de y^ est égal à 7c„

.

Remarques. — I. Les covariants primaires indépendants des

variables sont les invariants les plus généraux, puisqu'ils sont

représentés symboliquement par des sommes de produits de

déterminants tels que (± «j , 63» — > O-
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II. Dans le cas particulier de n = 2, les covariants primaires

ont pour expressions symboliques des sommes de produits de

formes linéaires a^, et de déterminants (rh a^ô^). Par conséquent,

les covariants primaires, dans le cas de n = 2, sont les fonctions

invariantes à une seule série de variables.

47. Le semi-invariant ^ peut être représenté symbolique-

ment par

^ = 0, alf*-'^^ (± alia%f-^^ ...

... (=fc ol,a22 ... an — 1 „_if
''-'~'^"

. (± a1,a22 ... an,f"

,

0^ désignant une opération polaire relative aux coefficients (§'40) ;

on déduit de là

[t] = O.aC-'"' (rt a\^,a%,)''-''' ...

... (± o1,,a2,2 ... an— 1,„_,)'^"-'~^"
- (± «lxia2,2 .. aw,„)'^";

puis, en divisant par (db x\iX% ... 3c«„)'^",

5<:
= 0„ arj, -^^ (± a\,,a%,f-''- ...

... (db al,,a2,2 ... an— 1.„_,)^"-*~^"
• (± «^i^S^ ... cmj''".

Si l'on désigne, comme ci-dessus, par -k, m\, m% ..., mil — 1

le poids et les degrés de
y^

pour les variables x\, 3c2, ..., xïl — 1,

on peut encore écrire

X = 0,al™/-"'^(-Jr a1„a2,2)"'*-'^..(dra1,,a2,,...afi-2,„_2r-^-'""-*

(± al^ja2^2 ... an — l^„-i)"'"-' . (± al,a22 ... anj'^.

Application. — Désignons par D l'opération

_ / (i Y^i
-"^-2

I
d d_

Y^~^^
\dxlj \ dxii dx'ij

d d d \'^tt-~i—^n

dx\^ dx% dxn — 1„_,
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nous aurons

Dx^ 0,D alf,'-^» (± ai^a%,f-''^ ... (± ai^a% ... a«J^.

Il est visible que celle équation symbolique peut être rem-

placée par

Dx^Bxif-''^±x\iX%f^-''' ... {±xiix^^ ... xn — 'l„_if"-'-''n

... (± al ia% ... an — i „_,)'^"'*~^" . (± ai , . . an„f«

,

ou encore, par l'équation effective

Dx = 'i>.Dx\ J-""^ {± x\ ix%f-''^ ...

.

Si l'on écrit

xï^-""^ (=b xlixS^)'^*-^' - = 2 ^ ^^^^^^ - ^2? - '

les lettres e désignant des coefficients numériques, on a :

-, d'D= \ e •

^ dx\fdx\l...dx<^'lJ

on obtient ensuite :

D xlf'-^iî (± xliX^ia)^^"'^' ... = 2 e' a! p ! ... r ! ...

Il résulte de là que l'opération D, appliquée au covariant pri-

maire j^, donne comme résultat la source <\> de ce covariant,

abstraction faite d'un facteur numérique différent de zéro.



CHAPITRE IV.

RÉDUCTION DES FONCTIONS INVARIANTES.

Réduction des fonctions invariantes

aux covariants primaires (*).

48. Soitp une fonction homogène et isobarique, dépendant

seulement des coefficients d'un système de formes. Effectuons la

substitution S définie par

x,==a„X, +- a^gXj +• ••• H- ai„X„; î = 1, 2, ..., n;

la transformée P pourra s'écrire

dans cette formule, les lettres désignent des fonctions entières

des paramètres a.j-, joj, p^, ... p^ représentent des fonctions

analogues à p. Nous supposerons que les quantités (p) sont

réduites au nombre r le plus petit possible.

Indiquons en général par [^] le résultat obtenu en remplaçant,

dans la fonction ^, les paramètres a,i, a,2, ...,«,„ par les variables

ocl,, x%, ... xw.., (« = 1, 2, ... n); nous obtiendrons, par la for-

mule (1) :

[P] =M Pi -*- [QlJ P2 H- •" -t- [ôlr] Pr ' (^')

La quantité [P] est la fonction invariante de poids zéro, aux

variables x\, x% ..., xn, qui a pour source p (§ 44); les groupes

de fonctions [0n],[0i2], ... elp^,p2, ...,/?, dépendent d'éléments

(*) J. Deruyts, Sur les transformations linéaires et la théorie des covariants.
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d'espèces différentes; en outre, il ne peut y avoir aucune réduc-

tion pour le nombre r des termes compris dans l'équation (!').

D'après ces remarques et d'après les résultats indiqués au

paragraphe 12, les transformées de p,, pg, ..., p^ et de [Qn],

[^12] > •••
> [^ir] s'expriment respectivement en fonctions linéaires

de P0P2,..., \),etde [6n], [612] , ... , [0,J.

49. Désignons par S] la suite des quantités du système

p^, /?2, . ., Pr, pour lesquelles le poids relatif à l'indice 1 a la

valeur la plus élevée. Soient

les suites de quantités déterminées par la condition que §j com-

prend les termes de la suite §j_i ,
pour lesquels le poids relatif à

l'indice / est le plus grand.

Soit pt un terme de la suite ,8„_, ; nous représenterons par

7^1, TTg, .... Tr„ les poids de p,, par rapport aux indices 1, 2, ..., n.

Si nous efifecluons la substitution linéaire

Xi=Xi-h eX^, x,==Xt, (fe> 1), (821)

la transformée P^ de p, est exprimée par

2

V, = p,-^'-{%i)p,^-^{%ifp,+ ...

La quantité (2, \) p^ doit être nulle ou être fonction linéaire

dep^,pç,, ...,p^, puisque P, est une combinaison linéaire de p^,

P2,..-,Pr- Le deuxième cas ne peut pas se présenter; en effet,

la quantité (2, 1) p« a le poids u^ -f- 1 pour l'indice 1, et d'après

le mode de formation des suites §^,^2^ ••.j,§n-i> l^s quantités

Pi > P2> •••» Pr ont au plus le poids ti, pour l'indice 1. On a donc

(2, 1)p,==0.

Semblablement, si l'on effectue la substitution

X2-X2 + fX3, x. = X„ (/c^2), (S3,)
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on obtient, pour la transformée correspondante,

P.= p,-4-^(3,2)p,-*.;j-^(3,2)>,+ ...

La quantité (3, 2) /j< a pour poids 7z^,v:^-^- 1, relativement

aux indices 1,2. Par hypothèse, les termes de la suite /?,

,

P2, —,Pr qui ont le poids tî^ pour l'indice \, ont au plus le poids

7^2 pour l'indice 2; en conséquence, (3, 2)/), ne peut pas être

une combinaison linéaire de p^, p^, ..., pr- D'après cette

remarque, on a (3, 2) p, = 0. En continuant ainsi de suite, on

obtiendra les n — 1 équations

{i-^\,i)p,= 0, { = 1,2, ..., w — 1. (2)

D'après nos suppositions, la fonction p, est isobarique; consé-

quemment, p, est un semi-invariant.

50. La transformée P, , relative à une substitution quel-

conque, peut s'écrire :

p, = dip'i -«- e^/ja -4- ••• -4- ô^p;, (3)

moyennant les conventions suivantes :

1 "
p'iip'i, ••iV'h représentent des fonctions analogues à /Jj ,po,., ...;

2" 9|, 0^, ..., 0fi désignent des quantités dépendant seulement

des paramètres a,j
;

3° La formule (3) ne peut pas être remplacée par une for-

mule analogue, comprenant un nombre de termes inférieur à h.

La transformée P, se réduit à />,, si l'on suppose a^j = pour

/ différent de /, et «n =«22= •=««« = ''
5 on peut donc

prendre p\ = p,.

D'après le théorème énoncé au paragraphe 48, P, est une

combinaison linéaire de P],p<i, ... , Pr'> nous écrirons :

en indiquant par les lettres des fonctions entières des para-

mètres a,,.
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11 résulte des formules (3) et (4.) que le nombre h ne peut

pas être supérieur à r; on a de plus :

Par l'identification des coefficients des mêmes produits de

facteurs a,^, on obtient des relations du premier degré

-f(p)=-e' {/>'), (4')

entré Pi,P2,'-> Pr et p\ , ih, ..., K . Si les fonctions ^ (/?) étaient

des combinaisons linéaires de A — /^ d'entre elles, {h\ > 0), la

somme

c'est-à-dire P,, serait exprimable au moyen de A — A| quantités

analogues à p, multipliées par des fonctions des paramètres a,^
;

une pareille réduction serait contraire aux suppositions que nous

avons admises au sujet de la formule (3). Ainsi, il y a A fonc-

tions 4^* (p) linéairement indépendantes; d'après les équations

(4'), /es quantités p' sont des combinaisons linéaires de p^, pg, ..., p^,

et l'on peut exprimer h termes de la suite Pi , Pa, ..., Pr «w moyen

des r— h termes restants et de ])[, p^, .... p^. Nous écrirons, en

conséquence, d'après la formule (1) :

p = l,^p^ -H J/2P2
-\- " -\- if„p„ -H i)^^ip\ -4-

y]„+ip'i
-+-•••-*- j^^p^; (S)

dans cette relation, on a v= r — h; les fonctions f\^, ri^, ..., ^r

dépendent seulement des paramétres «^ et elles sont nécessaire-

ment différentes de zéro, car la transformée P ne peut pas

s'exprimer par moins de r termes (§ 48).

51. Au moyen d'un changement de notation, on déduit de

la formule (3) :

[P.] = [9i] p; + [«2] />2 + - + [h] Pn ;
(3')

[PJ est alors la fonction invariante de poids zéro, aux variables

x\,x'2, ..,xn, qui a pour source le semi-invariant p\= Pf
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Puisque le semi-invariant p[=p,8i pour poids tz^^t^^, ..., 7r„,

il se trouve multiplié dans [PJ par

xlf-''^ (± xiiX^^f^~''^ ... (d= x]ir% ... xn — l„_,r"-'~"^«

... {± x\
i

... xn„f"

(§ 46). D'un autre côté, le développement (3') de [PJ est réduit

au plus petit nombre possible de termes; on a donc

[e,] = xif'-''^ {zt xi.x^^f-''^ ... (± x\i ... xn^f". (6)

52. Reprenons maintenant la formule (5); nous en dédui-

sons :

[P] =M Pi -+- W Pi -t- - + M Pv -+- k+i] Pi -*- - -t- W p'k' (7)

La fonction invariante [P] étant de poids zéro, les termes

correspondants des suites

et

Pj, pa, •••, Pu, Pi, •••, ph)

ont leurs poids égaux et de signes contraires. D'après les suppo-

sitions admises relativement kp[= jo,, la quantité [^^^i] a pour

poids — 7Zn, — ^2, ..., — Tc„, et il n'existe dans la suite

W' W, -, M,

aucun terme qui ait, pour les indices 1, % ..., i— 1, /, les poids

— îTi , — Ta , ... , — 7r._i , — 5r,- — e , (e > 0).

D'autre part, les transformées de

s'expriment linéairement au moyen de [oi], •••, ["^J (*); on

déduit facilement de là :

{i, i-\-\) [i/„+,] = 0, i = 1, 2, ..., «— i.

(*) Voir le paragraphe 48.
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Ces équations sont tout à fait analogues aux équations (2), et

elles s'obtiennent de la même manière; elles prouvent que [\+i]

est un semi-covariant identique de seconde espèce (§ M).

Or, tout semi-covariant identique de seconde espèce, qui a

pour poids — tû,, — -n:.^, ,.., — Tt^, se déduit de

xifi-""^ (± xl.x^l^f^-''^ ... (± x\i,.. xnf\

au moyen d'une opération polaire 0^ relative aux variables;

nous aurons, d'après la formule (6) :

et d'après l'équation (3') :

0. [P,] = [^.+,] p'i H- Ov [ej . p^ + - + Ov [9/.] . Tf>\. (8)

On déduit des formules (7) et (8) :

[P] — Ov [P,] = [>?d] pi -*-•• + [i?J p^ -»-
[;?;+2] p'2 H H M ;>A

,

en représentant par les lettres 71' des fonctions analogues à

iri,,Tl2,... .

La fonction invariante [P] est donc égale à la polaire 0^ [P,]

augmentée de la fonction invariante de poids zéro, [P] — Ov [PJ,

qui est exprimable au moyen de r — 1 termes au plus (*). De

la même manière, [P] — Ov [PJ est la somme de deux fonctions

invariantes : l'une est analogue à Ov [P,] , l'autre est de poids

zéro et est exprimable par r— 2 termes au plus. En continuant

ainsi de suite, on trouvera que [P] est une somme de polaires

analogues à Ov [P,]

.

La quantité [P] est la fonction invariante la plus générale, de

poids zéro, relative aux variables x],x'2, ..., xn. La fonction

(*) Le plus petit nombre de termes nécessaires pour exprimer [P]—Ov[P<]

est précisément égal h r— /*; ce résultat n'étant pas actuellement essentiel,

nous nous bornons à le signaler : on pourra l'établir, soit directement, soit

comme application des propriétés que nous indiquerons dans la suite, pour

les covariants primaires.



( 81 )

invariante [P,], qui est également de poids zéro, a pour source un

semi-invariant jo,; [PJ est ainsi le produit de (dbacl^ x^... xn^Y"

par un covariant primaire
5^

(voir § 46). La polaire 0^, [PJ

s'exprime comme somme de polaires de (dr xl^ acSj ... acw)'^",

multipliées par des polaires de -^ relatives aux variables (§ 3).

Les polaires de (±x\ix'22...xn„) " qui sont à considérer, doivent

seulement contenir les variables xl, 3c2, ... xn; elles ne diffèrent

de (± x\
I

x% — *^n) " q"e par des facteurs numériques. La

fonction Ov [PJ est ainsi le produit de (± x\^ x% ... xn„)'^" par

une polaire de 5^. D'après ces considérations, le dernier résultat

que nous avons obtenu peut s'énoncer comme il suit : Toute

fonction invariante de poids zéro, aux variables xi, x2, ..., xn,

est une somme de puissances du déterminant (± xlj x22 . . xn„)

multipliées par des polaires de covariants primaires (*).

53. Soit cp,, une fonction invariante de poids zéro, relative à

des formes linéaires et aux variables x\, x% ,.., xn; d'après le

dernier théorème, nous pouvons écrire :

ft = ^{ztx\ix2^...xnX-0,xi, (9)

en représentant par y^, un covariant primaire et par Oy une

opération polaire relative aux variables x\, a;2, ...,xn.

Cela posé, désignons par ^ un produit dont les facteurs sont

de deux espèces : 1° des formes linéaires aux variables y\,

y% ...,yk, différentes de ac1,x2, ...,xn; 2° des déterminants de

formes linéaires, tels que (± a, 63 ... /„).

Nous avons, d'après l'équation (9) :

(£.f,= ^{± x\,x% ... xn„r . 'p. 0,xr,

en prenant ^ . ^, = (p[ , nous pouvons écrire :

(*) Pour abréger, nous comprenons sous la dénomination de polaires les

polaires relatives aux variables.

6
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puisque l'opération 0^ se rapporte seulement aux variables

x\, x'2, ..., xn.

La fonction 9I est du reste le produit d'un covariant primaire

et de formes linéaires aux variables y\, î/2, ...
,
yk.

En additionnant membre à membre, un nombre quelconque

d'équations analogues à (10), on obtient :

^^?i=^{± x\^x% ... xnj' . 0,5,;. (H)

La quantité ^j Ojptp, est une fonction invariante de poids positif

ou nul, pour des formes linéaires : elle peut être considérée

comme représentant symboliquement une fonction invariante

quelconque, de poids positif ou nul, relative aux variables

arl, a;2, ..,, xn, y\, y'2, ..., yk.

La quantité 9J représente symboliquement, dans les mêmes
conditions, une fonction invariante aux variables

xi, x2, .,., xn — d, y\, y% ..., yk,

et de poids positif ou nul.

A ce point de vue, l'équation (11) permet d'énoncer ce

théorème : Toute fonction invariante tp, de poids positif ou nul,

et relative à

xl, x% ..., xn, y\, y2, ..., yk,

est une somme de puissances de

(±: x1|X22 ... xw„)

multipliées par des polaires de fonctions invariantes cp' indépen-

dantes des variables xn : chacune des fonctions cp' est représentée

symboliquement par le produit ^\ d'un covariant primaire et de

formes linéaires aux variables y1, y2, ..., yk.

54. Les fonctions invariantes tp' sont de poids positif ou nul;

on peut donc leur appliquer le théorème précédent, moyennant

un simple changement de notation.
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Ainsi, les fonctions 9' sont des sommes de puissances de

(=t xljxSs... ocn — l„_,i/l„)

multipliées par des polaires de fonctions invariantes 9" aux

variables

ici, a;2, ..., X7i— 1, i/2, ..., yk.

Par des réductions analogues, on obtiendra des séries de fonc-

tions invariantes

qui jouissent des propriétés suivantes :

1" 9''' est de poids positif ou nul et dépend des variables

xi, x2, .., xn — 1, yi, i/î-+-1, ..., yk;

2° if^'* est une somme de puissances de

{=t xr,x22 ... xn — 1„_i.Vî„)

multipliées par des polaires de fonctions ç^'+*\

D'après le théorème établi au paragraphe précédent, 9^** est

réductible à des produits de puissances de

(± iciixSa ... xw — K,yk„)

et de polaires de covariants primaires.

D'après ces différentes considérations, toute fonction inva-

riante 9, de poids positif ou nul, est une somme de covariants

identiques multipliés par des polaires de covariants primaires.

La fonction invariante la plus générale est une somme de pro-

duits de covariants identiques et de fonctions invariantes de poids

positif ou nul (§ 38, Rem. III); conséquemment, une fonction

invariante quelconque est exprimable comme somme de covariants

identiques, multipliés par des polaires de covariants primaires

relatives aux variables.
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Remarques. — 1. Pour des formes algébriques binaires, les

covariants primaires sont les fonctions invariantes à une seule

série de variables (§ 4.6); pour ce cas particulier, on retrouve le

théorème de réduction qui a été établi par Clebsch et M. Gordan

au moyen de considérations d'un ordre différent (*).

II. On retrouve encore par notre résultat l'important théo-

rème qui a été obtenu par M. Capelli : « toutes les fonctions

invariantes de formes à séries de n variables sont des sommes

de produits de covariants identiques par des polaires de fonctions

invariantes h n— 1 séries de n variables » (**).

Exemple. — Dans le cas de n > 4, la fonction invariante

est exprimable, au moyen de covariants primaires j^, d'après la

formule

? = "i%l -+- "2%2 — a;3;

on a :

%2 = a^i {± d^iK^c,^)— <i (± cf^i6,2cj,

i

b

(*) Gordan, Mathematische Annalen, t. III, et Vorlesungen ûber Inva-

riantenlheorie, t. il, p. 86; Clebsch, Théorie der binuren algebraischen

Formen, p. 26.

(**) Fondamentî di una teoria générale de forme algebriche, § 74- (Mem.

dei Lincei, 1 882).

[Dans un Mémoire antérieur, publié au Giornale di Mathematiche,t.X\l\l,

M. Capelli a étudié les fonctions invariantes à variables ternaires (h= 3);

le produit a b c s'y trouve réduit aux covariants primaires en œl, a;2

et à des fonctions invariantes aux variables xï, a;2, x'5 qui sont divisibles

par (zha;lja;2j,a;53); quant aux fonctions invariantes ternaires quelconques,

la réduction s'effectue par voie de récurrence. C'est seulement pendant

rimpression de notre Mémoire actuel que nous avons eu connaissance

des recherches que le savant Géomètre italien a publiées au Journal de

Battaglini.]
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les caractéristiques représentent les opérations polaires

Q, = - llxi —-] — (x2 -—
- )

[xA
1

4L\ dxil \ dxil\ dx^ll

~
\ ~dx\] \ dxE) \ dx^lj

'

55. Application. — Les formes algébriques f, fn , ... étant

des fonctions invariantes, peuvent s'écrire :

f= ^i%i + ^2%2 -<- ••• -- ^tXtj

f\= ^'\xK -*-•', etc.,

si l'on désigne par Q^ une somme de produits de covariants

identiques et de polaires d'un covariant primaire y^ relativement

aux variables. Toute fonction invariante ç de /", /j,..., est une

somme de fonctions invariantes des termes

^iXU fÎ2%2, ..., n,xt, û.\x'\, ...,

considérés comme formes algébriques (§ 14, Applic). Consé-

quemment, 9 est une somme de fonctions invariantes des cova-

riants primaires

%!, %2, -, %(, %'l

considérés commes des formes algébriques proprement dites;

la réciproque est du reste évidente, si l'on observç que les

coefficients de x^'--' s'expriment linéairement au moyen des

coefficients de /", /^ , ... .

Les covariants primaires ^1,^2, ..., contiennent les seules

séries de variables x\ , a;2, ... ,xn — 1 ; d'autre part, les fonctions

invariantes de formes algébriques sont réductibles aux covariants

primaires. Par suite, toutes les fonctions invariantes des formes

f, fi,..., peuvent s'obtenir au moyen des covariants primaires

de 71,7*2, ..., y\, y\ ... , si Von considère j\ , ^2, ..., comme des

formes algébriques aux séries de variables x\, x2, ...,xn— 1.



(86)

Réduction des covariants primaires (*).

56. D'après les résultats indiqués ci-dessus, les covariants

primaires sont les fonctions invariantes qu'il importe le plus de

considérer. Nous établirons que ces fonctions fondamentales

s'expriment comme sommes de produits et de puissances d'un

nombre limité d'entre elles. Nous prendrons comme point de

départ un remarquable théorème, qui a été établi récemment

par M. HiLBERT (**), et qui peut s'énoncer de la manière sui-

vante :

Soit donné une suite illimitée de polynômes <5^|, ^2^ ••• » ^> ••
j

homogènes par rapport à k quantités v,, Vj, ... , v^ ; il existe

toujours un nombre p tel que toute fonction de la suite -^j , <S^2> ••• '

peut s'écrire

yrnyrii ••i7Tp étant des polynômes homogènes par rapport à

Vi, v'a,... ,Vk.

La démonstration suivante est à peu près la reproduction de

celle qui a été indiquée par le savant Auteur.

Si l'on suppose k=\, le théorème est évident, puisque les

polynômes ^ se réduisent à des puissances de Vi multipliées par

des constantes.

Il suffira donc d'établir la proposition énoncée, en la supposant

exacte pour des polynômes à A; — 1 variables.

Soit q le degré du premier polynôme ^i on peut remplacer

«1 , 1^2» •••> ^i ps*" des combinaisons linéaires d'autres quantités

indépendantes V) , vg, ..., v^, de telle manière que la nouvelle

expression de ^i contienne le terme v].

(*) J. Deruyts, Sur la réduction des fonctions invariantes (Bull, de

l'Acad. ROY. DE Belgique, 5' série, t. XX).

(**) D. Hilbert, Zur Théorie der algebraischen Gebilde (Nachrichten

DE G0ETTINGUE, 1888, p. 450. Voir aussi Mathematische Annalen, t. XXXVI,

p. 473).
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Désignons par y^, 9^2, ..., la suite des polynômes ^^ , ^^, ...,

rapportés aux quantités 1*1, V2, ..., Vi; le résultat qu'il s'agit

d'obtenir se trouvera établi, s'il existe un nombre p tel que Ton

ait :

Puisque l'on a

on peut écrire :

ff.
= r;g. + ^r., (2)

en représentant par / et par X des fonctions entières et homo-

gènes de vi,V2,..., Va, et de v.2,v3, ...,Va.

Soient

les termes de la suite
^-i^

, ^2,, ... qui sont différents de zéro; le

théorème de M. Hilbert étant supposé exact pour des polynômes

kk — 1 variables, il existe un nombre t^ tel que l'on ait :

dans cette formule et dans les formules suivantes, la caractéris-

tique ^ désignera une somme de polynômes homogènes par

rapport à v^jVs,.. ,vj, multipliés respectivement par les fonc-

tions comprises sous le signe 4^.

Si l'on prend l^= t, on obtient par la formule (3) :

•^r, I
= -^ r (^1

1 ' ^2t' •••5 •A/, 1)5

puis :

ia°--f.(^ï, kK, -., ^?) = vrx, -H ... -4- a;r,q

On peut appliquer aux polynômes

les considérations qui viennent d'être indiquées pour les poly-
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nômes S{^ ;
par conséquent, il existe un nombre ti tel que l'on

ait :

= v'l-Xl -^ - + K',,, (r= 1, 2, 3, ...).

En continuant ainsi de suite, on obtiendra des systèmes de

polynômes

déterminés par les relations

= «?-•"-*
l('''. , -l. . . -4- a'*' \

f,._i étant un nombre égal ou supérieur à ti_^. Dans le cas de

/= ç, on a (3^|!^= et on obtient d'après les équations (4) :

On déduit encore des équations (4) que

e)\lt c)v.2? ••') c)v.o c)\li •••1 (Sn./

s'expriment comme sommes des quantités

''9—1

multipliées par des polynômes aux variables vg, V5, ...,Va. ; on

écrira donc :

en posant îj_,= p. De la dernière équation et de la formule (2),

on déduit :

c'est la relation (1) qu'il s'agissait d'obtenir.

57. Au moyen du théorème de M. Hilbert, nous démontre-

rons que pour un système donné de formes algébriques, tous les
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semi - invariants sont fonctions entières d'un nombre limité

d'entre eux.

Soient :

al, ... al„; aâj ... a2„;
= a^r'^..al:'''a2f^^..a2f^"...

= a'lf'\..a'ir'v2r^'...a'2r^" ...= ...; etc.

(5)

les équations symboliques des coefficients de formes à séries de n

variables
;

al, o2, ...; a'I, a'2, ...; etc.,

sont des systèmes de symboles équivalents; on a

al, -h ala H ^ «•„ = al, a2, +- oi.% -\ H a2„ = «2, etc.,

al, «2 ... étant des constantes.

Tout semi-invariant tb a pour expression symbolique normale

une somme de produits de déterminants <?,, d'ordre ^=l,2, ...,m,

tels que
a, tta ... a,

6, 6, ... 6,.

<?,=

les lettres a, b, ..., l désignant des coefficients symboliques quel-

conques ; nous écrirons en conséquence :

Prenons

£.=.
i{i-\) w (n -H 1 )

f*
=

et remplaçons les déterminants S^ par les déterminants corres-

pondants

a 1 a a ... a

b , b ,, .. 6 .

'f.+ l ^ti-^2
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Soient

les produits de coefficients ai, a% ... ,
qui sont contenus linéaire-

ment dans la fonction ^Y0\; nous aurons :

So\i -\- cJlsIa -\ 1- J^\ fj,
= al, gRdS, +•••-+- oilaS^ = a2, etc.,

et des relations toutes semblables entre les exposants des produits

analogues à $.

La quantité S Uè\ peut être considérée comme représentant

symboliquement une fonction g des coefficients

déformes à plusieurs séries de fx variables, telles que z^,z^,

nous écrirons à cet effet :

oAdIi .. ciflol^, tJloSj ... cilaSy^i ...

^a\i ...a\n '^a'ii ...a 2^ '^ ••• ^ ••, etc.,

• j -^/xi

et nous ferons correspondre les équations symboliques (5)et(o').

La quantité g est une fonction algébrique entière et homo-

gène par rapport aux différentes séries de quantités

cilol, .. Xl^ ... , etc.,

parce que le semi-invariant tp est homogène par rapport aux

séries correspondantes de coefficients a^| ^j , etc. Les expres-

sions symboliques Sro,- et Sro^ sont simultanément isobariques ;

par conséquent, la fonction effective g est isobarique.

D'après la relation qui existe entre les expressions symboliques

S ll(î. et SllfJ^., on réduit la fonction gr à (//, si l'on remplace

chacune des séries de quantités telles que
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par les coefficients

alj... al„, a2)... a2„, ...,

déterminés par les équations

e.-4-i fi+i+î t-„+ î ^ ' ' ' /

Nous conviendrons de désigner par la caractéristique g^ toute

fonction homogène et isobarique des coefficients

fl n • ni etc.,
cAol 1 ... cAd ' u. ••'

qui est représentée symboliquement par une expression analogue

Ainsi, tout semi- invariant ^ correspond à une fonction

g^^Sn^^ et réciproquement; en outre, toute relation entre les

fonctions g donne lieu à la relation analogue entre les semi-

invariants ^ correspondants. On établira donc que les semi-

invariants ^ sont des fonctions entières d'un nombre limité

d'entre eux, en prouvant que les fonctions g sont des sommes de

produits d'un nombre limité d'entre elles.

58. Les fonctions g sont des polynômes homogènes par

rapport à des quantités vi , V2, ... , v* qui sont les coefficients

<Â)\i^\<i .. c^\ jxi g11d2i .. oiloS^, ...
'

Considérons la suite gi,g2, .••? 9', •• > des fonctions g rangées

par ordre de degré croissant ou non décroissant (*). D'après le

théorème de M. Hilbert, on pourra écrire :

gr^Yrigi -+ Tr^g^ -4- •• -H T^rpOp', (6)

p est un nombre indépendant de la valeur de r; y^, , y^, .. , -/rp

sont des fonctions entières de vj , V2» •••> v*-

(*) Nous ne comprenons pas, parmi les fonctions </, les constantes numé-

riques.
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Nous avons considéré v,, va, ..., v*, comme les coefficients de

formes à plusieurs séries de p, variables telles que z^,z2, ...,z^ :

effectuons, sur les variables dont il s'agit, la substitution linéaire

Zj = «11 Zj +- «£2 Z2 +- ••• -+- aj^ Zfj_ ,

Z2= «21 Zj -4- «22 Z2 -•- ••• -*- cc'^/x Z^
,

Z/ji= «/AiZ, -H a^2Z2 +•••-+- aJu^Z^;

en désignant par G et par F, les transformées des fonctions g et

y, nous aurons, d'après la formule (6) :

^rp^p •Gr= T^iGt -t- rr2G2 -H ••

Remplaçons dans cette équation les quantités

«it. «iî. Hfi

par les variables

z1„ z2,-, ..., z/i... (^= 1, 2, ..., ^);

nous obtenons :

[GJ= [r.i] [G.] + [rj [G2] -^ - -^ [r,^] [G^], (7)

en indiquant par [G] et par [F], les fonctions invariantes, de

poids zéro, aux p séries de variables zl, z% ..., zfx, qui ont pour

sources les quantités g et y (voir § 44) (").

D'après la formule

g^lw.^ln

fv-*-l f,-+-2 Ef-f-e

e,-t-1 £.-4-2 •* e,H-i

(8)

(*) La source est actuellemeot le coefficient des plus hautes puissances

de rli, ^2„ ..., ^f^/x

.
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on a :

[G]-2n

/ / ... /

(8')

Zf , -+- i Zfj -f- 2 Zr , -t- î

Soit g,., le degré de la fonction [GJ par rapport à chacune des

séries de variables comprises dans le groupe

zsi +- I , Z£i -t- 2, . .

.
, j?f, -+- i,

«'= 1,2, ... , n. Appliquons aux deux membres de l'équation (7),

l'opération

D = n
1=1

d d d

'^^^.-^\.+
1 ^^^.-^\-v-2 ^^^•'-^f..

dzsi-\-i . dzsi-i-i a
\ f,-+-'l ' e,-i-2

nous obtenons immédiatement (*)

D[GJ= D[r,.][G,] + D[r^][G,]

dze
f,•-^-^

9.

•+D[r.p][Gp]. (9)

(*) Si l'on suppose n = 3, la fonction g est représentée symboliquement

par une somme de produits de déterminants tels que

«2 «3

b, b.

D=
dz\i

9i

d
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59. Nous rechercherons séparément les valeurs de D [GJ et

de D [rJ [G,].

1° La fonction D [G^] est égale à D [G,]', si l'on désigne par

[GJ' l'ensemble des termes de [G^] qui contiennent seulement

les variables

£,-+- l

D'après les formules (8) et (8') on a :

et par suite

Si l'on écrit

n (^d=zi^__^^ .. )'^' = 2 '^^^?^2fz2y ...

.

r\ étant un facteur numérique, l'opération D est représentée par

^^^"^
dzifdz'-iidxn.:'

la quantité

a pour valeur

c'est-à-dire une constante numérique 'Ç, différente de zéro. On a

donc par la formule (10) :

D[G,.] = Ç^,..
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2° La- fonction D [rj [G,] étant égale à D [F^] [G,]', contient

comme facteur la quantité g^.

D'autre part, la fonction invariante [F] [GJ est de poids zéro

et de degré g-, pour les séries de fx variables

2e,-t-l, zcj-f-2i, .... Zf,--f-î;

on peut donc écrire symboliquement ;

[r,][G,J^O,n a.,+ l

JZfj-l- I

ae, -t- 2
f , -^ 2 zei-\-i \

'

0, désignant une opération polaire relative aux coefficients (§ 39).

On obtient dès lors :

D rr,-l [G,!= 0„D n
S
a7;n —-. ... a7~Tl .J^',

si Ton observe que les opérations 0,,, D se rapportent à des

éléments différents.

En considérant seulement les variables relatives à D, on écrira :

D[r,][G,]^r.O,V, (H)

1=1

ae,-+-2 . ai:,+ 2 c> ... ae,-i-2

f
i
-4- 1 f

i
+ 2

Of.-t-e
f,-Hl

9.-

La polaire 0„V, qui est relative aux coefficients, est une

somme de produits de polaires des facteurs

toute polaire de V^ est un déterminant analogue à

Si = f±a , b ^ ... l .V,

par conséquent, 0^^ est une somme de produits de déterminants,

telle que SIl^]. : il en est de même de l'expression symbolique
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de D [r,] [G,] , d'après la formule (11). Ainsi, D [r,J [G,] est une

fonction g] comprise parmi celles qui ont été désignées par la

caractéristique g : et comme nous l'avons vu, g° contient comme

facteur, la fonction g^.

60. D'après les considérations précédentes, l'équation (9)

peut s'écrire :

^9r^g\ + 92-+- - -^9r

Nous déduisons de là, une relation entre les semi-invariants <]^

de formes à séries de n variables, en tenant compte de la réduc-

tion des fonctions g aux semi-invariants ^ (§ 57).

Soient

'frî 'l'ij '/'2' '•'> fp-i "^1' '/'25 •••• '/'p,

les déterminations de ^ qui correspondent aux déterminations

</r, 9., 9^^ -, .9p, 5^ 92' •••' 9l

de g ; nous aurons :

Çi//^ = i»)J
-+- if° -t- •• -+- <^p.

Puisque g^ est la fonction g la plus générale, 4^, est un semi-

invariant tout à fait quelconque du système considéré de formes

à séries de n variables.

D'autre part, la fonction g] étant divisible parg^j, on a

et le facteur tpj est nécessairement un semi-invariant. On a ainsi :

4'r = '^'i'h
-+-

''t'é'î
-+- ••• -+-

'p'p'i'p'i (12)

dans cette formule, tp,)
, 4*2? •••, 4'/= désignent des semi-invariants

indépendants de la détermination de t};^.

Les semi-invariants ^\ , <\)'^, ... , <\)'p se rapportent aux mêmes

éléments que (j;^, mais ils les contiennent à des degrés moindres.

On peut appliquer à chacune des fonctions ^'j, une réduction

analogue à celle que la formule (12) exprime pour 4'r- E" con-
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dniiant de même, on trouvera que tout semi-invariant ^^ est une

fonction entière de ([», , ([(2 , ... , c|>p

.

Les covariants primaires ont pour sources les semi-invariants;

et les relations qui ont lieu entre les sources donnent lieu aux

relations analogues entre les covariants (§ -iS, Cor. III). Par

conséquent, tout covariant primaire d'un système de formes

algébriques quelconques est une somme de produits et de puis-

sances d'un nombre linfité de covariants primaires du système.

Cas particuliers. — I. Les covariants primaires indépendants

des variables sont les invariants (§ 46, Rem. I); par suite, les

invariants d'un système de formes sont fonctions entières d'un

nombre limité d'entre eux. Ce résultat a été obtenu par

M. HlLBERT (*).

IL Dans le cas de formes binaires, les covariants primaires

sont les fonctions invariantes à une seule série de variables; on

retrouve donc ce théorème qui est dû à M. Gordan : « pour les

formes binaires, les covariants à une série de variables sont

fonctions entières d'un nombre limité d'entre eux » (**).

61. Toutes les fonctions invariantes sont des sommes de

covariants identiques multipliés par des polaires de covariants

primaires.

Les covariants identiques se déduisent des puissances de

(± x^ ocg ...xn„) par des opérations polaires (§ M). D'après la

réduction des covariants primaires, les fonctions invariantes d'un

système de formes algibriques se déduisent d'un nombre limité

d'entre elles au moyen d'additions, de multiplications et d'opé-

rations polaires relatives aux variables.

{*) Nachrichten de Gœttingue , année 1888, p. 4'S2; Mathematischc

Annalen, t. XXXVI, pp. 821 à 831.

(**) Le théorème de M. Gordan a été établi de diverses manières. Voir :

GoRDAN, Journal de Crelle, t. LXIX; Mathematische Annalen, t. II; Vor-

lesungen..., t. Il; Clebsch, Théorie der binàren Formen; Mertens, Journal

de Crelle, t. C, et Sitzungsb. der kaiserl. Akad. za Wien, 1889; Hilbert,

Mathematische Annalen, t. XXXV.



CHAPITRE V.

ÉTUDE DES COVARIANTS PRIMAIRES (*).

Équations aux dérivées partielles

des covariants primaires.

62. Par définition, les covariants primaires sont les fonctions

invariantes, h n — 1 séries de n variables, qui ont pour sources

les semi-invariants : ils peuvent être représentés symboliquement

par une somme de produits de déterminants analogues à

6.9

^ ayant les valeurs 1,2, ...,w —
maires ^ satisfont aux équations

d d

axa dxo

\. Par suite, les covariants pri-

xn — 2
d

dxn — 1
0.

Réciproquement, une fonction invariante 9, aux n — 1 séries

de variables xl, x2, ..,,xn — 1, est un covariant primaire, si elle

satisfait aux n — 2 équations

^'d^'=°' '^é'^"' xn — 2
d

dxn — i

= 0.

(*) J. Deruyts, Sur la loi de formation des fonctions invariantes^ p. 4:

(Mém. couronnés et Mém. des sav. étr. publiés par l'Acad. de Belgique,

t. LI, in-i"); Stir les fonctions semi-invariantes (Bull, de l'Acad. de Bel-

gique, 5' série, t. XIX) ; Sur les covariants primaires (Ibid., t. XX).



( 99 )

Observons d'abord que le poids u de la fonction invariante 9
ne peut pas être négatif (§ 38, Rem. I); le produit

y' = y . (dr xli x% ... xn^Y

est, par suite, une fonction invariante de poids zéro, qui a pour

source la source 90 de 9. D'après les conditions de l'énoncé, on

a les n— \ équations

Soit cps l'expression symbolique normale de 9'; la fonction tp^

est une somme de produits de formes linéaires telles que

%i» Oj-i, ..., Oxt, Oi2j — » ^i»> ^iMJ •••; (2)

l'expression symbolique normale ç" de la source 9" s'obtiendra

au moyen de 9^, en remplaçant les formes (2) par les coefficients

correspondants

«1, 6,, ..., 02, 62, ..., a„, h„, ...

D'après les équations (1) et d'après les propriétés des expres-

sions symboliques normales (§ 7), on obtient :

xi
, . ^ =0. (t = l, 2, ..., w-l),
dxi +- 1

ou encore

a^ H- 6^,
—— -t- ... = 0, {i = i, 2, ..., n — \).

Remplaçons dans ces équations les formes

par les coefficients

Ui, bi, ..., 02, 62, ..., a,., 6„, ...;
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nous devrons remplacer en même temps 9, par <p" el nous

obtiendrons

dfg dos
tti-— +6.—1--4- ... = 0, (^=^, 2, .., w— 1),

V

ou encore
(^•+1, ï)y:= 0.

II résulte de là que la source 9" ^ cfi du covariant 9 satisfait

aux équations

({h_1, e)/= 0, ^= l, 2, .... «— 1.

Par conséquent, 9° est un semi-invariant et 9 est un covariant

primaire.

63. Application. — Soient m\, m''2, ..., mn — 1 les degrés

d'un covariant primaire
j^

par rapport aux séries de variables

a;l,x2, ...,xn— 1. D'après l'expression symbolique de
j^

qui a

été rappelée ci-dessus, le covariant primaire "/^ ne contient qu'un

seul produit

xifx^f ... xw — i:ri^-'

formé au moyen des variables du tableau triangulaire

i»33 "^--^.
/ W

xii
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si m\, m'jL, ..., mn— 1 sont les degrés par rapport aux variables

x\yX%,..,xn — 1. Cette condition n'est pas remplie pour les

polaires

quand la fonction invariante (ç, aux variables x\, x'2, ..., xn— i,

ne contient qu'un seul produit

xifx^^^ ... xn — i^lj^

formé au moyen des éléments du tableau (t). On doit donc avoir

d d d
x\ -— y^O, x2 -— 9 = 0, ..., xn — 2- ? = 0;

dx'-l
^

dx5^ dxn— 1
^

par suite, ç est un covariant primaire.

Propriétés des coefficients des covariants primaires.

64. Comme nous l'avons vu (§ 44), toute fonction homogène

et isobarique des coefficients de formes algébriques est la source p
d'une fonction invariante [P], an séries de variables; la fonc-

tion p est ainsi un coefficient de [P]. D'un autre côté, [P] est

une somme de covariants identiques multipliés par des polaires

de covariants primaires, relatives aux variables. On déduit de

là que toute fonction homogène et isobarique des coefficients de

formes algébriqueSy est une somme de coefficients de covariants

primaires.

Exemple. — On a

1 1

aA= - («163 + aj)i) H- - {afiz— a^hi) ;

M À

ai^h-^ H- «364 est le coefficient de x\(x\-^ dans le covariant pri-

maire a^iôji; ^165— «361 est le coefficient de acl^acSg dans le

covariant primaire (± «,46,2).
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65. Tout covariant primaire ^ des degrés ml, m% ..., mn— 1

pour les variables x\,x'^, ..., xn — 1 et de poids tz, peut s'écrire

symboliquement (§ 47) :

p.= 0/n (± al,, a\^ ... aî^r-"''+' (± al, aS^ ... anj^ (3)
«=1

Oe désignant une opération polaire relative aux coefficients (on

doit du reste supposer mn =• 0).

La source de y^ est le semi-invariant

^= o/n (± a\i a% ... aîir*-'"'+' (± al, aSa ... an^", (4)

qui a les poids

La comparaison des expressions symboliques de ^ et de t{>

permet d'énoncer la propriété suivante : Si tt^ ,712, ..., 7r„ sont

les poids de la source <\) d'un covariant primaire ^, il n'existe

aucun autre coefficient de mêmes poids et il n'existe aucun

coefficient qui ait, pour les indices i, 2, ..., i — \,\, les poids

T,, ^2, -, ^i-i, ^i + £, (e > 0).

66. D'après la formule (3), toute combinaison linéaire^ des

coefficients de
'^(^

peut s'écrire symboliquement

0, n (± aUi a2A2 ... a4.) ... (± a^^a% ... a/2„r, (S)

chacun des produits II contenant mi — mi -h i déterminants

d'ordre i tels que

(zh alii «2^2 ... aîki), i= 1 , 2, ..., n — 1.

De la même manière, on aura

Q= 2 Oc"n (± Al,, A2,2 ... Mh) ... (± Al, A22 ... A«„)^

pour la transformée de q, par une substitution linéaire des

variables.
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Les coefficients transformés Aj sont déterminés par Téquation

Aj = «ij») -+ a^jtt^ +- •" •+- 0(.„jClni

il résulte de là, d'après la formule (4), que la fonction Q contient

la source ^ multipliée par

= 2 n (=b a,_i.i «2,^2 ... a;,i,-) ... (± a,| a22 ... a„„)'^.

Si la quantité est nulle , on obtient, par un changement de

notation :

5 n (rb a\ti a%^ ... ai^,) ... (db alj a% ... awj = 0,
«

et d'après la formule (S), la quantité ^ est nulle quand on la

rapporte à un covariant primaire quelconque des degrés m\,

m% ..., mn— 1 . Eu conséquence, si une fonction linéaire q des

coefficients d'un covariant primaire ^ n'est pas nulle identique-

ment (d'après la définition des covariants primaires), cette fonc-

tion linéaire a pour transformée Q, une expression qui contient

nécessairement la source (];.

Au moyen de ce théorème, nous démontrerons la proposition

suivante :

Entre les coefficients de covariants primaires linéairement

indépendants, il n'existe aucune relation du premier degré qui ne

résulte pas de la définition générale des covariants primaires.

Considérons, en effet, des covariants primaires -^1, y^^, ...,

linéairement indépendants; contrairement à l'énoncé, supposons

entre les coefficients une relation du premier degré g= 0, qui

ne résulte pas de la définition générale des covariants primaires.

La transformée G sera nécessairement nulle et, d'après ce qui

précède, elle doit s'exprimer au moyen des sources ^pl, 4^2,...,

des covariants primaires ;)^1, 5^2, ... La relation G= se par-

tage en relations isobariques J^= 0, entre les coefficients des

divers covariants. Soient, en général, 111,712, ... , 7r„ les poids d'un

semi-invariant compris dans la suite <!^\, 4*^, ... Désignons par tti'

le maximum des valeurs de uj; désignons de même par Uj
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la plus grande valeur de tts qui se trouve associée à ir^ = tî^, etc.

En considérant, dans l'équation G== 0, les termes de poids uî,

TC2, ... TT^, on obtiendrait une relation linéaire entre les sources ^
de certains covariants de la suite ^1, ^2, ... (c'est ce qui résulte

de la propriété énoncée au paragraphe 65). Ainsi, les covariants

primaires y^], y^, ... ne seraient pas linéairement indépendants,

comme nous l'avons supposé. Par suite, il ne peut exister aucune

relation linéaire g^ == entre les coefficients de ^1, ^2, ...

Propriétés des polaires de covariants primaires.

67. Expressions irréductibles. — Soit <^une fonction isoba-

rique quelconque

les lettres w désignent des fonctions des variables; les quantités

représentées par p^, p^? -jK dépendent seulement des coeffi-

cients de formes algébriques.

Cela posé, nous dirons que SltUiP, est une expression irréduc-

tible de ^, quand on ne peut pas la remplacer par une somme

analogue comprenant moins de r termes. Pour la suite, nous

aurons à faire usage des considérations suivantes :

1° Dans une expression irréductible ^= Swp, les quantités p
indépendantes des variables s'expriment linéairement au moyeu

des coefficients de ^.

En effet, tout coefficient ^' de <3^est une fonction 4^ du premier

degré de pi ,jt)2 ...,/), ; d'autre part, les équations 5^' = 4^ sont

résolubles par rapport à /9,,p2J — >Prj puisque le nombre des

fonctions J^ linéairement indépendantes ne peut pas être infé-

,rieur à r.

2° Uexpression ^= Swp est irréductible, s'il n'existe aucune

relation du premier degré entre les quantités

Wi, iv^, ..., w/, Pi, Pi, ..., p,.. *

Soit
' „'

li\pi -+ WiPi H -t- WpPp
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une expression de .^comprenant le plus petit nombre possible

de termes; on doit établir l'égalité r= p.

Les coefficients de ^ sont des fonctions linéaires -f de pi,

jOg, ... p^; il en est de même de p[,p'^, ...

,

Pp, d'après ce qui pré-

cède; dès lors, si l'on identifie les multiplicateurs dep^,p^, .. ,p^

dans les expressions

on obtient w^ijtyg,...,^^ comme sommes des quantités it;l,W2,...,M;p

multipliées par des facteurs numériques. Les fonctions w^,

Wç^, ...,w^ sont, par hypothèse, linéairement indépendantes; on

doit donc avoir r= p : c'est le résultat que nous voulions

obtenir.

68. Reprenons encore l'expression symbolique des covariants

primaires j^, de poids tt et des degrés ml, m% ..., mn— i pour

les séries de variables xl, a;2, ...,xn— 1. Nous écrirons :

en prenant
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Puisqu'il n'existe aucune relation du premier degré entre les

fonctions Wi, iv^, ..., w^iPi > Pa ? --i Pn 1^ formule (7) fournit une

expression irréductible du covariant y (§ 67). En conséquence,

les expressions irréductibles des covariants primaires de mêmes

degrés ml, m2, ..., mn — 1, contiennent le même nombre r de

termes.

Remarque. — La source «j; du covariant
}(

jouit de cette pro-

priété qu'aucun autre coefficient ne peut avoir les mêmes poids
;

par suite, la source est un multiplicateur indépendant des varia-

bles dans toute expression irréductible de y.

Nous désignerons par pi ce multiplicateur, dans la formule (7) ;

nous aurons alors

n-i

Wi = n (=h x1 1 x'2^ ... xii)""-""+*. (8)

69. Nous désignerons par Q une opération telle que Q^ est

une somme homogène de covariants identiques, multipliés par

des polaires de ^ par rapport aux variables. Dans la suite, les

caractéristiques Q affectées d'indices auront des significations

analogues. Cela posé, toute fonction Qy, déduite d'un covariant

primaire y, contient la source <\) de ce covariant.

La fonction

fia. = ÇlWi . pi -+ QU\ . p2 -+-••• H- CllVr . Pr

étant invariante, ne diffère de sa transformée que par une puis-

sance du module; on a donc

WÎPi H- w;P2 -\— -*- W^Pr = (^'^'(nwipi + aw^p^ -I- ... -t- nwrPr),

si l'on représente par W la transformée de la fonction Qw. En

identifiant les coefficients des divers produits de variables, on

obtient des relations

f (P,, P^, ..., P,) = jÇ,{p„ p„ ...,>,)»

dans lesquelles J^, ^j désignent des fonctions linéaires différentes
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de zéro. La quantité ^(P^, Pg, ... , PJ, qui est la transformée

de -C(Pi,/32, ...,/?,.)» ^^ peut pas être indépendante de la source

i''!
=" ^ (§ 66) î P^ï" suite, la quantité Qj, supposée différente de

zéro, doit contenir la source du covariant primaire ;^.

70. Soient y\,y^, ...,-^1, des covariants primaires : repré-

sentons par yl la valeur de la fonction -^^ [formule (6)] ,
quand

le covariant primaire y, que nous avons supposé quelconque, a

la détermination particulière yk. Nous aurons, en expressions

irréductibles :

^°k= wki . p°ki + wk^ . p''k.i -4- ••• + wk^k • p^^k^k, (6')

p/fc = wki . pki -+- wki . pk^ +•••-*- wkfk • pkrk- (7')

D'après les propriétés établies ci-dessus (§ 66), il n'existe

aucune relation du premier degré entre les différentes quantités

plj, p\, ..., pt,, si les covariants primaires y\, y1, ..., ^t sont

linéairement indépendants.

Comme conséquence, on peut établir la proposition suivante :

Quand les covariants primaires y\ , ^2, ..., ^t sont linéairement

indépendants, une fonction

ni%l -4- n2%2 -+-•••-»- a,%ï

ne peut pas être nulle, à moins que les quantités

ne soient nulles séparément.

En effet, l'égalité

fournit des relations du premier degré entre les multiplicateurs

p\j,p^^, ...jpt,; de pareilles relations ne peuvent avoir lieu que

si elles sont identiques : on doit donc avoir

£i,%1 = 0, a2%2 = 0, .... a.xt = 0.
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71. On déduit immédiatement de la formule (6') :

Oi^^/c= p^ki . ÇikWki •+ p^k^ . Q.kWk^ -+-•••+ p^kfi, . n^wk^k-

Remplaçons les différentes variables par des coefficients de

formes du premier degré et substituons à al , «2, ..., an — 1, les

variables x\, x% ..,, xn — 1. En employant des parenthèses pour

indiquer cette modification, nous écrirons :

] ".%^ 1
=

i fh \
'

1 Q-ê^h \
-*- - +•

1 fK^ \ 1 ^Mr. }. (9)

D'après la valeur de y^ [formule (6)] , on a, en général :

aa2 duil — i

et, par suite :

d
„ d

da'i datl — 1

en effectuant la modification qui a été indiquée ci-dessus, on voit

que \Qx°\ satisfait aux équations

d d d

dx^ dx5 dxU — l

du reste, jû'/°| est une fonction invariante (§ 58, Rem.lY);

conséquemment jO^^j est un covariant primaire.

La fonction y° n'est pas modifiée quand on remplace tous les

coefficients a par les séries de variables x, et réciproquement; il

résulte de là que les covariants primaires j^k et j^x"A;| sont des

mêmes degrés par rapport aux variables; leurs expressions irré-

ductibles doivent contenir le même nombre de termes r/c (§ 68).

Par suite, la formule (9) fournit une expression irréductible

de |Q,/^i.
La source de

| Qy^ \
s'obtient en considérant dans y° le multi-

plicateur de fl1"'a2^^ ... an— l""7*et en remplaçant les variables

par des coefficients de formes linéaires ; d'après cette remarque,

on voit que la source de iQy^l est la quantité jQwi \.
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Quand les sources

n'ont entre elles aucune relation du premier degré, les covariants

sont linéairement indépendants et il en est de même des diffé-

rentes fonctions \Q/,wkj\ (voir § 66). Conséquemment, si les

quantités Q,,wki n'ont entre elles aucune relation linéaire, il en

est de même des fontions Q^wkj, où l'on a

k=], 2, ..., t; j= l, 2, ..., rk.

72. Soient

les degrés du covariant -^k pour les variables x\, x^, ..., xn — 1
;

d'après la formule (8), on a

wk, =="n (± x\, x%, ... xî,)*^'*"""''^ '*

.

(8')
1

On a, du reste :

mik= yjk„ — y{ki {i^=\,% ... , n — 1 ), (10)

si Ton représente par riA;, , tJî^, ..., rji^ les poids de la fonction

QkWki^ pour les indices 1, 2, ..., n ; en effet, la quantité wA;, et ses

polaires ont les mêmes poids — m\^, — mS^, ...,
—mn— 1^., pour

les indices 1, 2, ...,n — 1
;
pour obtenir la formule (10) , il

suffît d'observer que le poids varie de la même manière pour

tous les indices quand on multiplie une polaire de wk^ par un

covariant identique.

Cela posé, admettons qu'il existe une relation linéaire entre

les fonctions Q^wAi ; on aura, pa|" exemple :

eiVLiW\i 4- £2^21^21 -t- H e^Cl^whi= 0, (11)

les lettres s désignant des facteurs numériques différents de zéro.
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Cette relation peut être supposée isobarique; on a alors :

yji.= ^%= ... = ^h., {i = i, 2, ..., n),

puis
wtIj = w^i = ••• = whi,

à cause des formules (8) et (10). Dans ces conditions, on

obtient

a,x'^ = ûiWli .pli -+ û.iW\2. pla -t- ••• H- D.,wlri .jolw»

il2%l = Û^W^i . pli + «2^1 2 . pla -^ ••* + iîaWln • pl,!»

iift%l = OftW/l, pli -«- ftftWia . pl2 -+- • • -<- "ftWl^ . pin.

D'après ces relations et d'après la formule (11), la fonction

eiû,%i +- £2^2%! H- • • -4- f^Qj^l

est indépendante de la source pi
i
du covariant

)(;i ;
par suite, elle

doit être nulle (§ 69).

Nous dirons que les opérations Q^ O^ — ^t sont linéairement

indépendantes pour x^'X^' ••*'X^' 1"^"^ aucune des fonctions

Q^yk ne peut s'exprimer comme combinaison linéaire de

ciixk, Û2%A;, ..., %_!%&, îiA+i%^, ..., ",%&;

les quantités

ne peuvent alors satisfaire ni à la formule (H), ni à toute autre

formule analogue.

En tenant compte de la propriété établie au paragraphe pré-

cédent, on obtient ce résultat : // n'existe aucune relation du

premier degré entre les fonctions Q^wk-,si les opérations QiQç^...Qi

sont linéairement indépendantes pour ji, y^, ..., ^t.

73. Si les covariants primaires j^l, ^2, ..., vt n'ont entre

eux aucune relation du premier degré et si les opérations

Qf , Ù2> •••> ^t ^ont linéairement indépendantes pour j\,'y^, ...,7;^

la fonction

iii%1 + %%2 -\ -\- siixt
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a pour expression irréductible une somme dev\ + r2 -f- ••• -4- rt

termes (rk étant le nombre de termes d'une expression irréduc-

tible de yk).

En effet, on a, par la formule (7') :

/ k=t,J=rk

L'expression contenue dans le second membre de cette équa-

tion est irréductible, parce que les fonctions Q^'^kj et jkj sont

linéairement indépendantes (§§ 67, 70, 72).

74. Soient '^1, '^2, ...,^/ des covariants primaires qui n'ont

entre eux aucune relation du premier degré; si les opérations

Oi,Q2,..,0, ne sont pas linéairement indépendantes pour

y^^y^, ..., jt, on peut toujours donner à la somme

ni%l -t- ii2%2 H- — -t- sifxt

une expression

û',5.'l -t- û;%'2 -t- •.. -t- nj x'ti, {h < t),

telle que y[, yl, ..., ^J soient des fonctions linéaires de yi^

y^, ..., ^t, et que les opérations Q|, Qâ, ..., ù\ soient linéaire-

ment indépendantes pour y^yja ••'

En effet, si l'on a par exemple

û.d%l =e2Û2%l -+- f3Û3%l -\ -+-
£tQ.,x\,

on peut écrire

D'après cette formule, ûg ^2 et Qg y\ sont des fonctions des

mêmes degrés : en supputant les altérations de degrés que

l'opération O2 produit par rapport aux variables, on trouve que

^2 H- £2 X^ ^^^ ^"^ fonction homogène et, par suite, un covariant

primaire, y\; il en est de même de

%'2 = pc5 + e3%l , ... , %'?— 1 = %f -+- e,xi.
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On peut donc remplacer la somme

Û1%1 -<- Û2%2 -H ••• -4- Q.tXt

par

ûi%'i + û',%'2 -*- ••• -4- Q.\.at — 1.

Les covariants primaires j^\, ^'% ... n'ont entre eux aucune

relation du premier degré; si les opérations Q[, Q'^, ..., 0<'_i ne

sont pas linéairement indépendantes pour j^i, ..., j^t— 1, on peut

appliquer à SQ';^' la réduction indiquée pour HQ^.En continuant

ainsi de suite, on obtiendra le résultat annoncé.

Application au développement des fonctions invariantes

suivant les polaires de covariants primaires.

75. D'après la réduction des fonctions invariantes aux cova-

riants primaires, toute fonction invariante cp est exprimable sous

la forme

? = ûi%l -t- Û2%2 + ••• + û,%î;

nous pourrons toujours supposer qu'il n'existe aucune relation

du premier degré entre les covariants primaires ^1 , y% .-,j} et

que, d'autre part, les opérations 0, , ù^^ •••j ^< sont linéairement

indépendantes pour y\, y^, ..., yt. Dans ces conditions, la fonc-

tion ç a pour expression irréductible :

(voir § 73). La quantité pl^, qui est la source de y\, est une

combinaison linéaire des coefficients de cp; par suite, plj est la

source d'une fonction invariante 9I, aux variables x\, x2, ..., xn,

que l'on déduit de cp au moyen d'une opération polaire rela-

tive aux variables (§ 45). La fonction invariante cpl, ayant même
source que ^1, ne peut différer de y\ que par une puissance de

{±.x\i^x\...xn^. Conséquemment, les covariants primaires yA

,
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y^, ..., ^t, auxquels une fonction invariante 9 est réductible, sont

des quotients de polaires de tp , -par des puissances du déterminant

(zhxl-jxSg... xn„)(*).

Applications. — I. Quand une fonction invariante 9 est de la

forme Q^^l, les expressions irréductibles de 9 et de ses polaires

différentes de zéro contiennent le même nombre de termes :

c'est ce qui résulte du théorème énoncé au paragraphe 73.

Réciproquement, on peut énoncer la propriété suivante : Si les

expressions irréductibles de 9 et de ses polaires comprennent

le même nombre de termes, 9 est de la forme Qj^l-

En effet, si l'on a comme ci-dessus

? = fîi%l -4- • • -t- Cl,xt,

l'expression irréductible de 9 contient ri -j- r2 -j- .•• -^ rt

termes. D'un autre côté, la polaire de 9, qui est le produit de yl

par un covariant identique, a pour expression irréductible une

somme de r\ termes. D'après les conditions de l'énoncé, on doit

donc avoir

r2 = 0, r3 = 0, ..., rt= 0,

(*) Exemple. — La fonction invariante

^ = (± ajj,^) alibis

peut s'écrire

si l'on prend

On a, d'autre part :

X^= (=b a^ib^^f.

\ ( d Y

d 1 d I d Y
t/a;2^ 4 dx\ \ dx^l ^

i [ d Y 3 (/

„3 = 3,--^a=2^j^.--x2— x2.
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c'est-à-dire :

%2 = 0, %5 = 0, ..., xt = et î>=a,%l.

II. Si une fonction invariante a/ est réductible aux covariants

primaires

%1, x% ..., xk, {ti<t),

la fonction cp' multipliée par un covariant identique, est une

somme de produits de polaires de 9 par des covariants identiques.

Pour l'établir, il suffît d'exprimer, dans le développement de 9',

les covariants y\ , ^2, ..., y^i au moyen des polaires de cp.

76. Les covariants primaires que l'on peut déduire de (p, au

moyen d'opérations polaires, sont des combinaisons linéaires

Soit, en effet, ;j(un covariant primaire, dont le produit par un

covariant identique est une polaire de cp, relative aux variables;

d'après la formule

y= a,%1 -4- n,%2 -+-... -t- n,xt, (12)

nous aurons une relation de la forme

^x= "'i%l + ^'2%2 -4- ." + a^xt,

dans laquelle Q-^ représente le produit de ^ par un covariant

identique. Il résulte de là que les fonctions j^, '/\, ^2, ..., jt ont

entre elles une relation du premier degré (§70); par hypothèse,

les covariants y\ , ^2, ..., yt sont linéairement indépendants : en

conséquence, ^ est une combinaison linéaire de •^\,j^,...,yt.

Si l'on suppose 9==-^!, on obtient cette propriété : Àii moyen

d'une opération polaire relative aux variables, on ne peut pas

déduire d'un covariant primaire un autre covariant primaire.

Application. — Soient

x'\, x% ..., %'ï

des covariants primaires

%'« = fi.%1 -+- f,-2%2 -H ••• -1- f,,%<, {i=\, 2, .. , t) (13)
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obtenus comme combinaisons linéaires de y\,y°l, ...,yt ei de

telle manière que le déterminant

e = (=b f,iC22 — c«)

soit différent de zéro.

Représentons par s.e'j le mineur de e^y dans le déterminant e;

si les opérations Q^, û^g, ..., Qi, sont définies par les formules

schématiques
-Q„. = f;,a, -+- 4fÎ2 -t- ••. -»- f,',n„

on a identiquement :

Î^I%1 -•- ^2%2 H 1- n,%(= aH%'l -t-n,2%'2+ •..-+- il,,^.'^ (14)

Nous dirons que les développements

? = 2 "'-^' ^' ? = 2 ^^i'>^^

sont équivalents par transformation linéaire. Cela posé, nous

établirons le théorème suivant :

Tous les développements d'une fonction invariante ç, au moyen

de covariants primaires, sont équivalents entre eux par transfor-

mation linéaire (*).

Considérons la fonction invariante <p, développée suivant la

formule (12) et suivant une formule analogue :

? = i^21%"'l -+- ii22%"2 -*- ••• -V- ilM'ti. (15)

D'après les résultats indiqués aux paragraphes 75 et 76,

^"1, ^"2, ... sont des combinaisons linéaires de y^\, y^, ..., jt

et réciproquement; du reste, il n'existe aucune relation du pre-

mier degré entre les fonctions ^" ou y^. On a donc t^ = t ei on

peut écrire xi= x^,
d'après la formule (13).

(*) Dans le cas de formes binaires, on retrouve un résultat connu. Voir

Clebsch, Théorie der binàren Formen, p. 19j Goudan, Vorlesungen nber

Invariantentheorie, t. II, p. 82.
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En faisant usage des équations (12), (14) et (15), on obtient :

(n„%'l — n2,p/'l) + {a,^x'^2 — a^x'^) + - -+- {^ux't — n^ix't) = 0.

A cause de l'indépendance des covariants primaires ^', la

dernière égalité peut être remplacée par

Î^21%'1 = ^U%'1> ii22%'2 Î^12%'2, .. , ^^tX't = nuX't,

(voir § 70). Il résulte de là, d'après les équations -^'i= -/^i, que

les formules

sont identiques; en d'autres termes, les développements (12) et

(IS) sont équivalents par transformation linéaire : c'est le résul-

tat que nous voulions obtenir.

Transmutation des fonctions semi-invariantes.

77. Comme nous l'avons vu (§ 34), les fonctions semi-inva-

riantes quelconques permettent de déterminer des semi-invariants;

par suite, elles se rattachent directement à l'étude des covariants

primaires. Nous indiquerons d'une manière succincte des modes

de formation analogues à ceux que nous avons établis pour les

fonctions invariantes (§§12 à 19).

Désignons, comme précédemment, par Si la substitution

linéaire des variables définie par les équations

«= 1, 2, ... n; nous représenterons encore par les lettres des

fonctions des paramètres de la substitution.

Soient

[Pl, />2, -, Pr), {P[, P\, '', P'r), (</n 92, ••, ^r)

des groupes de fonctions des éléments (variables et coefficients);
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nous dirons que les systèmes (Pi,P2^ —iPr), (p^Pîj —,p'r), sonl

cogrédients pour la substitution Si, si l'on a, pour la substitu-

tion Si, les relations

Pj = 6,1 P, -H Oj-^Pa -t- ••• + e,>P,,

4l4! : «!;; pj = %iP; -»- Qy^P^ -»- - + ^jX, j= ^, 2, -, r,

Si, fg, ..., £„ é(ant des constantes.

Nous dirons que les systèmes (Pi,P2 5 •••^Pr)? (^ii C'a» •••' ^r)

sont contragrédients pour la substitution Si, si Ton a, dans les

mêmes conditions :

4^41 ... ail Qj = SyÇ, -4- Ô2^.Ç2 -4- •• -+- ô^jq,.

Par des considérations analogues à celles que nous avons

développées aux paragraphes 10 et H, on obtient les résultats

suivants ;

1° Pour la substitution Si, les coefficients a, ^„ et les pro-

duits acii * ... a,p-*^" sont respectivement cogrédients des dérivées

et
, izli , aAf„ f

,
da

,ax, ... dXf/.„ " «Jj... a/i„ ail... a^cc^

d'une fonction semi-invariante C^.

2° Les produits de dérivées premières d'une ou plusieurs

fonctions semi-invariantes quelconques ^, ^i, ... et les dérivées

multiples correspondantes de ^ constituent des systèmes cogré-

dients pour la substitution Si.

3° Pour la substitution Si, les variables x et les coeffi-

cients a^i sont des quantités respectivement contragrédien(es

aux dérivées

d.1/ dtp
—- et
dx da ,

«Il ..

78. On peut de même énoncer les théorèmes suivants :

1 ° Toute fonction semi-invariante est la somme des produits
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des termes correspondants de deux systèmes contragrédients pour

la substitution Si.
•2

2° Si une fonction semi-invariante ^ est exprimable d'une seule

manière comme fonction entière des séries de quantités (pi),

(p2), ..., on n'altère pas la propriété de semi-invariance en rem-

plaçant dans i\) les quantités (pi), (p2), ..., par des quantités

(p'i), (p'2), ..., cogrédientes pour la substitution S±.

On déduit de là des conséquences tout à fait semblables à

celles qui ont été indiquées aux paragraphes 14 à 19 : il suffit

de remplacer dans les énoncés, la dénomination de fonction

invariante par la dénomination de fonction semi-invariante.



CHAPITRE VI.

LOI DE FOMATION DES FONCTIONS INVARIANTES (*).

Covariants dérivés.

79. Soit 9 une fonction invariante aux n — \ séries de

n variables

xl, x2, . ., xn— 1 ;

soit f une forme quelconque aux p. séries de variables

>
x\, x% x^, li=n—\

Nous désignerons par R(/', cp) le produit

n,

df df . df
x\ ,

—

.x2-

—

... XI-—
dyl dy\ dy{

df df . df
x\ xi . . Xi

dyl dyl dyl

d. d'f

d<t> dv
x\ —^ .x2—4

dxi' dxi'

{r<^

df df . df
x\ — x2 -r-. ... XI --

dyj dyj dyj

df rfy

xi X2
dxi dxi

XI
df

dx\

df
x\ —- x2 ... XI——

rfx2 rfx2 rfx2

XI
dxi'

df df

dy\i dyi^

df df

dy'-2t dy%

df df

df_

df_

dyh dtjj^ dyj,

df df df

rfxli rfxij dx\,

df df df

dx% dx% dx1„

df df df

dxi\ dxi'^i dxi'n

K)

(*) J. Deruyts, Détermination des fondions invariantes de formes à plu-

sieurs séries de variables.
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en introduisant les conventions suivantes :

1" Dans les déterminants d'ordre A, on a i'==k— /;

2" y\, 1/2, ..., yj représentent des séries de variables com-

prises dans le système x\, 3c2, ..., xp;

3° Le produit Ily se rapporte à toutes les valeurs z== 1, 2, ...,

n— 1 et aux valeurs j= 0, \, % ..., k que Ton peut donner à j

dans les déterminants d'ordre k;

k° Le produit R(/', cp) contient r.j et r„j déterminants d'or-

dres ^, w, analogues à ceux qui sont indiqués explicitement;

du reste, les séries de variables y peuvent avoir des détermina-

tions distinctes ou non, dans les différents facteurs du produit U,,.

Cela posé, la fonction R(/', cp) est invariante, car elle est une

somme de produits homogènes de polaires et de déterminants

des dérivées premières relatives aux variables. Remplaçons les

produits de dérivées premières de /" et de cp par les dérivées

multiples correspondantes de /" et de cp ; nous déduirons ainsi

de R(/', (p) une fonction invariante (§ 17). Nous représenterons

par [R(/i 9)] cette nouvelle fonction invariante, en supposant

que les dérivées multiples de /" et de tp sont indépendantes

des variables.

Nous dirons que [R(/', q?)] est un covariant dérivé de /"et de 9.

La fonction R(^, tp) satisferait aux équations

d d d

ax2 dxù dxn — 1

si les produits de dérivées du premier ordre de /" et de cp étaient

indépendants des variables. On obtient précisément [R(/', 9)]

en remplaçant dans R(^ 9) les produits de dérivées premières

de /"et de 9 par des dérivées multiples indépendantes des varia-

bles : la fonction invariante [R(^ 9)] satisfait donc aux équations

xi —-.
= 0, 1 = 1,2, ..., n — 2;

dxi +- 1
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elle contient, d'autre part, les seules variables xi, x% ..., xfl — 1 :

par conséquent, tout covariant dérivé est un covariant primaire.

80. Ecrivons symboliquement :

le semi-invariant, qui est la source de [R(/, ç)], est représenté

en expression symbolique par
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différents de al, a2, ..., aa; le semi-invariant ^, est réductible

à une somme de termes tels que

doD, i=l,j=0

bii
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symbolique ^'„ contenant les symboles al, a2, ..., ak, est une

somme d'expressions analogues à

b'% b'%

6'l,



( 124 )

pour /= 1, 2, 5, .,., n. On déduit de là :

i

i=o

82. Désignons par (];, un semi-invariant symbolique qui

contient, outre les symboles a\, a2, ..., ak, le nouveau symbole

ak-h \; afin de simplifier l'écriture, nous remplacerons la nota-

tion ak-+- \ par a.

La quantité ^, est développable comme somme de produits

a**a*^ ... a"", multipliés par des fonctions OÏL indépendantes du

symbole a. Soit r„ la valeur maxima de «„ ; désignons par r„_i

la valeur maxima de «„_, qui se trouve associée à a„ = r„
;

en général, nous supposerons que r,. est la valeur maxima de a,

qui se trouve associée à

Le produit a^^a^^ ...a^" est le terme principal de ^, par rap-

port aux coeflficients a,, a^, ..., a„; si nous écrivons

^^zz= «, 'aa' ... o„" JlLo -+- 2( «1 «2 ... a„" jrc,

la fonction JTIq est un semi-invariant indépendant du symbole a

(§ 34); nous représenterons DKq par la notation 4'! <]ue nous

avons employée ci-dessus pour désigner un semi-invariant relatif

aux symboles a\, «2, ..., ak.

Soient

TT] , TTg, ... , JT^ et '15 "25 •••?

les poids de 4's et de ^', pour les indices 1, 2, ..., n; nous aurons

TT^ == Tc. — r^. Suivant notre supposition (§ 81), on peut écrire

dcok

et on a, comme nous l'avons vu :

i

2 ^'ij = ^'i — <+x {i < ») (3)
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83. Soit

le développement de ^|/, suivant les puissances de

«1, 02, 'i-1? "i+2î

La fonction ^q est nécessairement du degré total r, + r,.^^

par rapport à «., «,+,; d'un autre côté, r.-^j est, par supposition,

l'exposant de la plus haute puissance de a^^^ qui multiplie

"I"*I-T* - «Ij' ' ^" conséquence, la fonction ST^o est divisible

par a**' et nous pourrons écrire :

^,= DI.;ar^ .. ar'a.ïr . . al" + 2 ^- «f ... «fjr'^Sr^ ... «!"• (4)

Pour la valeur numérique i, on a (^-f- 1, ^)^|;^=:0, c'est-à-dire

(ï + 1 , i) Sfïoo X al'' ... apaS^f ... a'n"

+ 2 (^ + d, *)
.Tto X «f' ... «f!r'«ïr ... a^ = 0;

on obtient, par suite :

{i-*-\,î)Sf(s>'o= 0-,
(5)

(il faut toutefois observer que cette équation a lieu pour la valeur

numérique i, et non pas pour ^ = 1, 2, 5, ..., n— 1).

D'après l'équation (4), (DToo a, pour les indices i el i-h \, les

poids TT,— y, et TT.^j : il résulte de la formule (5) que la diffé-

rence des poids de DToo pour les indices i, i-i-\ ne peut pas être

négative ; on a ainsi

ou encore

^'i — ^i+i — ^i+i >" , (6)

d'après les relations



( 126 )

84. Les formules (3) et (6) fournissent les relations

2 '"'ï = ^'+1 ' (^ = 1 , 2, ,.., w — 1 ).

3=0

Par suite, il existe au moins un système de nombres p^ posi-

tifs ou nuls, non supérieurs aux nombres r-, et pour lesquels

on a

2pii= n>i, it = 1,2, ..., w — 1). (7)

y=o

dx:
D'après ces considérations et d'après l'expression de—' (§81),

nous pourrons former la fonction

«r^n

«1
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±-7-^ [formule (2')] (*). Faisons la somme des fonctions V^

correspondant aux différents termes de

,' \^^'.

nous obtiendrons un semi-invariant 2 V^, tel que ± 2 V et ^^

ont le même terme principal a^^a!"^ ... a^", multiplié par la même
fonction ^]/,.

85. Soit al^^^d!'^'^ ... a^'" le terme principal du symbole a dans

le semi - invariant ^^ =F 2 V*^. La définition du terme principal

conduit aux relations suivantes entre les nombres

1" On a r,„ < r„, et en général r,, < r,- si l'on a

2° Les termes correspondants des deux séries

ne peuvent pas être tous égaux en même temps.

Les considérations qui ont été développées pour i\i, sont appli-

cables à ^j>, =F 2^; par conséquent, il existe une fonction zh 2V',

analogue à 2V0 et telle que si a^^^a^^^ ... a^^" est le terme principal

de (];, qF2V<'qFSV', il existe entre les nombres rj,-, r^ des rela-

tions analogues à celles qui ont lieu entre les exposants r,,, r,.

En continuant de la même manière, on obtiendra des semi-inva-

riants

tout à fait semblables à ± 2V° (**).

(*) On doit prendre le signe -h ou le signe —, suivant que 2,^V,+^ est

pair ou impair.

(**) Tous les signes + et — ne se correspondent pas nécessairement.
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Soit af'^df''^ ... a^'" le terme principal du symbole a dans le

semi-invariant

^(') = ^,=f2v"^2V'=F-=f2V"-", (8)

supposé différent de zéro; les exposants r^j, r,2, ..., r<„ satisfont

aux conditions suivantes :

1° On a r,„^r,_i,„;

2° On ne peut pas avoir r„ > r,_i , si les relations

ont lieu simultanément;

3° On ne peut pas avoir en même temps les n égalités

Ces propriétés permettent d'établir que pour une valeur suffi-

samment grande de i^ on a '^/{^ = 0.

En effet, dans la supposition contraire, on aurait une suite

illimitée de nombres r^„, »"(, „_i, —, r^. D'après la première

condition indiquée ci-dessus, le nombre r,„ ne peut pas croître

quand t augmente : il peut décroître, mais, à partir d'une certaine

limite (t > t'), il conservera la même valeur.

Pour t > t', le nombre r^^ „_, ne peut pas augmenter en même

temps que t; en conséquence, r,„ et r, „_i auront des valeurs

constantes quand t dépassera une certaine limite. On obtiendrait

de proche en proche la même conclusion pour r,,„_2, »",,„_3, ..., r^.

On aurait donc, pour une certaine valeur de t :

D'après la troisième propriété des nombres r,,, les égalités

précédentes sont impossibles à moins que l'on ait ipi'^= 0.

Nous pouvons donc écrire, d'après la formule (8) :

t étant un nombre convenable.
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Le semi-invariant (|/,, relatif à A;+l symboles ol, a2, ...,ak-+-\,

est donc une somme de semi-invariants V^^, V, ... , exprimables
dx'

SOUS la forme --

—

-

.

Comme nous l'avons fait observer (§ 81), il résulte de là que

tout semi-invariant relatif aux fx symboles al, «2, ..., ap, est une
dy'

somme de semi-invariants —- définis par la formule (2).

Exemple. — Dans le cas de
f/
= 2, w > 3, prenons

*
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sente symboliquement un covariant primaire y^ de degré u— 1

par rapport à f.

D'après la comparaison des formules (1) et (2), le semi-inva-

riant -r-^ représente, à part un facteur numérique, la source d'un
dcofj,

covariant dérivé de /et de ^'. La réduction de ^, aux fonctions

-T^ établit donc que la source du covariant y est une combi-

naison linéaire des sources de covariants dérivés [R(Ax')]'

Nous pouvons ainsi énoncer ce théorème :

Tout covariant primaire j^, de degré u par rapport à une

forme f, est une somme de covariants dérivés obtenus au moyen

de la forme f et de covariants primaires j^, du degré u— 1 par

rapport à f.

Nous pouvons appliquer ce théorème, en remplaçante par

u— \^u — 2, ...^ 2, 1. Par conséquent, la méthode des covariants

dérivés permet d'obtenir les covariants primaires d'une forme f

au moyen des covariants primaires indépendants de/". De même,

les covariants primaires d'un système de formes f, fi, ... se dédui-

sent des covariants primaires indépendants des différentes formes:

ces derniers covariants sont nécessairement des constantes. Par

suite, tous les covariants primaires d'un système de formes quel-

conques s'obtiennent par la méthode des covariants dérivés.

Puisque les fonctions invariantes sont réductibles aux cova-

riants primaires, les résultats que nous avons obtenus permettent

de déterminer toutes les fonctions invariantes de formes quel-

conques à une ou plusieurs séries de n variables.

Cas particulier. — Si l'on suppose n= 2, les covariants

dérivés de formes à une série de deux variables sont les trans-

vections (§ 17). On retrouve, par l'application des résultats pré-

cédents, le mode de génération que M. Gordan a fait connaître

pour les covariants de formes binaires (*).

(*) Voir, pour ce cas particulier : Clebsch, Théorie der binàren algebrai-

schen Formen, p. 102; Gordan, Vorlesungcn ûber Invariantentheorie, t. II,

p. 4.8; Camille Jordan, Mémoire sur les covariants de formes binaires

(Journal de Liouville, 3" série, t. II et V).



CHAPITRE VJl.

DÉTERMINATION DU NOMBRE DES COVARIANTS PRIMAIRES

LINÉAIREMENT INDÉPENDANTS.

87. Nous nous proposons de rechercher le nombre des

covariants primaires linéairement indépendants, de degrés don-

nés par rapport aux variables et par rapport aux coefficients de

formes quelconques (*). Soit ^/^ un covariant primaire de poids tc

et des degrés m\, m'jL, ..., mîl — 1 pour les séries de variables

x\, 3C-2, ..., xH — 1 ; la source de y est un semi-invariant ^, qui

a les poids

pour les indices 1, 2, ..., n; les fonctions )( et (|; sont des mêmes

degrés par rapport aux coefficients de formes algébriques. De

plus, si des covariants primaires ^ sont linéairement indépen-

dants ou non, il en est de même des sources <^ et réciproque-

ment (§ A'5, Cor. III). En conséquence, nous avons à résoudre

(*) Dans le cas de n = 2, les covariants primaires sont les fonctions

invariantes à une seule série de variables ; la détermination du nombre de ces

covariants primaires particuliers est due à M. Cayley. Le résultat indiqué

par l'illustre Géomètre a été établi d'une manière complètement rigoureuse

par M. Sylvester
;
plus récemment, il a été obtenu de différentes manières.

Voir : Cayley, Philosophical Transactions, vol. CXLVj Sylvester, Journal

de Crelle, t. LXXXV; Capelli, Memorie délia R. Acad. dei Lincei, 1882;

Hilbert, Mathematische Annalen, t. XXX; Stroh, Mathematische Annalen,

t. XXXI; J. Deruyts, Mémoires de la Société royale des sciences de Liège,

2« série, t. XV.
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la question suivante : Trouver le nombre des semi-invariants ^,

linéairement indépendants, qui sont de poids ttj, tt^, ..., tt,, et de

degrés donnés par rapport aux coefficients de formes algébriques.

88. Soit g une fonction isobarique des coefficients déformes

algébriques, pour laquelle on a

(5,2)^ = 0, (4,5)^ = 0, ..., {n,n-\)g = 0. {i)

D'après une propriété que nous avons établie (§ 64), la fonc-

tion g est une combinaison linéaire des coefficients de cova-

riants primaires : nous écrirons

en indiquant par -(^^o -C2X2' ••> -i^rXr des combinaisons linéaires

isobariques des coefficients de covariants primaires ^î, yj, ..., ;)('. :

nous pouvons supposer que ^I, j^^, ..., j^r sont linéairement indé-

pendants.

Nous aurons, d'après les équations (1) :

(^ -<- 1, i) -l\%; -f- (t -+- 4, i) f2%; -+-... -i- (i -+- 1 , i) ^,%;= 0,1

i= % D, ..., n — ]. ]
^

^

Chacune des fonctions (i-h i, i) J^-/^ est exprimable linéaire-

ment au moyen des coefficients de -^ (§ 43, Rem.); d'autre part,

entre les coefficients de covariants primaires j^i, y[, ..., y[. linéai-

rement indépendants, il ne peut exister aucune relation parti-

culière du premier degré (§ 66). On doit donc avoir, d'après

les formules (2) :

i = 2, 5, ..., n — \.

Par suite, le nombre des solutions g, linéairement indépen-

dantes des équations

(5,2)= 0, (4, 5)= 0, ..., {n,n-i) = 0,

est égal au nombre des fondions 4^-^' satisfaisant aux mêmes
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équations et correspondant à des covariants primaires ^' linéai-

rement indépendants; il est évident, du reste, que les fonctions g

et ^y^ doivent être des mêmes poids et des mêmes degrés par

rapport aux coefficients des formes algébriques.

89. Recherchons actuellement le nombre des fonctions ^y^'

correspondant à un covariant primaire donné y et pour les-

quelles on a

(5, 2) = 0, (4, 3) = 0. ..., {n,n— \) = 0.

Soient
r r f t

^,, T^, ..., 7^„_^ , pr„,

les poids de la source ^' du covariant y'. Au lieu de y, nous

pouvons considérer le covariant primaire

... {± a\^i

.

. an — 'l^„_,'f
""* ~ """(zb a\ia% ... an^",

qui est des mêmes degrés et de même poids et qui se rapporte

aux formes linéaires a\^, a%, ..., afl^; nous avons vu, en effet,

que si la fonction X^y satisfait à une condition exprimable linéai-

rement au moyen des coefficients de y, la fonction analogue ^y^
satisfait à la même condition, et réciproquement (§ 66),

La fonction isobarique J^y^, qui doit satisfaire aux équations

{i^ i,i)4^/=0(i= 2, 0, ..., n-i),

s'écrira, d'après la valeur de ^^^ :

-fjc"
= (± ai ,a% ... on,/" .

(J...^ ; (5)

9'„_4 est alors une fonction homogène et isobarique qui dépend

seulement des coefficients

al,,
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et qui satisfait aux équations

{3,2)g„_, = 0, (4, 3) §>„_. = 0, ..., (n,n-l)Ç„_. = 0, (4)

90. Nous établirons que la fonction y„_, est un produit de

déterminants

(=b a\^a% ... aiij^i), {± alia% ... aif),

pour lesquels i a les valeurs 1 , 2, ..., n — 1

.

Cette propriété est évidente pour w = 2; car V)i se réduit

alors à un produit de puissances de al, et de alg. Nous élabli-

rons la propriété énoncée, en la supposant exacte pour §„_2.

D'après les équations (-i), (^„_i peut être considéré comme

une somme de semi-invariants des formes linéaires

ai^x^ •+ a\z^z -t- ••• -^ al„ar„,

an — I2X2 H- ••• + an — l„a!;„,

relatives aux w

—

\ variables x^, x^, ..., x„; conséquemment

(§ 38), Q„_i est une somme de produits de coefficients hi et de

déterminants d'ordre /= 1, 2, ..., n— 1, tels que (±h^kz ... /,+,);

h, k, ...y l désignant des séries de coefficients comprises dans la

suite a\, a'2, ..., an — 1 . Pour i= n — i , le seul déterminant

à considérer est (± a\ç^a% ... an — 1„); on peut donc écrire

Ç»-i = (± «1 2«23 ... an — ij.§';

£ désignera un nombre positif ou nul et y' représentera une

fonction homogène et isobarique des coefficients

ail, aii, ..., ai„_i,

a%, a%, ..., a2„_i,etc,,

an — 11, an — \^, ..., an — 1„_i.
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D'après les équations (4) et (5), on a

(3,2)g"= 0, (4.3)Ç' = 0, ..., (n-I,n-2)(,^' = 0, (4')

Il résulte des formules (b') que y^' est un agrégat de déter-

minants analogues à

(± a1,jaâ,2 ... a{,i), i = 1, 2, ..., n — 1,

les lettres t désignant des nombres compris dans la suite 1,

2, ..., n — 1 (§ 42). Pour i=n— i, le seul déterminant pos-

sible est (± alja^a ... aU— l„_j); nous écrirons en conséquence

g* = (dr a\ia% ... an— \ „_,f . g"
;

9^" est alors une fonction des coefficients

oli, al 2, ..., al„_i,

an — 2i, aw — 2^, ..., «yt— 2„_i.

D'après les formules (4') et (5'), la quantité y" est une solu-

tion isobarique et homogène des équations

(3, 2)= 0, (4, 3)= 0, .... {n— l,n—'2) = 0,

d d d
a\ = 0, a2-—= 0, ..., an— 3- =0;

^/a2 duù dan— 2

ainsi, y" peut être représenté par la caractéristique y„_2 et on a

g,...i= (±: al2a23... an - 1„)'. (=b al ,a22... a/j— i,._,/'. q„_<i.

Par supposition, y„_2 est un produit de déterminants

( db a I ,a22 ... oî.) ,
(=b a 1 2a23 .. ai,.,.,)

,
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pour lesquels on a < ^ < n — i ; en conséquence, S„_, est un
produit de déterminants

(± a\ ia% ... ai,) et (rb a\^a% ... aï.+i),

OÙ l'on a < / < n. C'est le résultat que nous avions annoncé.

91. Reprenons maintenant la formule (3) : d'après l'expres-

sion de y„_,, toute combinaison linéaire et isobarique J^y^ des

coefficients de y^, qui satisfait aux relations

(3, 2) = 0, (4, 3)= 0, ..., (n,n-1) = 0,

peut s'écrire

^V = a\\''a\l'\± a\,a%p' (± aUa%p\..

... (± ail ... ai,)''' (± al2 ... aî.+jf^
... (d= al.aS^ ... an,f'\

La fonction a les mêmes degrés que -y^, par rapport aux coeffi-

cients a\, a2, ..., oW; on doit donc avoir

E^^ -4- f -2 = Tr'i — t;+,, ({= 1 , 2, ... w — 1
) ; (6)

du reste, les exposants s,, , £,2 ne peuvent pas être supposés négatifs.

Si la fonction ^y^ a les poids tt,, 712, ..., tt,, pour les indices

1, 2, ..., w, on doit avoir, d'après les équations (6) :

^1 =eii
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Les nombres tc'j, uâ, ..., iz'„ sont les poids du semi-invariant

qui est la source de -^ (§ 89); le dernier résultat que nous

avons obtenu peut donc s'énoncer de la manière suivante :

« Il existe une fonction ^y^ de poids u,, tc^, ..., 7r„, pour laquelle

on a

(5, 2) = 0, (4, 3)=0, ..., {n,n— \) = 0,

si les poids u',, ira, ..., 7r'„ de la source de -/^ vérifient les rela-

tions (8); si les relations (8) n'ont pas lieu, il n'existe aucune

fonction ^y^ satisfaisant aux conditions indiquées. »

Désignons, comme précédemment, par ^y une combinaison

linéaire isobarique des coefficients d'un covariant primaire y :

il existe le même nombre de fonctions i^y et J^y^ pour lesquelles

on a (3, 2)= 0, ... {n, n — 1)= (voir § 88).

Par conséquent, il existe une fonction -Çydepoids tti, ttj, •• , ""^n»

qui est solution des équations

(3,2) = 0, (4,3) = 0, ..., {n,n-l)'-=0,

si les poids tt', , Ug, ••-, tz',, de la source de y' satisfont aux rela-

tions (8) ; dans le cas contraire, il n'existe aucune fonction J^y

vérifiant les conditions énoncées.

92. Désignons par la caractéristique g les fonctions homo-

gènes de poids itj, ttj, ..., 7t„, qui dépendent seulement des

coefficients de formes f, f, .,., et qui satisfont aux équations

(3, 2) = 0, (4, 3)= 0, ..., {n,n- i)= 0.

Le nombre des fonctions g, linéairement indépendantes, est

égal au nombre des fonctions J^y qui satisfont aux mêmes

conditions (§ 88).

Soit [tc'i, 7C2, ..., u'„] le nombre des semi-invariants linéaire-

ment indépendants, de poids itî, tz[, ..., u^ et des degrés r, r,, ...

pour les formes /", ^, ...; soit [(tî,, ttj, ..., Tr„)] le nombre des
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fonctions g des mêmes degrés r, r^ ... par rapport à /,/), ...

D'après le théorème énoncé au paragraphe précédent, on a

en étendant la sommation à tous les systèmes de valeurs de tz\
,

^2, ..., Tin, qui satisfont aux relations (8).

93. Les différences Tr^ — tcj, .. , tz^— tt,^,, ... ne peuvent pas

être négatives, parce que les fonctions g ont les poids ui, tz^,, ..., 7t„

et satisfont aux équations (3, 2)g' = 0, ..., {i+ 1, i) g = 0, ...

(voir § 26). Nous ferons usage de la formule (9) en supposant

TTi^TCg : soient alors Ç,, 'C,^, ..., 'C,„ des nombres positifs ou nuls

pour lesquels on a

Î;2 -<- ^3 ^- ••• * ?„ = ?!

?2<^-2 ^^3 5
•••5 Çi<'^< "^i+l' •••' ^n^^n'i

d'après les formules (8), on pourra écrire :

[(ti, n-2, ..., T„)] =2 [tt, H- Ç,, 7:2 — ^2, 7^3 — Çj =^«""^«1'

en donnant à i;,, ^2» •••» C„ toutes les déterminations possibles.

On déduit de là que le nombre

est égal à

[tt, , TT^, ...,
îî-
J -+- 2^ [tj -t- ?i , ^2 ^2» •••> T^n ?J 5

si l'on suppose i^i^ 1 , i^2 = 0.

On est conduit de même à considérer des suites de nombres

définis par la formule

On trouve que [(tc,, ttj, ..., ii:»)]^^* a pour valeur

[t, , TTj, ..., TtJ -+- ^ [r, -- Çi , 7r2 ^2 , .•• » TTn Ç„J,
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si l'on suppose

Vourj= n — 1, nous obtenons :

nous déduisons de là, d'après les réductions précédentes :

dans cette formule, on a s= £2 + £3 -i h £„ et la sommation

se rapporte aux termes que l'on obtient en donnant, de toutes

les manières possibles, à £2? h^ -•> s„, les valeurs et 1.

94. Supposons que l'on ait symboliquement :

D'après les équations (1), les fonctions g, relatives à f, /",, ...

peuvent être considérées comme combinaisons linéaires des

semi-invariants de formes à séries de n — 1 variables ^, ^,, ...

Les formes dont il s'agit sont représentées par

<3^= 6lf^'62P^' ... b&^i^ ... = ... etc. 0,

si l'on prend

oi'i= xi— aï, ^ 0, Q'i= pi — pii ^ 0, etc.

Oj. = 02X2 -4- 03X3 -<-••- + a„x„, b^= b^oc^ --•••-+- 6„x„, etc.

Les fonctions g ont été supposées des degrés r, r,, ... pour

(*) Nous comprenons ici parmi les formes des systèmes (<9^), {S'i), ...,

les quantités représentées par

alfaSr ... a^«/^ , b\f'b^2t ... b^f , etc.
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les formes f, /i, ... ; par conséquent, le nombre que nous avons

désigné par [(ttÎ, 7T2, ..., irl)] (§ 92) est le nombre des semi-inva-

riants linéairement indépendants, de poids ti^, tcj, ..., 7c'„ et des

degrés r, r^, ... pour les groupes de formes {^), {^i), ... à séries

de w — 1 variables.

D'un autre côté, [uj, -k^, ..., ttJ est le nombre des semi-inva-

riants qui sont linéairement indépendants, de poids tti, 7î2, •• , tt»

et des degrés r, Vi, ... par rapport aux formes /, /i, ...

Ainsi, on obtient par la relation (10) le nombre des semi-

invariants linéairement indépendants pour des formes à séries

de Sfïi-^ = n variables, quand la détermination correspondante est

connue dans le cas de Sfïo = n — 1

.

De proche en proche, la question peut être ramenée au cas

de (01^ = 1, pour lequel toute fonction des coefficients est un

semi-invariant.

Il y a lieu de remarquer que pour établir l'équation (10),

on a supposé Tii^Tra^^Us ... '^7r„. Quand les relations précé-

dentes ne sont pas satisfaites, le nombre [tij, u^, ..., tiJ des semi-

invariants est égal à zéro (§ 33, Rem.).

Cas particuliers. — I. Si l'on prend n= 2, notre méthode

concorde avec celle que M. Hilbert a exposée pour les formes

binaires à une seule série de variables.

II. Quand on suppose 7^=71^ = ••• = u„ , on obtient par la

relation (10) le nombre des invariants linéairement indépendants

d'un système quelconque de formes.

Par exemple, prenons le cas des invariants du troisième

degré pour une forme biquadralique ternaire f^al^a'J'^à^^;

nous aurons tcj = 4. Le nombre des invariants considérés a

pour valeur

[4, 4, 4] = [(4, 4, 4)] - [(0, 4, 3)j — [(5, 3, 4)] -h [(6, 3, 3)].

Dans cette expression, [(4, 4, 4)] est le nombre des invariants

de poids 4 et de degré total 3 pour les formes binaires

^= a*= a;*= a'J\ ^'= a^al= u[a'^'= a['a'J\ ^ '= olal= • -,

^" = a\a,= a?a',= a["a': , ^" = at= a\'= a\"
;
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les invariants dont il s'agit peuvent être représentés symbolique-

ment par

on obtient ainsi [(4-, 4, 4)] = 4.. Semblablement [(5, 4, 3)] est

le nombre des semi-invariants de degré total 3 pour les formes ^
et de poids 4, 3 pour les indices 2, 3. On trouve [(5, 4, 3)]= 4

etdemême[(5,3,4)]=^0,[(6,3,3)]= l.Onadonc[4,4,4]= l,

ce qui est exact, car la forme /"a un seul invariant du troisième

degré : I= (=fc a^a\aff.

Expression du nombre [tt,, Ua, .., 7r„].

95. Soit <î^ (tt, , u^ , ..., 7c„) un nombre qui dépend de ttj,

TTj, .. , 7r„, et soit

une fonction linéaire par rapport à chacune des séries de para-

mètres

ylj, ulst, ..., i>l„,

v%, u%, ..., u2„,

yWj, un<i, ..., un„.

Nous définirons le nombre

par la formule

«^« = 2 «^ ('^' "^ ^1 ~ ^ ' "^2 -»- h — 2, ..., !r„ -4- /„ — n).

Dans ces conditions, on a

^<^{^i-^U, 5^2-* h, ..., T„-+-fJ = ^^ (tT), TTa, ..., T„), (11)

en supposant
n -^ \ y ji -1-

«i >
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et

«„'

de même, si m', w", ... sont des fonctions linéaires analogues à w,

on peut écrire

Cw' "*" t^w" "*" =^ Oco'+w"+... ('•'•
)

96. Soit |tci, ttj, ..., iz„\ le nombre des fonctions qui sont

indépendantes des variables et satisfont aux conditions : 1° d'être

de degrés r, r^, ... pour les coefficients des formes f, fi, ...;

2" d'être de poids tt,, tt^, ..., tz„; ù° de n'avoir entre elles aucune

relation du premier degré.

Prenons
ul< u\^ ... ul„

u% u% ... y2„

nous voulons établir que l'équation

[jT,, JTa, ..., '^„] = |^i, TTa, n (A (1 (12)

détermine le nombre des semi-invariants linéairement indépen-

dants, de degrés r, i\, ... pour les formes
f, /i, ... et de poids tt,,

TC2, ... , 7z„, si l'on a uj >" ttî > tcj ... > tu„. Les cas pour lesquels

on n'a pas Uj ^^tij ...^7t:„ sont sans importance, puisque alors

on a [tt,, tt,, ..., 7t„] = 0.

Si l'on suppose n= 2 et tt, ^tz^, on a, par la formule (10) :

[t,, ;rJ = [(T,, 7T2)] — [(t, -h 1, 71-2 —
1)];

(*) Dans le cas de w = 3, on a

et le nombre
{
^î"!, ?rg, Tj

j
^ a pour expression

j Tj , ^2 , 57-3 { j
TT, , ;r2 -^ 1 , ^3 1

I

-
I
Tj -+- i , 7^2 1 , Tj

[

-*-|r,-+-1, T2+I, TTs—2[h-|t,-i-2, T2— 1, ^Ts— 1[— {n-,-f-2, 7r2,7r3— 2|.
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d'après la définition des nombres

on obtient :

[(tT,, 7T2)]=
} Ti, TTî}, [(jr,H- 1, 71-2 1 )] = j

^1"+- 1, Tj— 1
f;

on déduit de là :

en prenant

Ainsi, la formule (12) est vérifiée pour n = 2 ; nous l'établi-

rons dans le cas général , en la considérant comme exacte pour

des formes à séries de n— 1 variables. A cet effet, nous ferons

usage de l'équation (10); nous rechercherons d'abord l'expres-

sion des nombres [(jz[, n'ç^, ..., 7ù^)j.

97. Par définition (§ 92), [(ttÎ, tz[, ..., ir',)] est le nombre

des fonctions qui jouissent des propriétés : \° d'être de poids u,,

712, ••> '^n'i
2° d'être de degrés r, r,, ... pour les coefficients des

formes /, /i, ...; 3° de s'exprimer comme semi-invariants linéai-

rement indépendants, par rapport aux groupes de formes (^),

{^i), ... à séries de n — 1 variables.

L'égalité (12) est considérée comme exacte pour des formes

à séries de n— 1 variables; en supposant 712^113 "^..."^tc^,

on peut donc écrire :

[(tt'j, ;r2, ..., TrJ,)|= }(7r',, tTj, ..., K)
\^j^ yî

dans cette formule, on a :

u%
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ment indépendantes, de poids tt,, 7T2, .... tuI et des degrés r, rj, ...

pour les groupes de fornoies (^), {^i), ... D'après la définition

des groupes {^), ... (voir § 94), les formes ^, ^i, ... sont des

fonctions linéaires des coefficients de f, /i, ... Par suite, on a :

puis

Pour obtenir la dernière formule, nous avons supposé

TCa^Tts-.-^TT^; quand ces relations ne sont pas vérifiées, l'équa-

tion (10) n'a plus lieu en général : le premier membre est égal

à zéro, le second membre n'est pas toujours nul. Toutefois, si

pour une valeur de i supérieure à 1, on a 7t = ti-^i — 1, la

formule (10') est encore exacte. En effet, on peut écrire

v\^^' = vil 2 '^^^/.uSa ... {ui^vi -\- \, — ui.vi -+- ]^) ...;

= ^£]7r'i, n'çi-\- h— 2, ..., Tr'i+i \-r—i— 4 , a-;^, -t- s — i— 1 , .
.

}

— 2^1 ^\,^Wh— % ..., 7r'i+i-^s—i— 4, 7r'i^i-\-r — i— \, ... (;

si l'on observe que les nombres juj, TCg, ..., tt»! ne sont pas

modifiés par les permutations de Uj, 7î2, •••, 7c„, on obtient dans

le cas actuel

j ^'li 7!"2, •••, ^'n (y^ ^' = 0-

98. L'équation (10), dans laquelle on a supposé 'n:,'^7r2...'^7r„,

peut s'écrire :

«—1 '

la sommation S' doit alors se rapporter à tous les termes obtenus

en donnant à s^, £3, ..., e„ les valeurs ou 1, de telle manière

que l'on ait £3 + ^3 +—•- £«= ^•

Prenons

772= ^2 fc'2, 5^3 = ^3 f3, ... , ^„ = ÎT^, S„',
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il résulte des relalions Tt, > tcj ... ^ tî„ que si Ton n'a pas

TTj > Uj ... > 7r'„, il existe un nombre i supérieur à l'unité, pour

lequel on a 7:,= tt-^., — 1. Conséquemment, on peut toujours

écrire, d'après la formule (10') :

Si l'on prend

i>2u2i, u2- W— f2

;5(^ Li3- ... u3
2— £3 3— £5 n— £3

^«2-e„ '^^3-..

et si l'on tient compte des formules générales (11) et (11'), on

obtient successivement :

2 [(^i-^e, ^2— f2, ..., 'T,,— ej] = |
T,+e, 71-2, 'Ts, ..., 5r„ l^'y^^/.,

.1-1

['^f' '^ï ^«]= 2(~ 1)'l^i-t-f, ^2, ^5, ..., ^„(v' ,
." (iO")

E= ^ ui fa

99. Désignons par (D le tableau rectangulaire

.2,
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si l'on pose

u2i u% "2„

utii un^ urii l'Wg+S

Considérons en effet le développement de

uSa -+- Z . u3, vT>z -^ ^ i^^s •• y3„ -*- z . u3„_i

yn2 -+- z . util "^3 -+- ^ • '^'^^2 •• 'JUn -*- ^ ^n„_i

le coefficient de z^ est la somme des déterminants obtenus en

prenant dans e rangées (ou colonnes) le multiplicateur de z,

et dans les rangées (ou colonnes) restantes, les termes indépen-

dants de z. On trouve ainsi deux expressions différentes du

coefficient de z^; en les identifiant, on obtient :

100. Reprenons maintenant la formule (10"); nous pourrons

l'écrire :

£=0 ^ '

ou bien encore, d'après les relations générales (11) et (11),

La somme

2(-^)^^^e+,.

(*) Cette égalité peut aussi se déduire d'une propriété des déterminants

multiples, que nous avions obtenue comme généralisation d'un théorème

établi par M. Le Paige, dans son Mémoire : Sur quelques points de la théorie

des formes algébriques. ( Voir : Mémoires de la Société royale des sciences de

Liège, 2« série, t. IX.)
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est égale au déterminant

yli ui^ ... ul„

v^, v% ... vX

vrii vn-i un„

nous obtenons donc

c'est la formule (12) que nous avions indiquée pour le nombre

des semi-invariants linéairement indépendants, de poids Uj,

TCa, ..., Tt, et des degrés r, rj, ... pour les formes f, fi, ...



CHAPITRE VIII.

CONSIDÉRATIONS SUR LES PARTICULARITÉS ESSENTIELLES

DES FORMES ALGÉBRIQUES.

Relation des particularités essentielles avec

les covariants primaires.

101. Soient f, fi, ... des formes algébriques à une ou plu-

sieurs séries de n variables; nous dirons que le système
f, /i, ...

a une particularité essentielle, s'il existe entre les coefficients

de /', fi, ... des relations algébriques entières et homogènes

gi = 0, g,= 0, ..., (1)

qui ne sont pas altérées quand les formes f, /), ... sont modifiées

par une substitution linéaire quelconque des variables ; on devra

donc joindre aux relations (I) les équations

G,==0, G2= 0, ..., (2)

Gj, Gg, ... étant les transformées de gi, g^, ...

Chacune des fonctions gi peut s'écrire gr. = g.^ -+. g.^ + ...

comme somme de fonctions isobariques. Soit GJ la transformée

de g^ , obtenue en effectuant successivement les substitutions

définies par

X/= a,lXi -H «,-jX2 -f- ••• -f- a,nX„,

i=\, % ..., n.
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D'après réquationGi= 0, relative à toute substitution linéaire,

nous aurons

r r r rr rr

en désignant par

TTj, 77.2, ..., 7r„', a-j , T2 5 •• ^nî •••

les poids àeg^^.g^ç^, ...

On obtient, par suite,

et si l'on suppose

on trouve :

gu= 0, g,i=0, ...

Ainsi les équations gr, = 0, Gj =^ 0, ... peuvent être rempla-

cées par

t/„= 0, gf,2=0, ..., Gi, = 0, Gi2 = 0, ...

Il en résulte que les équations g, =0, g2= 0, ... d'une par-

ticularité essentielle peuvent être supposées isobariques.

102. Considérons pour un instant f, f^, ... comme des formes

dont les coefficients n'ont entre eux aucune relation ; les trans-

formées G4, Gg, ... des fonctions g^j, Çç^, ..., supposées isobariques,

deviennent des fonctions invariantes [Gj], [Gg], ... si l'on rem-

place les paramètres a,^ de la substitution par les variables ay',.

(§ 44). La fonction invariante [Gjj est exprimable comme somme

irréductible de covarianls identiques, multipliés par des polaires

de covariants primaires ^1 , j^, - ,jt; d'autre part, ^1 , ^2, ..., jt,

multipliés par des covariants identiques, sont des polaires de [Gj],

relatives aux variables (§ 75). Pour la particularité essentielle

définie par les équations (1), on a

puis

[G,] = 0, %1=0, 5^2 = 0, ..., xt-0.
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La condition invariante g'i
= peut donc être remplacée par

xi=0, %2==0, ..., %« = 0;

on obtient un résultat analogue pour les conditions G^= 0...

Par conséquent, toute particularité essentielle est définie par

l'identification à zéro de certains covariants primaires des formes

f, fj, ..., considérées comme formes quelconques (*).

Fonctions invariantes d'une particularité essentielle.

103. Soit (p une fonction algébrique entière et homogène

des variables et des coefficients des formes f, fi , ... Supposons

qu'au moyen des équations (1) et (2) d'une particularité essen-

tielle, on puisse vérifier la relation

d étant le module d'une substitution linéaire quelconque des

variables, u étant un nombre entier positif, négatif ou nul :

nous dirons que 9 est une fonction invariante de la particularité

essentielle.

Pour éviter toute ambiguïté, nous appellerons régulières, les

fonctions invariantes des formes f, /i, ..., supposées quelconques.

Les fonctions invariantes régulières sont évidemment des fonc-

tions invariantes de toute particularité. Mais il n'est pas certain

a priori que toutes les fonctions invariantes d'une particularité

peuvent se déduire des fonctions invariantes régulières. En effet,

soit h une fonction homogène des variables et des coefficients

des formes
f, /",, ..., considérées comme quelconques : nous

écrirons

H = /KÎ'r -+- ^

,

(*) M. Gram a fait observer que toute particularité essentielle est définie

par l'annulation des fonctions invariantes représentées actuellement par

[G,], [Gj,], ... [Mathematische Annalen, t. VII).
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en supposant que H contient les paramètres a,^ de la substitution

au degré mz, tû étant un nombre entier positif, négatif ou nul.

il peut arriver que la quantité ^ soit différente de zéro quand

/, ^ , ... sont quelconques, mais que d'autre part on ail ,^ = 0,

d'après les équations (1) et (2).

Dans ces conditions, h est une fonction invariante de la par-

ticularité, sans être une fonction invariante régulière. Toutefois,

il. peut se faire que d'après les équations (1) et (2), la quan-

tité h soit exprimable comme fonction invariante régulière h'

de f, fi, ..., et de telle manière que l'on ait

// = h' — h'\

h" étant une quantité nulle d'après les équations (1) et (2);

dans ce cas, la fonction invariante h de la particularité se déduit

d'une fonction invariante régulière h'. Nous nous proposerons

de résoudre la question suivante : Peut-on obtenir, au moyen

des fonctions invariantes régulières, toutes les fonctions inva-

riantes d'une particularité?

104. Pour notre but, nous aurons à faire usage d'une pro-

priété des covariants primaires réguliers, rapportés à une parti-

cularité.

Désignons, comme précédemment, par la caractéristique û,

une opération telle que Q^ soit une somme homogène de cova-

riants identiques, multipliés par des polaires de 1^ relatives aux

variables; nous pourrons énoncer le théorème suivant : Si, pour

une particularité, les covariants primaires réguliers y\, ^2, ..., ^t

sont linéairement indépendants et si Von a dans les mêmes con-

ditions

n,9/'l -+- £i2%2 -+-••• +• ft,%i = 0,

on a aussi

datis le cas tout à fait général.

Supposons, en effet, que l'on ait dans le cas général

R = £i,%1 -t- U2%ii -4- ••• -+- n,xt ^ 0.
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Les covarianls primaires j\,j^,..., ^^ n'auront entre eux

aucune relation du premier degré, puisqu'ils jouissent de cette

propriété quand ils sont rapportés à la particularité. D'autre

part, si les opérations Q,, ii^, .., û, ne sont pas linéairement

indépendantes pour ^1, y^, ..., j^t, on pourra écrire :

R = Q.[x'\ H- n;p^'2 + ... + £i'^x'i^, (5)

en faisant les conventions suivantes : 1° ^i, ^2. ••• sont des cova-

rianls primaires linéairement indépendants, exprimables comme

fonctions du premier degré de ;^l,
yJ2,

••',yt\ 2" les opéra-

tions Q',, Q,'^, ..., Q^ sont linéairement indépendantes pour y\,

y% .., •//, (voir §'74).

La fonction invariante R étant supposée différente de zéro,

on déduit de l'équation (3) que les covariants primaires ^i , y^, ...,

multipliés par des puissances de {± x\^x% ...xn^ , sont des

polaires de R relatives aux variables (§ 75). Rapportons ce

résultat à la particularité pour laquelle on a R= ; nous voyons

que les fonctions y, c'est-à-dire des combinaisons linéaires

de -^1, yjt, •,yt, devraient être nulles d'après les conditions de

la particularité. Cette conséquence est contraire à nos supposi-

tions; par suite, la fonction R doit être nulle dans le cas général,

ainsi que nous l'avions annoncé.

105. Soit 9 une fonction invariante quelconque d'une par-

ticularité essentielle; d'après la définition, on pourra vérifier

la relation

ct, = rr.y, (4)

en faisant usage des équations de la particularité : nous pourrons

toujours supposer que 9 se rapporte à des séries de variables

y\, y% ..., différentes de x\, x2, ..., xU.

Désignons, comme précédemment, par [$] la transformée

de cp, dans laquelle on a remplacé les paramètres a,, , a,^, ... , «.„

de la substitution, par les variables

xii, x2,, ..., xHf, (^ = 1, 2, .... n);
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si la quantité 9 contient au degré total p les variables y\, y'2, ...,

le produit
- y' = [$] . (d= xiiX% ... xn^)P (5)

est une fonction invariante régulière (§ 44).
/

D'après les équations (4) et (5), on a pour la particularité

essentielle :

puis

^ ^ {dbxïix%...xn„Y+P
' ^^'

la fonction ç étant indépendante de x\, x'2, ..., xn, on a néces-

sairement u H- p5 0, et la fonction 9' est du degré tc -+-
p par

rapport à xi, x2, ..., xn.

106. Soit
•

'

f' = iii%l •+- Û2%2 -+- —I- n,xt,

le développement de la fonction invariante régulière 9' suivant

les polaires de covariants primaires y^l, ;^2, ..., jt. Supposons

que les covariants 5^1, ^2, ..., yt sont des combinaisons linéaires

de ^1, y^, — >x^i quand on les rapporte à la particularité essen-

tielle; nous pourrons remplacer la dernière équation par

^•= f" -i- ûu%l H- fii2%2 -*- •" -t- ^uxh , (7)

en désignant par 9" une fonction invariante qui s'annule pour

la particularité.

D'après l'équation (6), la quantité 9' est divisible par

{±x\x'22...xn,y+P

quand on la rapporte à la particularité; il en est de même de

îîii%i -+- i^i2%2 -*- '" -t- ^it^X^i,

d'après la formule (7).
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Si l'on observe que cp' et ^n/l -4- ••• contiennent au degré

TT -f- p chacune des séries de variables x\, x'2, ..., xïl, on obtient

d
, )

axe -4- 4 V "* / > (8)

{= 1 , 2, 3, .
.

, ?2 — 1

,

)

pour la particularité essentielle.

Les opérations

d
xt n )

dxi -t- \ dxi

sont comprises parmi celles qui ont été représentées par la

caractéristique Q; d'autre part, les covariants primaires ^1,

^2, ..., "j^/j n'ont entre eux aucune relation linéaire quand on

les rapporte à la particularité essentielle : par l'application du

théorème énoncé au paragraphe Î04, on voit que les équa-

tions (8) ont encore lieu quand les covariants j^ se rapportent

à des formes algébriques sans particularité. Il résulte de là que

£i,i%l -t- ••• -t- i^|;^%ïj,

c'est-à-dire cp'— qs", est toujours divisible par

{±:x\iX% ...xn„Y+P

(voir § 42, Cor.) ; en d'autres termes,

?' — ?"

{±x\iX%...xn„f+p

est une fonction invariante régulière çj. Pour la particularité,

on a 9"= 0, et l'on peut écrire au lieu de l'équation (6) :

(±xiix2i...xn„f-*-p
= ?!•

Conséquemment, toute fonction invariante cp d'une particula-

rité essentielle se déduit d'une fonction invariante régulière tpi

.
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107. Nous appellerons covarianis primaires d'une particula-

rité essentielle, les fonctions invariantes cp de la particularité qui

dépendent des seules variables xi, x2, ..., xn — 1 et qui satis-

font aux équations

d d d

dx2 rfx3^ dxn—\

Cela posé, nous établirons que tous les covariants primaires

d'une particularité essentielle se déduisent des covariants pri-

maires réguliers.

La démonstration de cette proposition est lout à fait analogue

à celle qui a été indiquée pour le dernier théorème.

Soit (pi une fonction invariante régulière dont on peut déduire

le covariant primaire cp de la particularité essentielle ;
nous

écrirons :

f\
= ?i' -^ "i%'t -^ ^2%2 -+-•••-+- Q;xt, (9)

en supposant que pour la particularité 9'/ s'annule, et qu'en

même temps les valeurs de -^i, y^, •••' X^ sont linéairement

indépendantes.

D'après la définition du covariant 9, nous obtenons :

XI—-. -{Çi^y^i -^^^^^^... -^Çl,'xt)= Q,{
dxi -t- 1 ,(10)

î=1,2, ..., w — 2, )

pour la particularité à laquelle la fonction cp se rapporte.

Il résulte de là que l'équation (10) a lieu dans le cas tout

à fait général (§ 1 04) ;
par suite,

se réduit à un covariant primaire régulier
y^ (§ 62), et l'on a,

d'après la formule (9) :

y î = ?'\ -+- %•

Les fonctions 9, et (pi'> rapportées à la particularité, ont pour
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valeurs ç et : conséquemment, tout covariant primaire 9 de la

particularité invariante se déduit d'un covariant primaire régu-r

lier j^.

Ainsi, par exemple, supposons que les formes f, fi, ... con-

tiennent les seules variables xl, x2, ... , x?l — 1 et satisfont aux

conditions invariantes

d d d ^
a;l—-= 0, x2-— =0, ..., acn — 2- -=0;

rfa;2 rfx3 dxïl — I

les covariants primaires de/, /i, ... se déduisent des covariants

primaires réguliers; par suite, ils s'obtiennent au moyen de la

méthode des covariants dérivés (§ 86).



ERRATA.

Page 5, ligne 5 ; au lieu de exprimés, lisez : exprimées.

— a, dernière ligne; au lieu de f, f, lisez : /", f".

— 12, ligne 14; au lieu de /, lisez : f.

— 12, — 15; — f„ lisez :f:.

— 12, — 2o; — a", lisez : a".

— 31, — 5; — somme, lisez : sommes.

— 32, formule (1); au lieu de n,, lisez : t,-.

— 100, dernière ligne, et page 101, première ligne; la notation m doit

être remplacée par »ra'.





LETTRES

QUELQUES MATHEMATICIENS

PAR

E. CATALAN.





LETTRES

QUELQUES MATHÉMATICIENS.

Â M. Uermite.

Merci de voire bonne lettre, si affectueuse et si encourageante.

Je me permets de vous signaler, dans le tcme III (*), la propo-

sition suivante, horriblement simple, mais peut-être nouvelle ;

Soit

p étant un nombre entier. Le reste R„= /a fonction proposée,

multipliée par un polynôme entier, facile à former.

A l'instant, je trouve cette autre relation :

dp-
X( I -f- xf+^

qui me semble curieuse. Je me demande si, en admettant les

différentielles à indices quelconques, de notre Maître Liouville,

elle serait générale (**). Mais je n'ai pas le temps de chercher la

solution de ce problème.

Salut très affectueux de votre très vieux Professeur.

Liège, 8 octobre 1888.

(*) Mélanges mathématiques, p. 251.

(**) Nouvelles Notes d'Algèbre et d'Analyse, p. 43.
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II

A M. G. de Longchamps, Professeur au Lycée Charlemagne.

Mon cher Longchamps,

Je reçois ta lettre, dont je te remercie.

Avant que le Mémoire me revienne, je vais te dire l'impression

qu'il m'a laissée, quand je l'ai rapidement parcouru.

Au fond, tes nouvelles fonctions sont des séries. J'accorde

qu'elles sont convergentes. Sont-elles nouvelles, sont-elles plus

simples que celles dont on a fait usage jusqu'à présent?

Là est la question.

Par exemple (si j'ai bonne mémoire), tu fais d'assez longs

calculs pour développer, en série, la fonction

Or,

Donc

= 1 -+- —
\ 1.2 1.2.5

y = x

Ta série est-elle plus simple que celle-ci? J'en doute.

Ce n'est pas tout.

Tu crois qu*avec les isobares (*), tu intègres, dans tous les cas,

l'équation de Riccati. Cette annonce m'avait, autrefois, fait dresser

l'oreille, comme si j'étais un vieux cheval de trompette. A la

lecture, je n'ai pas été converti. Ton intégrale, me semble-t-il, est

un développement en série, =h conforme à ceux que l'on connaît,

développements employés, en particulier, par Liouville, et repro-

duits dans le Cours d'Analyse de Duhamel. Insistons un peu

sur ce point.

(*) Je ne chicane pas sur les mots nouveaux ; mais celui-ci, très conforme

à rélymologie, me semble un peu barbare. J'aimerais mieux...
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Liouville transforme ainsi l'équalion de Riccati :

d'y ( ^\

Soit, s'il est possible,

y = ax« -t- bx^ -4- cr^ -^ ; (2)

et, par conséquent,

aotioi — i)x''-^ -\- bpip — \]x^'^ -^- crir — i)x'^-^ -+- ..•
1

/ R \=
1 A H—- lax'' -t- hx^ -t- cx^ +-••'),

(3)

puis le calcul bien connu. Fais-tu autre chose? Surtout fais-tu

plus? Je ne le crois pas; mais je désire me tromper (*). Du reste,

De Tilly et Mansion sont d'excellents juges, très compétents, et

très bien disposés pour toi. De leur pari, tu n'as pas à redouter,

comme de ***, un parti pris. A propos de ***, qui donc jugera

son...? Quel drôle de livre!

Ton vieux Collègue et ami.

Liège, 10 mars 1889.

III

A. M. Hermite.

Mon cher Monsieur Hermite,

En publiant, au commencement de l'année dernière, les Nou-

velles propriétés des fonctions X„, je croyais bien ne plus m'oc-

cuper de ce sujet.

Mais l'on revient toujours

A ses premiers amours !

(*) Je m'étais trompé : M. de Longchamps remplace, par une série unique,

le quotient de deux séries.
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Au commencement de celte semaine, en étudiant votre savant

Cours de la Sorbonne (ce que je n'avais pas encore fait : je me

le reproche), je suis tombé sur la célèbre formule de Gauss :

X i "^iil A„_,X„

Elle m'a fait songer à un rapprochement signalé en 1879,

par suite de la comparaison avec cette autre formule :

s:- = 22-X„„,X„, (2) (x<l),

que je crois avoir trouvée dans ce temps-là. Mais ce rapproche-

ment n'était que typographique, pour ainsi dire. On peut faire

mieux.

En effet, soit, pour plus de clarté, X„ = f^{x), Dans la for-

mule de Gauss, changeons a* en -
; nous aurons :

Donc, par ma formule (?)

'•"fAM
M 1

"

ou, ce qui est équivalent,

X A

'"'-{M

Si je ne me fais illusion, cette égalité (A') est curieuse, et doit

avoir des conséquences nombreuses.
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Remplaçant X|,X2, X5,... par leurs valeurs connues, on trouve,

comme développement du premier membre :

2 a;' 4 x' 16 x'
X-^ - z -„ H- - -, :r-. ^ •*

23-a;' '

5 (5-x')(5-x') ' 4 (5-3x')(55-30a;'''-t-3x*)

et, comme développement du second,

i i

X -t--x{5x'—\)-i (3x' — d)(bx' — 3a;)

1
-4- — (5a;' — 3x) (35a;*— 30x' -t- 3) h

De là résulte :

13 13 1^ 4

puis les sommes d'une infinité de séries, assez compliquées.

Je me borne, mon cher et illustre Collègue, à cette simple

indication. Si vous pensez que le sujet mérite d'être creusé,

envoyez-moi, par carte postale, ce seul mol : Continuez.

Salut affectueux.

Liège, 8 novembre 1889.

IV

A M. Hermite.

Mon cher Monsieur Hermite,

Voyez, encore une fois, comme les beaux esprits se rencontrent !

Il y a deux jours, j'ai reçu, de M. Miller, les derniers numéros de

VEducational Times. Naturellement, mon attention s'est portée

sur votre nom, et sur la Question 9852. Maintenant, écoutez le

reste.
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La série

(n -f- 2) (n 4- 3) .. 2n ^,

2.3... n

est, comme l'a remarqué Binet, le développement de

1 — l/l — 4x ^y-—^ o-

A la page 62, j'ai donné la formule

/« ^(^ -+-3) ,,„
(T^x -+- T,x' + TiX' -t- . .)*= X* -H -x*+* + x^+^

1 \ % Jà

ou

/c A; (Â; -1- 3) ,

(1 -H X -»- 2x^ -1- 5x' -+- ••• f = 1 -+- - X H — x^11.2
Le premier membre égale f

| j
.

Mais, à cause de
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A M. Hermite.

Cher Monsieur Hermite,

Trois jours passés à Bruxelles m'ont empêché, jusqu'à présent,

de répondre à votre lettre du 4 avril.

Et d'abord, je ne vous ai jamais, au grand jamais, supposé

l'intention de m'adresser un reproche quelconque : bien au con-

traire ! Donc, laissons de côté ce petit point.

Je crois vous avoir mandé que, dans le Mémoire présenté,

samedi, à l'Académie de Belgique, j'ai indiqué certaines pro-

priétés dont jouissent vos polynômes T„, ou, après un change-

ment de lettres, vos intégrales.

X.. — A„
2a;.

/ X„ — A„

,/ X — a

(j'appelle A„ ce que devient X„ par le changement de ac en a).

Je vous remercie de m'avoir fait connaître la belle formule

-^ , 2 ^a — a-\- VX — 2aa +- or

2'^J»-.^= =S:
;

(A)

1/ 1 — 2aa -+- a-"
I — a

En la comparante la formule (79) de mon deuxième Mémoire

(p. 26) (*), j'arrive à un résultat qui m'étonne un peu.

Pour rendre plus facile la comparaison, je change, dans (A),

a en z, a en X :

" , 2 z ~ x -t- l/l — 2a:z -H z' -

2'"L--;= ^ -, (AO

1 — X
I,

" n -H 1
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Mais, J„ était une fonction de a; donc, dans (A'), on doit

prendre
/•+' x„ — T„

J.=./ -fzrf'"'

afin que le nouveau J„ ne diffère, de Yancien, que par le change-

ment indiqué. Si je ne me trompe, le nouveau ]„ est donc votre

polynôme P„. Ceci admis, (A') devient

" 2 z —X -^- l/| — iLzx -H z^

IP^^'-^—zr: -
>:

i

;
(A")

ou, d'après (B) :

00 -n|-l

Prenons les dérivées des deux membres, par rapport à z :

^ -^ \/\ — ±xz -V- z"^ *>

ou, par Véquation de définition :

(1 _ ^xz -+- 2''') 2 "P"^" -+- (2 — ^) 2 P"-^" = '^

Ainsi

00

2 [« — (2/i -t- l)2rx -t- [n -*- l)z-] P,,^"-' = 2;

ou enfin, parce que Pq = :

2 [n — (-2//. -+- \)zx-^ [n H- 1)^'] P„2"-* --2 (D)

u

Voilà ce qui m'étonne. Ai-je commis des fautes, ou vous ai-je

mal compris? L'avenir nous l'apprendra.



(H)

Agréez, je vous prie, avec mes remerciements, Tassurance des

sentiments affectueux de

Votre bien dévoué très Ancien.

Liège, 16 avril 1890.

P. S. La formule \J)) est exacte; elle s'accorde avec la rela-

tion entre P„+,, P„, P„_, (*).

VI

A M. A Ib'x, Capitaine du Génie (à G&p).

Mon jeune Camarade,

Merci de votre aimable et intéressante lettre du H. Si je n'y

ai pas répondu immédiatement, c'est parce que, en ce moment,

une bronchite me tient : je suis agrémenté d'un ,sans compter

d'autres mauvaises choses.

Vous me dites que ma définition des incommensurables soulève,

chez vous, beaucoup d'objections (du moins, tel est le sens de

\os paroles). Lorsque, vers 1836 ou 1837, je donnai cette défini-

tion, je ne me flattai point d'avoir, du premier coup, atteint la

perfection. J'avais ouvert la voie : c'était assez pour commencer.

Puis, je n'ai jamais écrit pour les abstracteurs de quintescence

;

car, comme dit Leibniz (?) : < Il n'y a pas moyen de contenter

ceux qui demandent le pourquoi du pourquoi. » Comme je l'ai

narré à Brisse, quand j'étais sur les bancs, on ne jurait que par

Bourdon : « \/7 est le nombre qui, multiplié par lui-même,

reproduit 7. »

Il n'avait oublié qu'un point :

C'était d'éclairer sa lanterne.

('} Cette relation est

{n H- 1 ) P„-^i — (2n -t- 1 ) xP„ -t- nP„ - 1 = 0.
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Pour la Géométrie, c'était encore pis. Logendre, dans sa mau-

vaise Géométrie (renouvelée d'Euclide), dit, en termes presque

aussi solennels que barbares : « Je dis qu'on aura surface

CA = ^ CA X cire CA (*) » . Puis il ajouie :

« Car si ^ CA X drc CA n'est pas l'aire du cercle dont CA est

» le rayon, cette quantité sera la mesure d'un cercle plus grand

» ou plus petit. » Pourquoi? Jl a oublié de le dire.

En d'autres termes, l'illustre Auteur de la Théorie des fonctions

elliptiques admet qu'il y a des cercles de toutes les grandeurs;

ou encore, que, l'aire du cercle est une fonction continue du rayon.

Si l'on admet cela, que reste-t-il à faire? Rien, ou très peu de

chose.

Ce qui m'a toujours mis de mauvaise humeur, quand j'étudiais

la Géométrie de Legendre, c'est l'espèce de mauvaise foi de

l'Auteur. En effet, avec ses démonstrations bi/arres (qui ne

démontrent pas), il a l'air de dire, au malheureux lecteur : « Voyez

comme je suis rigoureux! » Et il ne l'est pas plus que Bezout,

lequel avait, du moins, le mérite de la clarté.

Je pourrais continuer cette critique : le sujet est presque

inépuisable. Pour abréger, je vous citerai seulement le fameux

Lemme préliminaire sur les surfaces (p. 242).

Que signifie l'expression : « Une surface convexe est moindre

que » ?

Quoi qu'il en soit, dans mes Éléments de Géométrie (184-3),

j'ai défini la longueur d'une ligne, l'aire d'une surface, le volume

d'un corps. 11 faut croire que mes définitions n'étaient pas mau-

vaises, car elles ont été adoptées par mes successeurs, en particu-

lier par MM. Y et Z, ..., qui, dans I ur grosse Géométrie, se sont

emparés (ou parés) de tontes mes idées, sans jamais me ciier.

Ici, j'ouvre une petite parenthèse.

Dans mon volume de 1843, je disais (p. 153) :

« En employant des rectangles, ..., et en employant des poly-

(*) Cet énoncé, et tous ceux du même, genre, faisaient dire à Lacroix

(d'après ce qu'on m'a rapporté) : « Il y a donc un ange qui lui a soufflé son

théorème ! «
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» u;ones, ... arrivera-l-on à la même limite? Et même, en conscr-

» viint le second procédé, toutes ces séries conduiront-elles à la

» même limite? La réponse est affirmative; mais la démonsira-

» lion de l'identiié des résultats ne parait pas être du ressort des

» Eléments (*). Nous admettrons donc cette idenliié. »

Vous voyez que ceci est de la bonne foi scientifique. Il paraît,

d'après Y et Z, que ***
a complété, en ce point, ma théorie. J'en

suis bien aise.

Si le Docteur me permet de sortir aujourd'hui, je mettrai à la

Poste les JVIémoires que vous m'avez demandés. Je désire que

vous puissiez avoir la patience de les lire, et la bonne fortune d'y

ajouter quelque chose.

Que mettriez-vous à la place du mot indéfini? Il s'agit d'une

chose qui ne finit pas. Je crains que vous en disiez autant de ma
lettre. Donc, je termine brusquement.

Votre bien dévoué très Ancien.
Liège, 17 mai 1890.

VII

A. M. Casorati (**) (à Pavie).

Monsieur,

Je quittais Liège, quand j'ai reçu le beau Mémoire que vous

m'avez fait l'honneur et le plaisir de m'offrir. Cette circonstance

de déplacement vous explique le retard de ma réponse.

J'ai lu votre Mémoire avec le plus vif intérêt, et j'ai admiré la

manière simple et élégante dont vous établissez votre jolie

formule :

1/1 1

C = - —„ -H —
a \R^ R^

(*) Allusion aux Lcnimes sur les infiniment petits.

(**) Cette lettre n'est point parvenue à destination. Le savant Professeur

est mort avant d'avoir pu en prendre connaissance. Ces détails m'ont été

communiqués par M""^ Eugénie Casorati, fille de mon regretté Collègue.
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Aueint-elle le but que vous vous éiiez proposé? Est-elle

d'accord avec Vidée commune? Il me paraît que non. Voici l'un

des motifs de mes doutes.

Rj étant supposé positif, C ne change pas quand on y remplace

R2 par — R2. En particulier, si Ton considère le caténoïde, dans

lequel R2= — Ri, puis la sphère dont le rayon serait R,, on a,

pour ces deux surfaces, en deux points correspondants, C = jt^.

Ainsi, le caténoïde et la sphère auraient même courbure. Celte

conclusion est-elle d'accord avec « l'idée commune »? Je vous le

demande.

Autrefois, je me suis occupé de cette question de la courbure

des surfaces, question sur laquelle je n'ai rien publié. Depuis la

lecture de votre Mémoire, mes vieilles idées sont revenues ; et

voici la solution (provisoire) qui en découle.

Coupons un ellipsoïde AMR (*), par un plan GHF, parallèle au

plan langent en M.

Soient 1 la distance de ces plans, et E l'aire de la calotte ellip-

soïdique. D'autre part, considérons la sphère qui aurait pour

centre, et OM = c pour rayon. Soit S l'aire de la calotte sphérique,

correspondant à la calotte ellipsoïdique. II me semble qu'on

pourrait prendre, comme valeur de la courbure en M, la limite

de |, répondant à X=0. Il est vrai que l'expression de E

(*) Ce sera l'ellipsoïde osculateur, si la surface donnée est convexe.
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contient des intégrales elliptiques (*). Mais si l'on développe cette

expression suivant les puissances de 1, et qu'ensuite on fasse

>= (dans ^],ilest possible que \evesuhat soit simple. N'ayant

m aucun livre, je ne puis effectuer ce calcul. Je me contente de

vous en indiquer le principe, me proposant d'y rexenïr, peut-être.

(Je suis dans mon 77''^""* printemps.)

Agréez, Monsieur, etc.

Spa, 17 juin 1890.

Ylll

A M. Azzarelli (à Rome).

Monsieur,

Le dernier numéro des Atti, que j'ai reçu hier, contient une

Note sur la courbe formée par les projections d'un point sur les

tangentes à un cercle, Note au sujet de laquelle je désire vous

soumettre quelques remarques.

La courbe dont il s'agit est la podaire du cercle : dans un cas

particulier, elle se réduit au Limaçon de Pascal. Cette courbe,

archi-connue, même par les Aspirants à nos Écoles (de France),

ne mérite pas, me semble-t-il, d'être traitée dans un Recueil

académique. L'Auteur de la Note y déploie un bien inutile luxe

de calcul; et, véritablement, il a pris une massue pour écraser

une mouche! (proverbe français). Vous allez en juger, si ce n'est

déjà chose faite.

C étant le point donné, soit MP une tangente au cercle AB. Si

l'on fait :

C0 = 6, OB = a, CP = w;

et que l'on mène OD parallèle à MP, on a

u = a •*- h ces w, (i)

C) Voir, dans le Journal de Liouville, mon Mémoire sur l'aire de l'ellip-

soïde, etc.
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équation de la podaire. On en conclut :

u' = — h sin a,

u"= — b cos a

(2)

(3)

Si l'on achève le rectangle MPCE, la diagonale PE est la nor-

male, en P, à la podaire (*j.

La formule
ds^ = diî^ -+- li^dco'^

devient

ds^ = (a^ -«- 2a6 cos « -f- 6^) rfw'^
;

puis, si l'on fait co = 20 :

ds' = 4 («^ -4- 6^ -t- 2a?j — lab sin^ e) dôl

Il résulte, de celle-ci :

s = "J {a -\- b) f ds\/ l — : — sin^ ô.<l{a + h)J^d5\ \

(4)

(S)

[q + b)

Donc Varc BP, de la podaire, est équivalent à l'arc d'une ellipse

facile à construire; etc.

Je pense qu'en voilà assez...

Je suis, Monsieur, votre dévoué vieux Confrère.

Spa, 26 juillet! 890.

(*) Propriété connue, presque évidente. Le lieu du point E est la circon-

férence décrite sur CO comme diamètre.
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IX

A M. TaUqvist (à Helsingfors).

Comment, Monsieur, vous avez déjà publié une demi-douzaine

de Mémoires, sur un sujet très difficile, et vous n'avez que

vingt ans!

Vos pareils, à deux fois, ne se font pas connaître,

Et, pour leurs coups d'essais, font de grands coups de maître,

comme dirait Corneille (ou à peu près). Permettez à un vieux

Mathématicien, qui s'est occupé, il y a quarante-six ans, des

surfaces-minima; permettez-lui, dis-je, non seulement de vous

témoigner toute sa sympathie, mais encore la surprise de trouver

tant de talent chez un tout jeune homme ! Abel, votre illustre

gims/-compatriote, avait plus de vingt ans quand il a commencé

à devenir célèbre. Puissiez-vous, plus heureux que lui, poursuivre

une longue carrière, si brillamment inaugurée!

J'ai lu, avec un vif plaisir, votre détermination expérimen-

tale..., et j'en ai écrit déjà à un Confrère, M. Van der Mensbrugge,

gendre et continuateur de Plateau. Je ne puis lire vos autres

Mémoires, faute de connaître les langues dans lesquelles ils sont

écrits.

Il me semble que vous ne citez pas le travail, bien remar-

quable, de Bibaiicour, sur les élassoïdes (c'est le nom qu'il a

imaginé
; il est plus court que surface-minima. De plus, celui-ci

est moitié français, moitié latin : il est hybride).

Ne connaissez-vous pas le Mémoire de Ribaucour, ou le

Rapport que j'ai fait sur ce Mémoire? L'Auteur a obtenu, en 1880

ou 1881, le prix proposé par l'Académie de Belgique. Je regrette

de ne pouvoir vous envoyer aucun de ces deux opuscules.

Je croyais la dénomination de caténoïde due à Bour, profond

Géomètre, mort très jeune, et que j'ai beaucoup connu.

A propos des élassoïdes, voici une autre hypothèse que j'ai

exposée, jadis, à l'Université de Liège : « l'out élassoïde peut

2
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être engendré, de deux manières, par des courbes égales. » Celle

liypolhcse est-elle fondée? Est-ce que M. Lie, dont je ne connais

pas les ouvrages (à cause de la langue), n'a pas dénnonlré

quelque chose de ce genre?

Je termine celte lettre, déjà trop longue. A la fin des vacances,

je nie ferai traduiie ceux de vos Mémoires qui ne sont pas en

français. J'ai la persuasion qu'ils ne modifieront pas la bonne

opinion que j'ai conçue de vous.

Agréez,

Liège, G septembre 1890.

X

Â M. l'Abbé Gelin (à Huy).

i\IoN CHER Collègue,

Votre formule supposée :

1 (-+- a) (I -f- ah) [\ + ab") ... (I + ab"-')

\-h" [\-b"){b-b")
\

('I)= 1 H- a -+- cv ;
—V-

1 _ 6 (1—6) (I — b')

est fort intéressante (elle m'a donné de la tablature et des insom-

nies). Mais elle n'est pas nouvelle. En septembre 1843, Cauchy

a démontré celle-ci, qui ne diffère pas de la vôtre :

1—/" (i-r)(i—r-') „

(-f-x)(1+<.r)...(I-4-r^x)=lH X-4- ^ fx--4---

l\
l'>\

(»-2)(«-<) «("-<)
(

^
'

+ ^
-t

'
X"-* H- t '' X\

\-t I

(Comptes rendus, p. 560.)

Le grand Géomètre n'écrit pas le terme général du second

membre : il est clair que ce terme est

^ (i_r)(i-r-^)..(i -<"->'+) ^?ii^

{\'-t][\-f)...[\-t,) " '
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Ainsi :

(1 -4- x) (1 -J- tx) ... (I -+- r-'x) =1-1-2 T, (4)

Remarques. — i" D'après la forme du premier membre de

l'égalilé (2), T^ est un polynôme entier, à coefficients entiers.

S"* Conséquemment, la fraelion eonicimc dans T,, esl rcdiic-

lible à un semblable polynôme; ou, ce qui esl é(|ui valent (avec

un cbangement de lettres) :

{\ — a;")(l — x"-')...(l — x*+''-*)— == entier.
(1 — a:) ('1 — x') (I — x')... (1 — x")

5" Ce Ibéorème, qui me parait fort remarquable, n'est pas

nouveau non plus : il est énoncé et démontré dans VAlgèbre de

Bertrand (1"^" édition). Il en résulte ces deux-ci ;

Partni les racines de l'équation

(x" — 1) (x''+* — 1 ) . . (x"+''-* — I )
=

se trouvent toutes celles de l'équation

{x— \){x^ -'{).. .{x'' — \) = 0;

Si i\ est un nombre entier, la fraction

. (N" — 1) (N"+< — 1) ... (Nx+p-' - I)

(N — -l)(N"''— ij...(N"~ I)

est réductible à un nombre entier.

4° Si l'on suppose a-= 1 , n= co , et qu'on remplace t par q

(7 < 1), l'égalité (2) devient

2(1 +^)(.l -+-^^^)(l H-rn(l +q'),.

„,i ,^ .
9

,

r ] (5)

l-q (i_,^)(i_^^) (1-7) (1-90(1 -7')
"*"

laquelle est due, je crois, à Jacobi.
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5" Posons, comme Jacobi et Legendre :

S= (1 -\- q) [\ -4- fl^) (1 -t- q^) ... )

p' =- (1 -4- q') {i + q') [\ ^ q^)...y
'

On sail que

'' \-q (1-9)(l-7') (l-'/)ll-r)(l-'/0

L'égalité (5) est la même chose que

9BS'=i H ^^ 1 ^i
\

^-
• -+- ... (8^

Celle-ci paraît différer de la précédente. Cependant, elle en est

une conséquence.

En effet, la soustraction donne

SS' = 1-i Lh î r -t- - (7)^^ \-q (1-9) (3
- q') ^

'

Permettez-moi d'en rester là.

Liège, 5 juin 1891.

XI

A M. l'Abbé Gelin,

I

La formule de Cauchy (C. R., sept. 1843) se trouve, au moins

en germe, dans VIntroduction à VAnalyse d'Euler. Seulement, le

grand Helvélien y considère le produit indéfini

Z = (•! + xz) (4 + x'z) (l M- x'^z) ...

(*) Recherches sur quelques produits indéfinis, p. 1.

(**) Ibid., p. 51.
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Il obtient, très simplement (comme toujours)

X x" x^
Z=\-\ z -+- T z-*- r-, s -z" + •••

\—x (1—x)(l—x') (\~x){\—x'){i—x'')

C'est ce que vous aviez cherché. Ainsi que je vous le mandais

dans ma lettre du 5 juin, si Ton suppose z == 1, a: = ^ < 1, on

a celle formule de Jacobi (?) :

(1 H-9)(l-4-7^)(l -+-7^)... = l + '/ -

"^

II

Je reprends la formule de Cauchy :

dans laquelle

(1 _ f«) (4 _ i»- ') ... (1 _ t"-p+M '±i±
T =- — - ^ i t 2 ,v.p (<.2\

(1_i)(|_i^)...(.|_p) ' •"• ^^'

Evidemment, Tp est la somme des produits, p à p, des

n quantités

Soient, par exemple,

n = 3 , /> = 2.

On a

T^ = ^ !S / tx^
;

(1 -t){\- f)

et aussi :

T2 = x"- [i H- «- -+- r +• «* -*- r -4- f^ ^- t^ -+- 1" -t- f' -+- c']



( ^2 )

Conséquemment,

(i ~-t){i- n
ou

= 1 -t- « -t- 2<' -+- 2t' -t- 2<' -+-(«-- /,%

(I -t- t -t- (2 ^ r H- <*j (1 -^-l^)= \ + < -t- 2«' M- 2r -- 2i* -+- <^ -t- ««;

ce qui esl cxaci.

III

Les questions précédenles m'ont conduit (ou ramené) à ces

deux problèmes :

1" On prend p termes, dans la suite 1, 2, 3, . ., n. On fait la

somme de ces p nombres. A quoi est égale la somme S„^p de tontes

les sommes partielles?

2° Trouver les sommes X„ p des produits, p à p, des n premiers

nombres entiers ?

J'obtiens :

Celle seconde formule est d'autant plus remarquable qu'elle

esl, pour ainsi dire, isolée : les expressions de X„,2 et de X„,i sont

beaucoup plus compliquées.

Remarques. — 1° Si n est premier, supérieur à 4, X„ 5 est

divisible par n'^.

2° 5î n H- 1 est premier, X„ 5 est divisible par (n -h 1)^.

0" Il y a Une relation entre les deux problèmes.

Voire dévoué vieux Collègue,

E. C.

Liège, il juin 1891.
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SUR

DE NOUVELLES FORMULES

POUR LE CALCUL

DU NOMBRE H DE LAISANT

Dans mon Ménnoire Sur l'analogue du nombre U (*), j'ai pris

comme argument du sinus hyperbolique dont la valeur est 1, le

nombre ^H; je me propose actuellement de faire connaître de

nouvelles formules qui se prêtent à une détermination commode
de cette constante introduite par M. Laisant.

Dans son Essai sur les fondions hyperboliques (**), cet auteur

en a déterminé la valeur par la formule

n = /(4+l/2), (1)

et, en le calculant directement par les tables de logarithmes , au

moyen de la valeur approchée

1/2 = 1,4142 1356...,

il a trouvé, avec six décimales,

i

-n = 0,8843735870.
2

{*) Mémoires de la Société royale des sciences de Liège ^ 2« série, t. XIV.

(**) Paris, Gauthier-Villars, 1874, p. 22.
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Dans la suite de ses recherches (*), il a donné, en s'appuyant

sur la formule

1 1
u = th . u -\— th^ . u H— th'^ . u 4- • • •

3 5

la valeur de II à l'aide d'une série :

.

/- ^ 1 ^

n 1/2 = 1 H -i -H —-H
, (2)

5.2 5.2' 7.2' ^
'

qui se déduit aussi directement de (1) lorsque l'on fait usage de

l'identité

Afin de remplacer les égalités (1) et (2) par des formules qui

permettent d'atteindre le but qu'on se propose d'une manière

plus rapide, on peut recourir, soit à des développements en

séries plus convergents, soit à des fractions continues. C'est

l'objet du présent travail.

I. — Si l'on emploie la formule connue

1 1
x ] \

l. X = -l{x— 1 ) + - /(x + 1 )
-4- y — ——

,

(*) Il la déduit de la formule plus connue :

1 1u= ig .u — -tg^ .u~\— tg' . a; - • • •

3 5

par de simples substitutions; elle se déduit d'ailleurs immédiatement, par

inversion, de la formule aréométrique

1 1 +M
A.T M) = -/.

.

(*') On se rend compte de la lenteur avec laquelle converge cette série,

en observant que si Ton emploie les 10, 20, 30,40, 50, ... premiers termes,

on obtient, par 0, 4-, 7, 11, 14, 18, .. . décimales exactes.
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et que, en ayant égard à (1), on fasse

x = \ -t- 1/2,

d'où l'on déduit

X — 1=1/2, a; + 1=1/2(1 + 1/2), 2x'— 1 =5 + 4\/i,

on obtient inimédiatement, après de courtes réductions,

/(l -t- 1/2) = / . 2 -+- 2 y — -_ ;

,^, {2/c 4- 1) (g -t.4l/2)'^Hi

ou, en introduisant II

n= 2/2-t-4
1 1 1

"1

__^ _ + ... I

(5)

+ 41/2)^ 5(5 + 4l/2)« J5 + 41/2 5(5 -f

Gomnne on a, avec une grande approximation

g _H 4 1/2 = 1 0.656 854 249 492 . .
.

,

la série converge rapidement.

Ainsi les cinq premiers termes donnent

= 1,762 747174 016,

dont les dix premières décimales sont exactes.

II. — Pour obtenir un développement en fraction continue

convenable, observons que

1 -f- 1/2 = 2 4 1

D'après la formule (27) du Mémoire cité dans mon introduc-

tion, la fonction continue a la valeur :

I :, r-' + (n— 2),2"-^ + [n — 5)^^-' + • • •

2 2" -i-{n—\ ),2"-^ + (w— 2)22»-
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Par suite, on a

"^
2

"*

2" -4- (n— 1 )i2"-' + (w— 2)22" --^ -+-"

Si l'on désigne simplement par II„ la n" réduite de II, on

trouve :

n„ = 2/
(»0i2« (/^— 1)22«-

2„ -I- (n— l)i2"-2 -f- (w— 2)22"-* + (4)

Il n'est pas nécessaire de montrer que cette valeur se calcule

aisément, par le procédé connu, au moyen des réduites précé-

dentes.

On a ainsi le tableau :

2

5
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Remarque. — On pourrait également, en faisant usage de

l'identité déjà citée, poser

(3)11 = /. 2 H- 2/ f 1 -f-—^ ,,

puis, par la méthode d'Euier (*), transformer la série

l \
\_ 1

V^2j 1^2 2.2 5.2 i/2 4.4

en une série plus rapidement convergente.

On a ici, pour la n" différence

, (6)

A"W/ =
Çf ï

k k H- 1

[n].

k -H 2
•• =b

1

A; -f- n

Mais on n'arrive pas à une formule plus convenable en pratique
;

au contraire, en faisant la somme des termes de la nouvelle

série, on retombe sur la série (6).

{*) Si l'on pose

et si Ton pose :

S = «1 «2 -1- «3 — f<4 -»-•,

S = ^ Au, A^M—f ^ 1

92 C)3

comme on le démontre facilement à l'aide du calcul des opérations.
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