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CURSC DE TRIGONOMETRIE

CARTEA I
STUDIULt FUNCTIUNILORt CIRCULARIE

CAPITULULO I.
NoVunI preliminaril §i defini#unl.

1. Trigonometria are de obiectil a g5,si prin, cal-
eula elementele necunoscute ale mil poligontl, plant sail
sfericA, cnd se cunósce un nurn6rt suficientil din aceste
elemente. Aces% operatiune se numesce resolutiunea
poligonulul.

Ins6 ori-ce poligonq pOte M so descompung, in
un numen1 Ore-care de triunghiuri prin linil duse din
un punctO Ore-care la tate vêrfurile lui ; resolvendil
aceste triunghiuri, poligonulg Insu§i va fi resolvatti.
Prin urmare objectulti trigonometriei, se reduce la re-
soluliunea triunghiuriloric, recti1ini sati sferice. Be aci
1. vine i numele, precum i divisiunea sa natura1 6

                     



4 CURB DE TRIGONOMETRIE

in Trigonometrid pland sau rectilinid i Trigonome-
trid sfericd.

2. Pentru a resolva un triunghhi, este necesar
mai intait a gasi relatiunile ce exista intre dife-

ritele sale elemente; ast-fel ca dad, nude din aceste
elemente ar fi necunoscute, se le putomtI afia prin ni-
see simple resolutif de ecuatiuni. Ins& elementele unui
triunghill fiind parte laturi, parte unghiuri, canti-
tati neomogene unele cu altele, relatiunile ce am putea,
gasi futre dOnsele nu poth fi destuld de simple §i les-
niciOse pentru a face cu quint& o resolutiune de
triunghiuri. Din acósta causg, In trigonometrig, unghiu-
rile se inlocuescti prin nisce linil drepte, numite func-
tisni circulare directe sau lini trigonometrice; i se
mita relatiuni, nu Intre laturile i unghiurile triun-
ghiului, ci intre laturi i liniile trigonometrice ale
unghiurilord lui.

PRINCIPIULt LIJI DESCARTES.

3. Mai inainte de a intra in studiuhl liniilora
trigonometrice vom admite principiulA urmgtort, deto-
rat lui Descartes, care simplifica fOrte multtl formulele
trigonometriei, §i Inlesnesce generalisarea lor.

Fie XY (fig. 1) o drOptg, indifinitg, §i 0 un puntti
Fig. 1. fixt po dAnsa.

II >4 y Luamti puntuld
X

0 A A pe acesta drOp-

                     



NOTIIINI PRELIMINARIt DEFINITIIINI 5

11 0 insemn&mg distanta OA cu a. Se admite ca acéstd
distantd sci se considere ca positivd i set' se insem-
nqle cu (laced se socotesce de la origine in un sensil
Ore-care, s. es. la drópta, in sensulg sageti1i §i ne-
gativd, cu semnulic , dacci se considerd in sensulil
opusic.Pentra ca positia puntului A pe drópta XI
sa fie determinatl, trebue a se cun6sce trei date :
10 positia pe acést& dr6pt& a puntului fixtt 0, care
se numesce originea, i de la care se m6s6r1 distan-
tele; 2° m&rimea a a distantei punctului A de la
ac6sta origine ; i 3° sensulg in care ac6stg, distant&
este socotit& de la origine.In ad6v6r11, dad, cunO-
scemg positia originei, pentru a gAsi positia puntului
A, la distanta + a de la origina, n'avemg de at pe
drapta XY in sensulti stgeiT SQ, 11.16,11111 o distanta

§i A va fi positia puntului cautatg. Dac& ni
s'ar core a gAsi positia unui puntg A' situatg la di-
stanta a de la. origine, am lua distanta
in sensg contrart sagetil, §i puntulg autatg ar fi A'.

De aci urmélja principiulg : Dacd considerdmit
pe o linie dre-care, dréptet sag curbd, diferite distante
mesurate de la o origine comund, fixd pe acéstd
linie, i dacci voimic a le introduce in calculii, vom
afecta cu semnulii+ valorile numerice ale distantflorzi
cari sunt indreptate in un sertsil, i cu pe acele
cari vor fi indreptate in sensuld contrarii.

Cu t6te acestea nu vom porde din vedere

acestg principiu este numai conventionalt, i c& pentru

fix

cg,

01+a,

-- 01'=a

                     



6 CUBS DE TRIGONOMETRIE

a admite cu sicurantA generahtatea unei formule, totil
va trebui a demonstra cu rigurositate d ea existh in
t6te ipotesele posibile.

ARCURILE DE CERCt.

4. Se scie ca un unghill se m6s6th cu arculti de-
scrisA intro laturile sale, al centrulti in vArfuhl un-
ghiului i cu o ra4A, arbitrath. Ast-felti m6sura un-
ghiului ABC va fi arcult AC (fig. 2).

Fig. 2. In trigonometrie in generalu un-

A ghiurile se Inlocueset cu arcurile
de ceren. Aceste arcuri se m6s6th
pe o circonferentA, a drei ra-
4a, se consideth tot-d'a-una egath
ea unitatea (R=1), prin urmare

lungimea unei circumferente en racla R fiinchl 2 (z) R,
in trigonometrie ea va fi tot-d'a-una egall cu 2 (7e) ;
o semicirconferent4 va fi un cuartt de circum-

7Cyfere*
Fig. 3. Dudndtt in eircumferent1 d6u6

diametre perpendiculare AC §i BD,
(fig. 3) acésth cireumferentA, va fi

Impartita, in patru parti egale, nu-
mite cadrane, care pórth fie-care nu-
mole de cintdiul, alit douilea, alit
treilea, al palrulea cadranii.

Fie-care cadranti ahl eircomferentei se imparte in

n, §i

                     



NOTIIINI PRELIMINARI1 tp DEFINITIIINI 7

cate 90 parti egale numite grade; fie-care gradil se
imparte in 60 minute, fie-care minuta in 60 secunde.
Prin urmare o circomferenta intr6g5, are 360 grade,
sal 21600 minute, sail 1296000 secunde. Aceste di-
ferite sub-impartiri ale circomferentei se insemnécla
respectivti cu 0, ', ; ast-fehl un arctt de 15 grade
39 minute 51 secunde §i 0,4 din o secunda, se in-
semn6cla 15039'51,4.

De cat-va timpt a inceputt sg, se usiteze o Im-
partire centesimald a circomferentei, in locuhl divisiu-
nei sexagesimale, espusa mai snail. Dupe ac6sta non6
divisiune, un cadranil se imparte in 100 grade, un
gradil in 100 minute, o minuta in 100 secunde ;
a§a ca circomferenta intrdga cuprinde 400 grade, saa
40,000 minute, sail 4,000,000 secunde.

Origina de la care vom socoti arcurile pe cir-
comferenta va fi in generahl puntultt A, la inceputultt
primului cadrand. Sensulit in care TOM considera arcele
ca positive va fi cehl arnat de sageta, de la primula
catre al doilea cadranil. Arcele socotite in sensuhl con-
trail vor fi privite ca negative. As-fel arcula AE va
fi positivt, iar A 11 negativil.

ARCURI COMPLEMENTARE 1 SUPLEMENTARE

5. Se numescl arcuri complementare dOu6 arcuri
a carorg suma este egala cu un cadranil sail -ir; ast-fel

sunt arcurile AE si EB, caci AEFEB----i.

                     



8 CURS DE TRIGONOMETRIE

Se numescil arcuri suplementare delu6 arcuri a
caror surnA, este egalA cu dOu6 cadrane sail gr ; ast-felti
sunt arcurile AE §i EC, caci AE-I-EC=gr.

LINIILE TRIGONOMETRICE

6. Liniile trigonometrice sunt in num6rt1 de §Tase :
sinusii, tangenta, secanta, cosinusii, cotangenta §i co-
secanta.

Liniile trigonometrice nu se considerl nici o

dath in valóre absolutA, ci sunt date tot-d'a-una prin
raportulti loril catre ra41; atia cand se 'lice cA, tran-

genta unui arcil este 3, 7, ac6sta insemndc16, a ra-
portulil intre lungimea absoluta a acelei tangente §i
racla este 3,7.

S I N U S '11

7. Se numesce sinusii al unui arcuperpendiculara
ldsatd din o estremitate a arcului pe diametrulii
care trece prin cea altei estremitate. Ast-felt sinusult

Fig. 4. arcului AE (fig. 4) este EI §i se in-
13

semnecja : EI=sin AE.
Ducandii EK paraleM cu AC avem :

EI=KO, ca paralele coprinse intro pa-
ralele ; prin urmare putema qice at §i
KO este sinusulti arcului AE.

Sinusurile se socotescil pe diametrulti verticalil BD,

A

                     



NOTIIINI PRELIMINABI1 SI DEPINITIIIM 9

de la originea 0* In totg cursult acestel scrieri vom *3
considera ca positive sinusurile socotite pe rala OB,
si ca negative pe cele considerate pe OD. Ast-felg
vom pune :

sin AE

aci EI este egald cu KO, care se afra pe partea OB
a diametrului BD ; §i

sin ABG GM,

cad GM este egalg cu OP, consideratg pe partea OD
a diametrului verticalg BD.

8. Mud arcult merge crescêndil de la A panA la

B, adicg de la zero pang, la valOrea sinusului

mane tot-d'a-una positiva §i merge §i ea cresc8ndg de

la zero in susg. Mud arculg este AB sag valOrea

sinusului este BO, adica, raga insu0 ; deci

sin7LB0 =+1.
2

Arculg trecêndg in al duoilea cadrang §i mergOndg
de h B pan'a la C, valOrea sinusului este totg posi-
tivg, insg, merge descrescAndg de la 1 in josg.

Arcult ABC=--z are dreptu sinusg pe zero, ap

sin ,e= O.

Cnd arculd intrl in cadranulg al treilea, sinusulg
devine negativil, dupg, conventiunea de mai Fast ; Ins

valórea arcului crescOndg de la ABC panA la ABCD,

r6-

+ EL

el

                     



1 0 CURS DE TRIGONOMETRIE

adid, de la vr papa -271. valdrea absolutd a sinusu-

lui cresce §i ea de la zero pana la 1 ap cá
37esin n

1.

In cadranulA al patrulea sinusulti r6mane tottt no-
gativii, ins descresce in valdre absolutd de la 1 pa,nA
la 0 adid :

sin 2.= 0.
Prin urmare in resumata :
In primulli cadrangl, sinusulti este positiva §i

varia4g, de la zero pana la + 1.
la al doilea cadranic, sinusulti este positivii §i

variacla de la + 1 panA, la zero.
In, al treilea cadranil, sinusult1 este negativii

variala de la zero panä la 1.

In al patrulea cadranii, sinusulil este negativii
§i variacja de la 1 pad, la zero.

De aci vedemil c tOte valorile sinusului sunt co-
prinse Intro limitele 1 si ± 1. Ori ce valOre a si-
nusului mai mare de cat + I sail mai mica de cat

1 nu mai este o valke realA, ci o valOre ab-
surdci. La o asemenea valbre de sinustl nu corespunde
nici un arcil

9. Dac . ne-am imagina c arcultl, dupgi ce a
percurstl circomferinta intrOga, ar trece de puntulil A
§i ar percurge din Boil circomferinta in acelapl sensil
§i de mai multe ori, am vedea c sinusubl in ace160

la

1.,=

realil.

ji

                     



NOTIIINI PRELIMI1ARI1 X DEPINITTUNI 11

cadrane ia neincetata ace* valori cu ace1ea0 semne
in un moolit periodici dap fie-care trecere de o ir-

comferent intrOgA,, valorile §i semnele sinusului se
repeta. Prin urmare sinusulll este o funqiune cir-
cularci periodicd, i peridda sa este o circomferenra
saii 2 7C.

Patema esprima acesta principia prin formula
urmAtOre :

sin (2 lc ± x) =-- sin x,

in care k insemnO4A un nunAra intrega Ore-care, po-
sitiva sati negativa.

TANGENT A

10. Se numesce* tangenta unui arca, portiunea
tangentei geometrice dug' la una din estremitdtile ar-
cului, coprinsd intre acéstd estremitate i diametrulii
ce trece prin cea altd estremitate.

Ast-feld tangenta arcului AE (fig. 5) este AP
Fig. 5. 0 se insemnOlg, :

NIP

AP tg AE.

Tangentele trigonometrice se soco-
tescd pe tangenta geometria FK,
puntuld A este consideratd ca originea
lora (3). Se considerl ca positive tan-
gentele socotite de la originea A pe

:

7,

----

A 0

K

                     



12 CUES DE TRIGONOMETILIE

pe partea AF a tangentei geometrice, §i ca negative
cele considerate pe partea AK. Ast-fehl vom pune :

tg AE = ± AF §i tg AI = AK.

11. Cand arculg merge crescandg de la A pang la

B, adicg, de la zero pang la , valOrea tangentei rg-

mane tot-d'a-una positiv i merge si ea crescandt de

la zero in susg. Cand arculg este AB sag i, diame-

trulg ce trece prin estremitatea B a arcului, fiindg
paralehi en tangenta AF, o intalnesce la infinitt ;
prin urmare :

tg = co
Cad arculti AG intrg, in cadranulg al duoilea, dia-

metrulti ce trece prin estremitatea G a lui intalnesce
linia tangentelorg in partea sa inferiórg AK ; prin
urmare, in acestg cadrang, tangenta este negativg.
Arculti crescandg de la B spre 0, tangenta deseresce
in valdre absolutd, §i cand arculg devine ABC, sag 7r,
ea devine zero ; deci

tg g = 0.
Arculg ABH find in cadranulti al treilea, tangenta

AF se afig pe partea positivg a liniei tangentelorti, §i
cresce pe cat cresce i arculg ; §i cand acesta are va-

32t..,larea tangenta este org§i infinitg ; adica :

tg = cn1

                     



ITOTIIINI PRELIMINARII I DEPINITIIINI 13

Indata ce arculil intra in cadranulti al patrulea,
tangenta trece de o data de la valorile positive la
cele negative ; i cu cat cresce arcula, cu atat ea de-
scresce in valdre absolutd, ap c, arculti ajunganft
a fi 2 (ir ), &DMA :

tg 2 O.

In resumatA:
In cadra'nuli Intdi, tangent& este positiva

varia46 de la zero pana la + 00 .

In cadranula al duoilea, trangenta este nega-
tivet i varia4a de la 00 papa la zero.

In caclranulic al treilea, tangenta este positivet,
§i variacja de la zero pana la + GO .

In cadranula al patrulea, tangenta este nega-
tivel si varia4a de la GO pana la zero.

Yedemt dar ca tangenta póte se ia tote valo-
rile posibile de la 00 panl la+ co , i prin ur-

mare la ori-ce valOre reala a tangentei corespunde o
valOre reala pentru arctt.

12. Dad, ne-am imagina ca arculti, dupa ce a
percursfi circumferenta introga, ar trece de punctult
A §i ar percurge din noti circumferenta in acela§a
sensa §i de mai multe ori, am vedea ca tangenta, din
dOn6 in dOu6 cadrane, ia ne'ncentatii acelO§i valori cu
acelé§i semne, in un modii periodidt. Prin urmare
tangenta este o functiune circularet perirdica,
peridda sa este o semi-circomferentd, sag n.

7r =

-i

§i

                     



14 CUES DE THIGONOMETILIE

Putema esprima acesta principia prin formula
urmAtdre :

tg (k = tg x,

in care k represinta un num6ra intrega 6re-care, po-
sitiva sail negativa.

SECANTA

13. Se numesce secanta a unui arca distanka
de la centrulic acelui arca panel la estremitatea
tangentei sale trigonometrice. Ast-fela tangenta ar-
cului AE este AF, (fig. 5) era secanta lui este OF,
§i se note,* OF = sec AE.

Originea secantelora este centrult 0. Ele sunt
positive dad intalnesca linia tangentelora trednda
chiara prin estremitatea arcului ; ast-fela secanta OF
a arcului AE este positivg, dci trece prin estremi-
tatea E a acestui arca. Din contra, secanta este ne-
gativg, dad, pentru a intalni linia tangentelora, tre-
bue prelungit& in partea opusl estremitatil arcului ;
ast-fel secantatt OK a arcului AG este negativA, cäci
nu trece ea ins4i prin estremitatea G a arcului, ci
n umai prelungirea sa.

14. Cand arcula este zero, secanta este OA, sail
+ 1 ; adeca

NC ± 1.

Arcula crescand in cadranula intaia pad, la B,

+ x)

0 =

                     



NOTIIINI PRELIMINARII I DEFINITIIIN/ 15

secanta cresce §i ea, remananda neincetatg positiva; §i

and arculg devine seu AB, estremitateA tangentei

fiindil la infinitt, dupa cum scimg (11), avem :

sec i= +

Cand arculg intrg in cadranulg al duoilea, secanta
trece de o data de la valorile positive la cele ne-
gative, §i cu cat cresce arculg, cu atat ea descresce
in valdre absolutd. Cand arculg devine ABC sati 7i', se-
canta este 6.4. sail 1, adica, :

sec 7, = 1.

In cadranulg al treilea, secanta este totg negativg,
insg merge crescanda in valdre absolutd, cu cat cresce
§i arculg ; a§a ca, cand arculg este de trei cadrane,
secanta este iarg§i infinita ; sag

37rsec 2 = aD

In cadranulg al patrulea secanta trece de o data
la valorile positive, §i descresce de la + , pang
dud arculg ajungandg a fi 2 n, avem :

sec 2 n = 1.

In resumatg :
In primula cadrang, secanta este positivei §i

variacla de la + 1 papa la + 00 .
In al doiled cadrang, secanta este negativeg

variacla de la GO pang la I .

'I-
2

oo

±

i

co

                     



16 COMB DE TRIGONOMETRIE

In al treilea cadranü, secanta este negativet
varia41 de la 1 pang, la co .

In al varulea cadrang, secanta este positivet
varialja de la + co pang., la ± 1.

Vedema dar c secanta pOte so aibA, tote yalo-
rile posibile de la co pana la + oo gait de cele
coprinse intre 1 0 + 1. Ori-ce yabire a secantei co-
prinsa intro 1 0 + 1 nu mai este o vabire reala,
ci o valOre absura, i nici un arct realt nu cores-
punde la o asemenea valOre a secantei.

15. Presupunendü ca arculti lorti ar percurge cir-
comferenta de mai multe on i in acela§t senst, am
vedea indath Ca secanta reia neincetatt acelO0 yalori,
cu acelO§T semne, in un moth periodicü, dupa &-
care intervalt de o circomferenta intrOga. Prin ur-
mare secanta este o functiune circulard perio-
died, i peridda sa este o circomferentet intrége
sail 2 vr.

Putemt esprima acestt principit prin formula :

sec (2 k =-- sec x,

in care k represinta un num6rt intregt ore-care, posi-
tivt sat negativt.

COSINUSU

16. Se numesce cosinusit al unui arct sinusulit ar-
cului söi complementarg. Fie s. e. arcult AE (fig. 4);

,

                     



NOVIINI PRELININARIf X DEFINITIVNI 17

arcult complementart alt acestuia este EB ; i, dupa
definitiunea sinusului, avemt

EK = sin EB ;

prin urmare

EK = cos AE

ObservAang a EK=I0 ; prin urmare putemil Inca
defini cosinult ca este distala de la centru pdnet la
piciorulü sinusului.

Cosinusurile se socotescil pe diametrult orizontalt
AC de la originea 0*3. Sunt positive cosinusurile so-
cotite pe parte% din drépta, OA, a diametrului, id ne-
gative cele socotite pe partea OC. Avemt ast-felt :

cos AE = (II, si cos AF = OL.

17. Dad, arculti este zero, cosinusuln find distanta
de la centru la estremitatea sinusului, averat :

cos 0 = OA, sat cos 0 = + 1

Arcult crescandt in primula cadrant, cosinusnln
remane neincetatt positivt, insa descresce ; aia that,

dud arcult este AB sat 1, sinusult BO cayndt chiar

in centru avemt :

cos = 0.

In cadranult al doilea, cosinusult este negativil ;
cu cat cresce arcult, cresce i elt in valdre abso-

luta ; cand arcult este ABC sat vr, :

24,431 2

:

+

i

avemg

                     



18 CURS DE TRIGONOMETRIE

cos z = 00, sag cos gr = 1.

In cadranulg al treilea, cosinusulg este total nega-
tivg ; insg cu cat cresce arcing, el descresce in valdre ab-

soluta ala cg, cand arculil este ABU) sag 23; avemt:

37r n
COS ---= V.

In cadranulg al patrulea, cosinusulg este posi-
tivg ; §i cu cat cresce arculg, cresce §i ela ; cand arculg
este 2 7r, avemt :

cos 2 7r-=---+1..

In resumatil :
In cadranulg intdiii, cosinusult este positivii §i

variacla de la + 1 pang la zero.
In cadranulg al doilea, consinusulii este nega-

tivii §i varia41 de la zero pang la 1.

In cadranulit al treilea, cosinusula este nega-
tivit i varia4 de la 1 pan5, la zero.

In cadranulii al patrulea, cosinusulg este posi-
NO i varia4it de la zero pang la + 1.

Rite valorile cosinusului sunt coprinse, ca §i ale
sinusului, Intre + 1 §i 1. Ori-ce valOre a cosinusu-
lui mai mare de cat + 1 sail mai mica de cat 1 nu
mai este o valOre realg, vi nici un arcil realt nu co.
respunde la o asemenea valOre de cosinusg.

18. Dad arculg, trecandil de puntulg A , ar per-
curge circomferenta de mai multe ori i in acela§g sensil,
am vedea ca, cosinulg, dupg fie-care trecere de o cir-

                     



NOTIIINI PRELININAILIt I DzrINITIUNI 19

comferentg intrOgg, reia aceleag valori cu aceleql
semne in unü modi periodicli. Prin urmare cosi-
nulii este o functiune eirculard periodied, i peri-
Oda sa este

Acesta principiu se esprimg prin formula :

cos (2 1c7c + x) = cos x,

Ic fiinda ung num6rti intregt Ore-care, positivti sati

negativit

CONTANGENTA

19. Contangenta unui arct este tangenta ar-
cului sal complementarg. Ast-feln complementult ar-
cului datt AE (fig. (i) este EB a cgrui tangentg
este BI, consideranda puntulg B ca origine ; prin
urmare :

B1 = tg BE, sail BI = cot AE.
Fig. 6. Contangentele se socotescq peI 3 tangenta KI, dusg la inceputulii

celui de al doilea cadramt Ori-
gine& este punctult B. Contan-
gentele socotite la drdpta de

acestt punetti pe partea BI sunt
positive, oa cele socotite la stanga pe partea BK
aunt negative. A§a: cot AE = +BI, i cot AP = BK.

20. Arculq datil find zero, avem :

cot 0 = co , caci cot 0 = tg 900 = + oo
2*

2 7r.

d-

                     



20 CURS DE TRIGONOMETRIE

Arculil cresc8ndit in primulti cadrant, cotangenta,
r6mane positivg i descresce neincetatil pang la zero,
adecg :

cot 0.

In cadranulil al doilea contangenta este nega-
tivg, §i cresce in valdre absolutd de la zero Ong la

acestg valOre o are cand arcula este ABC sail
adeca :

cot = co .

ArculA ABG trecemdt in cadranulA al treilea,
contangenta trece de o dath de la valorile negative
la cele positive ; insg en egt cresce arcula ea descre-

see ; a§a eg Mud arculA este ABCD sau avem:

37r
-Tcot 0.

In cadranuld al patrulea contangenta este 6th§f
negativg, §i cresce iu valdre absolutel de la zero in
sustl, pang and arculA fiind 2 9r, avem :

cot 2 = co .

In resumatt :
In cadranulit intctiü, contangenta este posi-

tiva §i varia4g, de la + Go Ong la zero.
In cadranul4 al doilea, contangenta este ne-

gativ i variaciii de la zero pang la 00 .

'i- ---

co ;
7C,

z

-3i,

-.-------

z
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In cadranula al treilea, contangenta este po-
sitivd i varia41 de la -1- co pang la zero.

In cadranulü a atrulea, contangenta este ne-
gativd §i varia41 de la zero pang la ao .

Prin urmare contangenta, ca §i tangenta, este
susceptibill de a primi tOte valorile posibile de la

co pang la ± oo , i la ori-ce valOre realg a
contangentei corespunde unti arcil reahl.

21. Dad arculti ar percurge de mai multe ori
circomferenta in acela§I sensti, am vedea c valorile
contangentei revin1 cu ace1ea0 semne din dOu6 in
dOu6 cathane in un moclit periodie t; a§a darn co-
tangenta este o functiune circulard perioclica cu
peridda 2r; principiu ce se pOte esprima prin formula:

cot (k c o t x,

undo k este Orag un num6ril intregll 6re-care, posi-
tivt safl negativa.

COSECANT

22. Cosecanta unui arcil se numesce secanta
arcului sat complementarg... A§a secanta arcului BE,
(fig. 6) complementart arcului datti AE, este OP,
acOsta este darn cosecanta arcului AE, §i se notO4n:

01 = cosec AE.

Dupa figurA, vedenall ca cosecanta se 'Ate incg

cc+ x)--
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defini : distanta de la centru pand la estremitatea
cotangentei.

Originea cosecantelorg este centrulg 0. Cose-

canta este positiva, daca intalnesce linia cotangente-
lorg trecêndg chiar prin estremitatea arcului datg;
0 este negativa dad, pentru a inthlni acésth, linie
a cotangentelorg trebue prelungita in partea opusa
estremitatii arcului. A§a,

cosec AE §i cosec ABG = OI.

23. Cand arcult este zero, extremitatea cotan-
gentei fiind la infinitt, avemg :

Insa cu cat arculg cresce in primula cadrang,
cosecanta descresce, r6manandg neincetatg positiva ; §i

dud arculg este AB sau avemti :

cosec OB, sau cosec 52-= + 1.

In cadranulg al doilea cosecanta este totil posi-
tiva, i cresce neincetatt papa dud arculil ajunge a
fi ABC atunci avemt :

Mee 7o- GO

In tadranulg al treilea, consecanta trece de o
data la valorile negative 0 descresce in valdre abso-
lutei de la oo papa la 1, cu cat arcul cresce

3-9de la ge pana la avênd

avemd:

= ± OI,

cosec 0 = co .

sail 7r;

.
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cosec

In fine, in cadranulft al patrulea, cosecanta fiind
totil negativa, cresce in valdre absoluta de la 1

pang, la , avAndil acOstg, din urma val6re cand
arculti este 2 gr, adeca :

cosec 2 = Go .

In resumatt :

In printulii cadraml cosecanta este positiva §i
varialja de la + oo pang la + 1.

In al doi,lea cadranulg, cosecanta este posi-
tivet §i varialla de la ± 1 pang, la + oo .

In al treilea cadrana, cosecauta este negativc1
§i variacla de la co pang. la 1.

In al patrulea cadrana, cosecanta este negativd
§i varialja de la 1 pang la Go .

Prin urmare cosecanta, ca i secanta, primesce

t6te valorile posibile de la oo pang la+ co , afarg
de cele coprinse Intro 1 §i + 1. Ori-ce valOre a
cosecantei coprinsa intro 1 §i + 1 nu mai este o
valOre roa1 i nici un arca reala nu corespunde la
o asemenea valOre a cosecantei.

Presupunendfl ca arculA percurge de mai multe
orl circumferenta in acela§11 sensu vedemtl a cose-
canta, reia neincentatt acelOg valori cu acelO§i semne,
in un moda periodica la fie-care intervalil de o, cir-

comferenta intrOga. Prin urmare cosecanta este o

37(

2
=-

co

1

--
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functiune circulard perioclica, i perioda sa este
o circomferentd intre'gd saii 2 gr.

Acestt principit se esprima prin formula :

cosec (2 k gr cosec x,

k fiind un num6rt intregt 6re-care, positivt sat ne-
gativt.

LIN1ILE TRIGONOMETRICE ALE ARCELORt EGALE SI DE

SEMNE CONTRARII

25. Teorema.

Fig. 7.

Arcele egale 0 de semne contra-
rii art trigonometrice egale

de semne contrarii, afard
de cosinusa secantd, cart
sunt 0 de acelagt semng.

Fie arcele AE §i AF, (fig.

7) egale i de semne contrariT *4.
Avem :

sin AE = EG,
cos AE = 0G-,
tg AE = AH,

sec AE = 011,
cot AE = BK,

cosec AE = OK,

sin AF = FG,
cos AF = OG,
tg AF = AI,

sec AF = OI,
cot AF BL,

cosec AF OL.

Triunghiurile OEG i OGF aunt egale,
OE = OF ca ra4e unghiurile EOG i GOF

cici
sunt

x) =

linil
0

pi

is

=

;
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egale, cci AE = AF, i unghiurile EGO §i OGF stint
egale, ca drepte; prin urmare :

EG= GF, sau sin AE= sin AF.

Considerandg Insg, sensulg acestorg (160 sinu-
suri *7, unit :

sin AE = sin AF.

In acelea§T triunghiuri OG fiind comung, avem:

OG OG, sau cos AE = cos AF.

Semnele sunt acelea§I la ambele cosinusuri*16.
Triunghiurile OHA §i OAI sunt egale, cad OA

este comung la amg,nd6u6, unghiurile HOA i AOI

sent egale din date, §i HAO =0AI ca drepte ; prin
ur mare :

AH = AI, sau tg AE = tg AF.

Considerandg insa, sensulg acestorg dOu6 tan-
gente*10, avem

tg AE = tg AF.

Din aceleag triunghiuri avem :

011 OI, sau see AE = sec AF.

Semnele ambelord secante sunt ace1eaO*13.
Triunghiurile dreptunghii OBK §i OBL sunt

egale, caci OB este comung, §i BOK =BOL, din
causa ca BOK = 900 ROA, 0 BOL = 900 LOC
= 900 KOA. Din egalitatea acestorg triunghiuri
resultá :

:
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BK =BL sau cot AE = cot AF.

Considergndg insg semriele *19, overall :

cot AI = cot AF.

Din egalitatea acelorr I triunghiurI deducemti :

OK OL, sau cosec AE = cosec AF,

ori* 22,

cosec AE = cosec AF.

Aa darg, pe basa acestei teoreme, putern pune
relatiunile :

sin x= sin ( x), cot x = cot (x),
cos x =' cos (x),
tg x= tg ( x),

sec x= sec (x),
cosec x= cosec (x).

LINIILE TRIGONOMETRICE ALE ARCELORt

SUPLEMENTARE

2 6. Teoremg,

Fig. 8.

DOW arce suplimentare au U-
nit trigonometrice egale de
semne contrare, afard de sir
nusii i cosecantd, cari sunt

de aceleqi semne.
Fie arcele AE i EFC (fig.

K. 8), ast-felg cg AE +EFC =
DucAnda EF paralela en

AC, avemg :

=

qi,

lt

0
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EH = EF + FC, AEF = AE + EF, §i FC = AE ;

deci .

EFC =AEF.

A§a darn in loculg arcelorti date AE §i EFC,
putenni considera arcele AE §i AEF.

Dup5, figura avem :

sin AE = EG, sin AEF = FH,
cos AE = 0G-, cos AEF = OH,
tg AE = AI, tg AEF = AK,
sec AE = OI, sec AEF = OK,
cot AE = BL, cot AEF = BM,

cosec AE = OL, cosec AEF = OM.

Triunghiurile dreptunghe OEG §i OFH sunt
egale, caci OE = OF, ca ra4e §i unghiurile EOG- §i
FOH sunt egale, din causa di, EA = FC ; prin
urmare :

EG- =FH, sau sin AE = sin AEF,

§i semnele ambelorq sinusuri sunt aceleast
Din aceleag triunghiuri avenni. :

OG = OH, sau cos AE = cos AEF,

§i considerandA sensulg ambelora cosinusuri,

cos AE = cos AEF.

Triunghiurile dreptunghe OAT §i OAK sunt
egale, dd. OA este comumi, Eli unghiurile IOA §i
AOK sunt egale, pentru ca AE =FC =AN; apt, darn :
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AI = AK, sau tg AE = tg AEF,

consideranda sensult ambelora tangente,

tg AE = tg AEF

Din egalitatea acelora0 triunghiuri resulin :

OI= OK, san sec AE = sec AEF,

din consideratia sensului ambelorti secante,

sec AE sec AEF

Triunghiurile OBL i OBM sunt egale, cnci OB
este comunq §i unghiurile BOL §i BOM sunt egale,
pentru cá BOL= 900 EOA, §i BOM = 90°FOC,
6rá EOA = FOC prin urmare:

BL = BM, sau cot AE = cot AEF,

considerAnda sensulA :

cot AE = cot AEF

Din egalitatea ace1ora0 triunghiuri,

OL = OM, sau cOsec AE = cosec AEF.

Semnele sunt aceleag la ambele cosecante*22.
Pe basa acestei teoreme putemq darn pune TO-

:

sill OC = sin (r x), cot x (7e x),
COS = COS (77. RC X sec x),
tg x = tg (rx), COSOC = CHOC (t X).

§i

1411111HO

X (7r

=

;

pi

= cot
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LINIILE TRIGONOMETRICE ALE ARCELORII CARI DIFERA

INTRE ELE CU 0 SEMICIRCOMFERENTA

27. Teorerna. Aycele care cliferd intre dénsele
cu o sernicircomferenld, ai linii trigonometrice egale

de sernne contrare, afard de tangent i cotan-
gentd earl, az i acelalt soma.

Fie arcele AE i ABCF (fig. 9) ast-fela
ABCF AE ECF 7r

(Fig. 9)

IC

sin ABCF FH,
cos ABCF OH,
tg ABCF ---- AI,

avemil:

sin AE =EG,
cos AE= 0G-,
tg AE =AI,

sec AE= OI,
cot AE =BK,

cosec AE = OK;

sec ABCF = OI,
cot ABCF = BK,

cosec ABCF = OK,

Triunghiurile dreptunghe OEG §i OHF sunt
egale dd. OE= OF ca ra4e, §i unghiurile EOG- §i
HOF stint egale, ca opuse la vêrfil ; prin urmare :

EG-= FH, sau sin AE = sin ABCF,

§i luandit in consideratie semnele,

sin AE sin ABCF.

Din egalitatea acelorag triunghiuri, avemil :

2i

cg

=
=

                     



SO CITES DE TRIGIONOMETRIE

OG = OH, sau cos AE = cos ABCF,

§i din causa sensului ambelort cosinusuri,

cos AE = cos ABCF.

Tangenta arcului AE este AI, 0 a arcului ABCF
totil AI ; prin urmare :

tg AE = tg ABCF.

Cotangenta arcului AE, precum §i a arcului
ABCF, este BK ; ap darn

cot AE = cot ABCF.

Secanta arcului AE este 01, care trece prin
estremitatea E a arcului ; secanta arcului ABCF este
totil OI, insn nu trece prin estremitatea F a lui ;
prin urmare *13

sec AE = sec ABCF.

Asemenea OK este cosecanta §i a lui AE §i a

lui ABCF ; ins/ fiind-cl trece prin estremitatea pri-
mului arca, &I prin a celui de al doilea nu, avemil* 22 :

cosec AE = cosec ABCF.

Putemil darn, pe basa acestei teoreme, se sta-
bilimil relatiunile urmAtOre :

sin x ----- sin (7+ x), cot x = cot (z+ x),
COS X = COS (ir + X), sec x = sec (gr + x),

tg x = tg (n" +X), cosec x = cosec (r+x),
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REDUCEREA ARCELORt LA PRIMULt CADRANt

28. Se IntOmplA de multe ori sA, se cér liniile
trigonometrice ale unui arct mai mare de cat unt
cadranti une-ori chiar coprinyndt mai multe circom--
ferente. Cu ajutorult teoremeloril precedente putemu
insa tot-d'a-una gäsi unt arct mai mict de chit unit
cadrant, ale carui linil trigonometrice s aib A. aceag

valOre absolutA ca §i liniile trigonometrice ale arm-
lui datt.

Fie, spre esemplu, a se gAsi liniile trigonome-
trice ale arcului do 1953c ImpArtindu acestt arct
cu 360°, gasimil c :

19530=5X3604-1530, sau 19530,-5X2z +1530;

prin urmare* 9, 12, 15, 18, 21, 24.

sin 1953° -= sin 153°, cot 19530= cot 153°,
cos 19530= cos 1530, sec 19530 = sec 153°,
tg 19530= tg 1530, cosec 19530=cosec 1530,

§i ftind-cA, 153° 1800-27, avem*26 :

sin 19530 = sin 1530 = sin 27°,
cos 19530= cos 153° --cos 270,
tg 1953°= tg 153° tg 27°,
cot 19530= cot 153° =cot 27°,
sec 19530= sec 153° = sec 27°,

cosec 19530 cosec 153° cosec 27°,

VI

= =
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Fie incg, arcult de 2375% avem :

2375°=6X360°+2150=6><2z+215°,
2150= 1800+ 350;

p§in urmare* 27,

sin 23750 = sin 215° = sin 350,
cos 2375° cos 215° = cos 350,
tg 2375° = tg 215° = tg 350,
cot 2375° = cot 2150= cot 35°,
sec 2375° = sec 215° = sec 35°,

cosec 2375° = cosec 215° = cosec 350.

Fie in fine arcult de 1388'; avenaA :

1388°= 4 X 360°-52° X 2 gr 52° ;
ap-darä* 25

sin 13880= sin (-52°) = sin 52°,
cos 1388° = cos (-52°) = cos 52°,
tg 1388° = tg (-52°) = tg 52°,

cot 1388° = cot (-52°) = cot 52°,
sec 13880= sec (-52°) = sec 52°,

cosec 1388° cosec ( 52°) cosec 52°,

ARCELE CKR CORESPUNDt LA 0 LINIE
TRIGONOMETRICA DATA

29. Cand ni se da nut arct, nu putemil avea
de cat o singurg valóre pentru fie-care linie trigono-
metria a sa. Nu este insg, totil a§a cand ni se dg,

i

4

---
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o linie trigonometricg, i se core a se gasi arculg co-
respunl6tort1 la d8nsa. In adevag, scimg, c func-

tiunile circulate sunt tOte periodice ; prin urmare la
o valóre a unei linil trigonometrice nu corespunde
numai un arcg, ci o multime de arce, earl diferg in-
tro demsele cu un multiplu al periOdei.

8a, se ggséscg, spre exemplu, arculg al cgrui si-
nusg are valOrea a ; fie 1 uml areg al carui sinusti
are acOsth valOre. Ina de ore-ce sinusult are periOda
2 7r nu numai arculti 1 va avea sinusulg a, ci §i ar-
cele 2 2". + 1, 4 I 1, 6 Prin urmare

pentru arculg dutatt o multime de valori earl
implineseg cererea. Acela§g lucru se intemplg §i pen-
tru t6te cele alte uniT trigonometrice.

De ordinar Ins cand se d o linie trigonome-
trid, dintre tOte arcele cari corespundti la dAnsa, nu
se iat de cat cele coprinse intro 00 §i 360°, i cu
modula acesta se reduce num6ru1il arcelorq :carT r6s-
punclii la cerere.

Rindu-se sinusula unui arcil sd se geise'scd

Fig. 10. Daca sinusulg datg a este positivg pe
13 ra4a, OB (fig. 10) luamil OI= a, §i

prin I ducemg FE paralelg cu CA ;
A arculti dutatti este AE sag AF; cgci
.dad din E i F lasamq EL i FM
perpendiculare pe AC,

EL = sin AE, i FM= sin AF
24,431 3

n +7, gg-

send
a

arena&

FriF
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high EL = FM= 01= a ; prin urmare AE §i AF sunt
in ad6vtra arcurile al dror sinusa este -I- a.

Dad sinusult data a este negativt, lua,ma pe racja
OD o lungime OK = a, §i ducOnda prin K linia Gli
paralela en AC, arcula dutata este ABG saa ABCDH;
dci MG=OK = a=sin ABG-, i LH = OK = a=
sin ABCDH.

Ddndu-se cosinusulA mud arcit set se geise'sca
arculfi.

Constructiunea este analóga cu cea datl, pentru
sinusa. Dad cosinusula a este positivt, lukna pe
ra4a OA lungimea OL = a, §i ducênda prin L pe EH
paralela cu BD, arcula cantata este AE sat ABCDH.
Dad cosinusula data a este negativa, lugma pe OC
lungimea OM= a, 0 prin M ducenul FG paralela
la BD ; arcula cantata este ABF sail ABC:C1-.

Ddndu-se tangenta unui, aral sd se gcise'scd
arculii.

Dad tangenta dath a este
positivá, pe partea positiva, AI
(fig. 11) a liniei tangentelort
luama AI= a, §i prin I 0 0
ducem drépta IG; arcula dutat
este AE saa ABCG; dci dad,
vom construi tangentele ace-

Fig. 11

It

                     



NOTIUNI PBEL1MDAI I DEFTNITIIINI 35

stora dOu6 arce, vom gasi c ambele att drepta tan-
genta pe AI a.

Dad, a este negativa, pe partea negativa AK
a liniei tangentelora lugma AK = a, §i ducOnda

drdpta KF prin centru, arcula cantata este AF sail
ABCDH ; caci amOndOu6 aceste arce all drepta tan-
gentg, peAK = a.

Deindu-se cotangenta unui arcz, sa se geise'scei
arculg.

Cotangenta a ffinda positiva, Mama pe partea
positiva BL a liniei cotangentelora BL = a, §i du-
Onda LG-, arcult cantata este AE sat. ABCG.
Dad cotangenta data este negativa, 1ufindil pe par-
tea negativg, BM a liniei eotangentelora BM = a,
ducema MH ; atunci amnia cantata este AF saa
ABCDH.

Dcindu-se secanta unui arcil sei se gase'scd
arcula.

Dad secanta a este positivk din centrula 0
(fig. 11) cu o racla egala cu a, descriema un arca
care the linia tangentelora in punctele I §i K ;
uninda TO §i KO, arcula dutata este AE saa ABCDH;
in ad6v6ra secantele acestora dOu6 arce sunt ±I0
+a §i

Dad secanta a era negativa, constructiunea era

=
+ OK =-1- a.
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aceiag; 1110, prelungindg pe 10 pana in G §i pe KO
pang. in F, arculg cautatil era AF sati ABCG.

Ddndu-se cosecanta unui arca, sd se gase'scd
areula.

Daca cosecanta data a este positiva, din cen-

tring 0 en o raqa egala en a descriernt ung arcg
care tae linia cotangentelorg in punctele L i M
unindt1 LO §i MO, arculg cautatil este AE sat AF.

Dad cosecanta data a este negativa, prelun-
gindit pe LO pana, in G §i pe MO pana in H, ar-
culg cautatg este ABCG sail ABCDH.

;

                     



CAPITOLULO II.

FORMULE FUNDAMENTALE

RELATIUNI INTRE LINIILE TRIGONOMETRICE ALE

ACELIJIAr ARCt

30. Fie arcult AC = a (fig. 12); liniile sale
trigonometrice sunt :

Fig. 12 CD = sin a, BF = cot a,
OD = cos a, OE = sec a,

A

AE = tg a, OF = cosec a.

Triunghiult OCD, fiindt drept-
unghit In D, da :

cad

0D2+0D2=0C2, sau sin2 a,--1--cos2a=1, (1)

OC este rala. Prin urmare suma pcitratelorit
sinusului cosinusului unui arcit este egald cu
unitatea.

§i
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ati

Din (1) putemq deduce incg:

sin2a=1cos2a, sad sina---+V 1 --cos2 a,
cos2a=1sin2a, satl cosa---+VIsia5a,

(a)

(b)

Triunghiurile OCD §i OEA sunt asemeni, cAci
unghiulif 0 comunt, i pe cele-alte egale

respondente ; prin urmare :

EA-0A
sad

tga_ 1
CD OD' sin a cosa'

ori inmultiadA ambii membri cu sin a,

t sinaga
cosa

ca co-

(2)
aded tangenta unui are& este egald etc raportula
sinusului -mitre cosinusula acelui ang.

Din asemanarea ace1ora§1 triunghiuri avemti

OE OA
sa

seca 1

C OD' 1 Cosa

ori in fine

cosa seca= 1. (3)

Din (3) putermi inca sc6te, impartindii cu cos a:

1
secacosa,

impArtindti cu sec a :

1
cosa=seca

(C)

(d)

§i

seca
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Din aceste den4 forinule vedema cg, cosinusula
qi secanta unui arca sunt inverse una alteia.

Triunghiurile OBF §i OCD stint asemeni, caci

unghiurile din B 0 D sunt egale ca drepte, 0 cele
din F 0 0 ca alterne-interne : prin urmare

BF OB cota 1_ = sa.
OD CD' ,

cosa Enna

de uncle, inmultindu ambil membri cu cos a,

cota=cosa,
sina (I)

adeca cotangenta unui arca este egalei cu raportula
cosinusului catre sinusula acelui, arca.

Din asem6narea acelora0 triunghiurT avemil Inca :

OF OB
sail

coseca 1
=_-

OD CD' 1
sina 9

ori

sina coseca= 1 (5)

Din (5) putemi1 Inca deduce, dad impartimt cu
cosec a:

1sinacoseca, (e)

éra impartindii cu sina,

1
coseca=sina, (f)

coseca
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Din aceste (160 formule se vede c sinusulit
cosecanta unui are& sunt inverse una alteia.

Imultindt (2) §i (4) membru cum embru,

tga cotasina cosa
cosa sina

din care putemil scóte unrattOrele d6116 formule :

1tga_ ,
cota

1cota.
tga

Prin urmare tangenta §1 cotangenta unui arcit'
sunt inverse una alteia.

Formulele (1), (2), (3), (4), (5), impreunl cu
cele ce am derivatil panA, acum dintr'Onsele, aunt de
Du usti forte dest in trigonometrie, din care tausl

§i numescil formule trigonometrice fundamentale.

(g)

(h)

FORMULE CORELA.TIVE

31. Sub acestt nnme se Intelege o serie de formule
prin can esprimamii o linie trigonometricet óre-care a
unul arcit in functiune de o altet linie trigonometrica a
acelui arac. .Aceste formule sunt in num6rt de trei-Oeci §i se
deduct din formulele deja aflate :

sin2 a 1 cos2 a = 1, (1)

Sill
a=cos

a
tg

a'
(2)

ayemti:

s

COS
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1
sec a=cos

a,

cos a
cot a= . ,sin a

1

cosec . ,
sin a

(3)

(4)

(5)

Daca una din Dili& trigonometrice ale arcului este cu-
no3cutA, cele-alte cinci vor putea sA se afie resoivAndii cele
cinci ecuatiuni de sust. Prin urmare problema se p6te deslega
tot-d'a-una.

10. Deindu-se sinusulii unuY arca, set se getséscet cele-
alte Unit trigonornetrice ale arcului.

Iral6rea cosinusului se sc6te din (1); avemil

cos a---±V 1 sin2 a

Substitituindii adstä val6re a cosinusului in (2), (3),
(4), vom avea val6rea tangentei, secantei §i cotangentei in

functiune de sinusg

sin
,

1tg a=± a seca=± , cot V1sin2dV-1sin2a V1sin2a sin a

§i chip, (5),

cosec a= .1 .
sin a

20: Deindu-se cosinusulii, set se afle cele-alte linii
trigonometrice.

Din (1) avemti

sin a =--±V 1cos2 a

espresiune a sinusului in funtiune de cosinusii. Substituind6
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ac6sta valke in (2), (4), (5), vom avea §i espresiunea tan-
gentei, cotangentei §i cosecantei in functiune de cosinust

1tg a+V cog a, cota+ cosa

V1 cosa
coseca=±

cosa v 1-cosi-a

§i dupd (3),

1seca= .cosa

3°. _Nadu-se tangenta sel se afle cele alte linii
gonomeirice.

Ecuatiunea (2) dä

sina = cosa tga, (A)

sad
sin2a=cos2a, tg2a

Puma ac6std vaI6re iu (1), §i avemii:

cos2a tg2a±cos2a=1, sad cos'a (1-14g2a)=1,

de undo

1
cosa=±V1±tg2a

PunAndil acéstd val6re in (A), vom ayea valOrea lui
sin a :

tg asina+
V1-1--tea

Din (3) avemil :

1seca= ,cosa

substituindd in loculd lui cos a val6rea sa,

seca=+-V1+tg2a.

(B)

:

tri-

:
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Ecuatiunea (5) dh :

§i duph (B),

cosec a= .1 ,
SIB a

co"sec a +V 1+42a
tg a

En fine ecuatiunea .(h) * 30 da :

1cota---tg
a,

4°. .Deindu-se cotangenta, set se Ole eele-alte linii
trigonometrice.

Din (4) avernii :

cosa=sina cota, (C)

sau

cos2a=sin2a cot2a.

Pun6ndh ac6sth TWIT in (1), mei :

sin2a±sin2a cot2a=1, ori siD2a (1-1-cot2a) =1.

de unde :

1
sina==-±v

1±cot2a

Acdsth valOre push in (C) dh :

cotacosa=±
V 1-1-cot2a

1
§i fiind-ch : seca.cosa, avemh :

seca____+" 1+cot2a
cota

.

,

(D)V

cosa
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Din (5) mei :
1

. ,coseca=
sina

punendt loch de sin a valórea data prin (0),

cosec a=±V1-1-cot2a

In fine ecuatiunea (g) * 30 dh :

1tga=,
cota

5°. Delnduse-se secanta set se gaséscd cele-alte Unit
trigonometrice.

Ecuatiunea (d) * 20 dh :

1
cosa=--seca'

Punendii mesa valóre in (1), avemh succesivh :

sin2a+ 1

sec2a

sec2a sin2a-f--1=sec2a,

sin2asec2a-1
sec2a

sina_____I_Vsec2a 1
seca

Punendu aceste valori ale lui sin a i cos a in (2),
(4) §i (5) §i fAcendt reducerile,

secatg a---=-±Vsec2aT, cota , coseca±
±Vsec2a-1 Vsec2a-1

6°. Deindu-se cosecanta, set se gaséscet cele-alte linil
trigonometrice.

=---1 ,

smut :
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Dupa (e) * 30 avema :

1
sina=coseca'

Pn6n4ti ac6sta val6re in (1), (2), (3), (4), vom avea,
dupa nisce calcule analoge cu cele de la casula trecutti:

cosa=+Vc0sec2 a-1, 1

cosec a Vcosec2 ai
coseca

cota=±V cosec2a-1, seca=±V cosec2a-1.

Tabelula alaturata coprinde t6te aceste resultate. In
prima colOna verticala la stanga se afla inscrist numele liniei
trigonometrice ce trebue sa se esprime in functiune de alta, §i
in prima coiling orizontala este numele liniei in functiune de
care trebue sa se esprime linia considerata. La 1ntalnirea co-
I6ne1ora respective ale ambelorti linii trigonometrice se afla

espresiunea cantata.

t 6
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sin a cos a tg a cot a see a cosee a

sin a sin a
tg a 1 1V sec2 a-1

±V 1cos2 a ±V 1 + tg2 a V 1+ cot2 a ± sec a cosec a

cos a cos a
1 + cot a 1 a-1

±V 1sin2 a ±-V 1+ tg2 a V 1 + cot2 a see a
+Vc05ec2

cosec a

tg a
sin a

tg a 1 11 cos2 a
±v 1 sin2 a

_0/
-'-' cos a cot a ±1 sec2 a-1 ±1c0se02 a-1

cot a
cos a 1

tg cot a
11sin2 a

±-N/ sin a ±V 1cos2 a a -±,/ sec2 a_i -±Vcoseca a-1

sec a
1 1

sec a
cosec

±Vco5ec2

aV 1+ cot2 a±v 1sin2 a cos a ±V 1 + tg2 a = cot a a-1

cosec a
1 1+ sec a

cosec a
l+tg2 a

sin a N/ 1cos2 a
+V

tg a ±V 1 + cot2 a ±V sec2 a-1

+

,
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DESTRE PROJECTIUNI

Se numesce projectiunea unui panda A (fig.
13) o dreptg, XY, piciorul A' al perpendicularei lit-

sate din punc-
Fig.13. tultt A pe

dreapta XY.
AcOsth drOpth

se chiamá axa
de projectine.
Projectiunea

X
c. B' unei linii Ore-

care AB pe
XY se numesce portiauea A'B' a lui XY, coprins'a
intro projectiunile A' i B' ale capetelorg A 0 B
ale liniei AB.

ne inchipuimti ung mobilg care se mipA, pe
linia AB, de la A spre B. Dacit considefamg in fie-
care momenta projectinnea mobilului acelaia pe axa
XY, veclemg c, pe dud mobilult de pe AB merge
din A pn in B, projectiunea lui de pe XY merge
din A' Ong, in 13'. Se convine a se considera pro-
jectiunea ca positive t, dad, mobilalg care o

deserie se mi§cl pe aya XY inteung sensg 6re-care
determinattt spre exempla in sensulti sttgeti1; i ca

negativei in casalg contrarg. Ca modultt acesta, dm&
presupunemg c linia AB a fostg str6lAtuth de mo-

A a

SI

A'Bi
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biluhi s6g in sensulg de la A spre B, projectiunea
sa A'B' este positivg ; dad, insg mobilulg s'arg fi
mi§catil din B spre A, projectiunea D'A' ar fi fostu
negativg ; a§a c A'B'

Projectiunile potit fi dar considerate ca cantitgti
algebrice, susceptibile de a aye semnulg plusg sag
minuet.

33. Teorema I. Projegiunea pe un axii a unei
ling formate din mai multe altele este egald cu
suma algebricci a projecguniloril pcirlilora sale.

Fie, spre esemplu, linia ABCD (fig. 13), for-

matg din liniile AB, BC §i CD. Este evidentg cg
projectiunea A'D' a liniei totale se pOte considera ca
formatg in modulg uringtorli : projectiunea A' a mersg
mai intgig in sensulg positivg Ong in B', descriindg
projectiunea liniei AB, pe urmg a revenitti din B' in
C', in sensulti negativg, descriindg projectia lui BC;
in fine a mersg din C' in D', in sensulg positivt,
descriindg projectia lui CD. Prin urmare putemg scrie :

A'D' = A'B' + C'D' ;

insg de vreme ce B'C' este in sine negativt, din causa
modului cum a fostg descrisg, ecuatia acesta se p6te
scrie §i aa :

A'D' = A'B' +DC' C'D',

in care diferitif termeni sunt considerati ca cantil gti
algebrice. C. C. T. D.

-1-
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33. Teorema IL Projectiunea pe unit' axiti a
unui contura poligonaliti inchisiti este zero.

Fie conturula poligonala inchisa ABCDEF (fig.

Fi g . rt. 14). Dad, consi-
deramil una mo-
bill care str6-
bate acesta con-
tura, merg8nda

:E din A in B, din
y pro-

.XD' C' E' jectia pe XY a
acestui mobila va merge din A' in B", din B' in

; §i cgind mobilula va termina de strOgituta
dr6pta FA §i va ajuhge in A, projectia sa va ajunge

ea in A', punctula s611 de plecare ; prin urmaro
distanta intre punctula de plecare §i punctula de
ajungere alit projectiunei este zero ; cea ce demon-
strl teorema.

Corolarg. Projectiuneapeuniti axii a unei drepte
care inchide ung conturiti poligonalit este egald cu
projectiunea acestui contura

Dupg, teorema II avema (fig. 14) :

pr. AB + pr. BC + pr. CD + pr. DE + pr. EF +
pr. FA = 0,

A B'

de unde

pr. FA = pr. AB + pr. BC + pr. CD + pr. DE +
pr. EF ;

24,431 4

2

B In C,

pi
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Ind de 6re-ce pr. FA = pr. AF (32) , acOstg, ecu-

atie se pOte scrie :

pr. A_F = pr. AB + pr. BC + pr. CD + pr. DE + pr. EF.

35. Teorema IlL Projectia pe unit axii a unei
drepte este egald cu pro dusulil lungimei acestei
drepte prin cosinusulit unghiului ce face ea cu axa
de projectiune §i care se numesce unghig de pro-
jectiune.

Fie AB (fig. 15) drOpta

X
B"

datg, §i XY axa de
projectiune.
Projectia lul
AB pe XY
este A B ;

insg, dad du-
cemt dreapta
AB' parade%

XY, avem :

A_B` =

ca paralele coprinse intre paralele, a§a, cg,

AB' = proj AB.

Din A, cu o ralg, AC egalg, cu 1, se descriema
§i din C se 1gann1 perpendiculara CD pe

AB' , dupg, definitiune (16), avemti :

AD = cos BAB' = cosa

Din triunghiurile asemenf BAB' §i CAD, avemti :

eu

mit arch,
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AB' AB
AD AC

cat :

proj. AB AB
Cosa 1

de undo

proj AB = AB cosa (1)

cea ce demonstrg teorema.
36. Peutru a ar6ta c ae6st5, teoremg este en

totulg generalg, e necesarg a se precisa bine ce se
intelege prin mgrimea unghiului de projectiune.

Am spusti (32) ca lungimile m6surate pe XY
so considerg ea positive sat negative, dupg cum sunt
socotite in sensult sage-VT, sag in sensult opusti.
Toth asemenea, dad drópta AB este consideratg ea
descrisg de mit mobilg care merge din. A in B, son-
sult AB se chiamg sensulic positivü, pe cand BA
este sensulit negativii. Ast-felt fiindg, se considerd
ca unghiit de projectiune, unghiuN formatü de par-
tea positivet a luz XY cu partea positiva a luf AB.

Daca definimti
Fig. 16 .

ast-felt unghiulg de
projectiune, e tivrt
de v6c1utu cg for-

B mula (1) este en to-
X Y tulg generara, adecg

4*

B

.
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cg, convine orl-cum ar fi amlate dreptele AB §i XY
una in raportg cu alta.

In fig. 16, repetindu rationamentultt de mai
sust, vom gAsi :

AB' = AB cos BAB'.

Ins/ dup/ sensult cum sunt socotite márimile
in figura, projectia AB' este negativl, iar unghiult
de projectinne este a, care este suplementarg cu BAB' ;
deci cos a = cos BAB' (26). Ecuatia precedenth de-
vine dar :

AB' = AB cosce,

care este chiar ecuatia (1).

prin urmare

X

Fig.18.

§i aci formula

In fig. 17, un-
ghiult a difer/
de BAB' cu 1800
a§a c avemt ia-

cos BAB' =
cos a (27),

(1) este aplicabith in-

tocmal.
In fine in

fig. 18, pro-
jectiunea A_B'
este positiva
unghiulg a e

Fig.n.

ra§1:

A

;
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negativti, fiind a e socotiW de la drópta AB' In
jostl; Insg cosinusultt s6A este egala cu cosinusult
unghiului positivt, (25), i prin urmare

AB' = AB cos BAB' = AB cos a.

Formula (1) este dar cu totula generalg.

A DIJNAREA ARCELORt

37. Sinusic §i, Cosinustl. Ne propunenui a ggsi
espresiunea sinusului §i cosinusului sumei a d6u6 arce,
cunoscAnclA sinusultt §i cosinusultt arcelortt simple.

Fie AB = a i BC = b cele URA arce date.
Avemii, dupe figura,

AC = a I b.

Ducemtt ralele OB §i OC §i perpendiculara CD.
Avemti, dupg definitiuni, (7, 16):

AAPCD= sin b, OD = cos b.

Se projecthmti pe A'A contu-
A rult1 poligonalq OCD, avenatt (34,

cordara) :

(a) pr. OC = pr. OD = pr. DC.

Insg (35)

pr. 00 OC cos COA, pr. OD = OD cos DOA,

pr. DC = DC cos (CD, OA),

Fig.11

.

Aria
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Aci avemg :

OC = 1, ca raclg (4) ; OD = cosb, DC = sin b,
COA ---- a + b, DOA = a.

Pentru a evalua §i unghiult (CD, OA), duceing
rala OE parole% Cu DC ; atunci'

(CD, OA) = E0A = EOB + BOA = '-i-1-- a.

Substituindg succesivg tOte aceste valori in (a),
glsimg :

cos (a + b) cos b cos a -I-. sin b cos (El- a).

Insg

cos (i- + a) = sin ( a) = sin a (16, 25) ;

deci

cos (a + b)--= cos a cos b sin a sin b. (1)

38. Formula (1) este cu totulg generalg , de Ore

ce a fostif stabilitg cu ajutorulg 'unel teoreme a cg-
ref generalitate a fostil stabilitg, (36) ; prin urmare
ea subsistg or1-carl ar 11 valorile unghiurilorg a 0
b. De acea putrang inlocui intr'Ansa pe b prin -6,
cea ce dg, :

cos (a b) = cos a cos ( b) sin a sin ( b),
sau (25).

cos (a b) = cos a cos b + sin a sin b. (2)
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Total asemenea, in (1) §i (2) putemil inlocui pe

a prin a, cea co ca :

cos a + = cos (i-r a) cos b sin a) sin b,

eos(i a = cos a) cos b ± sin (i a) sin b,

sail:

cos[-2- (a b)] = sin b cos b cos a sin b,

COS (a + b)] = sin a cos b+ cos a sin b,

on in fine :

sin (a b) = sin a cos b cos a sin b, (3)

sin (a -I- b) = sin a cos b+ cos a sin b. (4)

Formulele (1), (2), (3), (4) dail sinusulti i co-
sinusulti sumei saal diferenyi a dOug arce in functie
de sinusele i cosinusele arcelorA simple. Ele sunt cu
totult generale.

39. Formulele (1) gi (4) ne dart sinusulti gi cosinusulti
sumel a dOu6 arce ; Insg, este lesne a le generalisa i pentru
mai multe arce.

Dad in (1) gi (4) Inlocuimq pe b prin c d, acele for-
mule devid.

sin (a 1 c d) sina cos (c d) + sin (c d) cosa,

cos (a c cosa cos (c d) sina sin (e d),

sat

sin (a c d) = sina (cose cosd sine sind)

-
- (-2

(2

+
+

+ +

[-

:

+
+
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cosa (sinc cosd sind cosc),

cos (a c d) = cosa (cosc cosd sinc sind)

sina (sinc cosd sind cosc),

de unde

sin (a 6I d) = sina cosc cosd + sine cosa cosd

siud cosa cosc sina sine sind,

cos (a I c d) = cosa cosc cosd cosa sine sind

sinet sinc cosd sina sind cosc.

Cu ajutorulii acestora putemil gNsi sinusult i cosinusulti

sumei a patru arca, §i a§a mai departe.

10. Tagenta i cotagenta. Pentru a gAsi tan-
genta sumo? a (160 aro, vomit recurge la formula
* 30 (2) :

tg (a + b) =
sin (a+b)
cos (a-l-b)

inlocuindil pre sin (a b) §i cos (a+b) cu vaiorile
lor date prin (1) §i (4),

tg (a+ b) sina cosb+ sin b cosa
cosa cosbsina sinb

ImpArtindil ambiI termenT ai fractiunii cu cosa,
cosb,

Bina cosb sinb cosa

tg (a + b) cosa cosb cosb cosa

1
sina sinb
cosa cosb

+
+ +

-4--

+

+

si

                     



FORZIIILE VIINDAMENTALE 57

tga+ tgb (5)tg (a +b) =1tgatgb
Dad in acésta formula blocuimit po b cu b,

avemil% 25 :

tg
tga tgb (6)=

1 + tga tgb.

Pentru a gasi contagenta sumei a Una arce, yoma avea
asemenea :

cos (akb) cosa cosb sina sinbcot (a+b) = sin (a+b) sma cosb+sinb cosa'

Impartincla ambiI termeni cu sina sinb,

Cosa cosb
sina sinb

1

cot (a+b)
cosb sinb COM

sina smb Slna sinb

saa

cot (a+b)____cota
cotb-1 (7)

cotb+cota

Dad ad inlocuimti pe b cu b §i schimbama semnele
ambilora termeni ai fractiunei, avemt :

cot (a )l+cota cotb (8)
cotb cota

41. Prin formulele (5) §i (7) putemg gäsi tangenta §i
contangenta unei sume de rnai multti de eau c160 arce. In
adMrti pun6ndti in aceste formule In locti de b pe c--1--c/,

avemti:

(a

sina-

saa

.

.

gi
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tg (ad-c±d)- tga-l-tg(c±d)
tga tg(c±d)

cota cot(c+d) --. 1
cot (a+c-4-

d'="cct (c-I-d)-4-cota

Inlocuindu.pe tg (c+ d) §i pe cot (c-I-d) cu valorile

tge+tgd
bga 1--tgetgdtg(a+c+d)=
1 -tgatgc+tgd1 tgetgd

tga+tgc+tgdtgatgetgd
1tgatgc--tgatgdtgctgd,

cota
cote cotd-1

1
cote+cotdcot(a+c-I-d)cote cotd 1

cotc+cotd

cota cotc cotdcotacotccotd

+cota

=_-
cota cotc-l-cota cotd+cote cotd-1

IMMULTIREA ARCELORD

42. Consideramil formulele

sin (a± b)= sina cosb -1-sinb cosa,I (A)
cos (a+b) cosa cosbsina sinb.f

Fganchi a= b, ele devina:

sin 2 a= 2 sina cosa, (1)

cos 2 a ----cos2asin 2a. (2)

Aceste formule ne dali sinnsulti i cosinusult

lora,

'

'

'
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arculoi indoita 2a in function de sinusula §i cosinu-
sula arcului simplu a.

Dad in (1) §i (2) inlocuima pe radial pe sina
cosa co valorile lora date prin ecuatiunile (a) i (b)
de la § 30, avema alto formule, clestula de desa in-
trebuintate :

sin 2 a = ± 2 sinaV1sin 2 a = ± 2 cosaV1cos 2 a,

cos 2 a --- cos 2a (1 cos 2 a) 2 cos 2a-1,

cos 2 a = 1sin 2asin2a= 1-2sin2a.
Dad in formulele

tga+ tgb _ cotacotb
tg (a+b)

tga tgb , cot (a +0 cota + cotb

facema asemenea a = b, avemti :

2 tga cot 2a-1. (3)tg2a 2 cot2a
2cota

43. In formula (A) Inlocuindu pe b cu 2a, avemil :

sin3a =sina cos2a +sin2a cosa,

cos3a = cosa cos2a sina sin2a,

substituindii in loculli lui sin 2a i cos2a valorile lor date
prin (I) §i (2),

sin3a= sin a (cos 2 asin 2 a) ± 2 sina cosa cosa

= 3 sina cos2asin8a,

cos3a=cos a (cos 2 asin 2 sina sina cosa

= cos 3 a-3cosa sin B a.

1
(B)

si
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Pun 6ndt in prima ecuatiune 1sin,2 a in locil de cos 2 a,
§i in a dOua 1cos 2a in locfi de sin 2 a, §i reducAndti,

sin3a = 3sina-4sin 3 a,
cos3a = 4cos3a-3cosa.

FacAndil §i in formulele (B) pe b = 2a, vomit' avd ase-
menea :

ag a
tgc

tga
i tg2a 1 tg 2a_ 3tgatgsa,

tg3a =1tga tg2a 2t a2 1-3tg2a
1 tga

cotacot a-1 1
2cotacotacot2a 1cot3acota

cot2a
cot3a-3cota
3cot 2 a-1+cota

cot2a-1
2cota

44. Putemil gsi formula generale carl s ne

dea sinusultt §i cosinusult multiplului unui arct prin
ori-ce num6rt, intregti §i positivd. Pentru acEista con-
sidermi1 ecuatiunile cunoscute:

sina cosb+sinb cosa,

sin(ab)sina cosbsinb cosa,
cos(a+b)=cosa cosbsina sinb,
cos(ab)=cosa cosb+sina sinb.

Adunandu respeetivil aceste ecuatiuni, avemt:

sin(a+b)-1-sin(ab)=2sina cosb,

cos(a+b)+ cos(ab)= 2cosa cosb.

+

2

sin(a±b)

te a
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Punemti a -----mb; atunci a+b(m+l)b,ab
--(m-1) b, §i ecuatiunile devint :

sin (m+1) b=2sinmb cosbsin (m-1) b,1 (4)cos (m±1) b=2eosmb cosbcos (m 1) b.

Aceste formule, numite formulele lui Thoma
Simpson, ne deal mediula de a calcula sinusult §i
cosinusulA multiplului unui areil prin un num6ril in-
tregil §i positivil m + 1, dud se cunosen sinusele §i
cosinusele multiplilord acelui arcu prin numerele
m §i m-1.

Esemplu. Fie b= 8°13'32", m = 5 ; dupg, (4)
avenul :

sin[(5+1)><8013'321 =2 sin [5><8°13'321cos8013' 32"
sin [(5 1)X8013'321,

cos[(5+1)X8013'32"] 2cos[5x8013"321 cos8013'32"
cos[(5-1)X8013'321,

§i efeetuandd immultirile,

sin49021'12"=2sin4107'40"cos8013'32"sin32054'8",

cos49021'12"=2cos41°'7'40"cos8°13'32"cos32054'8".

DIVISIUNEA ARCELORt

45. Adunandil ecuatiunile

1 = sin24cos 2 cl
2 2
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sina= 2 sin a cos a,
2 2

obtinemil relatiunea :

1 +Bina =sin 2a+COS2 C-1-+ 2 sin acos a
2 2 2 2

(sin `I+ cos 2
2 2 '

de nude

±V ± shaa
2

Dad, din contra, scademil una din alta ecuatiu-
nile de susg, avemg

de unde

1 sina = sin2 a 4-cos2a 2 sina cos a
2 2 2 2

(sinlCOE4
2 2 '

sina cos a =.±V 1 sina
2 2

(2)

Adunanda ecuatiunile (1) §i (2) i impartinda
cu 2, avema.:

sin 6-1-2 + V 1 + Bina+ `,/ sina

2 2
(3)

--a± COSa
2

=
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ScA4Ondil ecuatiunile (1) §i (2) una din alta
cu 2, avemti:

cos
±V1+ sina V-1- sina

2
2 -T- 2

Formulele (3) i (4) ne dati sinusulit 0 cosi-
nusulg areului pe jumetate in functiune de sinusulg
arcului

46. Considerling ecuatiunile.

cosa --- 1 2 sin 2-a
2

a
cos 2cosa = 2 1.

a a
ItesolvOndu-1e in raportil cu sin . cu cos

avenul :

sin_a_
2

ImpArtindil (5) prin (6) membru cu membru, ob-
:

sin c_t_ cosa
2 V 2=4-

COS- + cow
2 2

i Impär-

tinthi

intrega.

+\/1 cosa

2

cos +V1+cosa
2

(5)

(6)

tinemt

2

2

V1_
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sal, fiind-cg, in membrult all doilea se impartl nu-
mai cantitgtile de sub raclicall,

cosa
2 v 1 + cosa

(7)

Formulele (5), (6) §i (7) ne daft sinusuN, co-
tangenta arcului pe*. jumatate in func-

tiune de cosinusulil arcului intregzi.
Observare. Dad presupuneml a a < 180°,

atunci a < 90°, §i prin urmare a, cos a §i tg a sunt
2 2 2 2

positivi ; deci in ipotesa cg, a < 180°, nu voml lua
de cAt semnull + all radicalului din membrull all
doilea all ecuatiunilorl (5) , (6) 0 (7), §i atunci
aceste ecuatiuni se scril

cosa a
COS-

2 2

47. Dad in ecuetiunea

tga
a

1 tg 2
2

1 ± cosa 4. a cosa

2 2 v 1+ cosa

a
2 tg

numitorult, aveint :

tga tga tg 2 = 2 tg

sinusoid i

:

a 1.
2

eliminama

sal :

tr;

sis
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tga tg2-2-a+ 2 tg tga 0,

ori, divisInd6 peste totti cu tga,

a 2 a
tg 1 = 0,

ecuatiune de gradult al doilea in tg 1, care ne dä valórea

tut tg in funqiune de tga :

1

5 2 tga V tg 2a -1 tga V tg 2a

sau

a 1+V 1 1tg2a
tg

2 tga

In asemenea modt, din

tragemt :

de undo

cota

a
cot 2 1

2

2 cot a
2

a
2 cota cot 2 = cot 2 (2- 1,

2

cot2 -- 2 cota cota 1 = 0,
2 2

ecuatiune din care scOtemii :

cot cota -I-Vcot2 a + 1 ;
2

24,431 5

(8)

(9)=--

t;a+vr-iti:6.2 a
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acdsta relatiune ne d valórea cotagentei arcului pe jume-
tate in funcpune de valórea cotagentei arcului intregii.

FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI

48. Pentru inlesnirea calculelort este bine tot-
d'a-una, pe cat se póte, a inlocui sumele §i diferin-
tele ce figurézg, in espresiunile algebrice §i trigono-
metrice, prin prodnse i caturi, din caus c aceste
din urmA, dupg, cum scimil, se potti calcula prin lo-
garitmi, pre cand cele d'intalti nu.

Amu ggsitti deja (46, (5) §i (6)) :

1+ cosa = 2 cos 2 -a 1 cosa= 2sin2a
2 2

Insg, putemil incg, gasi §i alto espresiuni, fOrte
insemnate, calculabile prin logaritmi.

Considergati ecuatiunile :

sin (a + b) = sina cosb sinb cosa,

sin (a b) = sina cosb sinb cosa.

Adung,ndil mai int6,111 aceste thing egalitgti,
apoi scOendu-le membru cu membru, obtinemil rela-
tiunile urm6tOre :

sin (a b) + sin (a b) = 2 sina cosb,

sin (a + b) sin (a b) = 2 sinb cosa.

Punema :

(A)

a =p, a b = q; (a)

+

pi

I
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aceste d6u6 ecuatiuni, mai intMt1 adunate i apoi sea-
4ute, §i pe urmg impgrtite cu 2, dau :

a =P+q, b 13 g , (b)
2

Valorile date de (a) §i (b) le substituimd in (A),
cari devind atunci :

sinp 4- sing= 2sin-29±qcosPq (1)
2 2

sinp sing = 2 sinP q cos -29 (2)
2 2

Ecuatiunea (1) esprimg cg suma sinusuriloric
a dOu'd arce este egald cu de dat6 ori sinusulit
semisumei arcelorit inmqita pnin cosinusutit semi-
diferentei lori,

Ecuatiunea (2) arat cI, diferenp sinusurilora
a &nig arce este egald cu de date' ori sinusulil
semidiferenkei arcelorg inmulitü prin cosinusula
semisumei lora.

49. Ecuatiunile

cos (a+ b) = cosa cosb sina sinb,

cos (a b) = cosa cosb + sina sinb,

mai intMg adunate §i apoi scgclute una din alta, dau :

cos (a+ b) + cos (a b) = 2 cosa cosb,

cos (a b) cos (a+ b) = 2 sina sinb ;

5*

2

=
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fAcêndil §i aci substituirile indicate de ecuatiunile
(a) i (b),

cosp cosq = 2 cos P+12. cos P q
2 2

cosq cosp = 2 sin P.+ q P (4)
2 2

Ecuatiunea (3) esprimA, cat sum cosinusurilora
a &We arce este egald cu de date ori cosinusula
semisumei arcelora inmultita prin cosinusula semi-
difer entei lor .

Ecuatiunea (4) arat c difer enta cosinusuri-
lora' a ddue arce este egald cu dace ori, sinusula
semisumei arcelora inmultita prin sinusula semi-
difer enkei lora.

50. DivisAndt una cu alta ecuatiunile (1), (2), (3) §i
(4) MI6 ate dou6, obtinemb o serie de alte formule calcula-
bile prin logaritmi :

281n P +q
2

q
sinp+ sing 2 t PFq cotP q

"n1) sinq 2 sin P q cos P q
2 2

(3)

tg P q

P q 1 2= X
tg 2 tg 2

Pq2 sin cos
sinp sing 2

cosp+ cosq 2
2 cos P ±g cos P

2 2

sin q

2 2

-1-tg

P-1-g

= tg

.
2

2 q
q
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2sin P ± g cos 2) -2- 1
sinp-l-sinq 2 P q=cot 0--
cow cosp

2sin 13 ± 1 511112-7/-
2 2

2sin -12---3- cos P ± 1
sinp sing 2 2 fc, P ---q
cosp+ cosq

2 cos P 4- q P vb=
q 2 '

cos
2 2

9 12___qcosP+1
sinp sing 2

cot
cosqcosp

2 sin IL+ P
2

2 sin

P-Fq Pq2 cos cos
cosp+ cosq 2 2 4.Pq
cosqcosp P P q2 sin sin

51. Eca o formula, 1nsemnata care se Intrebuint641 nu-
ori in calcule.

una ci alta egalitatile

sin (a b) sina cosb sinb cosa,

sin (a sina cosb sinb cosa,

obtinemti :

sin (a ±b) sin (ab)== sin 2 a cos2b sin 2 b COS 2 a

Inlocuinda in acdsta egalitate mai intala pe cos2 a O.
cos2b cu 1 sin2 a §i 1 sin 2b, i apoi pe sin2 a §i sin2b
cu 1cos2a §i 1 cos2b, dobandima ecuatiile :

sin (a b) sin (a b) sin2 a (1 sin 2 b) sin 2 b (1sin 2 a),

sin (a -1--b)sin (a b) (1 COS 2 a) cos 2 b (1 COS 2 b) COS 2 a.

pq=
'

Ulu
f --

q 2 2

Inmultimh

-I--

b)=--

§i

+

2

2

P
.
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Efectuandt ltirile din membrult al doilea §i Manta
t6te reducerile, ajungemt la ecuatiile

sin (a + b) sin (a b) sin 2 a sin 2 b,

sin (a + b) sin (a b) cos 2 b COS 2 a.

51- Patemq face calculabile prin logaritmi
suma sat diferenta a dOu6 tangente. In adevOril :

tga+tgbsina+sinb_s ina cosb+sinb cosa sin(a+b)
cosa cosb cosa cosb cosa cosb

tga tgbsina.sinb Bina cosb sinbcosa sin(ab)
cosa cosb cosa cosb cosa cosi;

In asemenea modil avemt :

cota+cotbcosa cosb

m sin b

cotacotbcosa cosb cosasinbcosbsin a
sina sinb

cosasinb+cosbsin a
sinasinb

sina sinb

sin (a+b)

sina sin b

sin(ba)
sma sin b.

52. Se facemt calculabile prin logaritmi suma sau di-
ferenta a d6u6 secante ; avemt :

1 1 cosa cosb
seca secb cosa+ cosb cosa cosb

a + b a b
2 cos cos

2

cosa cosb

1 1 cosb cosa
seca secb

cosa cosb cosa cosb

=

'
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a + b .
2 sin sm

2 2

cosa cosb

Asemenea :

1 sinb

sina
sina

smb
coseca cosecb =-- ±

sum sinb

a+b a
cos

b
2 sin

2

sina siub

1 1 sinb sina
coseca cosecb

sina sinb sina sinb
.

sin
ba a±b

2 cos

sina sinb

54. Pentru a face calculabile prid logaritmi espresiunea

sina cosb, observämt c cosb = sin b), i atunci

sat

sina cosb = siva + sin (-7r
2

7-c

= 2 sin a 2 cos 72 ba
2 2

sina+ cosb = 2 sin (7r
/

± a b cos (4 7r a 4- 1)\
4 2 k 2 /.

ksemenea

sina cosb = sina sin (-7c b)
2

b

b)

a

'

+ (1
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or

rt. ,

a2 o a
-2-

= 2 sin cos
2 2

sina cosb = 2 sin (Th. a + b) cos (7r -I- a b\
4 2 4 2 t

55. F6rte adesea este necesarili a se transforma espre-
siunile 1 sina §1. 1 + Bina. Pentru adsta

7t
1 si n a = 1 cos = 2 sin 2 (-an- --1),

1 + sina = 1 + cos
2
( a) = 2 cos 2 (it

4 2 '

avendt in vedere formulele allate (5) §i (6) (46).
Divisandli una cu alta ecuatiunile ante i estrlig6ndli

rlidticina pUratli, glisimt :

I n a\
±

I 1 sina
tg 1+sina

56. Espresiunea

sin (t a) + sina
1 + tga = I + Lina= cosa + sina 2

cosa cosa cosa

2 sin 2T COS -- a)
4 4

cosa

Asemenea :

sina cosa sina
1 tga 1

cosa cosa

71:

ot)
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yr
cosa cos a)_

cosa

7T 7T
2 sin 4 sin (

4
a)

=.-
cosa

§i fiind-c4

sin( n r TV i(--t-a) = cos ( -- a)] =- cos a),
2 4 4

avoid :

2 sin
n

cos (7r + a)
4 4

1 tga = .
cosa

57. Une-ori este necesarlii a transforma espresiunea
sina -1- sinb -1- sinc, in care a +b -1- c --- n.

Avenitt mai intfilt : (46).

sinb + sinc = 2 ski
b +c cosbc

2 2
(a)

Ins5. din relatiunea a + b + c =-- Tr, deducemq : a = Tr
(b -I - c), §i prin urmare (26, 42),

.b-l-c b+c
CO3sina -= sin (b+c)----- 2 sin

2 2

AdAogand acdsa ecuatiune la (a),

sina -1- sinb + sinc = 2 sin
b+c

cos
b

c + 2sin
b+c

cosb-2-c
2 2

. b+c ( b+c b--2--c),
= 2 sin cos + cos

2 2

ins5. (47)
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b-pc
+ cos

bc
---- 2 cosb cos

c
cos -

2 2 2 2

a§a-dart

sina sinb sine ----- 4 sin
b

2
+c cos cos f.

Pe WO acestea din avemt ---1
2 2 2'

prin urm are sin
b c

cos c-± ; deci ecuatiunea din urmh
2 2

devine

sin a -I-- sinb sinc = 4 cos a cos
2

b
cos

c
. (b)

2 2

58. Fie Ind de transformatt espresiunea sinad-sinb sine,

in care a + b c = rt. Vomit avea, ca O. mai sust

sinb sinc = 2 sin
b

cosb
c

2

sina --= sin (b -4-- c) --=`2 sin
b -1-c

cos
c

;
2 2

adun bat,

sina sinb sinc = 2 cos b+ (.s b±c+. b
sin

2 2 2

sau

b c . b c4 cos --- sin cos
2 2 2 '

sina sinb sine
2

4 sin
a

sin b
2

coscoscos .
2 (c)

b

n

:

+

+

:

n
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59. Se facema calculabilh prin logaritmi espresiunea
b c

incot -c + cot + cot
2

care a + b -I- c = n Avema (50) :
2 '

. b+c
SID

b
+ cot

c 2
cot

2
=

.
sin

b c'
sin

2 2

§i fiind ch
b + c= yr 1-

2 2 2 '

a
cos

b c 2cot + cot
2
=

. b . c

2
SID SIII

2

Insh

a
cos,

cob
a 2=
2

sin
a ;

2

adunanda,

a a
COS COSa c 2

cot 2 + cot
2
A-± cot

a2
= +

.
SID

b c

2
Sin

2
Sin

2

cos a (sin
2
a +sin

2
b sin c)

2 2=
a .

SID
b . c

SIDSIR

2 2 2

Insh duph conditiunea push avema :

.
sin

a b+ c b c .
sin

b . c
= cos

2
= cos cos -2 sin ;
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atunci

c
cot 2- ± cot -I- cot -f

2

cos a ( 6cos cos ± sin A sin .1---I- sin sinl
2 2 2 2 2 2 2

a .
SIR

b .
3111

c
sin

2 2 2

a b c
COS COS COS

22 2

a b c
sin sin sin

sad in fine,

a b ,2Th c a bcot±cot cot =cot cot cot-2 .
2 2 2 2

0 demonstratiune identica ne va da, pentru a -Fb
c---= 7r, 0

tga tgb tgc tga tgb tgc.

METODE GENERALE PENTRU A FACE ESPRESIUNILE

CALCULABILE PREN LOGARITMI

60. Paul acum nu am urmatd nici o regull fixl in
operatiunile ce amt.' fAcutd pentru a transforma espresiunile,

ci am clutatil numai a profita de" forma lord particularl pen-
tru a simplifica, pe cat se p6te, calculele. Sant InsA §i me-
tode generale pentru a face acestA transformare.

Fie binomuld A-1-B, in care cantitfitile A §i B ad orI-ce
fel de valori vom voi, Ind, positive. Punthidd pe A ca factorfi
comund, vom avea :

.

-F-

±
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A+B--.A(1+1). (a)

Punemti

BI tg 99'
(b)

fiin0 unt unghiu ajutatord 6re-care ; i putemu tot- d'a-
una gAsi unti ungla T care se satisfad ecuatiunea (b), dci
scimi c tangenta unui arct p6te se aild tOte valorile posi-
bile. Substituindti ac6sta val6re in (a),

A+B- -= A (1-1-tg2T)=- Asec2g).
cos2T

1Jughiult T fiind determinatti prin relatiunea (b), espre-

A
siunea

cos 2 T
calculabill prin logaritmi, va fi §i ea deter-

minatä.
61. Lulnifi binomult A B, in care A §i B sunt po-

sitive, Ina A >B. Punendfi räi pe A ca factorti comunti,

A B =-- A ( B (c)

Fiind-ca. > B, B
<1 ; prin urmare putemfi pune :

A

COS 2 g),
A

(d)

ac6sta, relatiune ne va da tot-d'a-una o val6re reala pentru

T. Pun6ndti in (c) val6rea lui B data de (d), acea espresiune
A

se face :

A B=A (1cos2T)=Asin2T.
Dad in A B presupnnemt d, A <B, avemti :

so

si
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9i punOnda MO = cos 2 T,

AB=B(1cos2T)=Bsin2T.
62. Fie binomula

msina ncosa,

in care a este unit unghia 6re-care, m §i n uisce mondme
6re-care. Pun Onda pe m ca factora comuna,

msina ± ncosa = m (sina n cusa)

Daca luama tg 99 = avema:

sin y)
msina ± ncosa = m (sina tg 99 cosa) = m

cos 99

sail in fine,

sina cos 99 -I- sin Tcosam
cos

msina ncosa
msin (94a)

cos g)

Asemenea am fi avuta §i :

msina = nsina
msin a)

cos

A(B63. Binomult A + B tga = B ± tga) devine, dad. pu-

A.
nema

A B (B A) = B 4),

T = tg99:

(1

+

y,

+

(p
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±B tga = B (tg 99 ± tga) = B 99
sina

cos w cosa

= D
sin (90 ± a)

cos w cosa

Asemenea se transformA §i A ± B cota.
64. Fie Ind espresiunea m ± nsina, in care m §i n

sunt nisce contitAti dre-cari, ing, nu coprindA nici o linie tri-
gonometricA ; atunci

cmm ±nsina = Cosa + nsina n
ncosa

cosa ±sina),

punendil
ncosa

= tg 99, obtinemil

m ± nsina = n (tg wcosa ± sina)

n( cosa ± sina)=
sin 99 n (sin 99 cosa + sina cos 99)

cos w cos 9!)

nsin (99 ± a)

cos w

65. Pentru a reduce in unti monomti una polinomt
a-l-b+e+d+ reducemil mai ntXIl cei doi termeni
a + b in unulti singurt ; apoi reducemti pe m i c in unA
terment n; pe n §i d in unA termed' p, i a§a mai departe.

Esemple. P. SA se fad calculabilA prin logaritmi
formula

cosa = cosb cosc sinb sine cos A.

PunOndii ca factoril comunil pe sinb cos A, avemd ;

cotb
cosa = sinb cosA (cosA cosc +sine),

Chn

:

A

B:sa

=

±
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cotb
luandil tg g),

sad

cosa = sinb cosA (tg 99 case ± sine)

sinb cosA
sin 99 cose + sine cos 99

COS cp

cosa= sinb cosA
sin (g)+ c)

cos y

2°. SA se fad calculabilA prin logaritrni ecuatiunea :

cota sinb = cosb cosC sinC cotA.

Punemii pe cotk factorti comunq :

cosb
cota sinb = cotA (cotA cosC sinC),

cosb
luAndt

CITCA
tg y, avemii :

cota sinb = cotA (tg 99 cosC ± sinC)

cotA
sin y cosC cos 99 sinC

cos y

de unde

cota sinb = cotA
sin (y C)

cos y

30 . Se transform4' nat ecuatiunea

sinc cosA = cosa sinb sina cosb cose.

Aast4 ecuatiune este identid, cu

sine cosA =
cosa siub

sin0 sina cosb cosC,
sinC

pun6ndA ca factorii comunti pe sina cosb,

=

+

=

o

+
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cota tgb
sine cosA. = sina cost, (

sinC
sinC cosC.),

cota tgb
pun6ndli = cot 99,

sine

sine cosA = sina cosb (cot 99 sinC cosC)

cos 99 sinC sin 99 cosC
sina cosb

sin g)

sat, in fine,

sine cosA = sina cosb
sin (C 99),

sin 99

6 6. Regulele pre cari le-am datfi pentru a face o espre-
siune calculabilá prin logaritmi de multe oil se p6te sl nu se
aplice, cand espresiunea are 6re-carY forme particulare. Am
(lath (46-56) mai multe esemple de acestea. Iac Inc o espre-
siune f6rte insemnata, care se p6te face calculabill prin lo-
garitmi nu dupg, met oda generall :

i b2+0 a2
cos=

2 bc

Adaogandil 1 la ambele membre avant :

b2 c2 a2 + 2 bc
1+ cos A -----b2+c2

a2-1-1=
2bc 2 bc

(b c)2 a 2

2bc

§i scaynda 1 din ambele membre ale acestei din urm5, ecuatiuni,

cosA 1.
2cb

(b c) 2 (b c + a) (b+c a)PunemA tg =
2 bc

atun ci

24,431 6

=

+ a 2

2 bc

'

(b-1-52): a.

,
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doSi = tg 99 1 ;

§i fiind-ck tg: = 1, (WA cum vom vedea Indatä (68)

cosA = tg tg: sin (99q-) .1/- sin (T-74)=n cos 9)
cos y) cos 4

x Arg 1cad cos ==-- .
4 2 A/ 2

9

(68)

VALORILE LINIILORt TRIpONOMETRICE A CITOR-VA

ARCURI

67. Se gAsima valorile liniilort trigonometrice
ale arcului AE

Fig. 20.

B

Gt,simt

de 300.
Latura EF a unui exagont re-

gulatt inscrist subintinde unti arct
EAF de 600; ra4a OA, perpen-
diculad, pe ac6sth laturl, imparte
arcult EAF in (MO pArti, EA i
AF, fie-care de cate 300; aseme-
nea EG=GF. Insg EF =OE= 1;
prin urmare

EG= sin 300=-1.
2

cos 30° prin relatia

1sin2300
cos 300=

A

E

\/1 1 V3.
4 2
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ImpOrtinda espresiunea lui sin 300 ea a lui
cos 300, avemil :

1
tg 300 =

68. Fie arculu AB = 450. In triunghiuhl drept-
unghiil OBC avemti :

Fig. 21. BC2= sat :

sail

co82450-1- sin2450= 1.

InsO OC=BC, cci BOC=OBC=450;
prin urmare

A 2siii 2 450= 1,

1 V2
sin 450= = = cos 450 .

V2 2

In OAD avemil kg,§1 AD OA, adicl tg 450=1.
69. Se va demonstra ca mai sustl (67) cg, sin 600

este jumnate din latura triunghiului ecuilaterahl in-
scrist, care 1aturl se scie a este V-d- ; prin urmare :

sin 600 L/3, cos 600 = Vi sin 2 emo
2

3=-1 tg 600V3.
4 2'

70. Arcula de 18° este juniltate din arculti de 360 sub-
intinsti de latura decagonului regulatti iiiscrisl i valOrea ace-

.R2

Va

732,
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-
,

stei laturi. se scie din geometrie ct este ; pm urmare,

dupe mid rationamentt analogt cu celt de mai sust,

sin 180
Ar5- 1

= cos 72°.
4

§i

Atunci

cos 18° ==
5 + 1 2sin2 18° = V1 16

A/10 -I- 2 -1/-
sin 720,

4

tg 18° =--
V10 +21/K

71. Dupt formula (39)

sin 2 a = 2 sina cosa

avemt :

1

sin 360= 2sin 18°cos 180= 2 1/ . 1 1/10 ± 2-ff
4 4 '

sau

sin2360-4 (5 + 1 2-1/-5-) (10-+ 2 I/T) 10 2 -ff

de unde

162 16

sin 360
V10 2 i/T

cos 540.
4

72. Dupt formula (40) : sin 3 a = 3 sina cos 2a sin 3 a,
avemt Ind :

V 5 1

=

A/ 5 1
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de undo

sin 54° = 3 sin 18° cos218° sin°180

1/. 1 10+2 V5
4 16 64

sin 540=
V-5-± 1

= cos 36°.
4

Combinandt prin tmpärtire formulele aflate la § 71 §i
72, afi6mt :

tg 360
V10. 2 -1/5 tg54°= V5+1

A/ 5 + 1 V10 2 -VT

73. Prin formulele

a 1 1
sin =-- ± V1 sina ±-2- V1 sina,

a 1 1
cos ± 2- V I +Gsina -,21/1 sin a,

meet :

sat

1 1
sin 9° = V 1 + sin 18° --2- V1 sin18°,

1 , 1
sin18°,dos 90=-2-V1 +sin 18°

cos 9

+

F

.

8 V-5-16

=

12 Vl V54 1,

=1 ± v5-1+ vs.;-
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orT

1sin 90= = cos 810,

1
cos 90=-41 1/3 +-VI- +1-1/5 = sm 810.

Asemenea

1 1
1/3sin 270= TA/5 = cos 63,0

cos 270=-0/54a = sin 630.

V5_1/-5

+ 1/5

                     



CAPITOLULO III.

TABLE TRIGONOMETRICE

73. ProprietItile pe cari le-am studiata paig,
acumg nu vor putea avea nici unü usil practict dad
nu voma avea meliT de a ggsi indatg valOrea nu-
mericg, a liniilortl trigonometrice ale prI-drui arca ni
s'ar da. Ins'a liniile trigonometrice sunt functiunitran-
scedente ale arcului, aded, nu se 'Ate stabili nici
o ecuatiune algebrid intrOgg care, pentru o valóre
a liniei trigonometrice, se coprindg tote valorile co-
respunclgtOre ale arcului. Din acOstg causg calculele
prin car' annul valOrea liniilortl trigonometrice ale
unui arca data sant peste m6surg de lungi i difi-

cile, §i ar fi peste putintg a aplica formulele trigo-
nometriei la calculele practice, dad ar trebui ca la
fie-care momentti sg calculgmti §i valórea Iiniilortl tri-
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gonometrice ce ar intra in acele formule. Din acesth,
caus6, se construescil table earl, pentru ori-ce valOre
data a arculut continA valorile calculate ale tutorti
liniiloril sale trigonometrice.

74. De §i arcele pota se aib1, valori ori-cat de
mari, tablele trigonometrice nu se ca1cul6cla de cat
pentru arcele de .la 00 pang, la 900; cad scimu (28)
ca, orl-ce arct orl-cat de mare ar fi, se 'Ate reduce
la primult cadramt

Pe lang5, acestea, dad, calcuthmti tOte liniile
trigonometrice ale arcelorti de la 00 pang, la 450,
nu mai este necesaril a calcula valOrea lora §i pen-
tru arcele de la 450 pang, la 90° ; cad aceste din
urma arce sunt complementele celoru d'anth,th,
poin urmare liniile lora trigonometrice vor fi comple-
mentare cu ale celort d'anthiu. Dad, cunOscemA, spre
esemplu, sin 36°, cos. 36°, tg 36°, cot 36°, sec 36°,
cosec 36°, vomil cunósce §i cos 510= sin 36°, sin

cos 36, cot 540= tg 36°, tg 54°== cot 36°,
cosec 54° = sec 36°, sec 54° =. cosec 36 ; cad

900-36o.
75. Tablele trigonometrice nu dad chiar valOrea

numerica a liniilora trigonometrice, ci, fiind-ca mal
bite calculele trigonometriei se faca prin logaritmi, dad
numai logaritmil acelorti linit Pe langa acestea, ta-
bleb° nu coprindil logaritmll secantei §i cosecantei arce-

1 1
lonil cad din relatiunile: sinx =

cosecx,
cosx =

seex'

§i

54°-=

54°
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averna : Iogsinx = logcosecx, logcosx = logsecx.
Prin urmare, pentru a gag logaritmil secantei §i co-
secantei unui arca, n'averna de cat se luamt logarit-
miT cosinnsului saa sinusului acelui arca cu semnula
contraria.

Logaritmif liniiloril trigonometrice se ca1cu1d4a
prih nisce metOde a carora espunere nu pOte gasi
loca aci. Acuma no voma multumi a arata numai po-
sibilitatea de a se construi tablele trigonometrice pen-
tru arcele din 10" in 10". Pentru ac6sta voma de-
monstra mai antaia urmatórele teoreme :

76. Teorema I. Ori-ce arcg coprinsii intre
0, 900 este : 10 mai mare de cdt sinusulil seü, §1

20 mai mica de cdt tangenta sa.
Fig. 22. 1°. Fie arcula AB = a ; avema :

sina = BC, tga = DA. Ducema cOrda
BA, §i averall : BC < BA, saa pina

A < BA , aci BC este perpondicu-

1ara, iar BA oblica. De alta parte
BA < arcBA, saa BA < a, caci arcole mai mici de
cat 90° sunt mai mari do cat ccirdele lora ; prin
urmare a forliori.

sina < a. (a)

2°. Aria sectorului circulara OBA este : OBA
= OAX arcBA = 2y OA X a. Aria triunghiului drept-
unghia ODA este : ODA OA X AD = OAXtga,

00

-= 4-

B

C
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ins/ ODA> OBA ; prin urmare OA tga> OA X a;
§i imp'artindA de ambele parti cu

tga> a. (b)

Relatinnile (a) §i (b) se potil scrie in mill :

Bina < a < tga. (1)

77. Teorema II. Cdnd arculii se micorecld
peste meisurd, raportuki arcului cdtre sinusuli sdil
tinde cdtre 1.

sina
Puntmodil in (1) in Ica de tga DO avemil :

cosa'

sina
sin a < a <

cosa

Impgrtindil pe fie-care membru prin sina, aceste
relatiuni se fach :

a 1

sma cosa

Insg dacg arculti se apropie de zero, cosa se
apropie de 1, a§a c dad arculA este fOrte mict,
cosa se p6th socoti egale en 1; deci la limitd rela-
tiunea de mai sust devine :

a
sin a

1, sati a sina.

78. Observare. In ealculti unghiurile se esprimg
sati prin gradele, minutele §i secundele pre carT le
coprindil, son prin lungimea absolutg a arcurilonl

-1T0A,

1 .< .

--.
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earl le m6s6rA, aceste arcuri fiind luate pe o circom-
ferenta cu rala 1. A§a se 'Ate clice cl, unt unghit
este de 22°30', sat a este m6suratil en uml ant
de lungimea 0,39269908 ... InsA, de multe ori este
de trebuintA ca, cunoscênda espresiunea unui unghit
in unil felt, a gasimt espresiunea sa in cebalt felt.

Fie a lungimea lineard a unui arct care m6-
gra, unt unghit ore-care, §i a" num6rulit intreg4
de secunde co coprinde mill met; este evidentt cg,
arcult a este egalt co de a" oil arcult de 1"; adia
a-- ce X arc 1. Insg, arcult de 1" fiind f6rte mict,
avemt dupa (2): arc 1" = sinl" ; §i atunci

a = a" sin 1", (3)

din care

sm 1

a
(4)

Relatia (3) ne arata, cl pentru a afla lun-
gimea absolutd a unui arca, trebue a inmulti nu-
m6rult1 de secunde ce contine ail cu sin 1"; §i (4)
a pentru a afla numerulil de secunde continual
in unit' arca', trebue a.impdrti, lungimea absolutd
a arculul cu sin r.

79. Teorema III. Sinusuhl unui arcii coprinsii
intre 00 0, 900 este mai mare de cdt diferenta
intre arcii qi a patra parte din cubulii arcului.

a II ..
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a
sin-2a

c-±-<tg---
,

sailNO teorema I aveint : a, <
a.2 2 2

cos

Imultindil ambil membri ai acestei neegalitati cu
a a

2cos2-i' avemn: acos2-2 <2si na
a

cos' §i fiind-c6:
2 2

a a a a
1 sin2-§-

'
2sin cos 2 = sina,

a
sin2-y)

a
a ( 1 < sina, sail a asin2-i < sina.

a a2Ina, (74) sin2< --
'

punandil dal% in
2 2 4

a 2 a
neegalitate pe -4- in locil de sin2- vomit avea a for-

tiori :

a5a--
4

<sina.

Corolara. Din (5) dedueemil:

a3
a sina < T.

aded diferenta bare una arca 0

( 5 )

(6)

sinusula seil
este mai micei de cdt a patra parte din cubula
arcului.

80. Teorema IV. Cosinusula unui arca mai

cos 2 -=
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mica de 900 este mai mare de cdt diferenta in-
tre unitate i jumetatea pdtratului arcului, adecg.

a2
cosa >

a a a
Avema (42): cosa = 1 2 sin 2 -2

'
sin <

a
PunAnda darg in ecuatiune, in loca de sin2 , való-

(a2 ,rea mai mare este evidenta cg voma avea :

a 2
cosa > 1 2 ' cosa > 1 -T. (7)

81. Teorema V. Cosinusula unui arca coprinsa
intre 00 0 900 este mai mica de cdt unitatea mi-
nush jumNate din pittratula arcului, plus a pse-
sprelece parte din a patra putere a arcului, adecg

a 2 a 4
cosa <1

Avemil

lug (77) :

a
cosa=1 2 sin 2 -2-

a a 1

2 2 4 ),

1

sin > la

0i

sail
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sau

prin urmare

sati

orI

a a a8sm>---

(-2
a /2

cosa <1-2

a2 a4 a6cosa< 1 2 (
4 441024)

§i a fortiori

a2 a4 a 6
cosa < 1 4-

2 16-512'

a2 a4
cosa <1 (8)

a2
Corolariu. Daca in (8) trecemil pe 1 T in

membrulil Antaid cu semnulil contrarill,

(
a4

(9)

CALCIUM SINUSULUI I COSINUSULUI ARCULUI DE 10'.

82. Sinus de 10". Se scie cä lungimea unei
semicircomferente, and racla are vadórea 1, este

avemti:

cosa

32

-- -1-
2 16'

a2)

                     



TABLB TRIGONOMETRICB 05

Tr ----- 3,141592653589 79 32.....,

§i fiind-cA o semicircomferinta coprinde 1800 sail
648000", vom avea :

arc 648000" = 3,1415926535897932....,

sati

arc 10" 64800,
3,141592

prin urmare

0

0,000048481368110 ;

arc 10" < 0,00005,

(arc 10")3
4

< 0,000000000000032.

a3
Ins& relatiunea (5) (77) da : sina> a I; prin

urmare in casubl de fat& :

sin 10" > 0,000048481368110 0,000000000000032,1

§i fAcènda substractiunea,

sin 10"> 0,000048181368078.

Comparandil valOrea din membrulg al doilea cu
-valOrea lui arc 10", vedemd ca, ele nu difera una de
alta de cat de la 13' ciecimale Inainte ; §i Inca ace-

sta a 13' decimale in valbrea arculul este numai cu
o unitate mai mare de cat a 13a decimal& din va-
Ikea lui sin 10'. Dad dara vom lua
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gin 10"=0,0000481813681, (A)

putemt fi sicuri ca erbrea comisa asupra valoril lui
sin 10" va fi mai mica de cat o unitate de al 131"
ordint clecimalt.

83. Cosinusul de 10". Formula (9) (79) ne
(arc 10")2

arata ca diferenta Intre cos 10 §i 1 este

(arc 10")4
mai mica de cat

16
. Insa data luamt pentru

arca 10" valórea 0,0000484813...., gasita mai sustl,
Aging :

(arc 10")4
16

0,0000000000000000039,

cantitate care neavOndt cifre insemnatOre de cat de la
a 18 clecimala inainte, se pOte neglige cu totult.
Ap dad, putemt lua :

cos 10"= 1
2 '

(arc 10")2

sat
cos 10" 1 -- 0,000000001152 = 0,9999999988248, (B)

§i asupra acestei valori este comisa o en:n.0 mai mica
de cat o unitate de al 18" ordint 4ecima1t.

Cunoscandt sin 10" §i cos 10'', vomt gasi tg 10"
prin relatia

sin 10"tg 10"
cos 10

.
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84. Sinusult i cosinusulg arcelorit din 10 in
10 secunde. Formulele lui Thoma Simpson, date mai
mil (41) sunt :

sin (m+1)b=2sinmb cosbsin (m .1) b,

cos (m+1) b=2cosmb cosb cos (m 1) b.

Dad 1unmt b = 10" i m = 1, aceste formule
devint :

sin 20" = 2sin 10" cos 10", cos 20" = 2cos 210" 1.

Punka b 10" §i m = 2, ace16§1 formule dat :

sin 30" = 2sin 20' cos 10" sin 10",

cos 30" = 2cos 20" cos 10" cos 10".

§i ap mai departe. FAcOnda in fine b= 10 §i m = m,
unit :
sin (m+1)10"=2sinml 0" cos10" (m 1) 10",l

KC)
cos (m+1)10"=2cosm10" cos10" cos (m 1) 10". J

Cu formulele lui Thoma Simpson putemt darn
calcula sinusurile §i cosinusurile arcelort din 10" in
10" cu ajutorult lui sin 10" §i cos 10", pre earl
le-am aflatt maT sust.

Calculele se pott prescurta observandt c fac-

torult constantu 2 cos 10" di fern fOrte putimi de 2
unit41, cnci relatia (B) ne aratn a cos 10' difern torte
putint de 1. Punemil k=2 2cos 10", de undo 2cos10"
= 2 k. Substituindt aces-VA valOre in relatiile (C),

24,431 7

lin
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sin (m +1) 10" = (2 k) sinm 10" sin (m 1) 10",

cos (m + 1) 10" = (2k) cosm 10" cos (m 1) 10",
din cart

sin (m + 1) 10" = sinm 10' + sinm 10"k sinm10"
sin (m 1) 10",

cos (m + 1) 10" = cosm 10" + cosm 10" kcosm 10"

cos (m 1) 10",
sau

[sin (m+1)10" 8inm10"]=[sinm 1 0"sin(m-1)101

ksinm 10",

[cos(m+1)10"cosm101[cosm10"cos(m-1)101
kcosin 10".

Aceste formule ne da1 diferintele sin (m+1) 10"
sinm10" §i cos (m + 1) 10" cosm 10", cand cum5-

scemt diferintele precedente sinm 10" sin (m-1)10"
§i cosm 10" cos (m 1) 10", precum §i cantitatile
sinm 10" §i cosm 10". Adaoggindti acele diferente la
shim 10" §i cosm 10" gasimil pe sin (m + 1) 10"
cos (m + 1) 10".

Cantitatea constantg, k se calcule41 o data pen-
tru tot-d'a-una pentru a se introduce in calcule. Se
ggsesce

k = 0,000000002301.

85. Formarea tablelonl de logaritmi dupa ace-
st are trebninta, de lungi calcule aproxima-metodg,

si
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tive, i de acea trebue din and in and a verifica
resultatele calcululni, comparandu-le cu resultatele gft-
site prin alte mijlOce. Pentru acésta ne putemu servi
cu seria arcelorq din 9 in 9 grade, ale cgrortt linit
trigonometrice le-am gasitt prin mijlóce geometrice
(64-70).

TABLELE Lill CALLET

86. Table le trigonometrice cele mai usitate sunt
tablele lui Lalande calculate cu cinci cpcimale pen-
tru arcele din primultt cadrant din minutli in minutt,

tablele lui Cal let, calculate cu §apte 4ecimale, din
secund5 in secundl pentru arcele de la 0° pang la
5°, 0 din 10 secunda in 10 secunde pentru tOte ar-
cele de Ia 0° pang la 900 .

Am 8ndOu6 aceste table, editate §i perfectionate
de J. Dupuis, presinta o dispositiune analOgg. VomU
da descrierea §i usubl tablelord lui Ca llet, i total

ce voml lice despre acestea se va aplica i Ia. ale
lui Lalande.

87. Prima parts a tablelort lui Calla da lo-
garitraif sinusului §i tangentei arcelora de la 00 pang Ia
5° din secundg in secundg. Insg sinusultt §i tangenta
unui aret fiind egalg cu cosinusulA i cotangenta ar-
cului complimentarU, acOstä tab% ne da in acela01

timpti §i cosinusult i cotangenta arceloril de la 900
pang la 85°.

7.

ci
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Acéstl tabla se imparte in dOne'' : tabla de si-
nusuri i tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe
verso al foil, iar tangentele pe recto; aqa c deschi-

Ondil tabla, sinusurile se afl pe pagina stangA
taugentele pe pagina dreptl. Dispositiunea ambelorti
pagine este cu totulti analógA.

Reproducenit aci o parte din tabla
NunArulil gradelorti este inscristi d'asupra i dedesubtull

SINUSt 3

a

' 36' 37' 38' 39' 40' 41'

0 T,7978941 2,7998974 T,8018915 2,8038764 2,8058523 2,8078197 60
1 979275 999307 019247 039095 058852 078519 9
2 979610 999640 019578 039425 059180 078846 8

3 979945 T,7999973 019910 039755 059509 079683 7
4 980279 2,8000306 020241 040085 059837 079500 6
5 980614 000639 020573 040414 060166 079827 5
6 980948 000972 020904 040744 060494 080154 4
7 981283 001305 021235 041074 060823 080181 3
8 981617 001638 021567 041404 061151 080808 2
9 981952 001971 021898 041734 061479 081135 1

10 982286 002304 022230 042064 061808 081462 50
1 982620 002637 022561 042394 062136 081788 9
2 982955 002970 022892 042723 062464 082115 8
3 983239 003302 023223 043053 062792 082442 7
4 983624 003635 023555 043383 063121 082769 6
5 983958 003968 023886 043713 063449 083094 5
6 984292 004301 023217 044042 063777 083422 4
7 984626 004633 024548 044372 064105 083749 3
8 984961 004966 024829 044702 064433 084075 2
9 985295 005299 024211 045031 064701 084402 1

23' 22' 21' 20' 19' 18' '

COSINUS 87 °

sinusurilorti.

'

j

pi

d e

I
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tablei, afarg, din cadru. Pagina este impkrtith in opth
col6ne verticale, dintre earl cele &SO de la margini,
a 0 h, coprindh num6rulh de secunde, in colOna a
crescêndh de Bush in josh de la 0 pang, la 60, iar
in colóna h de josh in gush ; pentru simplicitate,
cimele se mill numaT o dath, iar in colo se subinte-
legti. ColOnele de la mijloch, b, c, d, e, f, g, pOrta
snsh §i josh num6rul1l minutelorh.

Cand arculh dath este coprinsh intro 00 §i 50,

logaritmil sinusului sail tangentei sale so aft& pe

pagina ce pOrth in partea de susg afarA din cadru
num6rulh de grade al arculuT, in colOna vertical& care
IAA& in cap6tu1h de suet num6ru1il de minute al
arcului, §i pe linia orizontalg, care trece prin num6-
rult de secunde al arcului, inscrish in colOna de la
stdnga a.

Cand arculil (lath este coprinsti intro 90° §i 85°,
logaritmil cosinusului sail cotangentei sale se aflA

pe pagina ce pOrtg in partea de josil afarg, din ca-
dru num6rulil de grade al arcului, in colOna vertical&
care p6rth in cap6tu1h s6h de josiC num6rulti de mi-
nute al arcului, i pe linia orizontalg, care trece prin
num6rult de secunde al arcului, inscrish in colOna de
la dre'pta b.

Mud mai multi logaritmi succesivi InscriO in
aceia0 coIOu Ml rimele loril cifre comune, de or-
dinarh se subintelegil cele d6u6 de la inceputt, afar&
numal de logaritmil estremi, §i de cei scri0 in ca-

de-
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pull colOneie Ast-felil cand in tabla gasimil numai §ase
cifre ale nnui logaritmil, trebue sa-lil complectamil, seri-
indu-i la stanga cifrele escedente pre cart le contine
logaritmuld celil mai apropiatil , urcandil sail po-

gorindil.
10. Fie a se cautallog sin 3°37'12". Deschidemil

tabla la o paging) care in partea de susii se Ode
scrisu : sinus 3°, i anume cautamil pe acea in care
a treia colOng, verticala, e, pOrta susil titlulil 37'.
Descindemil pe acOsta colOna pang in randulil orizon-
tali) care trece prin numgrulil 12 inscrisil la stanga
in colOna a a secundeloril. Acolo gasimil cifrele
002970. Pentru a complecta logaritmultl; vom adaogi
la inceputulil acestui numgril cifrele 2,8 cart se MIA
inscrise la logaritmulil celil mai apropiatti urcandil
sail pogorindil, i atuncl

logsin 3°37'12" =J2,8002970.

Cu totulil asemenea se face i pentru a gasi

logtg 3° 37'12,',

care este ;

logtg 3°37'12" --2-,8011644.

2". Fie a se cguta logcos 86°20'53". Deschi-
demil tabla la o paging care in partea de josil se
p6rte scrisil : cosinus 860, §i cautamil pe aceea
anume in care a cincea colOna verticals e pOrtg josiC
titlulti : 20'. Ne urcgmt1 pe acOstg colOna pang in
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randulg orizontalg care trece prin num6ru1ti 53, in-
scrisg. la drepta in colOna h a secundelorg. Acolo
gasimg cifrele 041074; si pentru a complecta loga-
ritmulg, adaogandtl la inceputulg acestui num6rg
cifrele 2,8 carl -se afla inscrise la logaritmulg celg
mai apropiatg urcandt sag pogorindg, avemd :

logcos86020"53"-=2,8041074.

Toll asemenea se face si pentru a psi logcot
86020'53", care este

logcot 2-,8049902.

88. A ddua parte a tablelorg lui Callet da lo-
garitmif sinusuluI, tangentei, cotangentei i cosinn-

sului arcelorti de la 00 pana la 900, din 10" in 10".
Reproducemg aci o pagina din a thin parte a

tablelorti lui Callet. lium6rult1 gradelorti, daed este
mai miog de 45, este scrisg in susult1 paginei, afara
din cadrn; iar dacci este mai mare de 45, se scrie
in josulii paginei. Num6ru1g minutelorg este scrisl
in colOnele verticale A si L, Ia stanga si la dr4pta
paginei, si merge crescendg de susii in josii in A,
si de josii in susil in L.

Numgrulg secundelorg se afla scrisg in colónele
verticale B i K, earl ving dupa ale minutelorg, si
acestil nunArt merge crescendg de SUM in josil in
B, si de josil in suet' in

Sinusurile pentru arcele mai midi de 450 se
It.
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ggsesct In colOna C, intitnlntg susü sin, iar peutru
arcele mai marl de 450 in colOna H intitulatg
josa sin.

Tangentele, pentru arcele pdna la 450, se ailg
in colOna E, intitulatg susit tang, §i pentru arcele
mai marl de 450, in col6na G-, intitulath josa
tang.

Asenienea cotangentele §i cosinusurile arcelort
pdnet la 450 se vort ggsi in colOnele G i H in-
titulate suet cotg i cos, §i pentru arcele mai
mari de 450 in colOnele E §i C, intitulate josit
cotg i cos.

Col ha cea mica D coprinde- diferentele ta-
bulare intre logaritmiI consecutivi inscri§i in col6na
C. Asemenea colOna F contine diferintile intro loga-
ritmiT consecutivi inscri§i in colOnele E §i C4, §i co-
16na I diferintele logaritmilort din colóna H.

Fie acumt : 10 a s'e ggsi logsin 28°13'30'.
Considergndt cg arcult datt este mai mict de cgt
150. vomt deschide tablele la pagina intitulatg suet
280, §i in col6na A vomt cguta num6ru1t minute-
lort, 13 ; apoi in B voma cguta §i numtrult de
secunde, 30, corespondente la 13'. Atunci pc) randult
orizontalt care trace prin acesta num6rt de secunde,
in colOna C, intitulatg susa sin, vomt gsasi cifrele
748017; adgogindt la inceputt i cifrele sub-

Intelese 1,6, avemt :
logsin 28013'30"= 1,6748017.

-0
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2°. Se gasimil logsin 61°46'40". Arculit fiind mai
mare de 450, pe pagina intitulata josil 610, vointt

auto, minutele 46 in colOna de la dre'pta L, iar
secundele 40 in coldna alaturatá K. Logaritmuld du-
tab" Ali vomil gasi in colOna H, in dreptulu num6-
rului secundelort 10 ; acest 1ogaritim1 este :

logsin 61°46"40" 1,9450351.

3°. Fie Inca a se gasi logtg 28°15'20". Vorml
cauta pagina intitulata .susil 28°, §i in colóna A
de la skinga, acestei pagine vom cauta 15'; apoi in
colóna alaturata, B,20" Pe linia orizontala ce trece
prin acestA num6rii de secunde, 20, vomt gasi :

logtg 28°15'20"-= 1,7303335.

Tottl asemenea vomA gasi :

logtg 61°41'30"= 0,2687077,

logcot 28°14'30"= 0,2698180,

logcot 61 °49'10" 1,7289690,

logcos 28°15'40"=1,9448768,

lopes 61°41"0".I.,6753896.

USULt TABLELORt

D6u6 sunt problemele ce se potti presinta and
voimil a ne servi cu tablele trigonometrice: 10 Se da
mail awl i se cere se gasinul logaritmulq uneia din
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liniile sale trigonometrice ; 2°. Se da logarimult unei
liiiiI trigonometrice a unui and necunoscuit, §i se
cere s gasinul acelt arca.

89. Problema I. Ddndu-se un areü, s gd-
simg logaritmuliti uneia din liniile sale trigono-
metrice.

Amt v6clutt (86) cum trebue a procede pentru
a gasi logaritmult liniei trigenometrice a unui aret
care se gasesce in table. Nu TOM mai reveni asupra
acestei probleme, ci no vom ocupa nuniai de casult
cand arcuhl datt nu se afla in table.

I°. Sid se gdse'sed logaritmulg sinzsuluj unui
arcit.

Fie a se gasi logsin 28°11'30",5. Fiind-ca ar-
cult (latti nu se afia in table, vom cauta logaritmil
sinusului arcelort ce se afia in table i intro carl
este coprinst arcult data, adeca :

logsin 28°11"30" 1,6750370

§i

logsin 28°14'40"=1,6750762.

In colOna D vedemt ca diferinta 4 Intro ace§ti
doi logaritmi este 392 ; de alta parte diferinta in-

tre colt mai mict din aceste arce i arcult data este
de 6",.5. Insa pentru intervale forte mici, ca cele din
casulil de fata, putemt considera ereseeriIe logarit-
milort sinusurilortt ea fiind proportionali en cresce-
rile arcelort esnsa0 ; na-dara putemt face rationa-
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mentuln urna6tor1 : la o crescere de 10" a arcalui,
corespunde o adaogire de 392 unitAti de al §aptelea
ordinn la logaritmt : la o crescere de 6",5 a arcu-
lui, ce adlogire se cuvine logaritmului ? Propor-
tiunea :

392X 6",5
= 254,8,10": 392 65 : x, ne ciá : x =

10

valdrea cantitatif cu care trebue crescutt logsin
28°14'30" pentru a avea logsin 21°14'36",5; prin
urmare

logsin 28°14'36",5 = 1,67506218.

Iaca dispositiunea calculului

logsin28°14'30"=1,6750370 4= 392
pentru 6",5 2518 392X6",5-254,8.
logsin28°1436",5=1,67506248 10

Observare. Cand diferenta gasita pentru loga-
presintl o parte fractionara, a aril prima 4e-

cimala este mai mica de cat 5, tóta partea fractio-
nará se lapada; iar dad, prima 4ecimala e -mai mare
de cat 5, partea fractionarl total se lapada, mArindn
insa cu o unitate ultima cifra a intregilorti. A§a, in
esempluln precedinte diferinta fiind 254,8, dupä trans,
formare ea va deveni 255, §i atunci logsin28°14'36",5
va fi 1,6750625. Dad, diferinta ar fi fostn 254,31,
spre esemplu, nu amn fi Introdusti in calcultt de cat
partea 254.

251,8.

=

ritmn
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AcOstg, observare este aplicabilg, la tOte calculele
co se facti cu logarirmi.

90. Calculula priI proportionale 254,8 se

p6th face cu multa mai mare inlesnire cu ajutorula
tablelora de diferinte proportiona1e, arclate pe mar-
ginea paginei, afarg, din cadru. Aceste table coprinda
crescerile logaritmului corespunytOre la fie-care cre-
scere de 1", 2"..,. 9" a arcului. Se gAsima., spre
esemplu, care este crescerea logaritmului ce corespunde
la crescerea 6",5 in arca, diferenta tabulara fiinda
392. Tabelula intitulata 392 ne aratg, ca, la creme-
rea 6" a arcului corespunde diferenta 235,2. Pentru
a gasi §i diferenta corespun4t6re la crescerea de
0"5, observänni c ac6stA diferentl este a tycea parte
din diferenta corespunp6re la 5", cad i 0",5 este
a Ycea parte din 5"; deci acOstg, diferenta va fi
19,6, pre care adAogindu-o la 235,2 ailAma 254,8_

Tula asemenea vom opera 0 pentru a gasi
tangentei unui arca Ore-care: na

logtg 61 °43'48",3 = 0,2694055.

91. 2°. Sei se geis6sca logaritmula cosinusului
unui arca.

Fie a se gasi logcos 61°41"37",8. Acesta arca.
este coprinst intre 61°11'30" §i 61°41'40", i ta
bleb dat

logcos 6041'30', 1,6759764,

lo-

garitmula

:
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logcos 61 °41'40"-= 1,6759374,

cu diferenta tabularg 390. Observamti ind ca,

logcos 61 ° 41'30"> logcos 61°41'40",

cad scimil el in primuhl cadrand cosinusulti descre-

see cu cat cresce arculd ; prin urmare vom rationa
in modulii urmatorti : la o descrescere de 10" in
arct, corespunde crescerea la logaritmu de 390 ; la
o descrescere in arcd de 2",2 (diferenta intre arculti
datd §i arculd celd mai mare din tele-alte (MO, ce
crescere la logaritmti va corespunde ?

labela pártilora proportionale ne da :

crescere coresponytOre la 2" =78
crescere corespunytOre la 0",2 = 7,8

85,8,

Acosta diferenta, fiind adaogita la logcos61°41'40",
da :

logos 61°11'37",8= 1,6759460.

In asemenea modd gasimil §i

logeot 28°18'38",4 = 0,2686644.

Observare. Din acestea vedemil a pentru si-
nusti §i tangenta, calcululd diferentei logaritmilord se
face prin escesil, adeca se ia in considerare diferenta
intre arculti datd §i owl arcd mai midi, de cat Un-
mild. Pentru cosinusil §i cotangenta aceld calculd se
face prin lipsci, dei se ia diferenta intro arculd data
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§i null altil arc4 mai mare de cat dAnsulti. Restult
calculului este identicil in ambele casuri.

9 2. In calculele precedente am presupusu ca
crescerile logaritmilort sunt proportionale en cresce-
rile arcurilorti. Cand ins/ arcurile sunt forte mici,
aceista nu mai este esactil pentru logsin §i logtg, §i

atunci numai putemil aplica metOdele ce am (lath.
lad, cum operamti in casuln acesta :

Fie mit areq datti, a ± h, esprimatil prin unti
nume'rd intregti a de secunde, §i prin o fractiune h
de secunda. Pentru a gasi logsin (a +h) i logtg
(a + h), arcele fiindti fOrte mici, putenA admite O.
raportulti Intre arcele a §i a+h este egalil cu ra-
portula intre sinusurile sail intre tangentele lorl,
adeca :

sin (a +h) a --1- h tg(a+h) a-l-h= ._--

sina a ' tga a

§i luandll logaritmiT,

logsin (a+h)= logsina + log (a + h)-1oga,1
(1)

logtg (a + h) = logtga + log (a + h) loga. J

Aci logsina §i logtga se afla din prima parte
a tablelorg trigonometrice, caci a este lint num6ri1
intregt de secunde ; log (a+h) §i loga se Oa din
tabla logaritmilort numerelorg. Valorile gasite pen-
tru aceste diferite cantitati fiindll Introduse in rola-
tiile (1), vom obtine pe
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logsin (a+ h) §i logtg (a+ h).

10. Se aillma logsin 0°2"38',7251. Acesta arca,
redusa in secunde, este 158",7254. Prin urmare in
acesta esemplu a = 158, h = 0,7254, §i relatia An-
tgia din (1) se face :

logsin 158",7262 =logsin 158"I- log 158,7254 log 158.

Insg, dupg table,

logsin 158"=4,8842319,

log 158,724=2,2006464,

log 158= 2,1986571 ;

prin urmare

logsin 0°2"38",7254== 4,8862212.

Asemenea

logtg 0°2'38",7254 = 4,8862213.

Pentru a ggsi loicot a unui arca forte mica,
1

trebue mai Antaill a calcula logtg ; aci, din cotx=i--x,

avemt logcotx.logtgx. A§a

logcot 002"38",7254 (4'8862213) = 3,1137787,

2°. Sg se afle logaritmulti cosinusului unui arca
fOrte mica a+ h.

Din relatia

§i

::
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sin (a
h)'

deducemt :

logcos (a + h) =logsin (a +h)logtg (a + h),

formulg, prin care am putea calcula logcos (a +h),
cunosc8ndil pre logsin (a + h) §i logtg (a -I- Insg,

dad vomA inlocui pe logsin (a + h) i logtg (a +h)
cu valorile lora date prin (1) §i vom reduce termenif
asemeni, vom ajunge la

logcos (a+ h) = logsina logtga,

sat

logcos (a+ h)= logcosa. (a)

Prin urmare, dad arcele a +h §i a aunt fOrte
mici, logaritmil cosinelora loril aunt apr6pe egale.
AcOsta se p6te vedea §i din table. ArculU 0°2'38",7254
este coprinst intro 0°2'30" §i 002'40" ; Insg, a dOna
parte a tableloril arat c tOte arcele de la 001'40'
pang la 0°2'50" aU acelatul logos ; a§a, dar

logcos 0 ° 2'38",7254 = logcos 00 2'30".

Observare. Din relatiunea (a) resu1t c arcele
fOrte mici sunt fOrte r611 determinate prin cosinusu-
rile lorti ; a§a in esemplubl precedinte am v64util el
la null ace1a0 logos corespundea t6te arcele de la
1'40" pAnA la 2'50", ceea ce produce o incertitudine
de 1'10".

24,431 8

                     



114 CUES DE TILIGONOMETEIE

Pe de alta parte avemil;

cosa = sin (90° a) ;

dad a este fOrte micti, 90° a difera prea putiml
de 90'; relatiunea acOsta ne arata dar c arcele ye-
eine de 90° sunt fOrte rai determinate prin sinusu-
rile hit, carT varia41 prea

Nu este totil a§a pentru tangenta §i cotangenta.
Aceste linil trigonometrice variaqa multti mai repede
de cat sinusula §i cosinusulti, caci scimii cg, in pri-
multi cadranti ele jail tOte valorile de la 0 pana
la 00. Observandti diferentele tabulare ale lort, ye-
demll ca valOrea cea mai mica a acestorti diferente
este la 450; ap-dar acolo tangenta i cotangenta va-
riall mai incetii, §i acolo se pOte produce er6rea cea
mai mare. Insa cu tablele hi Callet chiar acesta va-
lOre maximumil a ereril este ala de neinsemnata
(0",03), in cat se 'Ate neglige. Prin urmare din bite
liniile trigonometrice, cele mai avantagiOse pentru a
represinta arcele cu esactitate sunt tangenta §i co-
tangenta.

93. Problema II. Dcindu-se logaritmulg unei
linil trigonometrice a unui arca, set' se gdsescci

areulu .

Fie a se gasi arcult x alti carpi logsin este
1,9451480. Cautamil in table la colOna intitulata
sin pana cand se damg poste logaritmuhl daft, 0 ye-
demi ca acesta logaritma se afla in colOna H inti-

In8eta.
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tulatA, josil sin ; prin urmare, pentru a gasi secun-

dele §i minutele arcului, le vomg lua la drepta in
colhele L i K, iar gradele le vomt lua de josil.
Ast-felg arculg cantata este x= 61°48'20".

Asemenea vom face §i pentru a gasi ung arcg
corespunclAtorg la ung logcos, logtg, logcot datg,
ccind acgti logaritmi se afld in table. Ast-felg se
gasesce :

Pentru logtgx=-1,7297779,

pentru logcotx =1,7307373,

pentru logcosx= i,9449107,

x= 28'13'30",

x= 61°13'20",

x= 28°15'10",

94. Daca logaritmula data nu se aflci in ta-
ble, vomg cAuta doi logaritmi intro cari BA fie co-
prinsg logaritmulg datg, §i vom gasi aroulg corespun-
Otorg la acestg logaritmg prin o proportie.

Ast-fel, fie logsinx =1,6756418. Clutandg in
table , vedemil cft acestg logaritmil este coprinsg,
intro

1,6756245 = logsin 28°17'0",

§i

1,6756636 = logsin 28°17'10".

Diferenta tabular& intro ace§ti doi logaritmi este
391, iar intro celg mad mict din acvtia i logarit-
multi datg, 173, 12icemg dar : dac'a' o diferentl a logarit-
milorg de 391 unitAti de al §eptelea ording clecimalt

8*
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corespunde la o crescere in arca de 10', o diferentl
in logaritma de 173 unitati de acelaTI ordint 4eci-
mala la ce crescere in arca va corespunde R6spun-
sula este data prin proportiunea :

391 : 10" 173 ; cf, de uncle d
173X 10"

319

Adaoginda ac6st5, crescere la arcula cela mai
mica, gAsima arcula cautatil

x= 28°17"4",4.

Ia,c1 dispositiunea calculului :

1,6756418 --- logsinx 4= 391
1,5756245 = logsin 28°171) 173X10"

= 4", 4 ;173 291

x= 28°17'0" 4",4 = 28° 17"1",4.

95. Crescerea in arca de 4',4 se p6te
prin tablele diferentelort proportionale de pe margine.
Pentru aceasta, in tabelula intitulata 391 clutAma cea
mai mare diferenta care se coprinde in 173, i acesta
este 156,4, corespunOtóre la 4". Sca4enda apoi pe
156,4 din 173, gAsima diferenta 16,6. Impartinda
in minte numerile din tabela cu 10, vedema cg, din

t6te diturile obtinute, cola mai mare care incape in
16,6 este 1564, corespunlatora la crescerea in arca
0",4. Oprinda aprosimatiunea la pgrtile din 10 ale
secundei, crescerea totall in arca va fi dar de 4",1.

,

g5,si 3i
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Tota asemenea, dandu-se : logtgx =1,7297543,
gasima : x= 28°13'25",3.

96. Sci gasiin arculü x al carui logcos este
1,9447589.

Tablele ne arat c acesta logaritma este co-
prinsa Intro

1,9447635 = logcos 28°17'20",

§i 1,9447522 = logcos 28°1'730",

a carora diferenta tabulara este 113 ; diferenta In-

tro logaritmula milt mai mica 1,9447522 §i colt
data este 67. piceinti dar : dac la o adaogire de
113 unithti de al §Sptelea ordint clecimala la loga-
ritma, corespunde o descrescere de 10" in arca, la o
adelogire de 67 unitati la logaritma, ce descrescere
in arca va corespunde? Proportiunea :

67X10"
113 : 10"= 67 : cr, da : 1=

113 5 '9"

Sca4endll adista descrescere din arcula28°17'30",
gasima arcula cantata : x= 28 ° 17'24", 1.

Valórea descrescerii arcului, 5",9, se Fite gag
prin tabla partilora proportionale. In tabelulit in-

titulata 113 vedema ca num6rula cela mai apropiata
de 67 este 56,5 la care corespnnde descrescerea 5".
Apoi num6ru1t din tabell divisata cu 10 care se apro-
pie mai multa de diferenta 67 56,5 = 10,5, este

§i
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1017,. la -care corespunde descrescerea 0",9. Prin ur-
mare descrescerea totalg in antt este de 5".9..

In asemenea modil pentru logcotx ----= 1,7310740,
vonla ggsi :

x= 61°42'12",3.
97. In lucrgrile precedente amtl presupusil cl va-

riatiunile arcelord sunt proportionale cu variatiunile
logaritmilorti liniilortl sale trigonometrice. InsA, ac6sta
nu mai este adev6ratal pentru arcele fOrte mici, cgnd
este vorba sg le determingmil prin logsin sau logtg.
In acesth casil vom cAuta in prima parte a table-
lora trigonmetrice logaritmult care se apropie mai
multg de logaritmulil datil; vom lua arcula corespun-
clgtoril la acestil logaritnA, vom reduce in se-
cunde. Fie a acestil num6ril intregil de secunde,
a + h num6rulil de secunde §i fractiuni de secundg
al arcului necunoscutil ce corespunde la logaritmulA
data. Relatiunile (1) (92) ne (Tail :

log (a + h) = logsin (a + h) logsina + loga,
, (2)

log (a +h)= logtg (a + h) logtga+ loga. J

Aci logsin (a+ h) sail logtg (a±h) sunt cant-
tatile date, logsina sau logtga se aflg in prima parte
a tableloric trigonometrice, §i loga in tabla de lo-

garitmi a numerelonl. Prin urmare log (a+ h) este
determinatt, precum i a+h, arculil cgutatil.

Fie a se determina, spre esemplu, arculll al cg-
rui logsin este 3,3325473.

ei-10
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Prima parte a tablelorli trigonometrice ne aratA
logsin colt mai apropiatt de acósta este 3,3319783,

corespunclAtort la arculg 0 '7'23" 443". Prin urmare,
in prima din formulele (2) avemt: a = 443, logsin
(a+h)=-3,3325473, logsina =3,3319783, §i tablele
ne dati : loga =log 413 = 2,6464037. Prima din for-
mulele (2) devine dar :

log (a+h)= 3,3325473,3319783
+2,6464037=2,6469727,

calculandg pe a + h, glsimil : a + h= 443",5807 =
0°7'23",5807. Acèsta este .valOrea arcului cautatt.

Asemenea vomg gasi : a + h= 0° 8'10",4996,
pentru logtg (a + =,3762143.

Tott ap se oper* cand se core a se gasi nut
arct mict, cunoscandt logaritmuln cotangentei sale ;
cci acestt logaritmt este, egalt i de semng contra-
rig cu al tangentei (92).

Dad, insl, se core a se calcula unt arca mict
cunoscêndg logaritmult cosinusului s6a, acestt calculg
nu se lake face cu precisiune. Fie, spre_esemplu, a
se gttsi arcult all carui logcos este 1,9999998.
Tablele aratA c acestg logcos corespunde la tote ar-
cele coprinse intro 0°3'0" §i 0°3'40"; prin urmare
determinarea ce ni se cere nu se póte face de chit cu
o nesiourantg, de 40".

egi

h)

9i

                     



CARTEA II
TR1GONOMETRIA RECTILINIA

CAPITOLULO I.
PROPRIETATILE TRIUNGIIIITRILORt RECTILINTI

Vom insemna cele trei unghiuri ale unui tri-
unghig cu literele majuscule A, B, C, 6r6, laturele
cu literele minuscule a, b, c, corespunOtóre la un-
ghinrile opuse. Dug triunghiulg este dreptunghig,
unghiniti dreptg se va Insemna en litera A §i ipote-
nusa ea a.

TRIIINGHIIIIII DREPTUNGHE

98. Teorema I. In ori-ce triunghifi drept-un-
ghiii, o lature a unghiului drept1i este egalet cu
ipotenusa inmultitet cu sinusula unghiului opusii.
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Relatiunea ce trebue demonstrata este

b = asin B.

Din vOrfula unghiului B (fig. 23) en o ra0
BD = 1 descriemg arculd DF, i ducemti DE per-
pendiculara, pe BA. Triunghiurile asemeni BCA §i

BDE clan :

(Fig. 23) CA BC

sati

DE BD'

insA CA = b , DEt= sin DF = sin B ,

BC = a, BD = 1 ; prin urmare rela-
tiunea se reduce la

b

sinB a'

b = a sin B. (1)

C. C.T.D.

Asemenea vomA avea

c = a sin C. (1)

99. Teorema II. In ori-ce triunghili dr ept-
unghiu o lature a unghiului dr eptil este egald
cu ipotenusa inmultitd cu cosinusu14 unghiului
aldturatg.

Trebue a demonstra relatia,

c ----a cos B.

Triunghiurile asemeni BCA i BDE, de mai
susti, dat

.

0

:

A
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BA BC
BE BD'

inloeuindg pe BA, BE, BC, BD, prin valorile lora,

cosB

sag

a 6sB (2)

Asemenea afilmg §i :

b = acosC (2)

Observarea I. Relatiunile (1) §i (2) se potg
deduce unele din altele. In adev6rg, in ori-ce triun-
ghig dreptunghiti avemg: B+C=90°, sag B=90° C
ap-darg : sinB = cosC. Punèndg acestg valóre in (1),
dobgndinag :

C.C.T.D.

b= acosC,

care este una din relatiile (2).
Totg asemenea vomg deduce §i formulele (1)

din (2).
Observarea II. ItMicandti la pgtratg formulele:

b=asinB,

c= acosB,

§i adunandg membru en membru, obtinemg :

b2--1--c2= a2(sin2B-1-cos2B)=a2;

-----

;
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prin. urmare pdtratulu ipotenusei este egald cu suma
pdtrateloric ambelorit catete, resultata pre care-hl
cunóscema deja.

Trebue ins'a 0, observAmti d, ac6sta nu se 'Ate
considera ca o demonstratiune n6u6 a teoremei pl-
tratului ipotenusei, ci ca o simpth verificare; did
formula

san2B+cos2B =1,

cu care ne-amil servitil aci, a fostti chiarti ea stabi-
lith pe basa teoremei patratului ipotenusei.

100. Teorema III. In ori-ce triunghili drept-
unghig , o lature a unghiului dreptii este egald cu
cea-altd laturd inmultitd cu tangenta unghiului
opus&

Relatia ce trebue demonstrath este

b= ctgB

Asem6narea triunghiuriloril BCA §i BGF de mai
susti ne (16, :

de unde

CA_ GF b tgB
sall c 1 '

b= ctgB. (3)

C.C.T.D.

Asemenea vom avea §i

BA BF'
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c = btgC. (3)

101. Observarea I. Fiind-cg : B-1-0=90°, avemt.

B=90° C, §i C =900B;
prin urmare : tgB = cotC, §i : tgC = cotB. Pun8ndti
aceste valori in (3) avemA :

b c cotB,1
(4)

c b cotC,1

adecg in und triunghid dreptunghid, o laturd a
unghiului dreptii este egald cu cea-altd laturd mnmul-
itc Cu cotangenta unghiului aldturatit.

102 Observarea II. Relatinnile (3) 0 (4) se
pott deduce din (1) §i (2) prin nisce simple impgr-
tiri. In adev6r1, divisanda ecuatiunile (1) §i (2) re-
spectivt una prin alta, avemt :

b sinB c sinC
c cosB' b cosC

sag :

b ccotB, c=btgC;
0 %audit divisiunea in sensA entrant,

c _cosB b cosC

b sinB' c sinC'

de uncle

c=bcotB, b= ccotC.

:

=
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TRIUNGIEURI ORE-CARI SAt OBLICIINGHE

103. Teorema I. In unit triunghiii rectilini
öre-care laturile sunt proportionale cu sinusurile
unghiurilorib opuse.

Relatiunea ce se core a se de-

monstra este :
(Fig. 24)

a
smA sinB sinC

A
Din 76rfult C (fig. 24) lasamil

perpendiculara CD pe AB. In tri-
ACD, aveniti (96) :

CD = AC sinA, sat : CD = b sinA.

In CDB avernii asemenea

CD = CB sinB, saM CD= a sina

Comparandt aceste d6u6 ecuatiuni vedemA c :

asinB = bsinA,

divisandt ambil membri cu sinA sinB,

a
sinA sinB*

Vom demonstra asemenea ca

sinB sinC

unghinla

b c

b

b c
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Putemti dar scrie §iruld de raporturi egale :

a

(Fig. 25)

sinA sinB sinC

C.C.T.D.

din CDA

(1)

Se vedemti dad aceste relatiuni
subsista §i cand triunghiuli1 are
unti unghit A obtust. In acesta
casii, din triunghiula CDB (fig.

25), avemti :

CD = CBsinB, sati : CD =a sinE ;

avernii asemenea :

CD = CA sinCAD

CD = bsin (180A),

§i fiind-ca sin (180° A) = sinA (26),

CD = b sinA ;

atla-dar

de unde

asinB bsinA,

a
sinA sinB

Prin urmare relatiunile (1) sunt generale.
101. Teorema II. In unil triunghiit rectilinig

b c

a

A
B

sad

=

b
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Ore-care, peltratulit unei laturi este egalii cu suma
pettratelora celor-alte cidu6' laturi, minus de &Ice'
ori produsuta aceloril laturi prin cosinusul un-

intre ele.
Scimg din geometrie a pa-

tratult laturei opuse la mit unghig

\Ji

ascutitg este egalg cu suma pg,tra-
telorg celor-alte (16116 laturi, mi-

nus de d6u6 ori produsultt uneia
din ele prin projectia celei de a

d6ua d'amtait. ; ceea ce se esprima prin ecua-

ghiului coprinsii

(Fig. 26)

pe cea
tiunea (fig. 26) :

cB2 = 1702 AB2 2AB X AD.

hist', CB = a, AC= b, AB = c, §i in triunghiulti drept-
unghig CDA avemg :

AD AC cosA :

ap-dar relatia de susg devine :

a 2 b 2 ± c2 2 bc cosA

(Fig. 27)

D A

CDA vela :
DA CA cosCAD=bcos (180° A) = bcosa (26);

Dug latura consideratA se opune
la ung unghig obtusg, relatiunea
geometria este (fig. 27):

= + a 2 2AB XDA.

Ins g. triunghiulg dreptunghig

v

----

4,

in
611111..

2

'3
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puraradil in ecnatie ac6stA valóre, i inlocuinda pe
CB, CA, AB, cu a, b, c, :

a2= b2-4- c2-2bccosA,

care este identid cu ecuatinnea gasita deja.
Totil ast-fehl voma gag i espresinnea valorit

lni b2 i c 2. Obtinemll ast-felti cele trei ecuatiuni
nrmAtóre :

a2 b2+ c2 2bc cosA

b2= a2+c2-2ac cosB (2)

a2+b2 2ab cosa

-105. Teorema III. In ori-ce triunghia rectilini
dre-care, o laturd este egald cu
suma celor-altd &tie, inmuliite
fie-care respectiv Cu cosinusul4
unghiului ce ace'sta laturd face
cu latura consideratd.

Dupa figura 28 :

c AD +DB.

(Fig. 28)

INA in ACD,

in CDB,

AD = bcosA,

DB a cosB.

Pun6nd11 aceste valori in ecuatia de susti,

aveura

=

c2,_

avenul

=
0
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c = acosB + beosA.

C.C.T.D.

Dad, triunghiulti este obtusunghiii, unlit (fig. 29):

Fig. 29. c= DB DA,
§i fiind-ca

DB=acosB, §i DA=bcos(1800A).

avenA :

c= acosBbcos (1800 A) ;

insg, /cos (1800 A) = cosA ; prim urmare

c= acosB + bcosA.

FAcêndA asemenea pentru cele-alte laturi, vom
gasi valori anahige ; averml dar cele trei ecuatiuni
urmAtOre :

a = bcosC+ ccosB, 1

b = acosO + ccosA, if (3)

c= acosB+bNsA. j

105. Sistemele de ecuatiuni (1), (2) §i (3) se potil de-
duce unele din altele.

Pentru a deduce ecuapunile (3) din (2), adun ant pri-
mele (MO ecuatiuni (2) ; avem a :

a 2 ± b 2 = b 2 ± 2C2 2bc cosA + a 2 2ac cosB,

§i facAndti tate reducerile,

c= acosB + bcosA,

24,431. 9
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care este una din ecuatiunile (3). Tott asemenea vom obtine
§1 pe cele-alte MI6.

Pentru a deduce din (3) ecuatiunile (2) inmultimb pe
prima ecuatiune din (3) cu a, pe a d6ua cu b, pe a treia cu
c, §i le adunlint :

a2 4_ 2 _ c2--=--ab cosC + ac cosB + ab cose

+be cosA ac cosB bc cosA,

O. Mandl t6te reducerile,

c2= a2-1--b 2-2ab cosC,

care este una din ecuatiunile (2). Cele-alte d6u6 se obtint
asemenea.

Din acestea resultb, cb, sistemele de ecuatiuni (2) §i

(3) se potil deduce unele din altele ; prin urmare sunt echi-
valente.

Se demonstrgmb acum cä sistemele (2) §i (3) se pat
deduce din ecuatiunile fundamentale

A+B+C=1800, (a)

a b c

null sinB sinC

Relatiunea (a) (14 :

C = 1800(A +B),
de unde

sinC =-- sin (A. ± B) = sink cosB + sinB cosA.

Dad insemnbei cu ni val6rea raportului constant

a b c

sink sinB sinC

vom avea :

(b)

(c)

_
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de unde

a b=m. m, m,
sink sinB sinC

a .
sink,

b . c .
sine.m = =

PunAudt aceste valori in (c) i Wand reducerile,

c acosB bcosA,

care este una din ecuatiunile (3).
Se scOtemti relatiunea (b) din (2). Prima din aceste

scuatiuni dl :

cosA
2bc

bs+ esas

rididndti la pAtratt,

cos2A;
=b4+c4+a4-1-2b2c2-2a2b2-2aic2

4b2c2

sclOndti acdstA ecuatiune din 1 = 1 §i reduchdt.

2b2e2+ 2a2b2 ± 2a2c2a4b4---c4
1 cos 2 A = sin2 A

4b2c2

divisAndb ambil membri cu cc-2,

sin2A 2b2c2-1-2a2b2-1-2a2c2a4b4 c4

a2 4a2b2c2

Dad din, a d6ua ecuatiune (2) vom scOte valOrea lui
sin2B

§i din a treia pe a lui
sin 2 C,

vom gAsi totti ace6§Y va-b 2 es
sin 2A

lore ca i pentru
a

; prin urmare.

sin 2 A. sin 2B sin 2 C

a2 b 2 c2

9,

c

m m

=

,

=
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estrfighdti radacina patrata,

sinA sinB sinC

c

cari cunt chiar ecuatiunile (1).
A§a-dar cele trei sisteme de ecuatiuni (1), (2), (3) se

putt deduce unele din altele ; prin urmare ele stint equivalente.
Totti asemenea §i ecuatiunea

A+B-I-C=18'00
se 'Ate deduce unele din acele trei sisteme de ecuatiuni. Pen-
tru ac6sta, lnsemnindt 6r41 cu m raportult constantil al la-
turei catre sinusulti unghiului opust, avemt :

a m.
sinA '

, = m,
smB ' sinC

din cari :

a = msinA, b = msint, c = msinC,

§i punAndt aceste valori in ram din ecuatiunile (3), spre esem-
plu in cea impfirtindil cu m, avemt :

sin& = sinB cosC sinC coB,

sau
sinA = sin (B C);

deci, fiend-cfi arcele A §i B C ati acela§d sinust cu acela5u
sem* trebue sh avemt :

A =B-1--C, sat: A=1800(B+C).
Prima ipotesA nu se p6te admite, dci, cum n'am fa-

cutt noi panfi acum nici o supositiune asupra valoriT relative
a unghiurilort A, B, C, unghiult A s'ar putea se fie §i celt
mai micd din t6te, i atunci ecuatiunea

A=B+C

---

dIntliit, i

ei

a b
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ar fi absura. Vom cdmite dar numai pe a d6ua

A=1800(B±C), sat: A+B+C.1800,
care este chiar ecuatiuuea (a) din formulele fundamentale.

UNGHIIIRI IN FUNCTIIINE DE UTERI

106. Din ecuatiunile fundamental e

a
sinA sinB sinC '

deducema dupA, teoria proportiilort :

a+ b sinA+sinB
sinC

Asemenea avemn :

a b sinA sinB
=1=

sin C

Inlocuindil pe sinA + sinB §i pe sinA sinB
cu valorile lord calculabile prin logaritmi, i pe sinC

C C
en 2sin cos

'
obtineimi :

2 B

A+B A B
2 sin cosa±b 2 2_

C C
2sin 2 cos 2

b e

c

si

O

c
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2si
A B A -I- B

cosa b 2 2

IRO, din

deducemA :

C C
2sin -2 cos -2

A-I-B-1-C= 1800,

A+ B 90o _
2 2 '

prin urmare

C A-E-B C
Sin COS COS

2 ' 2

Reduc8ndt1 dar dupg, aceste formule, factorif co-
muni da la num6rAtoru1ti §i de la numitorula ecua-
tiunilort de mai sus% r6mane :

A B A B
cos a b sin 2

C
sin 2 cos

2

Prin o simpll permutare de litere vom obtine
alte patru ecuatiuni anahige cu acestea. Sistemula in-
trega se compune dar din urnAtórele pse ecuatiuni,
tOte calculabile prin logaritmi, §i coprinYndg fie-care
cate §ase elementele triunghiului

- - SID -2-.

0

- a + b

C '
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A B
a+b COS

2=.
C '

sin 2

A B
COS

2

sin

B C

b+c cos
2

a A '

A B
Sin

2a b

a c
(1)

cos
2

A C
sin

2

B C
sin

a A
cos

2

DivisandA respectivA ecuatiunile (2) prin
avemA :

sin
A B

n
C

si
2 2 a b=.B C C a +

COS COS
2

sati

(2)

(1)

A B a b C
tg =a cot.

Operanda asemenea vom gasi Inca dOu6 relatiuni
vom avea o n6u6 sistema de ecuatiuni calcu-

labile prin logaritmi, cari coprindil fie-care ate (MO
laturi i Vita unghiurile

c

a+c_
b B ,

,...

sin-2--

c

b

=

=

C
,

B 7

COS
2

bc 2=

ap cil

:

2
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A B a b C

tg 2 =a-f-bcd-2-'

A C a b B
tg ----- cot

B C b c A
tg 2

=
b c

cot

1f)7. Relatiunea

a2 = b2+ c2 2bccosA,

cosA
2bc

b2±C2a2

Insg, unit. *45 :

(3)

sin
A \g/ 1 cosA

cos
A 1 + cosA

,
2 2 2 2

Punênda in aceste ecuatiuni in loca de cosA
valórea sa, vom avea :

. ASID =
1

2bc

-b2+ c2a2

2

(b2 c2 2bc)

4 bc

2 c b2 c2 ± a2
4bc

(b c) 2

4bc

(ab±c)
4bc

da :

2

+

c)

2

.

V

\

_\1(a d-b
,
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Acos =
2

b 2 + c 2 a 2
1

2bc = 12bc-i-b2-1-c2 i-P
2 4bc

=\l(b+c)2a2 \I(a+b+c) (b+ca)
4bc 4 bc

Pentru inlesnire punemil :

2p = a+b+c,

scg4endt1 pe randa din ambil membri 2a, 2 b, 2c,
vom avea :

2(p a)-1-b+c a, 2(p b)==a+c--b, 2(p c)=-a+bc ;

§i substituindil tOte aceste valori in ecuatiunile de
mai sus,

A 2 (pb) 2 (p c) \I (pb) (pc)
,sln =

4bc bc

A 2p. 2 (p a) p(p a)
COS

4bc V bc '

ecuatiuni cari dail sinusula §i cosinusult junAtittil
unui unghiii in functiune de laturile triunghiului.
Fgandii asemenea §i pentru cele-alte dOu6 unghiuri,
obtinemil cele (MO sisteme de ecuatiuni urmaOre :

.

2 V

V
2
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(p- a) (p 0,1(4)

c)

ac

A (pb)(p A p(p a)
S111

bc
cos

2 V bc

. B
Sin cos B

V
JP(P 6), (5)

2 ac

C (p a) (p b)
SIB CoS

ab 2
(1) c)
ab

Daca, dividenul fie-care ecuatiune din sistema (4)
prin ecuatiunea corespondenta din sistema (5), otti-
nerml unti noil sistemil de formule :

Atg (p b) (p c)

p(p a)

B (p a) (p c)tg (6)p(p b)

tg
2

C (p a)(p --b)

PO)

In bite formulele (4), (5), (6), trebue s lugma
pentru radicaM semnula caci unghiurile triun-
ghiului flindil bite mai mici de cAt 180°, jum6tati1e
lor vor fi mai mici de 90°, i prin urmare liniile
lor trigonometrice vor fi positive.

SUPRAFATA TRIUNGHIULUI

108. Se scie cg, suprafata unui triunghiil este

2 '

C p
'

'

2 '

2

2

V , '

t

,I

V

s

V
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egalg cu jumnatea produsului basei prin ingdtimea
sa. Ast-felt in

Fig. 30.
c

D

Prin urmare

triunghiult ABC (fig. 30),

supra fata s=4ABX CD. ---icX CD

Insg, in triunghiult dreptunghit
ACD avemt :

DC AC sinA = bsinA.B

bcsinA
s

2 '
(1)

Fig. 31. ecuatiune care dg, suprafata tri-
unghiului in funqiune de ddud
laturi qi unghiulil coprinsa in-
tr e ele.

B
Dad, triunghiult este obtusun-

ghit, avant (fig. 31) incg :
CD --= CA sin CAD ---- b sin (1800 A) ----- b sinA,

valOre pe care puntmd-o in

s =---1- c><CD ,

obtinemt :
bcsin As-

2

Pri urmare ecuatiunea (1) este genera1g.
109. Din relatiunea

b c

sinB sinC'

AA

u

' A
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satemt :

bsinC

sinB '

pe care punend-o in (1) avemll :

b 2sinAsinC
s 2sinB

§i fiind-ca

B = 180° C),

b2sinAsinC
2sin (A + '

ecuatiune care da suprafata unghiului in functiune
o laturet i cele ddue' unghiuri aleiturate.

110. Dad in
A A

sinA = 2sin

A A
inlocuimil pe sin §i cos prin valoril6 torll date

prin ecuatiunile (1) §i (5) *107, overall :

sinA = 2 (p b)(p c)
bc

P(Pa)
be

2 11 P (1) b) (p-c) (p-
bc

PunOnda acesta valOre a lui sinA in (1) §i fa-
cêndil reducerile, obtinemil ecuatiunea :

8

2 cos-2

c

'

C)

V
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s =11 p (p a) (p b) (p c),

ecuatiune care da suprafaN triunghiului in func-
tiune de cele trei laturi ale sale.

Esemple. 10. Se calculama suprafata nnui tri-
unghin in care cum5scemn b=234',504; c=203',17;

Dnpa (1) avem

234'1,504 X203m,17 X sin41043'56",8
s

2

de unde

logs= log234',504+ log203',17

T-1ogsin41043'56',8 log2

,2,3701502+2,3078596+1,8232479-0,3010300
4,2002277 ;
prin urmare

15857,244.
20. Se calculamil suprafata unui triunghia in

care se cunósce : b 2311'1,504 ; A =11043'56"8 ;
C = 58°29'48%6.

Dupa, formula (2) avema

logs = 21og231'1504 logsin41.043'56",8

logsin5S°29'18",6 log2 logsin100013"45"1.

,--4,7403004+1,8232479+1,9307511-0,3010300

i,9930411.= 4,2002280,

:

:

:

:

s =

=
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adeca

s= 15857mP,255.

30 86 se ale suprafata unui triungbiti in care
se cum5sce: a=158',62; b=234m,504; c =203'47.

Formula (3) da

logp + log (p a) + log (p b)-1 log (p c)
logs

2

Insg, in casulil de fatl p 298'447;
p a=139',527 ; p b=63',643,pc=94m977.
Prin urmare

2,4744304 + 2,1446583+ 1,8037506 +19,776184
logs =

2

= 4,2002288,

s = 15857mP,284.

111. In asemenea modh se !Ate ghsi espresiunea supra-
fetei unui patrulaterh A5re-care ABCD, (fig. 32.) in functiune
de diagonalele sale AC §i BD §i de unghiulh a ce facts ele
una cu alta. Avemt :

Fig. 32. AM= AOB + BOC + COD + DOA.

Bash in cele patru triunghiuri, con-
siderandh §i ch : sin (1800 a). sin a,
avant :

AOB = AO X OB sin a,

BOC = OB X OC sin a,

avenul:

sal
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COD =4 OC X OD sin a,

DOA = 4 OD X AO sin a,

§i adunendil,

ABCD=4 sin a (AO X OB+OB X 00+0C X 0D+ODXAO)

=4 sin 0400 (OB + OD) + OC (OB + OD)/

= 4 sin a (A0 X BD + OC X BD)

.4sin a X BD (AO OC)

--4ACXBDsin a;

aded suprafala unui patrulater4 ore-care este egala cu
jumetatea produsului diagonalelorii prin sinusulit unghiu-

ce facit ele una cu alta.
Esemplu. Date : AC = 117321,13 ; BD = 98n1,56 ; a =

63°14'3,6",3.

Necunoscuta : ABCD = 5154raP,124.

112. Inmultindil una cu alta formulele (4)* 106, avemti:

A B C (p a) (p b (p c)
sin sin sin =

2 2 2 abc

Ind diu (3)*109, scOtemil :

82 = P (p a) (P b) (1) 0,

(p a) (p b) (p c)= s2 .

Punendii adsd valere in equatiune, remene :

.A.B.0 s2
SIB SID =

2 2 2 pabc.

(a)

+

lui

Batt :

sin
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Dad inmultimll una cu alta §i relatiunile (5)*106, ob-
tinemti :

A B C pV p (p a) (p b)(p
cos cos cos

2 2 2 abc

sat:

A B C ps
cos cos cos

2 abc

In fine, Wendt produsulll relatiuniloril (6)*106,

A B C (1) a) (P b) (1)tg tg tg
2 2 2 P V P b)(2)

inlocuinclt num6rAtoruID §i radicalulti (lc% la numitorll prin
valorile lort date de equatiunile (a) §i (3) precedente,

ABC s
tg-T tg tg

RApA. CERCULUI CIRCUMSCRISt

113. Fie triunghiulg ABC (fig. 33) la care cir-
cumscriemg un cercg, a aril raln o insemnamt cu R.
Ducemg diametrulti CD .2R, §i unimg D cu B.

Fig. 33. Unghiulg CBD este dreptg, dd.

§i prin urmare
ghig CBD dn :

este inscrisg in o semi-circomferentn,
triunghiulg drept-un-

CB CD sin D ;

insn CB a, CD =2R, D A formula darn se va
scrie :

=

-7

T
enema:

_03)(p

=
;
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a = 2R sin A,

de unde

a
R 2 sin A '

§i inmultinda ambil termeni ai fractiunei cu bc,

abc
R 2 bc sin A'

Insg, dui:16 formula (1)*107,

bc sin A

2

de uncle

2 bc sin A = 4s ;

ap darl
abc abc

R 4s 4 NI p (p a) (p b) ( p c).

Esemplu. Date : a = 158'1,62 ; b = 231'1,504 ;
c= 203111,17.

Necunoscuta : 11 = 119'1,1458.

RApi CERCULIJI INSCRISII

114. Fie triunghiult ABC (fig. 34). Pentru a
construi cerculg inscrisg, dup6 cum scimg, ducemg bisec-
tritele celorg trot unghiuri, earl se intalnescg tOte in ling

24,43 I 10
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punctt. 0, centrult cercului inscrist `, dad din acestil
punctti lasamt perpendicularele _OD, OE, OF pe laturile

Fig. 34 triunghiului, aceste perpendicnlare
c aunt raclele cercului inscrist. Cu-

noscAndii dara' centrult, §i lungi-
mea raljei cerculuT inscrist, va fi
lesne a descrie acelt. cent.

Se gasimt o espresiune a ace-
stei ra4e r. Dupe figura,

ABC= AOB ±BOC + COA ;

insa

AOB = AB X OF = -1- cr,

BOC = CB X OD = 2,- ar,

COA = AC X OE = br ;

§i adunandt aceste trei egahtati membru cu membru,

ABC ----4-r(a-l-b-kc);

§i pun6ndt

sat

ABC =s, ad-b+c = 2p,
s=pr,

sr .--.
1)

Dad substituimti in locult lui s valórea sa

4(P a)(1)b)(pc)
-

A
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0 reducetti, aveml :

r ----, / (p a) (pb) (p c)
V . p

.

Esemplu. Date : a = 158'1,62; b = 234'11,504 ;
c = 203',17.

Necunoscuta :

RApELE CERCURILORt EXINSCRISE

115. Cercli exinscrisil la unit triunghit se nu-
mono unq cored tangentil la o lature a triunghiulul
§i la prelungirea celor-alte d6u6.

Fig. 35. Pentru a construi cer-

A culti exinscristi la o lature
BC = a a triunghiului
(fig. 35), ducemil bisec-
tritele BO §i CO ale
unghiuriloril esteriOre

CBD §i BCF ; intersec-
tiunea lorii 0 este con-
tralti cercului autati1 ;
din acestft punctil la-

perpendieularele OD, OE, OF pe laturea BC
t3i pre prelungirile celor-alte d6u6, aceste perpendicu-
lare vor fi egale en raga egutata a a cercului exin-
scrisA la laturea a.

saudA

10"

e= 53'1,1861.
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Pentru a psi o espresiune a acestei rage, ob-
servAniti cap

ABC = ABO + ACO ;BCO ;

§i dad, in triunghiurile ABO, ACO, BCO, conside-
rAmil respectivil ca bas1 pe AB = c, AC= b, BC= a,
§i ca inaltimi pe OD = OF= OE= a, avema :

-
s=.1ca+4-ba-4-aa=4a(b+c a)=a(p a)
de uncle

pa
punendll in locil de s valOrea sa gi reduckdd,

a = P (Pb) (Pc).pa
In asemenea modu vom glsi si espresiunea ra-

clelorti cercurilorg exinscrise la laturile b §i c:

A'
P (29 a)(1)--c)pb '

P (P a) (p b)
7 -PC

116 Formulele (6)*106 dat :

tg---A _P (Pb)(P-0_1 \IP (Pb) (P 0
,

P2 (P a) P pa
de uncle

paIP (Pb) (P c) Aptg,

sa =

=
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kii puntmdtt ac6stg, valOre in equatiunea care cIA pe

ze, avemti :

Asemenea

A
a -=p tg

B
ft = p tg .T

C
y = p tg .

Esemple. 10. Date: a =158'1,62; b=231',504;

6--- 20347.

Necunoscute: a = 113',6503 ; /9= 249',1600 ;

1 = 166n1,9592.

20. Date : p = 482' ,356 ; A = 52°16'35",4 ;

B = 76°25"57"4; 0 = 51017"27",2.

Necunoscute : a = 236',7031 ; 19= 379,7990 ;

y =231',5768.

117. Din formulele cari daii pe It, r, a, 19, y, se potA
deduce mai multe altele, call de §i nu al ver-o important6
prin ele insa,§i, potb insl servi ca verificatiuni. Each, cate-va

din acele formule :
10. FacAndti inversa egnatiunilor

8 S ,
ici

S Sr = -, a -= =---- , Y
.1) p a' pb pc'

                     



150 OURS DE TRIGONOMETRIE

se obtine

1 p 1 p a 1 pb 1 pc
=-_ _-= ==s'a s s y

Adunandli pe cele trei din urm5 din aceste equatiuni,
avemti :

1 1 1 p a + pb p c 3p (a+b+c)
Tc+i-+ y
saii :

20. Inmultinda lutre ele formulele :

s s
rp p a' pb, pc'

obtinemti :

S 4 S4
rocfiy-=--p (pa)(pb)(pc) S2

de uncle

s-=Vrafty.

(a)

(2)

30. Adunandti una cii alta pe cele trei din urma, din
formulele (a) §i scayndil pe cea d'antAifi, avemti :

s s s
a + ft+i pam pbm pc p

p(23b)(73-0-FP(.29a)(pc)+P(Pa)(13b)(Pa)(pb)(Pc)
p(p a)(1,---b)(pc)

f
TIP (23 R.P b) (pa)1 (p a) (Pb1[13-03-0]1.

p

Pr = cc=

s
r

= +

r

(1)
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Ins

pb+pa=2p(a+b)= c,
p(pc)=c ;

prin urmare

ced-16±1r=7:-{p(pc)RPa)(p+b))
c {(a+12 c (a +b) c±c (9b a) c(b9 a)

c f (a I-- b)° c2.i_c2(b a)21

s 4 4

4 ab._abc.

Insh avemt :

abcR =
4 s

.

a§a clad :

a±ff+yr= 4R. (3)

118. In cash dud triunghiulh este dreptunghih, putemh
obline alte formule, sciindd ch in casult acesta

a 2 b 2 - - c
2

10. Inmultindil una cu alta equatiunile

N (Pb) (Pc) v,IP(Pb)(Pc).a= p a
avemt:

\IP a) (Pb)2 (P-02r a =
p a)

(1)

-1-

4cs X

2, s
be

a)
,

(1)

(p

s 1 4 4 2 2

=
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adcb a±bc
=.(13--b) (23 0 2 2 ;

efectuandii produsele i fäcbdil t6te reducerile, av6ndli In vedere
equatiunile (A) obtinemt :

r a = s

Asemenea vom avea :

fir V192 (Pa)2 (Pb)(pc)
(pb) (p =1)(1)a)=.s.

Prin urmare

ra= fir.
20. ScNAndii una din alta equatiunile

vom avea :

r=,pa

1 1=spa p p a p

sas
P (1) a) .2) (Pa)

Pun6ndt in locil de p valOrea sa

a+b c

2

(4)

§i Mcendd t6te reducerile posibile, avAndii in vedere relatiunile
(A) ajungemil la :

ar=a.

a =,

a r

V

s s
P

S \,

(1,
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Adunandli intro Unsele equatiunile

p b, r=p
avemt

plb+p-
1

c)'

p b-± p sa= s
(g b) (13 c) (13 b) (13 c)'

facnndt reducerile,

A§a darn

a r=19-Fy. (5)

Esemple. 10. Verificandii prin formula (3)4'116 valorile
Osite mai susil :

R=119°1,1458; r 3m,1861; c e r=.- 113111,6503;

/4=249'11,1600; r= 166m,9592,

gäsimn numai diferenta Orn,0002, care provine din micele quan-
tap cari se neglign tot-d'a-una in calculele logaritmice.

20. Acelea§i valori, verificate prin formula

s=Vratiy,

nu dat nici o diferenth de valOrea lui s gnsitn, la esemplul
30 109.

30 In uni triunghiii dreptungbit in care avert& :

a= 302°1,752; b = 185°1,121; C= 239m,56,

,8+y-- a.
fi
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s'a gasitt pentru valOrea raplorii cercurilord inscrisfi §i exin-
scrise valorile urmat6re :

r 601'1,9645 ; a = 363'11,7165; /I = -- 124'11,1565 ;

y = 178111,5955.

Aceste valori, verificate prin =bele relatiuni

ar=fiy,
nu dafi nici o diferentfi.

ar=ti+y, §i:

                     



CAPITOLULO 1.

RESOLUT1UNEA TR1UNGHIIMILORti

TRIIINGHIURILE .DREPTIINGHE

119. La, resolutiunea triunghiurilorg dreptunghe
se presentg, patru casuri: 10. CAM se dg hipotenusa
§i ung unghit ascutitg §i se cerg cele (MO laturi
ale unghiului dreptg kii cel-altu unghig ascutitt. 20.
Mud se dg, hipotenusa §i o lature a unghiului dreptg,
§i se cere cea-altg lature §i cele dOu6 unghiuri ascu-
tite. 30. Mud se dg, o lature a unghiului dreptti §i.

ling unghig ascutitg, §i se cere cea-altg, lature a un-
ghiului dreptti, hipotenusa §i cel-altg unghig ascii-VW.
40 Cand se dag cele deou6 laturi ale unghiului
dreptg, kii se core hipotenusa §i cele clOug unghiuri

ascutite.
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120 Casul I. Dándu-se hipotenusa i unghiulic
ascukitil B al unui triunghig dreptunghiii, sci, se

calculecle cele cldua laturi, b c ale unghiului
dreptit i ung.hiulli ascutita C.

Yom determina unghiuld C prin relatiunea cu-
noscutA din geometrie :

B C = 900, din care : C = 900B.

Laturile b §i c se vor determina pri formulele
cunoscute *96, 97 :

b= a sin B, c= a sin C.

121. Casul II. Se resolvcinet unit triunghia
dreptunghift in care se cundsce. hipotenusa a 0 o
lature b a unghiului dreptit.

Elementele necunoscute sunt c, B, C Pentru a
le determina avemd formulele :

b= a sin B, b = a cos C,

din cari deducemt :

sin B = cos C a .

carT dad valOrea lui B §i C. Pentru a afla pe c, in-
trebuintAmti relatiunea :

c2 =

din care

02 _= (ct b) (a b), sad : c = (a +b) (a b).

-1-

=

I

ft

aebu,
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122. Unghiuhl C, dupl aceistg metódg, so de-
terming prin cosinusult sêti; insä cgnd b diferg, prea

putint de a, quantitatea a diferindil i ea putinn

de 1, unghiuln C este mkt ; §i fiind-cg scimil* 95
a unghiurile mici se determing r611 prin cosinusuld
lorA, equatiunea precedentg nu ne va da pe C cu
destull precisiune. In acestil casn calculgmil mai in-

pe c, §i atunci formula

c=b tg C

no dg, :

tg C b,

§i unghiuhl C, determinatt acum prin langenta so,
va fi calculath cu mai multg, esactitate.

Putemn incg intrebuinta, pentru calculula lui
C, §i formula urmgtóre cunoscutg* 44 :

tg \/ 1 cos C
2 1+cosC'

b
in care, punêndu in loctl de cos C valOrea sa

inmultiundil

a'
ambil termenl al fractiuneI cu a, ob-

tinemn :

tail

C

V

pi

jab
V a+ b.
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Calculula facOndu-se prin logaritmi, ac6sta, din
urma, formula are avantagiula a coprinde numai lo-
garitmil lui a b §i a±b, earl intra §i in valórea
lui c.

123. Casul III. In unit' triunghig dreptunghig
cunosce'ndii laturea b a triunghiului drepta §i,

unghiulil ascutitu B, set se calculeqe hipotenusa a,
laturea c §i unghtiulit C.

UnghiulA C se determina directil prin formula :

C=90°B;
&I a §i c se vor afla prin formulele sciute*06, 100:

a sibnB, c=b cot B.

124. Casul IV. DoIndu-se cele date' laturi b
§i c ale unghiului dreptg, sd se calculecle hipote-
nusa a, §i unghiurile ascutite B §i C.

Determinamu mai MAMA unghiurile B §i C prin
formulele

din carl

b---ctgB, b= c cot C,

b
tgB = cot 0= . (a)

Hipotenusa se determina in urma prin ver-una
din formulele :

b= a sin B, c =a cosB,

.o8111
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de uncle

b ca. a
sin13, cos B

Observare. Am fi pututti calcula pe a de a
dreptulti prin

a2=b2+c2.

LIM ac6sta, formull nu este calculabilA prin loga-
ritmi. Pentru a o face calculabilA prin logaritmi, vom
pune pe c2 ca factorA comunt, §i atunci

b2
a2----,c2(1-1--c ).

Punemt
,

b

c
=tg T ;

atunci

(b)

a2=c2(1-1-tg299)=02(1-4
2

=c2
2

cos 2 T-I-sin2 c2g)

cos 2 g)

de undo-

ca
cos SP '

formulA, calculabill prin logaritmi care ne-ar da pe a.
Insa pentru acésta trebue se cunOscemti pe 901 §i dacg
comparAnni formula (a) cu (b), vedemi) a

b
tgB---tg99-7--c,

=Icos2 T'
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adeca
B=999

Prin urmare, chiar dup6 acésta metódg, determi-
narea lui a depinde total de calculuhl lui B.

YERIFICATILINI

125. Pentru a fi sicuri de resultatele obtinute
prin calculele ce am espusil, trebue sa avem meclie
de a le verifica.

Mecliele cele mai ordinare pentru a face aceste
verificatiuni constatt intru a calcula pe unult1 din ele-
mentele date cu ajutoruhl elementeloril calculate. Dad,
valOrea aflata ast-felti nu difera de cat prea putinu
de valórea data, calculuhl este esactA. Spre esemplu,
dad, am calculatil pe a, c, C, dandu-ni-se b, B. cu
valorile gasite prin calcuhl pentru a §i c vom cal-
cula pe b prin formula

b = NI (a + c) (a c),

daca valOrea aflata nu va diferi multti de valOrea
data a lui b, calcululti va fi esactA.

Date

ESEMPLE

Casulic I.

Formule Necunoscute

a=5836',43; 0=900B, 0---735045'31",4;,

oi
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Date

B=54014'28",6.
Formule

b=a sinB,

c =a cos B,

Necunoscute

b= 4736'1,1758;

c== 3410',6535.

Calcululli lui C.

900

Calculula lui b.

loga = 3,7661473

Calcululti lui c.

loga = 3,7661473
B 54°14'28",6 logsinB = 1,9092805 logcosB =1,7666903
C 35°45'31",4 logb = 3,6754278 logc = 3,5328376

b = 4736m,1758 c== 3410,6535

Date

a=570,35,
b=384m,08.

Casulii

Formule Necunoscute

b B----41038"6",41.
sin B = cos C

a C-----4801"53",59,

c=\ (a+b) (a b). c =427'1,0368.

CalculuM luY B. i C.

log b = 2,5844217

log a = 3,24082341)
log sin B = log cos C =-- 1,8252451

41058'r,41

C 4801'53",59

colciouni lui c.

log (a+b) = 2,9815604

log (a b) ---- 2,2793703
2 log c = 5,2069307

log 0,-- 2,6304654

c = 427m,0368

I) Se scie din algebra cit, in led de a scd unti logaritmil din
putemil adäogi acestui din urmi complithentulil celui adid,

diferenta intre acelti logaritmil i 0. Acdsta s'a Scud aci, gi in ttite
esemplele subsequente unde ail fost- a se scAdd logaritmi.

24,431 11

=

=

13=

6100000,
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VERIFICARE

C

tg 2 a +b.
log (a b) = 2,27937 03

log (a+b) = 3,0184396
C

21 og tg-- =1,2978099

C
1 ogtg-2=1,6489050

C ---- 4801'53",62 (diff. 0",03.)

a b

Date

b =7 536',11,

B---5602,1"13"7.

Casula III.

Formule

C 900B,
b

a sin B '

c =b cotB.

CalcululU lui C.

90°

B ---- 56°24'13",7,
C.--. 33°35"46",3.

Necunoscute

B------33035"46'',3,

a ----- 90471'1,4437,

c.-- 5006',2896.

-
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Calcululn lui a.

logb= 3,8771490

log sinB = 0,0793769
loga = 3,9565259

a = 9047',4137

Casulic

Date Formula

Calcululti lui c.

log b= 3,8771490

log cotB = 1,8223670
log = 3,6995160

5006',2896

Necunoscute

b=2236',34,
to.B = cot

B---30°22"54",85,

3811',51. c C=59°37"5",15,

a= 4421111,7306.a sinB

Calculululti lui B i C.

log b= 3,3495379

loge-4,4185613
logtgB=log cot C= 1,7680992

B= 30°22'54"85,

0=59°37"5",15.

Calcululti lui a.

log b= 3,3495379

log sinB= 0,2960544
loga= 3,6455923

a= 4421'1,7306
11*

IV.

=c
C=.

b

b
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RESOLUTIIINEA TRIUNGHIURILORH 611E-CAR1 SAII

OBLIGUNGHIE.

126. La resolutiunea until triunghiti oblicun-
ghiA se potti presinta patru casuri: 10. Cand se dg,
o lature 0 &SO unghiuri, §i se cell cele-alte dOug
laturi §i alti treilea. unghiii. 2°. NM se (IA &la la-
turi 0 unghiult,i coprinsil intre ele, §i se core a
treia lature §i cele-alte dOu6 unghiuri. 30. Cand se
da d6u6 laturi §i unghiuhl opusit la una din ele,
§i se cere a treia lature §i cele alto d6u6 unghiuri.
1°. ChM se dail cele trei laturi §i so cere cele trei
unghiuri.

127. Casul I. /76 unit' triunghig dre-care dein-
du-se laturea a 0 unghiurile B 0 C, sa se deter-
mine al treilea unghia A 0 laturile b c, pre-
cum i suprafaka s.

Unghiula A se obtine directO din formula

AH-B+C-180°,
de uncle

A-180°(13-1-C).
Apoi din relatiunile

a b a_ c

deducemii
sinA sinB' sinA sinC'

a sinB a sin C
b--

sin A ' sin A

3d
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Suprafata este data prin formula. cunoscuta :

a2sinB sin C
s 2 sin (B±C)

128. Casul II. Ddndu-se laturile a §i, b §i, un-
coprinsü intre ele C ale unui triunghia Ore-

care, se calculdmil a treia lature c, i unghiurile
A i B, precum i suprafata s.

Suma A + B a unghiurilorik Mutate este cuno-
Ruth, din relatiunea :

A±B= 180°C.
Diferenta lorIl o vomfi calcula prin formula

(3)41105 :

A B ab C

tg 2

Vom avea dark prin aceste formule :

A+B=M,
A B=N,

M i N fiind uisce cantitati cunoscute. Adu-
nandt, i apoi scaljendu aceste egalitati una din alta,
§i impartindu cu 2, avemt :

M N
A

2 '

M N
B

2

ghiul

a--1-b"t*
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Unghiurile A i B flinch ast-felt determinate,
vom calcula pe c prin formula :

a sin C

sin A '

sag mai bine prin ver-una din formulele (1) sag
(2) *105, cari (lag :

(a+ b) sin (a b) cos 4-

A B A B
COS SIR

2 2

Suprafata este data prin formula :

ab sin C
s

2

129. Casul III. Set se resolve -unit' triunghifi
Ore-care in care se cunoscil &We' laturi a §i b, §i
unghiulic A, opusfi la a.

Se cautgi c, B, C. Vom calcula mai intaig pe
B prin formula

sin B
b sinA

a '

apoi pe C prin

0= 180° (A-1- B)

in fine vom afla

a sin C
C

sm A

c

-y

' °

=
95

;
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Suprafata s se va afia asemenea prin

ab sin Cs-
2

130. Disactiune.. Mai intaig vom reanienti in
cate-va cuvinte constructiunea geometria a triunghiu-
lui, pentru ca discutiunea pe formula sa, fie mai bine
intehisa.

Pentru a construi triunghiuhl eu elementele a,
b, A, in unit punetti alit unei drepte indefinite AB'

facenni ungbiulg data A, §i

pe drépta AC llama lungi-
mea AC=b; (fig. 36) din
C cu o ra.cla egala en a de-
seriemg unit areg, care ne da
pe drópta AB' punetele B" §i

unimg cu. C. Triunghiula cautatgB", pre eari le

este ACB" sati ACB".
Formula

sin B a
bsinA

ne va da pe B. Lisa in table scimg a nu se ga-
semi de cat unghiurile mai mici de cat 90°, adica
unghiurile aseutite. Fie M unghiulti ascutitü al ea-

bsinA
rui sinusti este egalg cu a ; se scie insa*26

ea §i arculg suplimentarg 180°M, care este ob-

so.
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tust, va avea acelagt sinust, prin urmare trebue
vedemt care din aceste (MO unghiurl M §i 180°M,
este adevtrata solutiune a chestiunef.

Pentru ca IVI se fie o solutiune a equatiunei,
trebue s avemt :

A+11f<180°, (a)

cnci

A+M±C=180°.

Asemenea, pentru ca 180°M se fie o sola-
tiune va trebui ca

A+1800M<1800,
sat

A<M. (b)

Se vedemt can sant casurile in car! aceste con-
ditiuni pat fi inplinite.

1°. Dad A> 90°, vardrea 180°M nu convine
penttu B, cnci in unt triunghit nu pott fi &Slit

unghiuri obtuse; r6mane darn numai M, care trebue
inca sn' se supunn conditiunei (a), din care se

deduce :

M<180°A.
Aci M este ascutitt; 180°A asemenea; prin

urmare putemti pune :

sin 3/1 < sin (180° A),

sit
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sag

Ins1

prin urmare

o

sin M < sin A.

sin M
b sin A.

a

b sin A
< sin A,a

b<a. (1)

Dad acóstn conditiune nu este implinitn, nu
averag nici o solutiune.

2°. Dun A = 90°, valbrea 180° M, fiindg
mai mare de 90°, totg trebue rasatn, i atunci (a)
ne :

90°+M< 180°, sau : M < 90°, sag : sinM < 1,

§i punAndti valórea lui sin M i a lui A,
b sin 90°

a
<1, sag : b<a,

Conditiunea este acea0 ca §i in casult and

A > 90°.

In resumatg darn, dacd unghiuld datit este ob-
tusit sag dreptil triunghiula are o singurd solutiune,
cu conditiune insd ca laturea opusel la unghiulii

dg

;
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data se fie mai mare de cat cea-alta; daca este
egala cu dénsa, saa daca este mai micei, triunghiula
n' are nici o solutiune.

3°. Daca A <90°, trebue se distingemti casurile
dud b sin A este mai micti, egala saii mai mare de cat a.

Daca

formula

b sin A <a,

sin B a

o val6re reala, M, pentru B. AC6sta valOre, M,
se p6te primi tot-d'a-una, caci conditiunea (a) se

pots tot-d'a-una satisface ; insa pentru a putea ad-
mits §i solutiunea 180° M, dup6 (b), trebue se
avemii :

b sin A

M> A,

§i fiind-ca i M §i A. sunt aseutite,

bsin A
sin M> sin A, sail > sin A,a

de uncle

b>- a.

In acesta casit dard se pdte se fie &We' solu-
tiuni M 0 180° M, insei cea din urma' convine nu-
mai cdnd laturea opusa unghiului data este mai
mica de cat cea-altd.

da
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Dad, b sin A --= a, valórea

bsinA
sin M

a

se reduce la

sinM= 1, sag : M= 90",

si in casulti acesta cele dOu solutiuni M i 180°
se reducii la una singurd.

Dad b sin A > a, valórea

sin M

devine

b sin A

a

sinM> 1,

care este absurdA ; prin urmare in casulg acesta nu
este nici o solutiune.

IacA ung tabela care contine resultatulg tutu-
lore acestorg discutiunT.

a > b 1 solutiune, B < 90 ;

A>901 a=b1
a<bf

a > b. . . . 1 solutiune, B <900;

A-901 0 solutiuni ;
ta<bi

0 solutinnf ;

.

M

=

.

a-4
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A<90°

I b sin A<a

bsinA=a
bsinA>a

b> a .

b=a . .

b <a . .

2 solutiunl, B' < 90°,
ir = 180° B';

1 solutiune, B < 90° ;

1 solutinne, B<90°;

1 solutiune, B=90°;

0 solutiuni.

Cu ajutoruth acestui tabelti se va putea recu-
misce din date chiar dad, problema are dOu6 solutiuni,
o solutiune sat nici o solutiune, cea ce este fOrte
importantt, pentru a evita de multe ori ealculele
inutile.

Verificdri. Cand sunt dOu6 solutiuni, putemt
avea d6u6 verificatiuni f6rte simple. Fie AB"--- c',

c", ACV= C", ACB" C". Dupg, figura,

AD B"D = c", AD + DB' = c*.
Adungindt aceste egaIithi, i avêndt in ve.dere

cg, B"D =BID, vom avea:

c'H-c"
AD

2

Insl in triunghiult dreptunghit ACD avemt :
AD = AC cos A =b cos A.

Yom calcula darg, pe AD prin acOstg, formuth,, §i dad,

valOrea aflata va fi identicg, cu
2

calculult va
'

fi esactti.

AB" =

c"g+
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Asemenea, daca am sr.,ide una din alta cele

dOu6 equatiuni de susti, am avea :

DB'
2

De alta parte

DCB'= ACB'ACD = ACD,

DCB" = ACD ACB" =ACD C".

Adunandt,

DCB"
2

C"

In CDB" averag :

DB' = CB' sin DCB' = a sin
2

.A§a dara, calculandg pe DB' prin adista, equa-
tiune, dad calcululg este esactg, valOrea aflata va

Uebui sa fie identica cu
I /I

C C

2

131. Casul IV. Dándu-se cele trei laturi, a, b,
c, ale unui triunghig Ore-care, se afleimü unghiurile
lui, A, B, 0, precum i suprafaka s.

Unghiurile se pottt calcula prin equatiunile (4),
sag (5),. sail (6)4'106, tOte calculabile prin logaritml;
vom preferi insa equalduni1e (6), cad daca am intro-
buinta formulele (4), ar trebui s cautamti §iase lo-
gartmi, §i anume pe add liii a, b, c, pa, pb,

C' C"

.

.
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pc; dad ne-am servi en (5), am avea necesitate
de §iapte logaritmi : al lui a, b, c, p, pa, pb,
pc. Cu formulele (6) ind nu avem necesitate a
duta de cat patru : pe al lui p, pa, pb, pc,
Alad de acOsta, formulele din urmA, determinanda
unghiurile prin tangenta lort, sunt mai precise de cat
cele-alte.

Formulele ce vornti intrebuinta volt fi darA

acestea :

A
tg

(p b) (p c)

p (p a)
B

,

(p a) (p c)
tg

'j .29 (13b)

tgC
2

(p a) (pb)
(1)--c)

Observare. Pentru ca triungbiulA sa, se pótlt re-
solva, este necesard §i de ajunsil ca orl-care din la-
turile date di fie mai mid de ct suma celor-alte
d6u6. In adev6rti, dad am avea, spre esemplu :

a> b+c,
ar resulta ca,

p a
2

ar fi negativt, pe dnd p, pb, pc, ar fi positive.
Atunci quantitlt,ile de sub radicalele ce dad pe

c° V

b+ c a

V

V P
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A B- C
tg tg 2, tg fund negative, valorile triun-

ghiurilorti ar fi imaginare.

ESSEMPLE

Casulii I.
Date Formule

a= 5816m,35 A = 180° (B C),

B = 51°37°12"4, a sinB

C= 78°19"45",7. b sin A '

a sin C

e sin A '

a2sinB sin C
s 2 sin (B+

Necunoscute

A= 47°3'1",9,

6478m,885,

c = 7782m,048,

s=18452216mP.

CalculuM lui A.

180°

B+C=132°56'58",1
A =17°3"1",9.

±
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Calcululti lui b.

log a = 3,7646506

log sin B = 1,9113340

log sin A= 0,1355157
log b = 3,8115003

b = 6 47 8' ,885

Calcululti lui c,

log a = 3,7646506

log sin C= 1,9909276

log sin A=0,1355157
loge= 3,8910939

c= 7782'1,048

Calculuhl ltu s.

2 loga= 7,5293012

logsinB= 1,9113340

logsin C=1,9909276

log2 1,6989700

1ogsin(B±0)=0,1355157
logs= 7,2660485

s=18452216mP.'

Date

a= 578'1,312,

b = 345'1,104,

0 = 48°18"35",4.

Casula II.
Formule

A H-B =180° C,

A B a b A d-B
jg 2

a sin C

c sin A '
asin C

8
2 '

a+0ig2'
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Necunoscute

A = 95°13'49',23,

B = 36°27'35",37,

c= 433'1,6615,

s= 74517'4,586.

Calculi' lui

180°

C = 48°18'35",4.
AHB =131°4 1 '24",6.

Calcululti lui A B.

log (a b)=-- 2,3677435
A+B

logtg
2

= 0,3482643

log (a+b) = 3,0346026

log tg
A-2 B

1,7506101

A B
2

29°23'6",93,

A B 58°16'13",86.

Ca1cu1u16 lui A 0 B.

A+ B =131°41'24",6

A B 58°4613",86
A 95°13'49",23

36°27'35",37
24:431

Calcululli lui c.

loga = 2,7621622

logsinC-1,8731766

logsinA=0,0018121
logc= 2,6371509

0=43311',6615

Calcululti lui s.

loga =2,7621622

logb= 2,5379500

logsinC=i,8731766

log2 =1,6989700
logs =1,8722588

s= 74517'4,586

12

A÷B.

=
B=
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Casulii

Date

a= 21',324,
26'11,715,

45°32'6",1.

Formule

sin B
a '

C=180° (A-I-B).

a sin Cu --
sin A

b sin A

absinCs
2

Necunoscute

soluVe 2a solutie

B"----63°23"58",28, B"=-: 116°36"1",72,

71°3'46",32, 17°5141",88,

=--= 28'1,26036, c" 9m,16401,

87mp,3645.

CalculuM lui 6 sin A,

logb =: 1,4267552

logsinA 1,8535241
logbsipA 1,2802793

bsinA 19m,0668

b> a>bsinA, avem dou6 solutiuni *130.

b==.-

la

269mP,4182. e=

Fiind-cil

A--

C"--= C"--
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Calcululti lui B.

logb = 1,4267552'

logsinA=.1,8535211

1oga = 2,6711313
logsinB= 1,9514106

B" =63°23"58",28

116°36"1"72.

1. solutie

Calcululti lui C'

1800

180°56"11",68
C'=71°3'45",32

Ca1cu1uli lui

loga = 1,3288687
1ogsinG= 1.9758331

logsinA=0,1464759
logc"= 1,4511777

= 28'11,26036

Ca1cu1ulti 1uY s'

loga = 1,3288687
logb = 1,4267552

logsinC". 1,9758331
1og2 1,6989700

-logs" = 2.4304-270
s' =269'4'4182

solutie

Calcululti luY C"

180°

A-F.T.:162°8"18"12
17° 51" 41" ,88

Calcululti 1u c"

1oga = 1,3288687
1ogsinC"-- 1,4867412
logsinA= 0,1464759

1ogc"= 0,9620858
c"=9',16401

Calcululli luY

loga= 1,3288687
logb 1,4267552

logsinC"=1,4867412
log2=1,6989700

logs"= 1,9113351
s"=87mP,3645

=

2.

r

AH-B"-=

e

C"-=
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YERIVICilli *130

c" E- c"
10. Formula: bcosA

2

luY bcosA c"
Calcululli

2
1ogb 1,4267552

= 28',26036
logcosA i,8453693

111logbcosA= 1,2721215 e =

18',71218
2

18'1,71218 (dif. 0)

e e
20. Formula: asin

2 2

CC"asin-2 .CalculuM laY

loga = 1,3288687
0"C"

logsin 9 1,6510190
C"

logasin 0,9799177

CC"
asin

2 9'1,54811

Calcululii lui

28'1,26036

= 9'1,16401
c"c"

2
9111,54817 (dif. 0',00006).

.

Calcillulil
luI

C"

C C'

C"
2
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Formule

Date

a 87'1,5108,
b= 36',927,
c= 64'1,529,

(23 N(p c)

p (p a)

tg B \I (p a)(p c)

2 p (pb)

tg0 (p a)(p
2 V p(pc)

s =IV p (p a) (p a) (p c).

Calcululil lui A

log (p b) = 1,7600936
log (p 1,4764606

logp
log(p a 1,1566052

A
2logtg -2,- 0,4178039

Alogtg 2 0,2089020

11033"17",78.

Necunoscute

A= 116°33'17"78,

B= 22°10'31",16,

41°16"8",08,

s = 1065'11,7425.

Calculuni luY B

log (p a) 0,8433948
log (p c) 1,4761606

logp = 2,0246445
log(pb)=2,2399064

2logtg =2,5844063

logtg-2-=1,2922032

B== 22°10"34",16.

Casulu

=

--,-2,0246445

A--

C==

ITT.

tg A
2 o

c) =

B -
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Calculult lul C

log(p a) = 0,8433948

log (pb)----- 1,7600936

logp
log(pc)=15235394

C
2logtg 2=1,1516723

C _
logtg 1,5758362

C = 41°16"8",08.

Calcululil suprafete s

logp = 1,9753555

log (p a) = 0,8433048

log (p b)= 1,7600936

log (p c) = 1,4764606
2logs = 6,0553045

logs = 3,0276523

= 1065mp,7425.

VERIFICARE

A B 180°0"0",02 (dif. totale 0",02)

2,0246445--=

+ + .=

                     



CAPITOLULO III

ESERCITIi I APLICAVUNT

Cate-va casuri de resolutiunt de triunghiuri,
in cart se &tit' nu trd elemente, ci trd combina-
tiuni ale acestoriti elemente.

132. Sit se resolve unit triunghiii dreptunghiii, clan-
du-se hipotenusa a fi suina b+c a celor-alte clóue" laturf.

Se caut4 B, C, b, c.

Adunandt relatiunile

b asinB,

c = asinC,

avent :
b--1 a. a (sinB ± sinC)

B
2asi

1 C
cos

B C

2 2 '

fiind-cl B 1 C = 90°,

b+c= 2asin 450cos B O,

=
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din care

COS
B C b±c

=_-
2asin2 45°'

equatiune care ne dh, pe B C ; fiind-ch, cun6scemil i pre
B + C, vom put6 afia yal6rea fiie-druia din unghiurile 13 §i C.
Atunci laturile se vor calcula prin formulele

b=--asinB,

asinC.

Esemplu. Date : a = 2416m,34 ; b 3283m,51.

Necunoscute B = 61°4'51",48 ; c= 28°55'8",52 ;

b 2115m,032 ; c = 1168m,477.

133. Set se resolve un4 .triunghisi dreptunghili cu-
noscénda unit unghiti ascutiti-i B i diferenta b c a ce-
lor dózte laturi ale unghiului dreptii.

Necunoscutele snot a. b, c, C.

Unghiuth C se determinh, indath, prin

C = 90 ° B.

Itelatiunile

= asinB,

c = asinC,

dati prin schdere

b c= a (sinB sinC) = asin
B C

cos
B C

2

=2acos 450sin
B C

din care deducemil:

2

c

b

:
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a = B C

2cos 450siBn
C

2

formula co d6 hipotenusa in functiune de cantitAtl cunoscute.
Laturile b §i c le vom determina apoi prin formulele de

ma susit

Esemplu. Date : B = 46 °18'5",7 ; 0"1,7543

Necunoscute C = 43 ° 41'54",3 ; a = 23E1,4810 ;

b =16m,9764; c= 16E1.2221

184. Set se resolve untl triunghiii dreptunghi4 cu-
b

noscênda hipotenusa a i raportul al celor-alte dóue

Avemt

tgB = cotC =

care ne d unghiurile ascutite ; cu ajutorulti lorti 0 al hipo-
teuusei, vom c.alcula §i laturile.

Esemplu. Date : a = 131E452 ; L=4,5324

Necunoscute B = 56 °52'21",69 ; 0=33 °7'38",31 ;

b 11E1,0143 ; c= 71°,1876.

135. ScI se resolve unit triunghi ore-care cunoseenclil
laturea c, unghiuli opusil C si suma a+b a celor-alte
clóuè'

Se calla' unghiurile A 0 B i laturile a §' b.
CunOscemii

A±B=180°C.

laturi.
:

laturi.

'

b or=

:

o
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Formulele (1) * 107 daft hien

I B
cos

, sati : cos
A B a-14 . 0a 4..b = sm

.
sin

C 2 c 2 '

2

care tin 0 diferenta A B. Unghiurile A §i B vor fi darn,
cunoscute.

Suma a -1- b a laturilor find tin* relatiunea (2) *107.

csin A
B

a 2
b

C
,

cos
2

ne va da §i diferenta a b, 0. ast-fel Tom putd calcula pe
fie-care din laturile a 0 b in parte.

Dad ni s'ar fi data c, C, §i diferenta a b, am fi de-
terminatt mai Antain pe A B prin relatiunile (2), §i apoi
pe a -I- b prin (1).

Esemplu. Date : c = 742m,14 ; C = 114°49'32",4 ;

a -Pb =--83P1,52.

Necunoscute : A = 51 °50'38",87 ; B = 1301948",72 ;

a ----- 6,12m,9879 ; b = 188',5321.

136. Set se resolve unit triunghifi ore-care, cuno-
scênclii unghiurile A, B, C, fi. perimetrul4 2p.

Se cautä a, b, c 0 s.
Formulele

dan :

a b c

sinA sinB sine

a a+b+c 2p= =
sinA sinA H-sinB -I- sinC sinA -4- sinB -I- sinC'

2,-
c

'
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sat :

2psinA
a =sini--1-sinB+sinC'

§i inlocuindi pe sinA §i sinA sinB -4- sinC cu valorile lor,
*42, 55.

a =

Asemenea :

, A A . A
psm

B C B C.4cos cosCOS COS COS
2 2 2 2 2

b =

C

2

A B
COS -COS

2 2

Pentru suprafatt avem :

absin C

2

inlocuindt pe a i b cu valorile lor de mai susfi §i pe sinC
C Ccos-'cu

.A.B C Cp sin SID - -COS
2 2 2 2 A B Cs
A B C 2 2 2

COS COS COS 2
2 2 2

I

A C
cos-- cos

2 2

. 0
psin

2

s

2sin

P 2 tg tg tg

'
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Esemplu. Date : 2p = 1836m,24 ; = 36 ° 14'56",2 ;

B 73 28'23",6 ; C = 70 °16'40",2.

Neeunoscute : a =435'1,8163; b = 706-,6043,

c= 693',8188 ; s= 144942mp,74.

137. Set se resolve unit, triunghiti ore-care, cuno-
scéndit o lature c, .unghiul adjacentii A i suma a+b a
celor-alte dOue laturC

Se cautl B, C, a, b.
Din relatiunile

a
sink sinB sinC

se deduce :

a±b+c
sink + sinB + sine sink + sinB sinC

Inlocuindti pe a+ b cu 2p, pe a + bc, cu
2 (pc), pe sink + sinB + sine i sink sinB sinC CU

valorile lor * 55, obtinemti.:

2p 2(p c)B C.A BC.--4cos COS COS ISIO --sin --COS
2 2 2 2 2 2

ReducAndtk i scotindii valórea lul B,

ig
B =pc A

cot .
2 p 2

Cunoscendii pe B, C este cunoscutd de sine. Laturile a
§i b se vor determina prin formulele fundamentale, sett prin
(2) * 105.

Esemplu. Date: c 215',31 ; a +b =492,07
A = 81 ° 2413",8.

----

a+b c

c

:

b c

+
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Necunoscute ; B = 48054'55",52 ; C = 49 ° 40'50",63 ;

a = 279m.2196 ; b = 212"1,8502.

138. Sa se resolve mill triunghia cunoscendic su-
prafala s i unghiurile A, B, C.

Necunoscutele sunt a, b, c.
Relatiunea

da imediat

a 2sinB sinC
s

2sinA

a =
sinB sinC

Asemenea avemt 0 :

2ssinit

V
2s sinB

sinA sinC

c
\/2s sine

sinA sinB

Esemplu. Date : s =98m°,125; A.= 34° 48'12",3 ;

B = 66038'53",2 ; C= 78 °32'54",5 ;

Necunoscute : a = 1 lm,1572 ; b = 17m,9467 ; C= 19,1588.

139. Sd se resolve unü triunghig oreo-care cunos-

Fig . 37 .
cendu rac/a cercului , r,
unghiurile A, B, C.

Trebue a se calcula a, b, c, s.
Triungbiuld AOF (fig. 37) O.:

A
AF=rcot 2'

b

8i
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triunghiult OFB dfi asemenea :

FB=rcot

AdunAndA ac6stfi relatiune cu cea precedinte, avemfi 7

A Bcos cos
A , B 2 , 2

c = r (COL -1- COL -0 = r +
sin SDI

2

-=-- r

§i fiind-ck

A.B,
2

.A B
COS SID -t- Sin COS

2 2 2

A. Bsin Sin
2 2

sin
A B

2r
A B'

sin -- sin--
2 2

A+B=900_0
2 2'

rcos
2

c
.

sin
A . B

2
Sth

2

Asemenea se gasesce §i

A
rCOS

2a =
A . C'

Sin
2 2

=---

(
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b
A .

sin

rcos
2

Suprafata este datd prin

absinCS =
2 9

in care locuimii pe a §i b cu valorile lord §i pe sinC Cu

.0 C
2sm

atunci

S

sau

2r - COS --COS --Cos SIB
2 2 2 2

A: B 9Csm sin
2 2 2

B C
s=r 2 Cot Cot Cot

Esemplu. Date : r = 4'11,371 ; =58034'18",4 ;
B = 97° 1526",2 ; C = 24010'20",4.

Necunoscute : a = 241°,2626 ; b = 28m,2066 ; c = 111%6434 ;

s 1401'1%1180.

140. Set se resolve unit triunghill ore-care, cuno-
scénd4' o lature a, suma b+c a celor-alte cidu6, gi per-
pencliculara h lcisatcl din A. pe laturea a.

Se cere b, c, A, B, C.
Avoid

bcsinA . oh
2 2

4sin

:

s =-- , §I s --= ;

ices i;

A

.
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a§ a d ara

sau

ori

ODES DE TEIGONOMETBIE

ah =bcsimi,

ahsink =
'bc

A A ah
2sin COS- - .

2 2 bc

Ayala apoi :

a 2 b 2 + C2 2bccosA

=b 2 + C2 ± 2bc 2b c 2bccosi

= (b ± c) 2 - 2b c (1 + cosA)

= (b c) 2 4bccos 2 t,

de unde

A (b c)2 a 2
cos 2 =

2 4bc

Impartinda (b) prin (c), obtinema :

A 2 ah

ug (b 0)2

care a unghiul A. itunci (a) ne va da
de cantitati cunoscute

insa din date avema

bc
sinA ;

ah

b+c=m,

pe

(a)

(b)

(c)

bo in functiane

2= h2.

=

-=

+
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m find o quantitate cunoscutA. Avendli dará suma i produ-
sulfi quantitatilorti b §i c, aceste quantitäti, dupl cum scinra
din algebil, vor fi rAdkinele equatiunei de graduln al doilea

aded

ah
x2 mx--1- = 0,

sinA

, m m 2 sinA 4ah
-

2 4siuk

m V V/ 2 sinA 4ahC-x
2 4sinA

Cunoschdt ast-fel tOte laturile, am ajunst la unh casti
cunoscutt.

Esemplu. Date : a = 12°1,514 ; b c =191°,325 ;

h = 6m,142.

Necunoscute b = 131°,1133 ; c = 6m ,2117 :

A = 70039'47",70 ; B= 81°24'27",41; .c.=27055'45-,13.

Sei se resolve unA triunghta 6re-care cuno-

Fig . 38. scendii o lature c, unghiulft opusic C
§i perpendiculara h lasatd din C pe c.

Se cauth a, b, A, B.
In ACD i CDB (fig. 38) avemd

AD = hcotA ,

A c DB = hcotB;

adunendfi,

cosA_LcosB

(sinkc h (cotk cotB) h

24,431 13

:

V

:

111.

V

F

ui
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insg * 49

a§a-dara

c .

din care

sin (A + B) hsinC= h .
S11311

. r,
SIMS

=
sinA

. ,
3111.16 7

cos (A. B) cos (A + B) = 2sinA sinB ;

2hsinC 2hsinC

cos (A B) cos (A F B) cos (A B) + cosC '

cos (A A) = -1-7: sine cosC.
c

Acdsta formula o vom face calculabilg prin logaritmi* 61

pundnda
2h

= cotT, §i atunci ea devine :
c

w)cos (A B) =
sin (C

,

care dg diferenta A B, §i ast-fel vom putd calcula unghiurile
A §i B. Atunci cunoscdndil o lature c Iii unghiurile, revenimg
la unti cash cunoscuth 4' 127.

Esemplu. Date : c = 534"',59 ; C = 64° 18'33",4 ;

h = 217m,38.

Necunoscute : A = 94 ° 8'9"35 ; B = 21 033'17",25 ;

a=--- 591',6878; b=217m,9482.

142. Sd se resolve unil t4unghiii ore-care euno-
scend4 o lature c, indltimea corespuncldtore h 0 dife-
renia A B a unghiurilorii alliturate.

S. se afle a, b, A, B, C.
Unghiulg C se va determina prin equatiunea glsita

mai susti :

SloB
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sau

§i

cos (A B) = 2h sinC cosC,

sin(C
cos (k B)

sin99
,

cotT 2h.

Atunci, cunoschdt pe c, C §i lt, revenimh la cliestiunea
precedinte.

Esemplu. Date : c= 13m,251 ; h= 8m,434 ;

A B = 280 23'48",3.

Necunoscute : A = 68° 39'50",04 ; B = 40016'1",74 ;

0= 71 °4'8",22.; a = 13m,0486 ; b 9m,0545.

143. Sci se resolve unit triunghig cunoscendit cele
trei

Fie a, fi, y cari corespundti respectivil la la-
turile a, b, C. Avemtt :

ace b fi cys =
2 2 2

relatiuni din cari scOtemd

a = b =--
s

a IR'

Pun6ndil aceste valori in

tg
Aj(pb) (p c) c b) (a-14 c)

2 V p (p a) (a±b+c)(b+ca)'
vom av6 :

2s
c

13*

T),

indltimi.
.intltimele

:

2s

r

V

=

'
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A (4-1.'s---;-) (-2-:+1 29)tg = isi_ 2si\ (2.9_, _s__ 2sV

\aThe- 1 11\flm Y al
§i imArtindti ambii termeni ai fractiunei de sub radicalti cu
2s X 2s,

A
tg

2
=

(

)
al

(+3---1-+) G+÷--,1--,1
inmultindti OW ambil membri cu ally X ally,

te A 1 / (fir + 0 ay)(19Y+ ay al9)
-'.----= V (fiY+ ay + a fi) (ay + "AI fir)

Asemenea gasimh §i :

tg E=V ("i9 ± "Y fly)(ay + it' afi)

2 (fli + ay + a/g) (0+ ley ay)'

t C 1 I (afi+ ay ier)(fiy-I- "18 ay)

2 V (fly+ aY + afi) (flu+ ay ai9)

Cunoscêndti ast-fel unghiurile, relatiunile

a2sinB sinC ace
s

2 si.ni , s ----- ,2

dati :

din care :

a °sinB sinC aa
2sinA ' s 2 '

a =
a sinA

sinB sine

1\
r ri

v
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Asemenea :

fisinB
b

M
.
UG

. ,

ysinC

sink smB

Esemplu. Date : a= 15,324 ; /3= 9m,413 ; y= 18m,102.

Necunoscute : A = 30 Q 49'32",42 ; B = 123 ° 27'57",94;

=-- 25°42'29",68 ; a 21m,6996 ; b --= 35°1,3257;

c= 18°,3693.

144. Sci se resolve unit triunghill cunosandit cele
trei mediane (numinda medianet linia care unesce una verfa
ala triunghiului cu mi01ocu1a laturei opuse).

Fie a, y, medianele cari trect
respectiva prin vArfurile A, B, C, ale
triunghiulut

Uninda estremitatile E i D ale
'medianelorfi /51 §i a, linia ED este
paralela cu AB, caci iniparte latu-
rile AC i BC in pa* egale. A§a
dara triunghiurile AFC, EGO sunt

Fig. 39)

asemeni,

EG EC 1

AF AC 3 (a)

Triunghiurile FBH i EGH sunt drag asemeni §i prin
urmare

EG EH

AF BH
(b)

C

9,

i dat

°

°
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Insh FB --= AF ; i prin urmare, comparIndfi equatiunea
(b) cu (a), avemil

Deci

sau

EH_ 1
BH 2'

EH 1

EH + 1+2'

EH_ 1
# 3.

Ap-darl punctulA de IntAinire al celor trei mediane im-
parte pe fie-care dinte8nse1e in dóut Orti, dintre cari partea
despre bas4 este jum6tatea celei despre TOO, sail a treia
parte din mediana intrdgl.

Triunghiulfi BHC d6, du0 o teorem5, din geometrie :

th2+11-(i2,_ 2N)2 2T3T)2

insl

a§a-dail :

sail

de uncle

;

BD
'2

---= '3
BH ___ 2/9 2y

_4 #2_4_4 y2 ,==__2 U20_1_
9 ' 9 9 '

8,6'2+ 8y2 4a2+9 a2,

2 ,
a -----1/9,82+272 a2,

3

HD H,
u ;

BB

=
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Vom gfisi asemenea :

2
b = 20 + 2y2#2,

2c=42a2-1-2,82y2.

Laturile fiiud calculate, ajungemti darl t una casti on-
noscutt *131.

Esemplu. Date : a =41,143 ; "6= y On',083.

Necunoscute : a = Ora,093758 ; b = 0*,13573 ;

c= 01°,16392; A= 34°53'3",72 ; 55°5319",62 ;

C .89°13'36",n.

OPERATIIINI PE PIONTt

145. Trigonometria g6sesce aplicatiuni variate
0 de cea mai mare importanta in t6te operatiunile
ce all de scopt a determina dimensiunile unei figuri
6re-care prin cunoscinta cMor-va din elementele sale.
Ast-felA se intrebuinto4g, calculult trigonometricu la
ridiarile de planuri, la m6suratori1e de distante, de
inaltimi, de unghiuri, etc. T6te aceste operatiuni se
pott efectua §i prin met&le grafice; insa nesicuranta
acestort met6de, §i chiar di ficultatea intrebuintAril
lorti facq ca tot-d'a-una sA, se prefere calculuhi.

In aplicatiunile practice ale trigonometriei este
necesarill sa se scie a m6sura lungimi §i unghiuri.

Lungimile se m6s6r1 cu lantulg de agrime-

0°,115,
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surd, sati cu nisce rigle de lungimi cunoscute. Acestg
lautg sag aceste rigle se pung po dr6pta co voimg
a m6sura de cgte orT incapg, §i num6randg de cat()
orl am pusg lantult sau riglele pe ac6stg dréptg, cu-
nOscemg lungimea ei.

Unghihrile se me'sOrg cu nisce instrumento cari
pOrtg diferite numiri : gratometrulg, cereula repe-
titora sat teodolituhl sunt cele mai usitate. T6te
aceste aparate, reduse la cea mai simplg espresiune
a lorti, se compung din unit limbit sag cercg gradatt
de metalg, 0, care pOrta dOu6 alidade, adecg dOu6

(Fig. 40)
rigle de metalti, (fig. 40) AB

culni in

§i CD, cari trecg prin centrulg
cercului. Una din aceste rigle,
AB, este fixg, 611 cea-altg. CD,

. se pOte inv6rti in giurulg cen-
trului 0. Pentru a m6sura ung
unghig, se a§64g centrulg cer-

vOrfulg 0 al unghiului EOF co trebuo sg
se m6sOre, se indreptech alidada fitg AB in direc-
tiunea uneia din laturile unghiului, OE, §i alidada
monilg CA) se invArtesee in giurutft centrulnY ODA

se aduce in directia celei de a d6ua lature a unghiu-
lui, OF. Atunci arculg DB, cu care s'a mi§catil ace-
stg alidadg, mêsOrg unghiulg.

In instrumentele moderne, alidadele sunt inlo-
cuite prin lunete, cari dau o directie mai precisg, §i

_
E
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pott ved6 objectele la o mai mare departare de cat
ochiuhi Ebert.

In cele mai multe din operatiunile de pe pa-
mOntt data terenult nu este cu totult orizontalt,
nu se m6s6ra liniile §i unghiurile cum sunt in na-

(Fig. 41).
B

A c

Acésta se chiama
rile la orizontii.

Sunt diferite met6de a se reduce liniile §i un-
ghiurile la orizontt. Teodolitult, intre allele, dg de-
dreptulti unghiurile reduse la orizontt.

4

tura, ci projectiile lor pe unt
plant orizontalti, A§a in loct
de a m6sura drepta inclinath
AB, se m6s6ra projectia sa

AC pe e- linie orizontala.
(fig. 41).
a reduce liniile 0 unghiu-

TRIUNGULATIUNE

146. Pentru a se esecuta cu precisiune unti
plant alit unei mo§i1, ahl unui ora§t sat alt-ceva,
trebue a se determina distantele respective intro di-
feritele sale puncte principale, reduse la orizontt.
Aceste distal* nu se m6s6rg, t6te directt, din causa
ca este fOrte lungt a se me.sura o drOpth pe pa-
m6ntt ; ci pentru acOsta se formécla o multime de
triunghiuri cari acopere partea de loch considerath,
§i ale cgror vOrfuri se afla in punctele principale ale
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locului. In aceste triunghiuri, se m6sOrg, cu instru-
mentele tOte unghiurile i numai o laturg, numitg
basci; §i apoi prin calcult1 se determing tOte cele-
alto laturi ale triunghiurilort. Acéstg, operatiune se
numesee triungulap;une.

tca unt esemplu de triungulatiune (fig. 42).
Cam in centrult locului consideratt, se alege nut

punctt 0, din care sg, se

pOtg, vedO tOte punctele prin-

cipale ale locului. Se alegt
apoi eite-va puncte insem-
nate, A, B, C, D, E, F, ast-
fel ea unindt aceste puncte
intro ele §i cu 0 prin linil
drepte, triunghinrile ABO,

resulta, se nu albg, nici untBOC, etc., cari `NT

unghiti prea ascutitt sat prea obtust, cAci atunci
erorile de temutt stint cu multt mai mari. Se mt-
sOrg, tOe unghiurile din aceste triunghiuri, i se

alege o lature 6re-care, spre esemplu AB, care sa' se
pOtg mOsura directti in conditiunile cele mai avanta-
gi6se. AcOsta lature va fi basa triunghiulatiuneT.

In triunghiult AOB cunosandu-se AB i un-
ghiurile ABO, BAO, m6surate direett, se vor putO
calcula §i laturile AO §i BO.

Triunghiult BOC, in care se cunOsee BO din
triunghiult precedinte, §i tOte unghiurile din m6su-
rgturi, ne va da lungimea laturilorti BC §i OC.

(Fig. 42)
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Tott asemenea mergAndt mai departe din tri-
unghig in triunghit, vom determina laturile CD, OD,
DE, OE, EF, FO FA, AO.

Determinarea acestei din tiring, laturi no mite
servi ca yerificare ; cAci &ad, valdrea gAsitg acum va
fi identica, sat prea puting diferitil de cea Oat& la
inceputt din. triunghiulil ABO, acdsta va fi o probt,

calculele au fost esacte.
Triunghiurile formate ast-fel numai cu punctele

principale se numesc triughiuri de &Mita nulrime.
Pentru a determina in urma, positiunea puncte-

lora mai putin insemnate, G, H, I, K, se légA aceste
puncte prin drepte cu punctele principale considerate
mai nainte §i se m6sOra tOte unghiurile triunghiuri-
lord FG-E, OHD, BIC, FKO, ast-fel formate. Aceste
triunghiuri, in cari se cundsce cte o lature din tri-
unghiurile de antaia marime, §i tOte unghiurile din
m6surlturi, no vor da i distantele YG, GE, OH, HD,
BI, IC, FK, KO, cari determing, positiunea punctelorg
G, H, Iz K.

CALCULI:flat DISTANTELORt

147. Set se gdsésed distanta de la unit' pundit
p62ui la unit' alta puncta inaccesibila.

Fie A punctulg uncle stationt* observatorulg
B punctult visibilt insg, inaccesibilli ; (fig. 43)
cere distanta AB.

I

cg,

§i

sg,
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Se m6sOr6, pe pam8nta o basa AC, care se
trOcA prin punctult A ; apoi cu unti instrumentti de
masuratA unghiurile se ridica, unghiurile A 0 C ;

atunci triunghiulg ABC, in
care se cunOsce o lature §i

d6u6 unghiuri, ne va da prin
unt calcula enuoscuth *127 di-
stanta cautata AB.

Ex. Date : AC= 315111,74 ;

A = 72 °13"24",1 ;

47037"18",5.

Necunoscuta : AB = 268',904.

148. Sel se gase'scetdistanp dintre dace' puncte,
visibile insa inaccesibile.

(Fig. 43)

(Fig. 44) Fie A 0 B punctele inac-

A cesibile a caror distanta, este
ceruta (fig. 44).

Se niès6rg, o basa CD
apoi unghiurile ACD §i

.ADC ; triunghiul ACD, in
care se cunOsce o lature §i
MI6 unghiuri, ne va da
prin calculg laturea AC.

M6surämi1 apoi unghiurile BCD §i BDC, §i triun-
hiula BCD, in care se cunOsce laturea DC, na6su-
ratA §i cele dOu6 unghiuri adjacente, ne va da pe
BC. Atunci triunghiuM ABC, in care cunóscemt pe

pi
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AC §i pe BC -prin. cele d6u6 triunghiuri precedente,
precum §i unghiult ACB ACD BCD, ne va da
laturea AB, care este distanta cautata.

Esemplu. Date : CD 102'46:
ACD 79013'28"4 ; ADC 35051"12",3 ;

BCD = 46025"56",8 ; BDC = 64°36'5",9.

Necunoscuta : AB 787'1,818.

CALCULI:It INALTIMILORt

149. Set calculamil inaltimea unui turnil all
carui piciorl accesibill este pe una planl ori-
zontall.

(Fig. 45) A rilkm1 unit instru-
manta de m6surat4 un-

ghiurile in unti punctt
a C, la---6re-care depArtare

de piciorulit turnului, §i
m6suram11 unghiulti BDE

A ce face ra4a visualk dusk
la TOrfulti turnului en linia orizontath ED. M6surkmn
apoi pe pkaiêntA distanta AC. In triunghiulii drept-
unghiti BED se cun6sce laturea ED AC i unghiulA
ascutitti BDE ; vom put6 dug *123 so calcalAnd pe
BE ; aclaoganclti la acésth mArime i pe EA DC,
care este inkltimea h a instrumentului, vom avea
inkltimea AB a turnului.

=

0

a

                     



206 CURB 3 TRIGONOMETItlE

Esemplu. Date: AC = 41'11,35 ; BDE = 39015'49'6;

Necunoscuta : AB = 35',05

150. Se ealculcimg inaltimea unui turng al
edrui piciorg accesibilic nu esta pe unit planit ori-
zontalu.

A§e4itnO unti instru-
mentO de mêsuratti un-
ghiurile in D, §i apoi

insemnämti pe turnti urni
punctti E ast-fel cg, EB
se fie egalu cu DC (fig.
46). 516surain1 pe urmA
unghiulO ADE, precum

unghiulti ADZ, pe care 'hi face drépta AD cu
verticala DZ ; m6surämti in fine basa BC =ED.

AED, in care cumiscemt laturea ED
unghiurile ADE i EAD ADZ, ne va da pe AE*127
adOogindO la ace'sta cantitate pe EB = DC = h, inM-
tirnea instrumentului, vom avea inaltimea AB a
turnului.

(Fig. 46)

Esemplu. Date: BC = 52',36 ; ADE = 36024"17"13;

ADZ ----10058'12",2; h=r,982

Necunoscuta: AB =--- 48'1,185.

151. Se calculdnal inciltimea unui turn4 alui

Tr--
unghiulil

h=

)3 4

si

si
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cetrui pidorii este inaccesibilli, inset' aseptic' pe
orizontala.

A§e4am11 in C unit instrumenitt de m6sura1i1

unghiurile, §i luarnU unghiula ACE ce face racja vi-
snail dusa la vArfult
turnului cu directia
orizontala CE.Mutamfi
apoi instrunngntula in
D, toll pe linia EC,
§i m6suramt unghiult

0 ADE; in fine m6su-

ramt §i pe FG= CD (fig. 47). In triunghiult ACD
se ctimisce laturea CD §i unghiurile ADC §i ACIY=
1800 ACE; prin urmare din acelt triunghit vom
put6 calcula pe AC*127. Atunci triunghin1U drept-
unghil ACE, in care se cunósce AC i ACE, ne
va da*120 pe AE, la care adaogindt pe EB = h,
inaltimea instrumentulni, vom aye inAltimea cau-

tata AB.

Esemplu. Date: FG- = 12'1,15; ACE = 44027'42A);
ADE = 32051"13",5; h 1',51.

Necunoscuta : AB = 34'1,264.

152. set se ealculeft indltimea unui munte.
Alegemt (MO puncte C §i D ast-fel ca se pu-

temt m6sura cu inlesnire §i precisiune o basa CD.
A§eclamg apoi unit instrumentt de m6surati1 unghiu-
rile in D, i m6suramt unghiultt AFE formatt de

(Fig. 47)

Aun

unit plang
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racla visualg, dusa la Odell muntelni cu cea dusg la
punctuhl E (fig. 48); niutgmt pe urnig, instrumentuhl

in C i m6surg,ma

unghiult AEF, fg-
cuta de rachle vi-
suale duse la Or-
fuhi muntelui §i la

y -punctulfi F. Triun-
ghid AEF, in care
se cunOsce EF=CD
§i unghfurile algtu-
rate no va da*127
§i unghiult AEG
E la vOrfulti mun-

Fig. 48)
A

pe AE. Atunci, dacii m6suramt
fgcutft de rala visualg dusg, din
telui cu orizontala EG, triunghiulfi dreptunghia AEG-,
in care se cunfisce hipotenusa AE din triunghiulti
precedontg, i unghiult ascutith AEG-, va da pe AG-.
Inaltimea totalg, a muntelui se va aflg adgogindil la
AG pe GB = EC =h, inaltimea instrumentului.

Esemplu. Date: CD= 481)1,36; AFE-58013'25",3;

AEF----72015"20",9; AEG-----30037"14",5;h=1111,18.

Necunoscuta : AB = 142'1,564.

QUESTIUNI DIVERSE

153, Se prelungimg o dreptel pe pamentg pénd
dincolo de unit obstacolii care oprdsce vederea.
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Fie drépta AB pe care trebue se a prelungima
dincolo de obstacnlula 0 , care impedica vederea
(fig. 49).

(Fig. 49) 1116surama o por-

n tiffne AB din drópta
E data, ; apoi alegdnda

una puncta C, din
care 0, se vada 0
drépta AB, §i obsta-

culult, §i partea lo-
cului uncle trebue

prelungita dr&pta, mesurama unghiurile BAC §i ABC;

atunci triunghiula ABC ne va da pe AC. Dup6 acd-
sta ducemti o drépta dui:16 voie CD in partea locului
uncle trebue preluugita drdpta, 0 nAsurAm unghiula
ACD ; triunghiula ACD, in care se cundsce AC tiii

unghiurile A 0 C, ne va da pe CD 0 unghiula
ADC. Luanda dara pe drdpta indefinita CD o lun-
gime egala cu distanta calculatA ast-fel, §i ducdnda
prin D o drdpta DE care se faca cu CD unit un-
ghia egala en cell) gasita prin calcula, acdsth drépta
DE va A chiar prelungirea cantata a dreptei AB.

Esemplu. Date : AB = 87'1,31 ; BAC = 50013'25"J;
ABC= 107038"9",3 ; ACD = 61°29"32",8.

Necunoscute : ADC = 6 8017'1", 8 ; CD = 182'1,284.

154. Trei puncte de pe pdméniit A, B, C, sunt
insemnate pe o chartei ; se golsima pe ace'stot chartet

24,431. 14

4 41

i.("43f:1.4-0 0
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positiunea punctului P care este ast-fel situata,
cei distanta AB privitd din P, se vede sub unghiulii
a, 0 distanta BC sub unghiulii 8.

Este evidentt c punc-
tula P, din care drépta
AB se vede sub unghiult
ce, se afla pe segmentuld
descrisil pe AB §i ca-
pabilli de ungbiulA a;
de altA parte P trebne

sa se afle §i pe segmentuld descrisil pe BC i capa-
bum de unghiult /6. Ap-dara punctult P se va afla
la intersectia acestort (Ma segmente.

Se cere insa a determina prin calculg positia
punctului P.

Panemq ABa, BC= b, BAP x, BCP = y,
ABCco. Triunghiul4 ABP da :

BP AB
smx sin &

(Fig. 50)

sau

BP asinx
. .sma

Triunghiult BCP da asemenea :

bsinyBP
sinfl

a§a-dara,

'
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asinx bsiny
sin a sin ig '

de uncle

211

sinx b sin a-
sin y a sin ig '

0 dup6 proprietatile proportiilort,

sinx sin y_ b sin a asinfi
sinx+ siny bsin a + asinig'

Irish' *48

x y
sin x sin y

tg

sinx+siny
=

x+y,,
tg

na-darg, :

xy
tg 2 bsb a asin/9

x+y bsin a+asinfi'
tg

sat

(a)

xy bsin a asin /9 x-1-y
tg . tg

2 bsin 2

Pentru a face calculabilA prin logaritmi ac6sta
equatiune, impartimt ambil termeni ai fractiunei cu
bsin a §i multi :

2

= .
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ash/31X y bsin a x±y
tg 2 asinfi tg 2

14" bsina

Pun Andt

asinti
bsin a

tg ,

observ8nda cg 1 =tg450, relatiunea ac4sta devine:

xy. tg450 tgy9 x±y
tg 2 1-1-tg450tgg)tg 2 '

sati

tg.xy tg(450-99)tg . (1)

Pe de altg parte suma unghiurilora din patru-
lateruh1 ABCP fiind de 360°, avemA :

a+ 11-1-x+y±w= 3600,

do undo

x-f-18.00a+19+w (2)
2 2

Equatiunile (1) §i (2) no volt da pe x §i y,
cari determing positia punctului P pc) chartg.

CunoscAndA pe x i y, vomil puté determina
pe BP prin ver-una din relatiunile

BP asinx
sail BP

bsiny
sinsina

§i

x+y

I

pi

.
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Esernplu. Date: a= 53° 43'2 7",1 ; i9=42°18'53",3;

co=112°34"32",3 ; a = 2456'1,13 ; b = 1934',25.

Necunoscute : x=69 '8"27",78 ; y=82 °14"39",22 ;

BP = 2846',918.

Observare. In can cand
1800,

avelEu din (2) : .

x+y
900, sau : tg

x+2 yco
2

De alth parte, fiind-ca unghiurile opuse a --1-- #
0 co din patrulateruh1 A_BCP sunt suplementare, pa-
trulaterula este inscriptibihi ; prin. urmare §i unghiu-
rile x 0 y vor ft suplementare §i vom av6:

sinx= sin y ;

atunci relatiunea (a) devine :

saa

a b
..-.=-

Sill a sin I? '

asin /9 = b sin a,

0 prin urmare

tgT= l, §i 99=450.
Formula (1) se face in casuli1 acesta :

x y 0
tg tgO'tg90° 0 X co =

2 0.

a+,8-1-(4--=

=.
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In casg (lag and cele patru puncte A,B,C,P,
sunt pe aceigi circomferinp, problema este nede-
terminatd.

Fig. 51 155. Sci se reducet o
dreptei la orizonta.

Fiind data drépta AB §i
inclinarea sa e pe orizontg,
se cere drépta AC redusg
'la orizontg (fig. 51).

Triungbiulg dreptunghig ABC 'IA imediatt :

AC = AB cos e.

Ap-darg, o droptd reduset la orizontil este egalet
cu drdpta din naturci inmultita' cu cosinusul4 in-

pe orizontii.

Esemplu. Date : AB = 193',37 ; 8 °13"25",5

Necnnoscuta : AC = 191'11,381.

clindri4 ci

e

B

c

                     



CARTEA III
TRIGONOMETRIA SFERICA

CAPITOLULO I
PROPRIETATILE TRIUNGHIURILOR SFERICE

156. Trigonometria sfericd are dreptti objeett
resohitiunea triunghiurilor sferice.

Laturile triunghiurilort sferice fiind nisce arcuri
de cercuri marl ale sferei, se socotesct in grade, mi-
nute i secunde, ca i unghiurile; insg dacg voinitt
se allgmll tungimea linearci a unei laturi cunoscAnda
num6rult de grade, minute §i secunde ce contine ea,
vom put6 face lesne acésth determinare prin relatiu-
nea cunoscutg din geometrie :

27410
x 360 '
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in care x insemn4g Jungimea linearg a laturei, drg,
numtrult graddort coprinse intr'Onsa.

In trigonometria sferid nu vom considera de
cgt triunghiurile sferice ale cgror laturi aunt mai
mici de cat 1800; a§a cg, dad unimt vOrfurile A,
B, C, ale triunghiului cu centrult 0 alti sferei, for-
mgmt tint unghit triedru, ale cgrui fete AOB,

BOC, COA, se r0s6rg respectivt
chiar cu laturile AB, BC, CA.
ale triunghiului sferict, §i ale

B cgrui unghiuri diedre pe muchile
OA, OB, 00 sunt, egale respec-
tivt cu unghiurile A, B, C ale
triunghiului (fig. 52).

Ra4a sferei in trigonometria defied o vom con-
sidera tot-d'a-una egalg cu unitatea.

Unghiurile triunghiurilorA sferice se not* tott
cu literile A, B, C, §i laturile opuse cu a, b, c.

157. Reamintimil aci principalele proprietgti ale
triunghiurilortl sferice, de cari vomil avea trebuintg
mai in uring :

10. Suma unghiuriloru, A, B, C, dinteunt
unghit sferict este mai mare de cat d6u6 unghiuri
drepte §i mai mid de cgt §aso. Tirm* de ad cg,

in unU triunghit sferict putemt avea nu numai unt
unghitl dreptil satt obtusil, ci §i (TOO; chiar §i trot

2°. Suma laturilort, a, b, c, este mai mica de
cat o circomferentg.

(Fig. 52)
A.

tri-

x°
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3°. Dad, din fie-care v8rfil alti unui triunghit
sferict ABC, cu raljg, de 90°, descriemt ate unit
anti pe sferg, aceste arcuri fornle4g, unt not triun-
ghiti sfericil A"B'C', care se numesce polarü alil ce-
lui d'antait, §i a) fie-care lature a triunghiului ABC
este suplimentarg cu unghiult opust din triunghiult
polart (fig. 53); ast-fel a+ 180°, b +13" 1800,

cd-C'= 1800 ; b) fie-care un-
ghit alt triunghiului conside-

ratu ABC este egalt cu o se-

micircomferentg, minust laturea
opusg, din triunghiultt polartt, ast-
felt :

(Fig. 53)

A'

A = 180°, B 180° ,

Cd-c' =180°.

4°. DOu triunghiuri sferice ce se afig, pe ace-
ea§I sferg sat pe sfere egale, sunt egale: a) and
all unt unghitt egalt coprinst intre dOu6 laturi egale;
b) and ati o lature egalg coprinsg, intro IMO un-
ghiuri egale; c) cand at ate trele laturile egale ;
d) and all ate trele unghiurile egale.

Din acifIstg, proprietate resu1t c unt triunghit
sterict se 'Ate tot-d'a-una resolva and ni se dali trei
Ore-cari din elementele lui, fail a fi necesitate ca
printre aceste elemente sg, se afie §i celt putint o
lature, cum este la triunghiurile rectilinii.

Problema generalg a trigonometriei sferice este

A",--

Cr
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dar5, cea urmatOre : andu-se trei dre-cari din ele-
mentele unui triunghift sfericü, Ot se determine unit
alü patrulea elementit. A c6stl, problemA se va re-
solva aflandti relatiuni intro patru ore-cari din ele-
mentele unui triunghia sfericn. Dac g. vom presupune
apoi cA unula din aceste elemente este necunoscuta,
cele-alte trei fiinda cunoscute, vom put() afla elemen-
tult necunoscut4 resolvêndli equatiunea.

Cele pse elemente ale unui triunghift sfericti,
combinate patru qato patru, dati cele 15 grupe ur-
matOre

Aabc, Babe, Cabe ;

ABab, ACac, BCbc ;

ABac, ABbc, ACab, ACbc, BCab, BCac ;

ABCa, ABCb, ABCc.

Prin urmare relatiunile co vom ggsi intro patru
elemente ale unui triunghia sfericii vor fi de patru

10. Intro cele trei laturi i unil unghiti;
2°. Intro dOu6 laturi §i unghiurile opuse la

fie-care ;

3°. Intro (Mug laturi, unt unghit coprinsil in-
tro ele §i unulu opusil la una din ele.

4°. Intro cele trel unghiuri §i o lature.

:

felufi:
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IELATIUNI INTRE CELE TREI LATURI I UNt UNGHIt

158. Fie ABC ung triunghig ifericg, in care
presupunemg c laturile AC =b §i AB = c sunt lie-
care mai mici de 90°. Ducemg AE tangentg la ar-
culti AC, §i AD tangentg la AB, i prelungimg
aceste tangente Ong intalnescg ra4e1e OC §i OB

in E §i D (fig. 54); uninin
apoi D cu E. Dupg defini-
tiunea liniilor trigonome-
trice, i fiind-cg, ra4a sfe-
rei OA este egalg cu 1,
avemg :

(Fig. 54)

A

AD = tgc, OD =secc,

AE= tgb, OE= secb ;

pe lang g. acestea, unghiulg*DOE fiindg m6suratit cu
arculg BC, avemg : DOE= a ; §i unghiulg diedru
CAOB, avendg dreptg ni6surg unghiulg plang DAE,

DAE = A.

sad

Triunghiulg rectilinig DAE dg.*103:

DE2=41)2+11E2 2AD X AEcosDAE,

FE-2=tg2c+ tg2b-2tgctgbcosA.

Triunghiultt DOE da asemenea :

/
.T7R
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R2= ITO-2± 0E2 2D0 X OE cosDOE,

sat

De= sec2c ± sec2b 2secc secb cosa.

EgaMndt acésta, valdre cu cea precedinte,

tg2 b -I- tg 2 c-2tgb tgc cosA = sec2b -I- sec2 c 2secb secc cosa,

de unde :

2secb secc cosa = (sec2b tg2 b)+ (sec2c tg2c)

+ 2 tgbtgc cosA,

§i. fiind-ca * 32

sec2btg2b=&1, sec2c tg2c = 1,

avemt :

secb secc cosa = 1 + tgb tgc cosA,

sat

cosa sinb sine

cosb cosb
1 +cosb

cosccosA,

ksi inmultindt t6tt, ecuatiunea cu cosb cosc,

cosa = cosb cosc+ sinb sine cosA. (a)

159. Formula acdsta este generalg,, adicl esistA
chiar In casurile cand b §i c nu sunt mai mici de 90°,
precurat amt presupust in cursult demonstratinnei.

Se presupunemt mai antait a AB = c, este mai
mare de 90°, pe cand AC = b este tott mai mict
de 90°. Prelungimt arcele AB i CB pan la intal-
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nirea loll in B' (fig. 55). In triunghiulti sfericg nog
formatg, AVC, laturea AC< 90°, din date ; apoi
AB' <90°, caci dad AB > 90°, diferenta sa pang,

la BAB' = 1800 este evidentg ca
va fi mai mica de cat 900; acestti

A
triunghig implinindt dad conditiu-
nea pusg, la inceputulg demonstra-
tiunei precedente, ca se aib latu-
mai mici de 90° vonag av6 rela-

(Fig. 55)

rile AC
tiunea :

cosCB' = cosAB' cosAC + sin AB' sin AC cosB' AC,

§i fiind-ca

CV= 180° a, AB'= 180° c, AC =--b,
B'AC = 180° A,

AB'

avemt

cosa = cosc cosb sine sin b cosA.

t3i schimbandg semnele,

cosa= cosb cosc + sinb sine cosA,

(Fig. 56) care este chiar relatia (a); insg
acum c> 90°.

Fie Ind b>90° §i c> 90°.
Prelungimg laturile AB §i AC

0 'Ana la intMnirea lora in A',
§i atunci triunghiultt BA'C (fig. 56), in care BA'<90°
§i CA' <90°, da :

0

s'

r 13
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cosBC = cosBA. cos CA' sinBA" sinCA" cosBA"C,

§i fiind-cn

BC = a, BA" 180° c, CZ= 180° b, BA"C = A,
punendt aceste valori in equatiune, vom aye 6110 :

cosa= cosb cosc ± sinb sinc cosA,

relatiune identicA cu (a), insa, in care b> 90° §i
c> 90°.

In fine, fiind-ca, acOsta, formula, subsista, ori-cnt
de multil s'ar apropia b §i c de 90°, putemt admite

oa subsistn §i la limitn, adien dud b §i c sunt
egali cu 90°. Formula darn este generaln.

Operandil in B i C in acelqt modt cum am
Mouth in A, vom gasi alte dbut formule ; avem darn
sistema urmatOre de trei formule :

cosa = cosb cosc+ sinb sine cosA, 1

cosb= cosa cose sina sine cosB, (1)

cow = cosa cosb sina sinb cosC,

cari suut formulele fundamentale ale trigonometriei
sferice, caci din ele se deduct tOte relatiunile ce vom
gasi mai in urma.

RELATIUNI INTRE DOA LATURI I TINGRIURILE OPUSE

160. Scot8ndil valOrea lui cosA din prima din
equatiunile (1), avemt :

+

cA

i
F
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cosA
cosacosb cosc

sinb sine

§i ridicanda la pgAratu

cos2A cos2 a + cos 2b cos 2c 2cosa cosb cosc

sin 2 b sin 2.c

insa

sin 2 A = 1 cos2A 1
cos 2 a ± cos 2 b COS 2 c 2cosa cosb cosc

sin2b sin2c

sin2b sin2c cos2a cos2b cos2c 2cosa cosb cosc

sin2b sin2c

(1 COS 2 b)(1cos2 c) cos 2 a cos2 b cos2c-1-2cosa cob cosc

sin2b sin 2 c

1 cos2 a cos 2 b cos 2c+ 2cosa cosb cosc

sin2b sin2c

impArtindtt ambif membri cu sin2a,

ain2A 1 cos2a cos2b cos2c 2cosa cosb cose

sin2a sin2a sin2b sin2c

Operamdti asemenea asupra colei de a &Ina
a treia equatiuni (1), am gAsi pentru

sin2B sin 2 C

sin2b sin2c

ace* valóre ca i pentru

sin 2A

sin 2a '

'

ui
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prin urmare

sin2A sin2B sin2C
sin2a sin2b sin2c '

§i estragOnda rad6cina patrata,

sinA sinB sinC+
sina sinb sine '

ins fiind-ca i unghiurile, §i laturile triunghiului sunt
mai mici de 180"157, sinusurile lora sunt positive

prin urmare nu vom lua in equatiunea precedinte,
de cat semnul pentru fie-care termenti. Avemil dara
§irula de raporturi egale :

sinA sinB sine
sina sinb sinc' (2)

carT esprima Ca in ori-ce triunghii sfenicü, sinusu-
rile unghiurilorti sunt proportionale cu sinusurile

opuse.

RELATIEN1 INTRE DOIJE LAURI, UNGHIULV COPRINSt INTRE

ELE I LINGHIULII OPUSt LA UNA DIN ELE

161. SI se gasdsca, spre esemplu, relatiunea ce
esista intre elementele a,b, A, C. Trebue se eliminama
pe c i pe B intro cele trei equatiuni (1).

In prima din equatiunile (1) inlocuima pe cosc
prin valOrea sa data de a treia ; acea equatiune de-
vine atunci :

= +

laturilorz

pi
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cosa ----- cosb (cosa cosb + sina sinb cosC)

+ sinb sine cosA.

De aM parte formulele (2) dau :

sine = sina sinC
sinA.

Puntindu ac6stg valOre in eqnatiunea din urma,
desfacOndg parentesele vi pun8ndg pe sina sinb fac-
tong comung la termenil unde se an, avemg :

cosa = cosa cos 2 b ± sina sinb ( cosb cosC + sinCcosAA
sinAP

trecAndg pe cosa cos 2 b in membrulg Antftitt,

cosa (1 cos 2 b) = cosa sin 2 b = sina sinb (cosb cosC

± sinC cotA)

vi divisandg prin sina sinb,

cota sinb = cosb cosC -I- sinC cotA.

In acelavg modg vorn gasi inca alte cinci formule
analóge, ava cl sistemulg completg se compune din
cele vase formule urmatOre :

cota sinb = cosb cose + sinC cotA,

cota sine = cosc cosR+ sinB cotA,

cotb sine ------ cosc cosA + sinA cotB,

cotb sina = cosa cosC + sin C cotB ,

cotc sina = cosa cosB + sinB cotC ,

cotc sinb = cosb cosA + sinA cotC.
24,431 15

(3)
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Eca unit mi4locil facile de a tine minte aceste
formule: voind, spre esemplu, a gasi relatiunea intro
elementele a, b, B, C, le vom scrie in ordinea urma-
tOre :

baaCCB,
adeca : antaia laturea la care se opune unulti din

unghiurile date ; pe urma cea-alta lature ; al treilea,
unghiultl coprinsti intro laturi, i in fine unghiultt
opusil la prima lature ; elementele- de la mediu loeti se
scrill de ate d6u6 ori. Inaintea elementelort estreme
se scriu initialele cot; inaintea celortl d6u6 cari
langa margini cuventula sin, §i inaintea celon1 (160
din mijlocil cos. Intro al doilea §i al treilea ele-
mentll se pane semnuhl =, intro al patrulea §i al
cincile a +.

RELATIUNI INTRE 0 LAME 1 CELE TREI UNGHIURI

162. Consideramil triunghiul A' B' C', polartt al
triunghiuluT datal ABC; avemA
*157. (fig. 57).

d=180°A, b'=180°B,
d=180° C

A'=180° a, B'=180°b,
C'=-180°c

Insa in A'B'C' avema, dup6
equatiunile (1) :

(Fig. 57)

Af

rind
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cosd = cosb' cosd sinb' sine" cosA' ;

inlocuindg pe a', b', c', A', cu valorile

cosA = cosB cosC sinB sinC cosa,

§i schimbandg semnele,

cosA = cosB cosC sinB sinC cosa.

In ace1411 modg vom gasi ind d6u6 relatiuni
analOge cu ac6sta, aa c1, sistemulg completg se com-
pune din cela equatiuni urnAtOre :

cosA = cosB cosC sinB sinC cosad

cosB = cosA cosC± sinA. sinC cosb, (4)

cose = cosA cosB sinA sinB cosc,

FORMULE RELATIVE LA TRIUNGHIURILE DREPTIINGRIE

163. Dad unghiulg. A este dreptg , avemg :

cosA= 0, sinA = 1, cotA = 0. PunAndt acéstg, va-
hire in prima din equatiunile (1), ea devine ;

cosa = cosb cosc, (5)

care esprimg d in unit triunghig sfericil dreptun-
ghig cosinusulii hipotenusei este egalii eu produsult1
cosinuselorit celor-alte dOue laturi.

164. Equatiunile (2) dau :

sinb Bina sinB sina sinC
sine

sinA ' sinA
15*

lore,

'
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§i pentru A = 90°,

sinb = sina sinB, sine sina sinC ;

adica sinusulü unei laturi a unghiului drepat este
egal Cu sinusulg hzpotenusei inzmulOta cu sinu-
sulfi unchiului opus&

165. introducendil hipotesa A = 90° in (Ana-
tinnile (3), obtinemil :

cota siub = cosb cosC,

cota sine = cosc cosB,

cotb sine = cotB,

cote sinb cotC,

impartindil pe fie care dih aceste equatini respec-
tivil cosb cot a, cosc cota, cotb cotB, cote cotC, do-
bandimti sistema :

tgb = tga cosC,

tgc tga cosB,

tgb = sine tgB ,

tgc = sinb tgC ,

Cele cl6u6 esprima ca tangenta unei
laturi a unghiului dreptil este egald Cu produsula
tangentei hipotenusei prin cosinusulg unghiului

alaturatzl, era cele dOu6 din urma, cd tangenta
unei laturi a unghiului dreptu este egald cu

celei-alte din aceste laturi immultitzl cu tan-
senta unghiului opusiti.

(7)

prin

o-

=

pi

bltcot

sinu-
audit
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166. Equatiunile (4), pentru A = 900, dau :

cosB cosO = sinB sinO cosa,

cosB = sinC cosb,

cosO sinB cosc,

t3i. dad pe prima din acestea o dividemt cu sinB sinC,

cosa = cotB cotC,

cosB = sinC cosb, (8)

cosC = sinB cosc. )

Cea dIntAit din aceste formule aretA d cosi-
iiusulü este egalit cu produsul'a cotan-
genteloric celorit d6u6 unghiuri oblice ; cirA cOle-alte

d6u6, c cosinusulic unui unghiü oblica este egalil
cu cosinusulii laturei opuse immultitit cu sinusulf,1

unghiit
167. Dam aci o metOda mnemonid fOrte sim-

pl62 pentru a se putO tine minte tote aceste .formule.
(Fig. 58) Pe laturile unghiului dreptt, scriemt

Tc. b in locit de b, §i-
2

c in loch
kr-g

de c, (fig. 58). Atunci dad copside-
z

2, -c rAmt trei elemente i dacci aceste ele-

mente sunt consecutive, cosinusulil celui din mij-
locii este egalil cu produsulit cotangentelorit celori-4
de la margini ; erdt dacdt cele trei elemente consi-
derate nu sunt tOte consecutive, cosinusulit elemen-

hipotenusei

celui-alta sidled.

A

2
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tului separata este egalii cu produsulii sinuselorit
celor-alte oldu6 consecutive.

In aceste diverse consideratiuni, unghiulti A se
socotesce ca cum nici n'ar esista.

Spre esemplu, s6 se afle relatiunea co esistg, in-
tre hipotenusa a §i laturile b §i c. Aceste trei ele-
mente vedemd cl nu sunt tote consecutive, cad a
este separata de b prin unghiuld C, i de c prin
unghiuld B. Laturile b §i c, din contrA, sunt con-
secutive, cAci unghiuld A care se afiA intre ele nu
se socotesce. A§a darg, dup6 regulA, vom av6 :

cosa = sin (-7r b)sin(71-- = cosb cosc,
2 2

care este tocmai equatiunea (5).
86 se afle incg, relatiunea ce esistA intro a, c,

B. Acosta trei elemente sunt consecutive; prin ur-

mare, dupe regula,

cosB = cota cOte
2

= cotatgc,

§i impArtindil cu cota,

tgc tga cosB,

care este a d6ua din equatiunile (7).
Cele alte optd relatiuni se gAsesc totii in ace-
mocta.

168. Formulele (5), (6), (7), (8) potli 0, se punA sub
alte forme mai comode pentru calcult, i cari tot-de-o-datA.

=

1a0
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se dea loc la mai mare precisiune, cad tOte vor da unghiurile
§i laturile prin tangentele ; de acea ele afi preferintl in
resolupunea triunghiarilort dreptunghie.

Formula (5) :

cosb =
cosa

PunAnda ac6st5, valbre in formula cunoscuta * 45

avemt :

tg
b.
2

say

bL g

b 1

1

cosb

2 + cost)

cosa

cosc cosc cosa
cosa cosc + cosa

' cosc

a c
2sin

2cos

sin
2 2

a-F c ac
cos

2 2

tgtg
b

=Vtg
a + c a

.
2 2

Dad, din (5) am fi scosti valOrea lui cosc §i am fi
pus-o in formula :

c
ug

1

1

cosc

+ cosc
=-_-_

2

am fi Asitt asemenea :

tg
a+b b

2 2 5

dA

/

2

V 2

V

V
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Aceste &id formule espriml tangenta unei laturi a
unghiului dreptii in functiune de tangenta semisumei §i semi-
diferentei hipotenusei §i a celei-alte laturi.

169. Prima din. formulele (6) :

sinbsina=
sinB

care pusg, in formula * 54

dA

orl

tg
(45°+1)±V1 + sina

1 --sina

tg (45°-14) =±

sinb

sinB

sinb
sinB + sinb

V sinB sinb
1

sinB

2sin
B +b Bb

cos
2 2

B b B+b
2sin cos

2 2

tg (45°+±) th

Asemenea §i

tg (450-1-1-)=--±

B +b
2

Bb '
tg

2

dr'

=

'

+

'

tge-Pc

C c
tg 2
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170. Dacg din prima equatiune (6) _am fi scost

sinb
sinB = sine

§i am fi pusil in

tg (450-1-13)._+V11

+ sinB
2 sinB '

am fi gäsita, dup6 o aerie de transformgri identice cu cele

de sust :

tg (4504-) =±
2

Asemenea §i

a kb
g 2

tg
a ,)-b

a ± c

2 a c

Pg 2
171. Prima din formulele (7) dg :

cose = tgb
tga ,

care pusg in equatia

dg

Ctg =

Ctg = V 1 cosC
2 1_1_cosC '

tgb
tga Vtgatgb
tgb tgaltgb

I tga

tg
tg (45e+ 2

V
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sin a sin b

cosa cosb sina cosb sinb cosa
sina sinb V sina cosb+sinb cosa
cosa cosb

/sin (a_b)
V sin (a+ b).

Putemti dar, in loculii primelorg dOug, formule (7), se
substituimt pa cele urmAtOre

tg
Vsin (ab)

2 sin (a I b)'

tg
sin (a c)

2V sin (a+ c)
172. A treia §i a patra din formulele (7) dati :

.
sine =

tgb . tgc=
tgO'

carl puse in formulele

1 +sinc
tg (450+4=4 1 sine

tg (45(1+ +V 1 + sinb
sinb

duph nisce transform6x1 analbge cu cele de la formulele
imediatt precedente :

c
tg (450+ \ /sin (B + b)2r±V sin (B b)'

tg(/sin450+-0 ±V
(C + c)

c)

-r

=.

dati,

:

B

tgB'

.
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173. Dad in

a V 1 cosatg =
2 1+ cosa

punema in loca de cosa valarea data de prima din equatiu-
nile (8), avemil :

a /1 cotB cotC sinB sinC cosB cosC

ug 2 V 1 + cotB cotC V sinB sinC + cosB cosC

cos (B + C)
cos (B C)

§i fiind-ca * 27

cos (B +0) = cos (180 °B C)

tg
V cos (1800B C)

2 cos (B C)

174. In fine cele ddua din urma equatiuni (8) daa :

cosB cosecab cosc =
sinB'sinC'

sal

dal :

e. cosB cos0
cosb

cos (900 C),
cosb =

cos (90° B).

Aceste valori puse in

b \I 1 c o sb
bg =

2 1 + cosb

cosB

tg -b-- = cos (900 C) /cos (90° C) cosB
2 cosB V cos (90° C)+cosB

cos (90 ° C)

V

V

/
V

0

V

V
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sat. :

2sin (450+B
2

C) sin (

2cos (45 B C) cos (

tg 450+ B+0)
2

tg (450-1-B C)
'2

asemenea

tg tg 450+ BIC) tg (45° B 2.C)

175. DacA din cele &A din urml equatiuni (8) amil
fi scosil

cos (900B). cosC,
§i

cosB
: cos (90° C)

cosbcosc

§i le-am fi substituitti in * 54

tg (450 )
2

1

1

cos (90? B)B + cos (000B)'

tg (45°
1 cos (900C)

2 V 1 + cos (900C)

am fi avutt, dup6 diferite transformtiri, analóge cu altele pre
call le-am mai Opal deja :

tg (45° .11).VtgC-12-c tgC-2

tg (45°1 .13+b
9 2 5 2

-
°+ -;

b
tg -i------\/ (-

-V----

/

c,

V
-=--

'

450+B-r)

45° +BIC)'

--1/

=
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§i fAcencM inversa,

cot (450---) 5°+-11)---=±V cot C+2 c cot C 2 c ,

B+h B b
cot (450-0 = tg cot

2 2

FORME RELATIVE LA TRIUNGRIERILE RECTILATERALI

176. Huh triunghih sferich se numesce rectilateralit când
una din laturile sale, a, este de 900.

Formalele relative la triunghiurile rectilaterale le vom
deduce, ca §i pe cele pentru triunghiurile drept-unghe, din for-
mulele generale (1), (2), (3), (4), flcAndt a = 90 °; atunci
cosa = 0, sina = 1, cota = 0, §i acele equatiuni devind :

cosA = cosB cosO, (1)

sinB = sink sinb, 1

sinC = sink sinc ,

tgC tgA cosb,

tgB = tgA cosc,

tgB = sinC tgb,

tge = sinB tgc,

cosA cotb cotc, 1

cosb = cosB sinc, i (4)

cosc=cosCsinb.

177. .gd, o met6d6, mnemonid comod 5. pentru a tine
minte aceste formule. Scriemh pe figud, 900 C in loch de
C , 900B in loch de B, §i 180° A in loch de A. Atunci,

(2)

(3)

C cot+\/

J

=
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voindt a stabili o relatiune intre trei elemente consecutive ale
triungbiului (laturea a nu se socotesce), vom av6 cosinusulit
dementului de la mijloci egalü cu produsulit cotangen-

(Fig. 59) telorit elementeloril de la margini;
eret clued cele trei elemente nu sunt
consecutive, cosinusulil elementului

6 separeti va h egala cu produsulii
.14A 9j-It

sinuselortl celor-alte clóue (Fig. 59).
Fie, spre esemplu, a se gasi o re-

latiune intre elementele C, b,c. Aceste elemente , nefiind con-

secutive, cad c este separatt de cele-alte Mut prin unghiult
A, avemt

cosc = sin (900 C) sinb = sinb cosC,

care este a treia din (4).
S6 se gas6sca, o relatiune intre A, B, C. Aceste elemente

nu sant consecutive ; deci

cos (180° A.) = sin (900 B) sin (900 C),

sau

cosA = cosB cosC,

care este equatia (1).
Se gasimt in fine , o relatiune intre B, C, b, cari sunt

consecutive ; avemt, dupt regula data :

cos (90° C) = cot (90° B) cotb,

sau

sinC = tgB cotb,

ori

tgB = sinC tgb,

a treia din formulele (3).

9dc

:
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FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITIII CARI DIU
UNGHIURILE IN IMMUNE DE LATURI.

178. Din cele patru sistqme de formule ce am
gasitA la 159, 160, 161, 162, numai formulele (2)*
160 sunt calculabile prin logaritmi ; trebue se trans-
formämt i pe cele-alte ast-fel ca s se pOtg, §i ele
calcuta prin logaritmi.

Formulele (1)* 159 pota se ne dea unghiurile
in functinne de laturi ; aa cea d'antgig din ele dg

cosA
cosa cosb cosc

sinb sine '

insg ac6stg espresiune nu este calculabilg prin loga-
ritmi.

Vom pune acósta vabire in equatiunile

. A 1 cosA A cosA+
2

8111 = 1
Cos

V
2 2 2

si vom avea :

. A
sin

2

cosa cosb cosc

sinb sinc
2

Vsinb sinc-4-cosb cosccosa

cos (bc) cosa
2 sinb sinc

2 sinb sinc

. a -1-b c
si n

. a b+c
sin

2 2

sinb sine

==.

:

/
V

1

V
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A
cos

cosa cosb cosc
sinb sine

2

cosacosb cosc + sinb sine
2 sinb sine

l cosa cos (b = c)

2 sinb sine

Punemll

a -1-b ±c .
8111

b±c --a
sin

2 2

sinb sine

a d-b c ------ 2 p;

sca48ndi1 succesivil din ambit membri ai acestei equa-
tiuni 2 a, 2 b, 2 c, §i divisanda cu 2, avem inca :

b c a_p a,a+cb , a +b cpu, p c.
2 2 2

Substituindq aceste valori in equatiunile la cari
am ajunst mai sum), avernt :

A (p b) sin (p c)
sln

2 sinb sine

A sinp sin (p a)cos--
2 V sinb sine

Operand') in acelagi mod') asupra celei de a
china §i a treia equatiuni (1) *, 159 vom obtine alte
(160 perechi de formule ; in totulti bra avemt cols
dOu6 sisteme urmatórie :

sin

=
2

V
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. A
sin

2

. B
sin

2

. C
sin

2

s n (p b) sin (p c)

sinb sinc

sin (p a) sin (p c)
sina sinc

s n (p a) sin (p b)
sina sinb

A sinp sin (p a)
cos

sinb sin c

B sinp sin (p b)
cos

sin a sinc

C skip sin (p c)
cos

sina sinb

(1)

(2)

Divisandt respectivii equatiunlle (1) prin (2) §i
fAc6ndi1 reducerile, obtinemii o nOu6 serie do formule :

tg sin (p b) sin (p c)

2V sinp sin (p a)

(3)
2 sinp sin (p b)

tg sin (p a) sin (pb)
sin p sin (p c)

Aceste trei sisteme de equatiuni ne dali shm-
cosinusultt §i tangenta semiunghiurilora triun-

ghiului in functiune de laturi.
24,431 16

sulg,

/
V

/

V

/
2 V

2 \

2 V

A /

tg B sin (p a) sin (pc)
V

C

2V
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La tOte radicalele trebue sa se ia semnult
caci jumnatile unghiuriloril A, B, C sunt mai mid
de 900, i prin urmare liniile lora trigonometrice
sunt positive.

Ca mediu practia de a memora aceste formule,
vom observa ea factoriT de sub radicale sunt identici
cu cei de sub radicalele din formulele (4), (5), (6),
de la § 106, cu singura difereuta c ii s'a pusa
inainte la A-care .cuv8ntu1a sin.

FORMULE CALCULABILE FEIN LOGARITMI CARI PAU
LATURILE IN FUNCTIUNE DE UNGRIURI

179. Punema

A+B+C-180° = E.
Cantitatea EI egath, cu Were* intro suma un-

ghiurilora triunghiului i 180' se numesce escesii
sfericii, i are mare important& in trigonometriA
sferica.

Considiramt triunghiula polara A"B"C" al triun-
ghiului data ABC. Unghiurile acelui triunghia po-
lara vor V157:

A'= 1E0 a, B' = 180° b, C'= 180° c,
Or& laturile lui,

180°A, b'== 180°B, = 180° C;
fac6nda suma acestort trei din urma egalitati §i in-

+,
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semnandt cu 2p" perimetrula - - triunghiu-
lui polaru A"B"C', vom aye :

---360°(A+B+C-180°);
impArtindu cu 2 0 observandn

A+B±C-1800=

p' =180°

prin urmare

=1800 -2- (1800A)=A--,

p' b' 1800(1800B)=B

p" = 1800i--(1800C)=CE.
AplicAndfi triunghiului polarti formulele (1), (2),

avennl :

\/ sin (13' 6) sin (p' c')

2 sinb" sine

sinp' sin (p" a")

2 V sinb sine'

§i Panda in loca de A', p' , p" d, p" b' , p' , ,

b', , valorile date mai susa, vom aye:

a(900--sin 2) =
sid c62-) sin (C

sin (1800B) sin (1800 C)

al

a"--1-b'H-d=2T'

-----

. A'
V

d

GO

p'

d

sin

cosA"

d

(3 -;)
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a(9002cos

sau

a
COS =--

2

sin (180°--2-6) sin (A --2-8)

sin (180° B) sin (180° C)

sin
Isin (C-1

2 2

sinB sinC

sin (A --8)
2 . 2

sinB sinC

OperAudi1 totil asemenea i asupra cethr-alte dip
equatiunile (1) §i (2), am gasi i espresiunea lui

b b c c
cos 2' sin 2' cos 2' sin 2. Ecit formulele la cari a-

jungemti

sin
2

n
2

sinB sinC

6
2 sin (13 15-)

. b 2
Sill ---,---

2 V sinA sinC

Sill -C-
2

sin
2

sin (C
2

sinA sinB

(4)

Sin

-

E

sin

a
sin -2 =

sin )

V

)

\ .
V
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a s n (B
2

--8) sin (C-1
cos-

2 sinB sinC
,

b
cos

2

c
cos

2

sin (A ,- i,4- sn (C --iE E

/
sinA sinC

sin (A i) sin (B .-D

,
sinA sinB

ImpArtindt respectivt formulele (4) prin
gAsimi1 ind :

tg -6:-
2

sin--2E sin (A_i_)

sin (Bi-) sin (C i)

sin 782- sin (Bi)sin(A i-) sin (Ci)

sin f sin (C---80

sin (A i--) sin (3 --i-)

In t6te aceste formate, radicalele trebue luate

(5)

(5),

(6 )

a b ctot cu semnul +, cAci arcurile
2,

sunt tOte mai _mid

de cat 900.

-,
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FORMULELE LUI DELAMBRE.

180. Dacti in

.A B, .B A
8112 11 COS 8111 cos

2 2 2

inlocuimil pe B, cosA, cos
B cu valorile lofll

2 2 2 2

date prin formulele (1) §i (2) avema ;

. A±B
sin

2

snipsin 2 (p b) sin (p c)

sinasinbsin 2 C

sinp sin 2 (p a) sin (p c)

sinasinbsin 2 c

sin (p b)V sinp sin (pc) sin (p a)\1 ship sin (pc)
sine Shia sinb sine sina sinb

sin (p a) I sin (p b) sinp sin (p e)
sine V sina sinb

InsA

sin (p a)Fsin (p b)=2 sin 2-29 a bcos19 b -23(
2 2

2 sin cos
a b

2 2

csine = 2 sin cos
c,
22;

..
n

a)

c=
'

A +
2 2

V

V
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sau

dup6 (2),

sinp sin (p c) cos
sina sinb

Pun'endti bite aceste valori in equatiunea de sun

simplificandil fracfia en facto/11M 2 sin c remAne :
2'

a b
COS

. A +B 2 C
sin Cos

22 cos-2

. A + B a bm--
2 2

Cm m-
2 2

Dad tot ast-fel in

sin
A B sin A

cos B sin
B

cos A,
2 2 2 2 2

A +B A B A B
COS cos m

2 2 2

AB A B,,A.Bcos m + m
2 2 2 2 2

A B
sin, Acos, B

inlocuinn1 pe sin --, cos en valorile loril
2 2 2 2

date prin (1) §i (2), §i facenitt aee1ea0 transfornfari

VI

,

Cos-

pi

.
C

pi

--
___.

6

.
8111 BID
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ca §i mai susti, gashing inca trei equatiuni. In totulti
dar avema aceste patru formula :

.
sin

A-1-B a b
cos

2 2
-=

COS COS
2 2

. A B a b
sin sin

2 2

cos sin
2 2

A -I- B a + b
COS COS

2 2

. G
sin cos

2 2

A B
sin

b
cos

2 2

. C
sin

2
siCn

9

(7)

(7)

Aceste formule esprima relatiuni intro atelase
elementele triunghiului. Ele ati fosta descoperite de
Delambre, din care causg, §i 'Arta numele lui.

Ecl cum so pota memora aceste formule: dad,
unghiurile sunt puse in primula membru i laturile
in al doilea, precum sunt in tabelula (7), observgma:
10 cg, in primula membru la num6rAtora §i la numi-
tora se at% dOu6 1461 trigonometrice di ferite, pe and

-

,

o
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in membrulg al doilea ambiI termeni ai fractiunif
coprindu linil trigonometrice asemeni; 20 and la nu-
m6rAtorg in ung membru se afla ung sinusg, la nu-
m6dtoru1g membrului celui-alt se afla semnuhl ;
dad la celg d'antait se allg ung cosinusil , cel-alt
coprinde semnulg .

ANALOGILE LIJI NAPIER.

181. Divishdg membru cu membru pe antaia
din relatiunile (7) cu a treia, pe a Ulla cu a patra, pe
a patra cu a treia, §i in fine pe a delua ea antaia,
obtinemil urmAtOrea serie de patru formule, descope-
rite de Napier, din cari fie care coprinde ate cinci
elemente ale triunghiului

tg A ± B a b
COS

2 2

cot
C

cos
a±b

2 2

tg A B
sin

a b

2 2-

C .
sin

a+b'cot --
2 2

4
.g.

a+ b A B
COS

2

c A+B'tg 7 cos

(8)

:

2

cos
2 2
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a btg 81.11A
2B

2

tg sinA±
j

ESPRESIUNI DIVERSE ALE ESCESULITI SFERICt.

(8)

182. Suprafata unui triunghill sfericil fiind o
functiune a escesului sü sfericil dup6 cum vom vede

indatO *, 220 este importanta a av6 mijhice prin
cari se putemt determina directil acestil escesil

Irninultindti membru cu membru equatiunile (6)*
b

tg179 cari dau pe tg e± §i in functiune de unghiuri,
2

avemil :

sin
2

sin2-2-8 sin (A sin

sin (A sin (B sin2(0-i)

sin
2

8
sin (C

2
8 ) sine cos sin -2- coso

§i divisêndil susll i jost \cu sin
2

22

tg cj-tg-11=
2 2

) (B

6

1

2

sferind.
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de unde

a btg 2tg2= 1

sinC cos 2 cosC

COt COt -b COS°
8 2 2 (9)cot
2 sinC

equatiune care d5, esprOsiunea escesuhli sferict in frinc-
thine de MO laturi ale triunghiului §i de unghiuhl
coprinsti intre ele.

183. Din

A+B+C-1800,--= e
deducemA :

A+B C E
2 2

Punênd ac6st g. valóre in prima din formulele mi
Delambre, avenA :

C ab
cos cos

2 2

C c
COS - COS

2

de aci, dup6 proprietAtile proportiilort,

CE C a b c
cos

2
COS

2
--i C°S COSI

=_-
CE C a b +cos-i'

cos s+o 2
2

COS
2

90°

,

-.

'
2
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sat * 47, 48 :

20 E 8 ca±b c+ab
2sin sin

4
2sin sin

4 4 4

orl

20-8 6 ca+b c+ab'
2cos cos 2cos COS-

4 4 4 4

20-8 E pa pb
tg tg tg tg . (a)

In a treia din formulele lui Delambre inlocuimt

asemenea Pe prin 900 , 1 avem :

C-16 a-Fb
S111 COS

2 2

sin COS
2 2

de aci

CE 0 a+b c
sin

2
sin

2 2
cos cos

0-6 C a+b c'
sin +sin cos

2 2 9 2

sat :

E 20-8 a +b+ c a Pb c
2sin cos 2sin sin

4 4 4

20-6 8 a+b+c a±bc'
2sin cos 2cos cos

4 4 4 4

-2

1-COS

4-

"ri+B . 0

0 a ;
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din care

tg p pc
2CE tg

tg

Inmultinda ac6sta equatiune cu (a)

2 .2)2 p atgp-9-btgp-2-c,

estragOndu ild6cina patrata.

tg
p pa pb pc

g.Ttg tg tg

(b)

Acesta, formula, descoperita de Simon Lhuillier
din Geneva, da escesulil sfericd in functiune -de cele

trei laturi ale triunghiului.

RAN CERCULUI CIRCUMSCRISt.

184. Fie triunghiulti sfericti ABC ; unimii poluld 0 al
(Fig, 60). cercului circumscrisil cu verfurile triunghiu-

C lui prin arce de cercti mare, §i ducemt inert
arculti OD perpendiculara pe laturea b.

Distantele polare OA, OB, 00 find egale,
avemti : (Fig. 60).

B OAB = OBA, OBC = OCB, OCA = OAC.

Punemil :

0: = OAB = OBA, 19= OBC = OCA, y = OCA OAC.

--4-

2 2

§i

g

2 2

=

                     



254 . CUBS DE TRIGONOMETRIE

Dup6 figura.

19=-B, (a)

161+ c,

Adunandil aceste egalitati i divisOnda cu 2, obtinema

A

a±
-1-13±C 180°+8 _900±1.8, (b)11+y 2 2

Din adsta egalitato sckiendt pe randa egalitatile (a),

a=90° p

,8=9 0 (A --yE), (c)

y = 900 (13
z

Acum triunghiulfi dreptunghia ADO (II, dupa a ddua
din --formulele, (7) * 165 :

tg AD = tg AO cosy.

Pun6nda AO = R, raga cautata a cercului circumscrisa,
substituindil Ia locii de y valOrea sa data prin (c), i obser-

vândü
binca ca AD = . ADC este isoscela, avenili :

sau

tg = tg 11 sin (B

tg R
tg

2

sin (a 17
2

a+

=72-'

),

y = A, 1

b
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formula care ao., ray, cercului circumscrish in functiune de o
lature Ore-care, de unghiult. opush §i de escesulli sferich.

Daca in (1) inlocuiint pe tg b prin valOrea sa data de
2

equatiunile (6) *, 169 averna

sau

tg R =

tg R =

sin
2

sin ( B
2

sin ( A sin 2(B
2 2

sin( C 6
2-7)

sin -8
2

sin (A i)sin 1B -Dsin (C -- )
care da ra0a cercului circumscrish in functiune de unghiuri.

RADA. CERCULTH INSCRISt.

polulti cercului inscrish la triunghiul ABC.
Arcurile de cerch mare AO, BO, CO, im-
parth unghiurile A, B,-C, in cate (bug parti
egale , §i din egalitatea triunghiuriloril
BOF cu BOD, AOF cu AOE, COE cu COD,
resulth : (Fig. 61).

BF = BD, AF AE, CE = CD ;

a+b+c=2BD+2 00+2 AE,

p. BD-I-DC-FAB --= a± AE,

185. Fie 0
(Fig. 61).

a§a-dera

sau

D

=

.
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de unde

A E =p a.

Triunghiulti dreptuoghlli AOE da, dup6 a treia din for-
mulele (7) * 165

s6a

sin AE = cot OAE tg OE.

Insemnandii cu r arculD OE, yap cautata a cercului
.

§1
A

punendA in loct de AE OAE valorile p a

sin (p a)
2

tgr,

Atgtgr sin (p a).

Substituindt in loculg lui tg
2

val6rea sa data prin equa-

tiunile (3) * 178 §i reduanda,

tgr V sin (p a) sin (pb) sin (p c)
. . (3)

sinp

Ac6sta, equatiune da ra4a cercului inscrisil la triunghiti
in functiune de laturile lui.

RApELE CERCURILORII EXINSCRISE

186. Fie triunghiulti ABC. Se scie ca pentru a construi
cercult exinscrisü la o lature 6re-care a, se dual arcurile BO
§i CO, bisectrite ale unghiurilord esteriCre OBF §I BCE, §i.
punctulO loll de intersectie 0 este polult cercului exinscrisO
la laturea a. Ra0 acestui cerd se gasesce duOndil arcele

inscrisil,

. A=
al si
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OF, OD, OE, respectivil perpendiculare pe cele trei laturi ale
triungbiului (fig. 62).

(Fig. 62) Triunghiurile egale BDO i BFO daft:

BD =BF ;

asemenea DCO i CEO fiindfi egale,
avemt :

prin urmare

CD = CE ;

AF=AB+BD,

AE = AC + CD,

adunandt,

AF + AE = AB + AC ± BC= 2p,

§i fiind-cl AF =AE din egalitatea triungliurilorfi AFO §i AEO,

AFn.
Triunghiult dreptunghin AFO (14 :

sinAF = cotFAO tgFO;

pun6ndt in loci de AF valbrea sa p, insemnândli pe FO cu a,
racla cercului exinscristi la laturea a, §i observandA c6, din

causa egalitatil triunghiurilort AFO §i AEO ungbiuln FAO = A
2'

avemn :

sati

A
sinp = cot tga,

Atga = tg sinp ;

inlocuindli
A

pe tg cu valbrea sa data de equatiile (3) * 178 §i

flcthida reducerile,

24,431 17

,

A
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tga sin p sin (p b) sin (p c).

sin (p a)

Asemenea vom ails, §i :

tgfi
sinp sin (p a) sin (p c)

=--
sin (p b) t

tgy
=Vsin p sin (p a) sin (p b)

sin (p c)

(4)

I

                     



CAPITOLULCJ II

RESOLUTIUNEA TRIUNG-HIURILORt SFERICE

187. Mai nainte de a intra in resolutiunea tri-
unghiurilora sferice, vom reaminti urm6tOre1e dOu6 te-
oreme, fOrte importante din geomotrie.

Pentru ca en trei laturi date se fie posibila a
se construi un trinnghitt sferict, este necesariA §i de
ajunst. : 1° ca fie-care din laturile date se fie mai
mica de cat suma celor-alte d6u6 ; 2° ca suma color
trei laturi se fie mai mica de cat o circumferenta de
cercti mare.

Pentru ea cu trei unghiuri date se fie posibila
a se construi un triunghiill sfericti, este necesariA §i
de ajunsu : ea suma unghiurilora date se fie mai
mare de cat (WO unghiuri drepte §i mai mica de
cat §ase ; 2° ea celtt mai midi dintre ele, märittl cu
dOu6 unghiuri drepte , se devina mai mare de cat

suma celor-alte d6u6.
17*

1°
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Trebue s& observImg asemenea cá, dad und
unghid sau o lature a triunghiului sfericd sunt date
prin cosinusuld, tangenta sau cotangenta lord, ele
aunt pe cleplin determinate, cki valOrea lord fiind
coprins& intre 00 i 1800*, 156 semnuld liniei lord
trigonometrice ne va 1r6ta dac& sunt mai mici sau
mai mari de 90°. Dm& ins& unghiuld sau laturea
sunt date prin sinusuld lord, ele nu mai sunt cu

totuld determinate, caci la o acea0 valdre positiv& a
sinusului corespundd d6u6 arcuri, suplementare unuld
altuia.

Pe de aft& parte, dm& und unghid sau o la-
ture vord -fi date prin und cosinust, o tangent& sau
o cotangent& negativk va trebui se luamit nu chiar
unghiuld Nati laturea data de table, ci suplimentuhi
lord, caci numai arcurile coprinse intro 900 §i 180°
au acele linil trigonometrice negative.

RESOLUTIUNEA. TRII1NGHIURILORt DREPTIINGHIE

188. Se scie c und triunghit sfericd pOte se

Mb& §i dela unghiuri drepte, §i chiar trei. Ins& in
casuld cold d'antaid se scie c& cele d6u6 laturi cari
se opund la unghiurile drepte sunt fie care de ate
90°, dr& a treia lature este egall Cu unghiuld opusd.
In casuld al doilea, cate trele laturile aunt de ate
90°. Prin urmare, aceste dOu6 casuri nedAndd locd
la nici o problemk ne vom ocupa numai de reso-
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lutiunea triunghtiurilorg ce au nuynati unit unghia
dreptil.

Acésta resolutiune presinta §ase casuri : 10 and
se dau cele cl6u6 laturi ale unghiului drept6 ; o

lature a unghinlui drept6 i hipotenusa; 3° o lature
a unghiului dreptt §i unghiulti Oat adjancent;
o lature a unghiului dreptu §i unghiul6 oblicil opus6;

O hipotenusa si un6 unghi6 oblic6; 6° cele MI6 un-
ghiuri oblice.

189. Casulu I. Dandu-se laturde b i c, se se
resolve triunghiulii.

Se cere a, B, C.
Hipotenusa se va calcula prin formula (5)* 163.

cosa cosb cosc.

Unghiurile B §i C sunt date prin cele d6u6 din
urmA din formulele (7),165 din cari sc6tem6.

tgb tgc
tgB = sine' tgC sinb'

Dna hipotenusa a nu este bine determinata prin
cosinusult s6u, vom calcula mai antait pe B, §i apoi
a va fi datil prin a d6ua furmu15, (7)*165:

tgc
tga==

cosB'

Triunghiul6 are tot-d'a-una o soltrtiune.
190. Casulu IL Dándu-se hipotenusa a 0, la-

turea b, se se resolve triunghiuta.

2°

4°

=
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Se mita, c, B, C. Le vom gasi prin (5)**163,
prima din (6)** 164 §i prima din (7)*** 165, earl
dau :

cosa sinb tgb
sinB cosu= tga. (a)

cosb' sina,

Insa fiind-ca aceste formule dau elementele ne-
cunoscute prin sinusult sau cosinusult lort, cari nu
le determink on destula precisiune in unele casuri,
este mai bine a intrebuinta formulele urmatóre,
site la 168, 170 §i 171, cari ne dau acele elemente
prin .tangenta lorn :

ctg t t
9

,
2 2

tg (450-1-1-2)

C (a b).
2 V sin (a+b)

Aceste formule stint 0 mai comode, aci nu cern

a+b ab
de cat dutarea a patru logaritmi tg bg 7

sin (csb), sin (a+b), pentru calculult catorn trele ele-
mentele.

gA-

---
a -1--b a b

/sin

COM =

V

2

:
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Pentru ca problema se fie posibill, formulele
(a) ne areta ca trebue s avemti:

sinb< sina,

atunci vom aye asemenea :

cow< cosb, tgb<tga,

vom aye pentru sin B, cosc, cosC valori reale.
Ins pentru ca sinb se fie mai mica de at sina, daa
.a<90°, trebue se overall: b <a, sou b>180°a;
era daa a> 90°, b>a sau : b<180° a. Mild
a=--- 90°, sina =1 , i in aoestil cast avemti tot-d'a-
una : sinb <sina. Daa aceste conditiuni sunta im-
plinite, problema are o singura solutiune, de 0 un-
ghiuld B este data prin sinusula s6u, ad formula

sinb,
sinB = .

sina

ne areta B i b sant amendoi de o data inferiori
sau superiori lui 90°, caci sinB §i siab crescil kit
se mic§orela impreuna. Tot prin acésta observatie
vom putó alege pe care din semnele+ sou trebue

se lu'amu in formula care da, pe tg (45°+B) and
2

intrebuintamtt a della sistema de formule.
19L Casulu III. Ddndu-se laturea b i un-

ghluld C, se se resolve triunghiuld.
Trebue a se gasesca a, c, B, Pentru acesta in-

§i

ca
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trebuintSmt &ma din formukle (8) *. 166 prima §i a
patra din (7)** : 165

tgb
cosB = cosb sinC, tga cos°, tgc = sinb tgC.

Dac unghiulü B nu e bine determinatn prin
cosinusia s6u, calcullmt mai intait pe a sau c,
pe nrma B va fi datA prin ver mla din forminele
urmatOre :

cotB = cosa tgC, cotB sinc cotb.

Triunghiula are tat-d'a-una o singurs solutiune.
192. Casulu IV. Se se resolve unit' triunghig

dreptunghifi eunosdnclit laturea b §1 unghiulit o-
pusii B.

Necunoscutele aunt a, c, C. Vom intrebuinta pri-
ma din formulele (6)*. 164 a treia din (7)**165 §i
a doua din (8)***166:

sinb tgb cosB
Shia = 8111C (a)

sin13, sinC-- cosi?'

sau mai bine formulele urmatOre, aflate 1a 169, 172
175 :

2

tg

tg
2

tg (450-i-c V sin (B +b)
2 sin (B 1))

(b)

,

-1-Bb
tg (450+ = ±

2 B b

= +

a

pi

pi
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tg (450 --1---C ) = + \/eot B + b B b
(b)

2

1 9 3. Discutiune. Ori-care din aceste (160 sis-

tome de formula am intrebuinta, pentru fie-care ne-
cunoscuta vom psi caste d6u6 valori suplementare,
caci primula sistema ne (la necunoscutele prin sinu-
surile lora,* 187, &A eel de al doilea coprinde ra-
dicale cu semnula duplu. Se vedema darn pe cari
din valorile date de aceste equatiuni trebue se le
luamti impreuna.

10 Daca b = B, prima sistema (la :

0 prin urmare

sina= sinc =sinC= 1,

a = c = C = 900.

In acesta casa tiara triunghiula este bidrept-
unghia.

20. Daca b < 900, cosb, tgb sunt positive ; 0
fiind-ca c §i C sunt mai mici de cat 1/300, adeca

sinc i sinC sunt positive, vedema dupe formulele
(a), ca §i tgB §i cosB sunt positive, adeca B < 90°.
Pe langa acestea, aceleag formule ne aratn a b<B,
caci alt-fehl sina, sine, sinC n'ar avó valori reale.
Se presupunema a aceste conditiuni Bunt implinite
MO. Formula

cosa = cosb cosc

tot . !-9-
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ne arath cg, cosb fiindt positivt, cosa §i cosc at
tot-d'a-una acela§t semnt, §i prin urmare a §i c
stint amêndOu6 de o dath mai mici de 900, sail de
o data mai mari de 900. Equatiunea

tgc --- sinb tgC

ne arath asemenea c5, c §i C sunt éritti1 amênthiu6

mai mici sail anAndOu6 mai mari de 900. Prin ur-
mare, dac g. insemnAmt cu a', d , C' valorile mai mici
de 900 pe cari ni le dat tablele pentru a, c, C,
solutiile problemei vor fi

a= a', c = c', 0=0',
sail

a---1800a', c=1800c", C---1800-0".
3°. Dad b> 900, formulele (a) ne arath a pen-

tru ca a, c, C se fie reale §i mai midi de 1800,
trebte ce avemt inca B>900, tiii b>B. Dad, ace-
ste conditil vor fi implinite, in equatiunea

cosa ----- cosb cosc

cosb fiindt negativt, trebue ca cosa §i cosc se fie
de semne contrarie, adeca a §i c se fie unult supe-
riorti §i altult inferiort lui 900 De alth parte
formula

tgc = sinb tgC,

in care sinb este positivt, arata a tgc §i tgC sunt
de acelakol semnt, i prjn urniare c §i 0 aunt in
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acela0 timpil inferiori sail in acela§il limp superi-
ori lui 180°. Insemnandil hal (Hag cu c", va-
lorile mai mici de 900 pe cari le dail tablele pentru
a, c, C, solutiile problemei vor fi :

a=a", c=180°d, 0= 180°-0"
sail

a=-180°a", c=c", 0=0".
Tabeluli1 urmatoril coprinde in resumatii t6te

aceste discutiuni.

b=B 1 solutiune
(triunghit bidreptunghifi);

IB>90° 0 solutil;

B <90°, b>B . . 0 solutii;

1 a=ct,', i a=180°ce,
B<90 °, b<B; 2 solutil c =0' c= 180° c',

j C=C' 0=180°C';
B<90° 0 soluti1;

B>90°, b <B . . . 0 solutii;

a=a i a=180°ce,
B>90 °, b>B, 2 solutiY c =180° c', c= c',

j 0=180°C', 0=0'.

194. Casul V. Se cid hipotenusa a i unghiuta
oblici B, 0, se cere a se resolva triunghiuM

Necunoscutele b, c, C le calculamq prin formu-
lele (6) 164, (7) 165, (8) 166 :

.

1

b <900

1

. . . . . .

b> 90°
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cot B
sinb = sina sinB, tgc tga cosB, tgC=--

Dad laturea b nu este bine determinata prin
sinusula s6u, vom calcula mai intait pe c sat pe C,

apoi vom av6 pe b prin

tgb = sine tgB, tgb tga cosC.

Problema are tot-d'a-una o solutiune unica.
195. Casta VI. Ddndu-se unghiurile oblice B

C, sel se resolve triunghiultl.
Se mita a, b, c, pre cari le putema avO prin

formulele :

cosB cosC
cosa = cotB cotC, cosb sinC'

cosc
sinB'

sat mai bine prin cele urmatóre, gasite la 173 §i
174, cari daa laturile prin tangentele lora :

tg
cos (180°BC)

cos (B C)

b _\Itg (B-1-0 _450) (B 04i50),
2 V 2 V 2

tg-1.0g (B ± _450) tg B+450).
2 2 2

Prima formula din a dOua sistema ne aratA a,
pentru ca problema sa fie posibill, trebue ca :
suma B+ C se fie mai mare de 90° i mai mica
de 270°; 2° diferenta BC se fie mai mare de

=V

10

pi

51

a
2

)v
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900 0 mai mica de + 90°. In aceste conditiuni,
cos {180° (B +-C)} §i cos (B C) ati valori positive,

a
tg0 prin urmare vomA obtine pentru o Talóre ro-

b c
aln. Tot asemenea valorile lui tg -, tg vor fi re-

ale. Problema are darn o singurn solutinne.

ESSEMPLE

Casulit I
Date

b=69°31'17',3,
c = 101° 10"28",2,

Formule Necunoscute

tgb
tgB . ,Mc

tgc
tge sinb '

tgc
tga .---

cosB '

Calcululti lui ,13.

log tgb = 0,4289162

log sinc= 0,0134278

B = 7008'38",92,

0 = 103018'56",87,

a --- 94054"11"23.

log tgB= 0,4423440

B= 7008'38",92

.
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Calcululti lui C.

logtg (180° c) = 0,5976262

log sinb = 0,0282102
log tg (180° C) = 0,6258364

0=103°18"56",87.

Calcululil lui a.

log tg (180° c) =0,5976262

log cosB = 0,4689620
logtg (180°a)=1,0665882

a= 94°54"11',23

CasulP,'

Date

a = 68°16'23",4 ;

b = 53° 21' 34" ,6.

Formule

tg V/tg a b a btg
2 2 2

tg(450-1-)=

a+ b
2

tg a b
2

sin (a b)

sin (a ± b).

Necunoscute

c= 51°39'56%24 ;

B=59°44"25",28 ;

C = 57 °36'20",92 ;

H.

,

C

2 V
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Calculuill liii c.

a+b
log tg = 0,2529847

log tga;b =1,1169312

2logtg
2

= 1,3699159

c
log tq= 1,6849580

c=51°39"56",24.

Calcululii luY B.

log tg
a+b

= 0 2529847
,2

log tg
b

= 0,8830688

2log tg (45°H-0

log tg (450+1)

------ 1,1360535

= 0,5680268

74°52"12",64

B = 59°44'25"28.

c

B
45°-1-Ti=
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Calcululit lui C.

log sin (a b)=I,4105830
logsin (a +b)= 0,0698591

C
2log tg-2..1,4804421

C
log tg=i,7402211

C = 57°36'20",92

Casula
Date Formula Necunoscute

b = 65°10'29" ,3 ; cosB = cosbsinC, B=73°28"46",79,

0=42°37'52",,5. tgb a = 71°12"14",99,
tga cosC' c==39°52"42",12.

tgc = sinb tge.

CalculuM lui B.

log cosb =1,6230954

log sinC= 1,8307664.

logcosB =1,4538619

B=73°28'46",79

Calcululd lui a.

log tgb = 0,3347957

logcos0=0,1332828
log tga = 0,4680785

a= 710 4'14",99

Calcululd lui c.

log sinb=7-7: 1,9578911

log tgC = 1,9640494

log tgc =19219405
c= 39°52' 42" .12

.

III.
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Casulii IV.

Date

b = 56°3813°,2 ;

B = 74°50'217',4.

Formule

tg (450-4=

(450+c) /sin
-V sin

(B+b)
2 (3 b)'

tg (45° -1-1 =+ Oot B+b cot B b
2/ 2 2

Necunoscute

la solutie 26 solutie

a'=59°55"7",84, c(--=12004"52",16;

6=21°17"53",06, c" 155°42'6",94;

C'= 28°23"37",90; C"---.151°36'22",10.

24,431 18

t B
g

2

tg
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CalculuM lui a.

logtg
B-I-b

2
0,3461053

Bblog tg =0,7953323
2

2logtg (450+0 = 1,1414376

log tg (450+) =0,5707188

a
450+-2 = 74°57"33",92.

a'=59°55"7",84 ; a"=1204"52",16

Calcululii luY c.

log sin (B+b) =1,8746096

logsin (B b) =0,5053077

2logtg (45°-q) ----- 0,3799173

log tg (450-4 =0,1899587

45°-÷57°8'56",53

c' =24°17'53" 06; c''.155°42'6",91
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Calculula lui C.

Bd-b
log cot 1,6538917

log cot
B-2 b

0,7953323

21og tg (450-1 = 0,4492270
2

log tg(4.5° )=0,2246135
2

59011'48",95
2

C'=28°23'37',90; C''=151°36'22"10

Casulit V.
Date Formule

a= 108°37'12",4 ; sinb= sinasinB,
B=49°32'43",3. tgc = tga cosB,

cotB
tge =

cosa.
Necurloseute

b =16° 8'40",51 ;
62°33'30",15;

o 69°28'19",03.
Calcululti lui b.

log sina=1,9766509

logsinB=1,8813389
log sinb =1,8579898

b= 46°8' 40" ,51

Calcululii lui c

logtga =0,4724629

log cosB =1,8121415
log tgc = 0,2846044

c 62° 33'30" ,15
18

=

.
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Calcululti lui C.

log cotB =1,9308026

log cosa = 0,4958120

log tge= 0,4266146

0 69028"19",03

Casulg VI.

Date

B 69°25"13",4 ;

0 = 41°48'37%8.

Formule

a I

/
cos (18Q° BC)

tg = ,

v cos (BC)

6

b=Vtg ( 0+0 13-2

-1-

0_1_45o)

2 2

tg c ---xitg IB+C 45°)t5-1k C-2
---r-

B ' 45°)
2 V 2

Necunoscute

a= 65°10"41",12 ;

b=58°10"45'",96 ;

c= 37°14'5",76.

61 2
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Calcululil luY a.

log cos (180°B =1,5588611
log cos (B C) --- 0.0525057

2logtg 6113668
'2

log tgc-----1,805-6831

a = 65"10'44",42.

Calcululti WY b.

logtg
B-1-0 0=1,2728250

log tg (B2 C+45°) =0,2178833

b ,
2logtq-----1,49u7083

logtg- 2=1,7153512

58010'45',96.

C.

log tg
B-1-0

450) =1,27282502

logtg (O B+45°)
2 =1,7821168

c .

1,05494182log tq---

CalculululA lui
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logt4=1,5274709

6= 37014'5",76.

RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORD RECTILATERALI

196. Resolutiunea unui triunghit reetilateralti se p6te
reduce la resolutiunea unui triunghid dreptunghift. In adeviiril,
dad considerdmit triunghiuld polard A'B' C' alti triungdiului

rectilaterald data AB C, uughiuld A'
al triunghiului polard va fi egald cu
1800 a = 900; prin urmare triun-
ghiuld A'B' C' este dreptunghiti, §i-RI
putemd resolva. Cunoscenda elemen-
tele lui A' B' C', vom cun6sce g.i pe

ale lui AB C, cari aunt suplementare
cu ale celui (Fig. 63).

Triunghiurile rectilaterali insd se pad resolva i direct-1i

prin formulele ce am datd*176, §i pre cari le putemti transforma
in acela§ti modd c i pre cele relative la triunghiurile drept-
unghie * 168 175.

Cele §ase casuri ce se potu presinta la resolutiunea triun-
ghiurilord rectilaterali sunt : 10 Cand se dau unghiurile B i C;
2° unghiurile A i B; 30 unghiuld B §i laturea adjacentd c;
4° unghiuld B i laturea opusa b; 5° unghiuld A O. laturea b;
6° laturile b i c.

197. Casul I. Dandu-se unghiurile B i C ale unut
triunghiil rectilateralt1 se se resolve triunghiulg.

Acestd cast se p6te reduce la tasulti I al resolutiunei
triunghiurilord dreptunghie; se p6te ins resolva §i directii
prin formulele* 176.

(Fig. 63).

A:

eff 'raga&
c

p
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tgBtgb=--, tgC
cosk = cosB cosC, tgc

sinC smB5

sau calcullmu mai Antaiu laturea b sau c, i pe urmi un-
ghiulfi A prin ver-una din formulele

tgA =
tgC tgB
cosb

tgA
cosc

Esemplu. Date ; B = 64° 38' 4', 2 ; C = 52° 12' 29", 3.
Necunoscute : A = 115°12' 50", 17; b = 69°27'41", 23 ;

c = 54° 58'52', 38.
198. Casulu H. Dcinclu-se unghiurile A §i, B ale unui

triung1itt1 rectilateralg, se se resolve triunghiulil.
A cesth cash, care se p6te reduce la tasult II al reso-

lutiunei triunghiurilort dreptunghie, se pote resolva i directii
prin formulele urmht6re

cosA . sinB tgB
cosC

cosB
, =

sinl
. cosc =

tgA

cari se poth pune sub forma

tg = cotAI B cot ,

A B
tg

tg (45°+ b =
2 tg

A B'

c jsin (A. B)

g V sin (A B)

Esemplu. Date: A = 72°28' 15", 0 ; B = 59° 13'24", 6.
Necunoscute : C = 126° 35' 19", 8 ; c = 122° 1'45", 3 ;

b = 64° 17' 24", 4.
199. Casulu 111. Deindu-se unghiulit B §i, laturea ad-

jacenta c, se se resolve triunghiuta.

,

C B

+

--i

                     



280 CURS DE TRIODNONEETRIE

Sau reducemu probIema la casulti III al resolutiunei tri-
unghiurilorti dreptunghie, sau intrebuintämh formulele

cosb = cosB sine, tgA =
tgB

, tge = sinB tgc.
cosc

Dad voimti se determiamti pre b prin tangenta sa, cal-
culämti mai Antalti pe A sau C, §i apoi pe b prin una din re-
latiunik :

cotb = cosA tgc, cotb = sin C cotB.

Esemplu. Date : B = 430 38' 12", 4 ; c.,--- 58° 14'8", 3.
Necunoscute : b= 37° 58' 33", 03 ; A. = 1180 54' 9", 98 ;

C = 48°6'1", 93.
200. Casulu IV. Demdu-se unghiulil B fi laturea o-

pustt b, se se resolve triunghiulit.
Acdsta se p6te reduce la casulti IV al resolutiunei tri-

unghiurilorti dreptunghie ; insA se p6te tresolva §i prin for-
mulele :

sinB .
sinC

tgB cosb
sinA =

sinb ' tgb ' cosB '

cari se potd transforma in :

C
tg (450-1--V

sin (b + B)
± V sin (b B)

tg (450-1- = ± Vcot
b-2B

cot
b+B

2 2 '

Problema p6te se aib4 d6u6 solutiuni, o solutiune sau

A

.

'me

tg
tg (45° -I- ) b-

                     



RESOLITTIIINEA TRIurrolutauLcatt SPERICE 281

nici una ; solutiile se pott alege prin nisce consideratiuni ana-
loge cu cele de la § 193.

Esemplu. Date : B = 53°18'38", 0 ; b= 740 15' 28", 8.
Necunoscute. Prima solutie: 23° 34' 40", 65; C'.22°

13'45", 59 ; c' = 27° 0' 22", 08.
A d6ua solutie : A"=56025'19", 35; 0"=-157° 46"14", 41;

c" = 152° 59' 37", 92.
201. Casulu V. Deindu-se unghiulil A fi laturea b,

se se resolve triunghiulii.
Putemt aplica resolutiunea casului V de la triunghiurile

dreptunghie, sau formulele :

sinB = sin A sinb, tgC = tgA cosb, tgc --=
cosk

dad voim se avem pe B prin tangenta sa, calculandfi mai
&AAA pe C sat c, vom avd

tgB = sinC tgb, sau : tgB = tgA cosc.

Esemplu. Date : A= 96° 15' 32", 7; b=80° 3' 17", 5.
Necunoscute B =-- 78° 15' 57", 72 ; C = 57° 34'55", 09 ;

c 58°7'37", 54.
202. Casulu VI. Dandu-se laturile b i c, se se re-

solve triunghiula.
Problema se ptte reduce la casult VI al resolutiunei tri-

unghiurilort. dreptunghie, sau se p6te resolva de dreptult prin:

cosb cosc
cosA = cotb cosc, cosB = , cosC =

sinb'

cotb

earl se potti transforma in :

A= cos (b c)
tg

2 Vcos (180° b c)

, btg.-= tg 45°+ tg 45 I ,

§i

2

:
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+
tg (-- 45°+ b 0)tg (-- 45 bc),

Esemplu. Date: b= 78° 13 26", 4 ; 0=63° 29' 53", 8.
Necunoscute : A =95° 57' 59", 8 ; B = 760 49' 3", 88 ;

C = 630 33' 0", 38.

OBSERVARE.

203. Nu numai resolutiunea triunghiurilorti rectilateran
se p6te reduce la resolutiunea triunghiurilorit dreptunghie, ci,
in unele casuri particulare, se pate face asemenea i pentru unti
triunghili 6re-care.

1° Dack triunghiult are dad laturi egale, a §i b, sau
(Fig. 64) MI6 unghiuri egale, A §i B, el este isoscelit ,

prin urmare, ducenda arcult CD perpendicu-
larti pe bash, vom impkrti triunghiula data
in dad triunghiuri dreptunghie egale, §i in
fie-care din acestea vom cun6sce, afark de

B unghiult dreptii, o lature sau unt unghit
data §i ver-unfi altii elementa tota data;

resolvenda unula din aceste triunghiurI dreptunghie, vom cu-
nösce i elementele triunghiului data. (Fig. 64).

2° Dad, printre elementele date se afik dad laturi, a
b, sau d6uk unghiuri, A §i B, suplementare, prelunginda

laturile a §i c -pOna. la intklnirea lora in B', vom forma link
(Fig. 65). al doilea triunghlua, AB'C, care este iso-

melt; cici dad a+b-= 180°, avema
A

asemen ea : a -1- CB'. 180° ; deci b=CB';
örit clack A B = 180° , avema B'=B,
§i C A = 180° ; deci B' = B'A C.
Vom resolve dark triunghiula B'C A des-

1=Vtg
2 2 2

a

B'

8
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facAndulA in ad triunghiuri dreptunghie egale, precum am
4is mai suA, §i din elementele lui Tom deduce pe ale triun-
ghiului data.

RESOLUTIUNEL TRIUNGHIURILORII ORE-CARE.

204. Resolutiunea triunghiurilorn sferice 6re-care
presentn §ase casuri : 10 Mud se dau cele trei laturi;
2° cele trei unghiuri; 30 dOun laturi §i unghiulg co-
prinsg intre ele ; 4° (160 unghiuri i laturea coprinsn
intre ele ; 5° (MO laturi i unghinlg opusg la una
din ele; 6° (160 unghinri i laturea opusn la una
din ele.

Aceste §ase casuri se potg reduce la trei prin
consideratiunea triunghiului polarg. In adevgrt, avOndt,
spre esemplu, a resolva triunghiulg ABC in care sunt
cunoscute laturile a i b i unghiult coprinsg C, in
triunghiult polart A"B"C' voni cun6sce : = 180° a,
B" = 180° b, 6 = 180° C , adeen dOun un-
ghiuri §i laturea coprinsn intro ele. Calculandg ele-
mentele c, A, B ale lui ABC, vom cunOsce §i elemen-
tele = 1800 c, 1800 A , =1800 --B
ale lui C". Vedemg darn ca casultt III i IV se
potti resolva nnulg prin altulg. Asemenea este i pen-
tru casult I cu II, pentru V en VI.

205. Casulu I. Dcindu-se laturile a, b, c, se se
resolve triunghiulit.

Unghiurile A, B, C se calcul64 prin formulele
(1), (2) sau (3) * 178; se prefers insn cele din urmn :

.

b'
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2

\/ sin (p b) sin (p c)

a)sinp sin (p

tg /±.=
V sin (p a) sin (p c)

2 ship sin (p b)

tgl=V sin (p a) sin (p b)

-2 sinp sin (p c)

in cari p a kb -I- c
.

2

Escesultt sfericu se pOte calcula directA prin for-
mula * 183:

tgP tgl) 2 a tg b tgP C.
4 2 2 2

Pentru ca problema se aiba, o solutiune, trebue*
187: 10 ca suma laturilorti se fie mai mica de cat
8600; 20 ca fie care lature se fie mai mica de cat
suma color alte &SA DacA prima conditiune n'ar fi
implinita, sinp ar fi negativt; dacA cea de a d6ua
n'ar fi implinita, §i am aye, spre esemplu, a> b+c,
sin (p a) ar fi negativA, erA sinp, sin (p
sin (p c) ar fi positive. In ambele casuri radicalele

A
coprinOndA cantitAti negative, am aye, pentru tg 2

'
B C

tg -2-, tg -2-, nisce valori imaginare.

206. Casulu 11. Deindu-se unghiurile A,B4O, se
se resolve triunghiulii.

Laturile se pat calcula prin formulele (4), (5)

'

2

tg ,

\ '

V

b),
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sau (6) *179 ; se intrebuinte4g insg de preferintg for-
mulele (6), cari dau laturile prin tangentele lora;

a
tg =

sin + sin (A ÷)
sin (B j-) sin (C

sin-I sin (213 --8-)
2

sin (A sin (C-1'
2 2

Problema are o solutiune unicg dad,: 10 jumeta-
tea escesului sferict 6 este coprind intro 00 0 180 ;
20 dad fie-care unghit este mai mare de cgt jumeta-
tea escesului sferict. Dad una din aceste conditil n'ar

a b c
fi implinitg, am obtine pentru tg tg tg 2 va-

lori imaginare.

207. Casul III. Ddndu-se layurile a §ib
coprinsa C, sd se resolve triunghiula.

Triunghiuhl este tot-d'a-una posibilt. Unghiurile
A 0 B se pott determina prin gntgia §i a d6ua din
analogiele lui Napier *181.

f)'

-,

§i un-
ghiuta

tg 6
2

sin sin (Ci)
si n (B
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a b
cos

A +Btg = 2
cot

C

2 a+b 2'
cos

2

. a b
sinA B .

. a -1-2 bcot9
tg

2 2'
Sill

2

cari daft suma §i diferinta lui A §i B, din cunoscinta
drora vom puté deduce chiar pe A §i B. Laturea c
se va oalcula pe urmg, prin ver-una din cele-alte (160
analogil :

A + B
cos

tg c . 2
tga + b

,
2 A B 2

cos
2

tg
si

A + B
c 2 tg a b.

2
SID

2

208. De multe ori este necesitate a se calcula directq
laturea c ; atunci intrrebuintamU formulele (1) *159, cari dati :

cosc = cosa cosb ± sina sinb cos0.

Accist6 formulg, flcutä calculabilä prin logaritmi * 62,
ess. I, devine :

cosb cos (a T)
cosc ,

COST

.

A B 2
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in care

tgT = tgb cosC.

Unghiulti B incg se p6te calculk, directu cu ajutorulg
unghiului ausiliaril 9s1 ; in adevgrti, a patra din relatiunile (3)
* 162 :

dh

cotb sina = cosa cose sinC cotB,

cosa cosC
sine cotB = totb sina cost& cose= cotb (sina

cotb /
cotb (sina cosaab cosC),

punAndu grg§I : tg99= tgb cosO,

y)cos acos s)
sinC cotB cotb (sina cosa tg99) cotb

sina ing

cotb Sin (a 9))

Insg din :

tgy)=tgb cosC,

avemfi :

cos W

cosC
cow =

tgy)

§i ac6stg val6re, push in equatia din urmg, cig :

sinC cotB
cose sin (a 0 cose sin (a 0

cosy) tgT sinco

sati in fine

cotB
cote gn (a

sing).

TotIl asemenea, prima din formulele (3) *162 : devine :

I--

\

.__-

tii

=.--
COST

,

0

                     



288 CURS DE TRIGONOMETRIE

cote sin (b ip)
cotA =

sin

punendii :

t g = tga cosC.

209. Intrebuintarea unghiurilorn ausiliare 99 §i lp face
totti-una ca §i dud am descompune tri-
unghiult data in (Ida triunghiuri drept-
unghie. In adevgru, ducAndfi AD perpen-
dicularti pe CB, triunghiuln dreptunghin
ACD dä *165, (7) (fig. 66) :

tgCD = tgb cose = tg99,

(Fig. 66)

san

CD = 9).

Avemil darn din acela§iti triunghin:

cos b sinsc
cosAD =

cosy)
, tgA D =

cotC
.

Triunghiuln ADB, in care DB = a CD = a 9), dl :

cosc= cosAD cosD B =
cosb cos (a

cos99

cotB =
sinDB cotCsin (a 9))

tgA D sin 99

cari sent tocmai formalele &de mai susti. Totti asemenea
vom gnsi §i formula care dn pe A, lksandn un arcii perpendi-
cularti din B pe AC.

210. Casul IV. Ddndu-se date unghiuri A §i, B
§i, laturea coprinsd c, sd se resolve triunghiulit.

Problema are tot-d'a-una o solutiune mika. La-

on

,
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turile a §i b se calculóclA prin cele thiu6 din urmA
din analogiele lui Napier * 181 :

A B
sin

A B

tg a + b 2 tg c tg a b 2 tg c
2 A+B 2 ' 2 A+B 2-

cos sin
2 2

Unghiull C se va calcula in urma prin ver-una
din cele-alte d6u6 analogil

- a + b
. sin

a + b
COS

A+B,
cot

C _cot
0 2

tg 2

a b
A B

2
= tga b ,

2 2 .
sin

2
cos

2 2

211. Pentru a obtine directti unghin16 C, intrebuintämti
pe a treia din formulele (4) * 162 :

cosC = cosk cosB sinA sinB cosc

cosB ( cosA ± sinA tgB cosc)

§i punendti

cot99 = tgB cosc

ac6sM equatiune devine :

cose
sing)

Laturile a O. b potti asethenea se se obting in parte
prin urmAtOreie din formulele (3) * 161 :

cota sine = cosc cosB sinB cotA

cosB sin (A 90)

(a)
cotb sine = cosc cosA sinA cotB

24,431 19

COS

,

=--

F 1.

I
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Pe a china o transformOmil in modulfi urmOtorii :

cotb sine= cotB
cosA

cotB

)

= cotB (cosl cose tgB +sink)

puiAndii 6rrt§i

cotT = tgB cose,

avemii :
cos

cotB
(A. 99)

cotb Sine = cotB (cotT cosA sinA) =
sinw

§i fiind-cO, dup6 (b),

cosc sin99
cotts

cotT
=--- cosc

cosy9

cotb
cosc sin99 cos (A cote cos (A

sinc sinT cosy) con)

Prima din formuIele (a) se transform6 in ace1a0 modu
punendt

cat') == tgA cose,

§i devine :

cota
cotc cos (B 7p)

cosip

212. Aast`a, a d6ua metodl de resolutiune se p6te in-
terpreta 6ra§i prin descompunerea triunghiului datii in MI6
triunghiuri dreptunghie ; in adevOr, duchdii arculii AD perpen-
dicularti pe BC, triuughiulti dreptunghiil BAD dA *166 (8) :

cot BAD = cosc tgB =cotT,

sau

, BAD

-1-

(b)

g))

+ '

T.
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Apoi, din acela§ti triunghih, avemh :

cosAD .cosB
cosB cosliAD cosy)= . tga.0 =

smBAD cote cote

Triunghiulii DAC, in care CAD = A 99, dA :

cose = cosAD sin CAD =
cosB sin (A

otb
cos CAD cote cos (A=c

All cosy)

Am put6 asemenea obtine pe a duc6nd din B un arch
perpendicularti pe AC.

213. Casulu V. Deindu-se clóue laturi, a b,

unghiulti A opusa la a, se se resolve triunghiulg.
Vom calcula mai antfiii1 unghiulu B prin formula

sinb sinAsinB .
sina '

care (IA unghiula B prin sinusula sat; aa dara vom
avd pentru B chiu6 valori, suplementare una alteia.

Cele-alte cldu6 necunoscute, C i c, se vor cal-
cula apoi prin analogiile lui Napier* 181 :

a b A+B ab A B
cos cot sin

2
cot

2
tg a + b a + b

CO8 8111
2 2

A±B a + b A + B a b
cos tg sin tg

2 2 2 2
tg

A B A B
cos 81D

2 2

190

9))

y))

i

'

pi
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Fiind-cn am gnsit pentru B dOu6 valori, aceste
C c

formule ne vor da 61,0 pentru .-2- 0 -2- ate dOu6 va-

lori. Insn, fiind-cn nu admitemt de cat vailorile lui
C c

coprinse intro 00 kii 9 0 * 156, vom introduce

in formulele do susa numai acele valori ale lui B
C -c

cari vor face pe tg 0 tg -2- positive. Pentru acdsta

trebue ca diferiptele ab 0 A B se fie de acelap
ming ; vom Ina darn n-umai acele valori ale lui B
cafi vor face diferentele ab 0 A B de acela§ti
semuti.

214. Elementele c §i C se pota calcula §i de dreptulti
prin formulele :

cosa = cosb cosc + sinb sine cosA,

,cota sinb = cosb cosC I sinC cotA,

Prima din aceste formule devine :
cosa= cosb (cosc ± tgb sine cotA),

§i punenda

tgsp = tgb cosA,

7)
,cosa = cosb (cosc + sine tg 7)

cos (c
= cosb

cosy)
de uncle

, cosa cosy)cos (c 7)=
cosb

Din a d6ua formula satema :
cota sinb = cotA cosC (cosb tgA --ItgC),

2
§i 2
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punendfi

cotip cosb tgA,
de unde

cosb
cot ti

cobp

avemfi :

cota sinb =
cosb cosC cos (C v) cos ( C V) cosb

cotv sinip cosC comp

de uncle

cos (C V) = cota comp tgb. (b)

In formulele (a) 0 (b) unghiurile 50 0 ip fiind mai mici
de 90°, cosy) 0 comp mutt positive ; prin urmare cos (cy))
va fi positiv dad cosa §i cosb vor fi de acela§t semati, §i
negativg dad cosa i cosb vor fi de semne contrarie. Aseme-
nea, cos( C V) va fi positivA dad cota §i tgb vor fi de a-
tela§A semnil, i negativa in casulfi contrarifi. Din acestea re-
sult1 cfi c> 99 gi C > V dad a i b sunt de o datA mai
mari sau mai mici de 900 ; §i c < g i C <1p, dad a 0
b sunt unulli mai mare 0 altulfi mai midi de 90°.

215. Discutiune. Formulele ce am data pentru
resolutiunea casului V ne pota arab, imediatt, -chiar
prin date, dad, problema are o solutiune, dOu6 sau

nici una, i ne dan i valorile acestora solutiuni. Cu
t6te acestea este utile a studia mai de a aprOpe di-
feritele circumstante ale problemei.

Formulele intrebuintate sant :

sinB
sinbsinA

sina
(a)

pi

=

=

--_.-

'

--
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A-PB ab AB .
sin

a b
co

4.

i., cos cot

tg C 2 2 2 2

2= a±b
=

sin
a + b

, (b)

cos
2 2

tg a+b cos A+B a b A +B
,
g

c 2 2 2 2
1 . (e)

2 A B . A Bcos sin
2 2

Dacg a=b, formula (a) no aratl, cg 0 A =B;
atunci primele din formulele (b) §i (c) ne dau :

Ccot-2 . tgA cosa, tg c . tga cosA.
2

cPentru ca sg avem pentru § i valori intro 0°

§i 90°, trebue ca tgA §i cosa, tga §i cosA se fie de
ace1a011 semnt, §i pentru acésta trebue ca a 0 A
se fie anAndoi de odatg inferiori san superiori lui 90°.
Dacg ac6stg conditie e implinitg, problema are o so-
luti une unicg.

Se irecemil la casuli1 generalti. Pentru ca se
sinb sinAavema o solutiune a problemei, trebue ca

sina
se fie coprinsii intro 0 si + 1; atunci vom av6 pen-
tru B (MO valori, III 0 11', suplimentare una alteia
(M+M"---180°, 0 dad Bl<90°, 31<3/1"). Ins6 am
v6clu1a * 213 ca pentru ca aceste valori se fie solu-

tiuni reale ale problemei, trebue ca se fie ast-fel

C

------

----

2 2
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incat se fun diferintele A B §i a b de acela§ifi
Va trebui darn sa avemli A M de acelqiti

semnfi cu a b, 0 A 3/1" de acelqia soma cu a b.
10. Fie A < 90° §i b< 900 .

sinbDad a<b, sina> 1, §i formula (a) ne aratn

sinB > sinA, adecn B >A; §i prin urmare punendti
in locti de B solutiunile sale , M > A §i r> A ;
avem darn OA solutiuni, cad atat diferintele A
§i A Br, cat §i diferinta a b, sunt negative.

Dad a<b §i a + b <180°, avem : b <180° a
§i sinb <sina ; formula (a) ne aratn atunci ct
sinB < sinA ; prin urmare M < A. Ins6 111' fiind mai,
mare de 90° §i A<90°, avemti Dr> A. Diferinta
A este darn positivg, ca §i ab, pe cand A M
este negativn ; a§adaen n'avemtt de cat o singura so-
lutiune, care este M.

Daca a>b §i a+b= 180°, avem : b= 180° a,
sinb sina ; formula (a) arata atunci en sinA ,

sau B =A ; dod II = A, era 111"> A, caci am presu-
piistt r> M. A§a-dara diferinta A M se reduce
la zero §i A 111" este negativa, pe and a b este
positiva ; deci solutiunea M" nu convine. Solutiunea
M A, pusn in prima eguatie (b) §i in prima equa-
tie (c), ne dn = 180°, c ---= 180°; prin urmare, nici
ea nu convine;

Daca a>b §i a+ b 180°, b> 180° a
sinb> sina ; atunci, dup6 (a), sinB>sinA ; ar trebui

semna.

cg,

§i

ama
cI
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dara s, avem : M> A 0 111'> A ; insO, daca ar fi
ast-fel, diferintele A 11I 0 A 111' ar fi negative,
pe cand a b este positiva ; a§a dara ambele aceste
solutiuni trebue lasate la o parte.

2°. Fie A<90° 0 b--= 900.

In acesta cast formula (a) devine : sinB
si

?IA;
sina

daca a<b, sina < 1, i prin urmare sinB > sinA,
111> A, §i a fortiori 11(> A. Ap-dara diferintele
a b 0 A M, precum 0 a b cu A lc, sunt
impreuna negative ; problema are dara d6u6 solutiuni.

Daca a>b, diferinta a b este positiva , ye
and A 3/I i A aunt negative, §i nu avernt
nici o solutiune.

Daca a = b, diferintele a b §i A-11 se reduct
la zero, 6ra A este negativa ; deci era0 nu a-
vem nici o solutiune.

3° Fie A< 90° i b> 90°.
Dad, a< b §i a±b <180°, b < 180° a 0

sinb > sina (caci in al doilea cadrant sinusurile sunt
. .

cu atat mai cu cat sunt Arcola mai mari). For-
mula (a) ne arata atunci ca sinB>sinA, 111>A,
a fortiori 111'>A. Diferintele A 111 §i A 111' sun t
dara negative, ca §i a b: avem &JO solutiuni.

Dad, a<b §i a ±b = 180°, avem : b= 180° a,
sinb sina ; atunci M = A 0 111>A; numai a doua
solutiune convine problemei, cad diferintele A 111
§i a b sunt amOnd6u6 negative, pe cand A M = O.

3/1

31"

pi
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Deca a< b §i a ± b> 180°, b >1800 a, §i

sinb< Bina ; atunci sinB <sinA §i M<A, ins6 r>A,
cäci A<90°, cira 11r> 90°. A &ma valOre convine pro-
blemei, OrA, cea d'antAil trebue lasata la o parte.

Dad a>b, sina<siub, dci a §i b sunt in Ca-
dranulft al doilea. Formula (a) ne da atunci : sinB > sinA,
M>A §i lt> A. Diferintele A M §i A M' find
negative, pe dud ab este positivA, nn avem nici
o solutiune.

Dad a=b, avem ind : sinB=sinA , M=A
M'>A. Diferintele A M i ab se reducg la zero, pe
dnd A M' este negativa : nu este nici o solutiune:

Discutiunea hipoteselorti A-90° §i A >90° se
face cu totulii in acel*ft modti, §i de aceea nu vom
insista asupra ei; ne multAmimti humai a insera re-
sultatele in urmatoruld tabehi :

a<b 2 solutiuni ;

b< 90°
b

a>b, a+b< 180° .

<b, a÷bseu>180°

A <90°1
b= 90°

a=seu>b

1 solutiune;

1 solutiune;

0 solutiuni ;

2 solutiuni ;

0 solutiani ;

("ab, a +b< 180° . . 2 solutiuni ;

b> 900).a <b, a+bsOu>180° 1 solutiune;

a =seu>b 0 solutiuni;

§i

a

.

a

a <b
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A = 90°

b < 90'

6=90°

a=seu<b 0 solutiuni ;

a> b, a+ b <180° . 1 solutiune;

a> b, a+6=seu>180° 0 solutiuui ;

. . o infinitate de solutiuni ;

a<seu> 0 solutiuni ;

a<b,a+b=seu<180° 0 solutiuni ;
6>900 a<b, a+b>180° . 1 solutiune;

,a=seu>6 0 solutiuni ;

(a= seu <b 0 solutiuni ;

<90°a> b, a+6=seu<180°. 1 solutiune;

(a>b, a+6>180°. 2 solutiuni ;

seu <b 0 sautiuni ;
b= 90°

A > 90°1 a >6

b> 900
a<b, a+6> 180' . .

a=6. . . . . .

a> b . . ......
216. Casulu VI. Ddndu-se cldud

B §i, laturea a opusd la A , sal se

unghiutü.

2 solutiuni ;

0 solutiuni ;

1 solutiune;

1 solutiune;

2 solutiuni ;

unghiuri A
resolve tri-

.

a =b.

b

a < 6, a+6seu<1800.

§i,
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Vom calcula pe 6 prin formula

Sinb.sinasinB ,
sin A

(a)

§i apoi ca1culam4 pe C §i c prin analogiile lui Napier :

a-6 A+B a-6 AB._

COS cot - sin Cot
C 2 2 2 2tg--
2 a+ 6

=
a-)-b

cos sin
2 2

(b)
A+B a+6 A-1-B a b

cos tg sin tg
c 2 2 2 2tgi----

AB AB
COS Eilla

2 2

217. Formula (a) determinanda pe 6 prin sinu-
sulti s6u, -d'a (MO valori pentru b: m 0 m", ast-fel
ca nz+ni-180°. Ind fiind-ca noi cautamil numai
valorile elementelor coprinse intre 00 §i 1800, trebue

0 . c
ca espresiunea lui ptg tg data de formulele (6),

sa, fie positiva, §i pentru ac6sta, trebue ca diferintele
a-6 0 AB se fie de ace1a01 smug. Prin ur-
mare din cele d6u6 valori gasite pentru 6, nu vom
admits de cat pe acelea cari vor implini acOsta con-
ditiune. Cu modulq acesta vom cun6sce num6ru1t1 so-
lutiunilorg reale ale problemei.

Discutiunea completa a formulelorti (a) §i (b)

,

2 2
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se face intocmai ca i pentru casulu precedinte*215;

aceea mi vom mai reveni asupra ei.

218. Elementele C i c se pott determina i directii
prin formulele

cosBcose sinBsinCcosa,

cotasinc = cosccosB sinBcotA.

Punendti in prima din aceste formule

cot tp = cosatgB

§i in a Elena

cot99 z._
cosB

cota

ele devind , dupe nisce transformdri analege cu cele de la ca-
suld precedinte

s in(C tp)
cosAsintp

cosB

sin(c = sin go cotAtgB.

In aceste formule , fiind-cd sinip §i sinT sunt positive t

sin(C 'tp) va fi positivd, adid C > p, dad cosA i cosli

sunt de acelmiti semnd ; §i sin(C tp) va fi negativd, aded,
C<V, dad cosA i cosB sunt de semne contrarie. Asemenea
sin(c w) este positivii, i prin urmare c> g), dad cotA §i
tg13 sunt de acela§iii semnti , i sin(c 99) este negativti, a-

deed c<T, in casuld contrarid.
Din acestea resultd c diferentele c i C sunt

cosA =

1/)

=
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tot d'a-una de ace1a0a semei : positiva. dac. A i B sunt tot
de o data superi6re sau inferi6re lui 90o, negativa dad unula
e mai mare 0 altulö mai mid de 900.

ESEMPLE

Casulü I.

Date Formula.

a 84°19'34",2; tgA . sin (p b) sin (p c)

6 = 68°29'r,6. 2 sinp sin (p a)

c== 10894',17),O.

tgB sin (p a) sin (p c)
2 sin p sin (pb)

2 sinp sin (p c)

p pa bp pc
tg Vtg tg tg

Necunoscute

A = 75°50"40",58 ;

B = 65°1"42",32 ;

= 112°31",52",92;

= 73°24'15",72.

= ,/
V

V

i sin (p a)sin (pb)
tg

V
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Calcululti lui A.

1og sin (pb)=1,9467618

log sin (p 1,5758220

log sinp 0,1201984

logsin (p a) 0,1404087
A 7.1,783190921og tg

A
log tg .1,8915955

A= 75°50'40",58.

Calcululti ha B.

log sin (pa)=-1-,8595913

log sin (p c) =1,5758220

log sinp =0,1201984

log sin (pb) = , 0 5 3 2 3 8 2

21ogtgB.T,6088499
2

log tg B ==i,8044250
2

65°1'42",32.

2

B-=
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CalcululA lui C.

log sin (p a) ---- 1,8595913

log sin (p 1,9467618

log sinp =-- 0,1201984

log sin (p c) --- 0,4241780

2log tg-0=0,3507295
2

log tgzi-,--0,1753648

0=-- 112°31'52%92.

CalculuM lui e.

log tg 0,3382048

log tgP a_i,6316897

log tg P-
2

b 1.,7805410

log tg P-2°,1,2910763

2log

log tg =4,5207559

73°24'15",72.

tgi-=1,0415118

it=
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VERIFIC A RE

A+B-I-C 1800=6= 73°24"15",82 (dif. tota1a'0",1).

Casula II.

Date

A 98°32'28",6 ;

B=83°25'10",4 ;

C-113°39"51",6.

Formule

sini sin (A i)

sin (3i) sin (C --)

sin 4-8 sin 03 --y6)

sin

sin sin (C-1
22

sin
(A±) sin 03-1

2 2

Necunoscute

a =102°20'39",48;
b = 78°54'38",54 ;

c=115012`26",66.

(A i) sin (Ci)
8

tg
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Calcululii lui a.

E
log sin-2=1,9275295

log sin (A --:E2-) =1,8145659

log sin (3-- ti) = 0,3643198

logsin (C-----D = 0,0821859

21og tga -- 0,1886011
2

1ogtga 0,0943005
2

a = 102°20"39",48.

Calcululti lui b.

log sin ; =1,9275295

log sin 03 i) =1,6356802

logsin (A.D 0,1854311

log sin (C i) = 0,0821859

21ogtgb.-1,8308297
2

1ogtg 12-.1,9154149
2

b-----78054'38",54.
24,431 20
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Calcululti lui c.

E
log sin 1,9275295

log sin (C--L) .1,9178111
2

log sin (A .0,1854341

log sin (B--2 ) .0,3643198

21ogtg .0,3950975

log tg 0,1975488

c = 115°12'26" ,66 .

Casul III.

Date

a = 53°15"28",4 ;

b = 41°43'52",0 ;

C. 73°20"48",6.

Formule Necunoscute

a b A= 71°26"0",80;
cos

tg A+B 2
cot -q

'2 a+ b 2
COS

2

2

--
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ab
sin

tg A B 2
cot

2 a+b 2 '
sin

2

sin
A

tg c 2
tg
ab

.

2
sin

AB 2

2

B ---= 56°21"11",66;

e= 54°5'1",70.

Calcululti lui A I B.

log cos
b

,9987966

log cot = 0,1280446

log cos a-kb
2

0,1830091

log tg
A ±B

2
= 0,3098503

A -F-B = 12747442",46.

Calculult. lui A B.

log sin ab
2

,8712315

log cot 0,1280116

log sin a+b = 0,1222563
2

log tg
2

A B
1,1215324

A B 15°1'19",14.

-

.

.
C

.

C
----- .

-----

a 2
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Calcululii lui A i B.

A-1-B = 127°47'42,46
A B= 15°4'19",14

A= 71°26'0".80
B = 56°21'41",66.

Calcululli lui c.

log sin
A-4-B

2
____

log tg
ab

2

log sin A B
2

1,9532807

2, 8724349

_ 0,8822351

log tg c .1,7079507

2c = 5405'111,70.

CALCULULt DIRECTt AL LUI c.

Formule

tg 90 = tgb cosC ;
cosb cos(a T)

COSC

Calculubl lui yo.

logtgb = 1,9959236

log cose =1,4572421

logtg99=17,4531657
99= 15050157",31.

COST
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Calcululd lui c.

log cosb ---- 1,8515136

log cos(a g) ----- -1,8999971

log cow = 0,0168323
log cosc = 1,7683430

c--.54°5'1",72(diff. 0",02).

Casulit /V.
Date

A-----128°23'5",8;

B= 744'0",0;
c = 38° 48' 22" ,2.

Formula.

A B

a-+ b COB 2 c

tg 2
cos

2

A B
sin

tgab 2 c

sin
2

a+ b
C sin 2 A Bcot i= tzb - .a 2

sin
2

Necunoscute.

a ---- 75°25' 9",28 ;

b =59°48' 16",42.

C --= 38°43' 2",24.
A+Eitg 2'

tg
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Calcululti lui a -I-b.

logcos
A B

c
log tg -i = 1,5168092

log cos
A + B

2
0,8733622

log tg
a-l-b

0,3851795

a+b= 135°13' 25", 70.

Calcululti iui a b.

A B
log sin 1,5863451

c
log tg -2-- = T.,5468092

log sin
A + B

2
0,0039260

a b _
log tg 1,1370803

a b = 15°36'52", 86.

_
,1,9650081

=

2.
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CalcululU lui a i b.

a-l-b =135°13' 25", 70

ttb= 15°36' 52", 86

a= 750 25' 9", 28

b= 59°48'16", 42.

Calcululti lui C.

log sin
a+b

2
= 1,9659657

log tg
A B

ab
log sin 0,8669642

C
log cot -2- = 0,4542669

C = 38°43' 2",24.

CALCULULt DIRECTU AL LUI O.

Formule.

cot99 ---- tgB cosc ;

cosB sin (A-0cose ,sing)

=
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CalculuM lui

log tgB 0,5719475

log cosc ----- 1,8916883

log cot9 ---- 0,4636358

= 18°58'31", 22.

tg

Calcululti lui C.

log cosB == 17,4129962

log sin (A 99).T,9913315

log si1199 = 0,487 90 1 3

log cos0 =11,8922290

C = 380 43, 2", 33 (dif. 0", 09).

Casulii V.

Date.

a== 105°31' 42", 3 ;

A = 113° 38'15", 4.

Formule.

sinb sinA
sinB sina

sina
b

2
cot

A B
2 alb 2 '

2

A+Bsin
c 2 a b

sin
2

so

o

1=83°13' 13", 5 ;

'

tg

tg
2 A ;B 2
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Necunoscute

1. solve

= 70°55"36",16;

51°46'54",16 ;

= 55° 43'16" ,98.

2a solufie

B"== 109°4'23",84 ;

C" = 156°16"53",52;-

c" = 154°58"20",68.

Calculult lui B.

log sinb= 1,9973861.

log sinA. 1,9619427

log sina= 0,0161193
log sinB 1,9754784

la solutie

B" =70 '55"3611,16.

2. solutie

B" = 109°4'23",84 ;

Calcululd lui C'.

log sin
a

2

b =1,2768385

log cot
A B' _

2
0,4078244

adb
log sin

2
0,0014161

log 1,6860790

= 51°46"54",16.

=

atg-
2
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Calcululii lui C"

a b
log sin

2

log cot
A B". 1,3995467

2

log
a b

1,2768385

0,0014161

C"
log tg - 0,6778013

C" = 156°16'53%12,
Calculult lui c'.

log sin
A+B'_ 1,9996554

2

. logtg a b 1,2847511
2

log sin
AB'

2
0,4387163

log tg c"--- 1,7221228
2

c"-55043"16",98.
Calcululil lui c".

log sin A +0 B" 1,9691079

log tg
a

2

b 1,2847511

A B"
log sin 1,3998912

2

c"log tg ---0,6537502

c" = 154°58'20",68.

sin
2
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cALcuLua DIRECTU ALU LUI C' I C"

Formule

cottp = cosb tgA ;

cos (p C) = cota cosq) tgb.

Caleululti lui tp. Calcululd lui C.

log cosb =1,0389384

log tgA= 0,3588520
logcotip =1,3977904

= 104 ° 1'5 3", 7 6.

log cota = 1,4438241

log cos ip = 1,3846347

log tgb = 0,9584480
log cos(ip C)=1,7869068.

ls solutie

= 52°14"59",56

= 51°46"51",20 (dif. 0",04).

2s soMie

C" 52°14'59",56

C" = 166 °16'53",32 (dif. 0",20).

CALCULULt DIRECTt AL HI c' I c".

Formule

tgT = tgb cosA ;

cosacos(c T) COST

cosb

C'

=
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Calcululti lui co.

log tgb = 0,9584480

logcosA= 1,6030908

1ogtg99= 0,5615388

So= 105°20'48",78.

16

Calcululd lui c.

log cosa = 1,4276747

log C0399= I, 4226919

thgcosb = 0,9610616

log cos(c 99)=-1-,8114282.

solutie

= 49°37'31",78;

c' = 5543`17",00(diff. 0",02).

26 solutie

0' 99= 49°37'31",78;

c"= 154058'20",56 (d'iff. 0",12).

Casutg VI.

Date

A = 65°1512",4;
B = 58°23'48",6;
a = 73°42'8",2.

Formule

sina sinB
sinb sinA '

a b
sin

2 A B
-1-b

cot
a 2 '

C
tg

sin
2

Necunosclite.

b 64°10' 13", 69 ;

C = 112°5' 14", 68.
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+ B
sin

tg
A 2

b

B
tg

a
.

e

sin
2

Calcululü lui b.

C-101° 41'17" ,44.

log sina= 1,9821882

log sinB = 1,9302856

log sinA = 0,0418143

log sinb=i,9512881

b= 640 10' 13",69.

Calcululil lui C.

a b
log sin = 2,9195219

A B
log cot 1,2221718

a -1-blog sin
2

0,0300337

1ogtg-2-= 0,1717274

0-- 112°5' 14",68.

-y

2

C

2

=
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Calculul1 lui c.

A + B
log sin 1,9452389

a b
log tg 19210260

log sin
A-2 B

1,2229509

log tg 2 = 0,0892158

c= 101° 41'17" , 44.

CALCULULt DIRECTU AL UM C.

Formule.

CotIP = cosa tgB ;

cosA sin/p
sin (0 = cosB

calcululri lui ip.

log cosa = f, 44813-19

log tgB= 0,21'09270

log cot/P = 1,6590589.

V=65°28'56", 38.

Calcululti lui C.

logeosA = 1;6217132

log aint/J=17,9589618

log cosB .0,2806414

log sin (0 =1,8613164

0 = 46°36/..,18", l 4

C = 112°5'14", 52.

(dif. 0", 16).

=
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CALCULTILD DIRECTil AL LUI c.

Formula.

cota
coty) cosB '

sin (c-99) = sin Tcotk tgB.

Calcululii lui 99.

log cota =.1,1659437

log cosB = 0,2806414

log cotT = 1,7465851

g)-= 60° 50' 28", 47 .

lui c.

log sin 99I,9111500

log cotA=1,6635271

log tgB = 0,2109270

log sin (c ys) = 1,8156041

c T= 40° 50' 48", 85

c = 101° 41' 17", 32

(dif. 0", 12).

(

Calcutta

=
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ESPRESIUNEA IN LUNGIME A LATURILORU

219. Perna' acum laturile a, b, c ale unui tri-
unghiti sfericti au fost tot-d'a-una esprimate in grade,
minute §i secnnde, §i rala sferei a fost tot-d'a-una
presupusl egalA en unitatea. Se p6te ins6 calcula
lungimea lineard a unei laturi, dad, se cun6see nu-
mhrulh de grade continuth inte8nsa, i lungimea
ralei R a sferei.

Fie 7 lungimea nnui arch de 1" dintr'o dram-
ferintA a aril ra45, este 1; fie inc6, a° numhrulti de
secunde continuth in unti arch de eerch mare al unei
sfere cu ra4A, R, §i a lungimea lui linearA ; órA 7"

lungimea unui arch de 1" din o eircomferintg, tot cu
racla R. Dup6 geometria avemh:

R san: =Rl;

ins6
a = a°1' ;

deci
a= a°Rl .

IralOrea lui sin l=sin 1" diferA ao de putinti
de valOrea I a arcului de 1", bleat primele §apte

4ecima1e ale lui logsin/ sunt identice cu cele §apte
cjecimale de la inceputult lui log/ ; prin urmare in
calculele logaritmice, undo nu se intrebuintélA de
cat logaritmil cu apte clecimale, putemh presupune CA

§i

r
T-1
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atunci

sau

sinl=1,

a= aoRsinl,

a = aoRsinl", (1)
care ne dg lungimea laturei dud cunOscemü nun:16-

rula de secunde continutt1 intr'emsa. De aci tragemt

a
0a Rsinl" (2)

care dg num6ruli1 de secunde al unei laturi, dad
cunOscemt lungimea sa linearg.

Esemple. 1°. Date : a0=34018"52",1 ; R=8',352.

Necunoscnta : a = 5m,002.

2° Date : a = 25',722 ; R 18',513.

Necunoscuta : (to,- 79036'24",7.

SUPRAFATA IJNIJI TRIIINGHlt SFERICil

220. Cum5scema din gdometria sfericg espresiu-
nea suprafete1 S a unui triunghit sfericu :

S T 18
360°

in care T represintg jum6tate din suprafata totalg
a sferei, i 6-- escesali1 sferict. Insg T = 2n11,2; deci

S =
180°

24,431. 21

§i

nit2,
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Dad prefacemil pe t §i 1800 in secunde, find-
ca, ir esprima lungimea unei semicircomferinte cu

7V nriga 1 *4, catult 648000" este lungimea ar-
180°

cului de 1", care am v6cluti1 * 219 cA, este egalil cu
sin 1".

Punêndil acéstg, valOre in formula din urma,
obtinemt :

S = R2 esill l", (3)

in care trebue se nu perdemli din vedere cA. 8 esprima,
num6ru1il de secunde coprinsu in escesult sfericti.

Esemplu. Date : R = 486',5 ; t = 84°13'28",4

= 303208",4.

Neeunoscuta : 8 = 34792 lnw,84.

                     



CAPITOLULC1 111.

ESERCITIT 1 APLICATIUNI.

221. Se se resolve unic triunghiii sfericii in
care se cunosc o lature a, unghiula opusii A 0
suma sau diferinta celor-alte cldud laturi b 0, c.

Dad se d5, a, A, b+c, vom determina unghiu-
rile necunoscute B §i C prin a treia k3i a patra din
formulele lui Delambre*I80:

b+
B +C cos

2 . A
cos sin -9

2 a 2
cos

2

sibb+c
B C 2 A

COS = sin-7
2 ,

SIB
a 2

2

can ne dau suma_ B+C §i diferinta BC; prin
urmare chiar pe B 0 C.

=
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Laturile b i c le vom calcula in urnit, prin
formulele :

sin b sin a sin c sin a
sin B sin A sin C sin A

Dad se dA, a, A, b c, tuighiurile B i 0 se
vor determina prin primele d6u6 formule ale lui De-
lambre :

b c
cos

. B C 2 A

2 a
cos 2

b

. B C 2 A
sin

2
COS

. a
sin

2
Laturile b c se determin1 apoi in acela0t1

modti ca §i mai susti.

Esemplu. Date : a =64°28"33'',4; A = 76'3"51",2;
b+ c 98034' 13",6.

Necunoscute : B=90°32"12",72; C= 32°43'40',98,
b = 68°23' 31' ,0 4 ; e= 309.0'39",53.

222. Sd se redued unic un-
gitirt la orizonal.

Una observatort 0 m6s6ra
unghiult BOC alt ralelort visuale
duse la &SO objecte B C, un-
giult BOC nefiindt in nut plant
orizontalt (fig. 67). In aplicatiuni
ins5, este mal tot-d'a-una necesaria

COB y5sin

(Fig. 67)

sin
1-

§i

i

.

1
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a se cun6sce, nu insu0 unghiul BOO, ci proiectia
B'0 C' a acestui unghia pe una plana orizontaltt.
AcOsth projectie se numesce unghiuli redusit la
orizontitc

Pentru a se reduce unghiula BOC la orizonta,
se mes6th §i unghiurile A0B,A0C ce faca ra4e1e

visuale dusa la cele dOue objecte considerate cu ver-
ticala AO. Imaginandu-ne apoi o sfeth eu ,Tasja 1 §i
cu centrula in 0, acOsth sfeth va thia fetele triedrului
OABC dupe arcele AB,BC,AC, cari formOz1 una
triunghia sferica, al earth unghiti A are drepta un-
ghit planti cu care se mes6th chiar pe unghiula du-
tatu B'OC'. Resolvânda darn triunghiula ABC*205,
in care se cun6sce AB = AOB, AC =AOC, BC =BOO,
t6te quantithti mesurate, vom putO calcula unghiula A.

Reducerea unghiurilort la orizonta nu se mai
face ast4i prin calculti, dci cu teodolitula se 'Ate
mesura directa unghiula B'OC'.

Esemplu. Date : BOC 49°28'31";
BOA= 78°35'8"; COA= 82°51'43".

Necunoscuta : A B'OC' 50001"8,.

223. Cunosandit longitudinea i latitudinea
a &Sue' locuri de pe suprafata peimentului, set se
calculecle distanta intre aceste ddud puncte.

Fie P §i cei doi poll ai pmentuluT, PEP1'
primula meridiana, spre esemplu cola care trece prin

P'

                     



326 OURS DE TRIGONOMETRIE

Paris, EE' equatorult, A i B punctele considerate.
Se dn :

(Fig. 68). pentru A, longitudinea L = EPC,
§i latitudinea_ /= AC ; (fig. 68).

pentru B, longitudinea L'=EPD
, §i latitudinea l'=BD.

In triunghiult1 sfericil APB
se cumisce darn, unghiult APB
--= laturea AP= 90° /, §i

BP =90° /". Putemt darn resolva triunghiul*207
calcula laturea cerutn AB.

Lungimea linearn a lui AB s'ar puté gasi prin
formula (1)*219; ins6 in casulti acesta putemti se
reducemt acea formula, in modult urnantort.

Formula

AB /

180°

in care AB este num6ru1t de secunde continutti in
distanta de la A la B, / lungimea linearn a lui
AB §i iv lungimea semicircomferintei, cln :

1TAB

180°'

fiind-cni :

180° = 648000",

§i pentru pamêntt

= 20000',

7

1=
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avema :

20000' '10
X AB= X AB./ 648000 324

lat. 44025'39"N.
Esemplu. Date : Bucuresci 23046'12est'

Paris
lat. 48050'11"N.*

Long. 000'0"

Necunoscuta : AB =16049'48',91=1870',028.

224. Dandu-se longitudinile i latitudinile a
trei puncte, A, B, C, de pe suprafata pdmentului,
se se calculegle suprafata triunghiului sfericit ABC,

formatil de aceste puncte.

(Fig. 69). Vom calcula laturile AB, BC,
AC ale triunghiului ABC dup6 me-
tOda data la problema precedinte,
apoi escesula sferict prin formula
(10) *183. (fig. 69). Atunci relatiu-
nea (3) * 220 ne va da suprafata
cAutatA, sciindt cg, pentru pAmOntil

6377398'.

lat. 47°10'24"N.
Esemplu. Date : Jassy

Long. 25°15'45"est"

lat. 51°30'49"N lat. 59°56'30"N
Londra

Long. 2°25'57"veist;
Petersb,

Long. 27°58'13"est

L

R=.
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Necunoscute : JL=18°26"17",43; JP=12°51"59",38;
LP-18°51"19",73;E=1°59"9",03-7149",03;
S=1409613kmP,181818.

225. Se se calculecle volumulit unui paralepi-
pedi cunoscendit lungimea celorti trei muchii ale
unuia din unghiurile sale solide , i unghiurile ce
aceste muchii fac intre ele.

Fie 0A=a, OB=16), OC=y lungimile celord trei
muchil date , cari t6te
coneurg in punctuln 0;
BOC=a, A0C=640B=c
unghiurile ce aceste mu-
chiT facA una cu alta.

LAsa,ndil din C perpen-
If CD pe fata AB,

volumuln paralepipedului este :

V= paralelogramt AB C. (a)

Ins6

a,6'sinc
paralelogramt A B= 2ABO 2 afisme. (b)

2

Triunghiuln dreptunghiA CDO da

CD = COsinCOD ysinCOD (c)

Ne imaginamil o dug cu centruba in 0 i cu
ra4a 1, care taie fetele triedrului OADC dupe arcele

A'C'. Triunghiult sferict A"D"C" este drept-

diculara

D"C",

A

o

=

AD',
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unghin in 0', cad. CD fiind perpendiculara pe fata
AB, §i planuh1 CDO, care trece prin CD, va fi per-
pendicularu pe acea fata. Prin urmare, dup6 proprie-
tatile triunghiurilorti sferice dreptunghie*,164(6),

sinCV= sinA'C'sinA',

saU :

ori

sinC0 D = sinbsinA',

A' A'
sinCOD 2sinbsin cos 2

Prelunginda arculA A'D' pena in B' §i. unindii

13' cu 0' prin unA arcti descristi din 0 ca contra, in
triunghiulti sfericti A'B'C' avem : Br= a , A'C'= b , .

A'
KW c; pumlndU dart in locU de sin -'4' §i de cos 2

2

valórea lona data prin equatiunile (1) §i (2)*,178,

sinCOD=2sinb sinpsin(p a)sin(p b)sin(p c)

sin2bsin2c

2
Vsinpsin(p a)sin(p b)sin(p c)

sinc

Substituindia acesta valóre in (c),

Vsinpsin(p a )sin(p b)sin(p c)
CD 2 y .

sine

21*

=
2 2

=
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Ac6stg valóre a lui CD , precum §i. valorea lui
AB data de (b), o introducemti in (a), §i atunci

V -- 2 a/Sy Vsinpsin(p a)sin(p b)sin(p c).

Esemplu. Date : a -- 15',38 ; # ---- 21',13 ;
y=18',72; a=63°13"29"; b.-52°38'32"; c=79°25"15".

Necunoscuta : V-4282',4833.

F I N E.

                     



                     




