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CURSU DE TRIGONOMETRIE

CARTEA 1

STUDIULY FUNCTIUNILORY CIRCULARIE

CAPITULULU 1.

Notiuni preliminarii si’ definitiuni.

1, Trigonometria are de obiectii a giisi prin cal-
culs elementele necunoscute ale unul poligonii, pland sait
sfericli, cind se cunésce un numérii suficientii din aceste
elemente. Acéstd operatiune se numesce resolufiunea
poligonulul.

Insé ori-ce poligonlt péte s& se descompund in
un numerti 6re-care de triunghiuri prin linil duse din
un puncill ére-care la téte vérfurile Iui; resolvéndi
_ aceste triunghiuri, poligonulil insugi va fi resolvatu.
Prin urmare objectuld trigonometriei, se reduce la re-
solutiunea triunghiurilord, rectilinil sail sferice. De aci
't vine si numele, precum gi divisiunea sa naturald



4 CURS DE TRIGONOMETRIE

in Trigonometrid pland sau rectilinid §1 Trigonome-
trid sfericd. .

2. Pentru a resolva un triunghii, este necesar
mai intAli a g#si relafiunile ce existdi intre dife-
ritele sale elemente; ast-fel ca daci unele din aceste
elemente ar fi necunoscute, se le putemit afla prin ni-
sce simple resolutil de ecuatiuni. Ins# elementele unui
triunghidt fiind parte laturi, parte unghiuri, canti-
tdti neomogene unele cu altele, relatiunile ce am putea
gisi intre dénsele num potli fi destuldl de simple si les-
niciése pentru a face cu ugurintd o resolutiune de
triunghiuri. Din acéstd causd in trigonometrid unghiu-
rile se inlocuescil prin nisce liniY drepte, numite func-
tiuni circulare directe sau linii irigonometrice; $i se
cautd relatiuni, nu intre laturile i unghiurile triun-
ghiului, ci intre latwri gi liniile trigonometrice ale
unghiurilors lui.

PRINCIPIULU LUI DESCARTES.

3. Mai inainte de a intra in studiuldl liniilori
trigonometrice vom admite principiulil urmétori, deto-
rat lui Descartes, care simplificd férte multdl formulele
trigonometriei, gi inlesnesce generalisarea lor.

Fie XY (fig. 1) o drépt4 indifinitd gi O un puntit

Fig. 1. fixi pe dénsa.
% > Ludmi puntuld
A 0 A A pe acésts drép-
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t4 gi insemnamil distanta OA cu a. Se admite ca acéstd
distantd sd se considere ca positivd gi sd se insem-
nede cu 4~ dacd se socotesce de la origine in un sensi
dre-care, 8. es. la drépta, in sensulil sigetil; §i ne-
gativd, cu semnulth —, dacd se considerd in sensuli
opusi.—Pentru ca positia puntului A pe drépta XY
si fie determinati, trebue a se cundsce trei date:
10 positia pe acésti drépts a puntului fixit O, care
se numesce originea, $i de la care se méséri distan-
tele; 20 mirimea a a distantei punctului A de Ja
acésta origine ; si 30 sensulil in care acéstd distants
este socotitdi de la origine.— In ad&vérid, dacd cund-
scemil posifia originei, pentru a gisi positia puntului
A, la distanta | a de la origind, n’avemii de cat pe
dripta XY in sensulii sigetil sq luimid o distants
OA--a, si A vafi positia puntului cautatli. Daci ni
g'ar cere a gisi positia unui puntdl A’ situatid la di-
stanta -—— @ de la origine, am lua distanta OA'=a
in sensii contrari sagetil, si puntuli ctutatii ar fi A"

De aci urmédd principiuld : Dacd considerdmii
pe o linie dre-care, dréptd sat curbd, diferite distanfe
mésurate de la o origine comund, fixd pe acéstd
linie, si dacd voimdt a le introduce in calculif, vom
afecta cu semnuli - valorile numerice ale distantelordi
cari sunt indreptate in un sensd, gi cu — pe acele
cari vor fi indreptate in sensulst contrarii.

Cu téte acestea nu vom perde din vedere ci
acestll principiu este numai conventionalll, si c& pentru
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a admite cu sicurantd generalitatea unei formule, totil
va trebui a demonstra cu rigurositate c¢i ea existd in
téte ipotesele posibile.

ARCURILE DE CERCU.

4. Se scie ca un unghill se m&s6rd cu arculi de-
serisii intre laturile sale, cu centrulit in vérfulii un-
ghiului i eu o radid arbitrari. Ast-fell mésura un-
ghiului ABC va fi arculd AC (fig. 2).

Fig. 2. In trigonometrie in generali un-

A ghiurile se inlocueseld cu arcurile

de cercil. Aceste arcuri se mssérd

/ pe o circonferentd a ecirei ra-
B L dd se considers tot-d’a-una egali

cu unitatea (R—=1); prin urmare
lungimea unei circumferente cu rada R fiindi 2 (=) R,
in trigonometrie ea va fi tot-d’a-una egali cu 2 (n);
o semicirconferentd va fi =, gi un cuartit de circum-

ferents
Fig. 3. Ducandii in circumferentd déud
. diametre perpendiculare AC si BD,
(fig. 3) acéstd circumferentd va fi
m| o \X

c 2 imp#rtitd in patru pirti egale, nu-
wp mite cadrane, care pérta fie-care nu-
F mele de dntdiul, alé dowuilea, ald

D . y y
treilea, alét palrulea cadrand.
Fie-care cadrantl alii circomferentei se imparte in
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cate 90 parti egale numite grade; fie-care gradii se
imparte in 60 minute, fie-care minutd in 60 secunde.
Prin urmare o circomferentd intrégd are 360 grade,
saii 21600 minute, sall 1296000 secunde. Aceste di-
ferite sub-impartiri ale circomferentei se insemnédd
respectivit cu 0, ', ”; ast-felil un arcii de 15 grade
39 minute 51 secunde i 0,4 din o secund#, se in-
semnédd 15039°51,"4.

De cat-va timpil a inceputii si se usiteze o im-
phrtire centesimald a circomferentei, in loculil divisin-
nei sexagesimale, espusi mai susii. Dupe acésti nous
divisiune, un cadranii se imparte in 100 grade, un
gradi in 100 minute, o minutd in 100 secunde;
aga ci circomferenta intrégd cuprinde 400 grade, sal
40,000 minute, saii 4,000,000 secunde.

Origina de la care vom socoti arcurile pe cir-
comferentd va fi in generaldl puntulii A, la inceputulil
primului cadranti. Sensulil in care vom considera arcele
ca positive va fi celli arstat de sigéts, de la primulil
citre al doilea cadrani. Arcele socotite in sensulil con-
trardl vor fi privite ca negative. As-fel arculi AE va
fi positivii, iar AF negativil.

ARCURI COMPLEMENTARE §I SUPLEMENTARE

5. Se numescii arcuri complementare déug arcuri
a cirorli sumd este egald cu un cadranii saﬂ—;—’; ast-fel

sunt arcurile AE si EB, cici AE--EB=7.
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Se numescii arcuri suplementare déus§ areuri a
ciror sumi este egald cu doéus cadrane sall ~; ast-felil
sunt arcurile AE gi EC, cici AE+EC=x.

LINIILE TRIGONOMETRICE

6. Liniile trigonometrice sunt in numéri de glase :
sinusth, tangenta, secanta, cosinusi, cotangenia $1 co-
secanta.

Liniile trigonometrice nu se considers nici o
datd in valére absolutd, ei sunt date tot-d’a-uma prin
raportuld loril citre radd; aga cand se dice ci tran-
genta unui arcii este 3, 7, acésta insemnédd ci ra-
portulil intre lungimea absoluti a acelei tangente gi
radi este 3,7.

SINUSTU

7. Se numesce sinusi al nnui arcli perpendiculara
ldsatd din o estremitate a arcului pe diametruli
care trece prin cea oltd estremitate. Ast-felll sinusull

Pig. 4. arcului AE (fig. 4) este EI gi se in-

semnédd: El=sin AE.

Ducandit EK paralelii cu AC avem:
A EI=KO, ca paralele coprinse intre pa-

ralele; prin urmare putemi dice ¢4 gi
KO este sinusulii arcului AE.
Sinusurile se socotescii pe diametruli verticali BD,
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de la originea O*, In totli cursulil acestel serieri vom *3
considera ca positive sinusurile socotite pe rada OB,
si ca negative pe cele considerate pe OD. Ast-felii
vom pune :

$in AE=-+EIL.

cici EI este egalii cu KO, care se afli pe partea OB
a diametrului BD; gi

sin ABG = — GM,

cici GM este egalil cu OP, considerali pe partea OD
a diametrului verticali BD.
8. Cand arculi merge crescondii de la A péand la

T
9
méne tot-d’a-una positivd gi merge si ea crescéndi de

B, adici de la zero pand la 3, valérea sinusului ré-
_la zero in susi. C&nd arculll este AB saﬂ%, valérea

sinusului este BO, adici rada insugi; deeci
sinF=B0O=-1.

Arculil trec8ndil in al duoilea cadranii i mergéndii
de la B pand la C, valérea sinusului este totli posi-
tivi, insi merge descrescéndii de la 1 in josil.

Arculi ABU== are dreptil sinusi pe zero, aga ci

sin #=0,

Cénd arculii intrd in cadranuli al treilea, sinusulii
devine negativli, dupd conventiunea de mai susii; insd
valdérea arcului crescéndil dela ABC pini la ABCD,
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adici de la = pini la %’ valdrea absolutd a sinusu-

lui cresce gi ea de la zero pdnd la 1 aga ci
sin Z=0D=—1,

In cadranulii al patrulea sinusulil rémméne totil ne-
gativil, insi descresce in waldre absolutd dela 1 péand
la 0 adicd:

sin 2==0.

Prin urmare in resumatii:

In primulsi cadrandi, sinusulil este positivs gi
variadd de la zero pand la - 1.

In ol doilea cadrandi, sinusulii este positivii gi
variadd de la 4~ 1 pand la zero.

In al treilea cadrand, sinusulll este negativd si
variads de la zero pand la — 1.

In al patrulea cadrand, sipusulll este negativit
i variadd de la — 1 pand la zero.

De aci vedemtl ed téte valorile sinusului sunt co-
prinse intre limitele — 1 si 4 1. Ori ce valdre a si-
nusului mai mare de cat -+ 1 sall mai micid de cat
— 1 o mai este o valére reald, ¢i o valére abd-
surdd. La o asemenea valére de sinusii nu corespunde
niei un arcl reald.

9. Daci ne-am imagina ci arculd, dupi ce a
percursii circomferinta intrégs, ar trece de puntulii A
gi ar percurge din noi circomferinta in acelagii sensit
gi de mai multe ori, am vedea ¢ sinusuld in acelégi
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cadrane ia neincetatdl acelési valori cu aceleagi semne
in wun modd periodictt: dupd fie-care trecere de o gir-
comferentd intrégd, valorile i semnele sinusului se
repeti. Prin urmare sinusuld este o funciiune cir-
culard periodicd, si peridda sa este o circomferentd
sat 2 .

Putemil esprima acestii principii prin formula
urmitore :

gin (2 k= 4+ x) = sin z,

in care % insemnéds un numérid intregd dre-care, po-
sitivit sali negativil.

TANGENTA

10. Se numesce tangenta unui arcl, porfiunea
tangentei geometrice dusd la una din estremitdfile ar-
cului, coprinsd inire acéstd estremitate gi diametrulii
ce trece prin cea alid estremitate.

Asf-feli tangenta arcului AE (fig. 5) este AF

Fig. 5. si se insemnédd :

B F AF = tg AE.

Tangentele trigonometrice se soco-

4 tescll pe tangenta geometrics FK, si
puntuldl A este consideratii ca originea

K lort1(3). Se considerd ca positive tan-
gentele socotite de la originea A pe
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pe partea AF a tangentei geometrice, si ca negative
cele considerate pe partea AK. Ast-felii vom pune:

tg AE = AF i tg Al = — AK.
11. Cand arculil merge crescandit de la A pani la
B, adici de la zero pani la %, valérea tangentei ré-
mane tot-d’a-una positivd gi merge si ea erescandil de

la zero in susil. Cand arculii este AB sailZ, diame-

2 ’
trulid ce trece prin estremitatea B a arcului, fiindi
paraleli cu tangenta AF, o intdlnesce la infinitii;

prin urmare ;
T
tg 5=

Cand arculii AG intrs in cadranulii al duoilea, dia-
metruldl ce trece prin estremitatea G a lui intalnesce
linia tangentelordi in partea sa inferiérd AK; prin
urmare, in acestii cadrani, tangenta este negativi.
Arculil crescandd de la B spre C, tangenta descreses
in valdre absolutd, si cand arculd devine ABC, sail =,
ea devine zero; deci

tg = = 0.
Arculi ABH fiind in cadranuld al treilea, fangenta

AT se afli pe partea positivd a liniei tangentelori, gi
cresce pe cit cresce gi arculil; gi cénd acesta are va-

lérea %’, tangenta este érigi infinitd ; adicd :

tg%”=oo
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Indatd ce arculll intr4 in cadranulii al patrulea,
tangenta trece de o dati de la valorile positive la
cele negative; si cu cdt cresce arcull, cu atat ea de-
scresce in waldre absoluid, aga ci, arculd ajungindi
a fi 2 (=), avemi:

tg 27 =0.

In resumati:

In cadranuli intdid, tangenta este positivd gi
variadd de la zero pani la -4 oo.

In cadranulii al duoilea, travgenta este nega-
tiwd si variada de la — oo pand la zero.

In cadranulii al treilea, tangenta este positivd,
si variadd de la zero pand la -} oo.

In cadranuli al patrulea, tangenta este nega-
tivd si variagda de la — oo pand la zero.

Vedemil dar ci tangenta péie se ia téte valo-
rile posibile de la— oo pand la-}-o, i prin ur-
mare la ori-ce valére reali a tangentel corespunde o
valére realy pentru arci.

12. Daci ne-am imagina c% arculi, dupi ce a
percursli circumferenta intrégh, ar trece de punctuli
A gi ar percurge din noii circumferenta in acelagi
sensti §i de mai multe ori, am vedea ci tangenta, din
d6éng in déus cadrane, ia ne’ncentati acelési valori cu
acelési semne, in un modi periodicéi. Prin urmare
tangenta” este o funcliune circulard perirdica, gi
peridda sa este o semi-circomferenid, soi .
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Putemi esprima acestii principit prin formula
urmitore :

tg (k= +2)=tgz,
in care % represinti un numérd intregli ére-care, po-
sitivil sall negativil.

SECANTA

13. Se numesce secantd a unui arcli distanfa
de la centrulit acelui arch pdnd la estremitateq
tangenter sale trigonometrice. Ast-feli tangenta ar-
cului AE este AF, (fig. 5) era secanta Iui este OF,
si se notéda: OF = sec AR. .

Originea secantelorii este centruld O. Ele sunt
positive daci intdlnescli linia tangentelorli frecéndil
chiarli prin estremitatea arcului; ast-felii secanta OF
a arcului AE este positivi, cdci trece prin estremi-
tatea E a acestui arei. Din confra, secanta este ne-
gativy dac#, pentru a iInfalni linia tangentelorti, tre-
bue prelungitd in partea opusi estremitdtil arcului;
ast-fel secantall OK a arcului AG este negativd, cici
nu trece ea insigi prin estremitatea @ a arcului, ci
numai prelungirea sa.

14. Cand arcull este zero, secanta este OA, sail
-} 1; adeca

sec 0 =-+1.

Arculll cresesnd in cadranuld intdiii pand la B,
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secanta cresce gi ea, remanandii neincetatl positivi; si
k1
2
fiindd la iofinitl, dupid cum seimi (11), avem:

cand arculli devine = seu AB, estremitatea tangentei

sec%=+oo

Cand arcull intrd in cadranuli al duoilea, secanta
trece de o dati de la valorile positive la cele ne-
gative, i cu cat cresce arcull, cu atat ea descresce
in valdre absolutd. Cand arculii devine ABC sall =, se-
canta este OA satt — 1, adicd :

se¢ w = — 1,

In cadranuli al treilea, secanta este totil negativd,
insi merge crescdndl in valdre absolutd, cu cat cresce
si arculi; aga ci, cdnd arcull este de trei cadrane,
secanta este iarfigl infinita; sad

3n
SGCE——w

In cadranuli al patrulea secanta trece de o dati
la valorile positive, gi descresce de la - oo, pani
cind arcultl ajungandi a fi 2 », avem:

sec 2 » =4 1.

In resumatii:

In primuli cadrand, secanta este positivd si
variadd de la + 1 pdni la - oo.

In al doiled cadranii, secanta este negativd si
variadi de la — oo pand la — 1.
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In al treflea cadrani, secanta este negativd
gi variadd de la — 1 pand Ja — .

In al patrulea cadrandi, secanta este positivd
variadd de la -} oo pand la + 1.

Vedemii dar c4 secanta péte se aibi téte valo-
rile posibile de la — oo pans la—-oo, afari de cele
coprinse intre — 1 gi -}~ 1. Ori-ce valére a secantei co-
prinsd intre — 1 i + 1 nu mai este o valére reald,
¢i o valére absurdd, gi nici un arcll reald nu cores-
punde Ja o asemenea valére a secantei.

15. Presupunéndi c& arculii lord ar percurge ecir-
comferenta de mai multe ori gi in acelagli sensd, am
vedea indat® c& secanta reia neincetatii acelégl valori,
cu acelég! semne, n wn modi pertodicti, dupi fie-
care intervald de o circomferents intrégd. Prin ur-
mare secanta este o [funciiune ‘circulard perio-
dicd, st peridda sa este o circomferenid intrégd,
sqth 2 m.

Putemil esprima acestli principili prin formula :

sec (2 k= -+ x) = sec ,

in care % represinti un numé&rd intregii 6re-care, posi-
tivii sall negativil.

COSINUST

16. Se numesee cosinusi al unui arcl stnusuli ar-
culur sdish complementard. Fie s. e. arculil AE (fig. 4);
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arculll complementart alii acestuia este EB; si, dupi
definitiunea sinusului, avemii:

EK =gsin EB;
prin urmare

EK = cos AE

Observamii ¢ EXK=I0; prin urmare putemi incd
defini cosinulii c& este distania dela ceniru pdnd la
plicioruli sinusulut.

Cosinusurile se socotescii pe diametrulil orizontalit
AC de la originea 0*3. Sunt positive cosinusurile so-
cotite pe partea din drépta, 0A, a diametrului, §ine-
gative cele socotite pe partea OC. Avemu ast-felii:

cos AE=+-0], si cos AF=—O0L.

17, Daci arculii este zero, cosinusulil fiind distanta
de la centru la estremitatea sinusului, avemii:

cos 0=0A, sall cos 0 =-}-1
Arculii cresedndd in primuldl cadranti, cosinusnli
remane neincetatii positivi, ins# descresce; aga incéf,
cand arculil este AB sail 7, sinusulii BO cidéndii chiar

in centrn avemii:

T
€08 5 = 0.

In cadranulii al doilea, cosinusulii este negativii;
si cu cat cresce arculil, cresce i elil in valdre abso-
lutd; ecand arculdl este ABC sail =, avemi:

24,431 2
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cos = =0C, sall ¢cos == — 1.

In cadranulii al treilea, cosinusulii este totii nega-
tivii; insd cu cat cresce arculll, el descresce in valdre ab-

solutd aga ci, cand arculld este ABCD sai 3—2”, avemii:

3
€08 5= 0,

In cadranuld al patrulea, cosinusuld este posi-
tivii; sicu cat cresce arculti, cresce gi eli; cfnd arculil
este 2 =, aveml :

c08 2x=-+1.

In resumatii:

In cadranulii intdit, cosinusulll este positivii gi
variadd de la 4 1 pand la zero.

In cadranulit al doilea, consinusulit este nega-
tivii §1 variadd de la zero pand la — 1.

In cadranulii al treilea, cosinusuli este nego-
tovel i variadd de Ja — 1 pand la zero.

In cadranuli al patrulea, cosinusull este posi-
tivei gi variadd de la zero pand la - 1.

Téte valorile cosinusului sunt eoprinse, ca gi ale
sinusului, intre 4 1 $i — 1. Ori-ce valére a cosinusu-
Iui mai mare de cit -+ 1 saii mai mica de ¢t — 1 nu
mai este o valére real#, si niei un arcil realdl nu co-
respunde la o asemenea valére de cosinusii.

18. Daci arculii, trecindli de puntuld A, ar per-
curge circomferenta de mai multe ori i in acelagil senst,
am vedea ci cosinulti, dupi fie-care trecere de o cir-
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comferentd intrégh, reia aceleagt valori cu aceleag!
semne tn wund mody periodicd. Prin urmare cosi-
nulli este o funciiune circulard periodicd, §i peri-
dda so este 2 m

Acestit principiu se esprimi prin formula :

cos (2 k=t x) =rcosx,

% fiindd unil numérii intregll Ore-care, positivit sail
negativil.

CONTANGENTA

19. Contangenta vwnui arcli este tangenta ar-
culut s&ii complementarii. Ast-felii complementulli ar-
cului dati AE (fig. 6) este EB a cirui tangentd
este BI, considerandil puntuli B eca origine; prin
urmare :

BI = tg BE, sati BI = cot AE.

Fig. 6. Contangentele se socotescii pe
tangenta KI, dus# la inceputulil
celui de al doilea cadranii, Ori-
ginea este punctulii B. Contan-
gentele socotite la drépta de
acestil punctli pe partea BI sunt
positive, érd cele socotite la stdnga pe partea BK
sunt negative. Aga: cot AR = BI, si cot AF= —BK,
20. Arculi dati fiind zero, avem:

cot 0 =4 o0, clici cot 0 =1g 900 =+
2¥
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Arculil crescéndii in primull eadranti, cotangenta
réméne positivd gi descresce neincetatit pAni la zero,
adecd :

T
cot 7= 0.

In cadranuli al doilea contangenta este nega-
tivd, sl eresce 9n valdre absolutd de la zero pand la
—oo; acéstd valére o are eind arculi este ABC sait
m, adecd :

ot w=— 0,
Arculii ABG trecéndii in cadranulii al treilea,

contangenta treece de o datd de la valorile negative
la eele positive; insd eu c4t cresce arculll ea descre-

sce; aga ci cdnd arculil este ABCD sam %’t, avem:
3w
cot 5 = 0.

In cadranulii al patrulea contangenta este érist
negativi, si eresce 71 valdre absolutd de la zero in
sust, pand cand arculd fiind 2 = avem:

ot 2= — o,

In resumatii:

In cadranulii niditi, contangenta este posi-
tivg si variadd de la 4 oo pand la zero.

In cadranulli al doilea, contangenta este ne-
gativd g1 variadd de la zero pand la — oo.
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In cadranulii al treilea, contangenta este po-
sttivd si variadd de la -} oo pénd>la zero.

In cadranuliéi al patrulea, contangenta este ne-
gativd si variadd de la zero pind la — oo,

Prin urmare contangenta, ca gi tangenta, este
susceptibild de a primi téte valorile posibile de la
— oo pind la + oo, si la ori-ce valére reald a
contangentei corespunde unil arci realll.

21. Dac# arculii ar percurge de mai multe ori
circomferenta in acelagl sensii, am vedea c# valorile
contangentel revinil cu aceleag! semne din déud in
d6éud cadrane in un modi periodiciti,; asa dard co-
tangenta este o funcfiune circulard periodicd cu
peridda =; principiu ce se péte esprima prin formula:

cot (k=4 2) = cot z,

unde % este érdsl un numérd intregii 6re-care, posi-
tivi sall negativil.

COSECANTA

22. Cosecanta, unui arcli se numesce secantq
arcului séu complementari. Asa secanta arcului BE,
(fig. 6) complementarii arcului dati AE, este OI;
acésta este dard cosecanta arcului AE, gi se notédd:

OI = cosec AE.
Dupd figurd, vedemi ci cosecanta se péte inei
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defini : distanfa de la centru pdnd la estremitaten
cotangentet.

Originea cosecantelorli este centrulii O. Cose-
canta este positivi daca intilnesce linia cotangente-
lorii trecéndii chiar prin estremitatea arcului dati;
§i este negativi dac#, pentru a intdlni acésti linie
a cotangentelorii trebue prelungitd in partea opusd
estremitdtii arculvi. Aga avemii:

cosec AE =401, si eosec ABG = — OI.

23. Cand arculii este zero, extremitatea cotan-
gentei fiind la infinitdi, avemi :
cosec 0 =+ .

Ins# cu cat arculil cresce in primulii cadranii,
cosecanta descresce, rémandndli neincetatldl positivé; gi

cind arculll este AB sau 7, avemi:

cosec 7 OB, sau cosec = 1.

A In cadranulii al doilea cosecanta este totii posi-
tivd, gi cresce neincetatll pénd cand arculil ajunge a
fi ABC sail »; atunci avemii:

¢0se¢ »=-+} 0.

In eadranulii al treilea, consecanta trece de o
datd la valorile negative §i descresce in valdre abso-
lutd de la — oo pan¥ la — 1, cu c4t arcul cresce

de la = pénd la ‘922—’—’, avénd
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3n
cosec 5 =-— 1

~ In fine, in cadranulit al patrulea, cosecanta fiind
totli negativa, cresce 1n valdre absoluid de la — 1
pind la — oo, avéndl aeéstd din urmd valére cénd
arculii este 2 =, adecd :

€08e¢ 2= — 0.

In resumatii:

In primulit cadrand cosecanta este positivd si
variadi de la + oo pdnd la 4 1.

In al doilea cadranulii, cosecanta este posi-
tivd i variadd de la -+ 1 pand la oo,

In al treilea cadrani, cosecanta este negalivg
gi variads de la — oo pénd la — 1.

In al patrulea cadranti, cosecanta este negativd
si variadd de Ja— 1 pénd la — oo,

Prin urmare cosecanta, ca gi sacanta, primesce
téte valorile posibile de la — oo pand la-} oo, afard
de cele coprinse intre — 1 gi—+ 1. Ori-ce valére a
cosecantei coprinsd intre — 1 gi-+ 1 nu mai este o
valére reald §i niei un arct reali nu corespunde la
0 asemenea vallre & cosecantei.

Presupunéndi ci arculd percurge de mai multe
orl circumferenta in acelagli sensii vedemii ci cose-
canta, reia neincentatil acelésy valori cu acelégi semne,
m un modi periodictt la fie-care intervalil de ¢ cir-
comferentd intrégd. Prin urmare cosecania este o
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[unctiune circulard periodica, g peridda sa este
o0 circomferenid inirégd sav 2 .
Acestii principiti se esprimd prin formula:

cosec (2 k = -+ x) = cosec z,

k fiind un numérii intregil 6re-care, positivii sail ne-
gativil.

LINIILE TRIGONOMETRICE ALE ARCELORU EGALE $I DE
SEMNE CONTRARIT

25. Teoremd. Arcele egale side senme contra-
vl a® Lindt trigonometrice egale

Fig. 7.
L li x $U de semme contraril, ofard
2 de cosinusi, st secomid, cary
sunt s1 de acelagii semnii.
¢ 0 . Fie arcele AE si AF, (fig.
w7 7)egale gi de semne contraril *4.
° | Avem:

gin AE=EG, sin AF=FG,
cos AE =0G, cos AF =0G,
tg AE=AH, {gAF=A]
sec AE=0H, sec AF =0],
cot AE =BK, cot AF=BIL,
cosec AE = 0K, cosec AF = OL.

Triunghiurile OEG si OGF sunt egale, cici
OE =0T c¢a rade; uoghiurile EOG si GOF sunt
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egale, cici AE=AF, gi unghiurile EGO gi OGF sunt
egale, ca drepte; prin urmare:

EG=GF, sau sin AE=sin AF.

Considerandii insi sensuli acestorti ddud sinu-
suri *7, avemil :
sin AE = —sin AF.

In aceleag! triunghinri OG fiind comunti, avem:
0G =0G@G, sau cos AR = cos AF.

Semnele sunt aceleagl la ambele cosinusuri*16.
Triunghiurile OHA gi OAI sunt egale, cici OA
este comuni Ja aménd6u&, unghiurile HOA si AOI
sont egale din date, gi HAO=O0AI ca drepte; prin
urmare :
AH =AI, sau tg AE=tg AF.
Considerandil 1ins# sensulii acestorii déué tan-
gente*10, avem :
tg AE = — tg AF.
Din aceleagi triunghiuri avem :
OH 401, san se¢c AE = sec AF.

Semnele ambelorll secante sunt aceleagi*13.

Trinnghiurile dreptunghii OBK gi OBL sunt
egale, ciici OB este comunii, si BOK=BOL, din
causi ¢i BOK =900 —KO0A, si BOL=900—LOC
=900 — KOA. Din egalitatea acestorii triunghiuri
resultd :
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BK =BL sau cot AE = cot AF.
Considerandii insi semnele*19, avemi :
cot AE = — cot AF.
Din egalitatea acelor:gl triunghiur deducemii:
0K =OL, sau cosec AE = cosec AT,
ori *22, |
cosec AE =—cosec AF.

Aga dard, pe basa acestei teoreme, putemit pune
relatiunile :

sin x = — sin (— x), cot x = — cot (—2),
o8 x ="co8 (—x), sec x = sgoc (—x),
tg x=—tg (— 2), cosec & = cosec (—x).

LINIILE TRIGONOMETRICE ALE ARCELOR{
SUPLEMENTARE

26. Teorems. Ddrué arce suplimentare au li-
Fig. 8. nii trigonometrice egale si de
. semmne contrare, afard de si-
nusy gt cosecantd, cari sunt
O g e g cosecs
F st de aceleagt semne.
¢ ol —_ &t Fie arcele AE si EFC (fig.
I Nk 8), ast-felii ¢ AE +EFC =1~
D ! Ductndit EF paraleli cn
AC, avemli :
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EFC=EF-+FC, AEF=AE-EF, si FC = AE;
deci :
EFC =AEF.
Aga dard in loculit arcelori date AE gi EFC,

putemil considera arcele AE i AEF.
Dupd figurd avem :

sin AE =EG, sin AEF =TFH,
cos AE=0G, cos AEF = OH,
tg AE=A]I, tg AEF = AK,
se¢c AE =01, sec AEF = OK,
cot AE =BIL, cot AEF = BM,
cosec AE = OL, cosec AEF = OM.

Triunghiurile dreptunghe OEG si OFH sunt
egale, cici OE=OF, ca rade gi unghiurile EOG si
FOH sunt egale, din causi c¢i EA=FC; prin
urmare :

EG=TH, saun sin AE = gin AEF,

gi semnele ambeloril sinusuri sunt aceleagl.
Din aceleagt triunghiuri avem :

OG=0H, san cos AE= cos AEF,
gi considerdndil semsulil ambeloril cosinusuri,
c0s AE = — cos AEF.

Triunghiurile dreptunghe OAI gi OAK sunt
egale, cici OA este comunti, gi unghiurile TOA gi
AOK sunt egale, pentru ¢ AE=FC=AN; aga dar4:
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ATl=AK, sau tg AE= tg AEF,
si considerdndd sensulii ambelorli tangente,
tg AE= — tg AEF
Din egalitatea aceloragl triunghiuri results :
0I=0K, sau sec AE = sec AEF,
gi din consideratia sensului ambeloril secante,
se¢c AE=— sec AEF

Triunghiurile OBL gi OBM sunt egale, c#ici OB
este comundl si unghiurile BOL gi BOM sunt egale,
pentru ¢i BOL= 900 — EOA, si BOM = 90°—FO0C,
éré EOA =TFOC; prin urmare:

BL =BM, sau cot AE= cot AEF,

si considerandii sensuli :

cot AE=—cot AEF
Din egalitatea aceloragl triunghiuri,
OL=0M, sau cosec AE = cosec AEF.

Semnele sunt aceleagi la ambele cosecante *22,
Pe basa acestei teoreme putemil dari pune re-
latiunile :
sin  =sin (= — ), cot x =—cot (» —x),
€08 & =—¢08 (» —x), sec & = —sec (v — ),
tg x=—1g (» — ), cosec = cosec (= —x).
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LINILE TRIGONOMETRICE ALE ARCELORU CARI DIFERX
INTRE ELE CU 0 SEMICIRCOMFERENTA

27. Teoremad. Arcele care diferd intre dénmsele
cu 0 semicircomferentd, ati linil trigonometrice egale
st de semne contrare, afard de tangentd st cotan-
gentd cart ait st acelasi semnii.

Fie arcele AE i ABCF (fig. 9) ast-felii cd
ABCF—AE=ECF ==, avemil:

- (Fig. 9) sin AE = EG,
N cos AE = 0G,
' tg AE=AIJ,
o a4 sec AE= 0],
A cot AE=BK,
D cosec AE = OK;
sin ABCF =TFH, sec ABCF = 01,
cos ABCF =OH, cot ABCF = BK,
tg ABCF = AT, cosec ABCF = 0K,

Triunghiurile dreptunghe OEG si OHF sunt
egale cici OB=OF ca rade, i unghiurile EOG si
HOF sunt egale, ca opuse la vérfit; prin urmare :

EG =FH, sau sin AE = sin ABCF,
si ludndd in consideratie semnele,
sin AE =— sin ABCF.

Din egalitatea acelorag! triunghiuri, avemil :
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OG =0H, sau cos AE = cos ABCF,
§i din causa sensului ambelorit cosinusuri,
cos AE =— cos ABCF.

Tangenta arcului AE este Al, sia arcului ABCF
toti AI; prin urmare:
tg AE =1tg ABCF.
Cotangenta arcului AE, precum i a arcului
ABCF, este BK; aga dard
cot AE = cot ABCF.

Secanta arcului AE este OI, care trece prin
estremitatea E a arcului; secanta arcului ABCEF este
totii OI, insi nu trece prin estremitatea F a lui;
prin urmare * 13

goc AE =—sec ABCF.

Asemenea OK este cosecanta gi a lui AL gia
Ini ABCF; insi fiind-c4 trece prin estremitatea pri-
mului arcdt, éré prin a celui de al doilea nu, avemii*22:

cose¢c AE =— cosec ABCF,

Putemii dar3, pe basa acestei teoreme, se sta-
bilimii relatiunile urmétére :

sin x =— sin (= + %), cot x = cot (=+ ),
¢0s £ =— ¢os (=} x), sec & =— sec (=} ),
tg x =tg (=4, cosec x = — cosec (=),
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REDUCEREA ARCELORU LA PRIMULU CADRANT

28. Se intémpld de multe ori sd se cérid liniile
trigonometrice ale unui arcli mai mare de cit und
cadranil une-ori chiar copringdndil mai multe circom=
ferente. Cu ajutorulit teoremelortt precedente putemii
ins4 tot-d’a-una g#si unil arci mai mici de cit unil
cadranil, ale cirui liniI trigonometrice si aibi aceagy
valore absolutd ca gl liniile trigonometrice ale arcu-
lui dati.

F'ie, spre esemplu, a se gisi liniile trigonome-
trico ale arcului de 1953C. Impirtindi acestli arci
cu 3600, gisimi ch:

19539=5><36004+1530, san 19530=5>}2~+41530;
prin urmare* 9, 12, 15, 18, 21, 24,

sin 19580 =sin 1539,  cot 19530 =cot 1530,
c08 19530 =cos 1530,  sec 19530 =sec 1530,
tg 19589 = tg 1589, cosec 19539 =cosec 1530,

s fiind-cd 153%=1800—27, avem*26:

sin 19530 =sin 153°=sin 27°,

¢08 19530 =¢cos 158" =—¢os 277,

tg 19530 =1tg 158 = —tg 27°,

cot 19580 = cot 153" =—cot 27°,

sec 19530 =sec 153°=—sec 27°,
cosee 19530 = cosec 153°—cosec 27,
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Fie incd arculi de 2375°; avem:

2375°= 6>< 360° 1 2150 = 6 X< 2 - 215",
si 215°=180"43b°;
psin urmare * 27,

sin 2375°=sin 215°=—sin 35°,
cos 2375°=rcos 215°=——cos 35°,
tg 2875°=1tg 215" =tg 35°,
cot 2375°=cot 2159 =cot 35°,
sec 2375° = sec 215°=—sec 35°,
cosec 2375° = cosec 215° = —cosec 359.

Fie in fine arculil de 1388°; avemi:
1388'=4><360°—52°=4 <2~ —52°%,
aga-dard * 25

sin 18388°=gin (—52°) =—sin 52°

cos 1388° =cos (— 52%) =cos 52°,

te 1388° = tg (—52°) =—tg 52",

cot 1388° = cot (— 52" =—cot 52°,

sec 1388°= sec (—52%) = sec 52°,
cosec 1388° = cosec (— 52% = — cosec H2°,

ARCELE CARI CORESPUNDU LA 0 LINIE
TRIGONOMETRICX DATA

29. Cand ni se d& unil arcl, nu putemi avea
de cit o singurd valdre pentru fie-care linie trigono-
metrici a sa. Nu este insi totli asa céind ni se di
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o linie trigonometricd, si se cere a se gisi arculil co-
respungétorti la dénsa. In adevéril, scimid, ci fune-
tinnile circulare sunt téte periodice ; prin urmare la
0 valére a unei linif trigonometrice nu corespunde
numai un arci, ¢i o multime de arce, carl difers in-
tre dénsele cu un multiplu al periédei.

84 se giséscd, spre exemplu, arculii al cirui si-
nusli are valérea a«; fie / undl arci al cirui sinusi
are acéstd valére. Insi de dre-ce sinusulll are periéda
2 = nu numai arculd ! va avea sinusull a, ci gi ar-
cele 2 =41, 4 n+1, 6 »-}1,.... Prin urmare gi-
simii pentru arculil ciutatd o muliime de valori cari
implinescti cererea. Acelagil lucru se intdmpla i pen-
tru téte cele alte linil trigonometrice.

De ordinar insd cénd se d& o linie trigonome-
tricd, dintre téte arcele cari corespundii la dénsa, nu
so iail 8e cat cele coprinse intre 0° gi 360° si cu
modulli acesta se reduce numérulil arcelori jcarl rés-
pundd la cerere.

Ddndu-se stnusuliéc unui arcid sd se gdséscd arculi.

Fig. 10. Daca sinusulil datii o este positivil pe
B rada OB (fig. 10) luimi OI=a, si
N prin I ducemit FE paraleli cu CA ;
aarculll ciutatl este AE sail AT cdci

Mo L
———ﬁ/n_daca din E gi F lisami EL si FM
o) perpendiculare pe AC,

EL=gin AE, si FM=sin AF;
24,431 3

(o]
S —T 1
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insi EL=FM=0I=ga; prin urmare AE gi AF sunt
in ad&vérd arcurile al cdror sinusii este- a.

Daci sinusulil datii o este negativl, ludmi pe rada
OD o lungime OK =a, si ductndd prin K linia GH
paraleld cu AC, arculii cautatii este ABG sait ABCDH;
cici MG=0K =—a=sin ABGR, §i LH=0K=—a=
sin ABCDH.

Ddndu-se cosinusulii unui arcit sd se gdaséscd
arculdl.

Constructiunea este analdgd cu cea dati pentrn
sinusii. Dacd cosinusulit ¢ este positivi, luimi pe
rada OA lungimea OL =a, gi ducéndi prin L pe EH
paralel cu BD, arculil ciutatd este AE sati ABCDH.
Dacs cosinusuli dati o este negativil, lnimi pe OC
lungimea OM=a, i prin M ducemii FG paraleld
la BD; arculil ciutatii este ABF sai ABCL.

Ddndu-se tangenta unul arci sd se gdséscd
arculii.

Fig, 11 ' Daci tangenta datd a este

b positivi, pe partea positivd AT
(fig. 11) a liniei tangentelori
lndmit Al=a, giprin Isi O
ducem drépta IG; areulil cdntat
este AE saiit ABCG cici dacd
vom construi tangentele ace-
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storit déué arce, vom gisi c¢i ambele all dreptd tan-
gentd pe Al==a.

Dacid o este negativi, pe partea negativai AK
a liniei tangentelord luimi AK =a, i ducéndil
drépta KF prin centru, arcull ciutati este AF sail
ABCDH,; cici améndéus aceste arce aii dreptil tan-
gentd peAK =a.

Ddndu-se cotangenta wnui arci, s& se gdséscd
arculd.

Cotangenta o fiindil positivd, luimid pe partea
positivi BL a liniei cotangentelordi BL=a, si du-
céndit LG, arculii ciutalil este AE saii ABCG. —
Daci cotangenta dati este negativd, ludndii pe par-
tea negativi BM a liniei cotangentelori BM =—a,
ducemii MH ; atunei arculid ciuntatii este AF sal
ABCDH.

Ddndu-se secanta unui arcti si se gdséscd
arculi.

Dacd secanta a este positivd, din centruli O
(fig. 11) cu o radd egali cu @, descriemii un- arcil
care tae linia tangentelord in punctele I si K ;
unindi IO gi KO, arculil cautati este AE sait ABCDH;
in ad&vérld secantele acestorli déué arce sunt —+-I0 =
+a si +-0K=-a.

Dacid secanta @ era negativdi, constructiunea era
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aceiagl; insi prelungindli pe IO pand in G si pe KO
pénd in F, arculi ciutati era AF sait ABCG.

Dadndu-se cosecanta wunui arci, sd se gdséscd
arculi.

Daci cosecanta datd a este positivé, din cen-
truldi O cu o radd egald cu @ descriemil unl arci
care tae linia cotangentelorii in punctele L si M ;
unindd LO si MO, arculil ciutatit este AE sai AF.

Dac# cosecanta datd o este negativdi, prelun-
gindd pe LO pan# in G i pe MO pénd in H, ar-
culii ciutatil este ABCG sai ABCDH.



CAPITOLULU I,

FORMULE FUNDAMENTALE

RELATIUNI INTRE LINIILE TRIGONOMETRICE ALE
ACELUIASU ARCU

30. Fie arcult AC=a (fig. 12); liniile sale
trigonometrice sunt:

Fig. 12 CD =sin a, BEF =cot a,
B F OD =cosa, OE=seca,
E AE =tg a, OF = cosec a.

‘N Triunghinld OCD, fiindd drept-
‘A unghill in D, da:

o D

0D%-}-0D2=0(2, saun sin? a,--c0s2q=1, (1)
cici OC este rada. Prin urmare suma pdtratelord
stnusulut st cosinusulut unui arci este egald cu
unstatea.
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Din (1) putemi deduce inci:
sin2a=1— cos?a, sall sina=+,/T—cos?a, (a)
cos2a—=1-—sin2a, sail cosa==,/T—sin¥q, (b)
Triunghinrile OCD i OEA sunt asemeni, cici
ati unghiuld O comunt, §i pe cele-alte egale ca co-
respondente; prin urmare :
%_OA’ aail tga_ 1 ’
CD OD sinag cosa

ori inmultindd ambii membri cu sin a,

sing
tga=——=
COSa (2)
adecd tangenta unui arcii este egald cu raportulit
sinusului catre cosinusulit aceluwi arci.

Din aseminarea aceloragl trinnghiuri avemi:

OE OA < seca 1
0oC¢ oD’ 1 cosa’

ori in fine
cosa seca = 1. (3)
Din (3) putemii inci scéte, impartindd cu cos o :
1
seca=r_—, (¢)

gi impirfindll cu sec @ :

1
C08G==e s (d)
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Din aceste d6éug formule vedemil ei costnusuli
st secamia unwi avci sunt inverse una alteia.

Triunghiurile OBF si OCD sunt asemeni, eici
unghiurile din B gi D sunt egale ca drepte, si cele
din F si O ca alterne-interne: prin urmare

BF OB cota 1
Pt , sadl =——
0D CD cosa sing

de unde, inmultindii ambil membri cu cos &,

cotq 9952
" sing’ (4)

adecd cofangenta unul arci este egald cu raporiuli
cosinusului cdtre sinusulit acelul arci.
Din asemd&narea acelorag! triunghiurl avemi inca:

0F 0B . cowes_ 1
0D CD’ 1  sing

ori
gina coseca =1 (5)

Din (5) putemil incid deduce, daci impirfimil cu
c0S6c @ :

] 1
sing———— 8
€0Seca ©

éri impdrtindi cu sina,

coseca:,i, ®
gina
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Din aceste déud formule se vede ci sinusulil
st cosecanta, unui arcit sunt inverse una alteia.
Imultindi (2) si (4) membru cum embrn, avemi:

sina cosa

tga cota= .
cose sina

1,

din care putemu scéte urmatérele déus formule :

1
tga———r, (®)
cota
cota =—1. (h)
tga

Prin urmare fangenta sv cotangenta unui arci
sunt inverse una alteia.

Formulele (1), (2), (3), (4), (b), impreuni cu
cele co am derivati pini acum dintr’énsele, sunt de
un usi férte desi in trigonometrie, din care causi
si gi numescll formule trigonometrice fundamentale.

FORMULE CORELATIVE

81. Sub acestii nnme se injelege o serie de formule
prin carf esprimdmi o linie trigonometricd Ore-care a
unut arcit in funcfiune de o altd linie trigonometricd a
acelui’ arci. Aceste formule sunt in numéri de trei-deci gi se
deducii din formulele deja aflate:

sin?a-{-cos?qg =1, (1)

sin a
tg a’_m’ (2)
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1
sec g=—— 3
cos o' )
o8 ¢
cot a—=—— 4
sin o' (4)
1
cosee a=—, (%)

na

Daca una din liniile trigonometrice ale arcului este cu-
noscutd, cele-alte cineci vor putea si se afle resolvéndii cele
cinci ecuafiuni de susit. Prin urmare problema se péte deslega

tot-d’a-una.

1°, Déandu-se sinusuldt unu¥ arci, si se gdséscd cele-
alte linis trigonometrice ale arcului.

Valérea cosinusului se scéte din (1); avemi:

cos g==Tv'1—sin?q

Substitituindii acéstd valére a cosinusului in (2), (3),
(4), vom avea valérea tangentei, secantei gi cotangentei in
functiune de sinusii:

£ a=i__sm_“_
8 v 1—si

si dupd (5),

1
—, seca=t————, cota=
na v/1—sin%a

1
€08ec @=-:-—.
sin «

4+ 1=sin%a’

20, Dindu-se cosinusulii, s se afle cele-alte linii

trigonometrice.

Din (1) avemii:

sin g =%V 1—cos2a

espresiune a sinusului in funfiune de cosinusii. Substituindit
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acéstd valére in (2), (4), (5), vom avea g§i espresiunea tan-
gentei, cotangentei gi cosecantei in funcfiune de cosinusii:

—_cos? cosa 1
azi\/l 08 @ cotgmet— e —

tg L Coseca=i——_——_'
cosa V' 1—cos?q V/'1-cosa

gi dupd (3),

seca———-.
cosa

39, Dindu-se dangenta sd se afle cele alte linii tri-
gonometrice.
Ecuafiunea (2) d:

sina = cosa tga, (4)

sail
sina == cos?a tg2a

Punemil acéstd valére in (1), §i avemi :
cos?a tg2a--cosa=1, sali cos?a (1-4-tg2a)=1,
de unde
1
V1tigia
Punéndii acésti valére in (A), vom avea valérea lui
sin a:

cosa==

t
sinazi——gi— (B)
V' 1-Hte?a
Din (8) avemii:
1
secp=—=—or,
cosa

substituindii in loculit lui cos @ valérea sa,

seca==xVv"1-}-tg2a.
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Ecuatinnea (5) dd:

1
€0sec a==—,
sina
§i dupd (B),
cosec a—ctY 116"
tga
Iin fine ecuafiunea (h)* 30 d4:

cota= !
Ttga

49, Dandu-se cotangenta, s& se afle cele-alte linid
trigonometrice.
Din (4) avemii:
cosa=sina cota, (C)
sau
cos?a==sin%a cot?a.
Punéndii acéstd valére in (1), avemi:
sinfa—-sin?a cot?fa=1, ori sin?a (1-4-cot?a) =1.
de unde:

sina=i——_—1_—__
v TFootia (D)
Acéstd valére pusi in (C) di:
cota

cosga=t———
v 1t colta '
si fiind-cd : seca=L, avemii :

cosa

secqert? 1Fcot?a
cota ’
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Din (5) avemii:
1
coseca————,
si

¢i punéndi locli de sin ¢ valérea datd prin (D),

cosec a==v"1-}-cot2a
In fine ecuafiunea (g)* 30 di:

tga=i.
cota

5% Ddnduse-se secanta s¢ se gdséscd cele-alte lindk
trigonometrice.
Ecuafiunea (d) * 20 d% :

L
seca
Punéndit acéstd valére in (1), avemii succesivii:

sin®a-} 1

sec®a
sec’a sin?g-1==sec?q,

=1,

__secta—1

sin2q
secia

A

sing—+" secta— 1

seca

Punéndii aceste valori ale lui sin a §i cos o in (2),
(4) si (5) §i fictndil reducerile, avemii:

tg a==1v"secta—T1, cota=

_ 4 seca
*+v/secta—1 v secta— 1

6°. Ddndu-se cosecanta, sit se giséscit cele-alte lindt
trigonometrice.

, C0Secq
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Dupd (e) * 30 avemti:

ng= ,
coseca

Pnéndii acéstd valére in (1), (2), (8), (4), vom avea,
dupd nisce calcule analége cu cele de la casulil trecutii:

P
cosq=tY COSFu—L o0

—:’
cosec g v cosecta—1

coseca
— 2 —_—
cota—i\/ cosec a——l, Seca—i\/ cosecia—1.

Tabelulii alituratii coprinde téte aceste resultate. In
prima colénd verticali la stinga se afli inscrisi numele liniei
trigonometrice ce trebue si se esprime in functiune de alta, gi
in prima colénd orizontald este numele liniei in funciiune de
care frebue si se esprime linia considerath. La Intdlnirea co-
!énelorl“l respective ale ambelorii linii trigonometrice se afi§
espresiunea ciutatl.



sin @

cos @ tg a cot a sec @ cosec a
. . ., tg a 1 1 vV sec? a—1 1
Sm_ @ SIn @& BV 1—cos® a|tV T 1 ttg a| vV I+ cot? a|T  sec @ cosec a
- 1 cot & 1 Yeosec® a—1
€08 @+ 1—sin? a cos a 2 Ittt a| vV 1+cot a sec a cOSec a
" N sin a +\/ I—cos? o ¢ 1 1
g &/ "1 si? a|"  cos @ g a cot a V' sec® a—1|%/Gosed a1
; LY l-sin‘aj €050 1 1
COL @)=gn o = 1—cos’a tg a cot a t/ sec? a—1 £V cosec? a—1
1 1 v 1+ cot? a cosec a
8eC @t/ T _a® o cos & T T+te" o oot o 86C @ |+/Gosec? a—1
1 1 Y 1+te*af | sec e
€0sec a sin a Vo 1l—co? a|T  tga £V T+ cot? a |t/ get g 1| COSEC @

9%

FTHLEWONODIEL IA 890D
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DESTRE PROJECTIUNI .

Se numesce projecfiumea unui puncti A (fig.

18) o dreptd XY, piciorul A" al perpendicularei 13-

sate din punc-

He.13 tuldl A pe

: dreapta XY.

Acésta drépta

se chiami aza

de projectine.

. Projectiunea

A N 1 7 unei linii dre-

care AB pe

XY se numesca portiunea A'B‘ a lui XY, coprinsi

intre projectiunile A’ si B’ ale capetelori A gi B
ale liniei AB.

S& ne inchipuimil unld mobilli care se miged pe
linia AB, de la A spre B. Daci considersimil in fie-
care momentld projectinnea mobilului aceluia pe axa
XY, vedemii ¢%, pe cidnd mobiluli de pe AB merge
din A pani in B, projectiunea lui de pe XY merge
din A’ pand in B‘. Se convine a se considera pro-
jectiunea A'B‘ ca positivd, daci mobiluli care o
descrie se miged pe aya XY intr'unil sensi dre-care
determinatii spre exemplu in sensuli sigetil; si ca
negativd in casuld contrard. Cu moduld acesta, dacd
presupunemil ci linia AB a fostd strébitutd de mo-
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bilult s&if in sensulii de la A spre B, projectiunea
sa A'B’ este positivi; daci insi mobiluli s’ard fi
migeatii din B spre A, projectiunea B‘A’ ar fi fostii
negativi; asa i A'B'=—B'A’",

Projectiunile potit fi dar considerate ca cantitati
algebrice, susceptibile de a avé semnulil plusi sal
MENUST.

33. Teorema I. Projeciiunea pe un axii a unet
liniv formate din mai multe altele este egald cu
suma algebricd a projecﬁumlom pdrgilori sale.

Tie, spre esemplu, linia ABCD (fig. 13), for-
matd din liniile AB, BC si CD. Este evidenti c#
projectiunea A'D‘ a liniei totale se péte considera ca
formatd in modulil urmétortl : projectiunea A" a mersi
mai intdiii in sensulii positivii pand in B’, descriindil
projectiunea liniei AB, pe urmi a revenitii din B’ in
C’, in sensulit negativii, deseriindii projectia Ini BC;
fu fine a mersii din C''in D’, in sensulii positivi,
deseriindd projectia lui CD. Prin urmare putemt serie:

AD'=AB—BC+4CD’;
insd de vreme ce B'C’ este in sine negativii, din causa
modului cum a fostli deserisi, ecuafia acésta se péte
serie g1 aga:

AD'=AB'4BC+CD,
in care diferitil termeni sunt considerati ca cantifdti
algebrice. C.C.T.D.



FORMULE FUNDAMENTALE 49

33. Teorema II. Projectiunea pe wnii axi o
unut conturi poligonald inchish este zero.

Fie conturulii poligonalil inchisi ABCDEF (fig.

B Fig. 1. 14). Daci consi-

, derimii unll mo-
bild care stré-
bate acestidl con-
turti, mergéndii
E din A in B, din
. y BinG,..., pro-
A ¥ ¥ y CE jectia pe XY a
acestni mobili va merge din A" in B, din B in
C'....; gi cind mobiluli va termina de str&bituti
drépta FA gi va ajunge in A, projectia sa va ajunge
gi ea in A’, punctuli ssi de plecare; prin urmare
distanta infre punctuli de plecare gi punctuli de
ajungere alil projectiunei este zero; cea ce demon-
strd teorema.

Corolari. Projectiunes peuni axi o unet drepie
care inchide unit conturd poligonali este egald cu
projeciiunea acestui conturi poligonali.

Dupd teorema IT avemi (fig. 14):

pr. AB~ pr. BC+ pr. CD -~ pr. DE-- pr. EF -

T
1
1
1
'
1
:
'
1
'
)
1
)
1

pr. FA =0,
de unde
—pr. FA = pr. AB - pr. BC+ pr. CD - pr. DE +
pr. EF;

24,431 4
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ingd de ére-ce pr. FA= —pr. AF (32), acésti ecu-

atie se poéte scrie:

pr. AF=pr. AB+-pr. BC+ pr. CD~-pr. DE+ pr. EF.
35. Teorema III. Projecfia peunti axv a unei

drepte este egald cu produsulii lumgimei acestel

drepte prin cosimusulii unghiulul ce face ea cu axa
de projectiune gi care se numesce wunghiti de pro-

jectiune.
Fie AB (fig. 15) drépta dati gi XY axa de
B projectiune.
Projectia Iul
AB pe XY
este A"B";
insd daci dm-
B cemil dreapta
AB' paralels
X 0 Y
B cn XY, avem:
AB = A"B’,
ca paralele coprinse intre paralele, aga ci
AB =proj AB.

Din A, cu o rads AC egald cu 1, se descriemi
unil arell, gi din C se ldsiml perpendiculara CD pe
AB’; dupd definitiune (16), avemi :

AD =cos BAB = cose
Din triunghiurile asemenl BAB' si CAD, avemil:
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AB_ AB
AD AC’
gall :
proj. AB AB
cose 1’
de unde
proj AB = AB cose (D

cea ce demonstrd teorema.

36. Pontru a ardta ci acésti teoremd este cu
totulit generald, e necesarid a se precisa bine ce se
intelege prin mirimea unghiului de projectiune.

Am spusii (32) ci lungimile mésurate pe XY
se congiderd ca positive sall negative, dupd cum sunt
socotite in sensulit sdgefil, sall in sensulit opusi.
Totli asemenea, daci drépta AB este considerati ca
descrisd de unlii mobilil care' merge din. A in B, sen-
suli AB se chiamd sensulé, positivii, pe cind BA
este sensulii nmegativii. Ast-feli fiindd, se considerd
ca unghit de projectiune, unghiult formati de par-
tea positivd o lui XY cu partea positivd a lui AB.

Daca definimi
ast-felit unghiuli de
projectiune, e ugori

Fig.16.

‘ » de védutd c# for-
- B > mula (1) este cu to-
X — Y tulii generald, adecd

4%



59 CURS DE TRIGONOMETRIE

"¢d convine orl-cum ar fi agedate dreptele AB §i XY
una in raportd cu alta.

In fig. 16, repeindi rationamentuld de mal
susli, vom g#si:

AB = AB cos BAB.

Insi dupd sensulid cum sunt socotite mirimile
in figurd, projectia AB’ este negativii, iar unghinlit
de projectinne este «, care este suplementard cu BAB';
deci cosee=—cos BAB (26). Ecuatia precedents de-
vine dar:

— AB = — ABcose,

care este chiar ecuatia (1).

In fig, 17, un-
R ghiull « difers
: de BAB' cu 180°
aga ci aveml ia-
rdgl:
X v C08 BAB = —

cose (27),

prin urmare gi aci formula (1) este aplicabild in-
tocmal.

In fine in
fig. 18, pro-
jectiunea AB’
este positivd;
unghiull « e

Fig. 11

Tig.18.

|
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negativil, fiind c¢& e socotiti de la drépta AB' in
josil; ins# cosinusuld s&i este egali cu cosinusulil
unghiului positivi, (25), si prin urmare

AB =AB cos BABR =AB cose.

Formula (1) este dar cu totuld generali.

ADUNAREA ARCELORU

37. Sinusii gt Costnusti. Ne propunemil a gisi .
espresiunea sinusulai gi cosinusului sumei a déué arce,
cunosedndil sinusulil i cosinusulll arcelorii simple.

Fie AB=a si BC=20 cele déu& arce date.

Avemi, dupe figurd,

AC=a-0.
Ducemii radele OB si OC gi perpendieulara CD,
Fis. 19, Avemii, dup definitiuni, (7, 16):
C CD=sind, OD = cos b.

E B
Se projectdmi pe A’A contu-
D A ruli poligonalit OCD, avemi (34,

K 0
\ J corolarit)
(a) pr. OC=1pr.OD =pr.DC.

Insi (35)
pr. 0C=0C cos COA, pr. OD=0D cos DOA,
pr. DC=DC cos (CD, OA),
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—

Aeci avemii:
0C=1, ca rads (4); OD =cosh, DC = sin b,
COA =a-+b, DOA=a.

Pentru a evalua gi unghiulii (CD, OA), ducemii
rada OE paraleld eu DC; atunci

(CD, OA)=EOA =EOB-+BOA = %—l—a.
Substituindii succesivii téte aceste valori in (a),
gisimii :
cos (@ b)=cosb cosa - sinbd cos (2—’54— a)-
Insi
cos (% —|—a) =gin (— a) =—sina (16, 25);
deci
¢o8 (@ =+ b) =cosa cosb—sina sinb. (D

38. Formula (1) este eu totulii generald, de ére
ce a fostif stabiliti cu ajutoruld unel teoreme a ci-
rel generalitate a fostil stabilitd (36); prin urmare
ea subsistd orl-carl ar fi valorile unghiurilorii a gi
b. De acea putemil inlocui intr'énsa pe b prin —b,
cea co di:

¢08 (@ — b) = cosa ¢os (— b)—sina sin (— ),
san (25).

¢os (@ — b) = cosa cosb - sina sinbd. (2)
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Totli asemenea, in (1) gi (2) putemi inloeui pe
a prin%—a, cea co di:

eos (%— a+ b)=cos (g— a) cosb — sin (%——a) sinb,

cos (% — a—b)=cos (%— a) cosb -+ sin (%——a) sind,

sail :

cos[—;’— —(a— b)] =sinb cosb —cosa sinbd,,
cos[% — (o + b)] = gina cosb-}-cosa sind,

orl in fine:
-8in (¢ — b) =sina cosb — cosa sinbd, (3)
sin (@ <+ b) =sina cosb-}- cosa sind. (4)

Formulele (1), (2), (8), (4) daii sinusull si co-
sinusulii sumei saii diferentei a déu& arce in functie
de sinusele gi cosinusele arcelorii simple. Ele sunt cu
totulii generale. 4

39. Formulele (1) §i (4) ne dali sinusulit gi cosinusuli
sumel a déu¥ arce; insh este lesne a le generalisa gi pentru
mai multe arce.

Dacs in (1) i (4) nlocuimit pe b prin ¢—-d, acele for-
mule devinii:

8in (@ = ¢ - d) ==8ina cos (¢ d)}-sin (¢ @) cosa,

c0s (a—}- ¢ -}~ @) = cosa cos (¢4 d) — sina sin (¢ d),
sail

sin (g =4 ¢ -+ d) = sina (cosc cosd —sinc sind)
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- cosa (sinc cosd -}~ sind cosc),
¢0s (@ + ¢+ d) = cosa (cosc cosd —sinc sind)
—sing (sinc cosd 4- sind cosc),
de unde
sin (& 4 ¢+ d) = sina cosc cosd - sinc cosa cosd
- sind cosa cosc — sina sinc sind,
¢08 (@ =+ ¢ - d) = cosa cosc cosd — cosa sinc sind
— sina sine cosd — sina sind cose.

Cu ajutorulii acestora putemt gisi sinusulii §i cosinusulii
sumei & patru arce, gi aga mai departe.
40. Tagenta gi cotagenta, Pentru a gisi tan-

genta sume? & déud arce, vomi recurge la formula
*30 (2): :

sin (a-0)
t D)= =
g(a+0) cos (a+b)
inlocuindit pre sin (a—-b) si cos (a--b) cu valorile
lor date prin (1) si (4),

sina cosb—sinb cosa

tg (a+b)= —,
cosa cosb —sina sinb

gi impirindil ambil termen! ai fractiunii cu cosa,
cosb,

sina cosb sind cosa

cosa cosh | cosh cosa
1— sing sinb
cosa cosd

tg (a+b) =
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sail
tga-F-1gb (5)
t )= 2",
8GO =T atet
Dacid in acéstd formuld Inlocuimil pe b cu —b,
avemii ¥ 25 :
_ tga—tgd (6)
14-tgatgd’

Pentru a gisi confagenta sumei a déué arce, yomii avea
asemenes :

tg (a—b)

__cos (a--b) cosa cosb—sina sind
oot (a+0) =g (a}b) sing cosb-}-sind cosa’

gi implrtindii ambil termeni cu sina sind,

cosa cosb

sina sind
cot = - '
(a1-0) sing cosb , sinb cosa
sing sind ' sina sind

sali

__cota coth—1 )
oot (a--b)= cotb—cota

Daci aci inlocuimii pe b cu —b gi schimbimil semnele
ambilorli termeni ai fracfiunei, avemi:

1-+4-cota oetd 6))

cot (a—b)= cotb—cota

41, Prin formulele (5) §i (7) putemii g#si tangenta gi
contangenta unei sume de mai multi de citi déud arce. In

adévérii punéndii in aceste formule in locii de b pe ¢+d,
avemil:
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tga--tg(c+d)
—tga tg(c+d)’
__cota cob(cfd)- 1
ot (at-c+-d) cot (e+d)4-cota ’
si inlocuindii.pe tg (c+d) §i pe cot {c}-d) cu valorile lori,

tget-tgd
0 vt
tge+-tgd

__tga-f-tget+tgd—tgatectgd
T 1—tgatge—tgatgd —tgctgd,
cote cotd—__l
@ cote—4-cotd
cotc cotd —1
cotc—-cotd +oota

__cota cote cotd—cota—cotc—cotd
cota cotc4~cota cotd-}-cotc cotd—1

tg (at-c+d)=7

tgla—-c+d)=

cot(a—-c+d)=

IMMULTIREA ARCELORU

42, Considerdmii formulele

sin (a=+b) =sina cosb—+-sind cosa, 4)
cos (a-+b)=cosa cosb—sing sind.

Ficéndu a=b,.ele devinif :
gin 2 a=2 sina cosa, (§))
cos 2 @ =cos2a—sin 2a. @)

Aceste formule ne dafi sinusulil si cosinusuli
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arcului indoitd 2¢ in functiune de sinusulil i cosinu-
sulit arcului simplu a.

Daci in (1) si (2) inlocoimil pe r&ndi pe sina
cosa eu valorile Jorii date prin ecuatiunile (a) gi (b)
de la § 30, avemil alte formule, destulii de desii in-
trebuintate :

sin 2@ =+ 2sinaV’y—sin2q = * 2¢cosav’; —cos2a,
08 2 a=cos2a—(1—cos2a)=2cos2a—1,
c0s2a=1—sin2q4—sin2qg=1—2sin2a.
Dacs in formulele
tga-}-tgb - cotacotb—1 .
e | e ) B
tg(a+b) 1— tgatgd cot (a+b) cota - cotd (®)

facemll asemenea a=1>, avemil:

_2tga 0 _cotZa—1 (3)
1—tg2a "~ " 9cota

tg2a=

43. In formula (A) Inlocuindii pe & cu 2a, avemi:
sin3a==sina cos2a—}-sin2a cosa,

c0s3a= cosa cos2a—sina sin2a,

gi substituindit in loculii lui sin2a §i cos2a valorile lor date
prin (1) §i (2), )
8in8a==sin a (cos 2 a—sin? g)+2sina cosa cosa
=3 sina cos?a —sina,
cos3a=cosa (cos2u—sin®a)—2 sina sina cosa

=c0s3a—3cosa sinda.
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L}

Punéndii in prima ecuafiune 1—sin2q in locit de cos?® 4,
gi in a déua 1—cos2a in locii de sin®a, §i reducéndi,

sin8a = 3sina—4sin 3q,
¢0s3a = 4cos®a—3cosa.

Ficéndil gi in formulele (B) pe 6=2a, vomil avé ase-
menea:

. tga +ﬂ —
tgq— B0 tt82a_ = 1—tgta_ Stga—tela,
1—tgatgla 1—tga 2tga 1—3tg2a

1—tg2a

cotac_m__
cot8 a_c‘)t““‘)tg“— 1_ 2cota __cot’a—3cota
cota - cot2a cotat-200—1 cotfa—1 3cot2a—1
2cota

44. Putemil gisi formule generale carl si ne
dea sinusulil §i cosinusulil multiplului unui aredl prin
ori-ce numérd, intregll i positivii. Pentru acésta con-
siderdml ecuatiunile cunoscute:

sin(a—+Db)=sina cosb|-sind cosa,

gin(a—>b)=sina cosb—sinb cosa,

cos(a b)) =cosa cosb—sina sind,

cos(a—b) =cosa cosb—+sina sinb.
Adunandil respeetivil aceste ecuatiuni, avemi:

sin(a -+ b) 4 sin(a—b) = 2sina cosb,

cos(a—+ b) 4 cos(a—b) = 2cosa cosb.
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Punemii g=mb; atunei a+b=m-1)b,a—>
=(m—1) b, si ecuatiunile devinii:

sin (m-1) b=2sinmd cosb-—sin(m—1)0b,

cos (m+-1) b=2cosmb cosb—cos(m—1)b. )

Aceste formule, numite formulele lui Thoma
Simpson, ne dai medinlit de a calcula sinusulil gi
cosinusulii multiplului unui arcii prin uwn numéri in-
tregil gi positivii w1, cind se cunosci sinusele gi
cosinusele multiplilordt acelui arcii prin numerele
m gi m—1.

Esemplu. Fie b=18013'32", m=25; dupd (4)
avemi :
sin[(5—11)><8018'32"]=2 sin[5><8"13'32"]c0s8013 32"

—sin [(5—1)><8013'32"],
cos[(5+1)x8013'32"] = 2cos[5x8013'32"] ¢0s8013'32"
—cos[(5—1)><8013'32"],

si efectudndi immuliirile,
sin49921'12"—=2sin4107'40"c0s8013'32"—sin32054'8",

¢0849021'12"=2¢084197'40"c0s8°1 3'32"—c0832054'8".

DIVISIUNEA ARCELOR(
45. Adunéndii ecuatiunile

1=sin2% 24
sin 2+COS 3
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sina=2sin Zeos 2,
2 2
obtinemii relafiunea:
1-1-sing=sin2%1c0s2 212 5in Leos 2
+ 2+ 2+ 2 2

. a\2
=(sm§+cos§) )

de unde

si cos_=i\/ i
n2+ 3 1 +sina

Dac#, din contrs, scidemii una din alta ecuafiu-
nile de susii, avemii:

) . o a, . @ @
1 —ging =sin2= 4 c082=2gin—cos—
2+ 2 2 2
. Q a\2
—(s1n§—cos§) ,
de unde
s @ a —_—
sm-é—cos§=i\/1 — gina (2)

Adunéndii ecuatiunile (1) si (2) si impar’pindu
cu 2, avemii:

sin 3=+ \/ 1 +sma+\/] — sina (3)

2 2
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Seidendii ecuatinnile (1) si (2) una din alta i impir-
tindil cu 2, avemii:

008%=i\/1+sina_\/1—sina_
2 T2
Formulele (3) si (4) ne dall sinusulié §v cosi-
nusultc arcului pe jumétate in funcfiune de sinusuli
arculus intregu.
46. Considerimi ecuatiunile.

cosa=1—2gin22
2

a
cosa=2cos2§— 1.

Resolvéndu-le in raportii cu sin ggi cu cos g,

a,vemﬁ :
sing=i\/1 — ©0sg (5)
2 2
a_ i\/ 1--cosa
0082 . (6)

Impértindit (5) prin (6) membru cu membru, ob-

tinemii :
a 1—cosa
n—
si 2 \/

—= &

cosg 1+cosa
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sail, fiind-c4 in membruld ali doilea se fmparti nu-
mai cantititile de sub radicald,

te %+, /1—cosa 7
°2 1+ cosa (.)

Formulele (5), (6) si (7) ne dalil sinusuli, co-
sinusultt g tangenta arculwi pe jumétate in fumc-
tiune de costnusulti arcului iniregi.

QObservare. Dacd presupunemi ci @ << 180°,

atunci g<90°, gi prin urmare -g, €08 g gl tg -g sunt

positivi; deci in ipotesa c¢i a << 180° nu vomil lua
de cat semmuli - alii radicalului din membrulil alu
doilea ali ecuatiunilorti (5), (6) si (7), si atunei
aceste ecuafiuni se scriii:

Sillg= \/l_ﬁ_ CO-S—a cosg=\/l -+ COSG, tg E=\/T— coSa
2 2 ' 2 2 2 1-cosa

47. Dacid in ecuetiunea

eliminimi numitorulii, avemii:

tga —tga tg”»g=2tg—

sau
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tga tg”%—i—Ztgg-— tga =0,

ori, divisdndil peste totii cu tga,

tgzg—{——z— tg§-— 1=0,

a ,
—, care ne di wvaldrea

ecuatiune de gradulii al doilea in tg 3

lus tg% in funcfiune de tga:
a 1 1+tg a
¢ — — 4
tg 2 tga tg a + tga T tgta
sau
g —1+\/1+tg a (8)
tga
In asemenea modﬁ, din
cot? > 1
2
cota = —
2.cot —2"
tragemii :
a a
2cota cot Cha cot® 5 1,
de unde

cot? 2 — 2eota ot —1=0,
ecuafiune din care scotemil :
cot%:cotai\/cotza-%-l; (9)

24,431 5
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acéstd relafiune ne d& valdrea cotagentei arcului pe jumé-
tate in funcliune de valdrea cotagentei arcului intregit.

FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI

48. Pentru inlesnirea calculelordi este bine tot-
d’a-una, pe c4t se péte, a inlocui sumele gi diferin-
tele ce figurézd in espresiunile algebrice gi trigono-
metrice, prin prodmse gi caturi, din causi ci aceste
din urmi, dupi cum scimi, se potd calcula prin lo-
garitmi, pre cind cele d’intdxli nu.

Amit gasitis deja (46, (5) si 8)) :
1-4-cosa =2 cos2%, 1—cosa= 2sin2g.

Insd putemi incd g#si si alte espresiuni, forte
insemnate, calculabile prin logaritmi.
Considerimil ecuatiunile:
sin (@ + b) = sina cosb 4 sinb cosa,
sin (@ — b) = sina cosb — sind cosa.
Adunéndii mai intdld aceste déud egalititi, si

apoi scidéndu-le membru cu membru, obtinemii rela-

tiunile urmétére:
sin (@ + b) + sin (@ — b) = 2 sina cosd,
sin (@ + b)— sin (@ —b) = 2sinb cosa.

W

Punemii:
atb=p, a—b=gq; (a)
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aceste d6éus ecuabiuni, mai intallt adunate gi apoi sci-
dute, si pe urma impértite cu 2, dau:

o=PT4 P4 (b)
2 2

Valorile date de (a) i (b) le substituimil in (A),
cari devinii atunci:

sinp +sing = 2sinp__2hq- cos _p%_q, (1)
sinp — sing =2 sinz.)_;g cosp_{g—q. (2)

Ecuatiunea (1) esprima ci suma sinusurilori
a doué arce este egald cu de doug ori sinusulil
semisumei arcelori mmulfitd prin cosinusuli sema-
diferenger lord.

Ecuatiunea (2) arati cd diferenfa sinusurilori
a doué arce este egald cu de doug ori simusulii
semidiferente arcelovii inmulfittd prin  cosinusuli
semisumer lori.

49. Ecunatiunile

¢0s (@ —+ b) = cosa cosb — sina sind,
¢0s (@ —b) = cosa ¢osb - sina sind,
mai int4ld adunate i apoi scidute una din alta, dau:
¢08 (@ —+ D) -+ cos (& — b) = 2 cosa cosb,
cos (@ — D) — cos (a—+b) = 2sina sinb ;

5*
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gl ficéndli si aci substituirile indicate de ecuatiunile
(@) si (b),
¢osp -+ cosq = 2 €08

p49,,2—4
5 €os 5 (3)

€08q — €8P = 2sinp_2’_qsinpgq, 4)

Ecuatiunea (3) esprimd ci suma costnusurilors
a doué arce este egald cu de ddué ori cosinusuli
semisumer arcelori inmullittt prin cosinusuli semi-
diferentei lori.

Ecuatiunea (4) arati ei diferenfa cosinusuri-
lorit a doué arce este egald cu doué ori sinusuli
semisumet arcelorst inmulfiti prin  sinuswlli semi-
diferentei lori.

50. DivisAndli una cu alta ecuafiunile (1), (2), (3) si

(4) d6u& cate déué, obfinemii o serie de alte formule calcula-
bile prin logaritmi :

. . Zsinp—_l_—qcosp_
sinp—+-sing _ 2 g P+q . p—4
sinp — sing ogin 2.9 oos 2T 4 —|— q 2 2
2
g2 T4
gt 1 " 2
2 g2 4 mp—d
2 2
p_+_ez P—q
sinp+-sing sin cos 2 —tg »+q
cosp—t-cosq 9 cos £ p+q —q 2

2
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. . 2sin m cos2—4
sinp--sing _ ‘ 2 —cotp —q
cosg—cosp o0 P49 —|— g 2 '
2
. . 2sin ——cosp+q
sinp—sing __ 2 tgp —q
cosp—-cosq 9005 214 + g, P4 2 !
2
. . 2sin 29 gos p_-[-—_q
sinp—sing __ 2 2 —cot r+q
R Ptag,p—4g 2’
2 2
p + P1q.,
2c08—3—
cosp{-c0sg 2 -—cotp+qcotp —q
c0sg—oosp 2 sin £ +—qsm r—1 2 2

2

51. Bes o formuli Insemnaty care se intrebuinfédd une-
ori in calcule.
Inmultimii una ca alta egalitiitile

sin (@ - b) = sina cosb - sinb cosa,
~ sin(a — b) =3ina cosb — sind cosa,
gi obtinemii:
sin (@ - b) sin (@ —b) =sin®a c032b — sin?b cos®a
Inlocuindit in acésti egalitate mai intafd pe cos®a i
cos?b cu 1 —sin?a gi 1 —sin®b, i apoi pe sin®a §i sin®p
cn 1—cos®a gi 1—cos?h, doblndimii ecuafiile:
sin (@ ) siv (a —b) = sin?a (1 —sin?h) —sin2H (1 —sin 2 a),
sin (@ 4 b)sin (a —b) == (1 —cos*a) cos*d — (1 —cosb) cos®a.
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Efectnandii fomulfirile din membrulil al doilea gi ficendi
tote reducerile, ajungemil la ecuatiile:

sin (a - b) sin (4 —b) =sin?a—sin2h,
sin (@ b) sin (@ —b) = cos2b—cos?a.
51- Patemil face calculabile prin logaritmi si
snma sall diferenta a déué tangente. In adevéril:

sing sind sina cosb-sinbeosae sin(a-t+b
tgatHgb=———4+ —= + — ( +_),
cos@ ¢0sb €0s@ ¢0sb c0sa cosb

tea—t pSing 8inb_ sina cosb —sinbcosa  sin(a—b)

cosa COSb_ cosa ¢osh o c08a, cosb

In asemenea modil avemil:

€0sg | cosb  cosaginb~+-cosbsina _ sin(a+b)

cota—-cotb=— = i _
sing ' sinb sinasind sinasind’

cosa cosb cosasinb—cosbsina Sin(b—a)

cota—cotb== = _ - -,
sing sinb sing sind sinasind

52. Se facemi calculabile prin logaritmi suma san di-
ferenta a déud secante; avemil:

1 1
8eCct ~=8eh = —--——= cosa - cosb

cosa ' cosh cosa cosb
at+b a—b
2¢08 —-—— co08
_ 2 2
cosa cosb ’
1 1 c0sh — cosa
seca—seth = ———=
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. a+b. a—b>b
2sin sin
_ 2 2
cosa cosh
Asemenea :
sind - sina
coseca -+ cosech =—=—— —_—
+ sma+s1nb Sina sind
b ao—
2sin —+— oS
- 2
— sina sinb ?
' 1 sinb — sina
c0Seca — cosech = — — =
sing  sind sina sinb
—a a-1b
2 sm ———— €08 — +
. 2
sing sinb

54. Penfrn a face calculabile prio logaritmi espresiunea

sina - cosb, observimii ci coshb = sin (% — b), gi atunci

sing - cosb = siva }- sin (% — )

a-—I—% X b—a
2 2 ?

= 2sin

sall

. o™ a— b) T a- b)
sina - cosh = 2sin (Z+ 3 oS ( 1 5 )
Asemenea

sing — cosh = sing — sin (E — b)
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——b—a %—b—}—a

= 2gin 5 oS 5 ,

ori

n_a+b) (n a—b)
ging — cosh = 2sin (Z ) c0s Z—I_ 5 )

55. Férte adesea este necesarili a se transforma espre-
siunile 1 —sinag §i 1-}-sina. Pentru acésta

—sing=1—cos{Z®—g) = -sf___ﬁ)
1 —sina=1 cos(2 a) 2sin (4 5):

ing = T )= 2(2__1)
1 -|-sina 1—[—005(2 a) 2c08 i 3)

avéndi in vedere formulele aflate (5) §i (6) (46).

Divisandii una cu alta ecuatiunile aflate gi estrigéndi
ridécina pitratd, gisimii:

T a 1 —sina

(i)

AV 1}-sina

56. Espresiunea

. (T .
I ftga1 4 Sh8_sactsina_ T (5—e) e
cose  cosa cosa
. T T

2sin Zcos (Z —a)
cosa '

Asemenea :

sina  cosa — Sing
1 —_— tga — ]_ ——————
cosa cosa
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w
cosa — Cos (E —_ a)

73

cosa
. . (TC
2sm‘—1 sm(z — a)

T\ cosa

gi fiind-ck
. w T V3 V3
sin (Z———a) = 08 E—(Z— )] =08 (T+ a),
avemti :
2sin = 7008 (4 —|—a)
1—tga= .
cosa

57. Une-ori este necesariii a transforma espresiunea
sina -} sind -} sine, in care af-b-}tc=m.
Avemii mai intafii : (46).

Sinb - sine — 2sin _; ° cos b_;_c (a)

Insé din relatiunea a b + ¢ =mn, deducemii: a=n—
(6+4c), si prin urmare (26, 42),
sina =sin (b ¢) = 2sin Iiac cos %_—9

Ad¥iogand acésti ecuafiune la (a),

sina -} sinb -}- sine = 2sin +ccosb+c+28m + b—ec

€08 ———
=2sin (cosb+c—|—cosb~c),

2

ins (47)
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b—tc b—c b ¢
cos—é— 5 —Zcos—z—cos—z-,
aga-dard
. . . b—+c L
sina - sinb - sinc = 4 sin —— 5 o8 E cos 2
Pe langi acestea din a—}b—c =7, avemi t;—c—z—%,
gi prin urmare sin Z)jz——c ==¢03 —2— ; deci ecuafiunea din urmd
devine:
. . . a b c
sing —}- sinb ~}- sinc = 4cos§cos5 €085 (b)

58, Fie incd de transformatii espresiunea sina—}sinb — sine,
in care a b~ c=m. Vomil avea, ca gi mai susii:

—¢ b+ c
sinb —sin¢ = 2sin T c0s—5—
sina =sin (b 4~ ¢) ="2sin b—zl—c cosb—-g—'3 ;
adunfndii,
sina -} sinb — sinc = 2cos + (sm ® t-sin _C)
2
. b4c¢ ., b c
=408 —g— Sin 5 cos 5
sau
sina -} sinb — sinc =4sin 2 sin 2 c0s—. (c)

272 2
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59. Se facemil calculabild prin logaritmi espresiunea

cot—+cot—+cot 5 in care q,—]—b—}—c=7t Avemii (50):

sin bte
cob E —-cob °_ ——2——
2 2 sin E sin i,
2 2
< as btec = a
si fiind-cd =5 g
a
ot cosE
2 sin —sin =
2 2
Tnsd
’ cosﬁ
cotg = —2 ;
2 . a’
sin—
adunindi,
cos% cos 5
cot— cot cot
+ + sinﬁ_l—sin 2sini
2 2 2

a b c)
C08 —- 5 (sm +sm§sm§

sin il sin b sin £
2 2 2

Insd dupa condifiunea pusii aveml“l:

. b+ b. ¢
SIDE COSECOSE sin ESIUE,
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atunci

a b ¢
cot—2-+cotE—l— cotE

08 ﬂ(cos i 608 — — sin b sin i-{- sin b sin i)
2 2 2 22 2 2

sin 2 sin b sin ¢
2 2 2

608 gos b cos—
2 272

sin = sin 3 sin ﬁ’
2 2 2
sall in fine,
% +coti+coti—cot—a—coti 6ot —
Ty g ~ g gy
0 demonstrafiune identicd ne va da, pentru a-{-b-
c=um, §i
tga -+ tgb 4 tge =tga tgh tge.

METODE GENERALE PENTRU A FACE ESPRESIUNILE
CALCULABILE PRIN LOGARITMI

60. Pand acum nu am urmatii nici o reguli fixd in
operafiunile ce amii ficutdi penfru a transforma espresiunile,
ci am cHutatii numai a profita de forma lorii particular pen-
trn a simplifica, pe ¢4t se péte, calculele. Sunt insi gi me-
fode generale pentru a face acéstiy transformare.

Fie binomulit A-}-B, in care cantititile A i B ali ori-ce
fel de valori vom voi, ins# positive. Punéndii pe A ca factorii
comunil, vom avea:
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ApB=1(142). )
Punemii
D —tgrg, )

o fiindit unii unghiii ajutitorii 6re-care; §i putemil tot-d’a-
una gisi unii unghiii ¢ care se satisfacd ecuatiunea (b), cici
scimii ¢ tangenta nnui archi péte se aibd téte valorile posi-
bile. Substituindli acésti valére in (a),

A4 B=A(l4tg2g)=Asectp=

cos2gp’
Unghiulit ¢ fiind determinatii prin relajiunea (b), espre-

. A . - - .

smneam, calculabild prin logaritmi, va fi §i ea deter-

minati.
61. Luimit binomuli A—B, in care A gi B sunt po-
sitive, Insi A™>B. Punéndli érigi pe A ca factorii comuni,

B
A——B_A(l—T). ©)
" B . .
Fiind-¢i A™>B, e <Z1; prin urmare putemii pune:

B
- =008 2g, (d)

§i acéstd relatiune ne va da tot-d'a-una o valére reald pentru
¢. Punéndit in (c) valérea lui {— datd de (d), acea espresiune
se face:

A—B=A(1—cos?gp)=Asin¢.

Dacd in A— B presupunemii ¢i A <7B, avemii:
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A_B=—(B—A)=—B(1 —%)

$i punéndii érigy % =cos? g,
A—B=—B{1-—cos?¢)=-—Bsin?¢.
62. Fie binomulii

msing - 7108,

in care @ este uni unghiii dre-care, m §i » nisce monéme
ére-care. Punéndii pe m ca factorii comuni,

. . n
msing - ncosa = m (sma -+ po cosa)‘
- n "
Dac lofimil tggp—= o avemii:

. sin
msing - ncosa = m (sina - tg pcosa) =m (sma—{—&ﬁcosa)

m sina cos ¢ - sin @pcosa
- cos ¢ !

fall in fine,

msin (p--a)

msina - neosa = s

Asomenea am fi avutii gi:

msin (¢ — a)

msing = nsing
+ oS ¢

A .
63. Binomulii A+ Btga=B (—B— + tga) devine, dacd pu-

mii A—t :
ne 5= g
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sin sing
A+Btga=B(lgp+tga)=B (GOSS; cosa)
_piiza)

" 7 cos g cosa’

Asemenea se transformd gi A +Bcota.

64. Fie inci espresiunea m+using, in care m §i n
sunt nisce cantitifi dre-cari, ins# nu coprindii nici o linie tri-
gonometrici ; atunci

. m . m .
m tnslng — —— cosainsma=n( cosa isma,),
cosa neosa

m
punénduW =tg ¢, obfinemii:

m L nsing = n (Ig pcosa +sina)

n (sin pcosa 4 sina cos¢)
oS

sing .
=n (—— cosa + s1na)=
cosg

__nsin(p+a)
T Y

65. Pentru a reduce in unii monomii wunii polinomi
a-t+b~4+c-t+d+..., reducemii mai int4iti cei doi termeni
a-+b in unulil singurii me; apoi reducemii pe m §i ¢ in unit
termenii 7; pe » gi d in unil termenii p, §i aga mai departe.

FEsemple. 1°. S4& se fach calculabild prin logaritmi
formula

cosa = cosb cosc — sind sinc cos A.

Punéndii ca factorii comunii pe sind cos A, avemii;

. cotd .
cosa == sind cosA (—— cosc smc).
COSA +
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. cotd
gi ludndd ok tg ¢,

cose == sinb cosA (tg ¢ cosc -} sinc)

sin g cosc —}-sinc cosg
oS¢ ’

= 8inb cosA

saii

c0sa = sinb cosA SEM.
0S¢
20, 8% se facd calculabili prin logaritmi ecuajiunea:
cota sinb = ¢osb cosC -} sinC cotA.

Punemii pe cotA factorii comunii:

cota sinb = cotA (ccoi:; cosC |- sinC),

gi lundil

cosh N
ol — tgep, avemii:

cotA
cota sinb = cotA (tg ¢ cosC - sin()

sin ¢ ¢0sC —- cos¢p sinC
oS ¢ ’

= cotA

de unde

i ¢
cota sind = cofA S]—n(g)—+—).
cosg
3% 8e transformimii ecuatiunea
sinc cosA = cosa sinb — sina cosd cosC.

Acéstd ecuafiune este identici cu

c0sa Sinb
sinC

gl pundndit ca factorii comunii pe sina cosd,

sinc cosA = 8in( — sina cosd cosC,
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cota tgh

sine cosA = sma cosb ( smG—cosG.),

gi punéndu égb cot ¢,

sinc cosA = sina cosb (cot ¢ sinC — cosC)
cos ¢ 8inC — sing cosC

= ging cosb -
sing

?
sall, in fine,

. . sin (C—
sine cosA = sina cosb —(.i),

sing

66. Regulele pre cari le-am datli pentru a face o espre-
giune calculabili prin logaritmi'de multe ori se péte si nu se
aplice, cAnd espresiunea are 6re-cari forme particulare. Am
datti (46-56) mai multe esemple de acestea. lach inci o espre-
siune férte insemnat#, care se péte face calculabili prin lo-
garitm! nu dupd metoda generald :

b 2 + c% _ “2

C0SA = —z—bc—'—.

Adfogandii 1 la ambele membre avemi :

_b*tc?—a® bt — a4 20bc
1—|—cosA-_-——2bc +1= 5o

_(+or—a
T 2bc '
si scidéndd 1 din ambele membre ale acestei din urmd ecuafiuni,

btor—ar_,
2¢h ’

(0-0)*—a_ (b+-o+a)(b-Ho—a)
2b¢ 2be
24,431 6

COSA =

Punemil tgop=

; atunci
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GoSA =tgop — 1;
gi fiind-c# tg% =1, dupd cum vom vedea indatd (68)

sin (q)—%) =\/§ sin (qJ—%t)

cosA =1tgoy —tg%t=

7

s cos wse
4
m Y3 1
chici 008 5 =—5-= ek (68)

VALORILE LINILORU TRIGONOMETRICE A CXTOR-VA
ARCURI

67. Se gisimi valorile liniilordi trigonometrice
ale arcului AE de 300.

Latura EF a unui exagonii re-
gulatil inserisii subintinde unit arei
EAF de 600; rada OA, perpen-
diculari pe acésti laturd, imparte
arculi EAF in déué pirti, EA si
AT, fie-care de cite 300; aseme-
nea EG =GF. Insy EF=0E=1;
prin urmare

EG =gsin 30°=§.

Gisimii cos 300 prin relatia

1—sin23090 1 V3
00——\/ __\/1——*——-
cos 3 1 5

Fig. 20.

[
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Impdrpindii espresiunea lui sin 300 cu a lui
cos 300, avemil :

1
t 300=-__‘
8 V3

68. Fie arculi AB =459, In triunghiulii drept-
unghiii OBC avemi :

Fig. 2t. 0C2-+BC2=0B2, sail:
b 082450+ §in2450=1.

Inss OC=BC, cici BOC=0BC=459;
prin urmare

B

0 A 28iu2450=1,
sali
1 V2
sin45 =V-2—=X2—=cos45

In OAD avemi éragt AD=0A, adied tg 450=1.
69. Se va demonstra ca mai susii (67) ¢4 sin 600
este jumétate din latura triunghiuloi ecuilaterali in-
scrisi, care laturd se scie ci este {/3; prin urmare:

sin 60°=l/2—3-, c08 609 =11 _5in 2 600

g 1 _
=\/1_Z=§’ tg 600 =13,

70. Arculli de 189 este jumitate din arculii de 36° sub-
intinsit de latura decagonului regulatii inscrisi gi valérea ace-
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V5—1
w2
dupe unii rajionamentli analogii cu celi de mai susi,

stei laturi se scie din geometrie ci este ; Prin urmare,

sin 180=V5“1 =c0s 729,

4
Atunci
€08 18°=\/‘m\/1_5+ 11;2‘/3
=M=Sin 720’
4
si
tg180 = V21
V10-+-2vs
71. Dupd formula (39)
sin2a = 2sina cosa
avemil s
sin 360 — 2sin 189 cos 1go=2\/54—I VlO—ZZV5’
sau
sin2360 4 0T 1—2y5) (10~4-2y5) 10 —2y5
16 16
de unde

sin 369 =Vlzﬂ’i=cos 540,

72. Dupd formula (40) : sin3a = 3sinacos®q — sin®a,
avemil incj :
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sin 549 = 3sin ]8°§os” 1890 —gin3180 ,

_3\/5—1 10-4+2vV5 84516
- i 16 64

de unde
sin 54°=v5—4+1— =08 369,

Combindndii prin impirfire formulele aflate la § 71 gi
72, aflimii:

tg 369 = le_—ZV_5’ tg 54o=_.l/i_
5 V1i0—2vys

Vet1

73. Prin formulele

. 1 1
8l 5 = & 54/1 |-sina +5 Y1 — sina,

a ) A N —
6085 =% 5 Y1 | sina ¥ 35 V1—sing,

avemii

. 1 1
sin 9°=§\/1—|—sin 18° —51/1—sin18¢,

| S Y
€8 9%=5/1|sin 180 +5 V1 —sin18",

sail

]

: 1/ F—1 1 5—1
$in 90 =— v —— _\/5
2\/1+ 4 AV 4

1 B—1,1 / 5
00590=-§\/1+v54 1_1’_5\/1_.'\/54 1’
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ori

< \/5_—‘/‘5—-: o8 819,

Sin90_zv E

. 1 =1 e _sing10
cos 9 —Z\/3+V5+Z\/5_V5_sm '
Asemenea
. 1 =
sin 270—2\/ Vs~ V3—y5 =0w863]

1 1

c0s27 0= yE L 7 V8—yg=sin63®
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73. Proprietitile pe cari le-am studiatd pagd
acami nu vor putea avea niciuni usi practicli dacd
nu vomi avea medil de a gisi indat§ valérea nu-
mericd a liniilorii trigonometrice ale ori-cirui arcti ni
s’ar da. Insd linitle trigonometrice sunt functiuni tran-
scedente ale arcului, adecd nu se péte stabili nici
0 ecuatiune algebrich intrégi care, pentru o valdre
a liniei trigonometrice, se coprindi téte valorile co-
respundétére ale arcului. Din acéstd causi calculele
prin car! aflimil valérea liniilord trigonomstrice ale
unui arcd datd sunt peste m&surid de langi gi difi-
cile, gi ar fi peste putintd a aplica formulele trige-
nometriei 1a calculele practice, daci ar trebui ca la
fie-care momentl si calculimi gi valérea liniilord tri-
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gonometrice ce ar intra in acele formule. Din acésti
causi se construescl fable carl, pentru ori-ce valére
datd a arculul, confini valorile calculate ale tutorii
liniilord sale trigonometrice.

74. De gi arcele potli se aibd valori orl-cat de
mari, tablele trigonometrice nu se cajeculédi de cat
pentru arcels de la 00 pani la 900; cici scimii (28)
¢ orl-ce arcli orl-cdt de mare ar fi, se péte reduce
la primulii cadrant.

Pe langd acestea, dacd caleculimii téte liniile
trigonometrice ale arcelorii de la 00 p&nd la 450,
nu mai este necesari a calcula valérea loril gi pen-
tru arcele de la 450 pand la 90°; cicl aceste din
urmi arce sunt complementele celord d’'antaid, gi
pein urmare liniile lord trigonometrice vor fi comple-
mentare cu ale celorii d’antditd. Daci cundscemii, spre
esemplu, sin 36° cos 36° tg 36° cot 36° sec 36°,
cosec 36°, vomil cundsce gi cos 54°=sin 36° sin
54°=cos 36° cot 540=1tg 36° tg 54°=cot 36°,
cosec H4°=sec 36°, sec 54°=cosec 36°; ecicl
54°=90"—360,

75. Tablele trigonometrice nu daii chiar valérea
numerich a liniilordi trigonometrice, ¢i, fiind-ci mat
t6te calculele trigonometriei se facii prin logaritmi, dad
numai logaritmil acelorti linit. Pe ldngi acestea, ta-
blele nu coprindi logaritmil secantei gi cosecantei arce-

: 1
lorti, c#ci din relatiunile: sing=_——, cosx=—,
cosec secx
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aveml : logsinx =—Ilogcosecx, logcosx = —logsecx.
Prin urmare, pentru a gisi logaritmil secantei gi co-
secantei unui arcli, n'avemi de cat se luimil logarit-
mil cosinusului salt sinusuloi acelui arctt cu semnuld
contrarii.

Logaritmit liniilort trigonometrice se calculéda
prin nisce metéde a cirorii espunere nu péte gasi
loct aci. Acumid ne vowd multumi a arita numai po-
sibifitatea de a se construi tablele trigonometrice pen-
tru arcele din 10" in 10°. Pentru acésta vomii de-
monstra mai fntiiti urmitérele teoreme :

76. Teorema L. Ori-ce arcii coprinsi intre 0V
g 90° este: 1° mai mare de cdt sinusultl s, gt
2° mai micik de cdt tangenta sa.

Fig. 22. 1°. Fie arculi AB=a; avemi:

81" sina=BC, tga=DA. Ducemi cérda

BA, si avemi: BC<CBA, saill gina

A < BA, cici BC este perpendicu-

€ lard, iar BA oblici. De altd parte

BA <ZarcBA, sail BA <Ca, cici arcole mai mici de

cat 90° sunt mai mari de cat cérdele lord; prin
urmare @ forgiori.

]

sina <Z a. (a)

2°, Aria sectorului cirecularti OBA. este: OBA

=3 0A X arcBA =+ 0A X a. Aria triunghiului drept-
unghill ODA este: ODA =+ OA X AD =1 0A Xtga;
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insy ODA>>OBA ; prin urmare ;~OA tga>+0A X a;
gi impirtindil de ambele pirti cu +OA,

tga > a. (b)
Relatiunile (a) si (b) se potil serie in unil girii:
sina << a < tga. 0

77. Teorema II. Cdnd arculti se micgoréda
peste masurd, raportullt arcului cdtre sinusultl séi
tinde cdtre 1.

. sina
Punéndii in (1) in locii de tga pe PV avemil :

na << sing
sing << a <<—.
cosa

Imp#rtindli pe fie-care membru prin sina, aceste
relatiuni se faci:
a 1

1< —,
<sma cosa

Ins%d daci arculil se apropie de zero, cosa se
apropie de 1, aga ci daci arculil este férte mict,
cosa 86 péte socoti egale cu 1; deci la limiid rela-
tiunea de mai susii devine:

a
— =1 a == sina.
sina , sall

78. Observare. In calcull unghiurile se esprimi
gsall prin gradele, minutele si secundele pre carl le
coprindii, saii prin lungimea absolutd a arcurflorii
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carl le mé&sord, aceste arcuri fiind luate pe o circom-
ferentd cu rada 1. Asa se péte dice ci unil unghii
este de 22°30°, sail ¢4 este mdsarati cu unid arcd
de lungimea 0,39269908... Insi de malte ori este
de trebuintd ca, cunoscéndil espresiunea unui unghiil
in unil feld, s gisimil espresiunea sa in cel:alt felul.

Fie a lungimea lineard a unui arci care mé-
s6rd unil unghilt 6re-care, si a” numérultc intregi
de secunde ce coprinde aceli arcii; este evidentd c#
arculil ¢ este egalii ca de a” orY arculil de 1”; adic
a=a">arc 1", Insi arculdl de 1” fiind férte miet,
aveml dupd (2): arc 1"=ginl"; si atunci

a=a"sinl", (3)
din care
” a
o = (4)

Relatia (3) ne arati ci pemtru a afla lun-
gimea absolutd o unui arci, trebue o Tnmulft nu-
mérulti de secunde ce comgine elii cu sin 175 si (4)
¢ pentru o afla numérulli de secunde confinuti
n unit arci, trebue o tmpdrii lungimea absolutd
a arcului cu sinl”,

79, Teorema III. Sinusulti unui arci coprinsi
intre 0° st 90° este mai mare de cdt diferenfa
mire arcii 8t a patra parte din cubulld arculut.
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. a

sin
Dup# teorema I avemil: g<tgﬁ, sall ﬁ<—2.
2 2 2 a

05
2

Imulfindd ambil membri ai acestei neegalitdfi cu

N o & a6 a
20085, avemil: acos §<2s1n§cos§ ; sl flind-c4:
a a a a
2__= _ . 2__ . - Z .
c0s% 5 1 —sin 2,281[120082 sina,
. 9@ . a0 .
a(l—sm2§)<sma, sall @ —asm2§<sma.
a [a\2 a2
Insd (74) sin2 - <<|o) = ; punindii dard in
2 2 4
, a? -
neegalitate pez in locit de sm2§ vomil avea a for-
fiori -
a8
a—z <sina. (5)
Corolarii. Din (5) deducemii:
a3
a—sina <. (6)

adeci diferenfa intre wumi arci g sinusult sél
este mai micd de cdt a patra parte din cubuli
arculut.

80. Teorema IV. Cosinuswulii unui arcii mai
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micti de 90° este mai mare de cdt diferenta in-
tre unitate si jumétatea pdtratului arculut, adecd

a2
cosa > 1 —3-
Avemi (42): cosa = 1—2gin2 %, si sin% < %.

a
Punénddl dard in ecuatiune, in locii de sin2,, valé-

: a\? .
rea mai mare (5) , este evidentli ¢4 vomil avea:

a\2 a?
cosa>1—2 (5) , sall cosa> 1—?. (N
81. Teorema V. Cosinusulii unui arci coprinsi
intre 0° gi 90° este mat mich de cdt wnitatea mi-
nusi jumétate din pdtratulii arcului, plus o sase-
spre-dece parte din a patra putere a arculut, adecd
a?  at
cosq <1 —5+ 16

Avemi :

o
cosa=1—2sin 2?.

Insg (77):

. a_a_1(a\
Sifg ~'9 — %
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sau
. a_a ab
Sing =332’
prin urmare
a  ad\2
cosa<1—2(§—é—2‘),
sall
a2 a*t af
cosa<1—2(z——3—2+m),
orl
a2 at ab
cosa<1——§ 16 512
si a forgior:
cosa,<1—%2 ;_164‘ (8)
2

a
Corolariu. Daca in (8) trecemil pe 1 — 5 in

membrulii 4nt4idl cu semnulil contraridi, avemii:

a2 at )
cos@ — 1—§)<ﬁ. (9
CALCULUL SINUSULUI $I COSINUSULUI ARCULUI DE 10",

82. Sinus de 10”. Se scie ci lungimea upei
semicircomferente, cdnd rada are valdrea 1, este



TABLE TRIGONOMETRICE 95

w=28,1415926535897932.....,

si fiind-cd o semicircomferinti coprinde 180° sail
648000”, vom avea:

arc 648000"=3,1415926535897932...,,

sail

3,141592.....

arc10”"= 64800,

prin urmare
arc 10" < 0,00005,

g
(arc 107)3
T<0,000000000000032.
a8
Inss relatiunea (5) (77) di: sina> a—; prin

urmare in casuli de fat#:
sin 10” > 0,000048481368110 — 0,000000000000032,!

si ficéndil substractiunea,
sin 10">0,000048481368078.

Compardndd valérea din membruld al doilea cum
valérea lui arc 107, vedemii ci ele nu difers una de
alta de cat de la 13® decimale inainte; gi incd acé-
sta a 13® decimale in val6érea arculul este numai cu
0 unitate mai mare de cit a 13* decimald din va-
16rea lui sin 107, Daci dari vom lua
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sin 10”"=0,0000484813681, (A)

putemii fi sicuri ci erérea comisi asupra valoril lui
sin 10" va fi mai mici de c4t o unitate de al 13"
ordinli decimall.
83. Cosinusul de 10”. Formula (9) (79) ne
) .o (arc 107)2
aratd c4 diferenta intre cos 10 si I—Teste

.. (arc 107)%
mal micy de cat 18 - Tnsi daed luimil pentru

arcli 10" valérea 0,0000484813...., gisit4 mai sust,
aflami :
(arc 10”)4
16
cantitate care neavéndii cifre insemnitére de cat de la

a 18* decimald inainte, se péte neglige cu totuli.
Aga dard putemi lua:

=0,0000000000000000039,

(arc 107)2
cos 10" = I—T,

saii
cos 10”"=1 — 0,000000001152 = 0,9999999988248, (B)

si asupra acestel valori este comisi o erére mai mici

de cit o unmitate de al 18" ordinii decimall.
Cunoscandit sin 107 gi cos 107, vomil gisi tg 10"

prin relatia

sin 10"

cos 10 °

tg 10" =
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84. Sinusulit gt cosinusulti arcelord din 10 n
10 secunde. Formulele lui Thoma Simpson, date mai
sust (41) sunt :

sin (m-}1) b=2sinmb cosb—sin (m—1)b,
cos (m—+1) b=2cosmb cosb—cos(m—1)b.

Dacid lodmit b= 10" si m=1, aceste formule
devinti :

gin 20" = 2sin 10" ¢os 107, ¢os 20" = 2¢05210"— 1.
Punéndii b= 10" gi m = 2, acelést formule dai:
§in30" = 28in20” c0s 10" —sin 107,

¢0s 30" = 2¢0s 20" ¢0s 10" —cos10”.

g1 asa mai departe. Ficéndil in fine =10 gi m=m,
avemt :

gin (m—+1) 10"=2sinm 10" cos10” —8in(m— 1) 10",](0)
cos (m—+1)10"=2c0sm 10" cos10"—cos (m— 1) 10".]

Cu formulele Iui Thoma Simpson putemi dari
calcula sinusurile si cosinusurile arcelort din 10" in
10" cu ajutorulii lui sin 10" gi cos 10°, pre carl
le-am aflatii mal susi.

Calculele se poti prescurta observandi c# fac-
torulii constantid 2cos 10" difers férte putind de 2
unitdty, cici relatia (B) ne aratd ci cos 107 difers forte
putini de 1. Punemi k=2 — 2cos 10", de unde 2¢0s10”
=2—F. Substituindii acésti valére in relatiile (C), .

24,431 7
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gin (m—+1) 10" =(2 — k) sinm 10" — sin (m—1) 107,
cos (m+ 1) 10" =(2—k) cosm 10" — cos (im—1) 107,
din carl
sin (m - 1) 10" = sinm 10" - sinm 10" — & sinm 10"
—sin (m—1) 10,
cos (m 1) 10" = cosm 10" 4 cosm 10" — keosm 10”
—ecos (m—1) 107,
san
[sin (m+1)10" —sinm 10" ]=[sinm 10"—sin(m—1)10"]
— ksinm 107,
[cos(m—1)10"—cosm 10" ]=[cosm 10 "—cos(m—1)10"]
—Fkeosm 107,

Aceste formule ne daili diferintele sin (m--1) 10”
—sinm10” gi cos(m—+1) 10" —cosm 10, c4nd cuné-
scemil diferintele precedente sinm 10" —sin (m—1)10”
gi cosm10”—cos(m—1)10", precum si cantititile
sinm 10" gi cosm 10”. Addogandii acele diferente la
sinm 10" gi cosm 10” gisimi pe sin(m - 1) 10" si
cos (m--1) 10",

Cantitatea constantd % se calculédd o datd pen-
tru tot-d’a-una pentru a se introduce in calcule. Se

gisesce
k=0,000000002304.

85. Formarea tablelorti de logaritmi dupi acé-
std metodd are trebnintd de lungi calcule aproxima-
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tive; gi de acea trebue din cdnd in cdnd a verifica
resultatele calculului, compardndu-le cu resultatele gi-
gite prin alte mijléece. Pentru acésta ne putemi servi
cu seria arcelorii din 9 in 9 grade, ale cirori limil
trigonometrice le-am g#siti prin mijléce geometrice

(64-70).

TABLELE LUI CALLET

86. Tablele trigonometrice cele mai usitate sunt
tablele lwi Lalande calculate cu cinci decimale pen-
tru arcele din primulll cadrani din minutii in minutiy,
si tablele lui Callet, calculate cu gapte decimale, din
secundd in secundsd pentru arcele de la 0° pani Ia
5% gi din 10 secunde in 10 secunde pentru téte ar-
cele de fa 0° pand la 90°.

Améndéué aceste table, editate gi perfectionate
de &. Dupuis, presintd o dispositiune analégs. Vomu
da descrieres gi usuli tablelorti lui Callet, gi totd
ce vomil dice despre acested -se va aplica si la.ale
lui Lalande.

87. Prima parte a tablelord lui Callet d% lo-
garitmil sinusului i tangentei arcelorii de la 0° pani Ia
5® din secundd in secundd. Insi sinusuli gi tangenta
unui aretl fiind egald cu cosinusulif gi cotangenta ar-
cului complimentarii, aeéstd tabli ne di in acelasi
timpd i cosinusulil gi cotangenta arcelorti de la 90°
pani la 85°

e
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Acéstd tabli se imparte in déud: tabla de si-
nusuri i tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe
verso al foil, iar tangentele pe recfo; aga ci deschi-
dendi tabla, sinusurile se afli pe pagina stingi si
tangentele pe pagina drepti. Dispositiunea ambelori
pagine este cu totulidl analégi.

Reproducemii aci o parte din tabla sinusurilori,
Numérulii gradelorti este inscrisii d’asupra gi dedesubtuli

SINUSU 3°
a b c d e f g h

36’ 37 38 89’ 40 41’ v

2,7978941(2,7998974/2,8018915/2,803876 42,805852312,8078197/6
979275 999307 019247 039095 058852 078519
979610, 999640, 019578 039425 059180 078846

0

1

2

8| 979945/2,7999973] 019910] 089755 059509 079683
4] 980279/2,8000806] 020241] 040085 059837 (179500
b 980614f 000639 020573 040414 060166 079827
6| 980948 000972 020904; 040744| 060494| 080154
71 981283 001305 021235 041074 060823( 080181
8| 981617 001638 021567 041404 061151 080808
9 981952 001971 021898 041734| 061479 081135
10| 982286| 002304] 022230 042064] 061808 0814625
1| 982620 002637 022561| 042894 062136 081788
2| 982955 002070, 022892 042723 062464 082115
3| 983239 003302 023223] 043053] 062792 082442
4| 983624| 003635 023555 043383 063121] 082769
5 983958 003968 023886 043713 063449/ 083094
6] 9842921 004301 023217 044042 063777 083422
7| 984626| 004633 024548 044372 064105 083749
8] 984961 004966/ 024829 044702 064433 084075
9] 985295 005299 024211] 045031 064701] 084402

23’ 22 21 |- 20 | 19 | 1®

H N WHERTM=-100COoO-NWHERJTITND(=] VOO

x

COSINTS 87°
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tablei, afard din cadru. Pagina este impfriitd in opti
coléne verticale, dintre carl cele déus de la margini,
@ $i A, coprindi numéruli de secunde, in coléna @
crescéndii de susi in josi de la O pand la 60, iar
in coléna ~ ds josu in susi; pentru simplicitate, de-
cimele se scril numal o datd, iar in colo se subinte-
legt. Colénele de Ia mijloct, b, ¢, d, e, f, g, portd
susii si josi numéruli minutelord.

Cand arculil datd este coprinsi iutre 0° gi 5°
logaritmil stnusului salt tangenter sale se afli pe
pagina ce pértd in partea de susi afari din cadru
numéruli de grade al arculul, in coldna verticald care
pértd in capétnll de susit numérulii de minute al
arcului, gi pe linia orizontald care trece prin numé-
ruli de secunde al arcului, inscrisii in coléna de la
stdnga a.

Cand arcull dati este coprinsi intre 90° gi 85°,
logaritmil costnusului sall cotangenter sale se afli
pe pagina ce pérti in partea de josé afari din ca-
dru numé&rulii de grade al arcului, in coléna verticald
care pértd in capstulid s&i de jos# numérulil de mi-
nute al arcului, gi pe linia orizontald care trece prin
numérnlti de secunde al arcului, inscrisii in coléna de
la drépta b.

Cand mai multi logaritmi succesivi inserigi in
aceiagi colénd all primele lord cifre comune, de or-
dinarli se subintelegii cele déus de la inceputii, afard .
numal de logaritmil estremi, si de cei scrigi in ca-



102 CURS DE TRIGONOMETRIE

pulit colénei, Ast-felil cind in tabld gdsimil numai gase
cifre ale unui logaritmd, trebue si-1i complectdmii, scri-
indu-i la stinga cifrele escedente pre carl le confine
logaritmulii celi mai apropiatii, urcandd sau po-
gorindi.

1°. Fie a se ciuta.log sin 3°37'12”. Deschidemi
tabla la o pagind care in partea de susii se pérte
serisii: sinus 3° gi anume ciutimi pe acea in care
a treia colénd verticald, c, pértd susi titluli 37.
Descindemti pe acéstd eolénd pand in randuld orizon-
talil care trece prin numérulii 12 inscrisii la stinga
in colona @ a secundeloril. Acolo g#simit -cifrele
002970. Pentru a complecta logaritmulii, vom adiogi
la inceputulil acestui numeri cifrele 2,8 carl se afla
inscrise la logaritmulil celif mai apropiatd ureandu
sall pogorindi, si atunel °

logsin 3°37'12" =2,8002970.
Cu totull asemenea se face si pentru a gisi
logtg 3°37'12/,
care este ;
logtg 3°87'12"=2,8011644.

2", Fie a se ciuta logcos86°20'53".  Deschi-
demi tabla la o pagind care in partea de josit se
pérte scrisi : cosinus 860, si cautimi pe aceea
anume in care a cincea colénd verticald e portd josdi
titluli: 20. Ne urcimi pe acésti colénd pand in
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randulti orizontalii care trece prin numéruli 53, in-
serisi la drépta in coléna % a secundelori. Acolo
gisimi cifrele 041074 gi pentru a complecta loga-
ritmulil, adiogandd la inceputulit acestui numéri si
cifrele 2,8 cart se afla inscrise la logaritmuld celi
mai apropiatli ureAndli sadl pogorindil, avemi :

logcos 86020'58"=2 8041074,

Totl asemenea se face si pentru a gési logcot
8602053, care este

logeot 86020°'53"=19,5049902.

88. A déua parte a tablelorti lui Callet d& lo-
garitmil sinusulul, tangentei, cotangentei gi cosinu-
sulai arcelorii de la 090 pani la 909, din 10" in 10",

Reproducemii aci o pagind din a déua parte a
tablelorii lui Callet. Numérulii gradelort, dacd este
mat mick de 45, este scrisitt m susulit paginei, afard
din cadru; iar dacd este mai mare de 45, se scrie
in josulti paginei. Numé&rult minutelord este serisii
in colénele verticale A gi L, la stanga gi la drépia
paginei, si merge crescéudll de sust in jost in A,
si de josu im sust i L.

Numérulii secundelorli se afli seristi in colénele
verticale B si X, carl vinit dupid ale minutelord, gi
acestil numérli merge crescéndi de susy in jos# n
B, si de josii in susti in K.

Sinusurile pentru arcele mai mici de 450 se
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o

gisescll in coléna C, intitulntd susii sin, iar pentru
arcele mai mart de 459 in ecoléna H intitulatd
Jjostt sin,

Tangentele, pentru arcele pdnd lo 459, se afly
in coléna E, intitulatd swusi# tang, gi pentru arcele
mat mart de 450, in coléna G, intitulatd josd
tang.

Asemenea cotangentele gi cosinusurile arcelori
pdnd la 459 se vorll gisi in colénele G si H in-
titulate susii cotg i cos, gi pentru arcele mai
mart de 450 in colénele E gi C, intitulate josi
cotg i cos.

Coléna cea mick D coprinde” diferengele ta-
bulare intre logaritmil consecutivi inserigi in coléna
C. Asemenea coléna F contine diferintile intre loga-
ritmit consecutivi inserigi in colénele E si G, si co-
I6na I diferintele logaritmilordi din coléna H.

Fie acumi: 10 a sB gisi logsin 28°13'30".
Considerandld c# arculii datd este mai micd de cit
4590, vomii deschide tablele la pagina intitulatd swusu
280, gi in coléna A vomi ciuta numérulid minute-
lori, 13; apoi in B vomii ciuta $i numérulli de
secunde, 30, corespondente la 13". Atunci pe randulii
orizontalll care trece prin acestii numéri de seeunds,
in coléna C, intitulaty swsei sin, vomil gisi cifrele
748017; ¢i adiogindl la Inceputd gi cifrele sub-
intelese 1,6, avemi :

logsin 28018'30"= 1,6748017.
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2°. Se gisimii logsin 61°46°40". Arcult fiilnd mai
mare de 45° pe pagina intitulati josw 61° vomi
cduta minutele 46 in coldna de la drépia L, iar
secundele 40 in coléna aliturati K. Logaritmuld eiun-
tatit ild vomil gisi in coléna H, in dreptulii numé-
rului secundelordi 40; acest logaritmil este:
logsin 61°46'40"=1,9450351.
3°% Tie incd a se gisi logtg28°15°20". Vomi
eiuta pagina intitulats swst 28°% si in coléna A
de la stdngo acestei pagine vom ciuta 15'; apoi in
coléna aldturatd, B,20" Pe linia orizontalds ce trece
prin acestd numéri de secunde, 20, vomil gisi:
logtg 28°15'20"=1,7303335.
Totli asemenea vomi gisi:
logtg 61°41'30"=0,2687077,
logeot 28°14'50"=0,2698180,
logeot 61°49'10"=1,7289690,
logeos 28°15'40"=1,9448768,
logeos 61°44°0"=1,6753896.

USULU TABLELORU

Déus sunt problemele ce se potl presinta cand
voimll a ne servi cu tablele trigonometrice: 1° Se di
unll areli gi se cere se gisimi logaritmulii uneia din
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liniile sale trigonometrice; 2°. Se di logarimulil unei
linit trigonometrice a unui arcti necunosecutld, gi se
core si gisimii acelli arei.

89. Problema l. Ddndu-se unii arcii, sd ga-
simi logaritmulidt uneia din liniile sale trigono-
metrice. '

Ami védutd (86) cum trebue a procede pentrn
& gisi logaritmull liniei trigenometrice a unui ared
care se gisesce in table. Nu vom mai reveni asnpra
acestei probleme, ¢i ne vom ocupa numai de casull
¢dnd arculi datli nu se afly in table.

1°. Sa se gdsésca logaritmulii sinusului wnui
oY Cth.

Fie & so gisi logsin 28°14'30",5. Fiind-ci ar-
culit datit nu se afla in table, vom ciuta logaritmil
ginusului arcelori ce se afli in table gi intre earl
este coprinsii arculd datl, adeed :

logsin 28°14'30"=1,6750370
si
logsin 28°14'40"=1,6750762.

In coléna D vedemi ci diferinta « intre acesti
doi logaritmi este 392; de altd pdrte diferinta in-
tre celti mai micli din aceste arce gi arculd dati este
de 6”,5. Insi pentrn intervale férte mici, ca cele din
casulii de fatd, putemil considera ecrescerile logarit-

milorti sinusurilori ca fiind proportionali cu cresee-
rile arcelorii énsigt; aga-dari putemi face rationa-
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mentulil wrmétorit : la o crescere de 10” a arcului,
corespunde o addogire de 392 unititi de al gaptelea
ordinii la logaritmii: la o crescere de 6°,5 a arcu-
lui, ce adiogire se cuvine logaritmului? Propor-
{iunea :

392<6",5

10

valérea cantitdtil cu care trebue crescatit logsin
28°14'30" pentru a avea logsin21°14'86",5; prin
urmare

10:892=6"5:2, ne di:z= =254,8,

logsin 28°14'36”,5=1,67506248.
Taci dispositiunea caleulului :
logsin28°14'30"=1,6750370 4=392
pentru 6,5 2548 3926”5
logsin28°14'36”,56=1,67506248 10

Observare. Cand diferenta gisits pentrn loga-
ritmii presintd o parte fractlonari, a ciril primé de-
cimalid este mai mici de c4t 5, t6td partea fractio-
nard se lapidi; iar daci prima decimali e -mal mare
de cat 5, partea fractionard tfotl se lapidd, mérindi
insd cu o unitate uvltima cifrd a intregilorii. Asa, in
esemplulii precedinte diferinta fiind 254,8, dupa trans-
formare ea va deveni 255, gi atunci logsin 28°14'36",5
va fi 1,6750625. Dacd diferintd ar fi fostii 254,31,
spre esemplu, nu amil fi introdusit in caletilt de cat
partea 254,

=254 8.
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Acésty observare este aplicabild la téte calculele
ce so faci cu logarirmi.

90. Calculuii partit proporfionale 254,8 se
péte face cu multl mai mare inlesnire cu ajutorulit
tablelorti de diferinte proportionale, agedate pe mar-
ginea paginei, afari din cadru. Aceste table coprindi
crescerile logaritmului corespungétére la fie-care cre-
scere de 17, 2”...9" a arcului Se gisimil, spre
esemplu, care este crescerea logaritmului ce corespunde
la crescerea 67,5 in arcli, diferenta tabulard fiindit
392. Tabeluli intitulatii 392 ne aratd ci la cresce-
rea 6” a arcului corespunde diferenta 235,2. Pentru
a gisi gi diferenta corespunddtére la crescerea de
0”5, observimil c# acéstd diferentd este a decea parte
din diferenta corespunditére la 5, cidei gi 07,5 este
a decea parte din 5”; deci acéstd diferentd va fi
19,6, pre care ad#ogindu-o la 235,2 aflimii 254,8.

Totli asemenea vom opera gi pentrn a gisi lo-
garitmuli tangentel unui arci ore-care: aga

Togtg 61°48'48”,3 = 0,2694055.
91. 2° Sa se gdséscd logaritmulii cosinusului
unut Qarci.
Tie a se gisi logeos 61°41°37",8. Acestil arcit
este coprinsti intre 61°41'80" si 61°41'40%, si ta~
blele daii: '

logeos 61°41'30,=1,6759764,
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logeos 61°41'40"=1,6759374,
cu diferenta tabulari 390. Observimi inci ci
logeos 61°41°30"> logeos 61°41°40”,

ciel scimii ¢f in primulii cadranii cosinusuli descre-
sce cu cdt cresce arculi; prin urmare vom rationa
in modulii urmatorti: la o descrescere de 10" in
arcll, corespunde crescerea la logaritmii de 390; la
o descrescere in arcii de 2°,2 (diferenta intre arculi
datii si arculti celii mai mare din cele-alte déué), ce
crescere 1a logaritmii va corespunde?
Tabela partilordt proportionale ne di :

crescere corespundétére la 2° =78
crescere corespundétére la 07,2 = 7,8
85,8,

Acésty diferent, fiind adaogitd 1a logeos61°41°407,
da :
logeos 61°41'377,8 = 1,6759460.
In asemenea modii gisimi si
logeot 28°18'88",4 = 0,2686644.

Observare. Din acestea vedemil c¢& pentru si-
nusi gi tangentd, calcululti diferentei logaritmilori se
face prin escesit, adecd se ia in considerare diferenta
intre arculi datd gi und aredt mat mick de eat dén-
suli. Pentru cosinusii gi cotangentd acelii calculii se
face prin lipsd, cicl se ia diferenta intre arculii datu
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gi und alti arci mai mare de cat dénsuld. Restulil
calculului este ideuticii in ambele casuri.

92, In calculele precedente am presupusi ci
crescerile logaritmilorii sunt proportionale cu cresce-
rile arcurilord. C4nd insd arcurile sunt férte mici,
acésta nu mai este esactii pentru logsin si logtg, si
atunci numai putemi aplica metdédele ce am datdl.
Taci cum operimil in casulil acesta:

Fie uni arcti datdi, a—+ %, esprimatd prin uni
numérd intregll @ de secunde, si prin o fractiune 2
de secundd. Pentru a giisi logsin (a--h) si logtg
(a+ ), arcele fiindd forte mici, putemil admite ci
raportulil intre arcele @ si a-+7% este egali cu ra-
portulil intre sinusurile sall intre tangentele lorti,
adecs :

sin(a+4) a-+h ig(a+h) a+h
sme o ’ tga @ a

gi ludndi logaritmif,

logsin (& 4) =logsina+1log (a +7) — loga,l
logtg (a+ h) = logtga --1og (@ +4) —loga. ]

Aci logsina si logtga se afli din prima parte
a tablelori trigonometrice, cici o este und numérd
intregli de secunde; log (¢-+7%) si loga se afli din
tabla logaritmilorii wnwumerelori. Valorile gisite pen-
tru aceste diferite cantitdti fiindd infroduse in rela-
tiile (1), vom obtine pe
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logsin(@a4%) si logtg (a—-A).

1° Se aflimit logsin 0°2'38",7254. Aecestit arcii,
redusit in secunde, este 1587,7254. Prin urmare in
acestli esempln ¢=158, h=0,7254, gi relatia &n-
taia din (1) se face:

logsin 158”,7262 =logsin 158"~ 1og 158,7254 —log 158.

Inss, dupd table,

logsin 158"=14,8842319,
log158,724=2,2006464,
log 158=2,1986571;
prin urmare '
logsin 0°2'38”,7254=4,8862212.
Asemenea gi
© logtg 0°2'38",7254 — £,8862213.

Pentrn a g#si logcot a unui arcli férte mici,
trebue mai 4ntdill a caleula logtg; cici, din cotx=éﬁ-€ R
avemi: logeotr =—1logtgx. Asa:
logeot002'38",7254—=—(4'8862218) = 8,1137787,

2°, 84 se afle logaritmulit cosinusului unui arci

férte micti a-A.
Din relatia
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sin (@A)
tg (a—l—k)=m

deduncemii :
logeos (@ -} %) =logsin (a k) —logtg (a1 h),

formuli prin care am putea caleula logeos (a+4),
cunoscéndli pre logsin(a—+ %) si logtg (e +74). Insd
daci vomil inlocui pe logsin (a—tA) si logtg (a-+h)
cu valorile lori date prin (1) gi vom reduce termenir
asemeni, vom ajunge la

logcos (@A) = logsina —logtiga,
sail
logeos (@A) =logeosa. (a)
Prin urmare, daci arcele a—4% si @ sunt férte
mici, logaritmil cosinelori lorii sunt aprépe egale.
Acésta se péte vedea gi din table. Areulii 0°2'38",7254
este coprinsii intre 0°2'80” gi 0°2'40"; insi a déua

parte a tablelorii arati ci téte arcele de la 0°1°40°
pand la 0°2'50” au acelagi logcos; aga dar

logeos 0°2'38",7254 =1logeos 0°2'30".

Observare. Din relatiunea (a) resultd c& arcele
forte mici sunt férte r&i determinate prin cosinusu-
rile lorii; aga in esempluli precedinte am v&dutd ci
la unti acelagli logcos corespundea téte arcele de la
140" pand la 2’507, ceea ce produce o incertitudine
de 1'10".

24,431 8
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Pe de alti parte avemii:
cosa =8in (90°—a);

dack o este forte micli, 90°— o diferds prea putimi
de 90°; relatiunea acésta ne arath dar ci arcele ve-
cine de 90° sunt férte réi determinate prin sinusu-
rile lorii, car! variadsd prea indetil.

Nu este totil asa peniru tangentd si cotangenti.
Aceste linil trigonometrice variadd multii mai repede
de cat sinusulli gi cosinusull, cdci scimi c4 in pri-
mulii cadrand ele iall téte valorile de la O pénid
la oo. Observindil diferentele tabulare ale lori, ve-
demii c& valdrea cea mai mich a acestorli diferente
este la 45°; aga-dar acolo tangenta gi cotangenta va-
riadd mai incetil, si acolo se pdte produce erérea cea
mai mare. Insd cu tablele lui Callet chiar acésta va-
lére maximumii a eroril este aga de neinsemnats
(0,03), in cat se pdte neglige. Prin urmare din téte
liniile trigonometrice, cele mai avantagiése peniru a
represinta arcele cu esactitate sunt tangenta si co-
tangenta.

93. Problema ll. Ddndu-se logaritmulii une
limi% trigonometrice o unwi arci, sd se gdséscd
arculil. '

Fie a se- gasi arculii x ali ci#rui logsin este
1,9451480. Ciutimi in table la coléna intitulatd
sin pand cind se dimi peste logaritmulii dati, si ve-
demil c# acestit logaritmi se afli in coldna H inti-



TABLE TRIGONOMETRICE 115

tulatid josi Sin; prin urmare, pentru a gisi secun-
dele §i minutele arcului, le vomd lua la drépta in
colénele L gi K, iar gradele le vomii lua de josil.
Ast-felii arculli cautatii este x=61°4820".

Asemenea vom face gi pentru a gisi unid arcii
corespunditord la uni logcos, logtg, logecot dati,
cind acestt logaritmi se afld in table. Ast-feld se
gisesce :

Pentru logtgr—1,7297779, x=28°13'30",
pentrn logeotz=1,7307373, x=6143'20",
pentrn logeosz=1,9449107, x=28°15"10",

94. Dacd logoritmulii dati nu se ofld in ta-
ble, vomil ciuta doi logaritmi intre. cari si fie co-
prinsi logaritmuldl datii, §i vom giisi arculld corespun-
datortt la acestii logaritmit prin o proportie.

Ast-fel, fie logsinx =1,6756418. Ciutandii in
table, vedemi c& acestii logaritmii este coprinsi.
intre

1,6756245 = logsin 28°17'0",
si
1,6756636 = logsin 28°17'10".
Diferenta tabulari intre acesti doi logaritmi este
391, iar intre celt mai micd din acegtia i logarit-
multi datd, 178, Dicemi dar: dac# o diferentd a logarit-

milord de 391 unititi de al géptelea ordinit decimali
8*
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corespunde la o crescere in areii de 107, o diferentd
in logaritmii de 173 unitati de acelagi ordinii deei-
malii la ce crescere in arcii va corespunde? Ré&spun-
sulti este datd prin proportiunea:

173X10” ,
319 =4"/4.

Ad#ogindil acéstd crescere la arculli celi mai
mieil, gisimii arculii eiutati

391: 10"=173; d, de unde d=

z=28"174"4,
Tacid dispositiunea calculului:
1,6756418 =logsinz 4=1391
1,5756245=1ogsin 28°17"Q d=173><10”=4",4 )
173 391 P

z=28170"44",4=28°174"4.

95. Crescerea in arcli de 4,4 se péte gisi st
prin tablele diferenfelorii proportionale de pe margine.
Pentru aceasta, in tabelulii intitulati 391 ciutimi cea
mai mare diferen{d care se coprinde in 173, si acésta
este 156,4, corespunditére la 4°. Sec#dendi apoi pe
156,4 din 173, gisimii diferenta 16,6. Impartindit
in minte numerile din tabeli cu 10, vedemtl c¢i din
téte caturile obtinute, celii mai mare care incape in
16,6 este 15,64, corespun‘datorﬁ la erescerea in arecii
0”,4. Oprindii aprosimatiunea la pirtile din 10 ale
secundei, crescerea totald in arei va fi dar de 4°,4.
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Totil asemenea, dandu-se: logtgr=1,7297543,
gisimil: x=28°1325",3.

96. Sa gasimi arculd x al cdrui logcos este
1,9447589.

Tablele ne arati c% acestii logaritmi este co-
prinsii intre

1,9447635 = logeos 28°17°20",
si 1,9447522 = logeos 28°1'730",

a cirord diferentd tabulard este 113; diferenta in-

tre logaritmulii celi mai mict 1,9447522 gi celii
datil este 67. Dicemil dar: daci la o addogire de
113 unititi de al géptelea ordinli decimalii la loga-
ritmi, corespunde o descrescere de 10” in ared, la o
addogire de 67 unitdfi la logaritmil, ce descrescere
in arcli va corespunde? Proportiunea :

67510
113

Scadendil acéstd descrescere din areulii28°17'30°,
gisimii arculi ciutatii: z=28°17'24",1.

Valérea descrescerii arcului, 5,9, se péte gisi
gi prin tabla pirgilord proportionale. In tabelull in-
titulatd 773 vedemii ¢% numéruli celdl mai apropiatii
de 67 este 56,5 la care corespunde descrescerea 5,
Apoi numérulil din tabeldl divisatld cu 10 care se apro-

pie mai multd de diferenta 67—56,5=10,5, este

113: 10"=67: 7, di: &=

=5"9.
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10,17, la ‘care corespunde descrescerea 0”,9. Prin ur-
mare descrescerea totald in arcit este de H”.9.

In asemenea modil pentrn logeotr=1,7310740,

vomil giisi:
x=161°42'12",3.

97. In lucririle precedente amii presupusii ¢ va-
riatiunile arcelorii sunt proportionale cu variafiunile
logaritmilorit liniilorli sale trigonometrice. Insi acésta
nu mai este adevératlii pentru arcele férte mici, cind
este vorba si le determinimi prin logsin sau logtg.
In acesti casii vom ciuta in prima parte a table
lorii trigonometrice logaritmulil care se'apropie mai
multd de logaritmulti datdi; vom lua arculdl corespun-
datord la acestl logaritmil, gi-li vom reduce in se-
cunde. X'ie o acestd numérli intregli de secunde, si
a@-+% numéruli de secunde gi fractiuni de secunds
al arcului necunoscutit ce corespunde la logaritmulu
datii. Relatiunile (1) (92) ne daii:

log (@ %) = logsin (@ -+ 72) — logsina +loga, 1

log (a %) =logtg (a -+ ~) —logtga - loga. J

Aci logsin (a+74) sai logtg (a~+»%) sunt canti-
tatile date, logsina sau logtga se afli in prima parte
a tablelory trigonometrice, si loga in tabla de lo-
garitmi a numerelori. Prin urmare log(a-7) este
deferminatii, precum $i a--7%, arculd ciutati.

Fie a se determina, spre esemplu, arcull al ci-
rui logsin este 3,3325473.

()
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Prima parte a tablelorii trigonometrice ne aratid
¢4 logsin celli mai apropiatil de acésta este 3,3319783,
corespundatorii la arculii 0°7'23"=443". Prin urmare,
in prima din formulele (2) aveml: a=443, logsin
(a-+h)=3,3325473, logsina = 3,3319783, si tablele
ne daii: loga=1log 443 =2,6464037. Prima din for-
mulele (2) devine dar:

log (a+h)=13,3325473—3,3319783
+2,6464037 = 2,6469727,

si calculandii pe a4, gisimi: a-4-h=443",56807 =
0°7'23",5807. Acesta este valdrea arcului ciutat.

Asemenea vomi gisi: ¢+ A=0°810",4995,
pentrn logtg (a—7)=3,3762143.

Totii agsa se operédd cind se cere a se gisi unii
arcli micli, cunoscandli logaritmuld cotangentei sale ;
cici acestli logaritmii este egalil gi de semnli contra-
rii eu al tangentei (92).

Dac insid se cere a se calcula unii arcii micl
cunoscéndil logaritmulil cosinusului séi, acestd caleuli
nu se péte face cu precisiune. Fie, spre esemplu, a
so gisi arculi alii cirni logeos este 1,9999998.
Tablele arati ci acesiii logeos corespunde la téte ar-
cele coprinse intre 0°3'0” gi 0°3'40”; prin urmare
determinarea ce ni se cere nu se péte face de cdt cu
o nesicurantd de 407,



CARTEA 1I

TRIGONOMETRIA RECTILINIA

CAPITOLULU 1.

PROPRIETATILE TRIUNGHIURILORU RECTILINTI

Vom insemna cele trei unghiuri ale wunui tri-
unghiti cu literele majuscule A, B, C, érd latarele
cu literele minuscule a, b, ¢, corespundédtére la un-
ghiurile opuse. Dacd triunghiuli este dreptunghiti,
unghiuld dreptii se va insemna cu litera A gi ipote-
nusa cu a.

TRIUNGHIURI DREPTUNGHE

98. Teorema L. In ori-ce triunghivi drept-un-
ghiti, o lature a wunghiului drepti este egald cu
ipotenusa inmuliitd cu sinusuli unghiului opusi.
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Relatiunea ce trebue demonstrati este
b=asinB.

Din vérfuli unghinlui B (fig. 23) cu o rads
BD =1 descriemii arculii DF¥, gi ducemi DE per-
pendiculary pe BA. Triunghiurile asemeni BCA si
BDE daii:
(Fig. 28) CA_ BC,
c DE BD’
»A |, tsi CA=b, DE=sinDF=sinB,
BC=a, BD=1; prin urmare rela-
B B fiunea se reduce la
b

— =g

sinB
sail b=a sinB. 1)
C.C.T.D.

]

Asemenea vomii avea gi
¢=asinC. (1)

99. Teorema Wl. In ori-ce triumghiii drept-
unghiti o lature a unghivlui dreptl este egald
cu ipotenusa inmulfitd cu cosinusuli  unghiului
aldturati.

Trebue a demonstra relatia,

c=acosB.

Triunghiurile asemeni BCA i BDE, de mai
sust, dau:
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BA_ BC
BE BD’

si inlocuindd pe BA, BE, BC, BD, prin valorile lort,

¢

cosB »

sail
¢==ac08B (2)

C.C.T.D.
Asemenea afiimi gi:-

b= acosC (2)

Observares, 1. Relatiunile (1) i (2) se potil
deduce unele din altele. In adevérii, in ori-ce triun-
ghiii dreptunghiti avemii: B4+C=90°, sait B=90°—C;
aga-dari: sinB=cosC. Punéndii acésts valére in (1),
dobandim :

b= acosC,

care este una din relatiile (2).

Toti asemenea vomi deduce gi formulele (1)
din (2).

Observarea II. Rédicandli la piatrati formulele:

b= asinB,

¢ = acosB,
gi adundndli membru cu membru, obtinemii:
b24-c2=:02(8in2B-}c0s2B)=0a2;
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prin urmare pdtratulii ipotenusel este egalit cu suma
pdtratelori ambelori catete, resultati pre care-1u
cunéscemil deja.

Trebue ins# sd observimi ci acésta nu se péte
considera ca o demonstratiune n6éu& a teoremei pi-
tratului ipotenusei, c¢i ca o simpld verificare; efici
formula

§n2BJ-cos2B =1,
cu care ne-ami servitil aci, a fostli chiari ea stabi-

litd pe basa teoremei pitratului ipotenusei.

100. Teorema lll. In ori-ce triunghit drept-
unghi, o lature a unghiului dreptié este egald cu
cea-altd laturd inmullitd cu tangenta wunghiulut
opusi.

Relatia ce trebue demonstrati este

b=ctgB

Aseménarea triunghiurilorti BCA i BGF de mai
susi ne di:

CA GF b tgB

BA B sall c 1
de unde

b=tgB. (3)
C.C.T.D.

Asemenea vom avea si
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c=b1gC. (3)
101. Observarea I. Fiind-ci: B-HC=90°, avemi:
B=900—C, si C=900—B;

prin urmare: tgB=cotC, gi: tgC=cotB. Punéndi
aceste valori in (3) avemil:

b=ccotB,1

4
c=‘bcot0,[ *)

adech in uni friunghitt dreptunghiit, o laturd a
unghiului dreptii este egald cu cea-altd laturd tnmul-
fitd cu cotangenta unghiului aldturati.

102 Observarea II. Relatinnile (3) si (4) se
potil deduce din (1) si (2) prin nisce simple impar-
tiri. In adevéril, divisandl ecuatiunile (1) si (2) re-
spectivii una prin alta, avemi:

b siuB ¢ sinC
=z —

¢ cosB' b
sali :
b=ccotB, c=0btgC;
gi ficandi divisiunea in sensii contrarid,
e_ooB b _ osC
b sinB ¢ sinC’
de unde
c=becotB, b=ccotC.
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TRIUNGHIURI ORE-CARI SAU OBLICUNGHE

103. Teorema | In wnii triunghid rectilinii
Ore-care laturile sunt proporgionale cu sinusurile
unghiuriord opuse. .

(Fig. 24) Relatiunea ce se cere a se de-

monstra este:

a b ¢
¢ ‘ sinA~ sinB~ sinC"
Din verfuli C (fig. 24) 13simi

perpendiculara CD pe AB. In tri-
unghiuld ACD, avemi (96):

A D

CD=ACsinA, saii: CD=2> sinA.
In CDB avemil asemenes
CD=CB sinB, saii: CD=ga sinB.
Compardndil aceste déus ecuatiuni vedemi c3 :
~ asinB=bsinA,
'si divisandd ambil membri cu sinA sinB,
e _ b
sinA  sinB’
Vom demonstra asemenea c#

b e
sinB ~ sinC’
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Putemii dar scrie girulii de raporturi egale:

a b ¢ ]
SinA _ sinB_ smC’ ()
C.C.TD.

(Fig. 25) Se vedemii dac# aceste relatiuni

¢ subsistd i eand friunghiuli are
uni unghii A obtost. In acestd

p o cas, din triunghiuli CDB (fig.
: 25), avemil: '

P4 B CD = (CBsinB, saii: CD=a sinB;

din CDA avemii asemenea :
CD=CA sinCAD
sal
CD = bsin (180°— A),
si fiind-c4 sin (180°—A)=sinA (26),

CD =bsinA;
aga-dar
asinB =bsinA,
de unde
e _ b
sinA  sinB’

Prin urmare relatiunile (1) sunt generale.
104. Teorema . In wunii triunghiti rectilingii
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dre-care, pdtratulti unei laturi este egalié cu suma

patrateloriy celor-alte doue laturi, minus de dous

ort produsuli acelori laturi prin cosinusul un-
ghiului coprinsi intre ele.

(Fig. 26) Scimii din geometrie ci pi-

¢ tratulit laturei opuse la unil unghiit

ascutitli este egalil cu suma pitra-

o telorll celor-alte déué laturi, mi-

g U8 de déus ori produsulit uneia

din ele prin projectia celei de a

déua pe cea d’antdiii; ceea ce se esprimd prin ecua-

tiunea (fig. 26):

(B2=102+1B2—2ABXAD.

Insi CB=a, AC=b, AB=gc¢, gi in triunghiulti drept-
unghiii CDA avemii:

AD=AC cosA :
aga-dar relatia de susiu devine:
a2=>02 +¢2—2bc cosA

A c n

(Fig. 27) Daci latura considerats se opune
la unti unghiy obtusil, relatiunea
geometricsd este (fig. 27):
(B2 =042-}-1B2+2AB<DA.
p & © B Insi in triunghiulyt dreptunghiit
CDA avemi:
DA = CA cosCAD=bcos (180° — A) =—beosa (26);
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pundndil in ecuatie acéstd valére, gi inlocuindd pe
CB, CA, AB, cu a, b, ¢, avemi :
a2=52--¢2— 2bccosA,

care este identicd cu ecuatiunea gisits deja.

Totii ast-fell vomil gisi gi espresiunea valoril
lui b2 gi ¢2. Obtinemil ast-feld cele trei ecmatinni
urmétére :

a2=">b2-+}¢2—2bc cosA
b2=a2+c2—2ac cosB (@)
c2=a2-}b2—2ab cosC.

"105. Teorema llIl, In ori-ce triunghit rectiliniv

(Fig. 28) ore-care, o laturd este egald cu
¢ suma celor-altd doué, inmulfite
fie-care respectivii cu cosinusulit
y o  unghiului ce acéstd laturd face
N cu latura consideratd.
> 2 Dupa figura 28 avemi:
¢c=AD-+}DB.
Tnsi in ACD,
AD =bcosA,
gi in CDB,
DB = q cosB.

Punéndii aceste valori in ecuatia de sust,
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c=aqacosB—+DbcosA.

C.C.T.D.
Daci triunghiulil este obtusunghiti, avemii (fig. 29):
Fig. 29. c=DB—DA,
3 si fiind-ca
. DB=aqcosB, i DA=>bcos(1800—A).
avemii:
D A 3

¢=acosB—bcos (1800L—A);
insi-c08 (1800 — A)=—cosA; prin urmare
c¢= acosB+ bcosA.

Fécéndlil asemenea pentru cele-alte laturi, vom
gisi valori analége; avemil dar cele trei ecuatiuni
urmitore :

& =bcosC—+cecosB,
b = acosC + ccosA, (3)
c=acosB-4-brosA. J

105. Sistemele de ecuafiuni (1), (2) $i (3) se potil de-
duce unele din alfele. )

Pentru a deduce ecuatiunile (3) din (2), adunimit pri-
mele déué ecuafiuni (2); avemii:

a®+4b2 =502 2¢ — 26¢ cosA + a? —2ac cosB,
gi ficendit t6te reducerile,

¢=acosB—4beosA,
24,431, 9
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care este una din ecuajiunile (3). Totii asemenea vom obfine
i pe cele-alte déud.

Pentru a deduce din (8) ecuafiunile (2) inmulfimili pe
prima ecuafiune din (3) cu @, pe a déua cu b, pe a treia cu
—e¢, §i le adundmi :

a®--b?—c*=ab c0sC - ac cosB -ab cosC
~}-be cosA — ac cosB —be cosA,

i fhcéndil téte reducerile,
c3=a?%~4-b2—2abcosC,

care este una din ecuafiunile (2). Cele-alte déus se obfinii
asemenea.

Din acestea resulti c& sistemele de ecuatiuni (2) i
(3) se potii deduce unele din altele; prin urmare sunt echi-
valente.

Se demonstrimii acum c# sistemele (2) §i (8) se potit
deduce din ecuajiunile fundamentale

A-}-B-J-C=1800, (@)
a b c
i suB— sue" @)

Relatiunea (a) di:
(=180°—(A-}-B),
de unde
sinC = sin (A + B) =sinA cosB 4 sinB cosA., (¢)
Daci insemndmii cu 7 valérea raportului constant

a _ll_ c

sinA~ sinB~ sinC’

vom avea :
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e _ b e .

sinA " smB- smC

de unde

& sinA, b = sinB,i =sinC,

m m m

Punéudii aceste valori in (¢) si fdc4nd reducerile,
¢ = acosB = hcosA,

care este una din ecuajiunile (3).
Se scotemii relatiunea (b) din (2). Prima din aceste
scuafiuni a4 :
b 2 + c 2__ a 2
COSA = T .

gi ridicAndit Ia phfratii,
bt+tctt-at--2b%c2— 20202 — 2a’:c"

4p2c? !
schdéndd acéstd ecuafiune din 1=1 gi reducéndil,
2b%c®-202b% 4-2a%c¥ —at—bt—ct

4b2c* o

cos?A; =

1—cos?A=sin?A=

divisandl ambii membri cu a2,
sin® A 2b%¢*{-2a%b% +-2a%c—at—b* — ¢t

a? 4a®b%c?
Daci din a déua ecuatiune (2) vom sc6te valérea lui
sin®B . . O  8in® o
1_;;?]% gi din a treia pe a lui sncl_ac’ vom ghsi fotll ac_eégi va-
16 . sin®A |
re ca gl pentrun pERt prin urmare.

sin®A  sin®B  sin2(
a? b 2’

9‘
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§i estriigéndii ridicina pdtrati,

sinA _ sinB __ sinC

a b e’

cari cunt chiar ecuatiunile (1).

Aga-dar cele trei sisteme de ecuafiuni (1), (2), (8) se
potli deduce unele din altele; prin urmare ele sunt equivalente.
Totll asemenea si ecuajiunea

A}B-4C=180"
se péte deduce unele din acele trei sisteme de ecuatiuni. Pen-
tru acésta, insemnéndli érigi cu m vaportulil constantii al la-
turei citre sinusulli unghiului opusi, avemdii:
R R R
sinA~  'sinB~ sinC
din cari:
@ = msinA, b=msinB, ¢ =msinC,
gi punéndii aceste valori in una din ecuafiunile (8), spre esem-
plu in cea d’4ntaill, gi implrfindd cu m, avemii:
' sinA =sinB cosC —{-sinC coB,
sau
sinA =sin (B} 0);
deci, fiend-ci arcele A §i B+ C ali acelagli sinusi cu acelagit
semnii, frebue si avemil:
A=B—+40, sali: A=180°—(B4-C).

Prima ipotesi nu se p6te admite, cdci, cum n’am f4-
cutii noi pind acum nici o suposifiune asupra valorii relative
a unghiurilorit A, B, C, unghiulii A s’ar putea se fie gi celii
mai micli din téte, gi atunci ecuafiunea

A=BC
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ar fi absuri. Vom cdmite dar numai pe a déua
A=180°—(B-(), sai: A--B -4 C=180°,

care este chiar ecuatiunea (a) din formulele fundamentale.

UNGHIURI IN FUNCTIUNE DE LATURI

106. Din ecuatiunile fundamentale

a b c
sinA. sinB sinQ?

deducemit dupd teoria proportiilort :

a-+b _ sinA--sinB
¢  sinC °

Asemenea avemi gi:

a— b_sinA — 8inB
c 8inC

Inlocuindit pe sinA—4-sinB gi pe sinA — sinB
cu valorile loril calculabile prin logaritmi, gi pe sinC

ssin C oo & abtinom
cu 81n2(:os B obtinemu :

. A4+B A-—B
28in 5 cos 3

a-+b
T anCal
sin 5 €08 g
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. A—B A+4+B

e

© Ol
sin 5 608 5

Insd din
A4+B-4-C=1800,
deducemii :

A4+B C

272 g0 2.

—g =900 — g

prin urmare

_A+B C  A4B . C
8in —5—=008 5, €08 —p—=8Ing.

Reductndil dar dupd aceste formule, tactoril co-
muni da la numéritoruli si de la numitoruldl ecua-
tiunilorit de mai susi, réméane :

A—B A—B
.a—}—b_cosT a—b_sm 2
c  _C c ¢
sin 5 008 5

Prin o simpld permutare de litere vom obtine
alte patru ecuajiuni analége cu acestea. Sistemulii in-
tregli se compune dar din urmstérele gase ecuafiuni,
tote caleulabile prin logaritmi, si copringéndit fie-care
cate sase elementele triunghiului
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A—B _A—B
add S TE a—b g
c . C c c
sing 008 5
. A—B . A—C
atc T2 a—c T2
B (W 5 T3 (@
Slng COS§
B—0C . B—0C
bpc 5T b—c g
a A a A
sin 608

Divisandii respectivii ecuatiunile (2) prin (1)
avemu :

_A—B _C

Sin 2 Sin E — b
B—C C a+?d

¢oS 9 cos§

sail

. A—B a-—b0 tg
8§79 b

Operandil asemenea vom gisi incid déné relatiuni;
aga cil vom avea o néud sistems de ecuatiuni calcu-
labile prin logaritmi, cari coprindi fie-care cate déus
laturi §i téte unghiarile :
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; A—B_a—b
8§72 T axb

C

2

A—C a—b0 B
o ER

cot 5

(3)

tg 3 =b+c°°t§'
107. Relatinnea
a2 =02+ c2— 2bceosA,
da :
b24-c2—g2
COSA=—2Z)C——

Insi avemi *45:

smg_ l—cosA A \/l+cosA

Punéndii in aceste ecuatiuni in locii de cosA
valérea sa, vom avea :

1 b2_|_c2_a2
. A - 2bc \/2bc——b2—c2+a2
sin== = -
2 4bc

_\/a2 (b2 42— 20c) \/aQ—(b—c)2
- 4bc 4be

_\/(a—|—b—c) (@—b4c0)
o 4bc
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1 b2+c2—a;2
cos st — T e _\/2bc—|—b2+c2_a2
2 2 N 4bc

_\/(b+0)2—a2_ (a+b+c) 0+c—a)
o 4be o '

4be

Pentru inlesnire punemit :

2p=a-+b--c;

scidéndii pe randd din ambil membri 2a, 2b, Zc,
vom avea:

2(p—a)+b+c—a, 2(p—b=a+tc—0b, 2(p—c)=a-+b—c;

i substituindii téte aceste valori in ecuatiunile de
mai sus,

A [2(p—b)2(p—c) [ (p—0)(p—0)
s1n§_\/ 4bc B be ’

cosé=\/ 2p.2 (p—a) =\/p(p—a)
2 4bc be

ecuatiuni cari dail sinusuld $i cosinusuli jumé&tatil
unui unghiii in functiune de laturile friunghiului.
Ficandii asemenea gi pentru cele-alte déus unghiuri,
obtinemii cele déué sisteme de ecuatiuni urmétore:
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siné—_:\/(p_b) p—o) cosé=\/p(p_a),
2 - - be 2 be
B

sin§= W, (4) 0051—23=\/p(p_6), (5)

ac ac
sin gz_ M(p;b), €ns _g = &__C),
2 ab 2 ab

Daca dividemil fie-care ecuatiune din sistema (4)
prin ecuatiunea corespondents din sistema (5), obti-
nemil unil noii sistemd de formule :

g é=\/(p—b) (p—9)
2 pp—a)

B (p—a)(p—c)
tg =\ /&~ 6
3 p(p—0) (©)
C \/(p—a)(p—b)
tg —=\ /L
3 p(p—o0)

In téte formulele (4), (5), (6), trebue si luimil
pentrn radicalti semmulét <4; cici unghiurile triun-
ghiului fiindd téte mai mici de cat 1800, jumstitile
lor vor fi mai mici de 909, si prin urmare liniile
lor trigonometrice vor fi positive.

SUPRAFATA TRIUNGHIULUI

108. Se scie ci suprafata unui triunghid este



PROPRIETACE‘ILE TRIUNGHIURILOR RECTILINIL 139

egald cu jumétatea produsului basei prin indltimea
sa. Ast-feli in triunghiuli ABC (fig. 30),

Fig. io- suprafata s=3ABXCD.=4¢XCD
Insi in triunghiuld dreptunghiu
¢ « ACD avemi:
A g DC=ACsinA =bsinA.

Prin urmare

besinA

S

ecuatiune care di suprafata tri-
unghiului in  funcfiune de doué
laturt g unghiulié coprinsi in-
tre ele.

B Dacs triunghiuld este obtusun-
ghiii, avemii (fig. 31) incd:

CD = CA sin CAD =5 8in (1809— A)=bsinA,

valére pe care punénd-o in
s=-+¢>CD,

obtinemi :
besinA
5

Pri urmare ecuatiunea (1) este generald.
109. Din relatiunea
b ¢
sinB_ sinC’
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scétemtl :
bsinC
c=—"7,
sinB
pe care pundnd-o in (1) avemt :
. b%inAsﬂ}_
=" osiB
si fiind-cs

B=1800— (A +C),
_ bZsinAsinC
5= 2sin(A+0)°
ecuatiune care di suprafata unghiului in functiune

o laturd gi cele doué unghiwri aldturate.

110. Dacd in
wh—trin
sinA = 2sin 5 cos 5

A A _
inlocuimit pe sinE si cos O] prin valorile lorii date

prin ecuatiunile (4) si (5) *107, aveml :

SinA = 2 \/(P—b) (p—9 \/p(p—a)
be be

_oVp(p—0) (p—0 (p—a)
be

Punéndil acésti valére a lui sinA in (1) si fa-
cdadit reducerile, obfinemil ecuatiunea :
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s=Vp(p—a) (p—b) (p—9,
ecuatiune care di suprafaia iriunghiului i func-
tiune de cele trei laturi ale sale.

Esemple. 19, Se calculamii suprafata unui tri-
unghill in care cunéscemii : b=234",504; ¢c=203",17;
A=41043'56"8.

Dupi (1) avem :

234™,504 >X203™,17 X8in41943'56",8

$

de unde:
logs =10g234™,504 -+10g203™,17
Flogsind1943'56",8 — log2

~2,37015024-2,3078596--1,8282479—0,3010300
=4,2002277;

prin urmare
s=15857"2,244,

20, Se calculimi suprafata unui triunghiii in
care se cundsce: b=234",504; A =41043'56"8 ;
(= 5829'48" 6.

Dupd formula (2) avemi :
logs=2l0g234™504 - logsin41943'56",8
+1ogsin58029'48",6 — log2 — logsin100013'45"4.
—4,7403004-+1,8232479+1,9307511—0,3010300
—1,9930414=14,2002280,
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adecd ’
s=15857"?,255.

30. S& se afle suprafata unui triunghiil in care
se cunésce: a=158",62; 6=234",604; ¢=203",17.

Formula (3) da:
i logp +log (p—a) +log (p—b)+log (p—<)

0gs = 3

Insd in casuld de fatd avemii: p=298™,147;
p—a=139",527; p—b=63",643, p—c=94"977.
Prin urmare

_2,4744304 +- 2,1446583+4-1,8037506 --19,776184
o 2 :

=4,2002288,

logs

sal
s=1H857">,284.

111, In asemenea modii se péte gisi espresiunea supra-
fetei unui patrulaterii 6re-care ABCD, (fig. 82.) in funciiune
de diagonalele sale AC gi BD §i de unghiuli « ce facii ele
una cu alta. Avemi:

Fig. 32, ABCD = A0B +- BOC - COD —+ DOA.

x Insi in cele patru triunghiuri, con-
A siderandii gi ¢4 : sin (180° — &) =sin ¢,
4 avemi :
c N
‘7 AOB=+A03< 0Bgin ¢,

D BOC=+ 0B < 0Csin a,
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COD =+ 0C > 0Dsin «,

DOA =+ 0D > A0sin e,
si adundndi,

ABCD =1 sma(AOXOB—]—OBXOC-{-OCXOD—}—ODXAO)

sin &{A0 (0B = 0D) + 0C (0B - 0D)}
sin & (A0 X BD - 0C X BD)

Lsin e X BD (A0 4-0C)
=iAC><BDs1na;

.-4 .:.],.. n]- va]

adech suprafata unui patruluterti ére-care este egald cu

Jumélatea produsului diagonalelord prin sinusulil unghiu-
lui ce facti ele una cu alta.

Esemplu. Date: AC=1172,13; BD =98m 56 o=
63914'36",3.

Necunoscuta : ABCD = 5154mp,124.
112. Inmulgindii una cu alta formulele (4)* 106, avemi:

A B . C_ (p—a)(p—b(p—c)
SIH—Z‘SH]?SID B) = abe .

Insd din (3)* 109, scétemdi :

sf=p(p—a)(p—b)(p—o),

S2
(p—a)(p—b) (p—0) =7 (2)
Punéndil acésth valére fn equafiune, réméne:

sin —-sin B sin E— s*
272 2 pubc’

-
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Dacd inmultimii una cu alta gi relatiunile (5)* 106, ob-
tinemii :

A B ¢ pVplp—a)(p—b)(p—oc)
[Vi}] ? COS? ({1} 'E'——- a,bc )

osicosicosi—ﬁ

O M Y T ke
In fine, ficéndd produsuld relatiunilorit (6)* 106, avemi :
L__ (p=a)(p=b)(p—0)
2 2Vpr—a)(p—B)p—0).
gi inlocnindli opumé&rdtorulii §i radicalulii dé la numitordi prin
valorile lorli date de equatiunile (a) i (3) precedente,

A, B
tg5tgote

A B, C S
tg?tg?tg—z—=ﬁ~

RADA CERCULUI CIRCUMSCRISU

113. Fie triunghiultt ABC (fig. 33) la care cir-
cumseriemil un cerclf, a ciril radd o insemnimii cu R.
Ducemit diametruld CD = 2R, si unimi D cn B.

Fig. 33. Unghiulit CBD este dreptii, cici

¢ este inscrisif in o semi-circomferents,

gi prin urmare trimnghiuld drept-un-
\ ghiit CBD d4:
e—° OB=CDsinD ;

insi CB=a, CD=2R, D=A; formula dari se va
serie :
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o=2Rsin A,
de unde
__*
T 2sin A’
gi inmulfindd ambif termeni ai fractiunel cu bc,
abe
R = tesm A’
Inst dups formula (1)*107,
besin A
g
de unde
2bcsin A =4s;
aga dard
ab abe
R="2

45 4/p(p—a) (p—b) (n—0)

Esemplu. Date: a=158",62; b=234",504;
c=203",17.

Necunoscuta : R=119™,1458.

RADA CERCULUI INSCRISU

114. Fie triunghiuli ABC (fig. 34). Pentru a
construi cercglti inserisii, dupé cum scimii, ducemii bisec-
tritele celoril trei unghiuri, carl se int4lnescii t6te in unii

24,431 10
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punctli O, centrulit cercului inserisit; daci din acesti
punctii 1isimii perpendicularele OD, OE, OF pe laturile
Fig. 34. triunghiului, aceste perpendiculare
sunt radele cercului inscrisit. Cu-
noscéndl dard centruld, gi lungi-
mea radei cerculul inscristi, va fi
lesne a descrie acelll cercil.
Se gisimii o espresiune a ace-
stei rade . Dupé figuri,

ABC=A0B+BOC+ COA;

B

insa
AOB=7; ABXOF=+or,
BOC=;CBXOD=tar,
COA=+4ACXOE=+br;
gi adunindii aceste trei egaliti{i membru cu membru,
ABC=+r(a+b+c);

gi punéndi
ABC=s, ag-b4c=2p,
§=pr,
saii
8
=
b

Dacst substitnimi in loculi lui s valérea sa

Ve -0 (—DG—0
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81 reducemnil, avemil :

[(p—a) (p —b) (p—0)
V2

Esemplu. Date: a=158m,62; b=234",504;
¢c=203",17.

Necunoscuta : »=53™,1861.

RADELE CERCURILORU EXINSCRISE

115. Cercit exinscrisit la unil triunghiil se nu-
mesce unii cerci tangentld la o lature a triunghiulul
s la prelungirea celor-alte déué.

Fig. 95. Pentru a construi cer-
A culll exinserisitla o lature
BC=a a triunghinlui
(fig. 35), ducemil bisec-
tritele BO gi CO ale
unghiurilorit esteriére
CBD si BCF; intersec-
' fiunea lorit O este cen-
tralid cercului cautati ;
din acestii punecti li-
sandi perpendicularele OD, OE, OF pe laturea BC
gi pre prelungirile celor-alte déus, aceste perpendicu-
lare vor fi egale cu rada ciutati « a cercului exin-
scristt l1a laturea a.

0

10*



148 CURS DE TRIGONOMETRIE

Pentru a gisi o espresiune a acestei rade, ob-
servami cd

ABC=ABO+ACO—BCO;
gi daci in triunghiurile ABO, ACO, BCO, conside-
rimi respectivii ca basi pe AB=¢, AC=0b, BC=a,
gi ca indltimi pe OD=0F=0E=1¢, avemii:
s=gcatrba—gae=sa(b-t+c— a)=a(p—a)
de unde

lra—

p—a
punéndldl in locli de s valérea sa gi reducéndd,
\/p (p— b) (p—c)

In asemenea modd vom g#si si espresiunea ra-
deloril cercurilorii exinscrise la laturile & gi c:

f— p(p— a)(p—c)
p—b

y = p(p—a)(p—b)
p—c

116. Formulelo (6)*106 dat :

g\ /P =D (p—0)_ 1\/10 (=) (p—c)
2 p%(p—a)

de unde

p(p—b) (p—c)=ptgé,
p—a 2
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gi pundndl acésti valére in equatiunea care di pe
o, avemil :

A
a=ptg5.
Asemenea
B
F=pigq
C
r=pig3y.

Esemple. 10, Date: a=158",62;b=234",504;
c=203",17.
Necunoscute: «=118™6503; #=249™,1600;
y=166",9592.
20, Date: p=482™,356; A =152016'35",4;
B=176025'57"4; C=5101727"2.
Necunoscute : «=236™,7031; #=3879",7990;
y=231",5768.
117. Din formulele cari daii pe R, », o, &, 7, se potil

deduce mai multe altele, carf de gi nu ali ver-o importan{i
prin ele insigi, potll ins¥ servi ca verificatiuni. Each cate-va

din acele formule:
19, Ficéndil inversa eqnatiunilor

8
.
prp—a

s
ﬂ—p-—_b’ 4 p—c

S
r=—’ (14—
p
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se obtine :

p—c
—

1 1
s L ﬂ P 1 y -

Adunéndii pe cele trei din urm# din aceste equajiuni,
avemi :

11, 1 padp—btp—c Sp—(ofbfd p
« B 4 s s s
sall :
1, 1,1 1
;+?+7=7- (1)
20, Inmuol}indil intre ele formulele :
s s s s
= YT p—a ﬂ—m’ Y'—p—c’ (a)
obfinemii :
st st
r = _ @ — = 2,
e B s
de unde
s=yragy. (2)

39, Adunfndii una cu alta pe cele trei din urmé din
formulele (a) gi scidéndit pe cea d’antdili, avemii:
8 8 8
o —r= ——=
+ B+ s—a T p T

LPP=bp—9+p(p—a)(p—)+p(p—a)p—b)—(p—a)p—bXp—c}
p(p—a)(p—b)(p—c)

s

_1 I10 (p—0)l(p—b) + (p—a)l 4 (p—a) (p—b) [p—(p—0)]

-1
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Insd
p—btp—a=2p—(at+d)=c,
p—(p—c)=c;
prin urmare

a+ﬂ+7—¢=%{p(p—c)+(p—a)(p-l-b)}
=i{(a—]—b)—|—c(a—l—b)—cic—Hb—a) c-(b—a)}
T2 2

s 4 4
_ ¢ ((a4b)*—c? c’—(b—a)’]
s { 4 + 4
¢ abe
.=E><4ab=—?.

abe
=7
aga dard:
a—+p+y—r=4R. )

118. In casii cnd triunghinlii este dreptunghiii, putemii
obfine alte formule, sciindli ¢4 in casulii acesta

a?=10%+cH, s=%:. (4)

19, Inmultindii una cu alta equafiunile

',=\/(p—a)(p—b) (p—c) _ /p(@=b)(@—0)
2 ’ p—a

avemii :

- a=\/p (p—a) (p—0)* (p—0)®
p(p—a)
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ba-+b—c
2 ?

— () (p—0) = 4™

efectudndll produsele gi ficéndii téte reducerile, avéndii in vedere
si equatiunile (A) obfinemi :

roe=—s

Asemenea vom avea:

p?(p—a)? (p—0) (p—¢)
/5’7‘=\/ = —a)=s.
(5—5) (p—0) #lr—a)
Prin urmare
roa=_gr. (4)
29, Scidéndii una din alta equajiunile
s s
(7 24— s r=—’
b—a p
vom avea :
s s 1 1)
C—p—=————=3 ——)
p—a p (P—a p
_p=p—a)__ sa

p(p—a) p(p—a)
Punéndi in locii de p valérea sa
atb+c
b

o

gi fdcéndil téte reducerile posibile, avéndii in vedere relatiunile
(4) ajungemii la :
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Adunsndil intre dénsele equafiunile

avemii :

ﬂ—l—7=8(pi_b-+pic),

— p—b+tp—c sa
T T (p=b)(p—e) (p—b)(p—o)

gi factodl reducerile,

Bt+r=a.
Asa dard
a—r=pF-+7. ()

Esemple. 1°, Verificindi prin formula (3)* 116 valorile
gisite mal susit :

R=1197,1458; r=>537,1861; «=113",6503;
£=2497,1600; » = 166™,9592,

gisimii pumai diferenta 07,0002, care provine din micele quan-
tithfi cari se negligh fot-d’a-una in caleulele logaritmice.

20, Aceleagi valori, verificate prin formula

s=vVrafy,

pu dali nici o diferentd de valérea lni s gisitd la esemplul
3% 109.
30, In unii friunghili dreptunghili in care avemii:

a=302™,752; b—185,121; ¢= 239™,56,
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ga giisitii pentru valérea ragdelordi cercurilorii inserisii ¢i exin- .
scrise valorile urmétére :

= 607,9645; o=363m,7165; B=1247,1565;
y=1782,5955.
Aceste valori, verificate prin ambele relafiuni:
u—r=pg-+y, fi: ar=gy,
nu dall nici o diferen{d.



CAPITOLULU 1.

RESOLUTIUNEA TRIUN GHIURILORU

TRIUNGHIURILE .DREPTUNGHE

119. La resolutiunea triunghiurilorit dreptunghe
se presentd patru casuri: 19, Cand se di hipoteriusa
gi unit unghitl ascutitd i se cerd cele déu& laturi
ale unghiului drepti si cel-altti unghiil ascutitii, 29.
Cand se di hipotenusa gi o lature a unghiului drepti,
si se cere cea-altd lature gi cele déu& nnghiuri ascu-
tite. 30, Cand se d4 o lature a unghiului dreptil gi
unii unghiii ascutitd, si se cere cea-altd lature a un-
ghiului dreptd, hipotenusa gi cel-altif unghiii aseutitii.
40, Cand se dad cele déus laturi ale unghiului
dreptti, gi se cere hipotenusa gi cele d6éud unghiuri
ascutite.
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120 Casul l. Ddndu-se hipotenusa st unghiulii
ascufité B al unwi triunghid dreptunghit, sd se
calculede cele doué laturi, b st ¢ ale unghjulut
drepti g unghiulié ascufits C.

Vom determina unghiulti C prin relatiunea cu-
noscutd din geometrie :

B+ C=1900, din care: C=909—B.
Laturile b gi ¢ se vor determina pri formulele
cunoscute *96, 97:
b=a sinB, c=a sinC.
121. Casul Il. Se resolvimii wnii triunghit
dreptunghiii in care se cundsce. hipotenusa & §i 0
lature b a unghiului drepti.

Elementele necunoscute sunt ¢, B, C Pentru a
le determina avemii formulele :

b=a sinB, b=a cosC,

din cari deducemtl :
sinB=cosC=—,
a

car! dail valérea lui B gi C. Pentru a afla pe c, in-
trebuin{dmil relatiunea :

02 — a?_b%
din care

02 = (a+0) (a—b), sati: c=v{@+b) @—b).
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122. Unghiulit C, dupd acésti metédi, se de-
termind prin cosinusuld séli; insd cdnd b diferd prea

b
putini de @, quantitatea o diferindii i ea putind

de 1, unghiulil C este micti; g fiind-c4 scimit* 95
¢ unghicrile mici se determini r&i prin cosinusulii
lorii, equatiunea precedentd nu ne va da pe C cu
destuld precisiune. In acestll casli calculimii mai in-
taitt pe ¢, si atunei formula

c=>btgC
ne di:
th=—g—,

si unghiuld C, determinatd acum prin iangenta sa,
va fi caleulatii ecu mai multd esactitate.

Putemti inc# intrebuinta, pentru caleululil lui
C, si formula urmitére cunoscutd*44 :

C \/ 1—cosC

14+cosC’
. . b .
in care, punéndld in locii de cosC valérea sa o 8

inmul{ivndii ambif termeni al fractiune! cu a@, ob-

tinemii :
C
85 \/a—l—b
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Calcululii ficéndu-se prin logaritmi, acéstd din
urmi formulid are avantagiuli ¢4 coprinde numai lo-
garitmil lui a—b i a-b, car! intrd gi in valérea
lui e.

128, Casul . In und triunghiti dreptunghit
cunoscéndit laturea b a triunghiului dreptd si
unghiuli ascutité B, sd se calculede hipotenusa a,
laturea ¢ g unghiuli C.

Unghiulit C se’ determind directii prin formula :

C=90"—B;

éry a sicse vor afla prin formulele sciute*96, 100:

0= h c=1>b cotB.

124. Casul IV. Ddndu-se cele doué laturi b
st ¢ ale unghiului drepti, sd se calculede hipote-
nusa a, g unghiurile ascuite B gi C.

Determindmii mai 4ntdili unghiurile B gi C prin
formulele

b=ctgB, b=c cot C,

din carl
b
th=cotC=—c—. (a)

Hipotenusa se determinid in urmi prin ver-una
din formulele :

b=a sinB, c=a cosB,
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de unde
__b
~sinB’ T csB"

Observare. Am fi pututii calcula pe a¢ de a
dreptuld prin

a2=524-¢2,

Insd acéstd formuld nu este calevlabili prin loga-
ritmi. Pentru a o face calculabild prin logaritmi, vom
pune pe ¢2 ca factorii comuntl, gi atunci

b2
=c?2 (l—l-gg)-
Punemii
i—t b
T =150; ©
atunei
in 46083 o-f-sin? c?
a’=c’(1+tg’9’)=02(1+fssgo) cszs’gv 90-00529’,
de unde
¢
" cosy’

formuld calculabild prin logaritmi care ne-ar da pe a.
Insd pentru acésta trebue se cundscemii pe ¢, si dacd
comparimii formula (a) cu (b), vedemi ci

b
tgB=tg =0
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adecd
B=q)1
Prin urmare, chiar dupé acéstd metéds, determi-
narea lui a depinde toti de caleululd lni B.

VERIFICATIUNI

125. Pentrn a fi sicuri de resultatele obtinute
prin calculele ce am espusii, trebue si avem medie
de a le verifica.

Mediele cele mai ordinare pentru a face aceste
verificatiuni constali intru a caleula pe unulii din ele-
mentele dace cu ajutornlil elementelorii calculate. Daci
valérea aflatd ast-feld nu difers de cat prea putini
de valérea datd, calcululli este esactil. Spre esemplu,
daci am caleulatd pe a, ¢, C, ddndu-ni-se b, B. cu
valorile gisite prin calculil pentru @ gi ¢ vom cal-
cula pe & prin formula

b=V(a+-c) (a—c),
gi dacd valérea aflaty nu va diferi multi de valérea
datd a lui b, calcululil va fi esactil.

ESEMPLE
Casuly I

Date Formule Necunoscute

a=5836™43; C=909—B, C=38504581"4;
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Date Formule Necunoscute

B=5401428"6. b=asinB, 0=4736"1758;
c=acosB, ¢=3410™6535.

Calcululii lui C. Calcululil lui 4. Calcululii lui e

900 loga=3,7661473| loga =3,7661473

B = 54914'28",6 |logsinB = 1,9092805 |logcosB =1,7666903
C—=35%531",4| logh=2,6754278| loge= 3,5328376
b=4736m,1758 c=3410m,6535

Casulii II.
Date Formule Necunoscute
a=>574",35, p B=410386",41.
sinB=cosC=—, o =
b=384™,08. @’ (C=4801'53",59,

c=V(a+d) (a—Db). c=427=0368.

Calcululii luf B. si C. Calcululii lui ¢
log b= 2,5844217 log (a-+-b) = 2,9815604
—loga=13,24082341) | log(a—b)=2,2793703

log sin B =1log cos { =1,8252451 2loge=1>5,2069307
B=41958'6",41 log ¢ = 2,6304654
C=48°1'53",59 c=427m,0368

1) Se scie din algebrd cil, in locli de a scidé unil logaritmii din
altull, putemii addogi acestni din urmi complirentulii celui d'antaii, adicd
diferenta intre aceld logaritmil gi 0. Acésta s’a ficutd aci, gi in tote
esemplele subsequente unde ail fost-a se sciidé logaritmi,

24,431 11
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VYERIFICARE
tggz a—b
2 a-tb

log (@—b)=2,2793703
—log (a-+-b)=3,0184396
¢ -
2logtg?=1,2978099

¢ -
Jogtg—2—=1,6489050

C=14801'53",62 (dift. 0",03.)

Casulii IIT.
Date Formule Necunoscute
b=7536m14, (=900—B, B=23303546"3,
B=5602413"7.  _ b 4=9047™ 4437,
“TsnB 50062896,
c="bcotB.

Calcululii lui C.
90°
B=156°24'13"7.
(= 3393546",3.
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Calcululii lui 2. Calcululii lui c
logb=3,8771490 Jog b=23,8771490
—logsinB=0,0793769 | logcotB=1,8223670
loga=3,9565259 logc=3,6995160
a=9047™,4437 c=5006™,2896
Casulii IV.
Date Formule Necunoscute
b=2236™, 34 b B=30°22'54",85
" tgB=cotC=— T
c=3814™51. ¢ 0=59°375",15,
ae—l a=4421m7306.
sin B

Calculululii lui 2 si C
log5=3,3495379
—logc=4,4185613
logtg B=1logcot C=1,7680992
B=230"22'54"85,
C=59°37'5",15.

Calcululii lui a.

logh=8,3495379

—logsin B=0,2960544
loga=3,6455923

a=4421",7306

11*
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RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORU ORE-CARI Sall
OBLIGUNGHIE.

126. La resolutiunea unul triunghid oblicun-
ghill se potil presinta patru casuri: 1° Cand se di
o lature gi déus unghiuri, §i se cerli cele-alte déu&
laturi i alit treilea unghitt. 2° Cand se di déug la-
turi gi unghiuld coprinsét intre ele, gi se cere a
treia lature gi cele-alte déu& unghiuri. 3% Cand se
di déus laturi gi unghinlil opusit la una din de,
si se cere a treia lature gi cele alte dSud unghiuri.
4%, Cand se dau cele trei laturi gi se cere cele trei
unghiuri.

127. Casul . In unsi triunghii dre-care ddn-
du-se laturea a g unghiurile B g C, sd se deter-
mine al trelea unghit A gi laturile b st ¢, pre-
cum §t suprofata s.

Unghiuld A se obfine direct{i din formula

A+4B-+C=180°
de unde
A=180°"—(B~+0C).
Apoi din relatianile
a b a ¢
sinA  sinB’ sinA  sinC’

deducemit

; " asinB asin C
=— c=———.
sin A’ sin A
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Suprafata este dati prin formula cunoscuti:
__a2sinBsinC
5= 9 (B+0)

128. Casul Il. Ddndu-se laturile a gi b st un-
ghiulii coprinsii intre ele C ale unut triunghit dore-
care, se calculdmi a treia lature ¢, st unghiurile
A gi B, precum §i suprafofe s.

Suma A 4B a unghiurilory ciutate este cuno-
seutd din relatiunea :

A+B=180"—C.
Diferenta lori o vomil calcula prin formula
(3)*105:
A—-B a-b C

ig 9 =a+b00t§'

Vom avea dar#, prin aceste formule :
A+B=MN,
A -B=N,

M gi N fiind nisce cantiti{i cunoscute. Adu-

néndi, gi apoi scidéndi aceste egalititi una din alta,
gi impdrtindd co 2, avemi :
M-+N
2 2
M—N
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Unghiurile A gi B fiindil ast-felti determinate,
vom calcula pe ¢ prin formula :

asinC_

sinA ’

sail mai bine prin ver-una din formulele (1) sail
(2)*105, cari dait:

c=

(a+0) sin% (@ —Db) cos

CTTTA—B '¥TT A—B
€08 _2_‘ sin

Suprafata este dati prin formula:

absinC
=2
129. Casul lll. S§ se resolve uni triunghit
Ore-care wn care se cunosci doud laturi a g b, gt
unghiult A, opusi la a.
Se cautd ¢, B, C. Vom calcula mai intdid pe
B prin formula

bsin A
a b

gin B=
gi apoi pe C prin
C=180"—(A+B);
in fine vom afla

asin C
ginA




RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORUT 167

Suprafata s se va afla asemenea prin

ab sin E
2

S=

130. Discufiune.. Mai intdill vom reamenti in
cite-va cuvinte constructiunea geometrict a triunghiu-
lui, pentru ca discutiunea pe formulid si fie mai bine
intelésa.

Pentru & construi triunghiulii cu elementele a,
b, A, in uni puncti ali unei drepte indefinite AB’
facemti unghiuli dati A, si
pe drépta AC Iuimd lungi-
mea AC=05; (fig. 36) din
C cu o radd egald cu a de-

£ e — serieml unil ar’cﬁ, care ne di

pe drépta AB punctele B’ i

B”, pre cari le unimi cu C. Triunghiuli c#utatii
este ACB" sait ACB".

Formula

bsin A
a

sinB=

ne va da pe B. Insi in table scimil ¢% nu se gi-

sescii de c4t unghiurile mai mici de cat 900, adici

unghiurile ascutite. Fie M unghiuldl ascufité al ci-
bsin A

rui sinusii este egali cu ; se scie insi*26

¢d gi arculd suplimentard 180°—M, care este ob-
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tustl, va avea acelagli sinusi, prin urmare trebue s&
vedemil care din aceste déus unghiurt M gi 180°—1M,
este adevérata solutiune a chestiunel.

Pentru ca M se fie o solutiune a equatiunei,
trebue si avemil :

A4+M<180°, (a)
ciel
A-+M4C=180°

Asemenea, pentru ca 180°—M se fie o solu-
tiune va trebui ca

A41800—M<C1809,
sall
A<M, (b)
Sg vedemii carl sunt casurile in carf aceste con-
ditiuni potii fi inplinite.
1°% Daci A > 90° valorea 180°—M nu convine
pentru B, eici in untl triunghil nu potd fi déus
unghiuri obtuse; réméne dari numai M, care trebue

inci si se supund conditiunei (a), din care se
deduce :

M<180°—A.

Aci M este ascutitli; 180°— A asemenea; prin
urmare putemii pune :

sin M < sin (180°— A),
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sail
sin M < sin A.,
Insd
. bsin A
sinM= ;
a
prin urmare
bsin A .
——— < sin A,
a
orl
b<a. (1)

Daci acéstd conditiune nu este implinitd, nu
avemil niei o solutiune. ,
2°, Daci A =90° valérea 180°—M, fiindi
mai mare de 90° toti trebue lisatd, gi atunci (a)
ne di:
90° M << 180°% san: M <<90°% saii: sinM <1,
gi pundndii valérea lui sinM gi a lui A,

bsin90°
a

<1, satli: b<<a,

Condifiunea este aceagl ca i in casuli cénd
A>>90°

In resumati dars, dacd unghiulii dati este ob-

tusi satt dreptid triunghiult are o singurd solufiune,

cu condiftune tnsd ca laturea opusd la unghiuld
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datii se fie mat mare de cdt cea-altd; dacd este
egald cu dénsa, soti dacd este mai micd, triunghiulii
nw'are nwici o solufiune.

3%, Daci A <C90° trebue se distingemil casurile
cdud bsin A este mai micll, egalll sall mai mare de ¢4t .

Daci
bsin A <a,
formula
. bsin A
sin B=——
a

dd o valére reald, M, pentru B. Acésti valére, M,
se péte primi tot-d’a-una, cici conditiunea (a) se
péte tot-d’a-una satisface; insi pentru a putea ad-
mite gi solutiunea 180°— M, dups (b), trebue se
avemti ;

M>A.q
i fiind-cd gi M gi A sunt ascufite,
bsin A
sinM>sinA, sall ———>ginA,
de unde
b>a.

In acestii casti dard se pdte se fie douéd solu-
fiuni M g7 180°—M, insd cea din urmd convine nu-
mat cdnd latyrea opusd unghiului dati este mat
micd de cdt cea-alta.
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Dacd bsin A=aq, valbrea

bsin A

a

sinM =

se reduce la
sinM=1, saii: M=90°
siin casulit acesta cele doué solugiunt M si 180°—M

se reductt la una singurd.
Daca bsinA>a, valérea

. bsin A
sipM =——
a
devine
sinM>1,

care este absurdi; prin urmare in casuld acesta nu
este mici 0 soluftune.

Tacid unt tabeld care contine resultatulil tutu-
lorii" acestorit discutiuny.

a>b. . ... ... 1 solutiune, B<90;
0) q—
A>90 a—bl ....... 0 solutiunl;
a<bl
(a>b. ., . .. ... 1 solutiune, B<<90"

A=90° a=b1 .. .' .
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b>a . . 2 solutiuni, B'<90°
B"=180°—B;

bsinA<ar, o, 1 solutiune, B<<90°;

0
A<90 b<a .. 1 solutinne, B<90°;
bsinA=a. . .. .. 1 solutiune, B=90°;

bsinA>a. . . ... 0 solutiuni.

Cu ajutorulil acestui tabeldl se va putea recu-
nésce din date chiar dacd problema are déu& solubiuni,
o solutiune sall nici o solutiune, cea ce este férte
" importantd, pentru a evita de multe orl calculele
inutile.

Verificiri. Cand sunt déus solutiuni, putemi
avea déud verificatiuni férte simple. Fie AB =¢,
AB’'=¢", ACB'=C, ACB"=C". Dups figurs,

AD—B'D=c¢", ADJDB =c.

Adunéndi aceste egalititi, si avéndi in vedere
¢t B'D=BD, vom avea:
¢+c

g

Tnsd in triunghinli dreptunghii ACD avemil:
AD=AC cos A=DbcosA.

Yom calcula dari pe AD prin acéstd formuld, gi dacd

AD=

c
, calenlulii va

¢
valérea aflati va fi identici cu
fi esactil.

2
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Asemenea, daci am scddé una din alta cele
déug equatiuni de susii, am avea:
B’_L—_CL
DB="7
De altz} parte
DCB'=ACB'—ACD=C—ACD,
DCB"=ACD—ACB"=ACD-—C".

Adunandi,

-0

DCB =——

In CDB’ avemii:

] , 0=
DB’ = CB’'sin DCB =asin —

Aga dara, calculandii pe DB’ prin acéstsd equa-
tiune, dacd caleululdl este esactl, valérea aflati va

’ ”
—C

teebul s4 fie identici cu —

131. Casul W. Ddndu-se cele trei laturi a, b,
¢, ale unut triunghii ore-care, se afldmi unghiurile
lui, A, B, C, precum g suprofata s.

Unghiurile se poti calcula prin equatiunile (4),
saii (), sati (6)*106, téte calculabile prin logaritmi;
vom preferi insi equatiunile (6), cici dach am intre-
buinta formulele (4), ar trebui si ciutimil giase lo-
gartmi, si anume pe ali lni a, b, ¢, p—a, p—b,
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p—c; dach ne-am servi cu (b), am avea necesitate
de giapte logaritmi: al lui @, b, ¢, p, p—a, p—0b,
p—c. Cu formulele (6) insi nu avem necesitate a
ciuta de cat patru: pe al lui p, p—a, p—b, p—ec,
Afari de acésta, formulele din urm#, determindndii
unghiurile prin tangenta lord, sunt mai precise de cit
cele-alte.

Formulele ce vomid intrebuinta vord fi dard

acestea :
A_ [ (p—b)(p—0
tg 2 \/ p(p—a)

\/ (p—a) (p—c)
p(p—b)

2 » (p—c)

Observare. Pentru ca triunghiulli si se péts re-
solva, este necesarii gi de ajunsi ca ori-care din la-
turile date si fie mai mici de c4t suma celor-alte
déu&. In adevéri, dach am avea, spre esemplu :

’

o=>b-te,
ar resulta ¢l
bt+c—a
P—o="4""

ar fi negativli, pe cind p, p—b, p—e, ar fi positive.
Atunci quantititile de sub radicalele ce dali pe
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A B c . . . .
1g 9 tg 90 18 5 fiind negative, valorile triun-

ghiurilorti ar fi imaginare.

ESSEMPLE
Casulw I
Date Formule

a=5816",35 A=180°—(B—|—C),

B=5437°12"4, __ asinB

C="78°19'45"7. sin A’

_ asinC

= ginA’

aﬂsinBsin_(_)
5= 9sin(BFO)

Necunoscute
A=47'3'1",9,
b= 6478™ 885,
¢="7782™,048,

s=18452216™",

Calcululil lui A4.
180°

BH+C=182°6'58",1
A=4731,9.
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Calcululi lui 2. Calenlulii 1ui ¢
loga=3,7646506 loga=3,76465006
log sin B=1,9113340 logsin C=1,9909276
—1logsin A=0,1855157 | — logsin A=0,1855157
log b= 3,8115003 log c=8,8910939
b= 6478™,885 c="7782%,048

Calcululii lui s.
2loga="17,5293019
logsinB=1,9113340
logsin C=1,9909276
— log2=1,6989700

—logsin(B-+C)=0,1855157
logs=17,2660485
§=18452216""

Casuli IL

Date Formule
a=H78"312, A+4+B=180"—C,
b=345™,104, 4 A—B a,—bt A-4+B

v = g/
0=48°18'35" 4. T2 T atb 2

asin C

~ ginA’

asin C

§= 9
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Necunoscute

A =95°1349",28,
B=36°27'35",37,
c=433™,6615,

§=T74517" 586,

Calcululii lui 44 5.

180°
C=48"1835"4.

A+B=131%4124"6.

Calcululii lui 4— B,

log (¢ —0)=2,3677435
A+B

1ogtg—1§—=o,3482643

—1log(a-b) = 8,0346026

Calculultt lui c.
loga=2,7621622
logsinC=1,8731766
—logsinA=0,0018121

A—B -
log tg——5—=1,7506104
A-B

—5 T =29°286",93,

A—B=158°46"13",86.
Calcululil lui 4 §1 B.

AJB=1814124"6

A —_B= 58°46'13",86

logc=2,6371509
c=433",6615
Calcululii lui s,
loga=2,7621622
logh=2,6379500
logsinC=1,8731766
—log2=1,6989700

A= 95°13'49",23
B= 386°27'85",37
24,431

logs=14.,8722588
§="74517"?,586

12
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Casula II1.

Date

Formule
a=21",324, ) bsin A
: gsinB= ,
b=26",715, a
A=45°326"4.  O=180°—(A+B).
asinC
~ sinA "
L
2
Necunoscute
1= solutie 21 golutie

B'=6323'58",28, B'=116°36'1",72,
O =71°3'45",82, C"=17°51'41"88,
¢ =28™26036, ¢ =9™16401,
§=—2697 4182, §"=87™,8645.

Calculultt lui 4 sin 4,
logh=1,4267552
logsinA = 1,8585241
logbsinA = 1,2802793
bsinA =19™ 0668

Fiind-ct b>a>bsinA, avem doud solutiuni *130.
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Calcululi lui B.
logh=1,4267552"
logsinA =1,858521
—loga=2,6711313

JogsinB=1,9514106
B’ =63°23'58",28
B'=116°36'1"72.

1a solutie 2a golutie
Calcululii lui €’ Calcululii luY Cv
180° 180°
A4-B =180°6"14",68 A+B'=162°8"18"12
C'=171°9"45",32 C'=175141",88

Calcululii lui ¢
loga = 1,3288687
logsinC'=1.9758381
—logsinA=0,1464759

Calcululti luY ¢
loga =1,3288687
logsinC”=1,4867412
—logsinA=0,1464759

loge' = 1,4511777
¢ =28,26036

Calcululit luf s

loga = 1,3288687

logh=1,4267552
logsinC'=1,9758331
—log2=1,6989700

loge’=0,9620858
¢’=97,16401

Calcuulit luf s
loga=1,3288687
logh=1,4267552
logsinC’=1,4867412
—10g2=1,6989700

“logs'=2.4304270
§ =269™ 4182

Jogs —1,9413351
s =87 3645
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VERIFICART * 130
10, Formula.: beosA = ¢ _E;C .
Calcululii Iutf bcosd ‘ Caloulult Tuf c’-; o
logb=1,4267552 ,
_ ¢c=28",26036
logcosA = 1,8453693 ; o
logbeosA=1,2721245 | = 9".16401
¢ +c _
beosA==18",71218 9 =187,71218 (dif. 0)

C—0 c¢—¢

0 R
20, Formula: asin 5 5

Cc'—C"
Calcululit Jut asin—z— .

loga=1,3288687

logsin —5—=1,6510490

, 2,

o —
logasin 3 =0,9799177

7

asin 5 =9",54811

Calcululii lu‘\;c";c‘"
¢~ 28™ 26036
&= 9™ 16401
¢—d

——= 9™,64817 (dif. 0™,00006],
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Casulii IV.

Date
a=_87" 5108,
b= 36,927,
c=64m 529

Formule

A_ [=bp—0
th_\/ plp—a)
B
3

(p—a)(p—c)
i i
8 » (1)
g0\ /@=0@—b)
2 p(p—o)

Necunoscute
A=116°33'17"78,
B=22°1034",16,
C=41°16'8",08,
s=1065"2,7425.

s=Vp(p—a)(®—a)(p—o).

Calcululd luf 4
log (p—b)=1,7600936
log (p—c¢)=1,4764606
—logp=2,0246445
—log(p—a=1,1566052

Calculultt luf B
log(p—a)=10,8433948
log (p—c)=1,4764606

—logp =2,0246445

—log(p—b)=2,2399064

210gtg§=0,4178039

A
logtg 5= 0,2089020
A—116°3317",78.

B _
2logts 5 —2,5844063

B _
logtg 4 —1,2922032
B =22°10'34",16.
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Calcululii luY C
log(p—a)=10,8433948
log (p—5)=1,7600936

—logp =2,0246445
—log(p—c)=2.5235394

Calcululii suprafefet s
logp=1,9753555
log (p—a)=10,8433048
log (p—b)=1,7600936
log (p—¢)=1,4764606

c -
logtg§= 1,1516723

c _
logtggel,5758362
C=41°16'8",08.

2logs=6,0553045
logs=13,0276523
s=1065™>,7425.

VERIFICARE

A+4B+4+0=18000",02 (dif. totale 0",02)



CAPITOLULU I

ESERCITII §I APLICATIUNI

Cdte-va casuri de resolufiuni de triunghiury,
i cart se daw mu tret elemente, ct trel combina-
frunt ale acestori elemente.

132. S se resolve unii triunghiti dreptunghiti, ddn-
du-se hipotenusa a gt suma b-}-c a celor-alte déué latur?.

Se cautd B, C, b, c.

Adunéndii relatiunile

b = asinB,

¢ = asinC,
avemii
b+ ¢ = a (sinB +-sinC)
B+C B—C

=2asm—Tcos 5

si fiind-ch B—-C =900,

. B—
b+ ¢ = 2asin 459%¢0s —2—0,
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din care
B—C ‘é4c¢c
2 2asin45°
equafiune care ne di pe B—C; fiind-cd cundscemii §i pre

B--C, vom puté afla valérea fiie-ciruia din unghiurile B gi C.
Atunci laturile se vor calecula prin formulele

cos

==qagjoB,
¢ = asinC,

Esemplu. Date: a=2416",34; b4 c=3283"51.
Necunoscute: B=61°4'51",48; ¢=28%55'8",52;
b=2115",032; ¢ = 1168=,477.

133. Sa se resolve unii . triunghit dreptunghiti cu-
noscéndit unti unghiti ascufitti B gi diferenfa b—c a ce-
lor doué latury ale unghiulut drepts.

Necunoscutele sont a. b, ¢, C.
Unghiuli C se determini indati prin

(=90°—B.
Relajiunile
h = asinB,
¢ = asinC,

dali prin scidere :

b—c¢=a(sinB—sinC) =asintCcosB_{2_C
B—C

1

=2acos45%sin

din care deducemii:
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B—-C

aq ==

2c0s45°sinB—g—(—}’ '

formula ce di hipotenusa in funcfiune de cantitd{i cunoscute.
Laturile & gi ¢ le vom determina apoi prin formulele de

mai susii.

Esemplu. Date: B=46°18'5",7; b——c=0“‘,75f13
Necunoscute : C=43°41'54",3; a =23",4810 ;
b=16"9764; ¢=16",2221

184. Sa se resolve unst triunghid dreptunghiii cu-

. b ,
noscéndst hipotenusa a gi raportul P al celor-alte doué

laturl,
Avemii :

tgB = cot{ = %’

care ne d% unghiurile ascufite; cu ajutorulit lordi gi al hipo-

tenusei, vom caleula gi laturile.
b

Esemplu. Date: a=13"152; E=’I,5324
Necunoscute : B=256952'21",69; ¢ —=33°7'88",31;
6=11",0143; ¢="7,1876.

135. Sd se resolve undi triunghii ore-care cunoscéndii
laturea ¢, unghiulét opustt C si suma a-+b a celor-alte
déoue laturi.

Se cautéi unghiurile A gi B gi laturile a §' 2.

Cunéscem

A++B=180°—C.
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Formulele (1)*107 daii incd

st =B
a-+b 2 .. A-B a-tb . C
= T , Sau: co0s —2———0—51115,
SIHE

care d% gi diferenfa A—B. Unghiurile A §i B vor fi dard

cunoscute.
Suma a -5 & laturilor fiind datd, relajiunea (2)*107.

A—B

€08 -
2

ne va da gi diferenta a—b, §i ast-fel vom puté calcula pe
fie-care din laturile @ §i b in parte.

Dacd ni s'ar fi datii ¢, C, i diferenfa a—b, am fi de-
terminatli mai 4nt4iii pe A—B prin relafiunile (2), gi apoi
pe a~}b prin (1).

Esemplu. Date: ¢=742"14; (=114949'32"4;
a-+b=831" 52,
Necunoscute: A =51°50"38",87; B=13°19'48",72;
a==642",9879; b= 188",5321.

136. Sa se resolve uni triunghiv ore-care, cuno-
scéndsi unghiuride A, B, C, §i perimetrulii 2p.
Se cautd a, b, ¢ §i s.

Formulele
a b ¢
sinA sinB~ sinC’
dail :
a. atb4c 2p

$inA sinA--sinB —-sinC = 8inA—sinB ~}-sinC’
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sail ¢
. 2psinA
%= SinAJ-sinB F-sinC’

gi inlocuindi pe sinA gi sinA—-sinB—4-siuC cu valorile lor,
*42, b5,

4 sinﬁcosA sinA
| Tty Py
T 4cos£cos B o:osE B cosgcosg.

27279 272
Asemenea :
sin B
b————p 2
B cosAcos— ’
22
sinE
cC= p 2
B cosAcosE
22

Peotru suprafati avem :

__absinC

¢i inlocuindit pe a §i & cu valorile lor de mal susii §i pe sinC
L3

cu 2sin — cos—
2 2’

p’sinﬁsinﬁsingcos—
’ cosﬁcosEcos"E ? g2 52 2
2 2 2
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Esemplu. Date: 2p=1836",24; A=2386°14'56",2;
B=="73028238",6; C="70°16'40",2.
Neeunoscute : a =435",8163; b= "706",6043,
¢ =693",8188; s=144942",74,

137. Sd se resolve wunit Uriunghis ore-care, cuno-
scéndii o lature ¢, unghiul adjacentsi A §i suma a-+b a
celor-alte doue¢ laiuri.

Se cautd B, C, a, b.

Din relafiunile

a b ¢

sinA  sinB  sinC
se deduce:
a$b+c . at+b—c¢
sinA -}-sinB +-sinC ~ sinA - sinB — sinC ~

Inlocuindi pe a-t+b-4c cu 2p, p¢ a+db—c, cu
2(p—c), pe sinA -}-sinB-4-sinC gi sinA ~-sinB—sinC cu
valorile lor * 55, obfinemi :

2p __ 2p—o)
zjtczosi‘x—cosgcosE 4sin A in B 8
g %% SR )
Reducéndli §i scofindii valérea luY B,
B p—ec A
1g'§—— cot'—g.

Cuposcéndii pe B, C este cunoscutii de sine. Laturile a
gi & se vor determina prin formulele fundamentale, sali prin
(2) *105, ’

Esemplu. Date: ¢ =215",31; a-+b=492",07;

A =281024"13"8.
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Necunoscute ; B=480°54'55",52; ( =49°40"50",68;
a=279"2196; b=212",8502.

1388. Sd se resolve umit triunghitd cunoscéndi su-
prafoja s gi unghiurile A, B, C.
Necunoscutele sunt a, b, c.
Relafiunea
a®sinB sinC
2sinA

d% imediat

2ssinA

o= e T s’
sinB sinC

Asemenea avemii gi:
b— "/ 2ssinB
- A
sinA sinC
2s sinC
sinA sinB "
Esemplu. Date: s=98",125; A=2384948"12",3;
B=166038'53",2; (="78932'54",5;
Necunoscute: a=11",1572; b=17",9467; ¢=19",1588.

139. Sd se resolve uny triunghivi oreo-care cunos-
céndi raga cerculul inscrisi, r, §i

Fig. 37. e
¢ unghiurile A, B, C.
b Trebue a se calcula a,b, ¢, s.
E Triunghiuli AOF (fig. 37) di:
o/, A
A = B AF=rcot§;
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triunghinli OFB d& asemenea :
B
FB=rcot 3

Adungndii acésth relatiune cu cea precedinie, avemi s

co8 A o8 B

A B 2 2

o=r (atgautg)=r|—+—p
SlnE S"]—z—

A.B . A B
cos 5-sin o -+ sin 5 cos =

=7

9

4B

Sll]-:Sll]—é—

A-1-B
2

sin
=7

sin A sin
2 2

H

si fiind-ci
A4-B 0 ©
g~y

708 g
2

c=sin—A—sinE
2 2

Asemenea se glsesce gi:

7608 A
aqQ= _—i
sin —A—sin—’
2 2
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('503E
TSS9

)

sin —sin —
272

Suprafaja este dati prin

b=

absinC
= 2 3

in care locuimti pe a §i b cu valorile lorli gi pe sinC cu

. C
2sin Ecos 5
atunci

2r2 s.AcosEcosgsinE
00850085085 M

A B C !
AL B O
2sin 2sm Zsm 5
sau

=7 2coi:% cotgcot%.

Esemply. Date: r =4",371; A=580°34"13"4;
B=97"15'26",2; C=24°10'20" 4.
Necunoscute : a = 24",2626; b = 28=,2066; ¢=11",6434;
s = 140™,1180.

140. Sd se resolve wmit triunghiii ore-care, cuno-
scéndd o lature a, suma b-{-¢ a celor-alte doug, i per-
pendiculara b ldsatd din A pe laturea a.

Se cere b, ¢, A, B, C.

Avemii :

s_bcsinA i's—@-
=g 1 ¥is=g
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aga daré

ah=bcsinA, (a)
8au

. ah

ginA = ¥

ori
. A A ah
2sin ——Z—COS?—R—. (b)

Avemil apof :
a® = b2 c®—2bccosA
=02} c? 4 2bc— 2bc— 2becosA
= (b +¢)*—2bc(1 --cosA)

= (b ¢)?—4bceos?® =

El
de unde (c)
o4ttt
Impirgindit (b) prin (c), obfinemii:
tg—A—=— 2ah ‘
2 (b0 —h?

care di unghiul A. Atunci (a) ne va da pe bc in functinne
de cantitdfi cunoscute

ah
be = ginA’

insd din date avemit
b+ c=m,
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m fiind o quantitate cunoscutd. Avéndi dard suma §i produ-
sulit quantitdtilorii & gi c, aceste quantitifi, dupd cum scimi
din algebrd, vor fi ridicinele equagiunei de gradulil al doilea:

—mat—

smA

adecd:

m2sinA —4ah
+\/ T 4sinA

g m m2sinA —4ah

2 4sinA
Cunoscéndii ast-fel téte laturile, am ajunsiila uni casi
cunoscuti.
Esemplu. Date: a=12"514; b4 ¢c=19",325;
h=06"142.
Necunoscute: & = 182,1133; ¢=6",2117:
A=70039'47",70 ; B=81024'27",41; (=27055'45",13.

L1, Sd se resolve unmii triumghiti Jre-care cumo-
Fig. 38 scéndii o lature ¢, unghiuli opusi C
st perpendiculara b lasatd din C pe c.

< Se cauti a, b, A, B.
¢ In ACD gi CDB (fig. 38) avemii:
N AD = hootA,
4 —— B DB = ZcotB;

¢i adunéndi,

cosA |, cosB
(smA +smB)

24,431 13

¢=nh (cotA -}-cotB) =
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_ksin(A +B)  &sinC
" " sinAsinB ~ sinAsinB ’

ins§ * 49
cos (A—B)—cos (A-|-B) =2sinA sinB;
aga-dard

. 2hsinC . 2hsinC
= wS(A—B)—cos (A-B) _ cos(A—B)+cosC’

din care

cos(A—A) =E}t sinC —cosC.

Acéstd formuld o vom face calculabild prin logaritmi* 61

punendﬁ%?:cotgp, gi atunci ea devine:

oS (A—B)=s—m@_@,
sing

care di diferenta A —B, gi ast-fel vom puté calcula unghiurile

A §i B. Atunci cunoscéndii o lature ¢ §i unghiurile, revenimii

la unii casii cunoscutii *127.

Esemplu. Date: ¢ = 534",59; ( =64°13'33",4;

h=217",38.

Necunoscute : A = 94°8'9"35; B=21°33'17",25;

a==591",6878; b=217",9482.

142. Sd se resolve uni trgunghiti ore-care cuno-
scéndii o lature ¢, indifimea corespungdiore h gi dife-
renfa A—B a unghiurilord aldturate.

S4 se afle a, b, A, B, C.

Unghiulit C se va determina prin equafiunea gHsith
mai susii: ’
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cos (A—B) =%} 8inC — cosC,
sau

__sin(C—gq)
cos (A—B) = g
si
cot 2
B ¢— ¢ .
Atuncl, cunoscéndii pe ¢, C §i kb, revenimii la chestiunea
precedinte.

Esemplu. Date: ¢=138",251; h=28",434;
A—B=28923'48"3,
Necunoscute: A = 68939'507,04; B=40°16'1",74;

C="7194'8",22; a=13>,0486; b =9",0545.

143, Sd se resolve uni triunghid cunoscéndi cele
tres indlfimi.

Fie o, 8,y -indlfimele cari corespundii respectivii la la-
turile a, b, ¢. Avemii:

relatiuni din cari scétemi:
2s 2s 2s

a=—~,b=7, —_—,
Punéndit aceste valori in
A _/E=D (=9 _ fate—batt—0)

2 p(p—a) VYV (a4bd-c)bFc—a)

vom avé s

13*
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(BB D) (B, 2 5

tg£= g/ \e = B v/
CV TG

§i impirtindii ambii termeni ai fracfiunei de sub radicalii cu
25 < 2s,

oD
(G+aty) G2

inmultinddl ériisi ambii membri cu efy X gy,

gt/ Brtef —on)(fyt-ay—of)

2 By~ oy +af) (ey +af— 1)

Asemenea gisimil gi:

tg£=\/(aﬂ+ ay — py) (ey + Br—ep)
2 By oy +of) (ef+ fy— o)’

C, [(ef+ar—pr) (Br+aB—ay)

22V GrFaFep) Brtar—ep)

Cunoscéndil ast-fel unghiurile, relatiunile

__a?sinBsinC S_aoz
T 2simA 7T 27

daii ¢
a?sinBsinC T
o¢inA ' T~ 27
din care:

asinA
~ sinB sinC”
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Asemenea :
__ psinB
" sinA sinC’
__ ysinC
= SinAsinB”

Esemplu. Date: «=15",324; p=9",413; y=18"102.
Necunoscute : A =380049'32",42; B=128927'57",94;
C=25%4229",68; a=21",6996; b=35",3257;
¢c=18",3693.

144, Sd se resolve unii triunghii cunoscéndii cele
trei mediane (numindli mediand linia care unesce unii vérfil

alit triupghiului cu midloculli laturei opuse).
Fie «, £, y, medianele cari treci

Fig. 89) respectivil prin vérfurile A, B, C, ale

A triunghiuluf.
Unindl estremitéfile E 5i D ale
" © ‘medianelorii B §i «, linia ED este

paraleld cu AB, cici imparte latu-
rile AC §i BC in pirfi egale. Aga
®  dart triunghiurile AFC, EGC sunt
asemeni, i daii:

B

EG_EC_ 1 (a)
AF ACT 8
Triunghiurile FBH si EGH sant érigt asemeni §i prin
urmare

EG EH

TR (b)
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Insi FB=AF; §i prin urmare, comparindii equatiunea
(b) ca (a), avemii:

B_1
BH 2
Deci
B 1
EH-}BH 12
san
B_1
g 3

Asa-dard punctulii de intélnire al celor trei mediane im-
parte pe fie-care dintr’énsele in déud pérti, dintre cari partea
despre basi este jumétatea celel despre vérplt, sall a treia
parte din mediana intrégh.

Triunghinli BHC di, dupd o feoremd din geometrie:

BH2 02 = 2024212,

insd
— % mp=2 pr=28 go2v.
BD= 5 HD—3, BH= 3 HC—g,
aga-dard :
4 o4, 2 o ul
~gﬂ +§Y =3¢ +=
sail
882+ 8y2=4«?{9u?
de unde

- ——
a=§\/2ﬂ2+2y’-—a?,



ESERCITIL 81 APLIOAEEI‘UNi 199

Vom gisi asemenea :
2 .
b=§\/2a2—{—273—ﬂ?,

o= VI
Laturile fiind calculate, ajungemii dary fi unit casit cu-
noscutii * 131,

Esemplu. Date: o =4™143; g=0115, y=0~,083.
Necunoscute : a = 0=,093758; b=0",13573;
¢=0"16392; A =34°533",72; B==55953'19",62 ;
C=289913'36",72.

OPERATIUNI PE PAMENTU

145. Trigonometria gisesce aplicatiuni variate
gi de cea mai mare importantd in téte operatiunile
ce ali de scopii a determina dimensiunile unei figuri
6re-care prin cunoscinta cator-va din elementele sale.
Ast-felii se intrebuin{édd calcululii trigonometricii la
ridicirile de planuri, la mé&suritorile de distante, de
in#ltimi, de unghiuri, etc. Téte aceste operatiuni se
potil efectua g§i prin metdéde grafice; insi nesicuranta
acestoril metéde, gi chiar dificultatea intrebuinfaril
lortl facli ca tot-da-una si se prefere calcululil.

In aplicatiunile practice ale trigonometriei este
necesarill si se scie a mésura lungimi gi unghiuri.

" Lungimile se mésérd cu lonfulii de agrime-
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surd, sall cu nisee rigle de lungimi cunoscute. Acestit
lantli sail aceste rigle se puni pe drépta ce voimu
a mésura de cAte or! incapil, $i numérdndd de cite
orl am pusi lanfulil sau riglele pe acéstd dréptd, cu-
néscemli lungimea ei.

UnghiBtrile se m8sors cu nisce instrumente cari
pérta diferite numiri: grafometrulii, cerculii repe-
titorii sal feodolitwléi sunt cele mai usitate. Toéte
aceste aparate, reduse la cea mal simpld espresiune
a lorii, se compuni din unil Jimbi sail cerci gradatit
de metal, O, care porti déud alidade, adeci déud
rigle de metall, (fig. 40) AB
gi CD, cari trecii prin centrulii
cercului. Una din aceste rigle,

g

m AB, este fixd, érd cea-alti. CD,
A £ \B - 98 péte invérti in giuruli cen-
w trului O. Pentru a mésura unii
¢ unghil, se agédd centrulii cer-
cului in vérfuli O al unghinlui EOF ce trebue si
se mésére, se indreptédd alidada fixi AB in direc-
tiunea uneia din laturile unghiulvi, OE, si alidada
monili CD se invértesee in giurulid centrulul péna
se aduce in directia celei de a déua lature a unghiu-
lui, OF. Atunci arculi DB, cu care s’a migcatil acé-

std alidadd, més6rd unghiuld.
In instrumentele moderne, alidadele sunt inlo-
cuite prin lunete, cari dau o directie mai precisd, si

(Fig. 40)
/fl’i‘
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potli vedé objectele la o mai mare depirtare de cat
ochiulil libert.

In cele mai multe din operatiunile de pe pi-
méntd dacid terenuli nu este cu totulii orizontali,
nu se meésord liniile i unghiurile cum sunt in na-

(Fig. 41). turd, ci projectiile lor pe unii
B plant orizontald. Aga in locii
de a mésura drépta inclinatd
AB, se mésérd projectia sa
| ac pe o linie orizontald.
A ¢
(fig. 41).

Acésta se chiamd a reduce liniile gi unghiu-
rile la orizonti.

Sunt diferite metéde a se reduce liniile gi un-
ghiurile la orizonti. Teodolitull, intre altele, d& de-
d‘reptulﬂ unghiurile reduse la orizontd.

TRIUNGULATIUNE

146. Pentru a se esecuta cu precisiune uniy
planil alil unel mogil, ali unui orasii sail alt-ceva,
trebue a se determina distantele respective intre di-
feritele sale pun'cte principale, reduse la orizontu,
Aceste distante nu se mé&sérd téte directli, din causs
¢d este forte lungli a se mésora o dréptdi pe pi-
méntli; el pentrn acésta se formédd o mulfime de
triunghiuri cari acopere partea de locii considerats,
gi ale ciror vérfuri se afli in punctele principale ale
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locului. In aceste triunghiuri, se mé&sérd cu instru-
mentele téte unghiurile si numai o laturd, numiti
basd; si apoi prin calculd se determind téte cele-
alte laturi ale triunghiurilorit. Acéstsi operatiune se
numesce triungulagiune.

Eed und esemplu de triungulatiune (fig. 42).
Cam in centrulit locului consideratii, se alege unii

(Fig. 42) punctit O, din care si se

p6ta vedé téte punctele prin-
cipale ale locului. Se alegli
apoi cite-va puncte insem-
nate, A,B,C,D,E, F, ast-
fel ca unindil aceste puncte
intre ele gi cu O prin linil
drepte, triunghiorile ABO,
BOC, ete., cari vor resulta, se nu aibi nici uni
unghiit prea ascufiti sall prea obtusi, cdci atunci
erorile de temutd sunt em multli mai mari. Se mé-
sors tote unghiurile din aceste triunghiuri, gi se
alege o lature G6re-care, spre esemplu AB, care si se
pétd mdsura directii in conditiunile cele mai avanta-
giése. Acésti lature va fi basa triunghiulatiunel.

In triunghiulit AOB cunoscéndu-se AB si un-
ghiurile ABO, BAO, mésurate directd, se vor puté
calecula gi laturile AO si BO.

Triunghiulit BOC, in care se cundsce BO din
triunghiuli precedinte, si téte unghiurile din mésu-
rituri, ne va da lungimea laturilort BC gi OC.
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Totii asemenea mergéndli wai departe din tri-
unghid in triunghil, vom determina laturile CD, OD,
DE, OFE, EF, EO FA, AO.

Determinarea acestei din urma Jaturi ne pbte
servi ca verificare; cici dacd valérea gisitdi acum va
fi identics sall prea pupini diferitdi de cea aflatd la
inceputii din triunghiuli ABO, acésta va fi o probs
¢4 calenlele ail fost esacte.

Trinnghiurile formate ast-fel numai cu punctele
principale se numesc friughiuri de dnidia mdrime.

Pentru a determina in urm# positiunea puncte-
lorii mai putin insemnate, (&, H, I, K, se légi aceste
puncte prin drepte cn punctele principale considerate
mai nainte gl se mésérd téte unghiurile triunghiuri-
lori FGE, OHD, BIC, FKO, ast-fol formate. Aceste
triunghiuri, in cari se cundsce cate o lature din tri-
unghiurile de &ntdia marime, gi téte unghiurile din
mésurituri, ne vor da si distantele FG, GE, OH, HD,
BI, IC, FK, KO, cari determind positiunea punctelori
&, H, I K. ‘

CALCULULU DISTANTELORU

147. Sd se gdséscd distanta de lo uni puncti
pénd la unit alttd puncli inaccesibilii.

Fie A punctulii unde stationéd4d observatoruli
gi B punctult visibili insi- inaccesibili ; (fig. 43)
sé cere distanta AB.



204 CURS DE TRIGONOMETRIE

7

Se mdésérdi pe piméntlt o basi AC, care Se
trécd prin punctulit A ; apoi cu unil instrumentd de
misuratii unghiurile se ridici unghiurile A si C,;
atunci triunghiult ABC, in
care se cundsce o lature gi
d6ué unghiuri, ne va da prin
___ unii calculit cnuoscutit * 127 di-
. stanfa ciuntati AB.

Ex. Date: AC=315™,74;
A=17201824"1;
C=4703718",5.

Necunoscuta : AB = 268™,904.

148. Sd se gasésca-distanta dintre dous puncte,
vistbile insd inaccesibile.

(Fig. 44) ~ Fie A §i B punctele inac-
A y  cesibile a ciror distantd este
N 78 ceruta (fig. 44).
Se mésérd o basd CD gi
apoi unghiurile ACD si
ADC; triunghiul ACD, in
care se cunésce o lature si
déus unghiuri, ne va da
prin calculll laturea AC.
M&surdmit apoi unghiurile BCD si BDC, si triun-
hiulit BCD, in care se cunésce laturea DC, mésu-
ratdy i cele déu& unghiuri adjacente, ne va da pe
BC. Atunci triunghiulit ABC, in care cundscemii pe

(Fig. 43)
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AC gi pe BC~prin cele déud triunghiuri precedente,
precum §i unghiuli ACB=ACD—BCD, ne va da
latnrea AB, care este distanta cdutatd.

Esemplu. Date: CD=1432",16:
ACD=7901828"4; ADC=385951'12",3;
BCD=46"2556",8; BDC=640365"9.

Necunoscuta : AB="787™,848.

CALCULULU INXLTIMILORU
(4 -

149. Sd calculdmii indlfimea wnut turni ol
cdrul piciori accesibilii este pe uni planid ori-
gontali.

(Fie. 45) Aseddmi unil instru-

B ¢ mentli de mésuratii un-

FI‘T ghiorile in uni punctd

oe C, la—6re-care depirtare

] . EJ _________________ de piciorulii turnului, si

L1 L ﬁ: mésurimi unghinli BDE
¢

ce face rada visuald dusi
la vérfuli turnului cu linia orizoutals ED. Mésurami
apoi pe paménti distanta AC. In triunghiuli drept-
unghiiit BED se cunésce laturea ED=AC gi unghiulii
ascutiti BDE; vom puté dard *123 se calculimil pe
BE; addogandii la acéstd mirime gi pe EA=DC,
care este indl{imea % a instrumentului, vom avea
indltimea AB a turnului.
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Esemplu. Date: AC=41",35; BDE=239015"496;
h=1",25,
Necunoscuta : AB=235",05

150. Se calculdmi indlfimea unui turni ald
carul piciori accesibilii nu este pe uni, planid ori-
zontalit.

Agedimil uni instru-
mentli de mésuratd un-
ghiurile in D, si apoi
insemndmi pe turnd uni
punctli E ast-fel ¢i EB
se fie egalli cu DC (fig.
46). Mésuriml pe urmi
unghiuli ADE, precum
s1 unghiuld ADZ, pe ecare 'li face drépta AD cu
verticala DZ; mésurimii in fine basa BC=ED. Tri-
unghiuli AED, in care cundsceml laturea ED si
unghiurile ADE gi EAD =ADZ, ne va da pe AE *127
adiogindl la acéstd cantitate pe EB=DC=~h, inil-
timea instrumentului, vom avea indl{imea AB a
turpului,

Esemplu. Date: BC=52™,36; ADE =36024'17"3;
ADZ =40958'12",2; h=0™ 982
Necunoscuta: AB=48™,485.

(Fig. 46)

151. Se calculdmi indlfimea unw? turnd ali
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cdrut piciord este inaccesibilii, insd asedaii pe
unti planid orizontali.
Aseddmii in C unil instrumeniti de mésuratit
unghiurile, gi ludmil unghiuld ACE ce face rada vi-
suald dusi la vérfuld
turnulai cu directia
orizontald CE. Mutamd
apoi instruméntuldl in
D, totit pe linia EC,
/\ ¢l mésuramii unghiuld
G ADE; in fine mésu-
ramil i pe FG=CD (fig. 47). In triunghiuld ACD
se cundsce laturea CD si unghiorile ADC gi ACD=
1809 — ACE; prin urmare dic acelii triunghii vom
puté calcula pe AC*127. Atunei triunghiulil drept-
unghit ACE, in care se cundsce AC si ACE, ne
va da*120 pe AE, la care adfogindi pe EB=4,
indltimea 1instrumentului, vom avé iniltimea ciu-
tats AB.

Esemplu. Date: FG=12™15; ACE=4402742"0;
ADE=1382051'18"5; h=1751.
Necunoscutd : AB =34™,264.

152. Sd se calculede indlfimea wunui munte.
Alegemil déué puncte C gi D ast-fel ca se pu-
temli mésura cu inlesnire gi precisiune o basi CD.

Age@&mﬁ apoi upll instrumentdt de mésuraill unghiu-
rile in D, si mésurdmit unghinli AFE formatit de

(Fig. 47)
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rada visuald dusid la vérfulld muntelui cu cea dusi la
punctultt E (fig. 48); mutimi pe urma instrumentuli
in C gi mésurami
unghiultt AEF, fi-
cuti de radele vi-
suale duse la vér-
fulti muntelui si la
r punctuli F. Triun-
_~~B ghitt AEF, in care
~=""® s cunésce EF=CD
si unghiurile aldtu-
rate ne va da*127
pe AE. Atunci, dacd mé&suramii si unghiuli AEG
ficutil de rada visuald dusi din E la vérful mun-
telui cu orizontala EG, triunghiulit dreptunghitt AEG.
in care se cunésce hipotenusa AE din triunghiuli
precedentl, si unghiulil asenfiti AEG, va da pe AG.
Indl{imea totald a muntelui se va afli adaogindii la
AG pe GB=EC=h, indltimea instrumentului.

Esemplu. Date: CD=248",36; AFE=58013"25",3;
AEF=7201520",9; AEG=30037'14",5;h=1™,18.
Necunoscuta : AB=142™564.

Fig. 48)

QUESTIUNI DIVERSE

153. Se prelungimii o dréptd pe pdménti pénd
dincolo de wnii obstacolii care oprésce vederea.
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Fie drépta AB pe care trebue se o prelungimil
dincolo de obstacnluli O, care impedici vederea
(fig. 49).

(Fig. 49) Mé&surdmii o por-

tiune AB din drépta

Ejata; apoi alegandi
vnil punetit C, din
care 83 se vadd si
drépta AB, siobsta-
cululil, si partea lo-
cului unde trebue
prelungitsy drépta, masurdmii unghiurile BAC si ABC;
atunci triunghiuli ABC ne va da pe AC. Dupé acé-
sta ducemi o dréptd dupé voie CD in partea locului
unde trebue prelungitd drépta, gi mésurim unghiuld
ACD; triunghiulii ACD, in care se cunésce AC si
nnghiurile A gi C, ne va da pe CD gi unghiuld
ADC. Luandii dard pe drépta indefinits CD o lun-
gime egald cu distanta calculatd ast-fel, si ducénddl
prin D o dréptdi DE care se faci cu CD unli un-
ghiil egalil cn celit gisitli prin caleull, acéstd dréptd
DE va fi chiar prelungirea ciutati a dreptei AB.

Esemplu. Date: AB=87",34; BAC=5001325"4;
ABC=107038'9",3; ACD=61029'32",8.
Necunoscute: ADC=680171",8; CD=182™,284.

1564. Trei puncte de pe paménii A, B, C, sunt

tmsemnate pe o chartd; se gdsimi pe acéstd charid
24,431, 14

(4
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st positiunea punctulut P care este ast-fel situati,
cd distanta AB privitd din P, se vede sub unghiuli
a, st distanta BC sub unghiuli #-

(Fig. 50) Este evidentii ¢i punc-

B tuli P, din care drépta

AB se vede sub unghiuli

A o, se afli pe segmentulil
¢ descrisi pe AB gi ca-

P pabili de unghiulll «;

de altd parte P trebue

si se afle gi pe segmentulit descrisii pe BC gi capa-
bili de unghinlil @ Asga-dard punctuli P se va.afla
la intersectia acestorit déu& segmente.

Se cere insi a determina prin calculil positia
punctului P.

Panemit AB=a, BC=b, BAP=x, BCP=y,
ABC=w. Triunghiuli ABP di:

BP AB
sinx sin¢’
san
asinx
BP=——7—
sine

Triunghinli BCP d4 asemenea :

bsiny

BP= sinf

aga-dard
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asinz _ bsiny
sine ging ’

de unde
sinx _ bsine
siny asing’

si dups proprietdtile proportiilort,
sinx —siny bsine—asinf
sinz—4-siny bsina+ asing’
Inst *48 '

r—Yy

sinx—siny 2
sinz—+siny |, xty’
tg Ol

aga-dard :
t r—Y
£ 9 __bsine—asin#
x+y bsinat-asing
tg———2
sait

1;zz;—y_bsinoc——ar,sinﬂ z+y
79  bsinatasng ® 2

Pentru a face caleulabily prin logaritmi acésts
equatiune, impirtimit ambil termeni ai fractiunei cu
bsine gi avemit :
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1 asinf
L E=Y_ " bsine x4y
€79 T asinf 2
+bsina
Punéndi
ausinﬁ’_t
bsine 8P

gi observandii c¢& 1 =1g450, relatiunea acésta devine:

x—y . tg4b0—ige x4y

By —1tig4s0iges 2
sail
x— z
tg—2—y—=tg(450——9’)tg -;*y (1)

Pe de altd parte suma unghiurilord din patru-
laterulti ABCP fiind de 860° avemi :

a4 8+x+y—+0=23600,
de unde
z+y
2
Equatiunile (1) si (2) ne vortd da pe z gi y,
cari determin# positia punctului P pe charti.
Cunoscéndli pe x gi y, vomll puté determina gi
pe BP prin ver-una din relatiunile

=1800—w. (2)

asinx bsiny
- sall BP=——5-.
sina * 2 8in g

BP=
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Esemplu. Date: «=53°4827",4; $=42°18'53",3;

0—112°34'32",3; 0 —2456™13; b= 193425

Necunoscute: ©—69°8'27",78; y—82°14'39',22;
BP—2846™ 918,

Observare. In casii eind

e+ w0=1800°,
avemii din (2):
%/=900, sau : tng_‘_y=OO-

Do alty parte, fiind-ci unghiurile opuse c--8
gi  din patrulateruli ABCP sunt suplementare, pa-
. trulaterulii este inscriptibilii; prin' urmare gi unghiu-
rile g1 y vor fi suplementare gi vom avé:

sinx=-siny;
atunci relatiunea (a) devine:
a b

sine sinpg’

sal
asin="bsine,

gi prin urmare
tgo=1, si =450,
Formula (1) se face in casulil acesta:

- 0
tg =5 = 1g0°1g90° =0 X 0 = .
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In castt dari cand cele patru puncte A,B,C,P,
sunt pe aceiast circomferinid, problema este mede-
terminatd.

Fig. 51 165. Sd se reducd o
B dréptd la orizonti.

Fiind datd drépta AB i

inclinarea sa 6 pe orizontii,

G , se cere drépta AC reduss
A roc la orizontit (fig. 51).
Triunghiulit dreptunghiit ABC da imediatii:
AC=AB coso.

Asa-dari o dréptd vedusd la orizonti este egald
cu drépta din naturd inmulfitd cu cosinuswli in-
clindrii el pe orizontil.

Esemplu. Date: AB=193™,37; ¢=8°13'25",5
Necunoseuta : AC=191™,381.



CARTEA III

TRIGONOMETRIA SFERICA

CAPITOLULU I

PROPRIETATILE TRIUNGHIURILOR SFERICE

156. Trigonometria sfericd are dreptd objectd
resolntiunea triunghiurilor sferice.

Laturile triunghiurilorit sferice fiind nisce areuri
de cercuri mari ale sferei, se socotesci in grade, mi-
nute gi secunde, ca gi unghiurile; insé dach voimil
se afliml lungimea lineard & unei laturl cunoscdndii
numérald de grade, minute gi secunde ce contine ea,
vom puté face lesne acésth determinare prin relatin-
nea cunoscutd din geometrie :

__27R
T=7360

z°,
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in care z insemnédd lungimea lineard a laturei, érd
2° num&rulii gradelori coprinse intr’ansa.

In trigonometria sferici nu vom considera de
cat triunghiurile sferice ale ciror laturi sSunt mai
mici de cat 180°; aga ci, dacd unimil vérfurile A,
B, C, ale triunghiului cu centrulit O alu sferei, for-
mimii unu/unghiu iriedru, ale cirui fete AOB,

(Fig. 52) BOC, COA, se mésérd respectivil

A chiar cu laturile AB, BC, CA

ale triunghiului sferict, si ale

cirui unghinri diedre pe muchile

OA, OB, OC sunt egale respec-

tivit cu unghiurile A, B, C ale
trinnghiului (fig. 52).

Rada sferei in trigonometria sferici o vom cou-
sidera tot-d’a-una egali cu unitatea.

Unghiurile triunghiurilorit sferice se notéda totit
cu literile A, B, C, si laturile opuse cu a,d,c.

157. Reamintimil aci principalele proprietiti ale
triunghiurilor it sferice, de cari vomil avea trebuinti
mai in urmi:

1°. Suma unghiuriloru, A, B, C, dintr'unt tri-
unghiit sferict este mai mare de cdt déus unghiuri
drepte si mai micd de cat gase. Urméda de aci ci
in und triunghiti sfericti putemil avea nu numai unit
unghiti drepti saii obtusu, ci gi déué; chiar gi frei.

2°. Suma laturilord, a, b, c, este mai mici de
cat o circomferentd.
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8°. Daca din fie-care vérfi ald unui trinnghid
sferici ABC, cu & radi de 90°, descriemii cate uni
arclt pe sfer#, aceste arcuri formédd unidl noll triun-
ghii sfericti A'B'C’, cate se numesce polari alli ce-
lui d’4ntdil, si @) fie-care lature a triunghiului ABC
este suplimentars cu unghiulit opusii din triunghiulii
polarii (fig. 53); ast-fel o A'=180°, b+B'=180°,
(Fig. 53) c+C'=180°; &) fie-care un-
. ghitt alil triunghiului conside-
rati ABC este egaili cu o se-
micircomferent#, minusi laturea
opusd din triunghiulil polart, ast-
felil :

A+4a'=180° B+0b'=180°,
C+c¢'=180"

4°, Déu& triunghiuri sferice ce se afli pe ace-
eagl sferd sall pe sfere egale, sunt egale: a) cand
all unl unghiil egald coprinsi intre déus laturi egale;
b) cind ail o lature egali coprinsi intre déug un-
ghiuri egale; ¢) cand aii cate trele laturile egale ;
d) cand aill cite trele unghiurile egale.

Din acéstd proprietate resultd ei uwnd triunghii
sfericli se péte tot-d’a-una resolva ednd ni se dail trei
6re-cari din elementele lui, firi a fi necesitate ca
printre aceste elemente si se afle gi celit putinli o
lature, cum este la triunghiurile reetilinil.

Problema generald a trigonometriei sferice este
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dard cea urmétére : ddndu-se tret dre-cari din ele-
mentele unut triunghii sferici, s& se determine uni
alti patrulea elementi. Acéstd problemd se va re- -
solva aflandii relatiuni intre patru dre-cari din ele-
mentele unui triunghiil sferici. Daci vom presupune
apoi ¢ unulil din aceste elemente este necunoscutil
cole-alte trei fiindii cunoscute, vom puté afla elemen-
tulit necunoscutii resolvéndii equatiunea.

Cele gase elemente ale unui triunghiil sferict,
combinate patru cite patru, daidl cele 15 grupe wur-
mitore :

Aabe, Babe, Cabe ;
ABab, ACac, BCbc;

ABac, ABbc, ACab, ACbc, BCab, BCac;
ABCa, ABCh, ABCec.

Prin urmare relatiunile ce vom gisi intre patrn
elemente ale unui trinnghill sferici vor fi de patru
feluri :

1°. Intre cele trei laturi gi unil unghit;

2°, Intre d6ud laturi i unghiurile opuse la
fie-care ;

80, Intre déus laturi, unii unghill coprinsi in-
tre ele gi unulit opusit 1a una din ele.

4°, Intre cele trel unghiuri gi o lature.



PROPRIETATILE TRITNGHIURILORY SFERICE 219

RELATIUNI INTRE CELE TREI LATURI SI UNU UNGHID

158. Tie ABC uni triunghii sferict, in care
presnpunemii c¢i laturile AC=b §i AB=c¢ sunt fie-
care mai mici de 90°. Ducemit AE tangenti la ar-
culi AC, si AD tangentd la AB, gi prelungimit
aceste tangente pdni intdlnescit radele OC si OB

(Fig. 54) in E si D (fig. 54); unimi
apoi D cu E. Dupd defini-
tiunea liniilor trigonome-
trice, gi fiind-ci rada sfe-
rei OA este egali cu 1,
avemtl :

AD=tge, OD =secc,
AE=tgb, OE=secb;

pe langi acestea, unghiuliit *®DOE fiindil mésuratit cu
arculi BC, avemii: DOE=ga; gi unghiuli diedru
CAOB, avéndit drepti mésurd unghiulit plani DAE,

DAE=A.
Triunghiulit rectilinit DAE di*103:
DE2=AD24-1E2—2AD X AEcosDAE,

sail
DE2=tg2¢-| tg2b—2tgctgbeosA.
Triunghiult DOE di asemenea :
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DE2=D02+ 0E2—2D0 X OEcos DOE,
sail
DE2=sec2c - sec2b— 2secc sech cosa,
Egalandii acésti valére cu cea precedinte,
tg®b - tg®c— 2tgbtgccosA = sec?b |- sec?c — 2sechsecccosa,
de unde:
2sech secc cosa = (sec2b — tg2b) -} (sec2¢c—tg2¢)
+ 2 tgbtgc cosA,
gi fiind-ca*32

sec2b—1g2b==1, sec2¢c—tg2c=1,

avemii :
sech secccosa =1 --tgbtgccosA,
%
sail
coSa sinb sinc
= COSA,
cosb cosb cosb cosc

gi inmultindd t6td ecuatiunea cu cosbcosc,
¢0sa = cosb cosc - sind sinc cosA. (a)

159. Formula acésta este ganerals, adicd esistd
chiar in casurile cdnd & i ¢ nu sunt mai mici de 90°,
precumii amii presupusii in cursuli demonstratiunei.

Se presupunemii mai antaili ¢i AB=c este mai
mare de 90° pe cind AC=1D) este totd mai mici
de 90° Prelungimil arcele AB gi CB pand la intél-



PROPRIETATILE TRIUNGHIURILCRY SFERICE 291

nirea lori in B (fig. 55). In triunghiuldt sferici noti
formati, ABC, laturea AC<C90° din date; apoi
AB <290°% eciiei daci AB>>90° diferenta sa pani

(Fig. 55) la BAB'=180° este evidentd ci
B, va fi mai mici de cat 90°; acestil

4
' . triunghill implinindi dar4 conditiu-
nea pusi la inceputulil demonstra-
¢ %% tiunei precedents, ca se aibi latu-

rile AC si AB mai mici de 90, vomil avé rela-
tiunea :

¢0sCB’ = c0osAB cosAC—+sinAB sinACeosB’ AC,
gi fiind-cd
CB'=180°—qa, AB'=180°—c¢, AC=b,
BAC=180"—A,
avemii
— €080 = — ¢08¢ 608D — sinc 8inb cosA.
gi schimbdndi semnele,

cosa = cosb cosc - sinbsinc cosA,

(Fig. 56) care oste chiar relatia (a); ins#

a8 acum ¢>90°. .
QDA’ Tie inesd 5>90° si ¢>90°
R Prelungimi laturile AB gi AC
¢ pénd la intdlnires lorit in A,

si atunei triunghiulit BAC (fig. 56), in care BA'<C90°
si CA'<C90°, di:
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¢0sSBC=cosBA "¢os CA"4-sinBA sinCA’cosBA'C,
gi fiind-cd
BC=a, BA'=180"—¢, CA'=180°—5, BAC=A,
punéndil aceste valori in equatiune, vom avé érdsi:
€0sa = ¢0sb cosc + sind sinc cos A,

relatiune identici cu (a), insi in care 5>90° i
c=>90°.

In fine, fiind-ci acéstd formuld subsistd ori-cat
de multii s’ar apropia b si ¢ de 90°, putemi admite
¢4 ea subsistd gi la limitd, adici cénd b gi ¢ sunt
egali cu 90° Formula dari este generald.

Operanddl in B gi C in acelagli modii cum am
ficutd in A, vom gisi alte déu& formule; avem dard
sistema urmitére de trei formule :

cosa = ¢0sb cosc - sinb sinc cosA, l
cosh =cosa cos¢ -} sina sinccosB, [ , 1

08¢ = c0sa ¢0sb -} sina 8ind cosC,

cari sunt formulele fundamentale ale trigonometriei
sferice, cici din ele se deducii téte relatiunile ce vom
gisi mai in urma.

RELATIUNI INTRE DOUE LATURI $I UNGHIURILE OPUSE

160. Scoténdii valérea lui cosA din prima din
equatiunile (1), avem :
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€0Sa@ — ¢0sb cosc
€0SA = s y
sinbsine

gi ridicAndil la patrati

082 -+ c0s2b cos2¢ — 2cosa cosb cosc

C0S2A = - —
sin2psin2c !

insi

cos® a - cos?b cos? c — 2cosa cosb cosc

ingA—1_ BA—1 —
gin3A=1—cos?A=1 Sin?h sin%c

sin2b sin2¢—cos2a — 082D cos2c 4+ 2co0sa cosd cosc
sin2bsin2¢

{1 —cos®b)(1 —cos®c) —cos 2a — cos® b cos® c—-2cosa cosh cose
- sin®p sin®¢

1 —cos2a—eos2b—cos2c--2cosa cosb cosc
8in2) sin2¢

gi impartindd ambil membri cu sin2a,

sin2A  1—cos2a—cos2b—cos2c - 2cosa cosd cose
gin2q sinq sin2b sin?c

Oper4ndil asemenea asupra celei de a ddua si
a treia equatiuni (1), am gisi pentru
sin?B  sin2(C
sin?) ¥ “sinZc
aceagl valdre ca si pentru
sin2 A
sin2q
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prin urmare
sin?A _ sin?B _ sin2C
sin2¢  sin2p  sin2¢’

i estrigéndit ridécina pitrats,

sinA sinB sinC
==t
sing sind sing

ins# fiind-cd gi unghiurile, gi laturile triunghiului sunt
mai mici de 180°*157, sinusurile lorii sunt positive
gi prin urmare nu vom lua in equafiunea precedinte,
de cat semnul - pentru fie-care termeni. Avemii dard
girult de raporturi egale :
sinA _sinB_ sinC
sing  sinb  sinc’

(2)

carl esprimi ci in ori-ce triunghil sfericit, sinusu-
rile unghiurilori sunt proporfionale cu simusurile
laturilortt opuse.

RELATIUNI INTRE DOUE LATURI, UNGHIULU COPRINSU INTRE
ELE §I UNGAIULU OPUSTU LA UNA DIN ELE

161. Sise giséscs, spre esemplu, relatiunea ce
esistd intre elementele a, b, A, C. Trebue se eliminimu
pe ¢ si pe B intre cele trei equatiuni (I).

In prima din equafiunile (1) inlocuimil pe cosc
prin valérea sa dati de a treia; acea equatiune de-
vine atunci:
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cosa = cosb (cosa cosb - sina sind cosC)
-} sinbsinc cosA.

De alti parte formulele (2) dau:

sinC
sin¢ = sing >

SinA’

Punéndil acésty valére in equatiunea din urma,
desficéndil parentesele §i punéndld pe sina sind fac-
torti comund la termenil unde se afli, avemi:

. COSA
0Sa = €08a 082 b - sina sind ( cosb cosC + smC-I),
sin

trecdndil pe cosa cos?d in membruli 4ntaid,
cosa (1 —cos2b) = cosa sin 2 b = sina sind (cosb cosC
—+8inC cotA)
i diviséndd prin sina sind,
cota sinb = cosb cosC ~+ sinC cotA.

In acelagli modl vom gisi incd alte cinei formule
analége, aga ci sistemulll completi se compune din
cele sase formule urmatére :

cota sinb = cosb cosC -+ sinC cotA,
cota sinc == cosc cosB-}-sinB cotA,
cotd sinc = cosc cosA +sinA cotB, @)
cotd sina = cosa cosC - siuC cotB,

cotc sina = cosa cosB -+ sinB cotC,

cotc sinb = cosh cosA - sinA cotC.
24,431

15
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Bea untt midlocti facile de a fine minte aceste
formule: voind, spre esemplu, a gisi relatiunea intre
elementele a, b, B, C, le vom scrie in ordinea urmi-
tére :

baaCCB,

adecd : dntdid laturea la care se opune unuli din
unghiurile date; pe urmi cea-alts lature; al treilea,
unghiuli coprinsii intre laturi, gi in fine unghiulit
opusii la prima lature; elementele de la mediu locii se
geritt de cite déué ori. Inaintea elementelorii estreme
ge scriu initialele cof; inaintea celortt déu& cari vini
l4ng# margini cuventuld sin, si inaintea celorti déué
din mijlocli cos. Intre al doilea gi al treilea ele-
mentli 86 pune semnulii=, intre al patrulea si al
cincilea -}-.

RELATIUNI INTRE 0 LATURE §I CELE TREI UNGHIURI

162. Consideramii triunghiul A'B’C’, polarii al
(Fig. 57) triunghiunlul datit ABC; avemi
*157. (fig. 57).

@ =180°—A,5'=180"—B,

.A,

¢=180°—C
A'=180"—aq, B'=180°—0,
'=180"—¢

‘ Insi in A'B'C’ avemi, dupé
equatiunile (1):
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cosa’ = cosb’ cosc -} sinb’ sinc cosA”;
inlocuindii pe o, %, ¢, A’, cu valorile lorii,

— ¢08A = cosB ¢osC —sinB sinC cosa,
s1 schimbadndil semnele,

¢0SA = —¢0sB ¢0sC < sinB sinC cosa.

In acela§i modd vom gisi inci déu& relatiuni
analdge cu acésta, aga ci sistemulii completli se com-
pune din cele equatiuni urmitore :

¢0SA = —¢0sB ¢0sC + sinB sinC cosa,l
¢08B =—c08A c0sC—+-sinA sinC cosb, l 4)

¢08C =—c0sA cosB -} sinA sinB cosc,

FORMULE RELATIVE LA TRIUNGHIURILE DREPTUNGHIE

163. Daci unghiuli A este dreptit, avemu:
c0sA =0, sinA =1, cotA=0. Punéndld acésti va-
lére in prima din equatinnile (1), ea devine;

cosa = cosb cosc, (5)
care esprimé ci in wnd friunghii sfericii dreptun-
ghidt cosinusulii hipolenusei este egalti cu produsulii
costnuselord celor-alte doué laturi.

164. Equatiunile (2) dau :

. singsinB . sina sinC
8inb = c=

——, sinc=—_——
sinA '’ ginA ’
15%
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gi pentru A =90°
sinb = sina sinB, sinc = sina sinC ;
adicd sinusuld unei laturt o unghiului drepti este
egalth cu sinusuld hipotenuser tmmullith cu Sinu-
sultt unghiului opusi.
165. Introducéndit hipotesa A =90° in equa-
tiunile (3), obtinemi :
cota siub = cosb cosC,
cota sinc = cosc cosB,
cotd sinc = cotB,
cote sind = cotC,
si impdrpindi pe fie care din aceste equatini respec-
tivil prin cosb cot @, cosc cota, cotd cotB, cotccotC, do-
bandimi sistema :
tgb = tga cosC,
tgc=tga cosB,

7
tgb =sinctgB, @

tgc=sindb tgl,

Cele d6ud d’antaiil esprimi ci fangenia wunet
laturi a unghiului drepti este egald tu produsuld
tangenter hipotenusei prin cosinusuld unghiului o-
blictk aldturati, érd cele déué din urma, cd tangenia
unet laturt o unghtulut dreptii este egald cu sinu-
sulit celei-alte din aceste laturt immullitd cu tan-
genta unghiulut opusi.
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166. Equativnile (4), pentru A =909, dan:
¢0sB cosC = sinB sinC cosa,
cosB = sinC cosd,

¢osC = sinB cosc,
gl dacd pe prima din acestea o dividemil cu sinBsinC,

cosa = cotB cotC, !
c0sB = sinC cosb, ( (8)
¢0sC = sinB cosc. )

Cea d’ant4ilt din aceste formule aretd ci cosi-
nusuli hipotenusel este egali cu produsulii cotan-
gentelori celordt doué unghiurt oblice; érd céle-alte
déud, ci cosinusulit unui unghvid oblicii este egali
cu cosinusuli laturer opuse vmmullitic cu sinusuli
celut-altit unghidt oblici.

167. Dim aci o metédd mnemonicid férte sim-
pla pentru a se puté tine minte téte aceste formule.

(Fig. 58) Pe laturile unghinlui dreptii, scriemii
¢
Z—b in loct de b, giz — ¢ in locit
zg o 2 2
A 2 de ¢, (fig. 58). Atunci dacy conside-
z-e rimi trei elemente gi dacd acesteele-

mente sunt consecutive, cosinusulti celui din mij-
locti, este egalil cu produsulti cotangentelorid celori
de la margini; érd dacd cele trei elemente ¢onst-
derate nu sunt téte comsecutive,'cosinusulii elemen-
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tulul separatii este egalti cu produsuli sinuselori
celor-alte doué consecutive.

In aceste diverse consideratiuni, unghinlil A se
socotesce ca cum nici n’ar esista.

Spre esemplu, s& se afle relatiunea ce esistd in-
tre hipotenusa @ gi laturile & gi c. Aceste trei ele-
mente vedemil ¢i nuw sunt tdéte consecutive, cici «
este separatii de b prin unghiuli C, si de ¢ prin
unghiuli B. Laturile b §i ¢, din contrs, sunt con-
secutive, cdci unghiuld A care se afli intre ele nu
se socotesce. Asga darid, dupd reguld, vom avé:

[ e
c0sa = sm(§— b)sm (5— c) = ¢0sb cosC,

care este tocmai equatiunea (5).

S& se afle incd relajiunea ce esistd intre a, c,
B. Aceste trei elemente sunt consecutive; prin ur-
mare, dupe reguli,

cosB = cota cét(% — c) =cota tgc,

gi impdrtindd cu cota,
tgc=1tga cosB,

care este a déua din equatiunile (7).
Cele alte optil relatiuni se gisesec totil in ace-
lagll modi.

168. Formulele (5), (6), (7), (8) potl si se pund sub
alte forme mai comode pentru ecalculli, gi cari tot-de-o-datd
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se dea loc la mai mare precisinne, cici téte vor da unghiurile
gi laturile prin tangentele lorli; de acea ele ali preferin{i in
resolufiunea triunghiurilorli dreptunghie.

Formula (5) di:

Punéndd acéstd valdre in formula cunoscutd * 45

i _b___ 1 —cosb
85~ 1+ cosh’
avemi :

cosa
cose [ cosc— cosa
cosa ¥ cosc—-cosa
‘cosc

1+

a—+c¢ . a—c¢
5 sin 5
at+c a—c

9 Cos 5

2sin

2c08

sau

b \/ a+tc,  a—c
tg—=\/t .
€3 g5 iB—5
Daci din (5) am fi scosii valérea lui cosc gi am fi
pus-o in formula :

tﬁ— 1 —cose
o 1 —-cosc’

am fi gisitli asemenea :

¢ a—+-b, a—b
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Aceste d6ud formule esprimd ‘angenta unei laturi a
unghiului dreptii in funcfiune de ‘angenta semisumei $i semi-
diferentei hipotenusei §i a celei-alte laturi.

169. Prima din formulele (6) d4:
sind
sinB’

sing =

care pusi in formula * 54

tg(45°—|— )‘_'_\/l—l-sma

1-—sina’
a3
sinb
+ - -
o 1)2_ sinB \/smB—]—smb
te (4:5 +2 + 1_ sinb =+ sinB — sind
sinB
2sin B+0 cosE:—Ii
— ) 2
- . B—b B+b°
9 - -
2sin 5 cos 5
ori
/ B—l—b
0 —_ ==
tg (45°+ )=z = o
T2
Asemenea §i
C+c
tg )

e (4504_621):i C—c’
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170. Daci din prima equafiune (6) am fi scosil

0B — sind

sing-’

i am fi pusit in

o)/

am fi glsitii, dupd o serie de transformiri identice cu cele
de susti:

i a g—b
ol ) — —
(45 + )_ a—b’
tg 3
Asemenea gi
ate
to (1504 0) =y /-2
g( 2)_— a—c
Ig
171. Prima din formulele (7) d&:
cosC=t—gg,
tga
care pusd in equafia
¢ C_  /1—cosC
€2 1-4-cosC’
di
1— tgb
tgg— tga \/tga—tgb
2 1+ tga—-tgd

tva
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sing  siud
. cosa  cosh \/sina cosb — sinb cosa
- siba , sind  V sina cosb-J-sind cosa
tosa ' cosh
. \/sin (a —b)
~ Vsin(a-b)

Putemii dar, in loculi primelori déu# formule (7), se
substituimii pe cele urmdtére :

G /[sin(a—b)
e 2 _\/sin (a40)

B /sin{a—¢)
g5 = sinfa—-¢)’

172. A treia gi a patra din formulele (7) daii:

. tgdb .
sing = tg—B’ sinb =

tge
tgC’

carl puse in formulele

o 3)= /1J-sine
tg(45 Tg)=* 1 —sine’
1 ~-sinb

0 =
tg( 50+ ) +\/1—smb

dall, dupd nisce transformiri analége cu cele de la formulele
imediatii precedente :

tg (45042 )— VZE‘, Eﬁfii
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173. Dach in

(e 8 1—cosa
89— 1-}cosa

punemi in locli de cosa valérea datd de prima din equafiu-
nile (8), avemii:

to @\ /T—coiB cot_C_\/sinB sinC — cosB cosC
2=V ~cotBeotC V' sinB sinC —}- cosB cosC

\/—cos(B—|—C)
~V eos(B—C) '

gi fiind-cd * 27
—cos (B-}-C) =cos (180°—B—C)
tgﬁz__\/cos (180°—B—C).
2 cos (B—0)
174. In fine cele d6us din urmi equafiuni (8) daii:

cosh = cosB oS¢ = cosC
7 sinC? "~ sinB’
sall
cosbc— —& cosh = ———COSC
" cos (960 —C)' ~ cos (909—B)’
Aceste valori puse in
e _ \/ 1 — cosh
3=V ~+ cosb
dail
cosB
el "~ c0s(90°—C) __\/cos(%“-—(l)—cosB
83~ cosB V cos(90°—C)-cosB

1+ c0s (90°—C)
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2sin (45°+B_C) sin (—450 E_;;C)

2@05(4504—5—0) (—45°+§#)’

gail :

tg— \/tg 45°—|—B+C) g(
asemenea

c B--C B—-C

e g=y/ te (—as0 25 (5°—"5)

175. Dach din cele d6us din urmd equatiuni (8) ami
fi scosii

o __cos(} . o_ (3B
c0os{900—B)= o’ cos (90°—C) ol

gi le-am fi substituitii in * b4

B 1 —cos(90°—B)
0__ | — i
e (45 2) 1--cos (90°—B)’

C 1 —cos(90°—0C)
o__ ¥ .
. (45 2) 1-4-cos (90°—C)’

am fi avatl, dup$ diferite transformiri, analége cu altele pre
carl le-am mai véutli deja :

B C+c —
[ iy . -
tg(45 2)-— tg tg 2 .

¢ B—I—b
tg(45°—§)=\/ tgo " 2 :
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gi facéndil inversa,

cot(45°——) (5°+ )—+\/cotc+ccotT

cot (450—%) =tg (45“—}—%) \/cotB+b cotT

FORMULE RELATIVE LA TRIUNGHIURILE RECTILATERALI

176. Unii triunghiti sfericii se numesce rectilateralit cnd
una din laturile sale, o, este de 90°9.

Formulele relative la triunghiurile rectilaterale le vom
deduce, ca gi pe cele pentru triunghiurile drept-unghe, din for-
mulele generale (1), (2), (3), (4), fictndii a=900°; atunci:
c0sa=0, sina=1, cota=0, §i acele equatiuni devini :

cosA = —cosB cosC, (1)

sinB = sinA sinb, l

(@)

sinC = sinA sine, |

tgC = — tgA cosd

. ’ (3)
tgB =sinC tgd, ]
tgC =>sinB tge,

tgB=—1tgA cosc, ]

COSA =— cotb‘cotc, l
¢0sb = cosB sinc, 4)
cos¢ = cosC sinb. ]

177. Hed o met6dd mnemonic comods pentrn & tine
minte aceste formule. Scriemii pe figurd 90° — C in locii de
C, 90°—B in locii de B, gi 180°9—A in locii de A. Atunei,
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voindii a stabili o relatiune intre trei elemente consecuiive ale
triunghiului (laturea a nu se socotesce), vom avé cosinusulil
elementului de la mijlocii egalit cu produsuldt cotangen-
(Fig. 59) telorii elementelordt de la margini;
érd ducd cele trei elemente nu sunt
consecutive, cosinusultt elementului
é 2 separaii va fi egali cu produsuli
sinuselorii celor-alte doué (Fig. 59),
Fie, spre esemplu, a se gisi o re-
latiune intre elementele C,b,c. Aceste elemente, nefiind con-
gecutive, ciici ¢ este separatii de cele-alte déus prin unghiulil
A, avemii:

go-¢

0.4 90.B
c

cosc = sin (90 ® — () sind =sinb cosC,

care este a treia din (4).
S8 se gaséscd o relajiune intre A,B,C. Aceste elemente
nu sunt consecutive; deci

¢0s (1809 — A) =sin (90° — B)sin (900 —C),
sau .
— cosA == cosB cosC,

care este equatia (1).
Se gisimil in fine, o relatiune intre B,(,d, cari sunt
consecutive; avemii, dupé regula dat#:

€08 (909 — C) == cot (909 —B) cotb,
sau
sinC = tgB cotd,
ori
tgB = sinC tgd,

a treia din formulele (3).
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FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU
UNGHIURILE IN FUNCTIUNE DE LATURL

178. Din cele patrn sistgme de formule ce am
gisitil la 159, 160, 161, 162, numai formulele (2)*
160 sunt caleulabile prin logaritmi; trebue se trans-
formdmil gi pe cele-alte ast-fel ca s& se pétd gi ele
calcula prin logaritmi.

Formulele (1)* 159 potii se ne dea unghiurile
in functiune de laturi; aga cea d’4ntaill din ele d& :

€0sa — ¢0sb cosc
CSA="-_ "~ """ :
sinbd sinc

insd acéstd espresiune nu este calculabild prin loga-
ritmi.
Vom pune acésti valére in equatiunile

A/ 1—cosA A 1+4-cosA
gin—-=\/————,e8—=\/ 1 _——|
2 2 2 - 2

gi vom avea :

€0Sa — €0sb cosc

Sing = sinb sinc
2
_ \/ sinb sinc-+-cosb cosc — cosa
2 sinb sinc
. a4b—c . a—b+c
— . /cos8(b—c)—cosa sin +2 sin—
\/ 9sinbsinc

8ind sinc
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cosa— ¢osb cosc
] - 2080 ORI O

0085 = sinb sinc

2

_ \/ c0sa— cosb cosc -+ sind sine
2 sinbsinc

. 6F+b4c_ . btc—a
_ Jeosa—cos(b=c)  /sin +2+ sin +;
2 ginbsinc Py
Punemti

a+btc=2p;

scidéndi succesivil din ambii membri ai acestei equa-
tioni 2a, 20, 2¢, $i divisindld cu 2, avem inci:

2 2 2
Substituindii aceste valori in equatiunile la cari
am ajunsi mai susi, avem :

. A /sin(p—b)sin(p—c)
SIUE—\/ )

sind sinc

p—Cc.

cos \/ sinp §in (?o —a)
2 sinb sine

Operandii in acelagi modi asupra celei de a
déna si a treia equatiuni (1)*, 159 vom obfine alte
déus perechi de formule; in totuli dars avemi cele
doué sisteme urmitérie:
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A sin (p—>b) sin (p—c)
sin —=
2 sinb sinc
sm-Bi= sin (p —a) sin (p—c) )
2 sina sinc
smg sin (p—a) sin (p— b)
2 Sina Sinb
Osé_\/ sinp sin (p—a) rd
2 sinbsinc
B / sinp sin (p—b) @)
\ sinasinc
0Sg_\/sinpsin(jo——c)
2 sinasinp

Divisandti respeetivil equatiunile (1) prin (2) si
ficéndl reducerile, obtinemli o néué serie de formule:

tgé——\/sm(p_b) sin (p—¢)
a sinpsin(p—a)

to B \/sm(p—a)sin(p-c)
g o sinpsin (p—0b)

C_  /sin(p—a)sin(p—b)
2 sin psin(p—c)

Q

ig

Aceste trei sisteme de equatinni ne dati sinu-
sulll, cosinusulil gi tangenta semiunghiurilord triun-

ghiului in funefiune de laturi.
24,431
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La téte radicalele trebue si se ia semnuli -}
ciei jumstatile unghiurilord A, B, C sunt mai miei
de 900, si prin urmare liniile lorii trigonometrice
sunt positive.

Ca mediu practici de a memora aceste formule,
vom observa ci factoril de sub radicale sunt identici
cu cei de sub radicalele din formulele (4), (5), (6),
de la § 106, cu singura diferentd ci 1i s’a pusi
inainte la fib-care cuvéntulit sin.

FORMULE CALCULABILE PRIN LOGARITMI CARI DAU
LATURILE IN FUNCTIUNE DE UNGHIURI

179. Punemii
A4B4C—180°=s,

Cantitatea s, egald cu diférenfa intre suma un-
ghiurilord triunghiului si 180° se numesce escesi
sfericti, i are mare importantd in trigonometria
sfericd.

Considiramii triunghiulii polard A'B'C’ al triun-
ghinlui datli ABC. Unghiurile acelui triunghiii po-
larit vor fi*157:

A'=180"—¢g, B=180"—b, C=180"—c¢,
éri laturile lui,
a'=180"—A, ¥=180°—B, ¢=180"—-C;

ficdndd suma acestord trei din urmi egalitdti gi in-
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semnandi cu 2p° perimeiruli @ 4-»'+¢ al triunghiu-
Iui polardt A'B'C, vom avé:

@'+ b +c=2p'=3860"—(A4B+4C—180%;
impirtindid ecu 2 gi observandu ea
A+B+C—180°=¢,

P=180"—;
prin urmare
P—d=1800—5—(1800—A)=A—,
p—b'=1800—3—(180°—B)=B — 3,

= 1800_<_ 0_(—=(_ 2%

p—c =180 3 (1800—C)=C 3"

Aplicanda triunghiului polarll formulele (1), (2),
avemi :

sinA_, /sin (p'—b)sin(p'—c)
2 sind’sin¢’ ’

cOS%=\/smp sin (p —a,),

gind’ sin¢’
gi Punéndi in locti de A',p, p'—a, p'—¥b,p'—¢, d,
b, ¢, valorile date mai susi, vom avé:

. .h a\ |, .
afin-g)-y ) v dJale—)
sin

(1800—B)sin (1800—C)’
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\/ sin(lsoo—g)sin(A—g) |

" 8in (180°—B) sin (180°—C)’
. &\ . &

cos%=\/sm (B—g) 8sin (C——g)

sinB sinC ’

& &
, @ sin—sin[A——
sm§=\/ 2. A 2

sinBginC =

Operéandil totii asemenea gi asupra celor-alte din
eqnatiunile (1) si (2), am gisi §i espresiunea lui
b

b c

. . C . .
c0s 3, Sing, €085, Siug. Eca formulele la cari a-

a sin ; 8in (A—%)
sin—= -‘. - )
2 sinBsinC

& &
i Esin B2
Lo \/mzsm( Al
2 sinA sinC
=\// sing sm(0—2)

sinA sinB

o]
(=
w
—
Nl
o
(=]

\
|
N
Il

jungemt
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. &\ . &
o \/s1n(B—2)31n(C-———2—)
CO08 —=— " " )
2 sinB sinC
. g\ . &
s 5 _\/ s1n(A——§) sm(C—E) L )
2 sinA sinC

Jein(a=g)an(e—3)

c
€05 —=
2 \/ sinA sinB

)

Impargindil respeetivii formulele (4) prin (5),

gisimii ines :

. \/ sin—g—sin (A——;—)
gi: sin( ——;—)sin(C—g),

2

. & &
. b__ Sln—g—Sln (B—E)

sin( —%) sin (C— 3

c sin%sin((}——%)
F2TV Gl )
n — 5 | 8l —
2

2

(®)

J

In téte aceste formule, radicalele trebue luate

tot cu semnul 4, ciiei arcurile g, g, % sunt téte

de cat 900,

mai miei
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FORMULELE LUI DELAMBRE.

180. Dacd in
sinA_;B=sin%cos-]2§+sin gcos%

inlocuimit pe sin %, sin —23, cos %’ cosg cu valorile lorii

date prin formulele (1) gi (2) avemi;
A+B_\/sinpsiﬁ2(p—b)sin(p—c)
5 =

Sinasinbsin2¢

sin

_ \/sinpsin2(p——a)sin (p—0©)

ginasinbsin 2 ¢

__sin(p —b) sinp sin (p——c)+sin(p-—a) sinp sin (p—c¢)
" sine sing sind sine sing sinb

_ 8in (p—a) +sin (p—>b) , / sinpsin(p—e¢)
sinc sina sind

Insi

sin(p—a)-+-sin(p—b)=2sin 21’—2 “*bcosp—b;(p—a)

= 2 gin Ecosa——b
2 2

’

. . C_C
sinc==2 8in = ¢o8 _,
2. 2
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gi dupé (2),

A =08 =.
sing Sind 2

\/sinpsin(p—c) C

Punéudil téte aceste valori in equatiunea de susil

si simplificindit fractia cu factoruli 2sin§c, reméans :

cosa—b
5 ¢
sinA+B= 0085

¢
GOSE

sal

sinA+B cosa—b

g 2
cos ¢ cos 2
2 2

Daca tot ast-fel in

.A—B . A B . B A

8in == =gin — ¢0s — — sin — €08 —,
2 2 2 2 2

cos A+B =cosé cosE — sin —A—sin E,
2 2 2 2

A;B =cos%cosg+sin%sin%,

. . A )
inlocuimit pe sin -, sm%, cos %, cos-:28— cu valorile lorii

Co8

date prin (1) si (2), $i facemii aceleagi transformiri
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ca gi mai snsil, gisimil incd trei equatiuni. In totuld

dard aveml aceste patru formule :

. A4+B a—>b
gin— —
2 2
c
cOS — coS =
2
—B . a—b
sin———— sin
2
C p—
cos — sin-£
2 2
A+4B a--b
oS Aa+5 oS +
2 2
o c
8in = COS—
2
—B a~-b
s 2B g ¥ tD
2 2
sin — sin 2
2 2

Q)

Aceste formule esprimi relatiuni intre cate-gase
elementele trinnghiului. Ele al fostii descoperite de

Delambre, din care caunsi gi pértd numele lui.

Eci cum se potit memora aceste formule: daci
unghiurile sunt puse in primulii membru gi laturile
in al doilea, precum sunt in tabeluld (7), observéimii:
1° ¢4 in primuli membru la numéritorii sila numi-
torii se afld déus linit trigonometrice diferite, pe cand
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in membrulil al doilea ambil fermeni ai fractiunif
coprindit linit trigonometrice asemeni; 2° cand la nu-
méritorlt in unii membru se afla unii sinusii, la nu-
méritorulil membrului celui-alt se afli semnuli —;
daci la celii d’4ntaiti se afli unl cosinusi, cel-alt
coprinde semnulil .

ANALOGILE LUI NAPIER.

181. Diviséndli membru cu membru pe 4dntiia
din relatiunile (7) cu a treia, pe a déua cu a patra, pe
a patra cu a treia, i in flne pe a dbua cu 4ntéia,
‘obtinemil urmitérea serie de patru formule, descope-
rite de Napier, din cari fie care coprinde cite cinci
elemente ale triunghiului:

g A+B a_—9_b
cotg €08 atb
2 2
A—B . a—2Db
tg smT
¢ . _a+tbd ®)
cot — sin ——
2 2
tg a—;b COSA’?B
\ =
c AP
th ~ co8 5
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tg b AT B
2 2 ®)
tg —g— sinAj—B- [

ESPRESIUNI DIVERSE ALE ESCESULUI SFERICU.

182. Suprafata unui triunghii sferieil fiind o
functiune a escesului séii sfericli dup§ cum vom vedé
indata *, 220 este importantli a avé mijléee prin
cari se putemti determina directil acestit escesti sfericil.

Immul{indli membru ecu membru equatiunile (6)*

179 cari dau pe tg% si tgg in functiune de unghiuri,

avemii :

/ sm2— gin A‘—— %) sin (B— %)
5=\

sm A——) gin (B——g) gin2 (G——%)

[«

. & . &
810 = 8in 5
2 2

b}

8in (O — %) ginC cos % —sin% cosC

gi divisandil susii gi josii \cu sin %,
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2°2 . &
8inC cos Ol c0sC
de unde
a ., b
cot = cot ——-cosC
cot = 2 2 i )
2 ginC !

equatiune care d% esprésiunea escesuvlui sfericit in fune-
tinne de d6ué laturi ale triunghiului gi de unghiulii
coprinsi intre ele.
183. Din
A+B+C—1800=-=
deducem :
A-+B C—e¢
g 90—
Punénd acésti valére in prima din formulele lui
Delambre, avemii :

C—s¢ a—b
o8 08
—— 2 .
cos—g cos < ’
2 2

de aci, dup& proprietitile proportiilori,
C—e¢ C a—>b c

08 —c0sg gcos——2——cos§
C—e¢ C  a—b c’
cos 3 +cos§ o8 —2—+cos§
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sall ¥ 47, 48:
94 20—« S gy c—a=+b . ct+a—>
8in— sin— 1 gin 4 sin 1
9 2C—¢ i—2 c—a+bdb c+a—0b’
€08 —7—— 008 008~ 608 — ¢

orl
2C0—¢ p p—b
g~ 1§ i ) (@)
In a treia din formulele lui Delambre inloenimil
B . C—s |
asemenea pe — 5 prin 900— 5 §1 avem:
C—e a+0b
sin 5 _cos 3
A
79 2
de aci
, G~ . O atb e
8in —5——sin B €08 5 €08
C-— C a+b ¢’
sin s—l-sm 5 08 + -l—cos?
sail :
95in -5 2C—s o a+b+c ., atdb—c
sin 7 cos— B 2sin 1 szn 1
2C—s & a+b+c a+b—c’

i - 9
2sin n €08 1 2608 ) oS 4
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din care

tg
+ _ . p p—c
t fz_q__&—f-g 55— )]

4

Inmulindli acéstd equatiune cu (a)

9 4P 2% P, P—C
LAV R AR A

gi estrigéndd ridécina patrati.

ya p—b p—c
tget‘\/tgztg 5 te g e g
. Acéstd formuld, descoperitd de Simon Lhuillier

din Geneva, d4 escesulil sfericl in functiune de cele
trei laturi ale triunghiului.

RADA CERCULUI CIRCUMSCRISU.

184. Fie triunghiulii sferici ABC; unimii poluli 0 al
(Fig. 60). cercului circumscrisii cu vérfurile triunghiu-
lui prin arce de cercli mare, §i ducemii inci
arculi OD perpendicularit pe laturea b.

Distantele polare 0A, 0B, OC fiind egale,
avemi: (Fig. 60).

0AB = 0BA, 0BC = 0CB, 0CA=0AC.

Punemit :
o =0AB = 0BA, §=0BC=0CA, y=0CA = 0AC.
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Dupé figuri.
a+y=A,
o+ =B, (8)
g+7r=C, I

Adunéndii aceste egalitdfi si diviséndii cu 2, obiinemii

Din acéstd egalitate scidéndii pe randii egalitifile (a),

a=90°—(¢—-_;,
ﬂ=mw—(A—%} ©)
y=90%— (B—%)

Acum triunghiuli dreptunghii ADO d4, dupi a ddua
din -formulele (7)* 165:

tg AD = tg AO cosy.

Punéndii AQ =R, rada ciutati a cercului circumserisii,
substituiudii in locii de y valérea sa dati prin (c), gi obser-

vandii incd ci AD= % =%, ciici AOC este isoscelil, avemi :
tg%=ﬂng%Bﬁ%%
sau
tg %
tgh=——",

ﬁq&—%

——
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formuld care d4 rada cercului circumscrisii in functiune de o
lature 6re-care, de unghiulii opusii §i de escesulii sfericii.

Daci in (1) inlocuimii pe tg% prin valérea sa dati de

equafiunile (6) *, 169 avemii:

/ sm——sm(B-— —)
tgR=

sm(A—E)sm (B—E)sm((} 28)’

sau

gin —
2

sin (A—%)sin (B '“%)Sin (G—_%)’

care di rada cercului circumscrisii in funcfiune de unghiuri.

tgR =

RADA CERCULUIL INSCRIST.

185. Fie 0 polulil cercului inscrisi la triunghiul ABC.
(Fig. 61). Arcurile de cercli mare AO, BO, CO, im-
B__D partii unghiurile A, B, C, in cate déud pirti
w. egale, si diu egalitatea triunghiurilorit

F WA BOF cu BOD, AOF cu AOE, COE cu COD,

® resulti: (Fig. 61).
BF =BD, AF = AE, CE =(D;
aga-derd
a+b-+c=2BD}2DC|-2AE,
sau

p=BD—+4DCH-AE=a—-AE,
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de unde
AE=p—a.

Triunghiulii dreptunghiii AOE d4, dup¥ a treia din for-
mulele (7)* 165

sin AE =cot 0AE tg OE.

Insemnéndit cu » arculii OE, rada ciutati a cercului

inscristi, gi punéndi in locii de AE gi OAE valorile p — a §i %,

sin(p — a)= c'ot%tgr,

séil
A
tgr = thsm (p—a)

Substituindii in loculii lui tg% valérea sa datd prin equa-

tiunile (3)* 178 si reducéndd,

tgr=\/ sin (p—a)sm(p—b)sm (p—¢) ' (8)
sinp
Acéstd equafiuue d& rada cercului inscrisii la triunghiil
in functinne de laturile lui.

RADELE CERCURILORU EXINSCRISE

186. Fie triunghiulii ABC. Se scie ci pentru a construi
cerculii exinscrisi la o lature 6ére-care a, se ducii arcurile BO
gi CO, bisectrite ale unghiurilorii esteriére CBF gi BCE, si
punctulii lorti de intersectie O este polulit cercului exinscrisii
la laturea @. Rada acestui cercii se g#sesce ducéndi arcele
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OF, OD, OE, respectivit perpendiculare pe cele trei laturi ale
triunghivlui (fig. 62).

Triunghiurile egale BDO si BFO daii:
A BD =BF;

asemenea, DCO si CEO fiindit egale,
avemii :

(Fig. 62)

CD=CE;
§ Dbrio urmare
AF=AB--BD,
AE=AC -4 (D,

§i adunfndi,
AP AE=AB -4 AC+BC=2p,
si fiind-c4 AF =AE din egalitatea triunghiurilorii AFO si AEO,
AF=np.
Triunghiulit dreptunghiit AFO da:
sinAF = cotFAQ tgF0;

pundndii in locii de AF valérea sa p, insemnsndii pe FO cu «,
rada cercului exinscrisi la laturea a@, gi observindi ci din

causa egalititil triunghiurilorit AFO ¢i AEO unghiulii FAQ = =

!
avemt :

sinp = cot % tge,

sall

tga=tg % sinp ;

inlocuindil pe tg—g cu valérea sa dati de equatiile (8)*178 gi
ficéndidl reducerile,
24,431, 17
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tga=\/smpsm (p—b)sm(p—c)
sin(p—a)

Asemenea vom afla §i:

__ /sinpsin(p—a)sin (p—c)
tgﬂ——\/ sin (p—b)

]

tgy=\/sinpsin(p—a)sin(p—b).

sin(p—c)

(4)



CAPITOLULU 11

RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORU SFERICE

187. Mai nainte de a intra in resolutiunea tri-
unghiurilorit sferice, vom reaminti urmitérele doéud te-
oreme, férte importante din geometrie.

Pentru ca cu trei laturi date se fie posibili a
se construi un triunghiil sfericii, este necesariii si de
ajunsii : 1° ca fie-care din laturile date se fie mai
micd de cat suma celor-ilte déus; 2° ca suma celor
trei laturi se fie mai mici de cdt o circumferentd de
cercii mare.

Pentru ca cu trei unghiuri date se fie posibili
a se construi un triunghiii sferici, este necesarii gi
de ajunsi: 1° ca suma unghiurilorii date se fle mai
mare de cit déu& unghiuri drepte §i mai micid de
cat sase; 2° ¢i celil mai mici dintre ele, miritil cu
déus unghiuri drepte, se devind mai mare de cat
suma celor-alte déué.

17
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Trobue s4 observimil asemenea c¢i, dacd unii
unghiit sau o lature a triunghiului sferict sunt date
prin cosinusulli, tangenta sau cotangenta lorii, ele
sunt pe deplin determinate, cici valérea lori fiind
coprinsd intre 0° gi 180°*, 156 semnulii liniei lorii
trigonometrice ne va &rsta dacd sunt mai mici sam
mai mari de 90°. Daci insi unghiuli sau laturea
-sunt date prin sinusuld lorii, ele nu mai sunt cu
totulii determinate, cici la o aceagi valére positivd a
sinusului corespundi déu& areuri, suplementare unulii
altuia.

Pé de alti parte, daci unii unghiil sau o la-
ture vorti fi date prin unil cosinusi, o tangenti sau
0 cotangentd negativd, va trebui se luimii nu chiar
unghiuli san laturea dati de table, ¢i suplimentulil
lorii, cici numai arcurile coprinse intre 90° gi 180°
an acele linil trigonometrice negative.

RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORU DREPTUNGHIE

188. Se scie ¢ unil triunghiti sfericit péte se
aib# i déug unghiuri drepte, gi chiar trei. Insi in
casulll celii d’4ntdilt se scie ci cele déus laturi cari
se opunii la unghiurile drepte sunt fie care de céte
90°% éra a treia lature este egali eu unghiuli opust.
In casulli al doilea, cite trele laturile sant de céte
90°% Prin urmare, aceste déus ecasuri neddndd locit
la nici o problem#, ne vom ocupa numai de 7eso-
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Iutiunea triunghiurilori ce aw numai uni unghi
dreptil.

Acéstd resolutiune presintsd sase casuri: 1° cand
se dau cele dénd laturi ale unghinlui dreptii; 2° o
lature a unghiujui dreptl gi hipotenusa; 38° o lature
a unghiului dreptdl si unghiuld ¢blicti adjancent; 4°
o lature a unghiului dreptil §i unghiulil oblici opusil;
5° hipotenusa si unii unghili oblicli; 6° cele déus un-
ghiuri oblice.

189. Casulu L. Ddndu-se laturide b gi ¢, se se
resolve triunghiulil.

Se cere a, B, C.

Hipotenusa se va calcula prin formula (5)* 163.

cosa = cosb cose,

Unghiurile B i C sunt date prin cele déus din
urmd din formulele (7), 165 din cari seétemil.
tgb tge
8B = Gine’ €0 =G
Dacs hipotenusa & nu este bine determinatid prin
cosinusulil sén, vom calcula mai ant4idl pe B, gi apoi
a va fi datil prin a d6éua furmulid (7)*165:

Triunghiulil are tot-d’a-una o solutiune.
190. Casulu ll. Ddndu-se hipotenusa a st la-
turea b, se se resolve triunghiuli.
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Se cauty ¢, B, C. Le vom gisi prin (5)*163,
prima din (6)** 164 si prima din (7)*** 165, cari
dau :

_cosa . sind _ tgb

cose sinB = , €08
c0sb’ sina’ tga

(a)

Insd fiind-c#% aceste formule dau elementele ne-
cunoscute prin sinusulil sau cosinusulil lorii, cari nm
le determin# cu destuld precisinne in unele casuri,
este mai bise & intrebuin{a formulele urmitére, gi-
site la 168, 170 si 171, cari ne dan acele elemente

prin tangenta lorit :

L =
B tga_—l:é

tg (45°+~) == d
2 a—0b

tg 5

tg_‘\/sm(a—b)
sin (a-b)
Aceste formule sunt gi mai comode, cdci nu cerii

b . a—b
de cat ciutarea a patru logaritmi: tg _; , g 5

sin (@ —b), sin (@~+b), pentra calcululi citori trele ele-
mentele,



RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORU SFERICE 263

Pentru ca problema se fie posibild, formulele
(a) ne aretd ci trebue si avemii:

sind < sina;
atunci vom avé asemenea :
cosa < cosh, tgh<tga,

si vom avé pentrn sin B, cosc, cosC valori reale.
Ins4 pentru ca sind se fie mai mici de cit sina, dach
a<C90° trebue se avemii: b<Ca, sau b>180°—a;
éra daci a>>90°, b>>a san: b<C180°—a. Cdnd
a=90°, sina=1, gi in acestl casi avemil tot-d’a-
una ;: 8ind < sina. Daci aceste conditiuni suntd im-
plinite, problema are o singur# solutiune, de gi un-
ghiulid B este datit prin sinusulid s&u, cici formula

) sinb

sinB=——

sina
ne aretd ci B gi b sant améndoi de o dati inferiori
sau superiori Iui 90° eciici sinB §i sind ecresed si
se micgorédd impreund. Tot prin acésti observatie
vom puté alege pe care din semuele—-sau— trebue

ge luimu in formula care di pe tg (45"—[—2) cand

intrebuintimil a déua sistemd de formule.

191. Casulu . Ddndu-se laturea b g un-
ghiulii C, se se resolve triunghiuli.

Trebue si se giséscd a, ¢, B, Pentru acéstd in-
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trebuintdmi a déua din formulele (8) *. 166 prima si a
patra din (7)**:165

, tgb
¢0sB = cosb 8inC, tga = oosC’ tgc sind tgC.

Dacd unghiuli B nu e bine determinati prin
cosinusulil s8n, calculimil mai 4antaili pe a sau c, si

pe urmid B va fi dati prin ver una din formulele
urmitére :

cotB =cosa tgC, cotB=sinccotd.

Triunghiulu/ are tot-d’a-una o singurid solutiune.

192, Casulu IV. St se resolve wnai triunghis
dreptunghill cunoscéndit latureq b si wnghiulii o-
pusi B.

Necunoseutele sunt a, ¢, C. Vom intrebuinta pri-
ma din formulele (6)*.164 a treia din (7)** 165 gi
& doua din (8)***166:

. sinb . tgh | C__cosB
sing = =, sinc = g SinC="10p (a)

sau mai bine formulele urmitire, aflate 1a 169, 172
gi 175
/ B—l—b
9

(4 5) ==V
te (4042 - \/s’“(B+b

sin(B— 1)

(b)
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C B-+b B—b
tg(45°+§)=i cot + ot ——5— (b)

9

- -

198. Discufiune. Ori-care din aceste d6ué& sis-
teme de formule am intrebuinta, pentru fie-care ne-
cunoscuta vom gisi cdte déus valori suplementare,
cdci primuld sistemll ne di necunoscutele prin sinu-
surile lorii,* 187, éri cel de al doilea coprinde ra-
dicale cu semnulil duplu. Se vedemii dari pe -ecari
din valorile date de aceste equafiuni trebue se le
ludmil impreund.

1° Daca b=DB, prima sistemi d%:

sing=sinc=s8inC=1,
gi prin urmare
a=c=C=90°

In acestii casti dari triunghiulil este bidrept-
unghit.

20, Daci b5<900, cosh, tghb sunt positive; gi
fiind-ei ¢ gi C sunt mai mici de cat 1809, adecs
sinc gi sinC sunt positive, vedemil dupe formulele
(a); ¢a 5i tgB si cosB sunt positive, adeci B<<90".
Pe langd acestea, aceleag! formule ne aratd ci b<B,
cici alt-felil sina, sinc, sinC n’ar avé valori reale.
Se presupunemil e# aceste conditiuni sunt implinite
téte. Formula

€08a == ¢08b cosc
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1

ne arati ci, cosb fiinddl positivil, cosa §i cosc aii
tot-d’a-una acelagli semnti, §i prin urmare a gi ¢
sunt améndéus de o daty mai mici de 900, sail de
o dati mai mari de 900. Equatiunea

tge =sinb tgC

ne arati asemenea c¢i ¢ gi C sunt érigl améndéud
mai mici sall améndéus mai mari de 900. Prin ur-
mare, daci insemnimi eu &, ¢, C valorile mai mici
de 900 pe cari ni le dail tablele pentru a, ¢, C,
solutiile problemei vor fi

a=a, c=c¢, C=C,
sal
a=1800—¢’, ¢=1800—¢, C=1800—C.

3% Daci 5>900, formulele (a) ne arati ci pen-
tru ca a, ¢, C se fie reale gi mai mici de 18009,
trebite ce avemii inct B>900, si b>B. Daci ace-
ste conditil vor fi implinite, in equafiunea
€0sa = ¢0sb cosc
cosh fiindi negativ, trebue ca cosa g1 cosc se fie
de semne contrarie, adeci a g§i ¢ se fie unulil supe-

riori gi altuli inferiorti lui 909. De alti parte
formula

tge =sinbd tgC,

in care sind este positivi, aratd cd tgc si tgC sunt
de acelagli semnil, gi prjn urmare ¢ gi C sunt in
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acelagli timpil inferiori sail in acelagii timpidl superi-
ori lni 180°. Insemnéndii dari érigt cu a, ¢, C va-
lorile mai mici de 90° pe cari le dai tablele pentru

a, ¢, C,

sall

solutiile problemei vor fi:
a=a, c=180°—¢, C=180°—C

a=180"—a, ¢c=¢, C=C.

Tabelull urm#torti coprinde in resumati téte
aceste discufiuni.

b <900

b>90°

.......... 1 solutiune
(triunghit bidreptunghiii);
B>90° . . . . . . 0 solutil;
B<90° 5>B . . . 0 solutif;
1a=a', si a=1800—aq/,
B<<90°9, b<<B; 2 solutil ; ¢ =¢' ¢c=1802—¢,
lC:C' C=180°—C";
B<Lo900 . . . . L. 0 soluif;
B>909° 5<<B . . . O solujil;

la=a’ si a=180°—-a’,

| B>909, b>B, 2 solutiil ¢e=130"—¢, c=¢,

0=180°—C, (=0’

194. Casul V. Se dd hipotenusa a gt unghiuli
oblicti B, gi se cere a se resolva triunghiuli.
Necunoscutele b, ¢, C le calculdmil prin formu-

lele (6) 164, (7) 165, (8)166:
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inb=sina sinB, tgc=t B, tgC cotB
sinb=sina sinB, tgc=tgacosB, tgC="—-

Daci laturea b nu este bine determinati prin
sinusuld séu, vom calcula mai intail pe ¢ sail pe C,
gi apoi vom avé pe b prin

tgb=sinctgB, tgb=tga cosC.

Problema are tot-d’a-una o solutiune unici.

195. Casul VI. Ddndu-se unghiurile oblice B
st C, sd se resolve triunghiuli.

Se cauti @, b,c, pre cari le putemll avé prin
formulele :

B ot 5 cosB cosC
cosa=—cotB cotC, cosb=——x, cosc=——
! 8inC’ sinB’

sall mai bine prin cele urmatére, gisite la 173 i
174, cari dall laturile prin tangentele lord :

; _\/cOS(lBO"—B—C)
ry cos(B—C) ’

tg—_\/ B"‘C 450) ( -|-45°)
tg§=\/tg B—+C—4' )tg<—+45°>

Prima formulid din a déua sistemdi ne aratid ci,
pentru ca problema si fie posibild, trebue ca: 1°
suma B-+C se fie mai mare de 90° i mal mici
de 270° 2° diferenta B—C se fie mai mare de
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—90° i mai mies de 4-90° In aceste condifiuni,
cos {180°—(B+-0)} si cos (B—C) ait valori positive,

. a \
i prin urmare vomi obtine pentru tg§ 0 valore re-

b
alg. Tot asemenea valorile lui ig oL tg% vor fi re-

ale. Problema are dard o singurd solutiune.

ESSEMPLE

Casulti 1
Date
b=69"34'17",3,
c=104°1028",2,

Formule Necunoscute

tgb  B=7008'38",92,

t Bz—'—v
g Sine” . 0=103918'56",87,
20— tge . a=94054'11"23,
sind
. tge
80 CosB’

Calcululit lui B.
log tgh=0,4289162

—logsinc=0,0134278
logtgB=0,4423440

B="700'38",92
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Calcululii lui C.
logtg (180°—¢)=0,56976262

—log sind=10,0282102
logtg (180°—C)=0,6258364

0=103°18'56",87.

Calcululii lui a.
log tg (180°—¢) = 0,5976262

—logcosB=10,4689620
logtg (180°—a)=1,0665882

a—=94°54'11,23

Casulv I1.
Date
a=68°1623"4;
b=53°21'34",6.

Formule Necunoscute

/ b a—b ¢=5H1"3956",24;
tg i:\/tga_}— tg ) 0 e m
2 2 2 B=159%44'25",28;

¢ atb  0=57°36'20",92;
B £
tg(45°—|—?)= a—b

tg ——

tgl \/si_n (@—by
2 8in (@ b)
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Calcululdl lui ¢,

lovtg ot =0,2529847

(8]
(s

logtg =~ =1,1169312

|

2logtg = =1,3699159

2

logtgg—— 1,6849580

¢=51°39'56",24.

Calcululi luY B.

a-+b
logtg%al_-= 0,2529847

a
—logtg —5—=0,8830688

9log tg (45°+%) —1,1360535
log tg (45° +§) =0,5680268

45° +‘,—74 52'12",64

B=59°44'25"28.
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Calcululii lui C.
log sin (a — b)=1,4105830
—logsin (@ +5)=0,0698591

C _
2log tg§= 1,4804421

[ —
]0gtg§= 1,7402211
C=57°36"20",92

Cosulvi II1.

Date Formule Necunoscute
b=65°1029",3; cosB=cosbsinC, B=73°2846",79,
0=42°87'52",5. tgh  a="71°12'14",99,

ga=—+

cosC’  ¢=89°52'42" 12,
tgc =sinb tgC.

Calcululil lni B. Calcululil lui 4.
log cosb=1,6230954 log teb=10,3347957
logsinC=1,8307665 —logcosC=0.1332828
logeosB=1,4538619 log tga=0,4680785
B=78°2846",79 a="71"12'14",99

Calcululii lui ¢,
logsinbfT,9578911
logtgC=1,9640494
log tge=1,9219405

¢=39°52'42"12
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Casuli 1V,
Date
b= 56"38’13",2 :

B=74°50'24" 4.

Formule

B+b
g 210
te (450 4+2) = \/g 2
& g) =% B—b
9

tg

0 C) sin B+0)
(oo +é)—i\/m]a“—7r

tg (45°+g) =i\/cotB+b cot ——

2
Necunoscute
1= solutie 2e solutie
@ =59°55"7",84, 0’ =120°4'52",16;
¢=24°17'53",086, ¢'=155°42'6",94;
'=28°28'37",90; C"'==151°86'22",10.

24,431 18
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Calcululi Iui a.

B+b
logtg——;—=0,3461053

B—b
——Iogtg—2~—=0,7953323

9log tg (450+g) —1,1414376

log tg (450‘*‘%) ~0,5707188

450+g= 74°57'33",92.
@=59°55'7",84; a’—120°4'52",16

Calcululii luY
log sin (B--b) =1,8746096
—logsin (B —8)=0,6053077

2log tg (45°+§) ==0,3799173
logtg(45°+§)=0,1899587

45°+§=57°8’56”,53

¢=24°1758"06; ¢'=15542'6",94
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Calcululii lui C.

B+b -
log cot j— =1,65638917

log cot 5 =0,7953323

2logtg(45°+g)=o,4492270
'logtg(45°+g)=0,2246135

C ”
4:5°+:2—=59°11'48 95
('=28°23'37",90; 0"=151°3622"10
Casulit V.

Date Formule
a=108°37'12",4; sinb=sinasinB,
B=49°32'48"3. tgc=tgacosB,

cotB
tgC = cosa”
Necunoscute
b=46"8'40",54;
c=62°33'30",15;
C=69°2819",03.

Calcululi lui 4. Calculull lui ¢

log sing=1,9766509  logtga =0,4724629
logsinB=1,8813389 logcosB=1,8121415

logsinb=1,8579898  logtgc=0,2846044
¢c=62°33'30",15
18-

b=46°8'40"54
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Calcululi IufY C,
log cotB=1,9308026

—log cosa=0,4958120
logtgC=0,4266146

C=69°2819",03

Casulit V1.

Date
B=69°25"13"4;
C=41°48'37",8.

Formule

/ c0s(18Q°—B—0)
\/ cos (B— G) ’

e

5yt (BE a5 (52459

Necunoscute
a=165°1044",42;
b=58°10'45",96;
c=387°14'5",76.

L\'Jle' wl&
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Calcululil luY a.
log cos (180°—~B—C)=1,5588611
—log ecos (B—()=0.0525057

2logtgg;i,6113668

log tgg=f,8056834
a=65"10'44",42.

Calcululii Iuf 2.

log tg (%'"—0—45")_1 9728250

log tg (BT“G+45°)=0,2178833

e

2logtg§=T,4967083

logtgg=i7453542
b=>58°10'45",96.
Calculululii luj ¢

log tg( B0 450)_1 2728250

log tg (0—-[-450) 1,7821168

2logtg 5 =1,0549418

l o
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logtg 5=1,6274709
c=37014'5",76.

RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORU RECTILATERALI

196. Resolutiunea unui triunghiii reetilateralii se péte
reduce la resolufiunea unui triunghili dreptunghiii. In adeviri,
daci considerimit triunghiuli polarii A’B’C’ alii triunghiului

. rectilaterali datii ABC, uughiulii A’
(Fig. 63). e
. al triunghiului polarli va fi egalii cu
4 1809 — g ==90%; prin urmare triun-
ghiulil A’B’C’ este dreptunghitt, gi-1t

c ¢\¢  putemii resolva. Cunoscéndii elemen-
[ B tele lui A’B’C’, vom cunésce gi pe
B © l¢' ale lui ABC, cari sunt suplementare

o« . cu ale celui d’4ntitt. (Fig. 63).

Triunghiurile rectilaterali insi se potit resolva gi directil
prin formulele ce am datii* 176, gi pre cari le putemti transforma
in acelagli modii ci gi pre cele relative la triunghiurile drept-
unghie * 168 —1745.

Cele gase casuri ce se potdl presinta la resolufiunea triun-
ghiuriloril rectilaterali sunt: 1°¢ C4nd se dau unghiurile B gi C;
20 unghiurile A gi B; 3° unghiulii B gi laturea adjacentd c;
49 unghjulil B §i laturea opusé b; 5° unghiulli A gi laturea b;
60 laturile b gi e.

197. Casul I. Dandu-se unghiuride B §i C ale unut
triunghiit rectilateralit se se resolve triunghiulil.

Acestli casii se péte reduce la vasulli I al resolutiunei
friunghiurilorii dreptunghie; se péte insi resolva gi directii
prin formulele * 176.
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tgB tgC

sinC’ sinB’

sau calculimu mai 4ntdiu laturea & sau ¢, gi pe urmé un-
ghiulit A prin ver-una din formulele

tgC tgB
“cosh '’ “cosc

Esemplu. Date s B=064°38"4,2; (=52012"29",3.

Necunoscute : A=11501250",17; b=69° 27'41", 28;
c=>54°58'52',88.

198. Casulu Il. Dindu-se unghiurile A gi B ale unui
triunghwl rectilateralil, se se resolve triunghiuld.

Acestii casit, care se péte Teduce la vasulil IT al reso-
lutiunei triunghiurilorli dreptunghie, se péte resolva §i directi
prin formulele urmétére :

cosA = — ¢os8B cosC, tgh— tge ==

tgh = — tgh = —

COSA sinb—SinB cose — tgB
cosB' 0T sinA’ 0T T iR’

cari se potli pune sub forma

C _
tg '§‘=\/cotA42—Bcot - 5 B,

cosC = —

ALB
b %3
tg(45°+§)=i =T
tg~—2
tg_\/s——in (A1B)
82 = Vsin (A =By

Esemplu. Date: A=72028"15",0; B=59°13"24",6.

Necunoscute : (==126935"19", 8; ¢=12201"45", 3;
b=164°17"24",4.

199. Casulu lll. Dindu-se unghiuli B gilaturea ad-
Jacentit ¢, se se resolve triunghiuld.
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Sau reducemu problema Ia casulii III al resolufiunei tri-
unghiurilorti dreptunghie, sau intrebuintimii formulele

cosh =cosB sinc, tgA = — %ﬂ tgC = sinB tge.

Dac# voimii se determinimii pre & prin tangenta sa, cal-
culimii mai &nt4iii pe A sau C, i apoi pe b prin una din re-
latiunile, :

coth = — cosA tge, coth="sinC cotB.

Esemplu. Date: B=438°38"12",4; ¢==58°14'8", 3.

Necunoscute: b=237% 58"33", 03 ;A =118254"9",98;
C=4806"1",93.

200. Casulu V. Ddndu-se unghiulit B gi laturea o-
pusd b, se se resolve triunghiuli.

Acésta se péte reduce la casulil IV al resolufiunei tri-
unghiurilorii dreptunghie; insi se péte {resolva si prin for-
mulele :

. sinB tgB . cosh
smA—m, ginC = = sine = ——»
cari se potii transforma in :
0 — = —_—
tg(45+ 2) . 2
tg 5

tg (450+%) — \/ ;‘;’%‘l‘—g,

tg (450—{-%) =+ \/cotT cot ——. b+B

Problema péte se aib¥% déud solufiuni, o solujiune saum
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pici una; solutiile se potit alege prin nisce considerai;iuni'ana-
loge cu cele de la § 193.

Esemplu. Date : B=153018'38",0; b="74°15"28", 8.

Necunoscute. Prima solufie: A'=123° 34’ 40", 65; ('=22°
13'45",59 ; ¢ =2790"22", 08.

A d6ua solutie: A"=>56925"19", 35; ("==157° 46"14", 41;
¢’ =152059"37", 92.

201. Casulu V. Ddndu-se unghiulit A si laturea b,
s2 se resolve triunghiuld.

Putemii aplica resolufiunea casului V de la triunghiurile

dreptunghie, sau formulele :
. sy cotd
sinB =sinA sind, tg0 = — tgA cosb, tgc = — ook
gi daci voim se avem pe B prin tangenta sa, calculindii mai
antaiti pe C saii ¢, vom avé :
tgB =sinC tgh, sau: tgB = — tgA cosc.

Esemplu. Date: A=96015"32",7; b=80°8'17", 5.

Necunoscute : B="78°15'57", 72; C=57°84'55",09;
c==5807 37", 54.

202. Casulu VI. Dindu-se laturile b i ¢, se se re-
solve triunghiuli.

Problema se péte reduce la casulii VI al resolufiunei tri-
unghiurilorli dreptunghie, sau se péte resolva de dreptulii prin:

__cos¢

. cosb
¢0sA = — cotd cos¢, c0sB= ——, cosC = —,
sine sind

carl 8¢ potli transforma in :
tv£=\/ cos (b —¢)
°2 cos (180° —b —¢)

s S Pl
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e )

Esemplu. Date: b="78°13"26",4; ¢=638°29" 53", 8.
Necunoscute : A =95°57°59", 8; B="76°49"3", 88;
C=68933"0", 38,

OBSERVARE.

203. Nu numai resolufiunea triunghiurilorii rectilaterali
se péte reduce la resolufiunea triunghiurilorit dreptunghie, ci,
in unele casuri particulare, se péte face asemenea §i pentru uni
triunghili ére-care.

10 Daci triunghiulii are déud laturi egale, a §i b, sau

(Fig. 64) déud unghiuri egale, A gi B, el este isosceli,

¢ prin urmare, duc8ndii arculit CD perpendicu-

larii pe bas#i, vom impérfi triunghiuli datit

¢, « in déud triunghiuri dreptunghie egale, i in
fie-zare din acestea vom cundsce, afari de

A B unghiuli dreptii, o lature sau unll unghiii

p ¢ dati §i ver-unii alti elementii tothi dati
resolvéndii unulii din aceste triunghiuri dreptunghie, vom cu-
nésce §i elementele triunghiului datii. (Fig. 64).

29 Dach printre elementele date se afli déué laturi, a
gi b, sau déud unghiuri, A §i B, suplementare, prelungindit
laturile @ i ¢ péng la intalnirea lordi in B’, vom forma uni

(Fig. -65). al doilea triunghiuii, AB'C, care esteliso-

scelit; cici dack o-[-6=180°, avemi
asemenea : @ —~ CB"=1809; deci »=CB’;
éri daci A -}-B=180°, avemii B'=B,
B gl BAC}A=180°; deci B'=DBAC.
Vom resolve dari triunghiulii B'C A des-
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fictndulit in déu triunghiuri dreptunghie egale, precum am
dis mai susii, gi din elementele loi vom deduce pe ale triun-
ghiului dati,

RESOLUTIUNEL TRIUNGHIURILORU ORE-CARE.

204. Resolutiunea triunghiurilors sferice ére-care
presentd gage casuri: 1° Cdnd se dau cele trei laturi;
2° cele trei unghiuri; 3° déus laturi gi unghiuly co-
prinsiti intre ele; 4°d6us unghiuri gi laturea coprinsi
intre ele; 5° déu& laturi gi unghiulii opusi la una
din ele; 6° déus unghiuri gi laturea opusi la una
din ele.

Aceste gase casuri se potl reduce la trei prin
consideratiunea triunghinlui polaril. In adevérii, avéndi,
spre esemplu, a resolva triunghiuli ABC in care sunt
cunoscute laturile @ gi b gi unghiulit coprinsit C, in
triunghiulil polarit A'B'C’ vom cundsce: A'= 180°—a,
B =180° — b, ¢ = 180° — C, adeci d6us un-
. ghiuri gi laturea coprinsi intre ele. Calculdndii ele-
mentele ¢, A, B ale lui ABC, vom cunésce gi elemen-
tele C=1800—¢, a'=1800— A, ¥=1800—B
ale lui A'B'C’, Vedemit dars ci casuli IIT gi IV se
potll resolva unulii prin altulii. Asemenea este gi pen-
tru casulii I cu II, pentru V cu VL

205, Casulu . Ddandu-se laturile a, b, ¢, se se
resolve triunghiulii.

Unghiurile A,B,C se calculédd prin formulele
(1), (2) sau (8)* 178; se prefers insi cele din urmi:



284 CURS DE TRIGONOMETRIE

1)

i A_\/sin(p——b)sin(p—c)
89 = sinp sin (p — a)

; E_\/sin(p—a)sin (p —¢)

85 = sinpsin(p—10b) '

; ﬁ_\/ sin (p—a) sin (p — b)

89~ sinpsin(p—c¢) '
in carip=¢gi.

Escesulil sfericii se péte caleula directll prin for-
mula * 183:

s —a —b —¢
tgz=\/tg%tgp 5 t,gp 5 tgp 5 "

Pentru ca problema se aib# o solufiune, trebue®
187: 10 ca suma laturilortt se fie mai mics de cat
8600; 20 ¢a fie care lature se fie mai mici de cit
suma celor alte d6ud. Dacs prima condifiune n’ar fl
implinit4, sinp ar fi negativii; daci cea de a déva
n’ar fi implinitd, si am avé, spre esemplu, @ > b--¢,
sin (p —a) ar fi negativl, érd sinp, sin(p — B,
sin (p— c) ar fi positive. In ambele casuri radicalele

copringéndd cantititi negative, am avé, pentru tg %,
tg 2 tg 27 nisee valori imaginare.

206. Gasulu Il. Ddandu-se unghiurile A,B,C, se
se resolve triunghiuli.
Laturile se potd calcula prin formulele (4), (9)
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sau (6)*179; se intrebuin{édd inss de preferintd for-
mulele (6), cari dau laturile prin tangentele lori;

. V sin - sio (A —g)
tg 5= R -,
- sin (B—%)sin (0—- 8)

2

8i 2 sin {B c
tg—2~= (A — 2 ein(c &y
sm( —2)sm( —2)

. &, &

¢ sing sin (C_E)
tg§= : T -
sin (A_E) sin (B——E)

Problema are o solutiune unicid daca: 1° juméta-
tea escesului sfericit ¢ este coprinsi intre 0° gi 180;
2° dach fie-care unghiil este mai mare de edt juméta-
tea escesului sferieil, Dacd una din aceste condifil n’ar
fi implinit4, am obtine pentru tg%, tgg, tgg va-
lori imaginare.

207. Casul lll. Dindu-se lagurile a gi b g un-
ghiulit coprinsii C, sd se resolve triunghiuli.

Triunghiuli este tot-d’a-una posibilil, Unghiurile
A si B se potil determina prin 4ntdia gi a déua din
analogiele lui Napier * 181,
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A4R cos-———;b .
tg = cot =
2 cosa—l—b 2

2

sina_b
g B 2 0
2 . atb 02

sin —5

cari dait suma gi diferinta lui A gi B, din cunoscinta
cirora vom puté deduce chiar pe A si B. Laturea ¢

ge va calcula pe urmi prin ver-una din cele-alte déud
analogil :

A+B
tgg_cw 2o+
9= A_B 5 g
[{o]]
3
sinA+B
tgﬁ— 2 t a—>b
5T T A_B ® 2
Sin

208. De multe ori este necesitate a se calcula directii
laturea c¢; atunci infrrebuintinii formulele (1) *159, cari daii:

c0¢ = cosa cosb —|- sina sind cosC.

Acéstd formuld, ficutd calculabild prin logaritmi * 62,
ess. 1, devine:
__cosb cos (a—g)
- €08

cose ,
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in care
tgp =1tgb cosC.
Unghiulii B inc# se péte calcula directli cu ajutoruli

unghiului ausiliarii ¢ ; in adevéril, a patra din relatiunile (3)
*162:

cotd sina = cosa cosC - sinC cotB,
ds

8inC cotB = cotd sina — cosa cosC= cotd (sina _ L@ sy cosC )

cotd
== cotb (sina — cosa }gb cosC),

gi punéndii érigl: tgep="1gb cosC,

sina cosyp — cosa Sing
cosgp

8inC cotB = cotd (sina — cosa tgyp) = cotd
_ coth sin (@ — o)
cosgp
Ins# din:
tgp =tgb cosC,
avemii:

cosC
coth = @,

gi acéstds valére, pus#t in equatia din urmi, di:

cosC sin (a— ) cosC sin (a — ¢)

sinC cotB = .
cosgp tgy sing

k]

sait in fine

__cotCsin(a —g)
o sing.

Totii dsemenea, prima din formulele (3) *162: devine:

cotB
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coth — Sot0sin(0—)
siny
punéndd :
tgy =tga cosC.

209. Intrebuinfarea unghiurilorii ausiliare ¢ §i y face
totii-una ca gi cind am descompune tri-

(Fig. 66) . . . .
¢ unghiulti datdi in déud triunghiuri drept-
” unghie. In adevérii, ducéndii AD perpen-
¢ D dicularii pe CB, triunghiulli dreptunghiii
ACD di *165, (7) (fig. 66):
B tgCD = tgb cosC =tgg,
A c

sali
CD=¢.
Avemii dari din acelagili triunghii:

__ cosb __ Sing
cosAD = —@, tgAD—— otC”

Triunghiuli ADB, in care DB=a—CD=a—¢, dd:

cosb cos (@ — @)
osQ

cosc=0c0sAD cosDB =

__sinDB_ ‘cotCsin (a0 — ¢)

tB = =
« tgAD sing

cari sunt tocmai formulele giisite mai susii. Tofli asemenea
vom gisi §i formula care di pe A, lisinddi un arcii perpendi-
culari din B pe AC.

210. Casul IV. Ddndu-se dou¢ unghiuri A gi B
st laturea coprinsd ¢, sd se resolve triunghiulii.
Problema are tot-d’a-una o solutiune unicd. La-
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turile @ gi b se caleculédd prin cele déug din urmi
din analogiele lui Napier *181:

cos-A—_—B sinA_B
b 2 c a—b 2 c
tg a0 tgl, tgd "= tg 2.
2 008 A—lg—B 2 2 sin A;}-B 2

Unghiuli C se va calenla in urmé prin ver-una
din cele-alte déu& analogil:

- o-+b . a+b
€08 ———— .. sin——
cot S — 2 tgA+B cotS— 2 tgA_B
2  a—b’ 2’72 . a—b 2 °
€08 gin ~——
2 2

211, Pentru a obfine directli unghiulii C, intrebuin{imi
pe a treia din formulele (4)* 162:

¢0SC == — cosA cosB —}- sinA sinB cose
== ¢05B (— cosA -}~ sinA tgB cosc)
gi punéndii
cotep =1tgB cosc
acéstd equafiune devine :

__cosBsin(A —g)

cosC :
sing

?
Laturile o §i b potii asemenea se se obfin# in parte
prin urmitérele din formulele (3)*161:

cota sin¢ = cosc cosB - sinB cotA |

cotd sinc = cosc cosA |- sinA cotB J
24,431 19

()
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Pe a déua o transformimi in moduld urmitort :

L cosccosA | . )
cotd sinc=cotB (W }-sinA

= cotB (cosA cosc tgB --sinA)
§i punéndi érigy :
cotp =tgBcose, )
avemii:

A—
cotb sinc == cotB (cotgp cosA - sind) = cotB%q)—q)),

gi fiind-c8, dupd (),

0S¢ sin
cotB =——==cos¢ 9’,
cotep cosy

__coscsing cos (A — ) cotccos(A — ¢)

cobd —
- sincsingcosgp €03

k]

Prima din formulele (@) se transform# in acelagli modii
punéndi
cotyp = tgA cose,
gi devine ¢
__cotccos(B — )
T €08y '

212, Acéstd a déua metodd de resolufiune se péte in-
terpreta éragi prin descompunerea triunghiului datii in déud
triunghiuri dreptunghie; in adevdr, ducéndit arculit AD perpen-
dicularti pe BC, triuoghiulii dreptunghii BAD d& *166(8):

cot BAD =cosc tgB =cotg,

cota

sau

, BAD=g¢.
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Apoi, din acelagii triunghili, avemii:

cosB cosB . cosBAD oS

c0sAD = TBAD sy’ 00T Tooie  wote”
Triunghiulii DAC, in care CAD=A — ¢, dii:

050 = cosAD sin CAD — B8 (A — @)

sing
__ ¢0s CAD _ cote cos (A — )
coth = tg AD cosp

Am puté asemenea ohfine pe o ducénd din B un arcii
perpendicularii pe AC.

213. Casulu V. Ddndu-se dou¢ laturi, a gi b,
st unghiulié A opusi la a, sese resolve triunghiunli.

Vom caleula mai 4ntditd uoghiniti B prin formula

. sinbsinA
gnB=—7—"",
sina
care d4% unghiull B prin sinusulil séii; aga dard vom
avé pentru B ddéu& valori, suplemeuntare una alteia.
Cele-alte déus necunoscute, C gi ¢, se vor cal-

cula apoi prin analogiile lui Napier* 18] :

oa—b A+B _ a—Db A—B
¢ g cot ) sIn— cot 3
8= a-+b - . a+b ’
€08~ sin—5
A4+B a-+0d . A4+B a-—b
C=cos 3 tg 2 sin —5 tg 9
3 A-B = A—B
€08 —5 sin—5
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Fiind-c& am gisit pentrn B déus valori, aceste
c .
formule ne vor da érigi pentru ggigcate déug va-

lori. Insi, fiind-cd nu admitemit de c4t valorile lui
C .c
5 i 5 coprinse intre 00 gi 90#* 156, vom introduce

in formulele de susii numai acele valori ale lui B

C
cari vor face pe tg§ gi tg% positive. Pentru acésta

trebue ca diferintele a—>b si A-—B se fie de acelagi
semnit; vom lua dari numai acele valori ale lui B
cari vor face diferentele a—b gi A—DB de acelagii
semuii.
214. Blementele ¢ i C se potil calecula gi de dreptulii

prin formulele ¢

c0sa = cosb cosc - sind sinc cosA,

«cota sinb = cosb cosC - sinC cotA,

Prima din aceste formule devine :
cosa=cosb (cosc—-tgb sine cotd),

§i punéndii
tgp="1gb cosA,
_ . _ cos (¢ —9)
cosa = cosb (cosc-}-sine tgep) = cosb sy
de unde
g\ S0sa C0sg
s (e~ g)= cosb

Din a déua formuld scétemii:
cota sinb = cotA cosC (cosd tgA - tgC),
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§i punéndii
cotyy == cosh tgA,

de unde
coth = 20
coty
avemi :
.. cosbeosCcos(C—p)  cos (C—p)cosd
cotarsinb = coty siny cosC cosy
de unde
¢0s (C— ) =cota cosy tgb. (b)

In formulele (@) $i (b) unghiurile ¢ i v fiind mai mici
de 909, cosp si cosy suntii positive; prin urmare cos(c—g)
va fi positiv daci cosa g§i cosb vor fi de acelagli semnii, gi
negativil dach cosa gi cosb vor fi de semne contrarie. Aseme-
nea, cos(C—p) va fi positivit daci cote gi tgd vor fi de a-
celagli semnil, $1 negativii in casulii contrarili. Din acestea re-
sulti ¢ c_>¢ §iC>y daci o §i b sunt de o datd mai
mari sau mai mici de 90%; si c<T g §i C<Cvy, dack a §i
b sunt unulii mai mare §i altuli mai micii de 90°.

215. Discufiune. Formulele ce am datii pentru
resolutiunea casului V ne potd arsta imediati, chiar
prin date, daci problema are o solufiune, déus sau
nici una, §i ne dau gi valorile acestori solufiuni. Cu
téte acestea este ufile a studia mai de a aprépe di-
foritele circumstante ale problemei.

Formulele intrebuintate sunt:

. sinbsinA
sinB="+""1", (a)
sina
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A+B a—bd A—B . a—b

tgc_cot——g——cosT——cot 5 sm_2— o
2 cos“_+b sina+b

2

tga+bcosA+B tga_bsinA_I-—B
glo_ 2 2 "2 2
2 A—B . A—B
€08 —— sin
2 2

Daci a=10, formula (a) ne arati ci gi A =B;
atunci primele din formulele (b) si (¢) ne dau:

cotg = tgA cosa, tg -;1 =tgacosA.

Pentru ca si avem pentru —ggi —g—valori intre 0°

si 90°% trebue ca tgA g§i cosa, tga si cosA se fie de
acelagili semntl, gi pentru acésta trebue ca o gi A
se fie améndoi de odaty inferiori sau superiori lui 90°.
Daci acéstd conditie e implinitd, problema are o so-
lutiure unich.
Se trecemii la casulil generali. Pentru ca se
sinbsinA
sing
se fie coprinsit intre O si-} 1; atunei vom avé pen-
tru B d6us valori, M si M, suplimentare una alteia
(M--M'=180° gi dacd M<90° M<M'). Ins§ am
védutii * 213 ¢4 pentrn ea aceste valori se fie solu-
tiuni reale ale problemei, trebue ca se fie ast-fel

avemii o solufiune a problemei, trebue ca
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incat se faci diferintele A—B gi a—b de acelagil
semnd. Va trebui dari s% avemii A—M de acelagiil
semnit cu a@—b, i A—M de acelagill semnil cu a—d.

10, Fie A<90° si b< 90°

Daci a<bd, %> 1, gi formula (a) ne arati
ci sinB>>sinA, adect B>A; si prin urmare pundndit
in locii de B solutiunile sale, M>A gi M'>A;
avem dard déus solufiuni, cici atat diferintele A—M
si A—M, cat gi diferinfa a—b, sunt negative.

Daci a<b si a4-b<180°% avem: 5<180°—a
gi sinb<sina; formula (a) ne arati atunci c3
sinB<<sinA; prin urmare M<<A. Ins§ M  fiind mai
mare de 90° si A<90° avemii M >A. Diferinta
A—M este dard positivi, ca gi a—b, pe cdnd A—M
este negativi; agadari n’avemii de cat o singurd so-
lutiune, care este M.

Dacs a>b si a+-b=180°% avem: b=180"—aq,
sinb=sina; formula (a) arati atunci ci sinB==sinA,
sau B=A; deci M=A, éri M'>A, cici am presu-
pusi e M'>M. Aga-dard diferinta A—M se reduce
la zero gi A—M este negativd, pe cind a—b este
positivi; deci solufiunea M nu convine. Solutiunea
M=A, pusid in prima equatie (b) si in prima equa-
tie (c¢), ne d& C=180° ¢==180"; prin urmare, nici
ea nu convine.

Dact a>b st a-+0>180° 5>180"—aqa si
sinb>sina; atunci, dups (a), sinB>sinA; ar trebui
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—

dard si avem: M>A ¢i M'>A; insé, daci ar fi
ast-fel, diferintele A—M si A—M ar fi negative,
pe cind a—b este positivd; aga dard ambele aceste
solutiuni trebue lisate 1a o parte.

2°, Fie A<<90° gi b=90"

In acestii casi formula (a) devine: sinB=§sli%:*;
daci a<b, sina<l, gi prin urmare 8inB>sinA,
M>A, si a forgiori M'>A. Aga-dari diferintele
a—b gi A—M, precum $i a—b cu A—M, sunt
impreund negative; problema are dari déus solufiuni.

Daci a>b, diferinta a—b este positivi, pe
cdind A—M gi A—M sunt negative, gi nu avemi
nici o solutiune.

Dacs a="0, diferintele a—b gi A —M se reduci
la zero, érdi A —M este negativi; deci érdgi nu a-
vem nici o solufiune.

3% Fie A<<90° gi 5> 90"

Daci a<b si a+b<180° 5<<180°—a si
sinb>>sina (cici in al doilea cadranii sinusurile sunt
cu atdt mai mici cu cit sunt arcele mai mari). For-
mula (a) ne aratiy atunci ¢i sinB>>sinA, M>A, si
a forgiori M>A. Diferintele A—M si A—M sunt
dard negative, ca gi a—b: avem déus solutiuni.

Daci a<<bsi a+b=180°, avem: b=180°—a,
sinb=sina; atunci M=A gi M">A; numai a dova
solufiune convine problemei, cdci diferingele A—M
si a—>b sunt améndéus negative, pe cAnd A—M=0.
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Deca a<b gi a+b>180° b>1800—aq, si
sinb<sina; atunci sinB <sinA gi M<A; insg M>A,
cici A<90° érd M'>90°% A déua valére convine pro-
blemei, éri cea d’antaill trebue lisata la o parte.

Dacd a>b, sing <sinb, cici @ gi b sunt in ca-
dranuli al doilea. Formula (a) ne di atunci : sinB>sinA,
M>A gi M'>A. Diferinfele A—M i A—M' fiind
negative, pe ¢ind a—b este positivi, nu avem nici
o solutiune.

Daci a=b, avem inci: sinB=sinA, M=A sgi
M'>A. Diferintele A —M gi a—b se reducii la zero, pe
caind A—M este negativi: nu estenici o solutiune.

Discutiunea hipoteselortt A=90° gi A>90° se
face cu totulit in acelagiii modl, gi de aceea nu vom
insista asupra ei; ne mul{imimli numai a insera re-
gultatele in urmétorulii tabell :
ab., . ....... 2 solutiuni;

a=b. ... ..... 1 solutiune;
a>b, a+b<180°. . 1 solutiune;
a<b, a+b=sen>180°. 0 solutiuni;

b<90°

A <90°] ’a<b ......... 2 solutiuni;

a=seu>b, .. ... 0 solutiuni;

’

‘a{b, a+b<180°. . 2 solufiuni;
b> 90" {a <b, a-+b=s6u>180° 1 solutiune;

a=s8u>db., . .... 0 solutiuni;
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a=seu<<b...... 0 solutiuni;
6<90{a>6, a+6<180°. . 1 solutiune;
a> b, a+b=seu>180°. 0 solutiuni;
a=46. . . o infinitate de solufiuni;
A=90°( 6=90° o
a<sou>db...... 0 solutiuni;
a <6, a+b=seu<180°. 0 solutinni;
6>90%a<é, a+6>180°. . 1 solutiune;
la=seu>6b. ... .. 0 solutiuni;
a=seu<<é...... 0 solutiuni;
6<90° a> b6, a+b=seu<180°. 1 solutiune;
?a> b, a+ 6>180°. . 2 solutiuni;
a=seu<b. .. ... 0 solutiuni;
6=190°
A>90"| a>6. ... .. ... 2 solutiuni;
a< b, a+b=seu<180°. 0 solutiuni;
a<b, a+6>180°. . 1 solutiune;
6>90° .
a=6é. ... .. .. .1 solutiune;
a>6. . ... .. 2 solutiuni;

216.

Casulu VI. Ddndu-se doué unghiurt A

st B gt laturea a opusd la A, sd se resolve tri-

unghouli.
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——t.
>

Vom calcula pe & prin formula

sinasinB

§ind = ’ (a)

sinA

si apoi caleuldmil pe C §i ¢ prin analogiile lui Napier :

a—6 A+B . a—6 A-B
€08 cot gin cot

fos o 2 2 2
g2 - a+0 - . a+b
€0s 5 . sin 5

(D)

sA+Bt a+o . A+Bt a—0b

t—C—_ co 3 g 3 —sm 5 g 5
%2 A-B TAB

08 8in

217. Formula (a) determinandit pe & prin sinu-
suli s¥u,-di déus valori pentrn &: m gi m', ast-fel
ci m-+m=180° Insi fiind-c4 noi ciutimi numai
valorile elementelor coprinse intre 0° gi 180° trebue

¢
ca espresiunea lui th si tg—;—, daty de formulele (4),

g4 fie positivd, gi pentru acésta, trebue ca diferintele
a—6 51 A—DB se fie de acelagii semnil. Prin ur-
mare din cele déus valori gisite pentru &, nu vom
admite de cat pe acelea cari vor implini acésti con-
ditiune, Cu modulii acesta vom cunésce numéruli so-
lutiunilortd reale ale problemei.

Discutiunea completd a formulelord (a) si (b)
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b

o face intocmai ca gi pentru casulii precedinte *215;
aceea nu vom mai reveni asupra ei.

218. Elementele C g§i c¢ se potii determina gi directi
prin formulele

¢0sA = — cosBeosC -~ sinBsin{cosa,

cotasine = cosccosB |- sinBcotA,
Punéndii in prima din aceste formule

coty = cosatgB

st in a déua

ele devinii, dupd nisce transformiri analége cu cele de la ca-
sulit precedinte -

cosAsiny

sin(C —y) = w08

)

sin(c — ¢) = sin g cotAtgB.

In aceste formule, fiind-cd siny si sing sunt positivey
sin(C — ) va fi positivii, adick C >y, dach cosA gi cosB
sunt de acelagii semnii; §i sin(C —+y) va fi negativii, adeci
C<Zy, dach cosA §i cosB sunt de semne contrarie. Asemenea’
sin(c — ¢) este positivii, gi prin urmare ¢> ¢, dach cotA i
tgB sunt de acelagili semnii, 3i sin(c— ¢) este negativii, a-
decth e<Z¢, in casulii contrarii, .

Din acestea resultd ci diferenfele ¢ — ¢ si C — v sunt
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tot d’a-una de acelagili semni : positivii daci A gi B sunt tot
de o dath superiére sau inferiére lui 90o, negativii daci unulii
e mai mare §i altuli mai mici de 90o.

ESEMPLE

Casuli I,

Date Formule.

o= 84019'34",2;t A_\/sin(p—b)sin(p—c)
b— 68297°6. °2 V  sinpsm(p—a)
=108°34,17",0.
tgE=\/sin(;p—a)sin(p—c)
2 sinp sin (p—b)

’

)

. c \/sin(p—a)sin(p—b)
go=\/—o— :
2 sinpsin(p—c)

& p, p—a, p—b p—c
tgz=\/tg~2—tg 5 tg 5 tg 5

Necunoscute

A= 75°%0'40",58;
B= 65°1'42",32;
0=112°31',52",92:
s= 73°24'15",72.
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Calcululii lui 4.

logsin (p—b)=1,9467618
log sin (p—¢)=1,5758220
—logsinp=0,1201984
—logsin (p—a)=0,1404087

A

210gtg§=i7831909

logtg%=i8915955

A="75°5040",58.
Calcnlulil luy A,

log sin (p—a)=1,8595913
log sin (p—c)=1,5758220
—logsinp=0,1201984
—log sin(p—0)=0,0532382

2logtgg=T,6088499

log tg§=T,8044250

B==65°1'42",32,
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Calcululii lui €.
log sin (p—a)=1,8595913
log sin (p—b)=1,9467618
—log sinp=0,1201984
—logsin(p—¢)=0,4241780

9log tgg=0,3507295

log tg C—0,1753648

C=112"31'52",92.
.Calcululii lui &

log tg%’: 0,3382048
log tgp_'g‘_“:T,6316897
logtng_Zza-TJSOMlO

logtg%ai2910763

2logtg£§10415118

logtgi==f,5207559

+=73°24'15", 72,
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VERIFICARE
A+B4-C—180°=+s=738°24'15",82 (dif. total10",1).

Casulii I1.

Date
A=98°32'28%,6;
B=83°25'10",4;
C=113°3951",6.

Formule .
. & R &
tgﬁ—-\/ 81n231n(A—2) .
2 \ AN 3 ’
8in (B—g) sin (O— 2)
B \/ sin%sin (B—g)
2 , EAWE e
8in (A—z)sm((} 2)
. & . &
f smgsm((}——z)
g 3 — _ o . 0 .
sm( —2)sm( —2)
Necunoscute

3=102°20"39",48;
 b=78°54'384,54 ;
¢=115°12:26+,66.
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Calcululii Iui @

log sin==1,9275295

£
2

log sin (A ) 1,8145659

I.\')[fh

—logsin (B— ) 0,3643198

Lv]m

—logsin (0— ) 0,0821859

mlm

210gtg§=0,188601 1

1ogtgg=o,0943005
2=102°20'39",48.

Calcululii lui 2.

;_1 9275295

g) =1

log sin

]

logsin( 1,6356802

ll

[m I.o(

—logsin (A —)=0,1854341

I

0,0821859

DO s o

—log sin (O —

)

2log tg g 1,8308297

logtgg=T,9154149

b="78°54'38",54.
24,431 20
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Calcululii lui e

log sin _;_ = 1,9275295

log sin (0—%) —1,9178141

—logsin (A—%) —0,1854341

—logsin (B—%) —0,3643198

2logtg%=0,3950975

-

logtg%=0,1975488

=~

c=115°12'26",66.

Casulu 111,
Date
a=>53°1528",4;
b— 44%43'52"0 ;

C=73'20'48"6.
Formule Necunoscute
005 22 A=71°26'0",80;
tg A+B_ 2 O
2 (#10):] aﬂ 2

2
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. a—b B=756"2141",66;
sin —— .
e 2 ol ¢ =54%"1",70.
sin aﬁ 2
D)
sinA+B
i ¢ 2 " a—0
€= A_B & 3
Sin )

Calcululii lui 4+ 5.

log cos ‘%_6=T,9987966
C
log cot 5= 0,1280446

—log cos ‘_1_-2|:_5= 0,1830091

log tg é';—B-: 0,3098503

A4-B=127°47:42" 46.
Calcululit lui 4 — B,

1ogsin“_‘2‘6=§,8712315

log cot % = 0,1280446

" logsin “_2f= 0,1222563
logtgA—z_——B=T,1215324

A—B=15%'19"14.
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Calcululii lui 4 si B.
A+4-B=127%4742",46
A —-B=15%41914

A=171°26'0".80
B=56°21'41",66.

Calcululii lui .

A-+B

log sin —1,9532807

a—b

logtg —— = 2,8724349

—logsin =0,8822351

logtg%:i7079507
¢= 54%'1",70.

CALCULULU DIRECTU AL LUI c.
Formule
tg ¢ = tgb cosC;
__cosb cos(a— @)
T cosy

c0sc

Calcululdi lui .
log tgb = 1,9959236
log cosC —1,4572421

logtge = 1,4531657
9= 15°50'57",81.
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Calcululii lui ¢,
logcosé=1,8515136
log cos(z—¢) = 1,8999971
—log cosy = 0,0168323
ldgcoso = 1,7683430
¢ =541, 79(diff. 0”,02).

Casuly IV.

Date
A=128°23'5",8;
B—74°0'0",0
c—38048'22" 9.
Formule. Necunoscute.
A—B 0 =75°25'9+ 28;
a+b_ T2 o p_p5eo48'16,42,

2 cos A_2I_B 2 0=38°43'2",24.

tg

A-B
a—>b 2 c

By = arB®y
Sin 9

sin

. a+b
¢ 07 o A—B
cot2——.a_bg 9 -
sin —
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Calcululii lui z-4.

A—B _
logcos 5 = 1,9650081

logtg = T,5468092

A+B
—log cos _2'— = (,8733622

b
log tg f’——;—= 0,3851795

a+b=135°13'25",70,

Calcululii iui z—4.

log sin — =1,5863451

logtg 5= 1,5468092

A+B
—log sin _2+- = 0,0039260

a —

logtg —5—= 1,1370803

a—b=15°3652", 86.
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Calculult lui ¢ si 4.
a-+b=135°13'25",70
t—b=15°36'52", 86

a=T75°25 94,28
b=59°48'16", 42.

Calcululit lui C.

b _

logsina-;— —1,9659657
A—B _

logtg ~5— = 1,6213370

a
—log sin o = (,8669642

C
log cot 5= 0,4542669

0=38°43'2 24.

CALCULULU DIRECTU AL LUI C.
Formule.
coty =1gB cosc ;

cosB sin (A —¢)

cosC= : ,
Slne
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Calcululii lui @ Calcululii lui C.
log tgB=0,5719475 logcosB=1,4129962
logcosc=1,8916883 | logsin(A —¢)—1,99138315
‘ —logsiny =0,4879013

logcoty=10,4636358
p=1858'31",22. log cosC=1,8922290
C =38°43,2“,33(dif. 0, 09).

Casulsi V.
Date.
a=105°31'42+,3;
b=83°43'18",5;
A=113°3815", 4.

Formule,

) sind sinA
sinB=——>——
ging

.a—b
Sin

A—B
2 ’

C
g —= cot
2 singb:i_—é
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Necunoscute

1s solutie 2a solu*ie
B =70°55'86",16; B"=109°4'28" 84:
C'=51°46'54,16; C*=156°16'58"52;
¢ =554316“,98. ¢ =154°58°20" 68.

Calcululii lui B.

log sinb=1.9973864.
log sinA=1,9619427

-—log sing=10,0161493
logsinB=1,9754784

1a golutie 28 golutie

B'=70°55'36“,16. B"=109°4'23",84 ;
Calcululii lui C.

1ogsin“'2“b=i,2768385

’

log cot =0,4078244

— logsin “‘2*‘1):0,0014161

]0gtg%= 1,6860790

C'=51°46'54",16.
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Calcululii lui C*

log sin © % _7,2768385

”

—B _ 13995467

log cot A

—1ogsin“;'b=o,0014161

logtg%=0 6778018

C"=156°16'53",12,

Calcululii lui ¢

logsinA—gB —1,9996554

a—b T
. logt, =1,

log tg%=T,7221228
¢ =55°3'16",98.
Calcululii lui ¢

logsin 2 T8 _7 9691079

1ogtg_2_b=1,2847511

_ 1ogsiné;_]3_=1,3998912

logtg_ 0,6537502
c”—154°58 20",68.
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CALCULULU DIRECTU ALU LUI ¢ §1 C”
Formule
coty = cosbtgA;
cos (y -— C) =cota cos tgd.

Calcululi lui w. Calcululit lui C,
log cosh —1,0389384 log cota = 1,4488241
log tgA = 0,3588520 log cosy = 1,3846347
logeoty=1,3977904 log tgb = 0,9584480
yw=104°1'53",76. | logcos(y — C)=1,7869068.

1+ solutie
Y— (' =52°14'59" 56
' =51°46'54",20 (dif. 0+,04).
28 solutie
0" —w=52°14'69" 56
Cv = 156°16'53",32 (dif. 0“,20).

CALCULULU DIRECTU AL LUI ¢’ §I ¢

Formule
tgy =1g6b cosA;

€0S2 Cos¥

cos(c —g)= -
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Calcululii lui [ Calcululii lui ¢
log tgé=0,9584480 log cose=1,4276747
log cosA = 1,6030908 log cosp=1,4226919
logtge—=0,5615388 —1logcosé =0,9610616
9=105°20'48",78. |logeos(c—¥)=1,8114282.

1= solutie
o—c' =49°37'31",78;
¢ =55%3'17",00(diff. 0*,02).
2 solutie
e —9—=49°37:314,78;
¢ =154°68'20",56 (diff. 0,12).

Casulii VI
Date
A=65°15'32",4;
B =58%3'48",6;
a="73"42'8",2.
Formule Necunosctite.
ging sinB b=64"10"13",69;

sinb ="~
sinA 0=112°5"14",68.
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A+B e=101041"17", 44,
; e 2 a—Db
83 = A_B¥® 3
s1n 2

sin

Calcululii lui 4.

log sina =1,9821882
log sinB =1,9302856
—log sinA=0,0418143

log sinb=1,9542881
b=6491013",69.

Calcululit lui C

-b=2_,9195219

log sin —
ogsin—

2

log cot =1,2221718

b =0,0300337

—]log sin 9

C
logtg—2—== 0,1717274

C=112°5' 144,68,
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Calcululif lui ¢

A+B _—
log sin g_ =1,9452389

b
log tg—— 5 =2.9210260

A—B
—log sin —5— = 1,2229509

log tg—z——-O 0892158

c=101°41'17",44.

CALCULULU DIRECTU AL LUI C.

Formule. -

coty =cosatgB;

8in (C — ¥) =

Calcululi lui .

log cosa = 1,4481819
log tgB=0,2109270

log coty = 1,6590589.
¥=65°28'56", 38.

c0SA siny
cosB
Caleulul lui C.
log cosA = 1,6217132
log siny =1,9589618
—log cosB = 0,2806414

log sin (0 —¥) =1,8613164
0— 1y =46°36-18", 14
0=112'14", 52.

(dit. 0“, 16).
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{

CALCULULU DIRECTU AL LUI e.

Formule.
; cota
oty = —= ;
00V = osB’

8in (¢—¢) = sin ¢ cotA tgB.

Calcululii lui ¢.
log cote = 1,4659437
—log cosB =0,2806414

log cotp = 1,7465851
9= 60°50'28", 47,

Calcululii lui e

log sing=1,9411500
log cotA—=1,6635274
log tgB=0,2109270

log sin (c— 9) =1,8156044
c— 9=40°50'48",85
c=101°41'17" 32

(dif. 0", 12).
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ESPRESIUNEA IN LUNGIME A LATURILORU

219. Péni acum laturile a, b, ¢ ale unui tri-
unghiil sfericli an fost tot-d’a-una esprimate in grade,
minute gi secunde, gi rada sferei a fost tot-d’a-una
presupusd egald cu unitatea. Se péte ins calcula gi
lungimea lineard a unei laturi, daci se cunésce nu-
mérullt de grade continutli intr’énsa, gi lungimea
radei R a sferei.

Fie ! lungimea unui arci de 1” dintr’o circum-
ferintd a ciril radd este 1; fie inci a° numérulii de
secunde confinutil in unii arcli de cercii mare al unei
sfere cu radid R, si a lungimea lui linears; éri 7
lungimea unui arcii de 1” din o circomferints tot cu
rada R. Dup& geometrie avemi:

£=R_, san: I'=RI;
I 1
insé
a=a"l’;
deci
a=a’RI.

Val6rea lui sin/=sin 1" diferd aga de putini
de valérea 7 a arcului de 17, ineat primele gapte
decimale ale lui logsin/ sunt identice cu cele gapte
decimale de la ineeputulii lui logl; prin urmare in

calculele logaritmice, unde nu se intrebuin{édd de
" et logaritmil cu gapte decimale, putemli presupune ci



RESOLUTIUNEA TRIUNGHIURILORY BFERICE 391

sinl=1
gi atunei ’
a=qoRsinl,
sau
a=a%Rsinl”, 1)

care ne di lungimea laturei c4nd cunéscemii numé-
rolit de secunde continutll intr'énsa. De aci tragemii:

ad=

a
n 77 Y
Rsinl (2)

care di numérulii de secunde al unei laturi, dacs
cundscemii lungimea sa lineari.

Esemple. 1°. Date: a°=384018'52",1 ; R—=8%,352,
Necunoscuta: a=5™,002.

20 Date: a=25™722; R=18"513.
Necunoscuta: ad=79936'24",7.

SUPRAFATA UNUI TRIUNGHIU SFERICT

220. Cundscemil din géometria sfericd espresiu-
nea suprafete! S a unui triunghil sferiei:
_&
360’
in care T represintd jumétate din suprafata totald
a sferei, gi & escesallt sfericil. Insi T=27R2; deci
S=Tso"

24,431. 21

S=T
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Daci prefacemil pe ¢ gi 180° in secunde, fiind-
¢ n esprimd lungimea unei semicircomferinte cu

rada 1*4, catuli 1 g =8 481(1) 00 este lungimea ar-

cului de 17, care am vdqutli*2I9 ci este egalll cu
sin 17,

Punéndil acéstd valére in formula din wrmi,
obtinemi :

S=R2esin 1", 3)
in care trebue se nu perdemil din vedere ci s esprima
numérulii de secunde coprinsil in escesulil sfericil.

Esemplu. Date: R = 486™,5; e=84°13'28",4
=303208",4.
Necunoscuta: S=347921™7,84.,
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221. Se se resolve uni triunghith sfericié n
care se cunosc o lature a, unghiulii opusi A gi
suma sau diferinfa celor-alte doué laturt b g c.

Daci se di @, A, b-Fc, vom determina unghiu-
rile necunoseute B gi C prin a treia si a patra din
formulele lui Delambre*180:

b+c
B+C_ "o 4
008 —g—= ~—singo
GOS?
B—C S‘“b+c A
€08 D) = .a—sm—z—,
Sll]?

cari ne dau suma B--C gi diferinta B—C; prin
urmare chiar pe B gi C.
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Laturile b §i ¢ le vom caleula in urmi prin
formulele :
sinb _ sina sin¢c  sina
sinB~ sinA’ sinC  sinA
Daci se d% a, A, b—c, unghiurile B 8i C se
vor determina prin primele déu& formule ale lui De-
lambre:

c0s 2—¢
. B4C 2 A
sin 2 == a 0055’
€08 5
. 6—;0
. B—C_ "2 A
sin —5—= — 008 5
S]II?

Laturile b gi ¢ se determind apoi in acelagiil

modil ¢a gi mai susi.
Esemplu. Date: a=6428'33",4; A="76'3'51",2;
b+¢=9803413",6.
Necunoscute: B=90°32'12",72; C=32°48'40",98;
b=168°28'34",04; ¢=30°10'39",53.
~ (Fig. 67) 2992, Sd se reducd wunii un-
gl la orizonti.

Unll observatori O mésérd
unghiuli BOC alit radelorit visuale
duse la déus objecte B si C, un-
giuli BOC nefiindil in unit pland
orizontalii (fig. 67). In aplicatiuni
ins# este mal tot-d’a-una necesariil
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a se cunbsce, nu insugi unghiul BOC, ci proiectia
B'OC a acestni unghiit pe unil planl orizontalil.
Acéstd projectie se numesce wunghiulii redusi la
ortzonti.

Pentru a se reduce unghiulit BOC la orizonti,
se mésérd si unghiurile AOB,AOC ce faci radele
visuale duse la cele déus objecte considerate cu ver-
ticala AO. Imaginindu-ne apoi o sferd cu yada 1 i
cu centrulll in O, acéstd sferd va tiia fetele triedrului
OABC dupé& arcele AB,BC,AC, cari formézi uni
triunghiii sfericii, al cirui unghil A are dreptii un-
ghiil planli cu care se mé&sérd chiar pe unghiulll ciu-
tatit B'OC’. Resolvandii dari triunghiulit ABC*205,
in care se cundsce AB = AOB, AC=A0C, BC=BO0C,
téte quantititi mésurate, vom puté calcula unghiuli A.

Reducerea unghiurilorit la orizontii nu se mai
face astidi prin caleuldi, cici cu teodolitulii se pite
mésura directi unghiuld B'OC".

Esemplu. Date : BOC = 49°28'81";
BOA=78"35'8"; COA=8205149".
Necunoscuta: A=B0C =50°0'1"8,.

228. Cumoscéndit longitudinea gt lotitudinen
a dou¢ locurt de pe suprafafa pdméntului, sd se
calculede distanta intre aceste doud puncte.

Fie P ¢i P’ cei doi poli ai piméntulnl, PEP
primulil meridianii, spre esemplu celll care trece prin

9
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Paris, EE equatorulii, A gi B punctele considerate.
Se di: '
(Fig. 68). pentru A, longitudinea L = EPC,
P gi latitudinea [=AC; (fig. 68).

‘k pentru B, longitudinea 1'=EPD

B y si latitudinea I'=BD.
In triunghiuli sferici APB
“" se cundésce dari unghivli APB
P =1'—L, laturea AP=90°—1, si
BP=90°—7. Putemil dari resolva trinnghiul*207

i calecula laturea cerutd AB.

Lungimea linears a lui AB s’ar puté giisi prin
formula (1)*219; ins$ in casulli acesta putemt se

reducemil acea formuld in modulii urmitorti.
Formula

AB I

180° =
in care AB este numé&rulil de secunde continutli in
distanta de la A la B, / lungimea linears a lui
AB si n» lungimea semicircomferintei, d&:

l=Tg0>’

gi fiind-e#:
180°= 648000,
gi pentru piméntl

n=20000"",
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avemil :
20000k ] gt
=43000 AB=357

lat. 44025'39"N.
Long. 2304612 est’

! XAB.

Esemplu. Date: Bucuresci

py 1ot 48050 11N,
18 " T.ong. 0°0°0”

Necunoscuta: AB=16049'48",91=1870"¢028.

224. Ddndu-se longitudinile st latitudinile a
trei puncte, A,B,C, de pe suprafata piméntului,
se se calculede suprafata triunghiului sfericti ABC,
formatii de aceste puncte.

(Fig. 69). Vom calcula laturile AB, BC,

AQ ale triunghiului ABC dupé me-

1
N / téda datd la preblema precedinte, si

apoi escesulil sferici prin formula
(10)*183. (fig. 69). Atunci relafiu-
nea (3)*220 ne va da suprafata
P ciutatd, sciindii ci pentru pameéntii
R=6377398™.
lat. 47°10'24"N.
Long. 25°15'45 est’

Esemplu, Date: Jassy

lat. 51°30'49"N storsh lat. 59°656'30"N
’ ” ; r ? ’ ”
Long. 2°25'57 vest Long. 27°58'13"est

Londra
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Necunoscute: JL=18°26'17",48; JP=12°51'59",38;
LP=18°51'19",78;:=1°59'9",08=7149",08;
S=1409643"r,181818. .

225. Se se calculede volumulii wnwi paralepi-
pedii, cunoscéndii lungimen celord trei muchii ale
unuia din unghiurile sale solide , st unghturile ce
aceste muchii fac intre ele.

Fie 0A=e, OB=8, OC=y lungimile celorit trei

7 muchil date, cari téte
/ x concurd in punctulit O;
' BOC=a, AOC=6,A0B=c
unghiurile ce aceste mu-
N\ chil facli una cu alta.

R/ Lisandi din C perpen-
diculara CD pe fata AB,
volumuli paralepipedului este :

V= paralelogramii AB><CD. (a)

_ Insg

paralelogramii AB=2AB0= 2ﬁ:—n—c= efginc. (b)

Triunghiuld dreptunghii CDO dj .
CD=C0sinCOD=ysinCOD (c)
Ne imaginimil o sferd cu centrulit in O si cu

rada 1, care taie fetele triedrului OADC dupe arcele
A'D, D'C, A’C. Triunghiulil sfericit A'D'C’ este drept-
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unghitt in D', cici CD fiind perpendiculard pe fata
AB, si planuli CDO, care trece prin CD, va fi per-
pendicularii pe acea fata. Prin urmare, dupé proprie-
tajile triunghiurilorti sferice dreptunghie*,164(6),

$inC'D'=sinA'C’sinA’,
sall :
8inCOD = sindsinA’,

orl
A A
sinCOD = 2sinbsin ry S ?

Prelungindli arculi A'D’ pénd in B’ gi unindu

B cu C prin unii arcli deseristi din O ca centru, in
triunghiulit sferici A’'BC’ avem : BC=a, AC=D,.
A A

A'B=c; punéndi dars in loci de sin?§i de cos -
valérea lorti datd prin equatiunile (1) gi (2)*178,

sinCOD=2sinb\/ sinpsin(p —a)sin(p — b)sin(p —c)
) sin®bsin’c

_ 2\/sinpsin(p —a)sin(p—b)sin(p—c)
o sine '

Substituindii acéstd valére in (c),

_s v sinpsin(p — a)sin(p — b)sin(p—c)
=7 sinc

CD

21*
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Acéstd valére a lni CD, precum gi valorea lui
AB datd de (b), o introducemii in (a), i atunci

V = 2afy Vsinpsin(p — a)sin(p — b)sin(p— c).

Esemplu. Date: «=15™,38; f=217,13;
r=18",72;0=63°13'29" b=52°38'32"; c=79"25'15",
Necunoscuta : V=4282"°,4833,

FINE








