
АЛГЕБРАИЧЕСКШ УРАВНЕНШ, РАЗРЪШИМЫЯ 
ВЪ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКИХЪ ФУНКЦШХЪ. 

Л. к . Лахтина. 

(Читано въ зас^^дан1яхъ Математическаго Общества 15 сентября и 20 октября 
1892 года). 

В в е д е н i е. 

Ilocnli того, какъ Абель строго доказалъ невозможность 
ptnienifl въ радикалахъ алгебраическихъ уравнешй 5-ой и 
высшихъ степеней обш,аго вида, вгЬ усил1я математиковъ въ 
области высшей алгебры должны были направиться по двумъ 
путямъ: 

1) къ нахождешю по возможности в с ^ ъ видовъ алгебраи-
ческихъ уравненш, разрЬшимыхъ въ радикалахъ; 

2) къ изсд^дованш корней алгебраическаго ypaBnenifl, какъ 
функщй его коэффиц1ентовъ. 

Первое направлеше сохранило свой прежн{й характеръ—-
чисто алгебраичесшй. 

Второе направлеше, созданное трудами Пюизе и Риманна, 
получило характеръ теор1и функц1и комплекснаго перем1Ьннаго. 

Когда трудами Риманна и его учениковъ уяснились съ 
замечательною полнотою свойства алгебраическихъ функ
щй, возникъ вопросъ о болФе подробномъ изучеши отд-Ьль-
ныхъ наибодЬе простыхъ алгебраическихъ уравнешй. 

т. XYI. Вып. IY. 39 
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*) Необходимо заметить, что Ланденъ еще въ 1755 году обратилъ 
вниман1е на то дифференц1альное уравпеше, которому удовлетворяютъ 
корнп кубичяаго уравнен1я: 

д = —(х^—рх) 

II изъ него получилъ формулу Кардана, 

**) Известно, что диффереищальное уравнен1е: 

dy Mdx 

только въ томъ случа'Ь пм^етъ рахцональпый алгебраичесхаи ингегралъ 
вида: 

когда \ и Ж суть н^которыя алгебраичесЕ1я функц1и модуля h, 

Уравнен1е, связывающее мезкду собою модули X и А̂ , называется мо-
дулярнымъ, а уравнеи1е, связывающее множитель Ж съ модулемъ 
называется уравпен1емъ миожптеля. 

Понятно, что послФ изученныхъ ещ.е Гауссомъ двучленныхъ 
уравнен1й стояло на очереди изучеше уравнен1й трехчленныхъ. 
Изучен1е этихъ уравнешй, начатое англшскими математиками: 
Гарлеемъ, Кели и Булемъ, было въ сравнительно недавнее 
время внолн-Ь завершено нрофессоромъ П. А. Некрасовымъ. 

Гарлей впервые обнаружилъ то свойство корней трех-
членнаго уравнешя, что опп суть частные интегралы такъ на-
зываемыхъ двучленныхъ линейныхъ диффepeнцiaльныxъ урав
нешй *). Это обстоятельство интересно, между прочимъ, 
потому, что двучленныя линейныя дифференщальныя уравнешя 
2-го порядка—суть гипергеометричесшя. 

Рядомъ съ изучешемъ трехчленныхъ уравненш шло изуче-
nie алгебраическихъ уравненш, появляющихся въ Teopin пре-
образовашя эллиптическихъ фyнкцiй: ypaBHenitt модулярныхъ 
и ypaвпeнiй множителя *^). Эти замечательныя уравнен1я 
были найдены Якоби, въ честь котораго одинъ изъ классовъ 
относящихся сюда уравнешй получилъ пазваше класса урав-
нешй Якоби (назваше, предложенное BpiocKn). 
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Модулярныя уравнен1я были изучаемы весьма разносторонне. 
Между нрочимъ Галуа нашелъ группу этихъ уравнен1й и дока-
залъ возмолшость понизить на единицу порядокъ модулярныхъ 
уравнен1й простыхъ степеней до 11-оп включительно. 

Наиболее важный шагъ въ этой области сд'Ьлалъ Эрмитъ. 
Онъ сопоставилъ два уравнен1я 5-ой степени: уравнеше, 
получаемое понижен1емъ на единицу порядка модулярнаго 
уравнен1я 6-ой степени съ общ,имъ уравпен1емъ 5-ой сте
пени въ трехчленной форм1> Жеррарда. При этомъ Эрмитъ 
нагаелъ, что всякое уравнен1е 5-ой степени разрешимо въ 
модулярныхъ эллиптическихъ функщяхъ. 

Посл^ опубликован1я Эрмитомъ этихъ изсл^Ьдовашй въ 
1858 году, Кронекеръ прислалъ Эрмиту письмо, въ которомъ 
говоритъ, что онъ уже работалъ въ этомъ паправлеп1и и со-
общаетъ ему въ краткихъ чертахъ результаты своихъ изсл-Ь-
довашй *). Кронекеръ предложилъ р'Ьшен1е уравнеп1я 5-ой 
степени, основанное на преобразоваши его въ уравнен1е 
Якоби 6-ой степени. 

Эти труды дали толчекъ къ разработке вопроса въ томъ 
же направленш, которымъ, кром* Еронексро., занялся Бртоски 
и ц^лый рядъ самыхъ выдающихся нЬмецкихъ математиковъ. 
Германсше математики подовали, однако, къ этой области 
изсл'Ьдовашй совершенно иными соображешями. 

Необходимо зам-Ьтить, что самъ Эрмитъ, сд^лавъ такое 
важное открыт1е въ высшей алгебре, не оц'Ьнилъ его значешя. 
Онъ сравниваетъ свое р'1]шен1е уравнешя 5-ой степени съ три-
гонометрическимъ решен]'емъ кубичнаго уравнен1я и полагаетъ, 
что его р'Ъшен1е даетъ возможность только вычислять корни 
уравнен1я 5 ой степени, но не выражать ихъ, какъ многознач-
ныя функщй параметровъ ypasneHifl '^*). 

*) Письмо Кронекера приведено въ отд'Ьльной 1шт% содержащей 
работы Эрмита: Sur la theorie des equations modulaires et la resolution 
de Tequation du cinquieme degre. 1859. 

**) «Au lieu de cliercher a representor par une formule radicale h de
terminations multiples le systeme des racines si etroitement liees entre 
elles lorsqu'on les considere comme fonctions des coefficients, on pent, 
ainsi que I'exemple en a ete donne dans le troisieme degre, cliercher, en 

39^ 
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cos - [arc cos^] = V — 
2 

Ясно, что выражеЕ1е, стоящее въ лЬвой части этого равен
ства и содержащее въ себЬ дв4 трансцендентныя функщй есть 
двухзначная алгебраическая функщя вполне тождественная съ 

и выражаетъ оба корня двучленнаго уравнен1я: 

Совершенно то же можно сказать о тригонометрическомъ 
р^шешп кубичнаго уравнешя, которое Эрмитъ приводитъ въ 
вид'Ь примера: функщя 

introduisant des valeurs auxiliaires, a obtenir les racines separement ex-
primees par autant de fonctions distindes et uniformes relatives a ces nouvel-
les variables, Dans le cas, dent nous venons de parlor, ou il s'agit de 
Tequation: 

il suffit, comme on sait, de representer le coefficient a par le sinus d'un 
arc a pour que les racines se separent en ces trois fonctions bien detrr-
minees: 

^ . a ^ . «-+-2ТГ ^ . a-f-4jr 
2 .sm—, 2sm , 2sin —g—». 

Hermite. Sur la resolution de I'equation du cinquieme degre. 

Такой взглядъ Эрмита на pinienie уравнешя 5-оп степени 
едва ли можно назвать в^рнымъ. Формула Эрмита, содер
жащая въ с е б е трансцендентныя функцш, выражаетъ всЬ 
корни уравнешя 5-ой степени, какъ функцш его парамет
ровъ въ томъ же самомъ смысле, въ какомъ формула, со
держащая въ с е б е радикалы, выражаетъ многозначную алге
браическую функцш. 

Для уяснен1я обратимся къ простому прим^>ру. Известно, что 
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arc, sm a 

такъ же точно выражаетъ собою Bci три корня кубичнаго 
уравнен1я 

— Ъх - I - 2а = О, 

>сакъ и формула Кардана. 
То же самое относится и къ предложенному Эрмитомъ 

р]ш1ен1ю уравнешя 5-ой степени. Разсматривая Эрмитово p i -
uienie уравненз'я 5-ой степени и два только что приведенныхъ 
примера трансцендентпаго рЬшешя алгебраическихъ уравне-
н1й, мы вамЪчаемъ, что всЬ эти формулы им'Ьютъ одинаковый 
характеръ алгебраическая функц1я изображается въ вид4 
комбинацш двухъ трансцендентныхъ: 

При этомъ внутренняя функц1я / есть многозначная и всЬ 
значен1я ея связаны между собою линейно. Такъ, въ первомъ 
прим'Ьр'Ь значен1я ея таковы: 

arc cosz^ arc cosz 2тс, arc cos^ и - 4 u , . , . 

Внешняя функщя Ф есть однозначная функц1я. Она не м е 
няется при н^которыхъ изъ т'Ьхъ линейныхъ преобразоваши, 
которыя связываютъ между собою значеп1я функц1и f. Такъ, 
въ 1-мъ п р и м е р е им'Ьютъ м-Ьсто равенства: 

cos [arc С08^--*-4тг] = cos ~ [arc cos^], 

cos 7̂  [arc cos^~\^-Sn] — cos ~ [arc cos^-^2v:] 
u T. Д. 

*) Такой же характеръ им'Ьетъ pimeHie двучленнаго уравнеи1я 

при помощи логарпомовъ и показательныхъ фупкгий: 

i lorjz 
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со к 
разсматриваемая, какъ функц1я величины и=^\/'к^ гд-Ь к— 
модуль эллинтйчсскихъ ннтеграловъ. Величина со есть много
значная функц1я5 значен1я которой связаны между собою ли
нейно. Она представ-ияется въ видЬ отношен1я двухъ частныхъ 
пнтеграловъ того гипергеометргсческаго уравнен1я, которому 
удовлетворяютъ полные эллиптическ1е интегралы К R К'. 
Наружная функц1л Ф въ формуле Эрмита довольно сложная; 
она онред'Ьляется такъ: 

Ф{о) = 
СО СО 

( 0 + 4 . 1 6 (o-f-2.16 

+-16\ _ 
"5 / 

с о н - З Л б 

гд'Ь ср((о) выражаетъ какъ фyнкцiю со: 

и — ср(со). 

Функц1я Ф не М'Ьияется отъ цЬлаго ряда линейныхъ подста
новокъ, связываюп],11хъ между собою значешя многозначной 
функц1и со. 

Въ результате двухъ трансцендентныхъ операщй мы по-
лучаемъ пятизначную функц1ю 

Ф(со) 

величины гь. 

Функцш однозначныя, не мЬняюицяся отъ н'Ькоторыхъ линей
ныхъ подстановокъ, впос.гЬдств1и были названы Клейномъ ауто-
морфными функщями. Поэтому Эрмитово р'Ьшен1е уравнен1я 
5-ой степени можно назвать р^шешемъ въ аутоморфиыхъ и 
гипергеометрическихъ функщяхъ. 

Въ р^шенш Эрмита внутренняя функщя f есть величина 
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*) Schwarz. Ueber •^diejemgen];^Falle, in welchen die Gaussische hyper-
geometrische Reihe eine algebraisclie Function ihres vierten Elementes 
darstellt. Журпалъ Крелля^ т. 75 или: Gesammelte mathematischc 
Abhandlungen von II. A. Schwarz. Томъ II, стр. 211 . 

Интересна та особенность алгебраическихъ функц1й, что 
одна и та же функщя иногда можетъ быть выражена при 
помощи различныхъ комбинацш паръ трансцендентныхъ функ
цш, наприм'Ьръ: 

Въ такомъ случае возникаетъ вопросъ о просштйшемъ выра-
жен1и функцш. 

Значительно позднЬе работы Эрмита Клейну удалось вы
разить корни уравнен1я 5-ой степени, выбравъ пару функщй 
Ф и f такъ, что f есть функщя алгебраическая, значен1я 
которой связаны между собою линейно, и им'Ьюш.ая видъ 
отношешя двухъ гипергеометрическихъ функщй, а Ф—есть 
ращональпая алгебраическая дробь. 

Понятно, что это былъ второй наибол'Ье важный шагъ въ 
теорш уравнешй 5-ой степени. 

Шмецше математики, какъ я уномянулъ выше, подошли къ 
рассматриваемой нами задач'Ь высшей алгебры, идя совершенно 
инымъ путемъ, нежели какимъ шелъ Эрмитъ. 

Въ 1 8 7 2 году Шварцъ нанечаталъ въ журнале Крелля 
свои изсл-Ьдовашя о т-Ьхъ случаяхъ, когда гипергеометриче-
скш рядъ изображаетъ собою алгебраическую функцш 

Онъ былъ приведенъ къ этимъ работамъ своими предше-
ствуюш,ими изсл'Ьдован1ями о подобномъ отображеши; и бла
годаря этому работа его содержитъ въ себ* зам'Ьчательныя 
но простот'Ь и изящ,еству геометричесшя истолковашя осо
бенностей изучаемыхъ нмъ функщй. 

Функцш, изучаемыя Шварцемъ, суть отношен1я частныхъ 
ннтеграловъ гппергеометрическаго уравнен1я и сами удовле
творяютъ н'Ькоторому диффсренц1альному уравнен1ю 3-го по 
рядка нелинейному. 
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Введете этихъ новыхъ функщй было, несомн-Ьнно, важной 
заслугой Шварца, всл'Ьдств1е чего o n i и получили назваше 
функщй Шварца. 

Функщя Шварца есть многозначная функщя. Зиачен1я ея 
связаны между собою линейно. 

Каждое значеше функц1и Шварца отображаетъ какъ верх
нюю, такъ и нижнюю полуплоскость незавпсимаго перем-Ьннаго 
въ вид'Ь треугольника, ограниченнаго дугами круговъ. Два 
треугольника, соотв'Ьтствующ1е двумъ половннамъ плоскости, 
между собою смежны н симметричны относитсньно общей 
стороны. Вс'Ь значен1я функцш Шварца отображаютъ плос
кость независимо перем'Ьннаго въ вид'Ь сЬти такихъ тре-
угольниковъ. ОЬть эта можетъ покрывать собою или всю 
плоскость, или только часть ея. Въ посл'Ьднемъ случа'Ь с^ть 
заключена внутри круга конечныхъ разм'Ьровъ и ортогональ
наго ко вс4мъ дугамъ окружностей, служащимъ сторонами 
треугольниковъ сЬти. 

Функщй, обратныя функщямъ Шварца, принадлежатъ къ 
числу аутоморфиыхъ, т.-е. не меняются отъ некоторой группы 
линейныхъ подстановокъ. Въ случа'Ь,если с4ть функцш Шварца 
заключена внутри ортогональнаго круга, то точки этого круга 
всЬ служатъ существенно особыми точками соотв^Ьтствующей 
ей аутоморфной функцш; самый кругъ служитъ естественной 
границей функщй, за которую никакое аналитическое про-
должеше функщй невозможно. Это — фактъ, съ которымъ 
встретился еще Эрмитъ, но онъ не могъ объяснить его по
тому, что онъ не зналъ этихъ геометрическихъ истолкованш, 
найденныхъ Шварцемъ позднее работъ Эрмита. 

Шварцъ въ своей работе обнаружи.11ъ всЬ т4 случаи, 
когда его функц1я есть функщя алгебраическая, и указалъ, 
что вопросъ объ этихъ случаяхъ находится въ самой т-Ьсной 
связи съ вопросомъ о д'Ьлеши поверхности сферы на равныя 
части, а этотъ посл'Ьдшй вопросъ решается очень просто 
при посредстве многогранниковъ. Поэтому самыя уравнешя 
открытыя Шварцемъ, получили назвашя: двунирамидное, тетра-
эдрическое, октаэдрическое, икосаэдрическое. 
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*) Ueber binare Formen mit linearen Transformationen in sich selbst. 
Math. Annalen Bd. IX. 

Ueber die linearen Diiferentialgleichungen zweiter Ordnung, \Yelche 
algebraisclie Integrale besitzen, und cine neue Anwendung der Invarian-
tentheorie. Crelles Journal. Bd. 81. 

Въ 1875 году Клейнъ, не зная, какъ онъ говоритъ самъ, 
о рабогЬ Шварца, нанечаталъ статью «о бинарныхъ фор-
махъ съ линейными нреобразовашями въ себя самихъ> *). 
Въ этой работе Клейнъ нсходитъ изъ геометрическихъ пред-
ставленш. Онъ доказываетъ, что каждому повороту сферы 
Нейманна соотвЬтствуетъ линейное преобразоваше плоскости. 
Благодаря этому онъ приводитъ задачу о группахъ линейныхъ 
подстановокъ къ задачЬ о груннЪ поворотовъ сферы и, въ 
суш,иости тоже къ д^лешю сферы на равныя части при 
помощи вписанныхъ многогранниковъ. 

Изучая ковар1анты найденныхъ имъ основиыхъ формъ (Grund-
formen), Клейнъ приходитъ къ н'1]1соторымъ уравнен1ямъ 5-ой 
и 6-ой степени. Эти уравнен1я дали впосл'Ьдств1н Клейну 
возможность найти р'Ьшеше уравнен1я 5-ой степени общаго 
вида. 

Въ 1876 году Фуксъ, продолжая цЬлую серио своихъ из-
сл'Ьдованш о линейныхъ диффер(зиц1альныхъ уравнешяхъ, 
нанечаталъ въ журна.гЬ Крелля мемуаръ <о линейныхъ диффе-
ренц1альныхъ уравнеп1яхъ 2-го порядка, нмЬющихъ алгебраи-
чесше интегралы и объ одномъ новомъ приюжеши теорш пнва-
р1антовъ:> •*̂ '*). Онъ старается установить критерш для pifflenifl 
вопроса, не им'Ъетъ ли данное линейное дифферешцальное 
уравнен1е 2-го порядка алгебраическихъ ннтеграловъ. При 
этомъ Фуксъ обнаруживаетъ цЬлый р;'дъ свойствъ алгебраи
ческихъ уравненш, корни которыхъ удовлетворяютъ линейнымъ 
дифференц1альнымъ уравнен1ямъ 2-го порядка, вводитъ поня-
т1е о первичныхъ формахъ (Priniformen) и изсл^дуетъ мног1я 
зам^^чателъныя свойства этихъ формъ. Эти формы суть ничто 
иное, какъ тЬ^ которыя Каеппомъ были названы осиовиыми 
формами. 

file:///Yelche
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*) Memoire sur les equations differentielles lineaires a integrale alge-
brique. Crelles Journal. Bd. 84. 

Классифицируя уравнен1я, которыя им^ютъ корнями 
частные интегралы линейныхъ дифференц{альныхъ уравненш 
2-го порядка, Фуксъ приходитъ къ тЫъ же самымъ случаямъ, 
которые были указаны Шварцемъ. 

Впосл'Ьдств1и, когда эти изсл'Ьдован1я Фукса были попол
нены трудами Жордана, напечатавшаго въ журналЬ Крелля 
обшпрныя изсл'Ьдовашя о линейныхъ диффереищальныхъ урав-
нен1яхъ съ алгебраическимъ интеграломъ и работами Гор-
дана, о которыхъ мы скажемъ ниже, Фуксъ нанечаталъ вто
рой мемуаръ, озаглавленный такъ же, какъ и первый и по-
м'Ьп|.енный въ 85 том^ журнала Крелля. Зд'Ьсь онъ указываетъ 
между нрочимъ способъ, какъ вычислить коэффиц1енты алге
браическихъ уравненш изучаемаго имъ класса. 

После работы Клейиа, помещенной въ IX том* Матема-
тическихъ Анналъ, въ этомъ журналЬ появляется цЬлый рядъ 
изследовашй такого же характера и принадлежащихъ какъ 
самому Клейну, такъ и многочисленнымъ его ученикамъ. Эти 
работы въ нача.1гЬ носятъ па себЬ алгебраически! характеръ, 
но постепенно область этихъ работъ расширяется и такимъ 
образомъ создается обширная .штература теорш аутоморфиыхъ 
функцш, до сихъ поръ еще далеко не завершенная. Благодаря 
этой литературе мы знакомимся съ целымъ рядомъ свойствъ 
функщй новаго класса, охватывающаго собою весь классъ 
функцш двоякопер1одическихъ, какъ частный с.1учай. 

Имея въ виду задачу чисто алгебраическаго характера, я 
не останавливаюсь до.гЬе на этой весьма интересной лите
ратуре теор1и аутоморфиыхъ функщй. 

Первыя работы самого Клейна и отчасти другихъ матема
тиковъ собраны имъ въ отде.)1ьной книге, озаглавленной: 
<Vorlesuugen tiber das Ikosaeder>. Дальнецш1я его работы, 
касающ1яся модулярныхъ функц1й, обработаниыя Фрикке, из
даны въ виде весьма обширнаго сочинешя, озаглавленнаго: 
^Vorlesungen ttber die Theorie der elliptischen Modulfunctio-
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nen> . Первый томъ этого сочинешя появился въ 1890 году, 
второй томъ появился только въ самое последнее время въ 
настоящемъ 1892 году. 

Заглав1я другихъ работъ Клейна, касающихся вопроса о 
р^шеши алгебраическихъ уравнешй въ гипергеометрическихъ 
функц1яхъ и другихъ вопросовъ наиболее т^сно связанныхъ 
съ этимъ я приведу ниже. 

Изъ числа другихъ математиковъ, особенно много потру
дившихся въ разсматриваемой нами области необходимо ука
зать на Гордана и Бр1оски. 

Работы Гордана ном'Ьщены въ Математическихъ Анналахъ 
и идутъ почти параллельно работамъ Клейна. Различ1е 
этихъ работъ состоитъ въ томъ, что Клейнъ везд'Ь пользуется 
геометрическими представлен1ями, между тЬмъ какъ Горданъ 
ведетъ изсл'Ьдован1я чисто аналитически, пользуясь весьма 
искусно символическомъ методомъ Аронгольда, обычнымъ 
въ теор1и бинарныхъ алгебраическихъ формъ. Между нрочимъ 
онъ весьма остроумно находитъ характерное свойство пер
вичныхъ формъ наинисшей степени, выражаемое услов1емъ, 
чтобы ковар1антъ 

былъ тождественный нуль. 

Работы BpiocKH касаются главнымъ образомъ уравнешй 
5-ой степени и Якоб1'евыхъ уравненш 6-ой степени. Уравнешя 
эти изсл'Ьдованы имъ съ замечательною полнотою и ясностью. 
Мемуары Бр1оски помещены частью въ Anna l i di Matematica, 
частью въ Mathematischc Annalen. 

Такъ какъ теор1я алгебраическихъ уравиен1й, разр'Ьшимыхъ 
въ гипергеометрическихъ функц1яхъ находится въ гЬсной связи 
съ Teopien групнъ линейныхъ подстановокъ, то говоря о ли-
тературЬ этого вопроса, нельзя не упомянуть о работахъ 
Пуанкаре. Особенно интересенъ въ этомъ отношеши его 
мемуаръ въ 1 томЬ Acta Mathematica, озаглавленный: ^Theorie 
des groupes Fuctiennes». Хотя этотъ мемуаръ касается исклю-
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ц е л ь настоящаго моего сочинен1я-собрать, обработать и 
изложить въ возможно более систематическомъ порядке все 
то, что касается свойствъ, вида и решен1я всехъ техъ алгебраи
ческихъ уравнен1й, которыя разрешимы въ гипергеохметриче-
скихъ функцьяхъ, при чемъ радик'алы могутъ входить въ фор-
му.га. Эти решен1я суть а.1ггебраичесшя въ собственномъ 
смысле слова. 

Трансцендентное решеше уравненш въ мою работу не 
входитъ: трансцендентное решеше содержитъ въ с е б е кроме 
гипергеометрическихъ функщй еи;е новый элементъ—транс
цендентныя аутоморфныя функщй. Задача объ алгебраическихъ 
урйвнешяхъ разрешимыхъ въ гипергеометрическихъ и ауто
морфиыхъ функщяхъ далеко выходитъ за указанные выше 
пределы моего сочинешя. Она представляетъ собою весьма 

*) Клейнъ, по видимому, вцолн'Ь справедливо считаетъ это назван1е 
неправпльнымъ. 

чительно групиъ, которыя Пуанкаре называетъ Фуксовыми 
т'Ьмъ не мен'Ье мнопе результаты, даваемые Пуанкаре въ 
этомъ мемуар-Ь, легко обобщаются на случай какихъ угодно 
подстановокъ. 

Въ нашей русской литератур-Ь встречается очень мало 
сочинен1й, затрогивающихъ вопросы объ алгебраическихъ 
интегралахъ дифференц1альныхъ уравненш, о трансцендент-
номъ рЬшен1и алгебраическихъ ураБнен1й и о группахъ ли
нейныхъ подстановокъ, МнЬ удалось найти только следующ1я 
работы такого характера: 

1) Басыльевъ. О функц1яхъ рац1ональныхъ, аналогичныхъ 
съ функц1яА]:: двояконерюдическими. 

2) Савичъ. О линейныхъ обыкновенныхъ диффереищальныхъ 
уравнешяхъ. 

3) Ермтовъ, Круговое преобразован1е. 
О другихъ работахъ, касающихся гЬхъ же вопросовъ, я 

упомяну ниже при указанш литературы. 
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большой интересъ и я надеюсь посвятить ей следуюп],у10 
свою расчету, для которой настоянная служитъ лишь кякъ бы 
введешемъ. 

Укажу въ краткихъ чертахъ плапъ моей работы. 
Прежде ч^мъ приступить къ ностановк-Ь обпдей задачи объ 

алгебраическихъ уравнен1яхъ, разрешимыхъ въ гипергеометри
ческихъ функщяхъ, я останавливаюсь весьма подробно на 
изучеЕ1и свойствъ, видовъ и решенш двухъ отдельныхъ клас
совъ относяш,ихся сюда уравненш. Эти два класса суть: 

1 ) уравнешя, им4ющ1я корнями частные интегралы линей
наго дифференц1альнаго уравненз'я 2-го порядка; 

2) уравпен1я, имеюш,1я корнями отношен1я частныхъ ннте
граловъ линейнаго дифференц1альнаго уравнен1я 2-го порядка. 

Первый изъ этихъ классовъ впервые бькиъ изученъ Фук-
сомъ, а второй—Шварцемъ. 

Эти уравнешя служэтъ ядромъ всей теорш: всякое урав
пеше, разрешимое въ гипергеометрическихъ функщяхъ, мо
жетъ быть получено ращональнымъ или ирращональнымъ 
преобразовашемъ одного изъ уравнен1й указанныхъ классовъ. 

Первыя восемь главъ моей работы посвящены этимъ двумъ 
классамъ уравненш. 

Глава I содержитъ въ себе изложен1е свойствъ уравнен1й 
перваго изъ двухъ указанныхъ классовъ. Эти свойства я 
излагаю въ виде ряда теоремъ, заимствованныхъ мною глав
нымъ образомъ въ указанномъ выше мемуаре Фукса и по-
нолненныхъ теми новыми теоремами, которыя оказались не
обходимыми въ дальпейшемъ излол^еши. Разсмотревъ свойства 
первичныхъ формъ, введенныхъ Фуксомъ, я совершенно остав
ляю въ стороне его изложен1е и показываю, что найдя пер» 
вичную форму наинисшей степени и ея ковар1апты, весьма 
легко построить новое уравнеше, которому удовлетворяютъ 
отношешя корней изучаемаго уравнен1я. Это новое уравнен1с 
пмеетъ такой видъ: 

(A) 
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гд-Ь f{u) многочленъ, соотв'Ьтствующш первичной форм4 наи
нисшей степени, Е{и)—его гесс1анъ, Т{у?)—функщональный 
определитель отъ f{u) и Н{и\ функщя B{z)—некоторая ращо
нальпая функщя переменнаго ^, а показатели \^ X суть 
целыя числа, которыя равны индексамъ или половннамъ индек-
совъ первичныхъ функц1й f{u)^ Т[и). Уравнен1е (А) есть 
уравнеше втораго изъ указанныхъ выше классовъ. При моемъ 
способе изложешя видъ его съ самаго начала определенъ и 
остается найти функцш Д-г̂ ) и показатели Х^ , Аз, X , ибо функ
щя B[z) совершенно произвольна. 

Найдя уравнен1е (А), я показываю, что корни уравнешя 
перваго изъ двухъ изучаемыхъ классовъ выражаются, какъ 
явныя функцш корней уравнен1я (А). 

Этимъ самымъ теор1я уравнешй перваго изъ двухъ клас
совъ приведена къ Teopin ypaвнeнiй втораго класса и только 
внocлeдcтвiи приходится вернуться къ нимъ, чтобы найти 
внешшй видъ этихъ уравнешй. 

Въ главе II я излагаю свойства уравнешй вида (А), т.-е. 
ypaвнeнiй втораго изъ двухъ изучаемыхъ мною классовъ. 
Свойства этихъ уравнешй из-пожены въ работахъ Шварца и 
Клейна, но вследств1е особенностей моего изc.Ieдoвaнiя, мне 
удалось упростить излoжeнie этой главы. Доказавъ, следуя 
Кдейну, что всякое ypaBnenie вида (А) разрешимо въ гипер-
геометричаскихъ функщяхъ, я темъ самымъ доказываю, что 
все уравнешя перваго класса тоже разрешимы въ гипергео
метрическихъ функщяхъ. 

Такъ какъ корни ypaвнeнiя (А) могутъ быть представлены, 

въ виде функщй Шварца отъ аргумента - Д ^ ) , то необхо-
с 

димо было разсмотреть довольно нодробно свойства этихъ 
фyнкцiй. 

Глава Ш содержитъ въ себе изложеше свойствъ функщй 
Шварца: 
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*) Изъ этой книги я заимствую, между прочимъ, чертежи 11 и 1 2 . 

Источниками для этой главы послужили, кромЬ мемуаровъ 
самого Шварца, сочинен1я Клейна: Vorlesungen iiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen *) и отчасти Vorle
sungen uber das Ikosaeder. Изложеше этой главы довольно 
близко къ Клейну. 

Обнаруживъ сун],ествоваше четырехъ тиновъ конечныхъ 
групнъ линейныхъ подстановокъ и указавъ на геометричесгай 
способъ построеш'я соотв'Ьтствуюн^ихъ имъ с^тей, я присту
паю къ вьтчислен1ю подстановокъ этихъ групнъ. P imenie 
этой задачи приведено въ глав-Ь IV. 

Изложивъ вначал-Ь главы IV н^которня свойства групнъ 
линейныхъ подставовокъ по Пуанкаре, я да.и'Ье применяю эти 
свойства къ нaxoждeнiю основныхъ подстановокъ конечныхъ 
групнъ и затемъ уже нахожу всЬ подстановки группы. Черезъ 
это достигается значительное унроп],еще въ р4шеши какъ 
данной, такъ и посл'Ьдуюш.ей задачи, состоящей въ нахож-
ден1и числовыхъ коэффищентовъ уравнешя (А). При построе-
nin сЪтей, соответствующихъ конечнымъ грунпамъ, я строю 
нгьсколько норма.1Ьныхъ с-Ьтей каждаго тина д.11Я того, чтобы 
въ дальнМшемъ излoжeнiи можно было упростить вычислешя 
и довести ихъ до конца. 

Въ главе V приведено вычислен1е коэффищентовъ уравне
шй (А) различныхъ тиновъ. Эти вычиcлeнiя совершаются 
весьма просто какъ по плану, такъ п съ механической сто
роны благодаря тому, что напередъ извЬстны основныя под
становки групнъ. 

Въ главе VI изложены nnnapiaHTHbrn свойства первичныхъ 
формъ и cooтнoшeнiя между первичными формами различныхъ 
тиновъ. Это—собрате теоремъ и формулъ, необходимыхъ 
для последующихъ главъ. Содержан1е этой главы частью 
заимствовано у Гордана и Клейна, частью оригинально. 

Глава VII содержитъ решен1е уравнешй вида (А). Самое 
решеше я разделяю на следующ1я стад1и: 
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*) РисЫа, Das Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. Benkschrift 
der Kaiserlichen Akademie in Wien. 

1) Применяю критерш съ ц-блью узнать, нринадлежитъ ли 
данное намъ алгебраическое уравнеше къ числу уравненШ 
изучаемаго класса и вместе съ тЬжъ привожу къ виду (А), 
если оно оказывается принадлежащимъ къ этому классу. 
Этотъ критерш найденъ мною и основанъ на теореме Гор
дана, изложенной въ предшествующей главе. 

2) Привожу уравнеше вида (А) къ нормальному виду. На 
такое приведен1е къ нормальному виду есть указаше у Клейна. 

3) решаю уравнеше вида (А), приведенное къ нормальной 
форме. 

Корни уравнен1я (А) тиновъ: двупирамиднаго, тетраэдри-
ческаго и октаэдрическаго могутъ быть выражены въ ради
калахъ. Этотъ способъ регаешя найденъ Клейномъ; онъ осно
ванъ на техъ соотношешяхъ, которыя приведены у меня въ 
главе VL Икосаэдрическое уравнен1е оказывается не разре-
шимымъ въ радикалахъ. 

Уравнен1я всехъ тиновъ разрешимы въ гипергеометриче
скихъ функщяхъ. Эти решешя пргведены мною въ явной 
форме. Подобныя Решен1я приведены у Клейна и у Пухта *); 
но они представлены тамъ въ иной форме и основаны на 
иныхъ соображешяхъ. 

Этимъ заканчивается изучеше уравнешй вида (А). 
Въ Vni главе я возвращаюсь къ уравеен1ямъ того класса, 

которому посвящена глава I съ темъ, чтобы найти внешнш 
видъ этихъ уравнешй. Эти уравнен1я получаются изъ урав-
нен1й вида (А) некоторыми иррац1ональными преобразова-
н1ями. Степени этихъ уравнешй весьма высоки и коэффищ-
енты сложны, вследств1е чего они нредставляютъ интересъ 
гораздо меньшш, чемъ уравнешя вида (А). Способъ вычис-
лен1я коэффиц1ентовъ этихъ уравнешй указанъ во второмъ 
мемуаре Фукса. 

Окончивъ такимъ образомъ изучеше двухъ отдельпыхъ 
классовъ уравнешй, я приступаю въ главе IX къ постановке 
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и упрощешю общей задачи объ алгебраическихъ уравнешяхъ, 
разрешимыхъ въ гипергеометрическихъ функц1яхъ. Помещен
ное въ этой главе изложеше некоторыхъ свойствъ групнъ 
линейныхъ подстановокъ заимствовано мною въ мемуаре 
Пуанкаре а изложевйе некоторыхъ свойствъ аутоморфиыхъ 
функц1й заимствовано у Елейна въ Vorlesungen tiber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen. 3a исключешемъ 
этихъ двухъ подготовительныхъ параграфовъ остальное въ 
въ этой главе оригинально. Оказывается, что всякое уравне-
nie, разрешимое въ гипергеомотрическихъ функц1яхъ, можетъ 
быть получено рац1ональнымъ или иррац1ональнымъ преобра
зовашемъ уравнешя вида (А). При этомъ задача всегда мо
жетъ быть приведена къ ращональному преобразовашю урав
нешя (А). Рац1ональное преобразоваше въ свою очередь 
распадается на два: 

1) рац1ональное преобразоваше уравнешя (А), понижающее 
его степень относительно неизвестной функц1и, не изменяя 
степени его относительно независимаго переменнаго. Въ ре
зультате получается уравнен1е вида: 

F,{1): 2Г(0 : -Ш : ^ :1, (В) 

г д е ^ есть новая неизвестная функц1я, F^ , 1^2, суть ц е л ы е 
многочлены; 

2) ращональное преобразоваше уравнешя (В) , не измФ 
няющее его степень относительно неизвестной функщй и, 
вообще говоря, меняющее его степень отпосите.1гьно незави
симаго переменнаго <0. Въ результате получается окончатель
ное уравнаше: 

Т ( Г , ^ ) = 0 , (С) 

разрешимое въ гипергеометрическихъ функщяхъ. 
Наибольш1й интересъ и важность представляетъ первое изъ 

этихъ преобразоваши. Такихъ преобразован1й существуетъ 
весьма ограниченное число и каждое изъ нихъ соответствуетъ 
определенной подгрутгь группы ypaвнeнiя (А). 

т . Х П . Вып. ir. 40 
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Заглав1я сочиненш, послужпвшихъ источниками настоящей 
работы или наиболее близко касающихся темъ же вопросовъ, 
приведены мною въ конце статьи. 

Преобразован1й втораго рода существуетъ безконечное 
число и они способны только иногда упростить по виду 
уравнен1е (В). 

Въ глав'Ь X разсмотр^ны Bct подгруппы, входящ1я въ со-
ставъ конечныхъ групнъ линейныхъ подстановокъ, выделены 
те изъ нихъ, которыя для разсматриваемой теор1и им^ютъ 
интересъ и составлены соответствующ1я имъ резольвенты. 
Теоремы главы IX даютъ возможность очень легко найти 
группы Галуа для этихъ резольвентъ и указать геометриче
сшя нредставлен1я cooтвiтcтвyющiя тФмъ подгруннамъ, кото
рыя приводятъ къ этимъ резольвентамъ. Эти резольвенты 
оказываются следующ1я: 

1) уравнеше кубичное съ симметрической группой; 
2) уравнеше 4-ой степени съ знакопеременной группой; 
3) уравнеше 4-ой степени съ симметрической группой; 
4) уравнеше 5-ой степени съ знакопеременной группой; 
5) уравнеше Якоби 6-ой степени. 
Эти резольвенты найдены Клейномъ, но указанный выше 

обзоръ подгрупнъ, соответствующихъ имъ геометрическихъ 
представлекш и групнъ субституцш приводятся мною впервые. 

Глава XI содержитъ решеше уравнешй 3-ей, 4-ой и 5-ой 
стенени общаго вида и Якоб1ева уравнешя 6-ой степени об
щаго вида. Эта глава въ значительной степени заимствована 
мною у Клейна, Брюски и отчасти Эрмита. 
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Свойства алгебраическихъ уравнен1й, имЪющихъ корнями 
частные интегралы линейнаго дифференцгальнаго уравнения 

втораго порядка. 

Мы начнемъ изучен1е алгебраическихъ уравпен1й, разрЬ-
шимыхъ въ гипергеометрическихъ фупкц1яхъ5 съ разсмотр*-
шя свойствъ двухъ классовъ, относяш,ихся сюда уравнен1й. 

Это суть уравпешя, корнями которыхъ служатъ: 1 ) частные 
интегралы, 2) отношешя частныхъ ннтеграловъ линейнаго 
дифференц1альнаго уравнен1я 2-го порядка съ рац1ональными 
алгебраическими коэффиц1ентами. 

Если это дифференц!альное уравнеше есть гинергеометрпче-
ское, то ясно само собою, что то алгебраическое уравнен1е, 
которому удовлетворяютъ его интегралы или отношешя нн
теграловъ, разрешимо въ гипергеометрическихъ функц1яхъ. 
Но важно, то, что вт уравнешя сказанныхъ двухъ классовъ 
разргьшимы въ гипергеометрическихъ функщяосъ^ какъ выяснит
ся въ главгь II, 

Предметомъ настоят,ей I главы нашей работы слулштъ 
изучен1е свойствъ перваго изъ двухъ только что указанныхъ 
классовъ, 

§ 1 . Основныя свойства. 
Пусть алгебраическое уравнен1е: 

Ф ( 2 / , ^ ) = 0 ( 1 ) 

степени т имФетъ корнемъ частный интегралъ линейнаго 
дифференп;1альнаго уравнен1я 2-го поряд1:а: 

4 0 ^ 
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*) Эта теорема и ci^Ayron^ia за нею теоремы параграфа 1 и отчасти 
параграфа 2 заимствованы мною въ мемуар'Ь Фукса: Ueber die linea
ren Differentialgleihungen Zweiter Ordnung, welche algebraische Inte
grale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie. Жур-
налъ Крелля т. 81 стр. 97. 

г д е коэффиц1енты и р^ суть рац1ональныя алгебраическ1я 
функщй Z. 

Пусть уравнен1е ( 1 ) ненриводимо и, кром* того, не дву
членное, потому что двучленное уравнеше всегда способно 
удовлетворяться частными интегралами н-Ькотораго линей
наго дифференц1альнаго уравпешя 2-го порядка и им-Ьетг со
вершенно иной характеръ сравнительно съ другими уравне
ниями изучаемаго нами класса. Всл'Ьдств1е этого мы его вре
менно совершенно устраняемъ съ тЪмъ, чтобы впосл'Ьдств1и 
пополнить наше изложеше указан1емъ на его особенности. 

Обозначимъ корни уравнен1я ( 1 ) такъ: 

(^) 

Это суть некоторыя функцш Z. 
Докажемъ, что им^отъ м^сто: 

Т е о р е м а 1*). Если отношеше двуоог количествъ ряда (5) 
постоянно J то оно равно радикалу ншоторой степени изъ 1, 

Пусть: 

Ф {у, Z) = а, / ^ - 1 - а, . . . -f-a^ у^а^, ( 4 ) 

г д е 
« о , а,,., .а^ 

суть ращональныя алгебраическ1я функщй 0, и пусть 

г д е с постоянное. 
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(5) 

Такъ какъ уравнеше ( 1 ) по нашему 11редпо10жен1ю непри-
приводимо, то изъ равенствъ (5) слЬдуетъ: 

(6) 

Такъ какъ не есть О, то 

с ^ * = 1, 

что и доказываетъ справедливость теоремы: с равно ради
калу некоторой степени [л изъ 1 , при чемъ \х есть делитель 
степени ш уравпешя ( 1 ) . 

Обозначивъ корень стенени ix изъ 1 черезъ j ^ , им'Ьемъ: 

Изъ тождествъ (5) мы видимъ, что всЬ коэффиц1енты а ,̂ у 
которыхъ индексъ i не делится нац'Ьло на [х, должны рав
няться нулю—иначе равенства (б) были бы невозможны. 
Отсюда заключаемъ, что уравнеше (1) таково: 

« т - , / - Ь « « = 0 . ( 7 ) 

Т е о р е м а 2. отношешя корней (5), взятыхъ попар
но^ не могутъ быть постоянными. 

Допустимъ, что ВС* отношешя корней (3), взятыхъ по 
парно, оказались постоянными. Тогда эти корни (3) пред
ставятся въ такомъ вид'Ь: 

T O I J P М Ы им'Ьемъ два тождества: 
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Vi^ J^^ y^^"*^\L>Yn—i 

где j^^^ J j^j^^ ' • • • ? - ? V ^ „ i ^y^^ корни изъ 1 степеней соответ
ственно равныхъ: 

Все эти числа [х̂ ., какъ мы видели, должны быть делителями 
числа ш. Пусть наименьшее кратное чиселъ [л- есть р.. Число 
[X оудетъ тоже делителемъ числа ш; следовательно оно бу-
детъ или меньше ш, или равно ш. Обозначимъ первообраз
ный корень степени [J. И З Ъ 1 буквою j] тогда количества j ^ . 
выразятся, какъ стенени взятаго нервообразнаго корня j \ 

Число этихъ количествъ равно ш — 1 и все они различны 
между собою и отличны отъ 1 . Это показываетъ: 

1 ) что числа 

нредставляютъ собою рядъ натуральныхъ чиселъ: 

1 , 2, 3 , . . . . , т — 1 , 

только, быть можетъ, въ измененномъ порядке; 
2) что степень [л должна равняться т . 
Итакъ, У есть первообразный корень степени ш изъ 1 . 
Корни ( о ) при сделанномъ нредцоложен1и5 представляются 

въ такомъ виде: 

A это значитъ, что уравненхе ( 1 ) есть уравнеше двучленное: 

где есть рац1ональная функц1я ^. 
Такъ какъ взятое уравнеше ( 1 ) было не двучленное, то 

мы пришли къ противоречш. 
Теорема доказана. 
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Т е о р е м а 3, Если одинъ изъ корней уравнетя {1) удо-
влетворятъ дифференцгальпому уравненш {2)^ то ему удовле
творять есть корни уравнешя (1), 

Изъ уравнеы1я (1) мы имЪемъ: 

ду 

Если корень у^ уравнео1л (1) удовлетворяетъ уравнешю (2), 
то это значитъ, что пмеетъ м^сто тождество: 

X (2 /n^) -*- i> i '^'{yn^)-^V. ^ , = 0, (10) 

Следовательно корень у^ уравнешя (1) удовлетворяетъ также 
уравнешю 

'V{y,z)^p, 'V{y,0)^^p,y = O. (11) 

Вследств1е ненриводимоств уравнешя (1), уравнешю (11) 
должны удовлетворять и всЬ остальные корни уравнешя (1); 
а это и значитъ, что все они удовлетворяютъ дифферен-
ц1альному уравненш (2). 

Т е о р е м а 4. Если какой нибудь корень уравнетя (1) 
удовлетворяетъ уравнешю (^), то общгй интегралъ уравне
шя {2) представится въ видгь: 

гдгь с, и суть постоянныя числа а у^ и у^ суть любые 
два корня уравнешя {1\ отношеше которыхъ не есть величи
на постоянная. 

Если какой нибудь корень уравнешя (1) удовлетворяетъ 
уравнешю (2), то на основашн теоремы 3 все корни урав
нешя (1) удовлетворятъ уравнен1ю (2) и будутъ его частными 
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Определимъ теперь несколько ближе видъ функц1й и р^ 
входящ,ихъ въ дпфференц1альное уравпен1е (2). 

Прежде всего заметимъ, что если какой либо корень урав-
неш'я ( 1 ) удовлетворяетъ уравнен110 (2), то все частные ин
тегралы дифференц1альнаго уравнешя ( 2 ) суть правильные *) 
на всей Нейманновой сфере и имеютъ конечное число осо-
быхъ точекъ. Въ самомъ д е л е , мы видели, что в с е эти част
ные интегралы суть функщй алгебраичесшя; следовательно 

*) Т. е. не имеютъ существенно особыхъ точекъ. 

интегралами; слЬд. въ разсматриваемомъ случаЬ y^ и бу
дутъ частными интегралами ypaBnenia (2) и при томъ ли-

нейно-незавнсимыми, ибо но услов110 отношеше — не есть 
^ У2 

величина постоянная. 

Если такъ, то функц1я 
с,у^-^с,у, 

есть действительно o6ni,in ингегралъ уравнен1я (2). 
На ocHOBanin теоремы 2 въ числЬ корней уравнен1я ( 1 ) 

всегда найдется хотя бы одна пара корней, отношеше ко
торыхъ не есть величина постоянная. 

Т е о р е м а 5. Если одинъ изъ корней уравнешя {!) удо
влетворяетъ уравненш^ {2)^ то есть интегралы уравнетя (2) 
будутъ алгебраическге. 

На основан1и теоремы 4 въ разсматриваемомъ случае все 
интегралы уравнен1я (2) представятся \\ъ виде: 

^ 1 У1^с^ У-2 

т. е. въ виде рац1ональной функц1и двухъ корней алгебраи
ческаго уравнен1я. Известно, что такая функц1я сама есть 
корень некотораго алгебраическаго уравнешя. 
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такъ, чтобы въ преобразованномъ уравнешй точка с о 
была простою точкою. 

Пусть есть особая точка ннтеграловъ уравнен1я (2). 
Это значитъ, что p^j или р,, или о б е функц1и в м е с т е при 
0 =i=z oi- обращаются въ безконечность. 

Известно *), что линейное дифференц1альное уравнеше 
2-го порядка (2) должно иметь два линейно-независимыхъ 
частныхъ интеграла, которые въ области не существенно 
особой точки 0 = щ разлагаются въ ряды вида: 

г д е 9^ {^—^i) и 92 — ^ i ) суть функцш голоморфныя въ 
области точки и отличныя отъ нуля при ^ = а . . 

Исключеше представляетъ только тотъ случай, когда по
казатели и оказываются равными: 

*) См. Аниспмовъ. Осиован1я leopin линейныхъ Д!1фференц1а1ьныхъ 
уравнешй. Стр. 40. 

они имЬютъ лишь конечное число полюсовъ и критическихъ 
точекъ алгебраическаго характера, а существенно особыхъ 
точекъ совс'Ьмъ не имеютъ. 

Эта особенность уравнешя (2) въ значительной степени 
его определяетъ. 

Въ самомъ д ^ л е , известно, что особыми точками частныхъ 
ннтеграловъ уравнен1я (2) могутъ служить: точка z—co и 
т е точки, г д е или обращаются въ безконечность. 

Что касается до точки 0 = с о , то мы въ праве считать 
ее простою точкою, п. ч. въ противномъ случае мы могли 
бы преобразовать уравнеше (2) линейною подстановкою вида: 
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Въ этомъ случае существуетъ два линейно-независимыхъ 
частныхъ интеграла, разлагающихся въ области точки а. въ 
ряды такого вида: 

Если въ уравнен1и ( 2 ) всЬ интегралы алгебраическ1е, то этотъ 
носледнш случай встретиться не можетъ. 

Поэтому мы въ нраве утверждать, что уравнен1е ( 2 ) въ 
области особой точки а- непременно имеетъ два частныхъ 
интеграла вида ( 1 2 ) съ различными между собою показате 
лями степени г , и г^. 

Подставивъ въ уравнеше ( 2 ) выpaжeнie 

У = ( ^ — - ^ д 1̂ Д* 3 = 1 или 2 , ( 1 2 ' ) 

найдемъ: 

( 1 3 ) 

Для нахожден1я величинъ и мы отберемъ въ левой 
части тождества ( 1 3 ) коэффищентъ при наинисшей стенени 
(^—а .̂) и приравняемъ его нулю. Полученное такимъ образомъ 
уравнеше должно быть квадратнымъ относительно г^: ему 
должно удовлетворять два не равныхъ между собою корня 
г, и Следовательно наинисшая степень ^ — в ъ левой 
части тождества ( 1 3 ) есть г ^ — 2 . Коэффищенты p^ и р^, 
какъ мы знаемъ, могутъ (одинъ изъ нихъ даже долженъ) иметь 
но.11юсъ въ точке а̂ .. Изъ тождества ( 1 3 ) заключаемъ, что 
порядокъ этого полюса для фyнкцiи р^—ве выше 1 , а для 

*) См. Ачисимовъ ibidem стр. 49. 
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—I —Г- . , . —т- —г- , . • —Т-- ' , 

(17) 

*) Уравнен1е (16) а равно и видъ (14) коэффицгентовъ и мож
но получить очень нросто изъ общихъ формулъ Фукса. См. Анисимовъ 
ibidem стр. 96. ' 

фувкцш р,^—не выше 2. Поэтому кoэффндieнтыJp^ яр^ можно 
представить въ такомъ вид'Ь: 

г д е тг̂  и суть рацюнальныя алгебраичесшя функщй ^, ко
торыя при z = 0 L . имеютъ конечныя величины (одна изъ нихъ 
можетъ обраш.аться въ 0). 

Подставивъ выражешя (14) въ тождество (13), мы най-

демъ что коэффиц1ентъ при —а^) ^ въ левой части то
ждества (13) равенъ: 

[г. ( г — 1 ) -f- (тг, \ г .н- (1x2)0] (0), (15) 

гд* (^1)0 и (7:2)0 <̂ уть значен1я тг, и iz^ при ^ — ^j-

Такъ какъ сру(О) отлично отъ О, то уравнен1е, определяю
щее показатели и таково: 

г- (г ~ 1 ) - 4 - {^Х Tj^ (1X2)0= О, 

или, опуская индексъ j : 

Г ( г _ 1 ) - 4 - ( 7 Г , ) „ Г Н - К ) „ = 0 . (16) 

Это—определяющее уравнен1е Фукса*) для точки а .̂ 
Разложимъ функц1и р, и р.^ на простыя дроби. Изъ фор

мулъ (14) видно, что эти ра;5ложешя будутъ таковы: 
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2 ч 2 * . . ч 2 ^ у=е y i - ( ^ - a J ' ' . . Д ^ - ^ р ) ' 71.(19) 

Такъ какъ 

суть числа paцioнaльнaя, то множитмь: 

- ~ 1 х ^ i x - ~ i x 

есть радикалъ изъ ращональной функцш ^. 

гд* , . . . , >.р J р-1 ? • • • [̂ я J ^15 • • • суть числа конечныя, 
при чемъ нулевыя значен1я встретиться могутъ. 

Изъ выражешй (17) сл^дуетъ, что величины 

( ^ i ) d и ( T T J O , 

входящ1я въ уравнеше (16), таковы: 

Следовательно определяющее уравнен1е Фукса для точки 
принимаетъ такой видъ: 

г ( г — 1 ) - ^ Х ^ / ч - ( л . = 0. (18) 

Для того, чтобы интегралы уравнешя (2) были алгебраиче-
CKie, необходимо, чтобы корни определяющаго уравнешя (18) 
были рац1ональны. Такъ какъ сумма корней уравнешя (18) 
равна 1—Х .̂, а произведен1е ихъ равно [л̂ -, то ясно, что 

и р,^. должны быть числами рацшнальными. 

И такъ, функцш и имеютъ видъ (17), гдъ л. и [л̂ . 
суть рап;1ональныя числа. 

Найдя выражешя (17) функцш и р^, мы можемъ с д е 
лать некоторое преобразоваше какъ алгебраическаго урав-
нен1я (1), такъ и дифференщальнаго уравнен1я (2) съ це.11ью 
упростить несколько это диффереищальное уравнеше, и об
легчить дальнейш1я изследован1я. 

Положимъ: 
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г д е 

Понятно, что все сказанное объ уравнешяхъ (1) и (2) безъ-
условно применимо и къ уравнешямъ (20) и (21), но не 
обратно: уравнешямъ (20) и (21) принадлежатъ новыя свой
ства, которыя уравнешемъ (1) и (2) не принадлежали. 

Уравнеше (21) можно разсматривать, какъ простейшш 
частный случай уравнешя (2): когда коэффиц1ентъ ра 
венъ О, а коэффиц1ентъ р^ равенъ—Р. Поэтому изъ фор
мулъ (17) заключаемъ, что коэффиц1ентъ—Р разлагается на 
простыя дроби такого вида: 

(23) 

Z — Z — а р 

Определяюш,ее уравнен1в Фукса для особой точки будетъ 
таково: 

г ( г—1)^-Ж; . = 0. (24) 

Для того, чтобы дифференц1альное уравнеше (21) имело 
алгебраичесгае интегралы, необходимо, чтобы корни опреде-

Если у было функщей алгебраической, то и т] будетъ тоже 
фунЕц1ей алгебраической и обратно: 

Посл-Ь подстановки (19) алгебраическое уравнеше (1) пре
образуется въ новое алгебраическое уравнен1е некоторой 
степени п: 

Р{у,,) = 0. (20) 
Дифференц1альное же ypannenie (2) преобразуется въ болЬе 
простое уравнеше: 
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( 2 7 ) 

*) Величины а, |3, ъ ^ называются коэффицгентами обхода. 

ляющихъ уравненш вида (24) для вс4хъ особыхъ точекъ а̂ . 
были ращональны. 

Т е о р е м а 6. Опредтьлишель^ составленный изъ коэффи
щентовъ обхода около какой либо критической точки для 
двухъ частныхъ инт,еграловъ уравнетя {21)^—равенъ единицгь. 

На основашн известной теоремы Л1увилля между двумя 
частными интегралами у^ и у^ уравнешя (2) существуетъ 
такая зависимость: 

У' dz У' dz ^ ' ^^^^ 
г д е с есть некоторое постоянное число. Применяя эту тео
рему къ уравненш (21), находимъ: 

"^'dz'-'^^dT-^' ^^^^ 
Будемъ разсматривать YĴ  И yjg, какъ функц1и на плоскости 
комплекснаго переменнаго. При обходахъ около критиче
скихъ точекъ функц1и q^ и 7 ) ^ будутъ разветв.11яться и при
нимать новыя значешя. Пусть после некотораго обхода 
функцш 7 ) ^ и 7 ) 2 приняли НОВЫЯ значсшя 7 ) ^ и 7 ) 2 . Если отно-

7 ] , — _ 

гаеше — не есть постоянная величина, то 7 ) ^ и 7 ) 2 выра-

зятся, какъ линейныя функцш т) ,̂ ri^: 

при чемъ определитель а(?—j3y отличенъ отъ 0. 

Выражеше: 

dri, _^ dfl, 
^'dz ^ ^'dz ' 
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Такъ какъ величина 

не есть О, (иначе отношеше ~ было бы постоянно), то: 

а ( ^ ^ — = (30) 
Теорема доказана. 

Т е о р е м а 7. Если уравнеше (20) имгьетъ алгебраиче-
скге интегралы^ то всяте два частныхъ интеграла его взаим
но выражаются рацгонально *) % удовлетворяюгпъ алгебраи
ческимъ уравнешямъ одинаковых^ степеней, 
Изъ уравнешя (26) находимъ, что 

== С Г—2 нн Const 7)2, v ) , = — (7 - 4 - Const' V)i.(31) 

Такъ какъ л^выя части равенствъ (31) суть функц1и алге
браичесшя, то и правыя части ихъ будутъ функщями алге
браическими.^ Для определенности будемъ говорить объ одной 
изъ формулъ (31), напр. о первой. 

*) Въ коэффищенты этихъ ращональныхъ функц1й можетъ входить 
перем'Ьнное z и при томъ коэффищенты сами суть ращональныя функ
щй Z, Перем'Ьнное z разсматриваестя, какъ величина данная. 

какъ показываетъ равенство (26), постоянно при всЬхъ зна-
чешяхъ Оно сохранитъ свое значен1е и после сделаннаго 
обхода; сл^Ьд. 

Подставляя въ это равенство вырал^ешя */),, yjj изъ формулъ 
(27), находимъ: 
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щя 

С *dz Const 1.. ( З Г ) 

и такъ, мы нашли, что функщя т^^ однозначно распростра
нена на Риманновой поверхности, соответствующей функщй 
7)2. Вторая формула (31) такимъ же образомъ даетъ намъ 
возможность доказать, что функщя yjg однозначно распро
странена на Риманновой поверхности, соответствующей 

функцш rl^. 

Отсюда следуетъ: 

1) что функцш 7)^ и 7]з взаимно выражаются ращонально: 

4 ^2=^f ' 2 ( '^n (32) 

*) О системахъ сЬчен!! Риманновой поверхности см. Neumann The
orie der Abelschen lutegrale глава YII, § 13. 

Построимъ Риманнову поверхность S, соответствующую 
функцш 7^2, ностроимъ на этой Риманновой поверхности си
стему сеченш L (Querschnittsystem) *) съ т^мъ, чтобы превра
тить поверхность S въодносвязную (если порядокъ связности 
ея выше 1); назовемъ полученную односвязную поверхность 
черезъ S\ Посмотримъ, каковъ характеръ изменен1я функц1п 

J— на поверхности S. На поверхности 8' функц1я эта одно-

значна, но при переходе съ одного берега какого либо изъ с е ч е -
яш системы L на другой она будетъ пршбретать некоторое по-

Гdz 
стоянное приращенхе, называемое перюдомъ пнтеграла . 

Въ разсматриваемомъ нами случае есть функщя алгебра-

ическая, с л е д . все эти иер1оды равны 0; а если такъ, то функ-

—2 однозначна не только на поверхности S\ но и на 
всей поверхности S. То же самое, необходимо, будетъ спра
ведливо для функщй: 
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*) Подъ группою какихъ бы то ни было операщй мы подразум'Ь-
ваемъ совокупность 

'̂ О) ^11 2̂» • • • ^ n - i (^) 

операщй, обладающихъ т'Ьмъ свойствомъ, что комбинащя Si Sj всякихъ 
двухъ операц1й этой совокупности есть снова н-Ькоторал операц1я Sf^ 
принадлежащая къ той же совокупности (а). Порядкомъ группы на
зывается число различныхъ операц1й, входящихъ въ совокупность (а). 

Бинарною линейною подстановкою мы будемъ называть однородное 
линейное преобразоваше двухъ перем'Ьнныхъ сл-Ьдующаго вида: 

2̂ == 7>7l >̂?2, 

при чемъ ад"/37 носитъ назвае1е опред'Ьлителя подстановки. 
Ниже намъ часто придется ИМ-ЬТБ Д-ЬЛО съ линейнымъ неоднороднымъ 

преобразоваи1емъ одного перем'Ьннаго: 

и= 5. 

Такое преобразовап1е мы будемъ называть просто линейною подста
новкою. 

Т. ХУ1. Вып. 1Y. 4 1 

гд'Ь F̂̂  ( г2, ^) п (Oi) ^) сУ'̂ ь ращональныя функцти ихъ 
аргументовъ; 

2) что функцш 7)^ и '/12 удовлетворяютъ алгебраическимъ 
уравнен1ямъ одинаковыхъ степеней. 

Теорема доказана. 

(Случай, когда отношеше взятыхъ ннтеграловъ т)̂  и 7)2 
постоянно, не составляетъ исключешя изъ этой теоремы: 
справедливость ея въ этомъ случае очевидна). 

Т е о р е м а 8. Каждой парт линейно-независимыхъ част
ныхъ ннтеграловъ дифференщальнаго уравнетя {21) соот-
втьтствуетъ группа"^) линейныхъ бинарныхъ подстановокъ съ 
опредгьлителемъ равнымъ 1, Порядокъ этой группы равенъ 
степени уравнетя (20). 

Пусть 7), и '/)2 суть два линейно иезависимыхъ частныхъ 
интеграла уравнешя (21). Совершивъ обходъ около какой 
либо критической точки, мы увидимъ, что 7]^, 7)2 примутъ 
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(33) 

при чемъ на основаши теоремы 6: 

aS — ^y= 1. 

Принимая обычное въ теорш чиселъ обозначен1е, мы ска
жемъ, что новыя значен1я т),, •у]̂  получились изъ прежнихъ 

7] , линейнымъ преобразовашемъ: 

при чемъ 
oiS - = 1. 

Каждому обходу около критической точки будетъ соотв-Ьт-
ствовать подстановка такого же вида. Вообразимъ себ'Ь все
возможные обходы около критическихъ точекъ и имъ соот-
в'Ьтствующ1я подстановки. Число этихъ подстановокъ конечно, 
потому что функцш Y],, алгебраическ1я и им'Ьютъ конечное 
число значеш'й. Подстановки эти образуютъ группу, потому 
что каждые два обхода около критическихъ точекъ совершенные 
другъ за другомъ равносильны одному обходу, окружающему 
ВС'Ь критичесюя точки, заключенныя внутри обоихъ этихъ 
обходовъ. 

Такъ какъ на основаши теоремы 7 интегралъ есть ра-
щепальная функщя интиграла r^j то число вс4хъ паръ зна
чешй фупкщ'й 7]^, 7)2 равно числу различныхъ значешй функ-
щи 7 ) , , т. е. равно п. 

Порядокъ группы бинарныхъ подстановокъ, связывающихъ 
между собою нары значешй / ] , , yjg равенъ числу этихъ паръ 
значенШ, т. е. равенъ п. 

Теорема доказана. 

новыя значешя Y] ,̂ r̂ ,̂ связанныя съ прежними линейною за
висимостью: 
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§ 2. Нервичныя Формы. 

Возьмемъ снова алгебраическое уравнеше пой степени: 

Щ, ^) = о, ( 2 0 ) 

корни котораго суть частные интегралы уравнен1я 

Пусть 

^ 1 , ^ 2 , - - . " ( 3 4 ) 

суть корни уравненгя ( 2 0 ) . Шкоторыя изъ этихъ величинъ 
разнятся между собою лишь постояннымъ множителемъ, ко
торый въ такомъ случае есть корень некоторой степени 
изъ 1 . Отбросимъ въ ряд^Ь ( 3 4 ) вс* т-Ь величины, которыя 
разнятся отъ одной изъ остальныхъ лишь постояннымъ мно
жителемъ. Въ оставшемся ряд* корней: 

V],, 7 ) 2 , . . . Y), (35), 

не будетъ ни одной пары величинъ, отношеше которыхъ 
было бы постоянно. Систему ( 3 5 ) будемъ называть приве
денной системой корней уравнешя ( 2 0 ) . ВсЬ остальные корни 
уравнен1я ( 2 0 ) будутъ разниться отъ корней приведенной 
системы ( 3 4 ) присутств1емъ множителей вида j ^ , гд'Ь j перво
образный корень изъ 1 нЬкоторой степени (л. Это число [л 
есть д-блитель стенени уравнен1я а а нЬкоторое ц^лое число. 
На основаши вида уравнен1я ( 7 ) мы можемъ утверждать, 
что уравнен1е ( 2 0 ) будетъ такого вида: 

АХ-^А^-П^-<^^А,^гГ-'''ч-.. .-^А„_^гГ^А„:=0. ( 3 6 ) 

Мы видимъ, что если уравненш ( 3 6 ) удовлетворяетъ коли
чество 7)^, то ему, необходимо, удовлетворить и весь рядъ 
количествъ: 

/ " " Ч - ( 3 7 ) 

4 1 * 
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(38) 

Такъ какъ таблица эта исчерпываетъ всЬ корни уравнен1я 
стенени щ то между числами (л, v и /г существуетъ соотно-
raenie: 

liv=:n. (39) 

Пусть ri и 7 ) " есть какая-нибудь пара линейно иезависи
мыхъ частныхъ ннтеграловъ уравнешя (21). Въ такомъ слу
чае ВС'Ь корни системы (34) выразятся чрезъ нихъ линейно: 

гц=с.%'-^с,%'', (40) 
произведеше же величинъ: 

г^,, У) , , . . . У), (34) 

представится въ видЬ ц'Ьлой однородной формы съ перемен
ными У)', 7 ) " : 

- ^ , 7 ) , . . . г^,=Цс^^^^^^^^ 7 ) " ) * ) . (41) 

Форму П (7 ] ' , 7 ) " ) М Ы будемъ называть, сл-Ьдуя Фуксу первич
ною формою (Primform) **); v есть ея степень, а [л называется 
ея индексомъ. 

*) Если мы примемъ -п'—тц., *J"==>J8 (что мы въ iipaBii сд-Ьлать, потому 

что отношеше ~ не есть величина постоянная), то форма >зО 
''0-2 

будетъ им^ть множителемъ г)^щ, т.-е. въ форм* Q{Yз^, щ ) коэффиц1енты 
при и >3,v будутъ равны 0. Съ такими формами мы впосл^^дствш 
будемъ встр'Ьчаться. 

**) Клейнъ называетъ так1я формы основными формами (Grundformen). 

. Отсюда сгЬдуетъ, что всЬ корни уравненia (36), или, что 
то же, уравнен1я (20), могутъ быть расположены въ вид'Ь 
таблицы: 
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*) Въ этой и посл'Ьдующихъ теоремахъ мы должны помнить, что аргу
менты Yi% первичной формы суть частные интегралы уравнен1я (21). 

Равенство ( 3 9 ) показываетъ, что степень уравнен1я ( 2 0 ) 
равна стенени первичной формы, умноженной на ея индексъ. 

Т е о р е м а 9 . Существуетъ группа бинарныхъ линейныхъ 
подстановокъ съ опредгьлителемъ 1^ подъ влгянгемъ которыхъ 
первичная форма индекса [л или совсгьмъ не мгьняется, или 
пргобргьтаетъ множителемъ различныя степени корня сте
пени [1 изъ 1. 

При обходахъ на плоскости перем'Ьннаго z будутъ проис
ходить всевозможныя перестановка въ рядЬ количествъ ( 3 4 ) , 
а вм^сгЬ съ Т'Ьмъ будетъ меняться и величина первичной 
формы ( 4 1 ) . Эти перестановки въ рядЬ ( 3 4 ) могутъ быть 
двоякаго рода: 1) могутъ переместиться корни приведенной 
системы ( 3 4 ) только между собою, 2 ) корни приведенной 
системы ( 3 4 ) могутъ перемЬститься какъ между собою, такъ 
и съ корнями, не входящими въ эту систему. Въ первомъ 
случае первичная форма, какъ видно изъ равенства ( 4 1 ) , 
совсЬмъ не изменяется, а во второмъ она пршбрЬтаетъ мно
жителемъ лишь некоторую степень количества j—радикала 
степени [л изъ 1 . 

Итакъ, при всевозможныхъ обходахъ на плоскости ^ форма 
i~l{ri\ т / ' ) будетъ пршбретать лишь множителемъ стенени 
величины j . Съ другой стороны изъ теоремы 8 мы знаемъ, 
что каждому обходу на плоскости переменнаго z соответ
ствуетъ своя линейная подстановка надъ т]', съ опреде-
лителемъ, равнымъ 1, и что в с е эти подстановки образуютъ 
группу. Отсюда мы заключаемъ, что подъ вл1ян1емъ подста
новокъ этой группы форма i l ( r j ' , yf') будутъ нртобретать 
множителемъ лишь различныя стенени количества j . 

Теорема доказана. 

Т е о р е м а 1 0 . Всякая первтная форма *^ индекса и, равна 
радикалу степени [л изъ ншоторой ратопальной функцш 
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> 1 " ) = у / а д . (43) 

Теорема доказана. 

Следуетъ заметить однако, что степень радикала можетъ 
понизиться, если функц1я Il{z) имеетъ видъ: 

ад = «К^'(^), 

где ?S{{z) есть функц1я рац1ональная, а \J!—делитель р,. 
Такъ какъ все корни уравнен1я (20) расположены въ таб

лице (38), то свободный членъ уравнешя (20), независимо отъ 
знака, равенъ произведенш величинъ (38), т.-е. онъ равенъ: 

к . -nX^^'-ir;, гС). (44) 

Иными словами, функщя Ii{z)^ стоящая во второй части ра
венства (42), независимо отъ знака, равна свободному члену 
ypaвнeнiя (20). 

Т е о р е м а 1 1 . Если цгьлая однородная форт со(т/, у)"), 
имгьющая аргументами два линейно-независимыхъ частныхъ 
интеграла уравнешя (21) ^ равна радикалу изъ рацгональной 
функцш перемтьннаго z и если она имгьетъ общт линейный 
множитель c/V^^2^*^^i" первичною формою H(Y]',-/]"), т о 
она нацгьло дгьлится на эту первичную форму. 

Въ теореме 9 мы видели, что подъ вл1яшемъ всевозмож
ныхъ обходовъ на плоскости z первичная форма прюбре-
таетъ лишь множителемъ различныя стенени j — радикала 
степени [л изъ 1 . Если такъ, то форма: 

ни при какихъ обходахъ на плоскости z меняться не будетъ; 
а такъ какъ, кроме того, мы знаемъ, чсо это алгебраическая 
функц1я ^, то нриходимъ къ зaключeнiю, что она функц1я 
ращональная 

Щг(, = (42) 
Откуда: 
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Выд^лимъ въ форм^ W ( Y ] ' , Y)") линейный множитель: 

co(V, V ' )=(c / 'V- . - c /VK(>3 ' , •/)"). (45) 

Совершимъ такой обходъ на плоскости перемЬннаго z, чтобы 
частный интегралъ: 

v), = c/V-+-c.<V (46) 

нерешелъ въ частный интегралъ: 

\=c.'S-^c,%". (47) 
Такъ какъ г), и т]̂  суть корни одного и того же неприводи-
маго уравнен1я (20), то такой обходъ существуетъ. 

Пусть послФ этого обхода функщя M{if, т") перешла въ 
w(>)', -п"), а функщя 1о,(у)', У ) " ) въ соДг)', TQ"): 

4V, >]")=(с/''>г)'-ь-а/'-^/)")Ж-^;, -1"). (48) 

Такъ какъ O) (Y) ' , YJ") есть радикалъ изъ рац1ональной функц1и 
переменнаго 0у то после сделаннаго обхода она могла n p i -
обрести лишь некоторый постоянный множитель с: 

Цу)', У1")=с.со(у]', У ) " ) . (49) 

Принявъ во BHHManie формулы (49) и (45), мы можемъ пред
ставить равенство (48) въ такомъ виде: 

с. ( с / S - ^ c , < ( V , • l")=(c ,< ' 'VH-C/^") ( r f , ri"). (50) 

Равенство это должно быть тождествомъ п. ч. иначе изъ него 
г' 

можно было бы определить отношен1е 4/) и это отношен1е 
оказалось бы постояннымъ. Тождество (50) показываетъ, что 
форма соДт)', 7 ] " ) должна нацело разделиться на C / ^ V - I - C J ^ V J 

т. е. на всякШ линейный множитель формы (41), кроме 
c/*V'̂ ~^2^*V- Если такъ, то форма со(7)'т)") делится нацело 
на всяк1й линейный множитель формы i i ( 7 ) ' , Y J " ) , а следова
тельно, и на самую форму 0 ( 7 ] ' , /j"). 
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гд* 
Ч']', •'Г)=^К(г{, •n")M,{ri', гГ)... О р ( 7 ) ' , г/'), ( 54 ) 

Ц ( - 1 ' Г Л , Ц (71 ' ,7^") , - . . i ipCiSV') 

суть нервичныя формы. 
Теорема доказана. 

Т е о р е м а 12. Если форма си(7]', т]"), имгьющая аргументами 
два линейно независгшыхъ частныхъ интеграла r[yt]' уравне
тя равнй радикалу изъ рацгональной функцш то ее 
можно представить въ видт произведенгя нгьсколькихъ первич
ныхъ формъ. 

Отделимъ въ форме (')(/]', v/') линейный множитель с, с^г/', 
найдемъ то алгебраическое уравнеше, которому удовлетво
ряетъ функщя: 

(у1)=.:С//]'-ьс,г;', ( 5 1 ) 

найдемъ нриведенную систему корней этого уравнешя: 

и составимъ первичную форму: 

(^a)e^i . ) .« .COv)=^(V, Л . (52) 

соответствуюш.ую этому уравнешю. На ocHOBaiiiu теоремы 
1 1 , форма со(/]', Y)"), им'Ья съ нервичной формой О Д г/, у)") 
обш,1й множитель c^ r /n -CaV? разделится на нее нацело: 

4 ' ) ' , V ' ) = ^ ( ' i ' , 0 ^ ^ . ( l ' , V ' ) . ( 5 3 ) 

Такъ какъ со(/]', т]") и Oj^/j','^") суть радикалы изъ ращо
нальной функщ1и Z, то и соДт)', 7 ) " ) есть радикалъ изъ рацю-
нальной функцш z. 

Применяя те же разсуждешя къ форме (оДг/, У]")? найдемъ, 
что 

c ^ . ( l ' , V ' ) = ^ % ( l ' , V ' ) « . ( V r ' / " ) , 

гд-Ь Ц(>]', •/)") есть н'Ькоторая первичная форма. И т. д. 
Въ результат! мы найдемъ, что 
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Возьмемъ какой-либо ковар1антъ ея: 

(54) 

(55) 

Совершимъ обходъ около какой-нибудь критической точки на 
плоскости переменнаго з . Пусть посл^ этого обхода инте
гралы У) ' , 7 5 " перейдутъ въ г', г " , при чемъ: 

а ^ — ^ Y = l , **) (56) 

Форма 0(у)', 7j") перейдетъ въ 0(У)' , ТГ)") , Г Д Ь : 

Ц^', ^ / ' ) = \ ^ r ^ - ( v ) , a . ^ — '-^"-b(v).^,^-" 

-b(v),_.a,_.^'^"^-'H-.,^-"\ 
(57) 

такъ какъ 0(YJ', TJ") есть радикалъ изъ рац1ональной функц1и 
переменнаго z^ то: 

адгЛ=А^(^', Л , (58) 

ГД'Ь У корень степени \к изъ единицы, а/с—нЬкоторое цЬлое 
число. 

Подставивъ въ 0( / ] ' , т)") вместо vj', ихъ выражен1я (56), 
мы приведемъ эту форму ш такому виду: 

*) Величины: 
( v ) „ (v )3 . . . 

суть бипомгальиые коэффицгснты. 
**) На ocHOBaHiii теоремы 6. 

Т е о р е м а 13. Всятй коваргантъ первичной формы ра
венъ радикалу изъ рацгональной функцш перемтьннаго 

Пусть первичная форма 0 ( Y ] ' , Г / ' ) такова: 
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Подставивъ выражен1я (57) и (59) въ равенство (58), находимъ: 

(60) 

Равевство (60) есть тождество, потому что иначе отношеше 

%у было бы постоянно, интегралы ri\ а в м е с т е с ъ ними 
О 
и 7)', 7)" не были бы линейно независимы. 

Сравнивая коэффищенты въ обЬихъ частяхъ тождества (60), 
находимъ: 

а , = = : / Л о , а , = / Л , a , = i 4 , . . . (61) 

Ковар1антъ c(7j', rf') формы Q(7j', TJ") НОСЛ-Ь совершеннаго 
обхода перейдетъ въ С{У]\ Т)"). 

Составимъ ковар1антъ, подобный c{r{j TJ"), ДЛЯ формы: 

лv) '^- i-(v) . А, Г~ '^"-^ • • • -^АГ- (59') 

Обозначимъ его такъ: 

Од', ^-"), 
и пусть: 

Од', гГ)=с,ГМ'^\ с , г ^ Т-*--• --^W. (62) 

Въ силу основнаго свойства всякаго ковар1анта, им4емъ: 

ОД"',^")=(^5-|Зт)'с(^,>)"), (63) 

ГД'Ь X—некоторое ц^лое число. 

Такъ какъ: 

ТО равенство (63) принимаетъ такой видъ: 

Од", ^"') = сСо', V')- (64) 

Известно, что коэффиц1енты ковар1анта суть однородныя 
функц1н коэффиц1ентовъ данной формы и при томъ вс* оди-
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наковаго изм^ренга. Обозначимъ HSM-bpenie коэффиц1ентовъ 
ковар1анта c{ri\q^') буквою г. Принимая во внимаше фор
мулы (61), нолучимъ: 

с „ = Г С „ , с,=ГС„... (65) 

Всл'Ьдстше этого равенство (64) преобразуется такъ: 

c ( ^ ' , ^ - " ) = / * c ( V , > 3 " ) , (66) 
откуда: 

Ш=[С(Г1', тПТ, (67) 

т.-е. степень [л ковар1анта с(7]', vj") носл-Ь совершеннаго 
обхода не изменила своей величины. То же самое, понятно, 
справедливо и для остальныхъ обходовъ. Следовательно сте
пень (Л ковар1анта с(>)', г{') есть ращональная функц1я z^ а 
самъ ковар1антъ есть радикалъ изъ ращональной функц1и 0. 

Изъ теоремъ 12 и 13 следуетъ, что всякш ковар1антъ 
первичной формы можно представить въ вид'Ь произведешя 
н4сколькихъ первичныхъ формъ. 

Каждому частному интегралу дифференц1альнаго уравнешя 
(21) соответствуетъ свое алгебраическое уравнен1е, которому 
онъ удовлетворяетъ; найдя приведенную систему корней этого 
уравнен1я, мы будемъ въ состоянш найти и соотв'Ьтствующую 
ему первичную форму. Стенени алгебраическихъ уравнеи1й 
на основаши теоремы 7 одинаковы и равны степени же 
первичныхъ формъ могутъ быть различны. Изъ всЬхъ пер
вичныхъ формъ даннаго дифференц1альнаго уравнешя (21) 
особую важность им'Ъетъ та, степень которой наименьшая. 

Условимся во всемъ дальн'Ьйшемъ обозначать эту первич
ную форму черезъ f{r', vj"), степень ея буквою v, а индексъ 
буквою [Л. Между числами [л, v существуетъ зависимость: 

[JLV = п. (39) 

Т е о р е м а 14. Ипдексъ [л первичной формы наинисшей 
степени f{rl, у / ' ) не можетъ равняться 1. 

Если индексъ первичной формы равенъ 1, то въ числе 
корней алгебраическаго уравнев1я, соотв'Ьтствующ,аго этой 
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*) Въ § 1 это было доказано для уравнен1я (2). Уравнен1е (21) 
есть npocTijamiu частный случай уравнен1я (2). 

форм-Ь, н^тъ ни одной нары корней, отношеше которыхъ 
было бы постоянно. Степень такой формы равна п. 

Докажемъ, что для дифференщальнаго уравнен1я ( 2 1 ) можно 
составить первичную форму степени ниже п. 

Пусть 

суть особыя точки ннтеграловъ уравнен1я ( 2 1 ) . 
Непременно н^которыя изъ этихъ точекъ будутъ точками 

критическими, потому что интегралы уравнен1я ( 2 1 ) суть 
функцш многозначный. 

Пусть а̂ . есть критическая точка. 
Мы знаемъ, что сун],ествуютъ два интеграла уравнен1я ( 2 1 ) , 

которые въ области точки а • разлагаются въ ряды такого вида: 

Y i 2 = ( ^ — а . ) ^ срз(^—а.), ) 

г д е r^ И ^2 суть корни Фуксова определяющаго уравнен1я: 

г{г—1)чг-М~0. ( 2 4 ) 
Корни урявнен1я ( 2 4 ) ращональны и по крайней м е р е одинъ 
изъ нихъ есть число дробное: иначе точка а- не была бы 
критическою точкою ни для одного изъ ннтеграловъ уравне
шя ( 2 1 ) . 

Пусть число дробное. 
Составимъ то алгебраическое уравнен1е, которому удо

влетворяетъ функщя: 

> ) . = ( ^ - ^ е ) ' " ' ? . ( ^ - * Л - (69) 

Для этого мы должны найти все значен1я, нрюбретаемыя 
функщею щ при всевозможныхъ обходахъ на плоскости пере
меннаго 0. 
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делая обходы вокругъ точки а., мы увидимъ, что rl^ при
нимаетъ так1я значешя: 

Въ числе корней составляемаго уравнешя находятся так1е 
корни, которые разнятся отъ корня т), постоянными множи
телями: 

Приведенная система корней будетъ содержать въ себе менее, 
нежели п корней, соответствующая первичная форма будетъ 
степени ниже п. 

Теорема доказана. 

Т е о р е м а 15. Если степень первичной формы f[q\ ?)") 
выше 2у то индексъ ея не можетъ равняться 2. 

Если индексъ первичной формы равенъ 2, то степень ея 
п 

равна ^ . Докажемъ, что всегда можно построить первичную 

форму степени ниже | , если степень формы f{r!y'fi') не 

равна 2. 

Возьмемъ снова т е два частныхъ интеграла vj^, г̂ .̂  урав
нешя (21), которые въ области критической точки а̂ - разла
гаются въ ряды вида: 

7 ) , = ( ^ ^ а / . 9 Д ^ - а . ) , ) ^gg^ 

y j 3 = ( ^ — a , . ) ' ' " ? i ( ^ — j 

г д е показатели степени г , , суть корни определяющаго 
уравнешя Фукса: 

г ( г _ 1 ) - н Ж - = 0 . (24) 

Для того, чтобы функц{н у]4, были алгебраичесшя, необ
ходимо, чтобы корни уравнешя (24) были рац1ональны. 
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Исключимъ ц-Ьлую часть изъ числа и обозначимъ ее 
буквою е, а остающуюся положительную правильную дробь 
обозначимъ буквою г: 

г , = = е - н £ . ( 6 9 ) 

Изъ уравнешя (24) видно, что 

следовательно: 

г , = 1 — в — £ . ( 7 0 ) 

Различимъ два случая: 
1) хотя бы для одной какой-нибудь изъ критическихъ точекъ 

наприм^ръ для а., дробь £ отлична отъ ^ ; 

2 ) для всехъ критическихъ точекъ дробь г равна \ , 

L Пусть для точки а- дробь £ отлична отъ ^ . 

Обозначимъ знаменатель дроби £ буквою I. Число это по 
нашему нредноложешю больше 2 . 

Пусть: 

-г • ( 7 1 ) 

Тогда при I обходахъ около точки а̂ ., функц1я /), npio6pe-
тетъ I такихъ значенш: 

Я п ( 7 2 ) 

Все п значешй того уравнен1я, которому удовлетворяетъ 
функщя могутъ быть расположены въ виде таблицы, 
подобной таблице (38). Приведенная система корней этого 

уравнен1я будетъ содержать въ себе не более у членовъ. 
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Соответствующая первичная форма будетъ степени не выше 
п ^ ^ у , т.-е. во всякомъ случаъ ниже ^ • 

Это противоречитъ сделанному допущен1ю, что первич
ная форма Дг/, •/)") наинисшей стенени имеетъ степень 

п 
равную - , 

Итакъ, первый изъ указанныхъ случаевъ встретиться не 
можетъ. 

П. Пусть для всехъ критическихъ точекъ дробь £ равна ^ . 

Возьмемъ форму: 

(73) 

г д е а, с, произвольно взятыя постоянныя числа. 
Функцш 7]̂ ,̂ 7)47)2, 7)2* въ области точки CL. разлагаются 

въ ряды вида: 

7)/=(^-а,)* + -9,Х^-~а,), 

^ = { ^ - ^ г У ^ ' ' ' \ (74) 

One однозначны въ области особой точки а̂ . 
Если такъ, то и функщя (73) однозначна въ области точки а.. 
Возьмемъ форму: 

где Ау Bj с суть произвольныя постоянныя числа, а 7)', 7)" 
любыхъ два линейно-независимыхъ частныхъ интеграла урав
нешя ( 2 1 ) . 

Выразивъ 7)' и 7)" линейно черезъ 7)̂ , /jg, мы убедимся, въ 
томъ, что форма (75) приводится къ виду (73) и по доказан
ному однозначна въ области точки а .̂ По той же причине она 
однозначна въ области всехъ остальныхъ особыхъ точекъ. 
Следовательно она равна ращональной функщй z и есть пер
вичная форма второй стенени. 
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V = : 1 , 2 , 3 , 4 . 

Разберемъ эти случаи въ отдельности. 
1) Если V = 1, то гесс1ана не суш,ествуетъ вовсе. Въ 

этомъ случае формой /(т)', т)") будетъ линейная форма: 

Этотъ частный интегралъ равенъ радикалу изъ ращональ
ной функцш—иными словами онъ есть корень двучленнаго 
уравнешя. Случай, когда уравнеше (1), а следовательно и 

Итакъ, мы убедились въ томъ, что первичная форма Д т ] ' , / ] " ) 
только тогда можетъ им'Ьть ипдексъ 2, когда она второй 
степени. 

Теорема доказана. 
Т е о р е м а 16. Гессгат первичной формы firj^rf') есть 

тоже первичная форма за исключешемъ случая, когда форма 
Д 7 ] ' , 7 ) " ) второй степени. 

Составимъ гесс1анъ (определитель Гессе) формы f{rf, 'rf'). 
Пусть это будетъ Н{г{у rf'). На основанш теоремы 13 форма 
•Щ* '̂?"^")? ^^^ '̂ь ковар1антъ первичной формы, будетъ равна 
радикалу изъ рацюнальной функц1п 0, а потому, на основа-
nin теоремы 12, функц1я эта есть или первичная форма, или 
произведен1е несколькихъ первичныхъ формъ. 

Такъ какъ степень формы Дт]', т)") равна v, то степень 
Я(71' , 7 )") равна 2v—4. 

Форма Я (7) ' , 7 )") не можетъ делиться нацело на Дт]', vj"), 
потому что въ такомъ случае дополнительный множитель 
былъ бы степени v — 4 и не могъ бы быть ни первичною 
формой, ни, подавно, нроизведен1емъ первичныхъ формъ. (Пер
вичная форма наинисшей степени есть форма степени v). 
Изъ того же разсужден1я слЬдуетъ, что форма H{ri\r{') по
давно не можетъ делиться нацело на какую-либо первичную 
форму степени, выше v. Итакъ форма Я ( 7 ] ' , vj") есть форма 
первичная. 

Однако надо заметить, что наши разсуждешя потеряютъ 
силу, когда 



645 — 

*) См. Clebsch. Theorie der binaren algebraischen Formen стр. 163 или: 
Gordan. Vorlesungen uber Invariantentheorie, томъ 2, стр. 197. 
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(20) двучлепное, Оылъ нами устраненъ; поэтому въ изучае
мыхъ нами случаяхъ v не можетъ равняться 1. 

2) Если V = 2, то гесс1анъ есть постоянное число (инва-
р1антъ). Этотъ случай, действительно, особый и совершенно 
элементарнаго характера. Его мы разберемъ отдельно въ 
конце настоян],ей главы; теперь же мы его временно устра
няемъ изъ разсмотрешя такъ же, какъ устранили уравнеше 
двучленное. 

3) Если V = 3, то степень recciana равна 2. Это, очевидно, 
невозможно: форма второй стенени -&('/;', vj'') не молштъ раз
делиться нацело ни на кубичную форму Дт)', TQ") , ни, подавно, 
на форму стенени выше, нежели 3; а сама она не можетъ 
быть первичною формой, потому что въ разсматриваемомъ 
случае первичная форма наинисшей степени есть форма 
кубичная. 

Это противореч1е показываетъ, что случая v = 3 совсемъ 
встретиться не можетъ. 

4) Если V = 4, то степень recciana тоже равна 4. Возни
каетъ coMnenie, не разнится ли гесс1анъ отъ формы Д/)', т)") 
лишь постояннымъ множителемъ. Изъ Teopin алгебраическихъ 
формъ *) известно, что такой случай мол^етъ наступить только 
тогда, когда форма Дт)', vj") имеетъ равные корни. Такъ 
какъ линейные множители нервичной формы Дт)', т]") суть 
корни приведенной системы, то въ числе ихъ равныхъ или 
отличаюш,ихся между собою только постояннымъ множителемъ 
оказаться не можетъ. 

Итакъ, за иск.иочен1емъ случая v = 2 гecciaнъ -ЕГ(у)', т)") 
формы Дт]', 7)") есть первичная форма, отличная отъ Дт)', у)"). 

Теорема доказана. 
Условимся обозначать степень recciana буквою , индексъ 

его буквою [л ;̂ тогда 

v , = 2 v - 4 , v , u , = % . (76) 
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v , = 2 v - 4 = | . (78) 

Отсюда находимъ, что 

*) Потому что fAV = w. 

Т е о р е м а 1 7 . Индексъ (л̂  первичной формы H{;ri\ rf'} не 
можетъ быть равенъ 1. 

Если индексъ [л̂  первичной формы B{r{,rf') равенъ 1 , т о 
степень этой формы равна п: 

v / = 2 v — 4 = ^. (77) 

Такъ какъ v делитель числа п *), то изъ равенства (77) 
сл-Ьдуотъ, что V есть делитель числа 4 ; а такъ какъ мы зна
емъ, что 

4 , 

то нриходимъ къ заключешю, что 

V = : 4 . 

Положивъ въ равенстве (77): 

v = 4, 

находимъ: 

V4 = 4 = w . 

Отсюда следуетъ, что: 

А это противоречитъ теореме 1 4 . 

Т е о р е м а 18. Индексъ ^^ первичной формы Л{г(, T J " ) не 
можетъ равняться двумъ. 

Если индексъ [л̂  первичной формы Я(7)', -/]") равенъ 2 , то 

степень этой формы равна ^ : 
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V = 2 - H | . (79) 

Следовательно число п кратно четырехъ: 

п = 4.щ, (80) 
и поэтому: 

v=n,-^2. (81) 

Будемъ различать два случая: 
1) Число n^ нечетное. Изъ равенства (81) видно, что v 

число взаимно простое съ Такъ какъ v есть делитель 
числа ^ = 4 ^ 4 , и не меньше 4, то оно равно 4. 

Въ такомъ случае изъ равенства (79) находимъ, что ^ = 8 . 
Индексъ [JL нервичной формы Дт)', т)") равенъ: 

Это противоречитъ теореме 15. 
2) Число 71^ четное. Изъ равенства (81) видно, что v имеетъ 

съ нимъ обш,ш наибольшШ делитель 2: 

v = 2v„ 

г д е число взаимно простое съ 
Если 

v = 2v, 
есть делитель числа 

и числа и n^ взаимно простыя, то равно 1 или 2. 
Если y^=l, то v = 2 . Этотъ случай нами устраненъ. 
Если v^=2, то v = 4 . Въ такомъ случае изъ равенства (79) 

находимъ, что п = 8 и что индексъ а первичной формы 
Дт)', 7)") равенъ: 

Это противоречитъ теореме 15. 
Итакъ, действительно, индексъ m первичной формы Н{г{у vj") 

не можетъ равняться 2. 
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*) Если бы полученное уравнен1е оказалось приводимымъ, то мы 
отделили бы тотъ неприводимый множитель л^вой части уравнен1я, 
который им'Ъетъ корнемъ величину (82). Приравнявъ этотъ множитель 
нулю, мы нашли бы неприводимое уравнен1е (83). 

**) Въ коэффициенты этой функц1и можетъ входить переменное ^; 
при томъ эти коэффиц1енты будутъ рад1ональны относительно z. Пе
ременное Z мы разсматриваемъ, какъ величину давную. 

§ 3 . Уравнен1я, которымъ удовлетворяютъ отношен1я корней 
уравнен1я разсматриваемаго класса. 

Т е о р е м а 19. Отношеше частныхъ штеграловъ уравнетя 
{21) удовлетворяютъ неприводимому алгебраическому уравнешю 
степени: 

N=z п или i\r = ^ . 

Пусть 7j ' , 7)" суть два линейно иезависимыхъ частныхъ 
интеграла уравнен1я (21). 

Возьмемъ функц1ю: 

^ = J „ ( 8 2 ) 

и построимъ то неприводимое ^) ypaBnenie, которому она 
удовлетворяетъ: 

Z) = 0. (83) 

Пусть степень этого уравнешя равна N. 
Ясно, что 7)' есть алгебраическая функп,1я и и обратно: и 

есть алгебраическая функц1я т[. 
Величина и есть однозначная функц1я **). Въ самомъ 

д^лй, изъ теоремы 7 мы знаемъ, что vj" есть рацюнальная 
функц1я 7)'. Вставивъ это выражен1е т)" въ формулу (82), 
мы найдемъ, что и есть рац1ональная функп,1я т)'. 

Посмотримъ, сколько значенш им4етъ т)', разсматриваемая 
какъ функц1я и. 

Пус1ь некоторому значенш и соответствуетъ двазначен1я У\: 
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У)' и r i ' . 

Пусть обходъ на плоскости переменнаго переводяш,1й зна
чеше 7)' въ Г;', преобразуетъ значеше т)" въ г{\ 

Въ такомъ случае: 

и = %-,, и = %. (84) 
7) 7) 

Отсюда: 
± 1 (85) 

Одифференцировавъ это равенство по находимъ: 

^ dz ^ dz ^ dz dz 
(86) 

На основанш теоремы Л1увилля им^емх: 

^ ^ - ^ - r f J - ^ ' ^̂ ^̂  

г д е (7—постоянное число. 

Совершивъ обходъ на плоскости переменнаго z^ нерево-
дяш,1й значен1я 7)', т]" въ г!, г" найдемъ; 

Иаъ равенствъ (86), (87), (88) сд'Ьдуетъ; 

V"=r-̂  (89) 
а изъ равенствъ (85) и (89) заключаемъ, что: 

Следовательно: 

7)'== * ^. (90) 
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ГЧи) 
= дЩ, (93) 

гдт Щ^) есть рацюнальная футщгн ^, а черезъ Щи) и f{u) 
обозначены многочлены 

Н{и, 1 ) , Аи, 1 ) . 

Пусть намъ удалось найти для ypaвнeнiя (20) первичную 
форму наинисшей степени: 

*) Подкоренная фупкц1я можетъ содержать переменное и въ та
комъ случае коэффид1енты ея будутъ рац1ональными функщями z. Вы
ражеше этой функцш приведено ниже. 

**) Если корень извлекается точно. 

Мы видимъ, что каждому значен1ю и соотв^тствуотъ или 
одно значен1е т)', или два значешя, разнящихся мелау собою 
знаками. 

Отсюда следуетъ, что rf можетъ быть представлена въ 
виде квадратнаго радикала изъ рац1ональной функцш и *). 

Итакъ, мы нашли, что и есть ращональная функщя т)', а 
V)' есть квадратный радикалъ нзъ рац1ональной функц1и и. 

Отсюда следуетъ, что степень JVypaвнeнiя (83) или равна"^*), 
пли вдвое меньше степени п уравнешя (20): 

J V = П И Л И i V = - . 

Теорема доказана. 

Обратимъ внимаи'ю на слЬдуюш,ую особенность уравне-

н1я {20): если степень уравнетя (83) равна ~, то неизвжт-

ное 1\ входитъ въ уравнеше {20) только въ четныхъ степеняхъ. 
п 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, въ случае - ^ = 2 ^^ '̂̂ ''̂ вн!̂  функц1и г( 

попарно разнятся знаками, какъ мы только что вид'Ьли. 
Т е о р е м а 20. Отношеше частныхъ ннтеграловъ уравне

шя {21) удовлетворяетъ алгебраическому уравненш: 
Е%и) 
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Положивъ снова 

1 (82) 

и введя для краткости обозначен1я: 

Е{и, l)=H{u\f{u,\)=f\u), 

мы приведемъ уравнеше (92) къ такому виду: 

Теорема доказана. 

Степень этой формы равна v, а индексъ [л, при чемъ: 

[jiv = п. (39) 

Гесс1анъ Н(у]\ rf') формы Дт)', rf'), какъ мы знаемъ, есть 
тоже первичная форма степени v^=2v—4 индекса [л^, при чемъ: 

[ x , v , = ^. ( 7 6 ' ) 

Составимъ выражеше: 

га, а • ^ ' 1 ^ 

Относительно выражен1я ( 9 1 ) можно сказать следующее: 

1 ) оно равно рац1ональной функцш ^, потому что числи
тель и знаменатель его суть рацюнальныя функц1и z: 

2) выражеше (91) есть однородная функщя нулевой степени 
относительно перем'Ьнныхъ rf и т)", потому что числитель и 
знаменатель его суть однородныя функщй этихъ перем'Ьнныхъ 
одинаковой степени п. 
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f\u) 
= R{z). (95) 

Это уравненю степени N—-^ ненриводимо и тождественно 

съ уравнен1емъ (83), что видно изъ такихъ же соображешй, 
которыя мы привели при разсмотр'Ьн1и нредъидуп|,аго случая. 

Т е о р е м а 21 . При N=n уравнеше (93) непртодит и 

тождественно съ уравнешемъ {83), При N=-уравнеше {93) 

распадается на два неприводимыхъ уравнетя степени ^;эти 

два уравнешя тождественны какъ между собою, такъ и съ 
уравнешемъ (85). 

1. Пусть N=n, Въ этомъ случае уравнен1е (93) имЬетъ 
общ1й корень съ ненриводимымъ уравнешемъ (83), и стенени 
обоихъ уравненш одинаковы. Сл-Ьдовательно они между собою 
тождественны. 

П. Пусть iV = ^ . Въ этомъ случаЬ, какъ мы знаемъ, каж

дой нарЬ значешй функц1й т)', т)" соотв'Ьтствуетъ другая пара 

значевш, разняш,ихся отъ нихъ только знакими. 

Корнями уравнен1я (93) служатъ ве.11ичины отношеши вс-Ьхъ 
наръ значешй т)', т/' между собою. Ясно, что всЬ корни 
уравнешя (93) попарно равны между собою. Уравнеше (93) 
распадается на два тождественныхъ между собою уравнен1я 

степени | . Это возможно только въ томъ случа'Ь, если р.̂  и 

[Л суть числа четпыя, а рац1ональная функц1я JK(^) есть точ
ный квадратъ: 

[ л , = 2 \ , (л=2Х, Щ,)=Щ,), (94) 

ГД'Ь B{z) есть нЬкоторая рац10нальпая фyнкцiя z. 

При выполненш этихъ услов1й уравнеше (93) распадается 
на два одинаковыхъ уравнен1я: 

Н\{и) 
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I. N^n, Х=[л, Х,={л,, Б(0)=«К(л) , 

II . , X ^ , Х . = , R{,) = VWl (96) 

ГД'Ь iV, \ X, суть цЬлыя числа, а B{z)—рац1ональная функщя z. 
Въ обоихъ случаяхъ имЬютъ м'Ъсто cooтнoшeнiя: 

N=lv=\v^. (97) 

Т е о р е м а 22. Отношешя частныхъ штеграловъ уравне
шй (2) и {21) и отношешя корней уравнешй (1) и {20) 
удовлетворяютъ уравнешямъ вида: 

^ ' = а д , (95, 

при чемъ степень N этого уравнетя и показатели и X 
определяются равенствами {96). 

Справедливость теоремы для ннтеграловъ уравнешя (21) 
была уже доказана нами выше. 

Корни уравнен1я (20) суть частные интегралы уравнен1я 
(21); следовательно, для нихъ теорема подавно справедлива. 
Изъ формулы (19) видно, что интегралы уравнен1я (2) связаны 
съ интегралами уравнен1я (21) посредствомъ соотношешя: 

-IjPid' (19') 
у=е ri. 

Сл'Ьдовательно отношен1е ннтеграловъ; 

f 

ypaвнeнiя (2) таково же, какъ и OTHonienie ннтеграловъ: 

Теорема доказана. 
Ради единства формулъ мы дальше всегда будемъ изобра

жать уравнеше (83) въ виде (95), имЬя постоянно въ виду 
два возможныхъ случая: 
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654 — 

1 

Если такъ, то теорема должна быть справедлива какъ длл 
дифференщальнаго уравнен1я ( 2 ) , такъ и для алгебраическаго 
уравнешя ( 1 ) . 

Такъ какъ теорема 2 0 по доказанному справедлива для 
уравнешй ( 1 ) и ( 2 ) , а уравнешя ( 2 0 ) и ( 2 1 ) могутъ быть 
разсматриваемы какъ нростФйваш случай уравненш ( 1 ) и (2), 
то въ дальн'Ьйшемъ мы снова вернемся къ уравнешямъ ( 1 ) 
и ( 2 ) . Уравнешями ( 2 0 ) и ( 2 1 ) мы будемъ пользоваться иногда 
для упрощен1я вычисленш тамъ, гд'Ь это будетъ возможно 
сделать, не нарушая обш,ности теоремы. Мы будемъ также 
иногда указывать на особенности этого бол-Ье нростаго част-
наго случая. 

Т е о р е м а 2 3 . Еории у^, у^ уравнешя {!) выражаются 
при помощи одного квадратнаго радикала, какъ явныя функ
цш корня 

и = ^ (98') 

уравнетя [95). 

Пусть 

= ^ (98') 
У, 

есть корень уравнен1я: 

Н\и) 
f{u) 

Одифференцируемъ равенство (98'): 

= ад. (95) 

dz 
dz yl 
du У' dz ^' dz (99) 
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Пользуясь теоремою Шувилля: 

приводимъ уравнен1е (99) къ такому виду: 

Се _дм, 

откуда: 

2 / . = = - " 7 = 6 

^ Тг 
Изъ равенствъ (98') и ( 1 0 0 ) находимъ: 

^' . / ^ ^ . ( 1 0 1 ) 

Для вахожден)я прошшодной ^ дифференцируемъ урав

нен! е (95): 

- I , 

( 1 0 0 ) 

Л ^ А В Щ (102) 

Полагая: 

находимъ: 

*) Бинарная форма Д>з', >з"), соотв-Ьтствующая многочлену Т(г*), есть 
функц1ональный опред'Ьлйтель формъ /*(>?', и Я(>г', >г'0. Отсюда сле
дуетъ, что форма Tiyi\ есть ковар1антъ первичной формы >j") 
н потому равна радикалу азъ рац1опальйой функц1и переменнаго 
Впоследствш мы часто будемъ пользоваться многочленомь Т[и\ 
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^.Е\-'(и) Т(и) du_dB(g) 
r ^ ' W dz ~~ I T ' 

откуда, принимая во внимаше уравнеше ( 9 5 ) , им-Ьемъ: 

( 1 0 4 ) 

du fb^^T 
( 1 0 5 ) 

dz NT{u) B(z) • 

Подставивъ это выражен1е въ формулы ( 1 0 1 ) и ( 1 0 0 ) , находимъ: 

V dE{z) 

у,= к V Г T{u)Eiz) 

(106) 

ГД'Ь к есть нЬкоторое постоянное чисю. 

Изъ формулъ (106) сл'Ьдуетъ, что доказываемая теорема 
справедлива. 

Для уравнен1я (20) формулы (106) нЬсколько упрощаются: 

Г1, = к 

Т{и)В{0) 

т Щи) 
dB(z) 

dz 

T{u)B{z) 
dBjz) 

dz 

( 1 0 7 ) 

Изъ теоремы 23 следуетъ, что задача о р^шеши уравненш 
(1 ) и (20) приводится къ задач'Ь о р'Ьшеши уравнен1я (95): 
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корни уравнен1й (1) и (20) выра5кены нами, какъ явныя функ
цш корней уравнен1я (95). 

Всл*дств1е этого мы съ особенною полнотою будемъ изу
чать свойства и способы рЬшешя уравненш (95). Ниже мы 
увидимъ, что корни всЬхъ уравненШ, разр'Ьшимыхъ въ гипер
геометрическихъ функщяхъ, выражаются, какъ явныя функщй 
корней уравнешй вида (95). 

§ 4. Случаи, когда днФФеренц1альное уравнен1е им-Ьетъ пер
вичную Форму второй степени. 

Пусть диффереищальное уравнеше (21) имЬетъ первичную 
форму 2-ой степени: 

Ч^ЮМ-^^У (108) 

Положивъ: 

aV)'-.-p7]"=:71„ yV)'-.-0V' 4̂ 7),, (109) 

мы приведемъ первичную форму (108) къ виду: 

Функцш 7)̂  и суть частные интегралы дифференщаль
наго уравнен1я (21) и корни алгебраическаго уравнен1я (20) 
степени п. 

Индексъ нервичной формы (ПО) равенъ: 

п 

Следовательно, степень п четная. 

Положивъ: 

п = 2 т , 

мы находимъ, что индексъ первичной формы 2-ой стенени (ПО) 
равенъ т. 

Изъ свойствъ первичной формы слЬдуетъ, что 
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( И З ) 

ГД'Ь j есть первообразный корень степени ш изъ L 

Произведеше всЬхъ корней уравнешя (112) равно: 

Сл'Ьдовательно 

(^. ^ ] , ) - = ф ^ . (114) 
•о 

Изъ равенствъ (111) и (114) находимъ: 

. (115) 

Это равенство опред'Ьляетъ функц1ю Э^(^). 

Корни уравнешя (112) опредЬляются формулой: 

2 Л 
( 1 1 6 ) 

ГД'Ь радикалы должны носл-Ьдовательно получать Bci свои 
значен1я. 

{У],Г1,Г' = Ш (111) 

гд^ 5К(̂ ) ращональная функц1я z. 

На основаши вида уравнешя ( 3 6 ) мы можемъ сказать, что 
то алгебраическое уравнен1е, которому удовлетворяютъ част
ные интегралы т),, ДОЛЖНО быть таково: 

Л^"'-^^т>5"*-ьЛт=0, ( 1 1 2 ) 

ГД'Ь J-o, -4^ , А^^ суть ращональныя функц1и z. 

ВсЬ корни этого уравнен1я могутъ быть расположены въ 
сл'Ьдующей таблиц'Ь: 

hiJ\^" ) 
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М Ы легко находимъ, что и есть корень уравнен1я: 

(117) 
и" 

гд* 

*) Не лишено интереса такое зам^чаше: всякое кубичное уравнеше 
вида: 

y^-i-py-^-q^O (а) 

имеетъ корнями частные интегралы некотораго линейнаго дифферен-
ц1альнаго уравнешя втораго порядка. Оба радикала Кардановой формулы: 

суть частные интегралы того же дифференц1альнаго уравнен1*я, и въ 
то же время они суть корни уравнешя 6-ой степени; 

>3'-»-3>j^+|^=:0. (е) 

Произведеше 

есть первичная форма второй степени индекса 3: 

Итакъ, случай существовашя первичной формы 2-ой сте
нени по характеру своему совершенно элементарный *). 

Ради полноты изложешя составимъ то алгебраическое урав
неше, которому удовлетворяютъ отношешя корней уравне
шя ( 1 1 2 ) . 

Положивъ: 

12 
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2 

не есть гесс1анъ функцш и ^). 

Д.11Я большаго сходства формулъ мы будемъ полагать: 

Г(и)=щ Н{п)=—^. (119) 

Тогда y p a B n e n i e (117) нриметъ видъ: 

Г » 
= (12о; 

Это y p a B n e n i e того же тина и обладаетъ т^ми же свой
ствами, какъ и y p a B n e n i e (95). Въ дальнМшемъ мы его больше 
не будемъ выделять изъ обн^ей T e o p i n . Не лишено интереса 
то зам-Ьчаше, что корни уравнен1я (112) могутъ быть выра
жены при номоп1,и формулъ (107) черезъ корень-г^ уравнешя 
(120). При этомъ функщональный определитель Т{и) функщй 
f{u) и Н{и) выразится такъ: 

т=^^ • ( 1 2 1 ) 

*) Если Д>з„ >92)=->г, >7,, то f{u)=^u. 

Это y p a i i H e e i e того же типа, какъ и ураьнен1е (95). Ра:яи1ца 
только въ томъ, что: 
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Свойства алгебраическихъ уравнен1й, имЪющихъ корнями 
отношен!я частныхъ ннтеграловъ линейнаго дифференщаль

наго уравнен!я 2-го порядка. 

Въ главЬ I мы разсмотрЬли главн4йш1я свойства уравне
нш, имЬющихъ корнями частные интегралы линейнаго диф-
ференц1альнаго уравнешя 2-го порядка, и видели, что р4ше-
Hie этихъ уравненш можетъ быть приведено къ pinieHiio 
уравнешй иного класса: уравненш имЬющихъ корнями отно
шешя частныхъ ннтеграловъ линейнаго дифференц1альнаго 
уравнен]я 2-го порядка. 

Теперь м-Ь займемся изучешемъ свойствъ уравненш этого 
новаго класса и уб-Ьдимся въ томъ, что всЬ они разрешимы 
въ гипергеометрическихъ функц1яхъ. 

§ 5. Основныя свойства. 
Согласно съ результатами, найденными въ главЬ I, мы 

можемъ утверждать, что неприводимое алгебраическое ypaB
nenie, которому удовлетворяютъ частные интегралы линей
наго дифференд1альнаго ypaBHonia 2-го порядка: 

d^y dy ^ 
J-^P^i'-P.y-O, ( 1 ) 

должно им^ть такой видъ: 

Степени многочленовъ f{u) и Е{и) по прежнему мы будемъ 
обозначать буквами v и v^. Въ такомъ с л у ч а е : 

т. XYI. Вып. IY. 43 
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X v = \ v , = J V . (3) 

Т е о р е м а 1. Показатели 1 и \^ входящ1е еъ уравнеше 
(2)^ не могутъ равняться единицгь. 

Обозначимъ по прежнему индексы первичныхъ формъ 

буквами ]х ш 
Изъ формулъ (96) главы I мы: видимъ, что показатели X ж 

\ или соотв-Ьтственно равны индексамъ [i. и (л̂ , или вдвое 
меньше ихъ. 

Изъ теоремъ 14, 15, 17 и 18 главы I слФдуетъ, что если 
степень v первичной формы Av]', т)") отлична отъ 2, то 
индексы [Л и [л^ не могутъ равняться ни 1, ни 2. 

Если такъ, то при v отличномъ отъ 2 показатели \ п \ 
не могутъ равняться 1. 

Случай V = 2 былъ нами разсмотр'Ьнъ въ § 4. 
Въ этомъ случа-Ь уравнеше (1) таково: 

гд* 

f{u)=u, Щи)=—^. (5) 

Такъ какъ при т=1 уравнен1е (4) никакого интереса 
не представляетъ, то мы въ прав4 сказать, что въ случа-Ь 
V = 2 уравнеше (1) имеетъ показателями 1 ш \ числа, не 
мeньшiя 2. 

Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2. Степень N уравнетя {2) не ниже 4. 
Изъ равенствъ (3) следуетъ, что 

а такъ какъ v не меньше 2, и X по теореме 1 тоже не меньше 
2, то N не меньше 4. 
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*) Какъ мы уже говорили выше, мы будемъ называть линейною под
становкою преобразован1е такого вида: 

и=1 ^ . 

Линейныя подстановки мы будемъ обозначать символами 

напр.: 

Если надъ количествомъ и совершается подстановка S и зат-^мъ 
надъ получетымъ результатомъ совершается подстановка |Г, то мы бу
демъ обозначать это формулою: 

Щи) 

и называть подстановку §'8 произведен1емъ подстановокъ S ж $, 

Подстановку вида: 

SS8... 8(и) 

мы будемъ обозначать сокращенно такъ: 

И называть символъ 8*" степенью подстановки 8. 

Если: 

8'^{и) = щ 

то мы будемъ сокращенно выражать это такъ: 

Наинисшую степень w, удовлетворяющую этому услов1ю мы будемъ назы
вать подстановки Ŝ̂ . Если дв4 п о д с т а н о в к и и 8* таковы, что 

88'(и)=и, 
т. е. 

88'=h 

то мы будемъ называть подстановку 8^ обратною подстановке 8 и 
обозначать ее черезъ jSf""*. Ясно, что подстановка обратная подстановк-Ь 
S'^ есть CiS'~*)« или, короче, iS'̂ '*. 

Мы уже говорили выше, чтб мы называемъ группою линейныхъ под-
43* 

Т е о р е м а 3. Уравнете (3) имгьетъ группу линейныхъ 
подстановокъ ' 
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Пусть й ж и суть два корня уравнешя (2). Каждый изъ 
нихъ есть отношен1е двухъ линейно независимыхъ частныхъ 
ннтеграловъ ypaBHenifl (1): 

у' - у' (6) 

Частные интегралы у у' могутъ быть выражены линейно 
черезъ у' ж у'': 

Отсюда: 

и 
аи • • 3 

1 

(7) 

(8) 

Мы видпмъ, что Bci корни уравнен1я (2) связаны между со
бою линейно. Остается доказать, что эти линейныя подста
новки образуютъ группу. 

Представимъ для краткости уравнен1е (2) въ такомъ вид'Ь: 

становокъ и порядкомъ группы. 
Ясно, что если въ группу входитъ подстановка S, то въ нее войдутъ 

и ВС'Ь степени этой подстановки: 

Подстановка едипигт 

входитъ во всякую группу. 

Новое понят1е о группахъ подстановокъ взошло уже въ курсы алгебры 
(см. Serret Cours d'algebre superieure изд. 4, т. П, стр. 356). 

Свойства группъ линейныхъ подстановокъ совершенно аналогичны 
со свойствами т4хъ субституцШ, которыя обыкновенно разсматрива-
ются въ алгебре. 

Говоря: уравнен1е им'Ъетъ группу линейвыхъ подстановокъ, мы этими 
левами будемъ сокращенно выражать ту особенность уравнешя, что 
1) есть корни его связаны между собою линейными подстановками и 
2) что эти линейныя подстановки образуютъ группу. 
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ф ( « , ^ ) = 0 . (2') 

Пусть подстановки, преобразуюпд1я корень u^ въ корни: 

и,,..., Щ,..., (9) 
уравнешя (2') суть: 

^ , = 1 , (10) 
Такъ какъ 

есть корень уравнешя (2'), то мы им-Ьемъ: 

Ф№.),^] = 0. (11) 
Уравнеше: 

ФК(^),^] = 0 (12) 
такой же степени, какъ и неприводимое уравнеше (2') и 
имФетъ съ нимъ общш корень следовательно уравнешя 
(2') и (12) между собою тождественны. 

Подставивъ въ уравнеше (12) вм4сто и корень уравнешя (2'): 

мы должны получить тождество: 

ф[ ;9 ,^ /^ . ) , . ] = 0. (13 

Сравнивая это тождество съ уравнешемъ (2'), мы находимъ 
что величина: 

есть одинъ изъ корней (9) уравнен1я (2'), т. е.: 

8iS^{u,)=u„ (14) 

гд^ Ь им4етъ одно изъ значенш: 1, 2, 3 , . . . N. 

Тождество (14) можно представить въ такюмъ вид'Ь: 

откуда 
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= '^л- (15) 

ДМствительно, подстановки (10) образуютъ группу. 
Такъ какъ всЬ корни уравнен1я (2')или, что то же, урав

ненш (2) черезъ каждый изъ нихъ выражаются рац1онально, 
то это уравнеше само для себя служитъ резольвентою Галуа. 

Т е о р е м а 4. Всякое отношеше двухъ линейно независи
мыхъ частныхъ интеграловъ линейнаго дифференц1альнаго урав
нешя втораго порядка (1) *) и всякш корень уравнешя {2} удо
влетворяютъ дыфференцгальному уравнешю 3-го порядка вида: 

Wu 
dz' 3 dz' 
du 2 du 
dz . dz 

= - 2 P , (16) 

гдп> P есть ращанальная функцгя z: 

2 dz 
(17) 

Возьмемъ линейное диффереищальное уравнеше 2-го по
рядка: 

dz' dz р,у = 0. (1) 

Пусть 2/" суть два линейно иезависимыхъ частныхъ ин
теграла этого уравнешя и пусть 

и-У' (6-) 

Одифференцируемъ это равенство три раза по 0 и составимъ 
выражеше: 

*) Первая часть доказываемой теоремы справедлива не только для 
дпфференД1альнаго уравнен1я (1), им^ющаго алгебраитеск1е интегралы, 
но и вообще для всякаго линейнаго дифференц1альнаго уравнен1я 2-го 
порядка. 

**) Сравн. формулу (22) главы I. 
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Id'u] 2 
dz' 3 dz' 

du 2 du > 

dz dz 

принимая при этомъ во внимаше, что«/' и t/" суть интегралы 
уравнешя (1). 

Вынолнивъ вычислешя, находимъ: 

гд^ но прежнему: 

d'u [d'u] 

dz' 3 dz' 

du 2 du 

dz dz 

P = 
1 -I 

= - 2 P , (16) 

2 dz 
(17) 

Первая часть теоремы доказана. 
Если интегралы уравнешя (1) алгебраическ1е, то отношен1е: 

и = у" (6') 

всякихъ двухъ линейно независимыхъ частныхъ интеграловъ 
уравнешя (1) есть корень уравнешя вида (2). 

Следовательно корень и уравнешя (2) также удовлетво
ряетъ дифференщальному уравнешю (16). 

Такъ какъ всЬ корни уравнен1я (2) суть отношешя част
ныхъ интеграловъ уравнешя (1), то всЬ они удовлетворяютъ 
дифференщальному уравнешю (16). 

Условимся для краткости въ такомъ обозначеши: 

d'u ^d'u^ 2 
dz' 3 dz' 

du 2 du 

dz dz 

(18) 

Тогда диффереищальное уравнеше (16)приметъ такой видъ: 
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М = - 2 Р . (19) 

Т е о р е м а 5. Если и есть частный интегралъ диффе-
ренц1альнаго уравнешя (19), то общш его интегралъ пред-
ставится въ видгь линейной функцш и\ 

и= . (20) 

Одифференцируемъ равенство (20) три раза но ^, считая 
и я и функщями ^, и исключимъ постоянныя: а, |3, у, 

Результатъ исключешя представится въ такомъ вид'Ь: 

[£^J.=Mr (21) 
Такъ какъ на основанш уравнешя (19): 

[ul= - 2 Р , 

ТО изъ равенства (21) слЬдуетъ, что 

[?7],= - 2 P . (22) 

А это и значитъ, что U есть интегралъ уравнешя (19). 

Въ него входятъ три независимыхъ произвольныхъ посто-
янныхъ: 

Следовательно U есть интегралъ обш,Ш. 

Найденное свойство уравнешя (19) значительно об.1егчаетъ 
его интегрироваше: достаточно найти одинъ частный инте
гралъ его, чтобы сталъ известенъ и общш интегралъ. 

Равенство (21) показываетъ, что выражеше: 

инваргантно по отношетю ко всякой линейной подстановкгь. 

Т е о р е м а 6. Всякш интегралъ дифференцгальнаго урав-
иетя: 
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[u\=-2F (19) 

можешь быть представлеиъ въ видгь отношетя частныхъ инте
граловъ линейнаго дифференцгальнаго уравнетя 2ло порядка. 

Возьмемъ уравнеше: 

и по данной функцш Р подъиш^емъ двЬ функщй р^ и jp^, 
которыя удовлетворяли бы уравнешю (17)—такихъ паръ 
функщй можно найти безконечное множество. 

Возьмемъ линейное диффереищальное уравнеше 

г д е р^ и им4ютъ только что выбранныя нами значен{я» 
Изъ теоремы 4 сл4дуетъ, что отношеше всякихъ двухъ 

линейно независимыхъ частныхъ интеграловъ уравнешя (1): 

» = ( е т 

удовлетворяетъ уравнешю (19). Обш,Ш же интегралъ урав-
нен1я (19) на основанш теоремы 5 выразится такъ: 

Числитель и знаменатель выражен1я: 

(20) 

суть снова интегралы того же уравнешя (1). 

Следовательно, всяшй интегралъ дифференщальнаго урав
нешя (19) есть отношеше частныхъ интеграловъ н-Ькоторага 
линейнаго дифференц1альнаго уравнешя (1). 

Теорема доказана. 
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Т е о р е м а 7. Если алгебраическое уравнеше имгьетъ группу 
линейныхъ подстановокъ, то корни его удовлетворяютъ диф-
ференц1альному уравнешю вида: 

М = - 2Р . (1&) 

Пусть алгебраическое уравнеше: 

4(м,^) = 0 (2') 

имеетъ группу линейныхъ подстановокъ и пусть его корни 
суть: 

щ,..., и-у.., UN. (9) 

Эти величины связаны между собою линейно; поэтому, какъ 
мы видимъ изъ равенства (21), должны им4ть м-Ьсто тождества: 

[«.].=К].=.. •=[%].. (23) 
Одифференцируемъ уравнеше (2') три раза по считая и 

функщею ,̂ и составимъ выражен1е [и]^. 
Мы увидимъ, что оно представится въ видЬ ращональной 

функщй и ш 0: 

М,=9(м,^) . (24) 

Подставляя въ это равенство вместо и последовательно все 
величины (9), мы получимъ на основаши тождествъ (23) сле
дующее: 

)̂=?(̂ 2> ^)=' • —ТК-^ ^)=- • . = T ( ^ i v , (25) 

Это значитъ, что величина 

есть симметрическая функщя корней (9) уравнешя (2'). Сле
довательно она можетъ быть представлена въ виде ращо
нальной функщй 0: 

(p(w.,^) = _ 2 P , (26) 

где Р есть некоторая ращональная фyнкцiя 0. 
Изъ равенствъ (24), (25) и (26) следуетъ, что: 
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[щ1= - 2Р, гд* г = 1, 2, 3 . . . N; (27) 

а это и значитъ, что корни (9 ) уравнешя (2 ' ) суть частные 
интегралы уравнен1я 

К = - 2 Р . (19) 

Теорема доказана. 
Возьмемъ снова алгебраическое уравнен1е: 

и то дифференц1альное уравнеше: 

[ul=-2P, ( 1 9 ) 

которому удовлетворяютъ корни уравнешя (2). 
Преобразуемъ уравнеше (2), введя вместо is новое неза

висимое переменное t, связанное съ z соотношешемъ: 

В{0) = ct, (28) 

г д е с—постоянный множитель, который мы оставляемъ пока 
произвольнымъ. 

Алгебраическое уравнеше (2) приметъ видъ: 

^ , ^ ^ = 0^. ( 2 9 ) 

Такъ какъ это уравнен1е им'Ъетъ группу линейныхъ подста
новокъ—ту же самую, какъ и уравнеше (2), то на основан1и 
теоремы 7 мы можемъ сказать, что корни его удовлетворяютъ. 
дифференщальному уравненш вида: 

[ul^-2p, (30) 

г д е р есть некоторая рац1ональная функщя t 
Въ конце настояш,ей главы мы найдемъ выражеше этой 

функцш, а затемъ, пользуясь соотношешемъ (28), будемъ ъ% 
состояшп легко найти функцш Р . 

Т е о р е м а 8, Еорни уравнетя: 
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(35) 
du du 

Корнями уравнешя (35) служатъ всЬ т4 количества, кото
рыя при соответствующихъ 8начен1яхъ найденныхъ изъ 
уравнешя (33), служатъ кратными корнями уравнешя (33). 

При этомъ всякое количество щ служащее 7;^-кратнымъ 
корнемъ уравнен1я (33) служитъ m-1-кратнымъ корнемъ 
уравнен1я (35) и обратно: всякш ш-1-кратный корень урав
нешя (35) есть т-кратный корень уравнешя (33) при соот-
вФтствующемъ ему значенш t. 

Степень уравнешя (35) равна 2iV—2. 
Группа уравнешя (33) та же, какъ и группа уравнешя (2> 
Подстановки ея были нами обозначены такъ: 

^^":.>—ct (29) f\u) ^ 
имгьютъ три крититичешя точки. При тдлежащемъ вы-
боргь постоянтго с эти критичешя точки суть: О, 1, со . 

Для сокращешя формулъ положимъ: 

Я^(м)=9(ад), f\u)=i{u). (31) 

Тогда уравнеше (29) приметъ видъ: 

или: 
^{u)-ct\{u)=^^. (33) 

Найдемъ, кашя значешя и могутъ служить кратными корнями 
уравнешя (33) при соотвЬтствующихъ значешяхъ t Для 
этого приравняемъ нулю производную по и отъ л^вой части 
уравнешя (33): 

^ _ , , ^ = 0 . (34) 
аи аи 

Исключивъ t изъ уравнешй (33) и (34), находимъ: 
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Пусть при 
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(36) 

N 
т. е. при г==^. уравнеше (33) им'Ьетъ — различныхъ кор-
ней, и каждый изъ нихъ есть т-кратный корень. 

Мы видели, что каждый изъ этихъ корней есть т-1-крат-
ный корень уравнен1я (35); следовательно уравнен1е (35) 
будетъ иметь: 

— (т^—1) 

корней, соответствующихъ t = t^. 
Такимъ же образомъ сосчитаемъ, сколько уравнеше (35) 

имеетъ корней, соответствующихъ всякой другой критической 
точке. 

Число всехъ корней уравнешя (35) выразится такъ: 

г=1 

(37) 

г д е G есть число всехъ критическихъ точекъ корней урав
нешя (33). 

t = ti 

корней уравнешя (33) делаются равными между собою: 

Ясно, что въ такомъ случае будемъ им^ть: 

5 , К ) = > 5 , К ) = . . . = 5 , ( г ^ ^ . ) , 
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или: 

Такъ какъ суть ц^лня числа не MenbniiH 2, а на 
основанш теоремы 2 не меньше 4, то изъ неопределеннаго 
уравнешя (39) видимъ, что число с больше 1, но меньше 4 
т. е. а равно 2 или 3. 

Обратимся снова къ уравнешю (35). Подставивъ въ него 
вместо ф(г«) и ^{и) выражешя (31) этихъ функцш, мы при
ведемъ уравнеше (35) къ такому виду: 

= 0 , (40) du 

или: 

f - \и) В^г- \и) Т{и)^ О, (41) 

где Т{и) имеетъ прежнее значеше, определяемое формулою 
(103) главы L 

Уравнеше (41) мы можемъ разбить на 3 уравнешя: 

f^-\u)=Q, Я ^ - * ( ^ ) = 0 , ад=0. (42) 

Первое изъ нихъ определяетъ кратные корни уравнен1я (29), 
соответствующ1е критической точке: 

Это суть Х-кратные корни уравнешя (29), какъ видно и прямо 
изъ уравнешя (29). 

Съ другой стороны, число вс^хъ корней уравнешя (35) 
равно его степени 2N—2. Следовательно мы можемъ напи
сать такое равенство: 

i==<j 

2 ] ^K~ l )=2 iV-2 (38) 
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Второе изъ уравненШ (42) онред4ляетъ кратные корни 
уравнен1я (29), cooTBiTCTByron̂ ifl критической точк4: 

Это суть Х^-кратные корни уравнешя (29), какъ видно и прямо 
изъ уравнешя (29). 

Третье изъ уравненШ (42): 

ад = О 

определяетъ кратные корни, соответствующ1е некоторой 
третьей критической точке. 

Уравнен1е (29) только въ следующихъ трехъ случаяхъ будетъ 
иметь меньше трехъ критическихъ точекъ: 

1) когда 1—1, 2)когдаХ^=1, 3) когда степень многочлена 
Т(и) равна 0. 

Изъ теоремы 1 мы знаемъ, что показатели X и Х̂  не меньше 2. 
Следовательно, два первые изъ трехъ только что указан

ныхъ случаевъ встретиться не могутъ. 
Степень многочлена Т(и) равна 3v—6. Это число ни при ка

комъ V, отличномъ отъ 2 не можетъ равняться 0. Случай v = 2 
былъ разсмотренъ нами въ § 4 и мы видели, что въ этомъ 
случае многочленъ Т{и) равенъ: 

Степень его отлична отъ 0. 
Итакъ, корни уравнешя (29) имеютъ непременно 3 кри-

тическ1я точки: О, со и ещ,е одну намъ неизвестную конечную 
критическую точку t^. 

Пользуясь темъ, что постоянное с въ уравненш (29) оста
лось неопределеннымъ, мы можемъ его выбрать такъ, чтобы 
% равнялось 1: если а есть какой-нибудь корень уравнен1я 

то для нашей ц§ли достаточно положить: 
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ЕЧа) 

Эта величина отлична отъ со и О, потому что функцюналь-
ный определитель Т(и) н^ можетъ им^ть общаго корня ни 
€ъ f{u\ ни съ Е{и). 

Теорема доказана. 
Во всемъ дальн4йшемъ изложеши мы будемъ предполагать, 

что с имеетъ значен1е (43). Поэтому критическими точками 
корней уравнен1я (29) будутъ служить точки: 

t=0, 1, со . 

Пусть при t=l уравнеше (29) имеетъ -кратные корни. 
Вычтя изъ обоихъ частей уравнешя (29) по I , нолучимъ: 

g ' ' W - f С) (44) 

При ^ = 1 оно обратится въ: 

n\u)-cf\4)=.^. ( 4 5 ) 

Такъ какъ это уравнен1е должно им^ть исключительно Xj-KpaT-
яые корни, то должно существовать такое тождество: 

R\u)^cf\u)=TX^\ (46) 
где Т^{и) некоторый ращональный многочленъ, не имеющШ 
кратныхъ корней. 

Мы знаемъ, что все корни уравнен1я (29), соответствую-
щ1е i = l , могутъ быть найдены изъ уравнешя: 

ад = о 
и для этого уравнешя они служатъ Xg-l-кратными корнями. 
Следовательно: 

Г / г - ( ^ ) = с , а д , (47) 

где некоторое постоянное число. 
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*) За исключен1емъ того случая, когда v равно 2 . При V f c r 2 имЬетъ 
м'Ьсто особый случай, разсмотренпый въ § 4. 

Т. XYI.BHrt.IY. 44 

Обозначимъ степень многочлена T^(u) буквою v^. 
Докажемъ, что степень выше степени v первичной 

функц1и f{u). 

Форма Т(7)', 7]") есть функщональный определитель формъ 
f{^r\^r(') и Е{г{,•/{')] следовательно она ковар1антъ формы 
f(y\^ri'). Поэтому на основанш теоремы 13 главы I она 
равна радикалу изъ рацюнальной функщй z. 

Если такъ, то изъ равенства (47) следуетъ, что и (г/, т]") 
есть радикалъ изъ ращональной функщй z, 

Изъ теоремы 12 главы I мы знаемъ, что въ такомъ случае 
форма T^{ri^ri') должна быть или первичною формою, или 
произведен1емъ несколькихъ первичныхъ формъ. Отсюда сле
дуетъ, что степень формы ТДт]',?)") выше степени v пер
вичной формы /(т)', 7 ] " ) наинисшей степени. 

Итакъ, действительно 

Обратимся снова къ уравнешю (39). Въ немъ, какъ мы 
теперь знаемъ, а = 3 , а числа т ^ , т^, равны \ X;, \ . 
Следовательно уравнеше (39) можно представить въ такомъ 
виде: 

Изъ равенства (3) и изъ сравнешя степеней обеихъ частей 

тождества (46) заключаемъ, что: 

fcvX=v^\=V2>2, (49) 

Числа iV, л, Х ,̂ Xg, V , v^, суть числа целыя и ноложи-
тельныя; числа X, Х ,̂ больше 1. Изъ чиселъ v, v^, 
наименьшее есть v; число v^=:2v—4 Число N на осно
ванш теоремы 2 не менее 4. 

http://XYI.BHrt.IY
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Отыщемъ B c i системы решенш неопределеннаго уравнен1я 
(48), удовлетворяющ1я только что перечисленнымъ услов1ямъ. 
ОнЬ суть сл'Ьдующ1я: 

L Для чиселъ X, X,, \ получаемъ значен!я т , 2, 2, гдЬ 
ш произвольное ц^лое число; N=2m. По формуламъ (49) 
для чиселъ V , V j , получаемъ так1я значешя: 2, т, т . 
Наименьшему изъ этихъ чиселъ должно равняться v: 

v = 2 . 

Сл'Ьдовательно въ разсматриваемомъ случа'Ь: 

v = 2 , V j = m , V2=m, 'к=т, Х , = 2 , Х2=2, N=2m. 

Это—особый случай, разсмотрЬнный нами въ § 4. 
П. Для чиселъ X,, Х ,̂ \ получаемъ значешя: 3, 3, 2; JV=12. 
По формуламъ (49) для чиселъ v , , Vg получаемъ значешя: 

4, 4, 6. 

Наименьшему изъ этихъ адселъ должно равняться v: 

v = 4 ; 

ЧИСЛО равно 2v—4: 

v^—2v—4=4; 

число Vg должно равняться остаюш,емуся числу 6: 

v , = 6 . 
Отсюда: 

Х==3, А , = 3 , \=2. 

III. Для чиселъ л, Л,, \ получаемъ значешя: 4, 3, 2; 

По формуламъ (49) для чиселъ v, v,, получаемъ зна
чешя: 6, 8, 12. 

Наименьшему изъ этихъ чиселъ должно равняться v: 

v = 6 ; 

число v^ равно 2v — 4: 

v , = 2 v — 4 = 8 ; 

число должно равняться остающемуся числу 12: 
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N= Чт 12 24 60 

V = 2 4 6 12 

т 4 8 20 

т 6 12 30 

X — т 3 4 5 

\ = 2 3 3 3 

\ = 2 2 2 2 

(50) 

44* 

Отсюда: 

IV. Для чиселъ \ \ , \ получаемъ значеп1я: 5, 3, 2; 
№ = 6 0 . 

По формуламъ (49) для чиселъ v, v ,̂ получаемъ зна
чешя: 12, 20, 30. 

Наименьшему изъ этихъ чиселъ должно равняться v: 

v = 12; 
число равно 2v—4: 

v ^ = 2 v — 4 = 2 0 ; 

число Vg должно равняться остаюп1,емуся числу 30: 

= 30. 

Отсюда: 

Х = 5, \= 3, \= 2. 

Итакъ, существуетъ лишь четыре комбинац1и чиселъ 
^ > ^> ^ 1 ) ^25 \ К^\у удовлетворяющихъ всЬмъ требуемымъ 
услов1ямъ. Ихъ мы можемъ расположить въ следующую 
таблицу: 
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*) Съ подобными тождествами часто приходится встречаться въ Teo
pin формъ: квадратъ тчешишо (gauche, ungerade) ковар1апта выра
жается рац10пально черезъ четные (d ro i t , gerade) ковар1анты. 

*'̂ ) Къ подобной форм-Ь Клейнъ постоянно приводитъ изучаемыя имъ 
уравнешя. 

Сообразно съ этвмъ существуетъ и четыре тина алгебраи
ческихъ уравнен1й, имЬющихъ группу линейныхъ подстановокъ. 

Обратимъ вниман1е на то, что 1^ во всЬхъ четырехъ слу-» 
чаяхъ равно 2 и подставимъ это значен1е \ въ тождества 
(47) и ( 4 6 ) : 

Т,{и)=с,Т{и), (51) 

Н\и}-сГ'{и)==с'ТЩ * ) , (52 ) 

г д е c '=c^^ есть некоторое новое постоянное. 
YpaBnenie (44) приметъ такой видъ: 

^ = ' - 1 . (53) 
c f ^ ^ ^ 

Итакъ, уравнеше (29) тождественнымъ образомъ можетъ 
быть преобразовано въ (53) . 

Соединяя эти д в е формы уравнешя (29 ) вместЬ, мы пред
ставимъ уравнеше (29 ) въ следующемъ виде: 

Н\и) : с'Т^и): cf\u)==t: t—1 : 1 * * ) . (54) 

Последше результаты, полученные нами въ настоящемъ па
раграфе, можно формулировать въ виде следующихъ двухъ 
теоремъ: 

Т е о р е м а 9. Между фушгтми f{u), Щи), Т{и) суще
ствуешь тождественное соотношенге вида: 

H\u)-cf\u)=c'Т\иу (52) 

Т е о р е м а 10 . Существуетъ не болт четырехъ типовъ 
алгебраическихъ уравненш^ импшцихъ группу линейныхъ под-
становокъ. ВСУЬ эти уравненш приводятся къ виду: 
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Н\и): с'Т\и): cf\u)=t :t—l:l, (54) 

при чемъ степень N этого уравнетя, степени v, v^, функцш 
f(u\ Н{и), Т{и) и показатели!, \ , \ могутъ гштгь только 
тгь значетя, которыя приведены въ таблицгь {50). 

§ 6 . ДиФФеренц1альное уравнси1е 3-го порядка, которому удо
влетворяютъ корни алгебраическаго уравнеи!я изучаемаго класса. 

Мы знаемъ, что корни уравнешя (54) удовлетворяютъ 
дифференц1альному уравнешю: 

[и\=^2р. (30) 

Займемся опред'Ьлен1емъ функцш р. 
Разсмотримъ, каково разложеше функц1й [и\ въ области: 
1) обыкновенной точки функщй г*, 
2) полюса функщй и, 
3) критическихъ точекъ: О, 1, со функщй и. 
I. Пусть точка t = t^ есть обыкновенная точка функщй и, 
Въ области точки функщя и голоморфна и можетъ быть 

разложена въ рядъ вида: 

Коэффищентъ а въ ряд^ (55) отличенъ отъ О, потому что 
въ противномъ случаЬ t не было бы однозначною функц1ею 
и, какъ того требуетъ уравнен1е (54). Подставивъ рядъ (55) 
въ выражение \гь\^, мы убеждаемся въ томъ, что въ области 
точки функщя \u\f^ голоморфна. 

П. Пусть t=t^ есть полюсъ фупкц1и и. 
Въ области точки функщя 

_ 1 
и 

голоморфна и можетъ быть разложена въ рядъ вида (55). 
Функщя [v\f^ въ области точки t,^ голоморфна. Но вследств1е 
линейной зависимости между гь и v должно суш,ествовать 
равенство: 
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Mr-^—^^j^WM (57) 

где W^it) есть фушщ1я голоморфная въ области точки i5=0. 

Если въ точке t~0 функщя и обратится въ со , то функщя: 

_ 1 

и 

будетъ конечна и 1}азложится въ рядъ вида (56); функц1я 
[v]f разложится въ рядъ вида (57). Но вследств1е линейной 
зависимости между и ш v имеетъ место равенство: 

Следовательно формула (57) справедлива и въ томъ случае, 
когда въ точке t=0 функщя и обращается въ с о . 

Повторяя те же разсуждешя, убедимся въ томъ, что въ 
области точки t=l имеетъ место разложен1е: 

где W^{f) функц1я, голоморфная въ области точки t=l. 

Следовательно функщя [и]^ въ области точки голоморфна. 
III. Пусть въ точке f = 0 функц1я и конечна. Тогда въ 

области точки О она разложится въ рядъ вида: 

-L J -

u—u^—a,t^'^ч-Ъ,t^^-i-c,t^^ч-. . ( 5 6 ) 

где отлично отъ О по той же причине, по какой въ фор
муле (55) коэффиц1ентъ а отличенъ отъ 0. 

Подставивъ рядъ (56) въ выражеше [и\, находимъ, что 
въ области точки t~0 имеетъ место разложен1е: 
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Чтобы найти разложеше функщй [и]^ въ области точки 
t — с о , совершимъ прежде изм^неше переменнаго, положивъ: 

т 

Тогда: 

Уравнеше (54) приметъ видъ: 

cf\u) 
%L7\ — т. 

(59) 

(60) 

Разсуждешями, подобными приведенными выше, мы най
демъ, что въ области точки т = 0 имеетъ место разложеше: 

1 — 
( 6 1 ) 

г д е Ж ^ ( т ) функщя, голоморфная въ области точки т = 0 . Изъ 
равенствъ (59) и (61) следуетъ, что въ области точки 1—(>о 
имеетъ место разложеше: 

t' t' ' 
(62) 

Разсмотримъ выражен1е: 

1 

i — 1 — • 

2t' 
Л _в_ 

(63) 
2 (^—1)^ 

Иаъ сказаннаго выше слЬдуетъ, что если и есть корень 
уравнешя (54), то выражеше (63) есть алгебраическая функ-
ц1я, которая на всей плоскости конечна, однозначна и непре
рывна, а въ безконечности обращается въ нуль. 

Изъ теорш функцШ комплекснаго переменнаго известно, 
что такая функц1я на всей плоскости равна 0: 
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Лч-В=0, Вн- А . = _ А ' . ,65) 

Опред^ливъ изъ этихъ уравнешй Л и В и подставивъ ихъ 
въ равенство (64), находимъ: 

Таковъ окончательный видъ уравнешя (30). Вторая часть 
уравнешя (66) есть искомое выражеше функцш —2jp. 

Т е о р е м а П . Всякш шшегралъ дифференцгальнаго урав
нетя (66) и всякш корень алгебраическаго уравнетя {54) 
можно представишь въ видгь ошношетя двухъ часшныхъ ин
теграловъ гипергеометрическаго уравнетя: 

Положимъ временно: 

. ^ _ ( a ^ ^ H _ l ) f j | f _ « / 3 2 , = o. (67) 

t{i-t) ' i(i=r) • 
На ocHOBaniH теоремы 4 отношен1е 

у' 

двухъ линейно независимыхъ частныхъ интеграловъ всякаго 
линейнаго дифференщальнаго уравнен1я 2-го порядка вида: 

Д м 011ред'Ьлен1я A ж В разложимъ вторую часть равен
ства (64) въ рядъ по убывающимъ степенямъ t (въ области 
безконечно удаленной точки) и сравнимъ полученное разло
жеше съ разложешемъ (62). Такимъ образомъ находимъ: 
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% A 

есть интегралъ дифференц1альнаго уравнен1я: 

Применяя этотъ результатъ къ гипергеоыетрическому урав
нешю ( 6 7 ) , мы найдемъ, что отношен1е всякихъ двухъ линейно 
независимыхъ частныхъ интеграловъ его удовлетворяетъ урав
нешю: 

1 - ( 1 - Т ) ' i—b—oL-^y 2t' 2(t~ ly 

( I - T ) ' + ( Y - « - { 3 ) ' - ( « - ^ ) ^ - - I 
2t{t—l') 

(69) 

Сравнивая это уравнеше съ уравнешемъ ( 6 6 ) , находимъ, что 
оно станетъ съ нимъ тождественнымъ, если: 

1 

"л ( 7 0 ) 

откуда: 

1_1 1\ 

(71) 

Мы видимъ, что если параметры а, |3, у гипергеометриче
скаго уравнен1я определены изъ таблицы ( 7 1 ) , то отношен1е 
двухъ линейно независимыхъ интеграловъ его 

-У1 и — 

удовлетворяетъ дифференц1альному уравнешю ( 6 6 ) . 
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N— 2да 12 24 60 

9. — 
1 

Ъп 
1 
4 

5 
24 

11 
60 

13 = 
1 1 

12 
1 

24 
1 

'60 

у = 1 
2 

2 
3 

2 
3 

2 
3 

(72) 

Перейдемъ снова отъ переменнаго t къ переменному z. Мы 
положили: 

ад=с^ (28) 

где с есть постоянное число, определяемое формулою (43). 

На основан1и теоремы 6 мы въ правЬ сказать, что всякт 
интегралъ уравнешя (66) можно представить въ вид'Ь отно-
П1ен1я двухъ частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго 
уравнешя (67). 

Такъ какъ корни уравнешя (54) суть частные интегралы 
уравнешя (66), то мы заключаемъ, что всяшй корень урав
нешя (54) можно представить въ видЬ отношен1я двухъ 
частныхъ интеграловъ уравнен1я гипергеометрическаго. 

Теорема доказана. 

Ближайшее сл'Ьдств1е изъ этой теоремы то, что уравнеше 
(54) разрешимо въ гипергеометрическихъ функц1яхъ. 

Обращ,аясь къ таблицамъ (71) и (50), мы находимъ числовыя 
значен1я параметровъ а, ^, у гипергеометрическихъ уравненШ, 
соотв4тствуюн^ихъ каждому изъ четырехъ найденныхъ нами 
типовъ алгебраическихъ уравненш, им'Ьюш.ихъ группу линей
ныхъ подстановокъ: 
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Совершая изм^неше переменнаго, мы находимъ, что ypaB
nenie (54) приметъ видъ: 

Н\и): c'T^iu): cf\u)= - B{z) : - В(г)~ 1:1. (73) 
С с 

Это самый общ1й видъ уравнешя, имЬющаго группу линей
ныхъ подстановокъ. 

После весьма простыхъ вычислешй, изъ равенства (28) мы 
найдемъ, что 

М , = [ В ( . ) ] , - . - 1 , ( ^ У м , (74) 

Подставимъ въ это равенство вместо [г̂ ]̂  ея выражен1е (66), 
заменивъ предварительно въ формул* (66) переменное t 

функц1ей -B{z): 
с 

1 — 

2 ( ^ а д - : ) ' 

(76) 

?ад(1ад -1) 

Таково то диффереищальное уравнен1е, которому удовле
творяютъ корни алгебраическаго уравнешя (73). 

Вторая часть уравнен1я (75) есть окончательное выражен1е 
функцш — 2 Р , входящей въ уравнеше (19). 

На основаши теоремы 6 всякШ интегралъ дифференщаль
наго уравнен1я (75), а следовательно и всякш корень алгебраи
ческаго уравнешя (73) можно представить въ виде отношешя 
частныхъ интеграловъ линейнаго дифференщальнаго урав
нешя 2-го порядка. 

Но для насъ гораздо важнее то свойство уравнен1я (73), 
что оно преобразовашемъ переменнаго z: 
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B{z)=:ct (28) 

приводится къ уравнешю (54), разрешимому въ гипергео
метрическихъ функщяхъ. 

Этотъ носледн1й результатъ настояш[аго параграфа мы 
мояшмъ формулировать въ вид* следуюп],ей теоремы: 

Т е о р е м а 12. Всякое {не двучленное) алгебраическое урав
неше, имгьющее грушу линейныхъ подстановокъ, разрп^гиимо 
въ гипергеометрическихъ фуркщяхъ. 

§ 7. Двучленное уравнен1е. 
Двучленнымъ уравнешемъ мы будемъ называть не только 

уравнен1е 

г^^=Е(^), (76) 

но и всякое уравнеше, приводимое къ уравнешю (76) линей
нымъ преобразовашемъ: 

-^и-^о 

т. е. уравнешя вида: 

( - t f ) = ^ . 

Двучленное уравнен]*е мы до сихъ поръ устраняли во вс^хъ 
нашихъ разсужден1яхъ, потому что оно не нринадлежитъ ни 
къ одному изъ разсмотренныхъ нами двухъ классовъ. Но по. 
своимъ свойствамъ оно довольно похоже на уравнешя вто
раго изъ разсмотр'Ьнныхъ классовъ и объ этомъ мы скажемъ 
теперь несколько словъ. 

1) Двучленное уравнен1е имеетъ группу линейныхъ под
становокъ. Группа эта циклическая: она состоитъ изъ сте
пеней одной и той же подстановки: 

S'=^l, (78) 

Въ самомъ д е л е , для уравнешя (76) подстановка 8 такова: 

8{и)=еи, где £ = е ^ . (79) 
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Для уравнен1я же (77) она представляется съ такомъ вид'Ь: 

S,,0Jf-^-<y'-^^]f. (80 ) 

2) Корни двучденнаго уравнен1Я удовлетворяютъ дифферен-
ц1альному уравнен1ю 3-го порядка: 

Въ самомъ д^лЬ, положивъ: 

R{,) = t, (82) 

МЫ легко убел^даемся въ томъ, что корни уравнешя 

u'^^t (83) 

удовлетворяютъ дифференщальному уравнешю: 

М, = — р ^ - (84 ) 

Введя въ это уравнеше независимое перем4нное z, находимъ: 

Корни уравнен1я (77) удовлетворяютъ также дифференць 
альному уравнен1ю (85) потому, что дифференц1альное вы
ражеше 

не меняется отъ линейныхъ подстановокъ. 
Уpaвнeнiя (84) и (85) им'Ьютъ аналоп'ю съ уравнен1ями 

( 6 6 ) и (75). 



Г Л А В А III. 

О функщяхъ Шварца. 

Мы изучили въ прошлой глав* важн'Ьйш1я свойства алге
браическихъ уравнешй, корнями которыхъ служатъ отношен1я 
частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго уравнешя. 

Отношешя частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго 
уравнешя нредставляютъ собою функц1и весьма зам^чатель-
ныя но своимъ свойствамъ. 

Функц1и эти впервые были изучены Шварцемъ и получили 
поэтому назван1е функщй Шварца. 

Teopifl функщй Шварца находится въ тесной связи съ 
теор1ей группъ линейныхъ подстановокъ. 

Въ настоящей главФ мы займемся разсмотр4н1емъ глав-
н^йшихъ свойствъ функщй Шварца. Но прежде, чЬмъ при
ступить къ этой задаче, остановимся несколько на свойствахъ 
линейнаго преобразован1я на плоскости комплекснаго пере
меннаго, а затемъ приведемъ т е теоремы теорш гипергео
метрическихъ функщй, которыми намъ придется пользоваться. 

§ 8. Линейное преобразован1е на плоскости комплекснаго 
перемтьннаго. 

Припомнимъ некоторыя определен1я и теоремы, иввестныя 
изъ Teopin функцШ комплекснаго переменнаго. 

Пусть даны два комплексныхъ количества; 

z^x-h-iy, /—x'-i-iy\ 
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По опредйлетю Коши мы назовемъ z' функц1ею z, если 
х' и у' суть функц1и X ж у. Величина / представится въ 
такомъ ВИД'Ь: 

z'=^f{x, у). 

Это самое широкое опред'Ьлен1е функц1и комплекснаго пере
меннаго. 

Моногенными функщями Коши назвалъ тЬ функщй, ко
торыя удовлетворяютъ условш: 

дх ду 

Моногенныя функщй могутъ быть представлены въ такомъ 
вид*: 

г д е F есть знакъ алгебраическихъ или трансцендентныхъ 

операщй, совершаемыхъ надъ величиной 

^z=zX'^iy. 

Пусть / есть моногенная функщя. Пусть точка z они-
сываетъ некоторую кривую С, не проходящую 1 ) черезъ 

точки, въ которыхъ производная — обращается въ О или со, 

2) черезъ критичесшя точки функцш z'\ тогда точка / тоже 
опишетъ некоторую кривую С , въ безконечно малыхъ ча
стяхъ подобную кривой С, 

Такая кривая С называется подобнымъ отображен1емъ 
кривой С. Если кривая С проходитъ черезъ критичесшя 
точки функцш z' или черезъ так1я точки, г д е производная 

^ обращается въ О или сх>, то въ соответствующихъ то^* 

кахъ кривой С можетъ наступить нарушен1е подоб1я; но мы 
условимся во всякомъ случае называть кривую С" нодобнымъ 
отображен1емъ кривой С. 
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Если кривыя О и С сомкнуты, то мы условимся называть 
площадь 8\ ограничиваемую кривою С, подобнымъ отобра-
жeнieмъ площади ограничиваемой кривою С. 

Способность давать подобныя отображен1я присуща исклю
чительно моногеннымъ функц1ямъ. Если мы убедимся въ 
томъ, что некоторая функц1я / перемЬннаго z всякую кри
вую С преобразуетъ въ кривую С\ подобную ей въ безко
нечно малыхъ частяхъ, то мы въ прав* сказать, что / есть 
моногенная функц1я z. 

Построимъ сферу рад1уса 1 съ центромъ въ начале коор-
динатъ. 

С^чеше этой сферы плоскостью перемЬннаго z назовемъ 
экваторомъ сферы. Полюсъ сферы, лежащш надъ плоскостью 
переменнаго z, назовемъ севернымъ полюсомъ, а противопо
ложный полюсъ—южнымъ. 

Станемъ проэктировать стереографически изъ южнаго по
люса точки плоскости на сферу. Обозначимъ проэкцш точки 
Z на сферу буквою Z. Точка Z есть изображен1е количества 

z^x-^ iy 
на сфере. 

Часть плоскости, лежащую кверху отъ действительной оси 
будемъ называть верхнею полуплоскостью, а соответствующую 
ей половину сферы—верхнею полусферою. Остальную поло
вину плоскости будемъ называть нижнею полуплоскостью, а 
соответствующую ей полусферу—нижнею полусферою. 

Говоря объ обходахъ на плоскости, мы постоянно будемъ 
иметь въ виду въ то же время и соответствующ1е имъ об
ходы на сфере. 

Отнесемъ сферу къ прямоугольнымъ осямъ координатъ. 
Пусть две оси совпадаютъ съ осями х ш у плоскости z; 

тогда третья ось пройдетъ черезъ полюсы сферы, ее мы 
назовемъ осью сферы. 

Обозначимъ координаты точекъ сферы буквами vj, ^. 
Уравнен1е сферы будетъ таково: 

'̂+v-bi:̂ =i ( 1 ) 
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откуда: 

V (3) 

(5) 

координаты же т), С точки Z выражаются черезъ коорди-
паты X ж у точки ^ такимъ образомъ: 

Возьмемъ линейную подстановку: 

г д е коэффиц1енты а, j3, у , S суть постоянныя числа действи-
тельныя или мнимыя. 

Подстановка (5) преобразуетъ каждую точку плоскости z 
въ некоторую другую точку Z той же плоскости. 

Преобразован1е это однозначное: каждой данной точке со
ответствуетъ определенная одна преобразованная и обратно. 

Одновременно съ такимъ преобразован1емъ точекъ плос
кости мы будемъ представлять себе и соответствующее пре
образоваше точекъ сферы. 

Каково бы то ни было 8начен1е коэффищентовъ а, j3, у, (5, 
всегда существуетъ на плоскости переменнаго z пара та
кихъ точекъ, которыя подстановкою (5) преобразуются сами 
въ себя. Эти точки суть корни уравнешя: 

или: 
у 0 ^ - + - ( § — Р = = 0 , (7) 

Т. ХУ1. Вып. 1У. 45 

Не трудно убедиться въ томъ, что координаты у точки z 
плоскости связаны съ координатами '/), I, соответствующей 
ей точки Z сферы такими соотноп1ен1ями: 
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*) См. Klein. Vorlesungen uber die Theorie der elliptischen Modul
functionen, T. I, стр. 165 и 170. Зд*сь указана причина такого назвап1я. 
ГлавнМппя свойства лпнеГшыхъ подстановокъ изложены въ стать* 
проф. Ермакова: Круговое преобразоваше. Мат. Сборн. т. ХХУ. 

Если корни уравнешя (7) равные, то сказанныя двЬ точки 
совпадаютъ. 

Станемъ различать два случая: 
1) корни уравнен1я (7) различны между собою; 

2) корни уравнешя (7) одинаковы. 

Начнемъ съ перваго случая. 

1. Пусть корни уравнешя (7) различны между собою и 
соответственно равны: 

и 

Такъ какъ точки эти подстановкою (5) преобразуются сами 
въ себя, то ясно, что подстановку (5) можно представить въ 
такомъ виде: 

l = - ? L = = , l z : J , (8) 
Z — Z^ Z — Z^ 

где к есть некоторое постоянное число. Такъ какъ оно, 
вообще говоря, комплексное, то мы его представимъ въ нор
мальной формЬ: 

к = ^е^\ (9) 

Тогда подстановка (8) приметъ такой видъ: 

! : = A = p e ^ ^ ' i z i £ i . (10) 
Z Z^ ^ Z—Z., 

Вудемъ называть подстановку (10) эллиптической, если р = 1 , 
гиперболической J если 0 = 0 и локсодромической *), если р 
отлично отъ 1, а G отлично отъ 0. 

П. Пусть корни уравнен1я (7) одинаковы и равны z^. 
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4 5 * 

Тогда подстановка ( 5 ) приметъ видъ: 

. Д — = — ( 1 1 ) 

гдЬ А есть некоторое постоянное число 
Такую подстановку мы назовемъ параболической. 
Посмотримъ, каковъ порядокъ линейной подстановки (5) 

въ каждомъ изъ указанныхъ четырехъ случаевъ. 
Начнемъ снова съ первыхъ трехъ случаевъ. 
Пусть подстановка (5) приведена къ виду: 

i z i i . = .е'^'-=Л . ( 1 0 ) 
Z — z^ ^ Z — ^ ^ 

Введемъ ташя oбoзнaчeнiя: 

§{s) = ре̂ 'йг, ( 1 3 ) 

m^'f^ • ( 1 4 ) 

Z ^2 

Равенства (5) и ( 1 0 ) примутъ видъ: 

£ = ад, ( 1 5 ) 

U{l) = §U{3). ( 1 6 ) 

Обозначая подстановку, обратную TJis), черезъ TJ~\z)., 
мы находимъ изъ равенства ( 1 6 ) : 

z=U'*§U{z). ( 1 7 ) 

Изъ равенствъ ( 1 5 ) и ( 1 7 ) сл'Ьдуетъ: 

8{г) = и- ^§U{z), ( 1 8 ) 
откуда: 

8= и-'^и. ( 1 9 ) 

Степень п подстановки 8 выразится такъ: 
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*) О подобныхъ подстановкахъ см. Serret. Cours d'algebre superieure 
т. II, стр. 257. 

8''= и. (20) 

Если т есть порядокъ подстановки 8, то должно им^ть 
MtcTo символическое равенство; 

^ ^ = ^ / - ' ^ ' ^ 1 7 = 1 . ( 2 1 ) 

Изъ этого равенства следуетъ, что: 

f ' ^ ^ l . (22) 

Сл'Ьдовательно порядокъ подстановки 8 таковъ же, какъ и 
подстановки оГ. Это и следовало ожидать, потому что под
становки S и сГ подобны,*) мел1ду собою. 

Подстановка сГ"*(^) такова: 

ir'̂ (̂ ) = e^^S, (23) 
Если 

1Г '^=г=1, (22) 
то: 

r ' \ z ) = 0 , ( 2 2 ' ) 

или: 
^m^mOi^^^^ ( 2 4 ) 

откуда: 
р = : 1 , Ш б = 2 Й 7 Г , ( 2 5 ) 

ГД'Ь h ц'Ьлое число. 

Слтдовательно подсшаиовт гиперболичешя и локсодромиче-
шя никогда не могутъ быть конечнаго порядка. Подстановки 
же эллиптичестя только тогда будутъ конечнаго порядка^ 
когда онгь приводятся къ виду: 

'т^' = ' ~ . (26) 

ГД'Ь тик взаимно простыя ц'Ьлыя числа. 
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Порядокъ подстановки (26) равенъ т. 
Въ частномъ случае, когда 

со, о, 
подстановка (26) приметъ такой видъ: 

2hm 

z = e 7* 0. (27) 

Это—эллиптическая подстановка въ нормальномъ вид*. 

Для параболической подстановки мы можемъ повторить 
почти дословно тЪ же разсужден1я. 

Положивъ: 

Щ = в-л-Л, (28) 

И принявъ во внимаше равенства (5) и (11), мы приведемъ 
параболическую подстановку S{z) къ такому виду: 

S{z)= W'miz), (30) 
откуда: S=V'^'$U] (31) 
дал-Ье: 

S''= U-'§" и. (32) 
Услов1е: 

= 1 (33) 

приводитъ къ такому условш: 

^^^^=1, (34) 
Такъ какъ: 

r''{z) = z-i-mA, (35) 

то изъ равенства (34) сл'Ьдуетъ: 

z-^mA=^z. (36) 



— 698 — 

Это равенство показываетъ что порядокъ параболической ли
нейной подстановки не можетъ быть числомъ конечнымъ. 

Такъ какъ въ нослЬдующемъ намъ придется имЪть дЬло 
съ конечными группами линейныхъ подстановокъ, то всЬ 
подстановки, входящ1я въ составъ этихъ группъ, должны 
быть конечнаго порядка. B e t эти подстановки будутъ элли
птичестя вида (26). 

Вернемся къ геометрическимъ представлен1ямъ на сферЬ. 
Иовернемъ сферу около некоторой оси, проходящей че

резъ ея центръ на некоторый уголъ 0. 
Такому повороту сферы соотв'Ьтствуетъ нЬкоторое пре

образоваше ея точекъ: каждой данной точк'Ь Z сферы соот
в'Ьтствуетъ Н'Ькоторая преобразованная точка Z, и обратно. 

Одновременно съ точками сферы и точки плоскости тоже 
преобразуются: каждой данной точк-Ь z плоскости соотв'Ьг-
ствуетъ единственная преобразованная точка z, и обратно. 

Ясно, что Z есть функц1я z. Докажемъ, что она будетъ 
моногенная функщя z. 

Пусть точка z опишетъ н-Ькоторую произвольную кривую 
с на плоскости. Точка Z въ то же время опишетъ на сфер-Ь 
некоторую кривую С, подобную въ безконечно малыхъ частяхъ 
кривой с: действительно, кривая с есть стереографическая 
проэкц1я кривой (7, а въ стереографической проэкцш подоб1е 
безконечно малыхъ частей сохраняется. Въ то же самое 
время точка Z опишетъ кривую (7, разнявдуюся отъ С лишь 
положен1емъ на сфер'Ь: кривая С повернулась вм'Ьст'Ь со 
сферою и заняла новое положеше С Ясно, что (7 не только 
подобна, но и равна (7. Наконецъ, точка z опишетъ кривую 
с, служаш,ую стереографической проэкщей кривой С и, Сл'Ь
довательно, подобную кривой (7. 

Если такъ, то кривряя с и с подобны между собою въ без
конечно малыхъ частяхъ. Поэтому z есть моногепная функ
щя z: 

-z = F{z). 
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Не трудно усмотреть, какова эта функц1я. 
Мы видели, что каждой точк^ z соотв'Ьтствуетъ единствен

ная точка Z и обратно: каждой точк'Ь z соотв'Ьтствуетъ един
ственная точка Z. Это значитъ, что функц1я F{z) линейная: 

Следовательно, каждому повороту сферы около осщ прохо
дящей черезъ ея центръ, соотв%тствуетъ линейное преобра
зоваше плоскости. 

Если уголъ поворота сферы равенъ 

In' 

ГД'Ь hum взаимно простыя ц'Ьлыя числа, то соответствующая 
ему подстановка (5) должна быть ш-го порядка, потому что 
после ш такихъ поворотовъ сфера впервые приходитъ въ свое 
первоначальное положеи1е. Отсюда следуетъ, что линейная под
становка, соотвгьтствующая повороту сферы—эллиптическая. 

Она должна приводиться къ виду: 

llllL^e'i'JIlA. (37) 

Z — ^2 Z — Z^ ^ 

Ясно, что Z^ и ^2 суть точки плоскости, С00ТВетСТВуЮщ1я ПОЛЮ-
самъ и Z^ той оси, около которой была повернута сфера. 

Пусть координаты точки Z таковы: 

Тогда координаты точки будутъ: 

— — — Ĉi-
Величины z^ и z, выразятся такъ: 
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Уголъ 6, входащ1й въ формулу (37), какъ не трудно ви-
д'Ьть, равенъ углу, на который повернута сфера. 

Введемъ так1я обозначешя: 

О 0 6 6 
. E , s m ~ = a , i],sm^ = b, '(,^sm^ = c, cos~=d. (39) 

Изъ уравнешя сферы: 

^ ' - 4 - 7 ) ^ - 4 - ^ ^ = 1 (1 ) 

следуетъ, что: 

a'-^V'^c''^d'=\. (40) 

Подставимъ выражешя (38) величинъ , z^ въ ypannenie (37) 
и решимъ это уравнеше относительно z, принимая при этомъ 
во BHHManie равенства (39) и (40). Въ результате получимъ: 

{d^ic)z-^(b—ia) 
{b-^ia)z-{d—ic) • 

Формула {41) есть выражеше эллиптической линейной под
становки, соответствующей поворошу сферы на уголъ О около 
осщ имеющей полюсами: 

-Пп ill и — —yjj , — С|. 

Обратимся теперь къ подобнымъ отображен1ямъ, даваемымъ 
линейною подстановкою: 

Z = ^ • (5) 

Функц1я (5) критическихъ точекъ не имеетъ вовсе; произ
водная: 

dz_ g ^ - p Y 

обращается въ О при = оо, а въ безконечность—одновре
менно съ Z. 
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*) Прямая разсматривается какъ кругъ безконечно большаго рад1уса. 
**) Мы запмствуемъ эти теоремы нзъ диссертащи профессора Тихо-

мандрицкаго; О гипергеометрическихъ рлдахъ. С.-Петербургъ, 1876. 

Поэтому отображен]'е, получаемое помощью этой функщй, 
исюду въ безконечно малыхъ частяхъ подобно отображаемой 
кривой. 

Изъ курсовъ теор1и функщй комплекснаго переменнаго 
известно, что если точка z движется по кругу (или по пря
мой) *), то и точка i , определяемая формулою (5) движется 
по кругу (или по прямой). 

Возьмемъ на плоскости переменнаго z кругъ произволь-
наго рад1уса В съ центромъ въ некоторой точке С (черт. 1) и 

д в е точки: -4 и J5 на прямой СВ, 
расположенныя такъ, что: 

^д) СА.СВ = Е\ (43) 

Ташя д в е точки называются сим-
^^^^ ^ метричными относительно круга. 

Одна изъ нихъ называется зер-
кальнымъ изображен1емъ другой относительно даннаго круга. 

Построимъ отображеше круга С и точекъ Л и В при по
средстве линейнаго преобразован1я (5). Кругъ С преобра
зуется въ некоторый новый кругъ С , точки А ш В въ Л' 
и В\ Важно то, что точки А' и J5' будутъ симметричны 
относительно круга С . Мы можемъ это выразить словами: 
линейное преобразоваше не нарушаешь симмешрш. 

Если рад1усъ круга обращается въ безконечность, то 
окружность обращается въ прямую и тогда симметричными 
будутъ ташя д в е точки, которыя лежатъ на одномъ перпен
дикуляре къ прямой въ равномъ разстояши отъ нея. Это 
симметр1я въ самомъ .элементарномъ смысле слова. 

§ 9Л14которыя теоремы теор1и гипергеометрическихъ ФункцШ *'^) . 
Приведемъ теперь некоторыя теоремы теорш гипергео

метрическихъ функцш, которыми намъ скоро придется поль
зоваться. 
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dz 

Одвнъ изъ частныхъ интеграловъ этого уравнешя въ области 
точки О разлагается въ такой рядъ: 

(45) 

называемый гипергеометрическимъ рядомъ. 
Ясно, что функц1я, изображаемая рядомъ (45), существуетъ 

и за пределами сходимости этого ряда; но тамъ она выра
жается иначе. 

Въ ряд* (45) коэффиц1енты (х, j3, у могутъ быть как1я 
угодно количества дМствительныя или мнимыя, лишь бы у 
не было ц'Ьлымъ отрицательнымъ числомъ; но въ нашей ра-
ботЬ мы будемъ считать ихъ действительными. 

Въ такомъ случае при действительномъ z величина функцш 
Р{Ъ % Т> ^) будетъ непременно действительная. 

Кругомъ сходимости ряда (45) служитъ кругъ, описанный 
изъ начала координатъ paдiycoмъ, равнымъ 1 . 

Критическими точками интеграловъ уравнен1я (44) служатъ: 
О, 1, <s>, 

Выделимъ на плоскости z сие-
дующ1я области: 

1) Область, лея^ащая внутри 
_ круга, описаннаго изъ начала ко

ординатъ рад1усомъ равнымъ 1 
(черт. 2 ) . 

2) Область, лежащая внутри 
круга, описаннаго изъ точки н - 1 
рад1усомъ равнымъ 1. 

3) Область, лежащая вне кру
га, описаннаго изъ начала координатъ рад1усомъ равнымъ 1 . 

Для краткости мы будемъ ихъ называть такъ: область I, 
область II, область III. 

ж 

А 
1 0 V у 
V 

1Г 

Черт. 2. 

Гипергеометрическимъ уравнешемъ называется уравнен1е: 

^ ( 1 - ^ ) ^ + [ у - ( а + | З н - 1 ) ^ ] ^ - а | З г ^ = 0 . (44) 
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^2=^*""^i^(a—Y-*-l, 2—Y,^) неоднознач
ный въ области I. 

Въ области П: 

i/y=:F(a, |3, а-+-^—Y-+-1,1—-2?)-однозначный въ об
ласти П. 

^ , = ( 1 - ^ ) ^ ' - « - ^ 2 Г ( у - | 3 , - ^ - а , 1 - ^ ) 
. . . .неоднозначный въ области П. 

(46) 

( 4 7 ) 

Въ области III: 

2 / , = 0 - « i ^ ( a , a - Y - H l , 

у,= Z - ^ F { ^ , P - T - b l , iB-a-H-l, 1 ) 

ееоднознанные въ 
(48) 

области Ш . 

Написанные ряды сходятся въ соответствующихъ областяхъ. 

§ 10. Основныя свойства Функцш Шварца. 

Въ главе II мы видели, что всякое (не двучленное) алге
браическое ypaBnenie, имеющее группу линейныхъ подстано
вокъ, измeнeнieмъ независимаго переменнаго приводится къ 
ypaвнeнiю (54) главы II и въ такомъ случае корни его могутъ 
быть выражены въ виде oтнoшeнiй частныхъ интеграловъ 
гипергеометрическаго уравнешя. 

Будемъ предполагать, что преобразован{е переменнаго, 
совершено и будемъ снова обозначать независимое пере
менное буквою Z. 

Изъ чертежа 2 видно, что эти области заходятъ другъ за 
друга. Въ каждой изъ указанныхъ областей существуетъ но 
два частныхъ интеграла, весьма нросто выражающихся при 
помощи гипергеометрическихъ рядовъ. 

Интегралы эти суть сл'Ьдующ1е: 

Въ области I: 

y^=F{oi, |3, Y, ^).... однозначный въ области I. 
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Въ такомъ случа* мы имеемъ уравнеше: 

Е\и): с'Т\и): cf\u) = z:z—l:l, (49) 

корни котораго суть отношешя частныхъ интеграловъ гипергео
метрическаго уравнен1я (44) и удовлетворяютъ дифференщ
альному уравненш: 

при чемъ: 

(51) 

1 
1 — 

1 

2 ( л -

1 

\ 
1 

T = 1 
1 

> 

a числовыя величины X, X ,̂ определяются изъ таблицы 
(50) главы П. 

Займемся изучен1емъ свойствъ интеграла уравнешя (50), 
считая числа А, \ , \ целыми и положительными, но не 
давая имъ непременно значен1я, приведенныя въ таблице 
(50) главы П. Въ такомъ случае частные интегралы урав-
нен1я (50) могутъ быть и трансцеядептными функщями. 

Следуя Шварцу *) мы обозначимъ одинъ какой нибудь 
частный интегралъ уравнешя (50) слЬдующимъ образомъ: 

*) Шварцъ изучаетъ свойства интеграловъ уравнешя: 

Wz— 2z' •^2(0-1)»*^* 2^(^-1) 

и обозначаетъ одинъ изъ частныхъ интеграловъ его такъ: 

Приведенное выше уравнеше (50) есть простМш1й частный случай 
уравнен1я Шварца. Мы ограничимся въ настоящей работ-Ь разсмотр*-
шемъ только этого прост'Ьйшаго частнаго случая. 



— 705 — 

^ ^ ^ ^ 

или короче: 
u = s{z). (53) 

Остальные частные интегралы уравнен1я (50) суть линейныя 
функцш и, какъ мы знаемъ изъ теоремы 5 главы П. 

Изъ теоремы 11 главы II видно, что функщя s{z) есть 
OTHOHienie частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго урав
нешя (44), при чемъ коэффищенты а, |3, у этого уравнеп1я 
определяются формулами (51). 

Отсюда слЬдуетъ, что свойства функщй s{z) т*сно связаны 
со свойствами гипергеометрическихъ функцш. 

Т е о р е м а 1. Функщя s{z) многозначна и всп> значешя ея 
связаны между собою линейно. 

Это следуетъ изъ того, что интегралъ ypannenia (50)— 
функц1я многозначная и общШ интегралъ этого y p a B n e n i a 

выражается черезъ любой частный интегралъ линейно. Сле
довательно после обхода около критической точки функщя 

u = s{z) (53) 

перейдетъ въ 

при чемъ; 
u^s{zl (54) 

аи-^Ъ 
и = ч , (55) 

си-л-д ' 

г д е а, &, с, ()—некоторыя постоянныя числа. Линейныя под
становки, соответствующ1я всевозможнымъ обходамъ около 
критическихъ точекъ, образуютъ группу. Эта группа—безко-
нечнаго порядка, если число значенш функц1и s(^) безконечно 
велико. Если яш число значенш функщй s{z) конечно, то 
порядокъ группы будетъ, понятно, конченъ, и въ этомъ слу
чае, какъ мы увидимъ, функщя s{z) будетъ, необходимо, алге
браическою. 

Т е о р е м а 2. Функщя s{z) имттг три критичестя точки: 
О, со. 
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Это сл'Ьдуетъ изъ того, что s(z) есть отношеше двухъ 
частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго уравнен1я, а они 
им'Ьютъ лишь три критичесшя точки: О, 1, со. 

Т е о р е м а 3. Подобное отображеше верхней полуплоско
сти при посредстве функцш: 

и = s{z) (53) 

есть треугольникъ, образованный дугами круговъ и имгьюгцш 
углы соответственно равные: 

7 Г 7 Г 7 Г 

Выберемъ въ каждой изъ областей, указанныхъ въ § 9 
по одному частному интегралу уравнешя (50): 

Въ области I: 

2/. Д а , |3, Y, г) ' ^ > 

въ области II : 

въ области III: 

Ж = | = ^ - » ' - ) 1 ( . (58) 

Интегралы f7, F , Ж будутъ суш,ествовать, понятно, и за 
пределами указанныхъ областей, но выражен1я ихъ будутъ 
за этими пределами иныя, потому что ряды, стоящ1е во вто-
рыхъ частяхъ равенствъ (56), ( 5 7 ) , (58) за пределами соот-
ветствуюш,ихъ областей стапутъ расходят,имися. 

Функщя s{z) выражается линейно черезъ всЬ три частныхъ 
интеграла: 
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м = S{0) = (59) 

Будемъ точку z двигать по действительной оси справа влево. 
Пусть она выходитъ 
изъ точки а (черт. 3), 
лежап],ей на оси х въ 
области I и идетъ по 
оси X влево. Уйдя въ 

• оо — со и двигаясь даль
ше, она появляется на 

Черт. 3. 

ОСИ X СЪ правой сто
роны и идетъ опять 
влево, пока снова не 
придетъ въ а. Пусть 
при этомъ движенш точ

ка Z огибаетъ критичесшя точки О, 1 и по безконечно ма-
лымъ полукругамъ, лежащимъ въ верхней полуплоскости {верх
ней полусфере). Ясно, что путь, описанный точкой z сом
кнутый: она обогнула въ обратномъ направленш верхнюю по
луплоскость. Такъ какъ все критическая точки функщй s{z) 
остались вне той площади, которую обогнула точка z, то 
кривая, описанная при этомъ движен1и точкою и, есть кри
вая сомкнутая. 

Площадь, заключенная внутри этой кривой есть подобное 
отобра5кен1е верхней полуплоскости при посредстве функ-
ц1и s{z). 

Посмотримъ, каковъ видъ этого подобнаго отображен1я. 
Пока точка z движется отъ а къ О, функц1я U остается 

действительною, точка U движется прямолинейно по действи
тельной оси. Точка щ связанная съ U линейною зави
симостью (59), описываетъ некоторую дугу круга 
(черт. 4). Когда точка z обогнетъ точку О по безконечно 
малому полукругу, то функц1я U перейдетъ въ: 
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Черт. 4. 

( 1 _ у ) 7 г , ( т - а ~ | 3 ) т с , (а~Р)и, (60) 

или, на основаши формулъ (51): 

7Г ТС 71 
(61) 

Необходимо зам'Ьтить, что приведенный нами чертежъ 4 
сд'Ьланъ въ предположен1и: 

1 ) что углы треугольника щ веЬ меньше 7г, 

какъ видно изъ формулы (56). При дальн'Ьйшемъ движен1и 
точки Z оть О къ — точка TJ нойдетъ но прямой, накло

ненной къ оси X подъ угломъ 
( 1 — у ) 7 г , точка же w, повер-
нувъ въ подъ такимъ же 
угломъ къ своему прежнему 
пути, нойдетъ по новой дуг-Ь 
круга Это движен1е 
будетъ продолжаться до тЬхъ 
поръ, пока точка z не дой-
детъ до со. 

Совершенно такими же 
разсуждешями мы уб-Ьдимся 
въ томъ, что когда точка z, 

обогнувъ точку = со по безконечно малому по.]1укругу, бу
детъ двигаться къ - ь 1, точка и, повернувъ въ подъ угломъ 
(а—13)71: къ прежнему пути, нойдетъ по дугЬ круга щ. 

Наконецъ, когда точка z обогнувъ точку 1 по безконечно 
малому полукругу, станетъ приближаться къ точк'Ь своего 
выхода а, точка щ повернувъ въ щ подъ угломъ (у—а—Р)7г 
къ своему прежнему пути, снова вступитъ на дугу круга 

и станетъ приближаться къ точк'Ь и^. 
Итакъ, подобное отображеше верхней полуплоскости по-

мош,ью функщй s{z) есть треугольникъ щ и^, образо
ванный дугами круговъ. 

Углы этого треугольника суть: 
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откуда: 

(62) 

Мы видели выше, что пока точка 0 движется по отрезку 
01 действительной оси, точка U движется по действительной 
оси, а точка и описываетъ дугу и^. Следовательно линей
ная подстановка (62) преобразуетъ точки дуги щ въ точки 
действительной оси. ВсякШ разъ, когда точка г«,, двигаясь по 
дуге г̂ ,̂ описываетъ полную окружность, точка СГ пробе-
гаетъ всю действительную ось. 
Мы предположили, что дуга % щ равна: 

A;.360^-f-^^ 
Т. XYI. Вып. 1Г. 46 

2) что дуги круговъ, ограничивающ1я треугольникъ щ и^, 
содержать въ себЪ менЬе 360 ^ 

Докажемъ, что такой видъ треугольника действительно 
соответствуетъ услов1ямъ решаемой нами задачи. 

Что касается до угловъ треугольника, то они определя
ются формулами (61), где \ , \ , 1 суть целыя числа. Ясно, 
что они меньше тт. 

Докажемъ теперь, что ни одна изъ сторонъ треугольника 
^0 ^ 1 ' ^ с о не можетъ содержать въ себе 360^ или больше. 

Допустимъ, что въ дугЬг^о u^ больше 360^; пусть она равна: 

Л.ЗбО^-^-ф^ 

где 360^, а к целое положительное число. 
Это значитъ,что пока точка z проходитъ по действитель

ной оси отрезокъ 01, точка и описываетъ к полныхъ окруж
ностей н еще дугу въ 

Посмотримъ, какой путь въ то же время проходитъ точка: 

Она связана съ точкою % соотношешемъ: 
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*) й з ъ формулъ (51) следуетъ, что: 

Въ самомъ иеблагопр1лтиомъ случа'^, когда 

X =: \ = л, = 2, « = i- , ^ = 

функц1я F{<x, |3, 7, 0) непрерывно уменьшается отъ 

Сл'Ьдовательно она остается положительною. 
**) Если бы мы стали изучать функц1ю Шварца общаго вида ^(А, v, 

то свойства ея оказалпсь бы много сложн'Ье. 

Если такъ, то пока точка z опишетъ отрезокъ 0 1 , точка 
и должна пройти к разъ всю действительную ось и еш,е 
некоторый конечный отрезокъ ея. При такомъ измененш 
функщя и должна к разъ пройти черезъ безконечность. 
Обращаясь къ формуле ( 5 6 ) , мы видимъ, что функщя ? 7 п р и 
Z действительномъ и лежащемъ между О и 1 только въ томъ 
случае можетъ обратиться въ со, если рядъ 

Fi^, 13, Т, ^) 
при этомъ значешй z равенъ 0 . Между темъ весьма про
стыми соображешями мы убеждаемся въ томъ, что при 
а, ^, у удовлетворяющихъ услов1ямъ ( 5 1 ) , функц1я 

F(a, у, Z) 

существенно положительна и отлична отъ О для всехъ зна
ченш Z, лежащихъ между О и 1 ^ ) . 

Такое протиБореч1е произошло отъ сделаннаго нами до-
пущешя, что дуга щ содержитъ въ с е б е б о л е е 3 6 0 ^ 

То же самое справедливо по отношешю къ двумъ другимъ 
сторонамъ треугольника щ **). 

Т е о р е м а 4. Подобное отображеше нижней полуплоско -
сти при помощи функцш s{z) есть треугольникъ, смежный 
съ и^^ Щ и симметричный съ нимъ относительно ихъ 
общей стороны. 
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Пусть точка z перешла шъ верхней полуплоскости въ ниж
нюю чрезъ отр'Ьзокъ оси лежащ{й между О и 1. Точка и 
выйдетъ изъ треугольника черезъ сторону щ, 
и, пока точка z будетъ оставаться въ нижней полуплоскости, 
точка и будетъ оставаться вн-Ь треугольника и^. Чтобы 
найти подобное отображен1е всей нижней полуплоскости, 
мы заставимъ точку z пройти всю ось х справа вл-Ьво, обходя 
критичесюя точки О, 1, с о по безконечно малымъ полукру-
гамъ, лежащимъ въ нижней полуплоскости. 

Повторяя разсужден1я, при
веденныя выше, мы найдемъ, 
что отображеше нижней полу
плоскости есть треугольникъ 
Ч '^1 ^со ("lepT. 5), им^ющй 
съ треугольникомъ щ 
общую сторону и так1е 
же углы какъ и треугольникъ 

и^. Остается доказать, и, и, 

Черт. 5. 

что треугольники: щ и 
UQ Щ й^ симметричны относи
тельно дуги UQ Щ. 

Возьмемъ два пути на плоскости переменнаго z: 
1) пусть Z идетъ по оси х отъ 1 къ О, обходитъ О по 

безконечно малому полукругу, лежащему въ верхней полу
плоскости и идетъ по оси х къ —1; 

2) пусть Z идетъ по оси х 
отъ 1 къ О, обходитъ О по 
безконечно малому полукругу, 
лежащему въ нижней полупло
скости и идетъ по оси х къ —I 

Изъ формулы (56) видно, что 
при посредстве функц1и [7 пер
вый путь отобразится ломан
ной и, и, f7_, (черт. 6), а 

второй путь—ломанной U^ и_^. Прямыя Z7o U_^ и 
симметричны относительно действительной оси. 

46* 
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Такъ какъ функщй и и U связаны между собою линейною 
зависимостью: 

^ - сттет,' ^ 
то после этого линейнаго преобразован1я прямая U^ 
перейдетъ въ дугу и^, а прямыя TJи пе
рейдутъ въ дуги круговъ, направленныя но щ и щ й^. 
Линейное преобразован1е, какъ мы знаемъ, не нарушаетъ 
симметрш; поэтому дуги и будутъ симметричны 
относительно дуги UQ и^. 

Такимъ же образомъ докажемъ, что дуги щ и u^ 
симметричны относительно дуги и^. 

Теорема доказана. 
Треугольникъ, симметричный съ даннымъ относительно 

одной изъ сторонъ его, мы можемъ построить средствами 
элементарной геометр1и. 

Если бы точка z перешла изъ верхней полуплоскости въ 
нилшюю черезъ одинъ изъ отр'Ьзковъ: О или со 1, то точка 
и вышла бы изъ треугольника щ черезъ сторону 
или щ и тогда нижняя полуплоскость отобразилась 
бы треугольникомъ симметричнымъ съ относительно 
стороны или щ. 

Пусть точка z двигалась сначала въ верхней полуплоскости, 
затемъ перешла въ нижнюю черезъ отрезокъ 01 , описала 
какую-либо кривую и снова вернулась въ верхнюю полуплос
кость черезъ отрезокъ 1 со. Посмотримъ, какой путь описала 
въ то же время точка и. Путь этотъ будетъ, необходимо, 
разомкнутый, потому что точка z совершила обходъ около 
критической точки 1. 

Сначала точка и вышла изъ треугольника %^ щ че
резъ сторону его щ въ треугольникъ щ щ и^, а за
темъ, совершивъ некоторый путь внутри этого треугольника, 
она вышла изъ него черезъ сторону щ й^. 

Если мы заставимъ точку z после сделаннаго обхода обо» 
гнуть верхнюю полуплоскость, то разсуждешями, подобными 
приведеннымъ въ теоремахъ 3 и 4 , убедимся въ томъ, что точка 
и опишетъ контуръ треугольника г!^ щ (черт. 5), симме-
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•) Прим-бры подобныхъ сЬтей см. ниже не чертежахъ: 11, 12, 14, 25, 
26, 27, 28, 29, 30. 

тричнаго съ треугольникомъ и^и^ относительно общей 
стороны щ й^. 

Треугольникъ Щ будетъ служить нодобнымъ ото-
бражешемъ верхней полуплоскости при помощи другаго 
значешя: 

й = s{z) 

функц1и u=s{z\ которое она прюбр^ла поел* обхода около 
критической точки н - 1 . 

На основанш теоремы 1 функц1я u=s{z) выражается 
черезъ u=s{z) линейно: 

и = ч . (56) 

Треугольникъ щ можетъ быть полученъ изъ тре
угольника и, линейнымъ преобразовашемъ (55). 

Условимся называть эквивалентными всяшя дв^ фигуры^ 
которыя могутъ быть получены одна изъ другой линейнымъ 
преобразован1емъ. Въ такомъ случае труегольники щ и^ 
и % и^ й^ между собою эквивалентны. 

Построимъ на плоскости сЪть *) треугольниковъ слЬдую
щимъ образомъ: возьмемъ треугольникъ и^ и^ и^\ на всЬхъ 
сторонахъ его построимъ треугольники, съ нимъ симметрич
ные; на всЬхъ сторонахъ каждаго изъ ностроенныхъ треуголь
никовъ строимъ треугольники, симметричные съ ними относи
тельно общей стороны, и т. д., пока будетъ возможно продол
жать эти построешя. Такимъ образомъ мы или всю плоскость 
или некоторую часть ея покроемъ с^тью треугольниковъ. 

Треугольники эти будутъ плотно прилегать другъ къ другу 
и нигде не будутъ находить другъ на друга. 

Въ самомъ дФле, всяше два рядомъ лежащ1е треугольника суть 
смежные: между ними незанятой части плоскости не остается; 
если же около какой-нибудь точки треугольники сходятся сво
ими вершинами, то сумма угловъ, сходящихся около этой точки 
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какъ разъ равна 27г, потому что углы эти равны одной изъ 

величинъ: Y » Т" > ^ > ^̂Д'Ь \ \ суть числа ц'Ьлыя и по-А Л, Лз 
ложительныя. 

Отсюда видно, что если около какой либо точки треуголь
ники сходятся своими вершинами, то число этихъ треуголь
никовъ четное; оно равно одному изъ чиселъ: 2>, 2\, 2\. 
Следуя Клейну поступимъ такъ: первый треугольникъ щ щ 
оставимъ б^лаго цв̂ Ьта; вс^ смежные съ нимъ затушуемъ; 
ВС'Ь треугольники, смежные съ этими черными, оставимъ 64-
лаго цвЬта, а ваЬ смежные съ б-Ьлыми затушуемъ и т. д. 
Тогда всяк1й б'Ьлый треугольникъ будетъ окруженъ черными, 
и обратно. Если около какой либо точки н'Ьсколько треуголь
никовъ сходятся своими вершинами, то половина ихъ будетъ 
б-Ьдаго цв-Ьта, а другая половина чернаго цвЬта. Изъ сказан
наго выше ясно, что всЬ б'Ьлые треугольники будутъ подоб
ными отображен1ями верхней полуплоскости перемЬнпаго z 
при помощи различныхъ значешй многозначной функц1и s{z)j 
а черные треугольники—подобными отображешями нижней 
полуплоскости нерем-Ьниаго z при помощи значен1й той же 
функщй. Точки, ГД'Ь треугольники сходятся вершинами, будутъ 
отображешями критическихъ точекъ О, 1, с о , а число тре
угольниковъ одинаковаго цв'Ьта X, \ , \ , сходящихся около 
такой точки, равно числу значешй функцш s{z), связанныхъ 
между собою въ соотв-Ьтствующей критической точк'Ь. ВсЬ 
треугольники одинаковаго цв'Ьта эквивалентны между собою, 
и подстановки, преобразующ1я первый изъ нихъ во всЬ осталь
ные, суть подстановки группы, соответствующей функцш s{z). 

Число треугольниковъ сЬти равно числу значешй функщй 
s{z). Если функщя s{z) алгебраическая, то число треугольни
ковъ с'Ьти конечно и сЬть покроетъ собою всю плоскость 
перем'Ьннаго u—s{z), ибо алгебраическая функщя можетъ 
пр1обр'Ьтать есть значен1я. Если функщя s{z) трансцендентная, 
то въ сЬтя можетъ быть безконечное число треугольниковъ 
и эти треугольники могутъ закрывать не всю плоскость. 

Возьмемъ два смежныхъ треугольника сЬти; вм'Ьст'Ь они 
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\ 

7 Г 7 Г 7Г 

Черт. 7. 

где \ Х ,̂ \ суть числа целыя и 
положительныя. Обозначимъ вторую 
точку пересечен1я дугъ и^ и, и 
^0 буквою ц / . Преобразуемъ тре
угольникъ щ щ и^ посредствомъ 
линейной подстановки: 

V — 
и,—и; и—и,. 
и,~щ и—и, 

(63) 

*) Fundamentalbereich по Клейну, polygone generateur по Пуанкаре. 
Строгое опред*леше поплт1я объ основной области группы линейныхъ 
подстановокъ мы приводимъ ниже въ глав^ IX. 

составятъ четыреугольникъ. Ясно, что построенную сЬть мы 
можемъ разсматривать, какъ сЬть четыреугольниковъ. Каждый 
изъ этихъ четыреугольниковъ есть подобное отображен1е всей 
плоскости переменнаго z при помощи соответствующаго ему 
значешя функцш s{z) и делится д1агональю (дугою круга) 
на два треугольника различныхъ цветовъ и соответствую
щихъ двумъ половннамъ плоскости. Все четыреугольники 
сети эквивалентны меж,ду собою. Где бы въ части плоскости, 
занятой сетью, мы ни отметили точку, (лишь бы она не ле
жала на контуре одного изъ четыреугольниковъ), въ каждомъ 
четыреугольнике сети найдется одна вполне определенная 
точка, ей соответствую^щая и связанная съ ней одной изъ 
подставокъ группы. Вследств1е этого последняго свойства 
мы назовемъ каждый изъ четыреугольниковъ сети основною 
областью *) группы. 

Л е м м а . Всяте два треугольника, составленные дугами 
круговъ и имгьющ1е углы соошвгьтственно равные и сходственно 
расположенные, эквивалентны. 

Пусть данъ треугольникъ щ на плоскости пере
меннаго и (черт. 7 ) ; пусть углы его суть: 
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Изъ формулы (63) видво, что при и=и,, v==:0] при и=щ, 
f;=:l; при и=и^\ v—co. Треугольникъ Olv^ (черт. 8), въ 

который UQ и^^ преобразуется под
становкой (63), им'Ъетъ одну вершину 
въ точке - f - l , другую въ начале коор-
динатъ; стороны треугольника 01, 0^;^, 

^ ^ выходящ1я изъ вершины О, прямолиней-
^^Р^' *̂ ны (ибо вторая точка пересечешя ихъ 

лежитъ въ безконечности); углы треугольника 01г;^ таковы же 
и такъ же расположены, какъ углы треугольника щ и^, 
потому что треугольникъ Olv^ есть подобное отображен1е 
треугольника щ при посредстве линейной функцш 
(63). Сказанными свойствами треугольникъ Olv^ опреде* 
ленъ вполне: такой треугольникъ существуетъ и только одинъ. 

Всяк1й треугольникъ й^'й^, имеющШ съ треугольни
комъ щ углы равные и сходственно расположенные, 
подстановкой: 

Щ — й, 'й—й; 

преобразуется въ тотъ же треугольникъ 01г;^. 
Если такъ, то треугольники % щ и между 

собою эквивалентны. 
Лемма доказана. 

Т е о р е м а 5. Если дат треугольникъ и^ щ и^, соста-

вленпыи дугами круговъ и имгьющги углы равные ~ , — , , 
л Ag 

гдгь >, X,, \ числа цтьлыя и положительныя^то шгьмъ самымъ 
соотвгьтствующая ему функцгя s{z) вполшь определена, 

Подставимъ данныя намъ значешя X, Х,, \ въ уравнен1е 
(50), найдемъ какой нибудь частный интегралъ s(^) получен-
наго уравнешя и построимъ треугольникъ й^, соот-
ветствующШ частному интегралу s{z), Треугольникъ 
будетъ иметь съ треугольникомъ и^ щ углы соответственно 
равные и сходственно расположенные. На основанш дока-
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откуда: 

занвой леммы онъ будетъ эквивалентенъ треугольнику и^щ и^. 
Найдя коэффищенты а, &, с, д линейной подстановки, пре
образующей треугольникъ въ треугольникъ г^о u^ и^, 
мы придемъ къ заключешю, что искомая функц1я s{z) можетъ 
быть изображена такою формулою: 

s{z) = ^ ! — ( 6 4 ) 

Она будетъ частнымъ интеграломъ того же дифференщальнаго 
уравнен1я, которому удовлетворяетъ функц1я s{z). 

§ П . Свойства сЬти треугольниковъ. 
Пусть углы треугольниковъ некоторой сЬти соотв-Ьтственно 

равны т , 7" , • Совершивъ надъ сЬтью какое нибудь 

линейное преобразоваше, мы получимъ новую с^ть эквива
лентную прежней. Углы треугольниковъ новой сЬти будутъ 

таше же, какъ и въ прежней: ^ , ^ , Наоборотъ, всяшя 
А А̂  Aj 

дв* сЬти, у которыхъ углы треугольниковъ соответственно 
равны, эквивалентны между собою на основан1и доказанной 
выше леммы. 

Въ дальпейшемъ эквивалентныя сети не будутъ для насъ 
иметь существеннаго различ1я, мы будемъ называть ихъ сетями 
одного типа. 

Т е о р е м а 6. Существуетъ безконечное число типовъ сгь-
тещ у которыхъ сумма внутреннихъ угловъ каждаго тре
угольника меньше 7г; существуетъ четыре типа сетей, у 
которыхъ сумма внутреннихъ угловъ каждаго треугольника 
равна тс и существуетъ четыре типа сетей, у которыхъ 
сумма внутреннихъ угловъ каждаго треугольника больше ir. 

I. Пусть сумма внутреннихъ угловъ треугольника меньше тг: 

'ГС тс ^ 
^ - ^ г - ^ ^ - < ^ . (65) 
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( 6 6 ) 

Неравенство ( 6 6 ) им'Ъетъ безконечное число цЬлыхъ и поло-
жительныхъ рЬшешй. 

Первая часть теоремы доказана. 

П. Пусть сумма внутреннихъ угловъ треугольника равна тг: 

ТГ 7 Г 7 Г 

откуда: 

1 1 1 1 

( 6 7 ) 

( 6 8 ) 

Неопред'Ьлеяное уравнеше ( 6 8 ) имеетъ лишь четыре сл'Ьдую-
щ\я системы ц'Ьлыхъ и положительныхъ рЬшен1й: 

1 = 3 4 6 оо 

\ = 3 4 3 2 

\ = 3 2 2 2 

( 6 9 ) 

Вторая часть теоремы доказана. 

Ш. Пусть сумма внутреннихъ угловъ треугольника больше тг: 

откуда: 

71 тг ТГ ^ 

1 1 1 . , 

( 7 0 ) 

( 7 1 ) 

*) Для аналопн съ табл. (50) главн II мы условимся полагать, что 
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Неравенство (71) имеетъ лишь четыре *) системы ц^лыхъ 
и положительныхъ p-bmeHifi: 

1 = т 3 4 5 

>.= 2 3 3 3 

2 2 2 2 

(72) 

ГД'Ь т произвольное ц'Ьлое число. 
Последняя часть теоремы доказана. 
Т е о р е м а 7. Если сумма внутреннихъ угловъ треуголь

никовъ меньше тг, то сгьть содержитъ въ себть безконечно боль
шое число треугольниковъ и заключается внутри конечнаго 

круга, ортогональнаго ко всгьмъ 
сторонамъ треугольниковъ стьши. 
Функц1я s{z\ соотвтьтствуюгцая 
такой сгьтщ трансцендентная. 

Пусть и^ и^ (черт. 9) 
есть одинъ изъ треугольниковъ 
сЬти и пусть сумма внутрен
нихъ угловъ его меньше тт. 

Построимъ эквивалентный ему 
треугольникъ 0 1 ^ ^ (черт. 1 0 ) , 
им'Ьюш.Ш дв-Ь прямолинейныя 
стороны 0 1 и Ov^. При дока

зательстве приведенной выше леммы мы видели, что такой 
треугольникъ суидествуетъ и притомъ единственный. 

Черт. 9. 

*) Точнее было бы сказать, что въ таблиц* (72) безконечное число 
р^шенШ, потому что число т можетъ получать безконечное число зна-
чен1й^ и что существуетъ безконечное число типовъ с*тей треугольни
ковъ, у которыхъ сумма внутреннихъ угловъ больше тг. Но Bct с*ти 

^ К П К 
треугольниковъ, имъющихъ углы равные — , " о " » совершенно оди-
наковы по своимъ свойствамъ: вотъ почему мы относимъ ихъ къ одному 
типу, давая слову типъ несколько бол*е широкое значен1е. 
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Совершенно элементарными соображен1ями убеждаемся въ 
томъ, что если сумма внутреннихъ угловъ треугольника 01г;^ 
меньше и, то дуга Iv^ обраш,ена къ вершин* О своею выпу

клостью. Въ такомъ случае воз
можно провести конечный кругъ 
съ центромъ въ О и ортого
нальный къ кругу С, дуга кото
раго Iv^ служитъ стороною 
треугольника Oli ;^ . Этотъ кругъ 
О ортогоналенъ ко всемъ тремъ 
сторонамъ треугольника 0 1 ^ ^ и 

Черт. 10. при томъ треугольникъ01|;^весь 
лежитъ внутри круга О. 

Треугольникъ Olv^ только въ томъ случае достигаетъ 
ортогональнаго круга О одною или двумя своими вершинами: 
1 и г;^, когда уголъ соответствуювдШ этой вершине равенъ 
нулю, т.-е. когда одно изъ чиселъ Х,, X или оба равны оэ. 

Линейная подстановка, преобразуюш,ая треугольникъ Olv^ 
въ и^^ преобразуетъ кругъ О, въ некоторый конечный 
кругъ О' (черт. 9), который будетъ ортогоналенъ ко всемъ 
сторонамъ треугольника щ и^, потому что при линей-
номъ преобразоваши все углы сохраняютъ свою величину. 

Чтобы построить сеть, соответствующую треугольнику 
'̂ 0 Щ ^<N>» должны построить его зеркальныя изобра-
жешя относительно всехъ трехъ сторонъ его и производить 
ташя же построешя для каждаго изъ вновь ностроенныхъ 
треугольниковъ до техъ поръ, пока это будетъ возможно. 
При построенш всехъ этихъ зеркальныхъ изображенШ орто
гональный кругъ О' преобразуется самъ въ себя и остаётся 
ортогональнымъ для всехъ вновь ностроенныхъ треугольни
ковъ, потому что при всехъ этихъ нреобразовашяхъ углы 
сохраняютъ свою величину. 

И такъ, действительно кругъ (У ортогоналенъ ко всемъ 
треугольникамъ сети. 

При построеши зеркальнаго изображен1я всякая точка, 
лежащая внутри ортогональнаго круга (7, преобразуется въ 
точку, лежащую внутри круга О'. Треугольникъ u^ 
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Черт. U . 

Ясно,ЧТО число всЬхътреугольниковъ сЬти безконечно велико. 
Прим'Ьръ такой с'Ьти представлеиъ на черт. 1 1 * ) . 
Если ни одна изъ сершинъ треугольника щ не 

*) Чертежи 11 и 12 заимствованы у Клейна: Vorlesungen uber die 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Bd. I. 

лежитъ внутри круга О', слЬдовательно и вся сЬть будетъ 
лежать внутри этого ортогональнаго круга. 

Если треугольникъ щ и^^ имЬетъ вершину, лежаидую 
на ортогональномъ кругЬ, то всЬ вершины другихъ треуголь
никовъ сФти, соотв'Ьтствующ1я этой вершинЬ, также будутъ 
лежать на ортогональномъ круг-Ь и въ такомъ случае въ 
точкахъ ортогональнаго круга будутъ сходиться своими вер
шинами т-Ь углы треугольниковъ, которые равны нулю. 

Ташя точки будутъ лежать на ортогональномъ круг-Ь без
конечно часто, но не непрерывно и въ каждой такой точкЬ схо
дится безконечное число треугольниковъ. 
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Черт. 12. 

Понятно, что если въ сЬти безконечное число треугольниковъ, 
то соответствующая ей группа безконечнаго порядка, а соот
ветствующая ей функц1я s{z) есть функц1я трансцендентная. 

Т е о р е м а 8. Если сумма внутреннихъ угловъ треуголь
никовъ сгьти равна тг, то сгьть покрываетъ всю плоскость и 
содержитъ въ себе безконечно большое число треугольниковъ. 

Соотвтьтствуюгц^ая ей функцгя s{z) трансцендентная. 
Пусть и^ щ есть одинъ изъ треугольниковъ сЪти и 

пусть сумма внутреннихъ угловъ его равна тг. Построивъ 

лежитъ на ортогональномъ круг*, то ни одинъ изъ треуголь
никовъ сЬти не достигнетъ ортогональнаго круга, хотя ихъ 
и будетъ безконечное число: но м-Ьр* приближешя къ орто
гональному кругу, разм-Ьры треугольниковъ уменьвааются и 
вблизи ортогональнаго круга становятся безконечно малыми. 

Ясно, что число треугольниковъ сЬти безконечно велико. 
Прим'Ьръ такой с^ти нредставленъ на черт. 12. 
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Черт. 13. 

сети, соответствующ1я ЭТИМЪ треугольникамъ, изображены 
на черт. 14. 

Черт. 14. 

эквивалентный ему треугольникъ Olv^, им-ЬющШ дв4 прямо
линейныя стороны, мы увидимъ, что и третья сторона будетъ 
прямолинейна (иначе сумма внутреннихъ угловъ не равня
лась бы тс). Изъ таблицы (69) видно, что треугольникъ Olv^ 
будетъ одного изъ четырехъ видовъ ностроенныхъ на черт. 13. 
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Пусть щ есть треугольникъ сети и пусть сумма 
внутреннихъ угловъ его больше тг. Построивъ эквивалентный 
ему треугольникъ 0 1 ^ ^ (черт. 15), имеющШ две прямоли

нейныя стороны, мы увидимъ, что 
дуга Iv^ обращена къ точке О 
своею вогнутостью. Отсюда сле
дуетъ, что круга, ортогональнаго 
къ сторонамъ треугольника Olv^, 

^^^^ а следовательно, и круга, ортого
нальнаго къ сторонамъ треугольника 

Щ ^ 1 ' ^ е о ) не существуетъ. Но сделать на основаши этого 
заключеше о томъ, будетъ ли сеть покрывать собою всю 
плоскость и будетъ ли она содержать въ себе конечное 
число треугольниковъ—мы не можемъ. Поэтому разсматри-
ваемый случай требуетъ особаго изучен1я темъ больше, что 
мы въ праве предположить, что именно въ этомъ случае 
функщя s{z) есть функц1я алгебраическая. 

§ 12. 11оетроен1е четырехъ типовъ с*ти треугольниковъ, у 
которыхъ сумма внутреннихъ угловъ больше тг. 

Воспользуемся тЬми геометрическими представлен1ями на 
с ф е р е , которыя были указаны въ § 8. Будемъ помнить, 
что всякому повороту сферы около оси, проходящей черезъ 

Изъ чертежей видно, что всЬ четыре сЬти нокрываютъ 
собою всю плоскость и содержать въ себ'Ь безконечное число 
треугольниковъ. B e t сЬти имъ эквивалентныя, а въ томъ 
числ-Ь и сЬть, соответствующая первоначально взятому нами 
треугольнику тоже будутъ покрывать собою всю 
плоскость и содержать въ с е б е безконечное число треуголь
никовъ. 

Группы, соответствующ1я этимъ сетямъ суть группы без
конечнаго порядка. Функц1и 5(0), имъ соответствующ1я име
ютъ безконечное число значен1й и суть функщй трансцен
дентныя. 
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центръ ея, соотвЬтствуетъ нЬкоторое линейное нреобра-
зован1е точекъ нлоскости. 

Внишемъ въ сферу одинъ изъ слЬдующихъ многогранниковъ: 

1) Многограннйкъ, состоящш изъ двухъ одинаковыхъ 
w-гранныхъ нравильныхъ пирамидъ, сложенныхъ своими ос-
нован1ями и имъющихъ высоты равныя рад1усу круга, опи
саннаго около основан1я. Такое тЬло, слЬдуя Клейну, будемъ 
называть 2т-гранной двуппрамидой (Doppelpyramide). 

2) правильный тетраэдръ, 

3) правильный октаэдръ, 

4) правильный икосаэдръ. 

Вписавъ въ сферу одинъ изъ этихъ четырехъ многогран
никовъ, проэктируемъ на поверхность сферы изъ ея центра 
все грани этого многогранпика. Тогда сфера покроется сЬтью 
равныхъ треугольниковъ, сторонами которыхъ служать дуги 
большихъ круговъ. Дуги эти суть проэкщи реберъ много
гранника изъ центра на поверхность сферы. Возьмемъ одно 
изъ последнихъ трехъ тЬлъ: тетраэдръ, октаэдръ или икоса
эдръ (о двупирамидЬ будемъ говорить отдельно); ради общ
ности будемъ его называть ^-гранникомъ. Пусть сферическш 
треугольникъ ЛВС (черт. 1 6 ) есть нроэкщя одной изъ граней 

взятаго jp-гранника изъ центра на по
верхность сферы. Отметимъ проэкщи 
а, &, с срединъ реберъ взятой грани 
и проведемъ окружности больпхихъ 
круговъ Аа, ВЪ, Сс. One пересекутся 
въ одной точке О—проэкцш центра 
грани на поверхность сферы. 

Треугольникъ ABC разбился на 6 
меньшихъ треугольниковъ. 

Затушуемъ ихъ черезъ одинъ, какъ показано на черт. 1 6 . 

Поступимъ точно такъ же п со всЬми остальными треуголь
никами сети, построенной на с ф е р е . 

т. XYI. Вып. 1У. 47 

Черт. 16. 
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Черт. 17. 

Уг.га треугольниковъ сети па поверхности сферы мы обо-
значимъ такъ: 

тг ти тг 

число треугольниковъ одинаковаго цвкта сходяш,ихсл около 
вершинъ этихъ угловъ мы обозпачимъ буквами v, v^, v^; число 
всехъ треугольниковъ одинаковаго цвета обозпачимъ буквою N . 

Сообразить, каковы будутъ числовыя величины iV, v, v^, 
V g , X, X ,̂ \ для каждаго изъ четырехъ многограппиковъ 
очень легко. Мы ихъ расноложимъ въ следуюш,ую таблицу: 

Тогда вся сфера покроется сЬтъю изъ 6^ треугольниковъ; 
каждые два рядомъ лежащ1е треугольника суть смежные, 
суть симметричные въ элементарномъ емыслЬ относительно 
обпдей стороны и различаются цвЬтомъ: одинъ б^лый, а дру
гой черный. Велыхъ треугольниковъ на поверхности сферы 
3jp и они все между собою равны, черныхъ треугольниковъ 
также Зр, и они тоже между собою равны. 

Пусть теперь ABC (черт. 17) есть 
^' сферичесшй треугольникъ, служащ1й про

экщей грани двупирамиды. 
Пусть при этомъ дуга АС соответ

ствуетъ ребру основашя. Отметимъ про
экцш Ъ средины ребра АС на поверхпость 
сферы и проведемъ окружность большаго 
круга ВЪ. Она разделить треугольникъ 
ABC на два треугольника АВЪ и СВЪ, 
Сймметричныхъ относительно обш,ей сто
роны ВЪ. 

Подобнымъ же образомъ мы поступимъ со всеми 2ш проэк-
щями граней двупирамиды на поверхпость сферы. Тогда мы 
получимъ на поверхности сферы сЬть изъ 4 т треугольниковъ, 
обладающ;ую теми же свойствами, которыми обладали сЬти, 
соответствуюп],1я остальнымъ видамъ миогогранштковъ, 
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Двупи-
рамид. тетр. окт. ИКОС. 

N= 2ш 12 24 60 

V = 2 4 6 12 

ш 4 8 20 

^ = т 6 12 30 

т 3 4 5 

\= 2 3 3 3 

2 2 2 2 

(73) 

СЬть, построенную на сферЬ, проэктируемъ стереографи
чески изъ южнаго по.шса на шюскость перем-Ьниаго и и 
загатрихуемъ проэкц1и т^хъ треуголъниковъ, которые были 
заштрихованы на сферЬ. 

Такимъ образомъ вся плоскость покроется конечнымъ 
числомъ треугольниковъ двухъ цв^товь. Каждые два рядомъ 
лежага,1е треугольника суть смежные, каждый б^лый треуголь
никъ окруженъ черными и обратно. Углы всЬхъ треугольни
ковъ одинаковаго цвЬта соотвЬтственпо равны и сходственно 
расположены, потому что на сферЬ всЬ треугольники одного 
цвЬта были равны, а при стереографическомъ проэктирован1и 
углы сохрапяютъ свою величину. Углы всякихъ двухъ тре
угольниковъ различнаго цвЬта соответственно равны, но рас
положены въ обратномъ порядке. 

Для того, чтобы мы были въ праве сказать, что треуголь-
пики, построенные нами на плоскости, образуютъ сгьть тре
угольниковъ въ томъ смысле, въ какомъ мы выше употребляли 
это выражен1е^ остается доказать, что всягпе два смежные 
треугольника симметричны относительно общей стороны. 

47* 
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Пусть г̂ ,̂ п суть два смежныхъ тре
угольника на нлоскости; общая сторона ихъ щ г̂ ,. Пусть 
соответствующ1е пмъ треугольники на сфер* суть: U^ 
и L\ и^. Они, какъ мы знаемъ, симметричны въ эле
ментарномъ смысл* относительно общей стороны С/̂  ^^i-
Повернемъ сферу около ея центра такъ, чтобы сторона U, 
прошла черезъ северный полюсъ. Тогда дуга Г/, Z7, въ но
вомъ положеши будетъ проэктироваться на плоскость въ 
вид* прямой и^/ и/, треугольники же 17^ и 
въ новомъ пoлoжeнiп будутъ проэктироваться въ видФ. тре
угольниковъ гс^ и/ iij и uj г// й^, сймметричныхъ въ 
элементарномъ смысл* относительно ихъ общей прямолиней
ной стороны uj и'. 

Фигура ?i/ и^' и ^ й'^ получается изъ фигуры щ. 
линейнымъ преобразован1емъ, соотв*тствующимъ сделанному 
нами повороту сферы. Такъ какъ линейное преобразовап1с 
не нарушаетъ симметр1и, то мы нриходимъ къ заключен1ю, 
что треугольники щ и и, симметричны отно
сительно общей стороны и^^ 

И такъ, мы построили на плоскости четыре типа с1>ти 
треугольниковъ. Каждая изъ этихъ сетей покрываетъ собою 
всю пло^укость, содержитъ въ себе конечное число треугольни
ковъ, углы этихъ треугольниковъ равны: 

тг тг тг 

где X , X , , \ суть целыя числа, величины которыхъ даны въ 
таблице (75). 

Каждый типъ с'Ьтей треугольниковъ соответствуетъ одному 
изъ иазванныхъ выше видовъ многогранниковъ. Смотря по тому, 
къ какому изъ этихъ типовъ нринадлежитъ данная сЬть, мы 
будемъ ее называть двупирамиднощ тетраэдрическощ окта-
эдрической или икосаэдрической сетью. 

Сравнивая таблицу (73) съ таблицей (72), мы замечаемъ, 
что величины X , , Х^ приведенныя въ нихъ—одинаковы. 
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Следовательно^ ностроенныя нами сЬти суть какъ разъ т* 
четыре вида искомыхъ сЬтей, у которыхъ сумма внутреннихъ 
угловъ каждаго треугольника больше тт. Сравнивая таблицу 
(73) съ таблицей (50) главы 11, мы зам'Ьчаемъ ихъ тожде
ственность. 

Отсюда следуетъ: 

Т е о р е м а 9. Функцш Шварца, соотв7ьшшвующ1я чешы-
ремъ упипамъ стпей съ конечнымъ числомъ треугольниковъ, 
сугпь функцш алгебраичесшя и служатъ корнями уравненш 
вида: 

11\и): dT\u) : cf\u)=z : z - l : 1. (49) 

Для того, чтобы найти группу линейныхъ подстановокъ 
уравнен1я(49), необходимо построить сеть той функщй Шварца, 
которая ему удовлетворяетъ, а затемъ вычислить коэффищ
енты линейныхъ подстановокъ группы, соответствукщей по
строенной сети. 

Выполнен1е этихъ вычислен1й составить задачу следующей 
главы. 
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Конечныя группы линейныхъ подстановонъ. 

§ 13. Общ1е npicMM вычцслен1я подстановокъ группы, соответ
ствующей данной сети треугольниковъ. 

Пусть дана сеть треугольниковъ. Соединиьъ треугольники 
попарно, мы по.11учимъ сеть четыреугольниковъ. Ка,ждый изъ 
этихъ четыреугольниковъ есть основная область некоторой 
неизвестной намъ группы линейныхъ подстановокъ. Все че
тыреугольники эквивалентны между собою относительно под
становокъ этой группы. 

Для краткости мы будемъ обозначать четыреугольники сети 
нумерами: 1 , 2, 3... . 

Возьмемъ въ четыреугольнике 1-мъ произвольную точку щ 
(черт. 18), строимъ рядъ зеркальныхъ изображеи1й точки г̂ :̂ 

и/, и/, и/, и,.. , 
Въ каждомъ четыреугол ь» 

ниЕгЬ найдется по одной точке, 
соответствующей точке 

и,, и,, щ... 
Точки и/, и/, бу

дутъ симметричны съ точ
ками щ, щ,. . относи
тельно ддагоналей четыре
угольниковъ. Черт. 18 *). 

*) Случай Х = > 4 = Х 2 = 3 взятъ лишь для упрощен1я чертежа. Разеуж-
A O H i f l , приведенный въ текст-Ь, относятся ко всякой сЬти четыреуголь
никовъ. 
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Если такъ, то: 

u,=S{u,). (1) 

e'=S{e). ( 2 ) 

Это последнее равенство справедливо, гд* бы на сторон* 
ad мы ня взяли точку е: сторона ad эквивалентна сторон* 
cd, и подстановка, преобразующая ad въ cd, есть та подста
новка S, которая преобразуетъ четыреугольникъ 1 въ 2 . 

Будемъ двигатъ точку и^, приближая ее къ какой нибудь 
точк* f стороны аЪ, Зеркальное изображеп1е г^/будетъ при
ближаться Е Ъ точк* f% симметричной съ f относительно 
д1агонали bd. Точка и^, симметричная съ и/ относительно 
стороны be, будетъ приближаться къ той же точк* f сто
роны Ъс. Въ тотъ моментъ, когда точка щ придетъ въ f, 
точка придетъ въ f. Точки гс^ и суть соотв*тственныя 
точки въ* четыреугольпикахъ 1 и 4; оп* связаны между собою 
линейной подстановкой сГ, преобразуюи1.ей четыреугольникъ 
1 въ 4 : 

и , = Цщ). (3) 

Если такъ, то: г=т\ (4) 

Т е о р е м а 1. Стороны четыреугольника стьти попарно 
эквивалентны, 

Будемъ двигатъ точку щ внутри четыреугольника 1 , нри- . 
ближая ее къ какой нибудь точк* е стороны ad. Зеркальное 
изображеше и/ будетъ приближаться къ точк* е\ симме
тричной съ точкой е относительно д1агонали bd. Точка 
симметричная съ и/ относительно стороны cd, будетъ при
ближаться къ той же точк* е' стороны cd. Въ тотъ моментъ, 
когда придетъ въ е, точка придетъ въ е'. 

Точки и щ суть точки соотв'Ьтственныя въ четыре-
угольникахъ 1 и 2. Он* связани между собою линейной 
подстановкой преобразующей четыреугольникъ 1 въ че-
тыреугольникъ 2 : 
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*) Срав. Poincare. Theorie des groupes fuchsiennes. Acta Mathem. 
Томъ I. 

**) Въ этомъ мы убеждаемся соверигенпо такими же разсужден1ями, 
которыя приведены выше. 

Основными иодстановками на^зываются т а 1 и я иодстановки, изъ ко
торыхъ можно составить любую подстановку группы и которыя въ то 
же время независимы между собою. 

Это равенство справедливо, гд* бы на сторон* аЪ мы ни 
взяли точку f: сторона сЪ эквивалентна сторон* аЪ и под
становка, преобразующая аЪ въ сЬ, есть та подстановка сГ, 
которая преобразуетъ четыреугольникъ 1 въ 4. 

Четыреугольникъ 1 былъ взятъ совершенно произвольно; 
поэтому мы въ прав* сказать, что стороны всякаго четыре
угольника с*ти попарно эквивалентны *). 

Теорема доказана. 
Сл*дуя Пуанкаре, будемъ называть эквивалентныя стороны 

четыреугольника сопряженными. 
Для посл*дующаго важно обратить внимаи1е на сл*дующее 

обстоятельство. 
Подстановка 8~\ преобразующая сторону сс? въ сопряжен

ную съ ней ad, есть та подстановка, которая преобразуетъ 
четыреугольникъ 1 въ 3 '^*); сл*довательно подстановка, пре
образующая четыреугольникъ 1 въ 2, обратна той, которая 
преобразуетъ четыреугольникъ 1 въ 3. 

На томъ же основан1и подстановка, преобразующая четыре-
угольпикъ 1 въ 4, обратна той, которая преобразуетъ четыре
угольникъ 1 въ 5. 

Эти посл*дн1я заключен1я мы можемъ формулировать въ 
вид* теоремы: 

Т е о р е м а 2. Подстановки, преобразующ1я четыреуголь
никъ 1 въ смежные, суть: 

S, Г , 8~\ Г ' \ (5) 

Т е о р е м а 3. Подстановки: 

S и $ 

суть основныя **'^) подстановки группы. 
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находимъ: 
и^^.^Щи,). (8) 

Это значитъ, что четыреугольникъ т~ь-1-ый, смежный съ 
четыреугольникомъ т -мъ , получается изъ четыреугольника 1-го 
подстановкой: 

(9) 

На основанш т е х ъ же разсуждешй мы въ п р а в е сказать, 
что остальные три четыреугольника, смежные съ ш-мъ, по-
.дучаются изъ четыреугольника 1-го подстановками: 

Возьмемъ четыреугольникъ 1-ый и какой нибудь четыреуголь
никъ ш-ый данной сЬти и въ нихъ отмЬтимъ соотв'Ьтственныя 
точки щ и и^^^. Пусть четыреугольникъ т -ый получается изъ 
четыреугольника 1-го линейнымъ преобразовашемъ I : 

%г=Ч«.) . (6) 

Будемъ точку и^^^ перемещать такъ, чтобы она вышла изъ 
четыреугольника м-го, вступила въ смежный съ нимъ четыре
угольникъ Ш-1-1-ЫЙ и пришла въ совпадете съ точкой 
этого последняго четыреугольника, при чемъ подъ u^^_^^ мы 
подразум'Ьваемъ точку четыреугольника m-t- l-ro, эквивалент
ную щ относительно подстановокъ группы. Въ то же время 
точка u^ будетъ, необходимо, также перемещаться, выйдетъ 
изъ четыреугольника 1-го и вступитъ въ одинъ изъ смежныхъ 
съ нимъ четыреуго.11ьниковъ. Для определенности положимъ, 
что она вступила въ четыреугольникъ 2-ой. 

Въ тотъ моментъ, когда точка пришла въг^^^,^^,, точка 
достигнетъ и.^. 

Ясно, что точки и щ связаны между собою подста
новкою w: 

^ m ^ i = ^ M ' (7) 

Подставивъ въ это равенство вмЬсто щ ея выражен1е: 

u,= S{u,), ( 1 ) 
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Щ SS'-S sir-*. (10) 

Итакъ, если четыреугольникъ т - ы й получается изъ началь-
наго четыреугольника 1-го подстановкой S, то четыреуголь
ники, смежные съ т -мъ , получаются изъ 1-го подстановками: 

щ ^zs^\ 11Г, l•|г-^ (11) 

Пользуясь этимъ результатомъ, мы можемъ найти подста
новку, преобразующую четыреугольникъ 1-ый въ любой четыре
угольникъ с^ти. Въ самомъ д^л*, въ теорем* 2 мы видели, 
что четыреугольники, смежные съ 1-мъ, получаются изъ него 
подстановками: 

1Г, S^', а Г - \ (5) 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что четыреугольники, смежные съ только 
что перечисленными, получаются изъ четыреугольника 1-го 
подстановками: 

GT/S, QT', ^8 ^, 
(12) 

РЬгЬя подстановки (5) и (12), мы найдемъ подстановки, 
соотв'Ьтствующ1я сл'Ьдующимъ четыреугольникамъ, смежнымъ 
съ разсмотрЬнными, и т. д. Такъ, мы найдемъ подстановки, 
соотв'Ьтствующ1я вс'Ьмъ четыреугольникамъ сЬти. ВсЬ эти 
подстановки будутъ представляться формулами вида: 

8^ аГ̂  8'^ ^'\, . 1Г\ (13) 

гдЬ о(, j3, Y, (5,..., X, X суть числа ц'Ьлыя положительныя или отри-
цательиыя. Н'Ькоторыя изъ нихъ могутъ равняться пулю. 

Итакъ, мы доказали, что всякая подстановка группы можетъ 
быть составлена изъ подставовокъ и сГ. Остается доказать, 
что эти подстаиовки 8 \\ ^ независимы между собою. 
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*) Подробпостп о циЕлаческихъ группахъ можно найти у Клейна: 
Vorlesungen tiber die Theorie der elliptichen Modulfunction. Стр. 186. 

Допустимъ, что подстановки S п §' ве независимы. Въ 
такомъ случа'Ь одна изъ нихъ должна быть степенью другой. 
Пусть: 

§ = 8 \ ^ (14) 

Подстановка 8, какъ мы видели, преобразуетъ сторону da 
четыреугольника 1 въ сопря;кенпую съ нею сторону dc; при 
этомъ точка d преобразуется сама въ себя. 

Следовательно, точка d есть одна изъ двухъ точекъ, не 
М'Ьняемыхъ подстановкою 8. Если точка d не м'Ьняется под
становкою 8, то она не можетъ м'Ьняться и подстановкой: 

а г = ^ ^ . (14) 

Между Т'Ьмъ мы знаемъ, что подстановка сГ преобразуетъ 
четыреугольникъ 1 въ четыреугольникъ 4, не прилегаюицй 
ни къ сторон'Ь ad, ни къ сторон'Ь dc. Следовательно, точка 
d подстановкою IT непременно м'Ьпяется. 

Такое противореч1е произошло отъ сделаннаго нами до-
пуш,ен1я, что подстановки оГ и 5 не независимы между собою. 

Итакъ, действительно, подстановки 8 1л §' суть основныя 
подстановки группы. 

Если бы, какъ мы допустили выше, подстановка оГ была 
зависима отъ 8, то группа была бы гщклическая: 

8'=1, 8, 8% 8 \ . , (15) 

Основною областью такой группы пе служитъ четыреуголь
никъ, О циклической групп* конечнаго порядка мы будемъ 
говорить въ § 19 п увудимъ. что основною областью ея 
служитъ двуугольппкъ, образованный дугами круговъ *). 

Посмотримъ теперь, какъ по данной сЬти четыреугольни
ковъ построить соответствуюш,ую ей группу линейныхъ под
становокъ. 
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Примемъ одинъ изъ четыреугольниковъ сЬтп за основной 
четыреугольникъ. Д1агональною дугою окружности онъ делится 
на два треугольника, изъ которыхъ одинъ б'Ьлый, а другой 
черный. Стороны четыреугольника, симметричныя относи
тельно этой д1агонали, суть сопряженныя. Найдемъ .ошейныя 
подстановки S и § преобразующ1я дв^ стороны четыреуголь
ника въ дв-Ь друг1я стороны, сопряженныя съ ними. 

Эти подстановки >5 и сГ суть основныя подстановки группы. 
Им'Ья основныя подстановки, мы можемъ указаннымъ выше 

способомъ найти подстановку, соответствующую каждому 
четыреугольнику с^ти. При этомъ особенности данной сЬти 
могутъ значительно облегчить вычислен1я. 

Такъ, наприм'Ьръ, вычислен1я значительно упростятся, 
если намъ удастся найти эллиптическую подстановку и из-
в'Ьстепъ уголъ соотвЬтствующаго ей поворота сферы. 

Во всехъ случаяхъ, съ которыми намъ придется встре
титься, ВС'Ь подстановки будутъ эллиптичесшя и вычucлeнiя 
совершаются очень легко. Поэтому мы пе будемъ остана
вливаться на этихъ вычислешяхъ и только на чертелсахъ бу
демъ отмечать подстановки, соответствуюпця каждому четы
реугольнику. 

§ 14. Геометрически иредставлеи1я для группъ конечныхъ 
порядковъ. 

Вообразимъ вписанный въ сферу одинъ изъ многогранниковъ, 
указанныхъ въ § 12, соответствующую ему сеть на сфере 
и ея стереографическую проэкцш на плоскость. 

Такъ какъ все подстановки группы, соответствующей этой 
сети,~конечнаго порядка, то все one эллиптичесшя. One 
соответствуютъ такимъ поворотамъ сферы около центра, 
которые приводятъ сеть на сфере и вписанный многогран
нйкъ въ ихъ прежнее полож.ен1е. Ясно, что эти повороты 
могутъ происходить около осей, проходящихъ или 1) черезъ 
вершину многогранпика, или 2) черезъ центръ его грани, 
или 3) черезъ средину ребра. Въ первомъ случае поворотъ 

совершается на уго.11ъ ~ , где 1 число граней многограе-
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ника, сходящихся около вершины, во второмъ случае ново-
2тг , 

ротъ совершается на уголъ — , въ третьемъ случав—на 

уголъ тт. Порядокъ подстановки, соответствующей повороту, 
равенъ въ первомъ случае л, во второмъ—чисиу 3 въ треть
емъ—числу'"2. 

Будемъ называть для краткости проэкщи па поверхность 
сферы центровъ граней и срединъ реберъ многогранника— 
центрами граней, срединами реберъ. 

Изъ числа группъ двупирамиднаго типа намъ больше всего 
придется иметь дело съ группой 4-го порядка, такъ назы
ваемой четверичной группой (Vierergruppe по Клейну). Мно
гограннйкъ, соответствующ1й четверичной группе, есть че
тырехгранная двупирамида. Ясно, что мы называемъ ее 
миогогранпикомъ лишь ради апалог{и: она имеетъ видъ че
тыреугольника ЛРА'Р\ вписаннаго въ сферу (черт. 19). 

Точки Р и Р' мы разсматриваемъ^ 
р какъ вершины четырехгранной дву-

пирамиды, Л и Л' какъ вершины 
/ /.L'ŷ  д основан1я ея, а точки В я В \ ле-

j^'ti М - / ^--^ в жащ1я на перпендикуляре ВВ' къ 
; / -^^7 плоскости -4 'Р-4Р'—какъ средины 

\ "̂ \ 1/ У реберъ основан1я четырехгранной 
^ - ^ г ^ двупирамиды. 

Ниже, на черт. 26, изображена 
Черт. 19. четверичная сеть, соответствующая 

четырехгранной двупирамиде, изо
браженной на черт. 19. 

Сравнимъ между собою распо.дожешя вершинъ, центровъ 
граней и срединъ реберъ д.1[я четырехъ видовъ многогран
никовъ: четырехгранной двупирамиды, тетраэдра, октаэдра и 
икосаэдра. 

Поместимъ тетраэдръ въ с ф е р е такъ, чтобы средины реберъ 
его находились на осяхъ координатъ, къ которымъ отнесена 
сфера. Такое положеп1е его изображено на черт. 20. 

Ясно, что средины реберъ его: А', Р , А, Р могутъ быть 
приняты за вершины четырехгранной двупирамиды; шесть 
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Черт. 20. 

тетраэдру соотвгьтствуетъ три четырехграиныхъ двупира
миды. Обратно: четырехгранной двупирамидгь соотвгьтствуетъ 
одинъ определенный тетраэдръ. 

Каждый поворотъ, соот1гЬтствуюп],1н подстановке четверич
ной группы, приводитъ какъ четырехгранную двупирамиду, 
такъ и тетраэдръ вг прежнее ихъ положеше, но не обратно: 
некоторые повороты тетраэдрической группы будутъ сменять 
между собою три четырехгранныя двупирамиды, соответ-
ствуюпця тетраэдру. 

Отсюда заключаемъ, что въ тетраэдрической группе заклю
чаются три четверичныя группы, 

Поместимъ октаэдръ въ сфере такь, чтобы вершины его 

срединъ граней тетраэдра распадаются на три группы точекъ, 
изъ которыхъ каждая группа можетъ быть принята за вер
шины четырехгранной двупирамиды. Это мы выразимъ словами: 
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Чер1. 21. 

Мы видпмъ, что вершины его совпадаютъ съ срединами 
реберъ тетраэдра, изображепнаго на черт. 20. 

Изъ числа во 1:ьми центровъ граней октаэдра четыре совпа
даютъ съ вергаинамп, а осталъныя четыре съ центрами граней 
тетраэдра. 

Октаэдру соотвгьтсшвуютъ два взаимно дополнительныхъ 
тетраэдра, гьзъ которыхъ одинъ переходить въ другой при 

повороте на уголъ ~ около каждой изъ трехъ оссщ соединя-

ющихъ противоположным вершины октаэдра. Обратно, тетра
эдру соотвгьтсшвусмгъ вполне определенный октаэдръ. 

лежали на осяхъ координатъ. Такое полоигсп1е его изобра
жено на черт. 21 . 
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Черт. 22. 

Средины реберъ икосаэдра, ле;кащ1я на осяхъ координатъ, 
могутъ быть приняты за вершины октаэдра. Все 30 срединъ 
реберъ икосаэдра распадаются на 5 группъ по 6 точекъ въ 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что повороты, соответствующ1е подста-
повкамъ тетраэдрической группы, не м4няютъ положен1я окта
эдра, но не обратно: некоторые повороты октаэдрической 
группы см'Ьнаютъ между собою два тетраэдра, соответствую-
щихъ октаэдру. 

Отсюда заключаемъ, что въ октаэдрическую группу входятъ 
двгь тетраэдричестя. 

Поместимъ, наконецъ, икосаэдръ въ сфере такъ, чтобы 
гаесть срединъ реберъ его лежали на осяхъ координатъ. Такое 
положеше его изображено на черт. 22. 
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Черт. 23. 

Сл'Ьдовательно октаэдрическая группа не входитъ въ составъ 
икосаэдрической, 

т. XYI. Вып.1Т. 48 

каждой, при чемъ 6 точекъ каждой такой группы могутъ 
служить вершинами октаэдра. 

Сл'Ьдовательно, икосаэдру соотвгьтствуетъ 5 октхгэдровь. 

Однако необходимо замЬтить, что каждому октаэдру соотвгьт

ствуетъ 2 икосаэдра: повернувъ октаэдръ на уголъ ^ около 

какой либо оси, соединяющей дв-Ь его противоиоложныя вер
шины, мы изм'Ьнимъ положен1е соотвЬтствующаго ему игш-
саэдра: переведемъ его изъ положешя, изображеннаго на 
черт. 22 въ положенхе, изображенное на черт. 23. 
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Возьмемъ снова икосаэдръ, изображенный на чертеже 22 . 
Средины реберъ его, лежащ{я на осяхъ координатъ, могутъ 
быть приняты за средины реберъ тетраэдра. Такъ какъ ка
ждому октаэдру соотв'Ьтствуетъ два взаимно дополнительныхъ 
тетраэдра, то икосаэдру соотвгьтствуетъ 5 паръ взаимно 
дополнительныхъ тетраэдровъ. Каждый поворотъ, не м^няю-
щт положенае одного изъ этихъ тетраэдровъ, не изм^интъ 
ни положен1я дополнительнаго ему тетраэдра, ни положен1я 
икосаэдра. Каждому тетраэдру соотвгьтствуетъ одинъ опре
деленный икосаэдръ. 

Изъ сказаннаго сл'Ьдуетъ, что въ икосаэдрическую группу 
входитъ 5 группъ тетраэдрическихъ. 

Пом'Ьстимъ икосаэдръ въ сферЬ такъ, чтобы одна изъ осей, 
соединяющихъ двФ> противоположныя вершины его, совпала 
съ осью сферы, а одна изъ плоскостей симметр1и, проходя-
П1;ихъ черезъ эту ось, прошла черезъ действительную осъ 
плоскости перем'Ьннаго и. Такое положеше икосаэдра изо
бражено на черт. 24. 

Въ последующ,ихъ вычислешяхъ памъ понадобится выра-
жен1е линейной подстановки, соответствующей тому повороту 
сферы, который приводитъ икосаэдръ изъ положешя, изобра
женнаго на черт. 22, въ положен1е, изображенное на черт. 24. 

Полюсами оси вращен1я въ данномъ случае служатъ точки 
-I- г и — i. Вращен1е происходитъ около оси АА' (черт. 22) 
въ положительномъ направлен1и относительно наблюдателя, 
смотрящаго отъ А къ А\ Уголъ поворота G отмеченъ на 
чертеже 22 и определяется формулою: 

Прям'Ьняя формулы (39) и (41) главы III, находимъ, что 
искомая подстановка а выражается такъ: 

Ф) = - Q . (17) 
utg-^ — 1 
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(18) 

р 

у . N. 

|v -

IB 

Черт. 24. 

§ 1 5 . Группа двупирамидвая. 

Углы треугольника двунирамидной группы суть: — , 5 ? ^ » 

ГД'Ь т произвольное цЬлое число *). 

*) См. глава Ш, таблица (73). 
48* 

Обратная ей подстановка такова: 
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Черт. 25. 

Примемъ четыреугольникъ Ое 1ё"' за основной четыре
угольникъ сети. 

Сопряженныя стороны его суть: Ое и Ое''\ и 
и 1е^". 

Tri 

Возьмемъ какую нибудь точку и на стороне Ое и со-

ответствуюш,ую ей точку и' на стороне Ое^'\ Ясно, что 

тгг 

^ = рв ^, = ре^, где 0 < р < 1 . 

Отсюда: 

2ш 
и ' = 1 Щ где i—e"^. ( 1 9 ) 

Поместимъ двупирамиду въ сферЬ такъ, чтобы ось ея 
совпала съ осью сферы и чтобы двЬ вершины основашя ея 
лельали симметрично относительно положительпаго направ-

лен1я действитель
ной оси. Тогда 
с е т ь п р е д с т а в 
ляется въ такомъ 
виде, какъ изобра
жено на черт. 25 
( ч е р т е ж ъ э т о т ъ 
с о о т в е т с т в у е т ъ 
случаю т = 5 ) . 

Условимся на
зывать сеть 25 
нормальною двупи-
рамидною сгьтью, 
соответствуюш,ую 
ей группу — нор
мальною двупира-
мидною группой. 
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т==1- (22) 

Для отлич1я символовъ подстановокъ двупирамидной группы 
отъ символовъ иныхъ подстановокъ, мы присоединимъ къ 
этимъ символамъ индексъ <д> {двупирамида). 

Итакъ, основиыя подстаиовки двупирамидной группы таковы: 

S,(u)=m, гд4 £ = « - , 

Первая изъ нихъ т-го порядка, а вторая—2'го порядка. 
Первая изъ нихъ соответствуетъ повороту сферы на уголъ 

— около оси, соединяющей полюсы сферы, а вторая—пово-
т 

роту сферы на уголъ тг около действительной оси. 

тгг 

Подстановка 8, преобразующая сторону Ое въ сопряжен-

ную съ нею сторону Ое̂ *̂, выражается такъ: 

8{и)=^т, гд* е=е''\ (20) 

Возьмемъ точку и на стороне 1е и соответствующую 

ей точку и' на сторонЬ 1е^. Ясно, что 

^ = : е и ' = е ^ \ где О < ф <2 . 

Отсюда: 

и'=г~, (21) 

тгг* 

Подстановка преобразующая сторону 1е ^ въ сопря-

женпую съ нею сторону le^"*, выражается такъ: 
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Вся совокупность 2т подстановокъ нормальной двупира-
мг/дной группы исчерпывает,ся слгьдующими формулами: 

S/(u) = сЧ ) к=0, 1,2,... т—1, 

гд4: 
£ = в 

2пг 
т 

(24) 

CooTB-feTCTBie между этими подстановками и четыреугольни-
ками сЬти указано на черт. 25. 

Положивъ въ предыдущихъ формулахъ ш = 2 , найдемъ под
становки четверичной группы, 

Основныя подстановки ея суть: 

и (25) 

Он* об* 2-го порядка. 
Вся совокупность четырехъ подстановокъ нормальной че

тверичной группы такова: 

1л1=щ S,{u) = —u, 1Г,(г«)=1, ЯД.(г«) = — ~ . (26) 
и и 

Нормальная четве
ричная с'Ьть изобра
жена на черт. 26. 

§ 16. Группа тетра-
эдрическая. 

Треугольникъ те
траэдрической сЬти 
имЬетъ углы, равные: 

71 ти ТГ *) 

3 ' 3 ' 2 • 

I. Дадимъ тетраэд
ру положен1е,изобра' 
женное на черт. 20: 

шесть срединъ реберъ его лежатъ на осяхъ координатъ. 

Черт. 26. 

*) См. глава Ш, таблица (73). 
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JS S^S 

Черт. 27. 

Возьмемъ пару соответственныхъ точекъ и я и' ESL сторо
нахъ Оа и 0&. Ясно, что: 

- 4 , 4 
и= ^е ^ и = — ре , (27) 

ГД'Ь р меньше длины Оа *): 

< 0 а . 

*) Мы обозначаемъ разстоян1е между точками О и а черезъ Оа/ 

Тетраэдрическую сЬть,, соотв'Ьтствующую такому положе-
н ш тетраэдра назовемъ первою нормальною тетраэдрическою 
сетью, 

Въ основномъ четыреугольнике ОасЪ сопряженныя стороны 
суть: Оа и 0&, са и сЪ. 
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Изъ формулъ (27) сл'Ьдуетъ, что: . 

и' = — 4. (28) 

Подстановка сГ, преобразующая сторону Оа въ 06, такова: 

Щ) = ~и. (29) 

Возьмемъ пару соотв'Ьтственныхъ точекъ и и и' яа. сторо
нахъ са и сЪ. 

Не трудно вид'Ьть, что: 

л. 

г^= — 1 - н у/2 = - г и - у/2 е^^ ^\ (30) 

г д е ф переменная величина. 
Изъ формулъ (30) следуетъ: 

{и 1){и' - 4 - г) = 2г, 

откуда: 

i . ' = i j ^ . (31) 

Подстановка 8, преобразующая сторону са въ сопряжен
ную съ нею сЪ, такова: 

'»(^) = ^ 1 ^ - (32) 

Подстановки Я и IT суть основныя подстановки первой 
нормальной тетраэдрической группы. 

Укажемъ на одну простую неосновную подстановку этой 
группы: вычислимъ коэффищенты подстановки, преобразую
щей треугольникъ Оас въ треугольникъ codf. 

Соответственныя вершины этихъ треугольниковъ суть: О 
и оо, а я d, с я f. 

Подстановка, преобразующая точки О, а, с соответственно 
въ оо, и есть искомая подстановка—этими услов1ями 
она*определена вполне. 
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Весьма простыми вычислен1ями находимъ, что: 

_ у ' б - у / г - ? _ \ / б - у / 2 
а 

( 3 3 ) 

Отсюда сл'Ьдуетъ: 

или: 

а ' ' с 
(34) 

Такъ какъ, кромЬ того, мы въ правй написать: 

1 
~ = 0 ' 

то мы приходимъ къ заключешю, что подстановка TJ, пре
образующая треугольникъ Оас въ oodf, такова: 

(35) 

Для отлич1я символовъ подстановокъ тетраэдрической груп
пы отъ символовъ иныхъ подстановокъ, мы будемъ отм-Ьчать 
ихъ индексомъ <ш> (тетраддръ). 

РГгакъ, мы нашли двгь основныя подстановки первой нор-
мальной тетраэдрической группы: 

^ . . Л—и 

и одну весьма простую неосновную подстановку: 

(36) 

(37) 



— 750 — 

По^ктановт S^—шретьяго порядка, сГ^ п TJ^—втораго 
порядка. 

B e t 12 подстановокъ 1-ой нормальной тетраэдрической 
группы исчерпываются следующими формулами: 

и 

-и 

и 

г — 

(38) 

CooTBeTCTBie между подстановками группы и четыреуголь* 
пиками сЬти указано на черт. 27. 

Изъ этого чертежа, между прочимъ, видно, что 

(39) 

въ чемъ также очень легко убедиться поверкой при помощи 
формулъ (38). 

Изъ чертежа 27 видно, что подстановка сГ ,̂ есть эллипти
ческая подстановка, соответствующая повороту сферы на 

271 
уголъ — около оси, одинъ изъ полюсовъ которой проэкти-

о 

руется въ точку а. 
Следовательно это подстановка 3-го порядка: 



— 751 — 

*) Если S^), i S ' i , . . . SN-1 суть подстановки группы и а есть какая-ви-
будь подстановка, то мы назовемъ группу: 

преобразованною и.зъ первой посредствомъ подстановки а. Определения 
и свойства понят18: особая часть группы, уравнете., имгьющее своею 
группою особую часть группы даннаго уравнешя, и пр. излагаются гь 
курсахъ высшей алгебры. См., напр., Serret. Cours d'algebre superieure; 
или: Селивановъ. Теор1я алгебраическаго piuieuia уравнен1й. 

KSr.KS„M,^\. (40) 
Символическихъ соотношееш, подобныхъ (40), можно вы

вести довольно много, пользуясь чертежемъ 27, но они 
намъ въ дальн'Ьйшемъ не будутъ нужны. 

Обратимъ вниман1е на то, что есть подстановки четверичной 
группы (26) входятъ въ составъ тетраэдрической группы (38): 

= 1 Г . = t /^ . (41) 

Чтобы изъ четверичной группы получить тетраэдрическую, 
мы должны къ подстановкамъ четверичной группы присоеди
нить ихъ комбинацш съ теграэдрическими подстановками: 

Преобразуя *) четверичную группу посредствомъ подста
новокъ 8^ и 8^\ мы снова получаемъ ту же четверичную 
группу. Сл'Ьдовательно четверичная группа есть особая часть 
тетраэдрической. 

Отношен1е порядковъ этихъ группъ (показатель сложно
сти) равно 3. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что функц1я, инвар1антная относительно 
подстановокъ четверичной группы, выражается рацюнально 
черезъ функц1ю, инвар1антную относительно подстановок'ь 
тетраэдрической группы; а эта посл'Ьдняя фупкц1я выражается 
черезъ первую при посредствЬ одного кубичнаго радикала. 
Эги формулы мы построимъ въ глав'Ь VU и онЬ дадутъ 
намъ возможность решить въ радикалахъ тетраэдрическое 
уравнен1е. 

П. Пос'гроим'ь теперь сЬть, соотв'Ьтствуюш,ую другому по-
ложен1ю тетраэдра въ сферЬ: пом'Ьстимъ тетраэдръ въ сферЬ 
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такъ, чтобы одна вершина его лежала въ северномъ полюс* 
сферы и чтобы одно изъ реберъ его пересекало положитель
ное направлеше действительной оси. Сеть, соответствующая 
такому положен1ю тетраэдра, изображена на черт. 28. 

Такую сеть мы 
S3^S / условимся назы

вать второю нор
мальною тетраэд
рическою сгьтью^ а 
соответствующую 
ей группу — вто
рою нормальною 
тетрадэрическою 

группою. 
Примемъ Оа&сза 

основной четыре
угольникъ сети 28. 

Сопряженныя 
стороны его суть: 
Оа и Ос, Ъа и Ъс. 

Пользуясь теми же пр1емами, которые мы прилагали выше, 
мы находимъ, что подстановка преобразующая сторону 
Оа въ Ос, выражается такъ: 

8J(u)=:m, где £ = е ^ (42) 

подстановка же оГ^/(^), преобразующая сторону Ъа въ 6с, 
такова: 

Черт. 28. 

(43) 

III. Возьмемъ тетраэдръ въ положен1и, соотвЬтствующемъ 
первой нормальной групп'Ь и построимъ соотвЬтствующй 

*) При вычислен!!! этой подстановки необходимо знать величину 

отрезка 0 ^ Совершенно элементарнымъ путемъ мы находимъ, что 

N/2 
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*) Подстановки эти вычисляются т4ми же пр1емами, какъ и въ раз-
CMOTpiHHHXb выше случаяхъ. Вычислен1я никакихъ затрудпен1й не 
нредставляютъ. 

ему икосаэдръ: онъ изображенъ на черт, 22. Повернемъ 
икосаэдръ вм'Ьст'Ь съ тетраэдромъ около мнимой оси нлос
кости на уголъ 0, отм'Ьченный на чертеж* 22. Икосаэдръ 
приметъ положен1е, изобрал^епиое на черт. 24, а тетраэдръ— 
некоторое новое положеше, нами еще пе разсмотренное. 

Съть, соотв-Ьтствующая такому положен1ю тетраэдра, усло
вимся называть третьею нормальною тетраэдрическою сгьтью. 

Изъ сказаннаго следуетъ, что первая нормальная тетра-
эдрическая с*ть преобразуется въ 3-ю посредствомъ подста-
новки выражаемой формулами (17) и (16). 

Третья нормальная тетраэдрическая группа будетъ имЬть 
для насъ лишь вспомогательное значеше при сравнен1и формъ 
икосаэдрическаго типа съ формами типа тетраэдрическаго. 

Поэтому мы не будемъ теперь вычислять основныхъ подста
новокъ этой группы и только обозначимъ ихъ буквами: 

§ 17, Группа октаэдрическая. 

Углы треугольника октаэдрической сЬти суть: т j ^ ? ^ • 

I. Возьмемъ октаэдръ въ положеши, изображенномъ на 
черт. 21 : его вершины лежатъ на осяхъ координатъ, къ кото
рымъ отнесена сфера. 

сеть, соотв'Ьтствующую такому положен1ю .октаэдра, мы 
назовемъ первою нормальною октаэдрическою сп>тью. Она изо
бражена на черт. 29. 

Примемъ за основной четыреугольникъ ея ОаЪс Сопряжен
ныя стороны его суть: Оа и Ос, Ъа и Ъс. Основныя подста
новки So и оГ̂з, преобразующ1я Оа въ Ос и Ъа въ Ьс, выража
ются такъ: 

ад = ш , j * ) 
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Черт. 29. 

Первая изъ нихъ 4-го, а вторая—2-го порядка. 

Укажемъ на одну весьма простую неосновную подстановку, 
преобразующую треуго.11ьникъ О&с въ codf. Применяя совер
шенно ташя же разсужден1я, какъ и въ § 16, находимъ, что 
искомая подстановка выражается такъ: 

(46) 

Вся совокупность 24 подстановокъ первой нормальной окта
эдрической группы исчерпывается формулами: 

Формулы (44) даютъ выражешя основныхъ подстановокъ 
первой нормальной октаэдрической группы. 
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5 / иЛи) = '-^, 
ГД'Ь: 

к, h = 0, 1 , 2 , В. 

(46) 

Соотв^Ьтств1е между подстановками группы и четыреуголь-
никами с'Ьти указано на самомъ черт. 29. Изъ черт. 29 
видно, что подстановка выражается черезъ основныя под
становки и оГр формулою: 

Z7„=f;^„^s; , (47) 
ВЪ чемъ легко убедиться и непосредственною нов'Ьркою. Изъ 

черт. 29, между прочимъ, видно, что подстановка 8^§'^ соот

ветствуетъ повороту сферы на уго./1ъ ^ около оси, одинъ 
о 

изъ полюсовъ которой проэктируется въ точку с. Сл'Ьдова
тельно SQB'Q есть эллиптическая подстановка 3-го порядка: 

5„f-„S,ir„S'„ir„ = l . (48) 

Сравнивая октаэдрическую группу (46) съ тетраэдрической 
группой (38), мы замечаемъ, что основныя иодстановки 
тетраэдрической группы входятъ въ октаэдрическую: 

8^=8Л, ^m-S.'- (49 ) 

Чтобы изъ тетраэдрической группы получить октаэдриче
скую, мы Д0.11ЖНЫ присоединить къ подстановкамъ тетраэдри
ческой группы комбинац1н этихъ подстановокъ съ октаэдри
ческой подстановкой 8^. Преобразуя тетраэдрическую группу 
подстановкою 8^, мы опять по.11учаемъ ту же тетраэдрическую 
группу. Следовательно тетраэдричестя группа есть особая 
часть октаэдрической, Отно1пен1е порядковъ этихъ группъ 
(показатель сложности) равно 2. 
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Черт. ВО. 

Два противоположныхъ центра граней его поместятся въ 
нолюсахъ сферы. Сеть, соответствующая такому положешю 
октаэдра, изображена на черт. 30. 

Отсюда сл'Ьдуетъ, что всякая функщя, инвар1антная но 
отношешю къ подстановкамъ октаэдрической группы, выра-
льется ращонально черезъ функц1ю, инвар1антную по отно-
Н1ен1ю къ подстановкамъ группы тетраэдрической; обратно 
же—вторая фупкц1я выражается черезъ первую при помощи 
одного квадратнаго радикала. Эти формулы мы построимъ 
въ главе VIL Благодаря имъ, ум'Ья рЬшить въ радикалахъ 
тетраэдрическое уравнеше, мы будемъ въ состоянш решить 
въ радикалахъ таклш и уравнеше октаэдрическое. 

П. Возьмемъ тетраэдръ въ положен1и, соответствующемъ 
2 ой нормальной тетраэдрической сЬти и соотв'Ьтствующ1й ему 
октаэдръ. 



— 757 — 

г( — У 2 £ 

где , ^ е ' . (50) 

Ясно, что сеть 30 можетъ быть получена изъ сети 29 
темъ же линейнымъ преобразован1емъ, которое сеть 27 пре
образуетъ въ сеть 28. 

Ш. Возьмемъ тетраэдръ въ положен1и, соответствующемъ 
третьей нормальной тетраэдрической сети и построимъ со-
ответствующш ему октаэдръ. СЬть, соответствующую такому 
положешю октаэдра, назовемъ третьею нормальною октаэдри
ческою сгьтью. Она получается нзъ 1-ой нормальной октаэдри
ческой сети преобразовашемъ посредствомъ подстановки сг, 
где а есть линейная подстановка (17), найденная въ § 14. 

Основныя подстановки третьей нормальной октаэдрической 
группы мы будемъ обозначать такъ: 

5 / ' и §г;'. 

Долее на этой группе мы не останавливаемся потому, что 
она будетъ иметь для насъ липть вспомогательное значен1е. 

*) При вычислеп1и подстановки необходимо зам-Ьтить, что точка 
d на чертеже 30 занимаетъ то же положен1е, какъ и точка d па чер-
теж* 28: 

о5=-4- - . 
**) Не лишено интереса зам'Ьчан1е, что тетраэдрическая подстановка 

§ ^ есть квадратъ октаэдрической 

т. XVI. Вып. 1У. 4 9 

C i T b , определяемую этпми услов1ямй, мы назовемъ второю 
нормальною октаэдртескою сгьтью. 

Примемъ за основной четыреугольникъ Ogbf. 
Сопряженныя стороны его суть: Од и Of, Ъд и bf. Подста

новки 8J и |Г/ преобразующ1я Од въ Of и Ъд въ ЬД вы
ражаются такъ: 



— 758 — 

§ 18. Группа икосаэдрическаи. 
1. Пом'Ьстимъ икосаэдръ въ сфер'Ь такъ, какъ изображено 

на черт. 24. С4ть, соотв'Ьтствующую такому по.110жешю ико-̂  
саэдра, назовемъ первою нормальною тосаэдрическою сгьтью. 

Она изображена на чертеж'Ь I 
За основную область икосаэдрической группы мы примемъ 

четыреугольникъ ОаЪс. Сопряженныя стороны его суть: Оа 
и Ос, Ъа и Ъс. 

Подстановка преобра:^.ующая сторону Оа въ Ос, какъ 
легко вид'Ьть, такова: 

27гг 
5 " ( 5 1 ) 

Подстановка оГ̂ ,̂ преобразующая сторону Ъа въ Ъс, полу
чается тЬмъ же способомъ, но вычислен1я н'Ьсколько слож-
н'Ье. Разсмотримъ эти вычислешя подробно. 

18" /is" 
0 

Черт. 31. 

Для ЯСНОСТИ Н'Ькоторыя части чертежа I изображены въ 
большемъ масштаб'Ь на черт. 31 . 

Точка f лежитъ на экватор'Ь сферы; поэтому: 

*) Въ конц'Ь сочинеи1я. 
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sm 5 4 " ' ""̂  2 

дал-Ье: 

Взявъ пару соответственныхъ точекъ и и и' на сопря -
гженныхъ с т о р о н а х ъ Ъа и Ьс, находимъ: 

% — 
_ _ \ / 5 ^ _ 1 _ у ^ ' 5 _ - . - _ 1 / 5 ^ _ . 

ГД'Ь ф nepeM^JHuaa величина. 
Отсюда: 

V5 1 \ / , v ' 5 5 -I- v/S 

( 5 2 ) 

( 5 3 ) 

Такъ какъ: 
4 9 * 

И з ъ черт . I видно, что: 

Прямая О / иернендикулярна къ dg. 

И з ъ треугольника dhO (черт . 3 1 ) находимъ: 

Ой = do ~^-гт, • 

Изъ прямоугольнаго треугольника dfg находимъ: 

fO'^To.Og. 

Изъ сказаннаго сл'Ьдуетъ: 
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у/5 
2тп 

то изъ уравнен1я (53; находимъ: 

" - « - ( г ^ н - . ^ • • 

Искомая подстановка оГ„(«*) выражается такъ: 

1_н(,2н-г=')г* 

(54) 

(55) 

Основныя подстановки 1~ой нормальной икосаэдрической 
группы суть: 

\^{i'-i~z')u 

2ni 

ГД'Ь £ = e 

(56) 

Первая изъ нихъ б-го, а вторая—2-го порядка. 

Обратимъ внимаше на одну очень простую неосновную 
подстановку ?7^, преобразуювдую треугольникъ ОЪс въ экви
валентный ему треугольникъ ооЫ. Соотв'Ьтственныя вершины 
этихъ треугольниковъ суть: О и со, & и А, с и /. Разсужде
шями, подобными приведеннымъ въ § 16, находимъ, что искомая 
подстановка U^^ выражается такъ: 

и 
(57) 

Вся совокупность 60 подстановокъ первой нормальной ико
саэдрической группы исчерпывается формулами: 
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« - . ( £ 2 _ н г ' ) £ ' ' 

(58) 

ГД'Ь и, й = 0 , 1, 2, 3, 4. 

Соотв'Ьтств!я между подстановками группы и четыреуголь-
никамц икосаэдрической сЬти указаны на чертеж'Ь I. 

Изъ чертежа I видно, что 

(59) 

Кроме того мы замечаемъ, что подстановка 8^ соответ-

ствуетъ повороту сферы на уголъ — около оси, одинъ изъ 

полюсовъ которой проэктируется въ точку с. Следовательно 
подстановка 

— третьяго порядка: 

(60) 

п. Возьмемъ икосаэдръ въ положенш, указанномъ на черт. 22. 
сеть, соответствующую такому положеи1ю икосаэдра мы 

назовемъ второю нормальною тосаэдрическою сгьтью. Она 
изображена на чертеже П '^). ilcno, что эта сеть можетъ быть 
получена изъ первой преобразовглпемъ посредствомъ подста
новки (у~~\ определяемой формулою (18). 

Подстановки второй нормальной икосаэдрической группы мы 
не вычисляемъ потому, что оне намъ нужны не будутъ. 

*) Бъ конд'Ь сочинен1я. 
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S'{u) = e''' и, (62) 

ГД'Ь кит числа взаимно простыя. 

Взявъ наимепьпий положительный корень а сравнен1я: 

Ы ~ Цмод.т), (63) 

мы найдемъ: 

S'^(u)^e''''u, (64) 

Итакъ, въ разсматриваемую циклическую группу входитъ 
подстановка: 

2ni 
S{u)=eщ (65) 

Выше мы видели, что положен1е икосаэдра не меняется 
отъ новоротовъ, не м'Ьняющихъ ноложев1я соотвЬтствующаго 
ему тетраэдра. Отсюда следуетъ, что въ первую нормальную 
икосаэдрическую группу входитъ третья нормальная тетра
эдрическая группа, а во вторую нормальную икосаэдрическую 
группу входитъ первая нормальная тетраэдрическая группа. 

Тетраэдрическая группа, входящая въ икосаэдрическую, не 
составляетъ собой части ея. Въ этомъ кроется существеппое 
различ1е икосаэдрической группы отъ остальныхъ разсмотрен-
пыхъ нами группъ. Въ главЬ УП мы увидимъ, что всл1;дств1е 
сказанной особенности икосаэдрической группы, икосаэдри
ческое ypaBnenie не разрешимо въ радикалахъ. 

§ 19. Циклическая группа конечнаго порядка. 
Циклическая группа состоитъ изъ степеней одной и той 

же подстановки: 

s\ s\s', (61) 

Она можетъ быть конечнаго порядка тол1>ко тогда, когда под
становка S есть эллиптическая подстановка конечнаго порядка. 
Порядокъ группы (61) равенъ порядку подстановки S. 

Возьмемъ сначала эллиптическую подстановку конечнаго 
порядка ш въ нормальной форм-Ь: 

2hiti 
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S 
X, 

/ ^ 

или, короче: 

8{и)=ещ щЪ с=е~ '^ . (66) 

Группа можетъ быть представлепа въ такомъ видЬ: 

8'=1, 8'''-'. (67) 

Не трудно убедиться въ томъ, что основная область этой 
группы можетъ быть представлена въ видЬ безконечной части 
плоскости ограниченной двумя прямыми, выходящими изъ 
начала координатъ и наклоненными другъ къ другу подъ 

угломъ — . 
^ ш 

Покрывъ всю плоскость 
сетью такихъ областей, какъ 
указано на черт. 32, мы по
лучимъ сеть, которая соот
ветствуетъ нормальной ци
клической группе (67) въ 
томъ же самомъ смысле, въ 
какомъ разсмотренныя выше 
сети четыреугольниковъ со
ответствовали грунпамъ: дву
пирамидной, т е т р а э д р и ч е -
ской, и т. д. 

действительно, если мы 
возьмемъ въ какой либо изъ ш областей произвольную 
точку щ то въ каждой изъ остальныхъ областей найдется 
единственная э.шивалентная ей точка относительно подстано
вокъ циклической группы (67). 

Если мы хотимъ построить какую нибудь (не нормальную) 
циклическую сеть, то должны преобразовать сеть 32 какою 
нибудь линейной подстановкой. При этомъ точки О и со пре
образуются въ некоторыя две, вообще говоря, конечныя точки 
а и Ь, а лучи, идущ1е на черт, 32 изъ точки О въ безконеч
ность, преобразуются въ дуги круговъ, соединяющ1я точки 
а и Ъ. Получится сеть, изображеппая на черт. 33. Основная 
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S'=l, 8, 8 \ . . . 8 (68) 

Черт. 38. 

Основная область циклической группы имеетъ видъ дву
угольника acbda, какъ мы уже замечали выше. 

Такъ какъ всякая группа содержитъ въ с е б е все степени 
всякой подстановки, входящей въ эту группу, то циклическая 
группа входитъ во всякую группу, 

§ 20. Копечныя группы бипарпыхъ линейныхъ подстановокъ. 
Бинарною подстановкою, какъ мы уже говорили въ главе I, 

мы называемъ преобразован1е двухъ иеременныхъ y^, 
такого вида: 

(69) 

г д е а, Y, S кашя .1ибо постояппыя числа. Для краткости 
мы будемъ обозначать бинарную подстаиовку (69) такимъ 
символомъ: 

подстановка S этой группы есть та подстановка, которая 
преобразуетъ одну изъ дугъ, напр., асЪ въ ближайшую сле
дующую за нею: въ adb. Группа, соответствующая сети 33 , 
представится въ такомъ виде: 
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Определителемъ бинарной линейной подстановки (70) на
зывается величина: 

Перемноживъ символически двЬ липейиыя бинарныя подста
новки, мы получаемъ опять линейную бинарную подстановку, 
определитель которой равенъ произведешю онредЬлителей 
перемноженныхъ подстановокъ. 

Если некоторая совокупность линейныхъ бинарныхъ под
становокъ образуетъ группу то мы назовемъ ее группою 
бинарныхъ подстановокъ. 

Каждой бинарной линейной подстановке (70) соответствуетъ 
единственная неоднородная линейная подстановка: 

и = 5? (71) 

но не оиратпо: каждой неоднородной подстановке (71) соот
ветствуетъ безконечное множество бинарныхъ подстановокъ, 
которыя можно изобразить символомъ: 

гдЬ р произвольное постоянное. 
Если две группы одинаковаго порядка составлены изъ оди

наковаго числа основныхъ подстановокъ такъ, что каждой 
подстановке одной группы соответствуетъ единственная под
становка другой и обратно, то мы назовемъ ихъ изоморфными 
группами '^*). 

*) Выше, въ § 1, мы определили понят1е о rpyiin'Ij какпхъ бы то ни 
было операщй. 

**) Holoedrisch isomorph ко терминолопи н'Ьмедкихъ математиковъ. 
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=Со;;). (73) 

где некоторый постоянный множитель. 
Такъ какъ 

>S'̂  = 1, (74) 

то до-ижно иметь место символическое равенство: 

*) Всякую rpyuuy G неодиородныхъ линейныхъ иодстаиовокъ можно 
нреобрановать въ нормальную групну того же тпиа. 

Въ самомъ д^лЬ, построимъ с^ть, соответствующую групп* G и нор
мальную сеть того же типа. Эти сети, какъ мы знаемъ, эквивалентны 
между собою. Пусть подстановка, преобразующая первую сеть во вто
рую, есть Преобразуя группу G подстановкою мы получаемъ 
нормальную группу, соответствующую взятой нами нормальной сети. 

Возьмемъ группу Г бипарпыхъ линейныхъ подстановокъ, 
найдемъ соотв'Ьтствующш имъ неоднородныя линейныя под
становки. Эти послЬдтя, конечно, образуютъ некоторую группу 
G неоднородныхъ линейныхъ подстановокъ. 

Если порядокъ группы 7"^конечный, то и порядокъ группы G 
будетъ конечный. Эта группа будетъ принадле^кать къ одному 
изъ типовъ: циклическому, двупирамидному, тетраэдрическому, 
октаэдрическому или пкосаэдрическому. 

Посмотримъ, могутъ ли быть группы Г ш G изоморфны 
между собою. 

Для простоты мы можемъ предполагать группу приведен
ною къ нормальному виду '^). 

I. Пусть G группа циклическая и пусть она изоморфна 
соответствующей ей групп'Ь Г. 

Группа G составлена изъ одной основной подстановки: 

8{и)=ЕЩ где Е=е . (66) 

Соответствующая ей основная бинарная подстановка группы 
Г такова: 
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или: 

откуда: 
р̂ '̂  = 1. (77) 

Если р есть корень ш-оШ степени изъ 1, го циклическая 
группа бинарныхъ линейныхъ подстановокъ: 

а, а ' » - ' (78) 

изоморфна групп!] неоднородныхъ липейпыхъ подстановокъ: 

^ ^ = 1 , 8, 8'\.., (67) 

II. Пусть группа G двупирамидная и изоморфна соотвЬт-
ствующей ей грунн-Ь Г. 

Основныя подстановки двупирамидной группы суть: 

2т 
8о{и)—т, гд'1; г = е 

(23) 

Основиыя подстановки группы Г суть: 

'=Со: ' ; ) -=0 ' / ; ) -
Такъ какъ: 

8'''=1, Г'=^1, (80) 

то должпы им'Ьть М'Ьсто символичосшя равепства: 
а ' " = ] , 1 ^ = 1 , (81) 

или: 

а" = 1, (75) 
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откуда: 

р - = 1 , р ' ^ = 1 , ( 8 3 ) 

Въ группу G входитъ подстановка 2-го порядка 

вЦиУ^^"^. (84) 

СоотвЬтствующая ей подстановка сгт тоже должна быть вто
раго порядка: 

откуда: 

P'p'^s = l . ( 8 6 ) 

Изъ равенствъ (83) и (86) сл'Ьдуетъ: 

р^=в . (87) 

откуда: 

? = ^ в % (88) 

и далЬе: 

f ' = — (=ь 1)^^ ( 8 9 ) 

Ясно, что посл'Ьдпее равенство не противоречитъ первому 
изъ равенствъ (83) только въ томъ случай, если т нечетно 
U если, кром'Ь того, въ формулЬ (88) взятъ нижн1й знакъ. 
Въ такомъ случае имеемъ: 

р = — ( 9 0 ) 

Итакъ, двупирамидная группа бинарныхъ линейныхъ под-
сгпановокъ только въ томъ случа% можетъ быть изоморфна 
соотвгьтствующей ей группп) неоднородныхъ линейныхъ под
становок если порядокъ этой группы есть число вида: 

2т—2{2р - г - 1 ) . 
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*) Vorlesungen tiber das Ikosaeder. Стр. 46. 

III. Пусть группа О тетраэдрическая, октаэдрическая или 
икосаэдрическая. 

Мы уже видйли выше, что въ составъ каждой изъ этихъ 
группъ входитъ группа четверичная, то есть двупирамидная, 
порядка 

2ш = 2 . 2 . 

Эта четверичная группа на основан1и только что полученнаго 
результата не могл.етъ быть изоморфна соотв'Ьтствулощей ей 
группе бинарныхъ линейныхъ подстановокъ. 

Если такъ, то и вся группа О не можетъ быть изоморфна 
группе Г. 

Этотъ последшй результатъ можно формулировать въ виде 
такой теоремы: 

Т е о р е м а 4. Группы бинарныхъ подстановокъ тетраэ
дрическаго, октаэдрическаго и икосаэдрическаго типовъ не 
могутъ быть изоморфны группамъ соотвттствуюи^ихъ гтъ 
неоднородныхъ линейныхъ подстановокъ. 

Теорема эта нринадлежитъ Елейну *) и имеетъ важное 
значеше для изучаемыхъ нами уравнен1й. 

Пользуясь теоремой 4 , мы можемъ несколько пополнить 
результаты главы I. 

Мы знаемъ изъ теоремы 8 главы I, что супдествуетъ 
группа бинарныхъ линейныхъ подстановокъ съ определите-
лемъ равнымъ 1, связывающая между собою корни уравнен1я 
(20) главы 1. 

Порядокъ этой группы равенъ степени п уравнешя (20) 
главы I. Подстановки этой группы выражаютъ каждый корень 
уравнеи1я (20) черезъ два корня того же уравнешя. 

Д а л е е , изъ теоремы 22 главы I мы знаемъ, что отношешя 

корней уравнешя (20) служатъ корнями уравнешя (95) сте

пени N, при чемъ N равно п или ^ . Уравнеше (95) 1#авы I 



- 770 ~ 

легко найти соответствующ1я ей бинарныя подстановки съ 
определителемъ 1. Это суть подстановки вида: 

\РТ, Р^/ ' 

г д е р есть величина, определяемая услов1емъ: 

P V - P Y ) = I . 

Ясно, что р имеетъ два значешя, разнящихся знаками. 

им'Ьетъ группу неоднородныхъ линейныхъ подстановокъ, со
ответствующую группе бинарныхъ линейныхъ подстановокъ 
уравнентя (20). 

Ясно, что степень N уравнешя (95) можетъ равняться 
степени п уравнен1я (20) только въ томъ случае, когда д в е 
названныя группы изоморфны, а это возможно только для 
двупирамидной группы, степень которой есть число вида: 

2 w = 2 ( 2 p -t- 1). 

Итакъ, для тиновъ: тетраэдрическаго, октаэдрическаго и 
икосаэдрическаго степень п уравнешя (20) вдвое выше сте
пени N уравнешя (95): 

7г = 2 Ж 

Отсюда следуетъ, что въ формулахъ (106) и (107) главы I 
радикалъ не можетъ быть извлеченъ точно изъ нодкоренныхъ 
выражешй; корнп уравпешя (20) попарно разнятся знаками. 

Посмотримъ, каковы группы уравненш (20) главы I для 
каждаго изъ 4 типовъ. 

Это суть группы бинарныхъ подстановокъ съ онределите-
лемъ 1 , соответствую.щ1я группамъ неоднородныхъ линейныхъ 
подстановокъ, найдеиньтмъ въ настоящей главе. 

Имея неоднородную подстановку 
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Г р у п п а д в у п и р а м и д н а я . 

к% 

о, е 

(91) 

Г р у п п а т е т р а э д р и ч е с к а я . 

кг Злг 

у/2 ' v^2 

у/2 ' \/2 

(92) 

Г р у п п а о к т а э д р и ч е с к а я , 

i г 

е% О 

О, е 

\/2 ' \/2 
г i 

>/2 ' у/2. 

Г р у п п а и к о с а э д р и ч е с к а я. 

о — 

v / 5 ' V/5 

v / 5 ' v / 5 

(93) 

2m 

, ГД'Ь £ = 6 ' . (94) 

Выподнимъэти вычислегпя для первыхъ нормальныхъ группъ, 
найденныхъ въ настоящей главЬ. 

Въ результате мы найдемъ таюя выражешя основныхъ под
становокъ конечныхъ группъ бинарныхъ липейпыхъ подста
новокъ: 



для двупирамидной группы ( 9 1 ) : G"^— 

для тетраэдрической группы ( 9 2 ) : 

для октаэдрической группы ( 9 3 ) : с* = 

для икосаэдрической группы ( 9 4 ) : г,^— 

- 1 , О 

О, - 1 
- 1 , О 

о , - 1 
- 1 , о 

о , - 1 
- 1 , о 

о , - 1 

( 9 5 ) 

— 7 7 2 — 

Следовательно, порядокъ всйхъ пяти группъ действительно 
вдвое вынхе порядка соответствующихъ имъ группъ неодно
родныхъ линейныхъ подстановокъ. 

Не трудно усмотреть, что во всЬ четыре группы входитъ 
подстановка: 

' - 1 , 0^ 
0 , - 1 . 

Т. е. 

Въ самомъ дйлй: 



г Л А В А V. 

Нормальный видъ алгебраическихъ уравнен|'й, имйющихъ 
корнями отношен!я частныхъ интеграловъ линейнаго диф-

ференц1альнаго уравнен1я 2-го порядка. 

Припомнимъ rjaBHtfimie результаты, найденные въ главахъ 
II—IV. 

Алгебраичесшя уравнен1я, имеющ1я корнями отношешя 
частныхъ интеграловъ линейнаго дифференщальнаго уравне-
н1я 2-го порядка, приводятся къ виду: 

Н\и): с'Т\и): cf\u) = ^ : 0 — 1 : 1 , ( 1 ) 

при чемъ между многочленами Щи), Т{и), f{u) существуетъ 
тождественная зависимость: 

Н\и) cf\u) = dT\u). (2) 

Уpaвнeнiя эти принадлежатъ къ одному изъ четырехъ типовъ: 
двупирамидному, тетраэдрическому, октаэдрическому или пко
саэдрическому. 

Степень N уравнешя ( 1 ) , степени v, v^, многочленовъ 
f{u\E{u), Т{г1) и показатели ^S^IJ'^S приведены въ таблиц*: 

т. XYL Вып. 1У. 50 
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Двупн-
рамид. 

Тетра-
эдрнч. 

0 |та-
эдрич. 

Икоса-
эдрич. 

2m 12 24 60 

V = 2 4 6 12 

= m 4 8 20 

^ = m 6 12 30 

m 3 4 5 

\ = 2 3 3 3 

\ = 2 2 2 2 

(3) 

Вс'Ь уравнешя вида ( 1 ) удовлетворяются функщями Шварца: 

Каждое изъ уравненш разсматриваемаго класса имеетъ 
группу линейныхъ подстановокъ. 

Вс'Ь уравнешя одного типа и одинаковой степени эквива
лентны между собою, т. е. изъ одного уравнен1я даннаго 
типа ВС'Ь осталъныя уравнен1я того же типа и той же сте
пени могутъ быть получены линейными нреобразовашями. 
Поэтому достаточно для каждаго типа построить одно нор
мальное y p a B H e n i e и найти способъ pimenifl его: этимъ 
самымъ р-Ьшится задача о р'Ьшенш всЬхъ уравнен1й изучае
маго класса. 

Наконецъ, въ главЬ IV мы нашли нормальныя группы 
линейныхъ подстановокъ. Уравнешя, соотв'Ьтствующ1я этимъ 
грунпамъ мы назовемъ нормальными. 
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сГ' У(и ч- о/ 

= (5) 

должно быть тождественно съ уравнентемъ (Г), ибо уравне
ше (Г) ненриводимо. 

Такъ какъ стенени многочленовъ П\и) и f^{u) одинаковы 
(он-Ь равны N), то уравнеше (5) можно представить въ 
такомъ видЬ: 

Такъ какъ уравнеп1е (6) тождественно съ (Г) , то чнслитель 
и знаменатель лФвой части уравнешя (6) могутъ разниться 
отъ Н\и) и cf^(u) лишь постояннымъ множителемъ/ 

Отсюда следуетъ, что уравнеи1я: 

*) Сл-Ьдуя п р е ж е и м ъ обозначешямъ, мы полагаемы 

50* 

Вычислен1е коэффищентовъ этихъ уравненш есть задача 
настоящей главы. 

§ 21 . Общ1е пр1ел1ы вычислен!» коэФФИщентовъ уравнен1я, со-
отв*тствующаго данной групп* . 

Представимъ уравнен1е ( 1 ) въ такомъ вид'Ь: 

(Г ) 

Пусть одна изъ нодстановокъ грунны этого уравнешя есть: 

S Ы = ^ . (4) 

Въ такомъ случаЬ уравнеше: 
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и'" = (10) 

*) Это и понятно: ураВнен1е (1') при z = rs> обращаетсявъ 
fMw) = 0. 

f{u) = 0 и f{oLU-+-^, yu-^S)=0 (7) 
должны быть тождественны между собою. 

Это мы можемъ выразить словами: 
Уравненге: 

f{u) = 0 
имгьетъ ту же группу липейпыхъ подстановонъ, какъ и урав
неше {f) 

Пользуясь этимъ, легко опред'Ьлить числовыя величины 
коэффиц1ентовъ многочлена f{u). 

Для этого возьмемъ многочленъ v-ой стенени: 

f(u) •= а^ а^и'~^-^'...-+- а^_^и а^, (8) 
приравняемъ его нулю и потребуемъ, чтобы уравнеше: 

аУ а^и'~^-^..ау_,^ -+-а^ = О (9) 

отъ преобразован1я посредствомъ основныхъ подстановокъ 8 
и оГ соответствующей группы не менялось. 

Л-Ьвая часть полученнаго такимъ образомъ уравнен1я опре-
д-Ьлитъ величину функц1и f{u) до постояннаго множителя. 
Snanie неосновной подстановки U несколько облегчитъ вы-
числен1я. 

Найдя функц1ю f(u), мы вычислимъ по изв4стнымъ прави-
ламъ ковар1анты Щи) и Т{и) и опредЬлимъ постоянныя с и 
d изъ услов1я (2). 

Тогда уравнеше (1), соответствующее данной грунпЬ. бу
детъ вполнЬ определено. 

§ 22. Уравнеп1е двупирампдное. 
Мы получили уже въ § 4 двунирамидное уравнеше въ 

такой форм*: 
•2 
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Посмотримъ, каково друнирамидное уравнеше обш[аго вида, 
не нормальное. 

Для этого преобразуемъ уравнеше ( 1 1 ) произвольною ли
нейною подстановкою: 

аи'-^Ъ 
и = —,—. (13) 

Оно приметъ видъ: 

{аи'-^ЪГ~{Ычг-дГ 

( 1 4 ) 

: (аи' ^ ЪГ{си' дГ = is : ̂ —1 : 1. 
Выражешя: 

аи'-^-Ъ п cvj-\-d 

суть д в е совершенно произвольныя целыя линейныя функц1и. 
Обозначивъ ихъ буквами: 

/; и и, 
мы приведемъ уравнеше (14) къ виду: 

Мы можемъ его представить въ несколько иномъ вид'Ь: 

[ — ) ' • { — ) = = ( И ) 

Остается показать, что это уравпеп1е есть нормальное дву-
пирамидное уравнеше, т. е. пе мЬняется отъ подстановокъ 
нормальной двунирамидной группы, найденной нами въ § 1 5 . 

Основныя подстановки нормальной двунирамидной группы 
таковы: 

1 ^ 
S,{u) = ей, и») , щЬ £ = е . (12) 

н 

Ипвар1антность уравнен1я ( 1 1 ) по отношешю къ этимъ 
подстановкамъ ясна сама собою. 



— 778 — 

^ - ^ V ^ ) {^-^-y.frfr=^:^-l--l. ( 1 5 ) 

Положивъ: 

^-^^^=H{u%^±-^=T{v,'\fJ,=f{u'), ( 1 6 ) 

МЫ приведемъ ypaBnenie ( 1 5 ) къ виду уравнешя (1 ) : 

Я V ) : Т'{и') : Г{и') = z : 0 - l : l . ( 1 7 ) 

Таковъ самый общ1й видъ двупирамиднаго уравнен1я. 
Въ немъ фyнкцiя f{u') совершенно произвольный квадрат

ный многочленъ. Обозначивъ линейные множители его черезъ 
f и/'з, мы определимъ функцш Щи') и Т{и') изъ формулъ ( 1 6 ) . 

Между функщями Щи'), Т(и'), f{u') существуетъ тожде
ственная зависимость: 

Н\и')-Г{и')==Г{и'), ( 18 ) 

соответствующая тождеству (2). 

§ 23. Уравнен1е тетраэдрическое. 

I. 
П е р в а я н о р м а л ь н а я ф о р м а . 

Основныя подстановки тетраэдрической группы въ первомъ 
нормальномъ виде суть следующ1я: 

Кроме того, намъ известна одна очень простая неосновная 
подстановка: 

Ur.==l- (20) 
Обозначимъ тетраэдрическую функщю f{u) перваго нор-

мальнаго вида черезъ: 
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Пусть: 

fniiu) = а^и'' -ч- - 4 - а^и^ а^и ~\~ а^. (21) 

Возьмемъ уравнен1е: 

а^и^а^и^ а^и^ -+ а^и = 0. (22) 

Совершимъ надъ нимъ основную подстановку 

а^^и^ — а^и^ а.^и^ — а,^и == 0. (23) 

Сравнивая уравнен1я (22) и (23), находимъ: 

а, =а, = 0. 

Уравнеше (22) принимаетъ видъ: 

а^и^ а.^и^ -4- = 0. (24) 

Совершаемъ неосновную подстановку U^^: 

а^и^а.^и^а^^ = 0. (25) 

Сравнивая уравнен1я (24) и (25), находимъ: 

Полагая — = а, приведемъ уравнен1е (24) къ виду: 

и' ч~аи'-^1= 0. (26) 
Совершаемъ основную подстановку S^: 

^ , ^ 2 а н ^ ^ , ^ (27) 
2 —а 

Сравнивая уравнешя (26) и (27), находимъ: 

а = dt 2гу/3-
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Мы въ праве взять въ этомъ выражешй какой угодно нзъ 
двухъ знаковъ: -ч- пли —, потому что, какой бы знакъ мы 
ни взяли, уравнеше: 

и'db2i\/'Su'-^l = 0 (28) 

не будетъ меняться отъ основныхъ подстановокъ 8^ и IT^ 
первой нормальной тетраэдрической группы. 

Возьмемъ верхшй знакъ. 
Тогда: 

fju) = и'чг-21\/Ъ (29) 

Вычисливъ ковар1анты Н^{и) и Т^{и) многочлена /^(и), 
находимъ: 

HJu) ==u'—2i у/З и' чг-1, (30) 

TJu) = u^^u. (31) 

Подставивъ выражешя (29), (30), (31) въ равенство (2) и 
требуя, чтобы оно удовлетворялось тождественно, находимъ: 

с = 1 , с ' = - 1 2 г у / " 3 . (32) 

Первое нормальное тетраэдрическое уравненге таково: 

{u'~2i\/3'u''^iy:—12i\/^u^ 

(33) 

= ^ : ^ — 1 : 1. 

Сделаемъ два замечан1я но поводу выражешй (29), (30), (31). 
1) Выражеше Т^̂ (̂г̂ ), даваемое формулою (31), но видимому 

пятой степени, тогда какъ таблица (3) показываетъ, что сте
пень многочлена Tj[^u) равна 6. 

Причина этого лежитъ въ томъ, что коэффищентъ при и^ въ 
многочлене (31) равенъ 0. Действительно, бинарная форма 
Т{у\ соответствующая многочлену Т(и), такова: 

Т{у',у")=у'у"{у"-у"'). 
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Съ подобнымъ обстоятельс'пзомъ мы встретимся ниже при 
онредЬлеши многочлена f{u), 

2) Если бы въ формуле (27) мы приняли а = — 2г \ / 3, 
то многочленъ f{u) получилъ бы выражен1е (30), а соотвът
ствующш ему гесс1анъ М(и)—выражеше (29), п уравнен1е (33) 
приняло бы видъ: 

{и'-^2г\/Ъ u'^iy : 12г \/Ци'^иУ : {u'—2i\/b u'^iy = 

(34) 

= ; ^ : ^ — 1 : 1 . 

Ясно, что уравнеше (34) получается изъ уравнешя (33) 
линейнымъ преобразовашемъ: 

i:(u) = ш . 

Уравнен1е (34) есть одно изъ безконечнаго числа уравне
шй того тетраэдрическаго типа, какъ и уравнеше (33). 

I I . 

В т о р а я н о р м а л ь н а я ф о р м а . 

Основныя подстановки второй нормальной тетраэдрической 
группы таковы: 

SJ{u) = £ и, ^^Хи)= , ГД'Ь £ = е ~ . (35) 

Обозначимъ тетраэдрическую функц1ю f(u) втораго нор-
мальнаго вида черезъ 

Пусть: 

ftni"^) = 2̂̂ ' а,и-^а^. (36) 

Возьмемъ уравнеше: 
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а^и^ ч- а^и^-¥- а.^и^ -+- а^и -л- = 0. (37) 

Совершимъ надъ нимъ основную подстановку S^: 

а^и^-л- с\и^ -i- za.-^u^ а^и -h- е \ = 0 . (38) 

Сравнивая уравнен1я (37) и (38), находимъ: 

a^ =а^=а^ = 0 . 

Уравнен1е (37) принимаетъ видъ: 

а,и^^а,и=0. (39) 

Совершаемъ подстановку сГ^': 

а, ( \ /2—и) 'ч-а, ( \ /2 -u ){s / '2u -^iy t^Q. ( 4 0 ) 

левая часть уравнен1я ( 4 0 ) при и = О обращается въ 

4ао -+-у /2аз . 

Такъ какъ въ л^вой части уравнен1я (39) свободный членъ 
равенъ О, то 

а, = - 2 ^ 2 а,. (41) 

YpaBnenie (39) приметъ видъ: 

и' — 2\/2и=:0. ( 4 2 ) 

Итакъ: 

f^'{u) = u^-2^2u. (43) 

СоотвЬтствующ{е ковар1антн Н^'{и) и Т^'(и) таковы: 

Н^'{и) = 2^2и'-^1, (44) 

TJ{u)=u'-^5\/2u'—l. (45) 

Подставляя выражен1я (43), (44), (45) въ услов1е (2), находимъ: 

с = - 1 , с' = 1. (46) 
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Функц1и fj'iu), EJ\u), Т^\и) третьяго нормальнаго 
тетраэдрическаго типа мы не вычисляемъ потому, что он^ 
довольно сложны и намъ впослЬдствш нужны не будутъ. 

Функц1и третьяго нормальнаго типа могутъ быть получены 
изъ функщй: 

Uu\ HJu), TJu) 

подстановкою а, определяемой формулою (17) главы IV. 

§ 24. Уравиеи1е октаэдрическое. 

I. 

П е р в а я н о р м а л ь н а я ф о р м а . 

Основныя подстановки первой нормальной октаэдрической 
группы таковы: 

S,{u) = iu, Ц и ) = ^ . (48) 

Кроме того, существуетъ очень простая неосновная подста
новка: 

иМ = 1- (49) 

Пусть: 

f^ {и)=а^и^-л-а^и^'Л-а^и^-^а.^и^-\'а^и^'^а^и-^а^. (50) 

Возьмемъ ypaBHOHie: 

Второе нормальное тетраэдрическое уравнете таково: 
(2\ /2гг^н-1)^:(^«ч-5у/2г^^)^:—(^^—2у2г*)^==^;^—1:1. (47) 

Такъ какъ сЬти треугольниковъ, соотв'Ьтствующш уравне
шямъ (33) и (47), эквивалентны, то уравнеше (47) можетъ 
быть получено изъ уравнешя (33) линейнымъ преобразова-
н1емъ неизвестнаго. 
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a^u^'-^a^u'•-\-a.2U^•-^a.^u^ч-•a^u'^-¥-a^ и-^-а^ = 0 . (51) 

Совершимъ подстановку S^: 

а^и^-^а^ш^-^а^г^-^а^и^-^а^и^—а^и—а^^О. (52) 

Если мы допустимъ, что отлично отъ О, то сравнивая 
между собою уравнешя (51) и (52), придемъ къ заключение: 

В ъ такомъ случа* функц1я f^{u) делится на и\ форма 
foiy'^y'l имеетъ два равныхъ линейныхъ множителя: она 
д'Ьлится на у'^, что противоречитъ опредЬлешю первичной 
формы. 

Итакъ, коэффищентъ а̂ , равенъ 0. 
Сравнивая между собою уравнешя (51) и (52) въ предпо-

ложеши, что равно О, а отлично отъ О *), находимъ: 

Уравнеше (51) принимаетъ видъ: 

а^и^ -^щи — О. (53) 

Совершимъ надъ уравнешемъ (53) подстановку сГ :̂ 

{\—и'){а,{\ —и) 'ч^а, (1 ч-и) '}=0, (54) 

левая часть уравнен1я (54) при и = 0 обращается въ: 

Такъ какъ въ левой части уравнешя (53) свободный членъ 
равенъ О, то: 

щ « 5 = 0; ^ 5 = — а,. (55) 

*) Коэффиц1енты % и a^ не могутъ равняться одновременно нулю; 
иначе форма ^СУ, У ) имЬла бы два равныхъ линейныхъ множителя: 
она д'Ьлплась бы на У 2 . 
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Итакъ, многочленъ f^{u) выражается сл'Ьдующимъ образомъ: 

fXu) = u'-u. (56) 

Отсюда: 

Д(м)=ад'-*-14ад*-н1, (57) 

ТДм)=м'«_ЗЗг<' '-ЗЗг«^-+-1. (58) 

Изъ услов1я (2) находимъ, что: 

с' = 1 , с = 108. (59) 

Первое нормальное октаэдрическое ypaBHenie таково: 

(60) 

=г:0—1: 1. 

П. 
В т о р а я н о р м а л ь н а я ф о р м а . 

Основныя подстановки второй нормальной октаэдрической 
группы таковы: 

, 1 - 1 - \/2е'и 

и — \/2t 

2т 

, гд4 £ = е 8 . (61) 

Применяя тотъ же пр1емъ, который мы подробно просле
дили на трехъ предшествующихъ случаяхъ, мы найдемъ та
кое виражен1е функц1и / J , ' : 

f;(u)=u'-i-b\/2u'—l. (62) 

Отсюда: 

Н:{и)=и^--^п^-и, (63) 
2 \ / 2 
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Z;{u)=u*'—22\/'2u'—22\/'2u''-l. (64) 

Второе нормальное октаэдрическое уравненге таково: 

Us/^(^''- 2 7 1 ' * " ' * ) ' = -{^^^'—22yJ2u'-22\/2u'-\^ : 

(65) 

: ( м « - 4 - 5 у / 2 м ' - 1 ) < = ^ : ^ - 1 : 1 . 

Ш . 
Т р е т ь я н о р м а л ь н а я ф о р м а . 

Для нахождешя октаэдрической функцш f{u) въ третьей 
нормальной форме, преобразуетъ найденную нами функщю 

линейной подстановкой: 

ntg^ - 1 
^ ( « ) = - 9 

ГД'Ь 

Эта подстановка была нами найдена въ § 1 4 . 
Вынолнивъ вычислен1я, находимъ: 

f^'\u)=u'-i-2u'—bu'—bu'—2u~^\, (66) 

откуда: 

Е,''{и)=:и'- и'ч- W-^ 1и'— 7и'ч- 1и'-^ ич~1. (67) 

Функщю Т^'\и) мы не вычисляемъ, такъ какъ она намъ 
нужна не будетъ. 
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1н_(г*_н£> iWb £ = е S (68) 

кром'Ь того существуетъ, какъ мы знаемъ, одна очень простая 
неосновная подстановка: 

Положивъ: 

fju)=a^u*^--t-a,u**-i-... -^-a^, u-t-a, j (69) 

и прим'Ьняя затемъ npiCMH уже подробно разсмотр^нные 
выше, мы придемъ къ заключен1ю, что: 

« о = « 2 . = « 4 ==«5 = « 7 —'^i =<^Э О — 2 = 0 , 

Поэтому имеемъ: 
f ^ ( M ) = M " - b l l M * ' — ( 7 0 ) 

Отсюда: 
Я„(г*)=м'»—228м*'-н494г*"'-1-228г«'-ч-1, (71) 

Т^(г«)=г«'''-+-522«*''—10005м'»—10005м"-522«'-ь-1. (72) 

Изъ услов1я (2) находимъ: 

с' = 1, с = — 1728. (73) 

Нормальное икосаэдрическое уравнен1е таково: 

{u'^^--228u^'-^-Шu'^'-^-228u'~^-ly•.(u''-^-Ь22u''—Ш0bu''~ 

(74) 
~ 10005^"- 522г*'-+-1)': —ll28{u^^-i-nu'—uy=г:z-l•Л. 

§ 25. Уравиен1е икосаэдрическое. 
Основныя подстановки первой нормальной икосаэдрической 

группы таковы: 



Г Л А В А V I . 

Инвар1антныя свойотва первичныхъ формъ f{y\y"),H{y',y"), 
Т ( / , / ' ) ^ о о т н о ш е ш я между первичными функц1ями различ

ныхъ типовъ. 

§ 29. KoBapiftHib (f,f)'' первпчно1|Формы иавнпсшей степени 

Сл-Ьдуя обозначен1ямъ, обычнымъ въ теор1и формъ, будемъ 
подразумевать подъ символомъ: 

ковар1антъ втораго порядка формы f{y\«/"): 

ду'Чу''^ ^dy'4y''dy'df^^ 

Составимъ кoвapiaнтъ для первичныхъ формъ Д^/', 
тетраэдрическаго, октаэд1)ическаго и икрсаэдрическаго ти
повъ *). 

Формы f{iy\ у") одного и того же типа эквивалентны между 
собою; поэтому выpaжeяiя ковар1анта {f^fy для формъ 
f{y\ одного и того же типа разнятся между собою лишь 
некоторою (четвертою) степенью определителей линейныхъ 
подстановокъ. 

Мы возьмемъ формы f{y',y'') въ нормальныхъ видахъ: 

*) О двупирамидномъ тип* мы не говоримъ въ настоящемъ параграф 
потому, что форма второй степени не имеетъ ковар1анта (Л f)\ 
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*) Доказательство этой теоремы приведено у Гордана: Vorlesungen 
uber Invariantentheorie, томъ II, стр. 204. При доказательств'Ь онъ 
пользуется символнческимъ методомъ Аронгольда (Aronbold), Сущность 
приведеннаго мною доказательства та же, что у Гордана. 

**) Черезъ (v)j^. мы обозначаемъ бином1альныГ1 коэффиц1ентъ: 

v ( v — 1 ) . . . ( v — f c - b l ) 

1 . 2 . 3 . . 71 * 
Т XVI. ВыпЛУ. 51 

/ . Л 2 / ^ Л = 2 / ' ^ - 2 v / 2 У 2 / ' ' ^ ( 2 ) 

(3) 

У1=У' УЪ'''^Щ''У'''-У'''^ (4) 

Найдя ковар1антъ (/, f)^ для формъ (2), (3), (4) по фор-
мул* ( 1 ) , мы убеждаемся въ томъ, что онъ тождественно 
равенъ нулю. 

1]сли такъ, то мы можемъ утверждать, что ковар1антъ 
if, fy тождсствепно равенъ нулю и для всЬхъ формъ, экви-
валентпыхъ формамъ (2), (3), (4). 

Отсюда следуетъ: 

Т е о р е м а 1. Еоварганшъ (/*, fy для всякой первичной 
формы наинисшей степени f{y\ тождественно равенъ нулю. 

Докажемъ, что имеетъ место: 

Т е о р е м а 2 (обратная). Если форма f{y\ у") не имгьетъ 
кратныхъ корней и коваргантъея if^fY упождесшвенноравенъ 
нулю, то она есть первичная форма наинисшей степени *). 

Пусть форма: 

ЯУ\ Г) = S ( V ) , а, f * * ) , г д е V ^ 4, (5) 

не имеетъ кратныхъ корней и пусть имеетъ место тождество: 

{U fY=^' (6) 
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Зам-Ьтимъ прежде всего, что всякую бинарную форму, не 
имеющую кратныхъ корней, линейной подстановкой можно 
преобразовать такъ, чтобы 

а, = а , = 0, а, = 1 . (7) 

Мы будемъ предполагать, что форма (5) уже приведена 
къ такому виду. 

Выражеше ковар1анта fY для формы (5) въ раскрытомъ 
ВИД'Ь таково: 

(/; r ) ^ = 2 [ v ( v _ l ) ( v _ 2 ) ( v - 3 ) ] » X 

A;=v—4 /j=v—4 

^y.,._k-h-,ynk^h^ (8) 

Вводимъ вместо h новый индексъ суммовашя 

(f, / r = 2 [ v ( v - l ) ( v - 2 ) ( v ^ 3 ) ] ^ X 

Z=2v—8 v ~ 4 

x g r - ' - ^ / ' ^ g ( v - 4 ) , ( v - 4 ) , _ , X 
Z=0 A;=0, г—(v~-4) 

Bo второй сумме формулы (9) пределами служатъ: 

О и Л, если ? g V — 4, 

пли: 

I — (v — 4) и V — 4, если ? ̂  V — 4. 

Если (Z', fY тождественно обращается въ О, то имеетъ 
место равенство: 
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5 1 * 

ГД'Ь: 

г = 0, 1, 2 , . . . 2у — 8 . 

Согласно сделанному выше услов1ю: 

а,= а. — 0, а,^1. (7) 

Положивъ въ paBOHCTBt (10): 

1 = 0. 

и принявъ во внимаше услов1я (7), находимъ: 

а,= 0. 

Итакъ: 

а , = 1 , а „ = = с , = а з = 0 . (11) 

ВсЬ коэффиц1енты, сл'Ьду10п 1̂е за не могутъ быть одно
временно нулями; иначе форма (5) приняла бы такой видъ: 

у" 

И им^ла бы кратные корни, что нротивор'Ьчитъ условш 
теоремы. 

Пусть a^^^ есть первый ивъ коэффйц1ентовъ, слЬдующихъ 
за а.̂ , отличный отъ О, 

Въ такомъ случае имеемъ: 

V > m g 3, a^^^ отлично отъ 0. ) 

Полагая въ равенстве (10): 

(10) 

7(,=г, V—4 

S ( v - 4 ) * ( v - 4 ) , _ , X 
h=0, ? - ( v - 4 ) 
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м—2 

левая часть равенства (14) можетъ быть представлена въ 
вид* произведешя трехъ множителей: 

т—2 

Первый изъ этихъ множителей при условш: 

V > m g 3 

нулю равняться не можетъ. 
Множитель a^^^, какъ мы знаемъ, тоже отличенъ отъ 0. 
Следовательно, должно иметь место тождественное ра

венство: 

ш — 6 4 - ^ = 0 . (15) 

Такъ какъ m и v суть числа ц^лыя и 

4, 

то изъ равенства (15) слЬдуегъ, что v можетъ иметь только 
одно изъ трехъ значен1й: 

v = 4 , 6, 12. (16) 

Соответствующ1я значен1я ш таковы: 

т = 3 , 4, 5. (17) 

Итакъ, степень формы f[y\ у'') должна равняться одному 
изъ чиселъ: 

l = m — 2 

и принимая во вниман1е услов1я (12), находимъ: 

[ ( V _ 4). (V - 4 ) ^ _ з - 4 (v 4)„,__J « ^ „ = 0 , (13) 

или: 

v ( v - 4 ) ^ _ 3 
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4, 6, 12. 

Изъ равенствъ (12) и (17) сл'Ьдуетъ, что: 

ири v = 4 : « 1 = 1 J а о = а 2 = а з = 0 , (18) 

при v = 6 : « 1 = 1 ) а о = а 2 = а з = а ^ = 0 , ( 1 9 ) 

при \ = 1 2 : « 1 = 1 ? а^=а.>=а.^=а^=аг^=0. (20) 

Самыя формы f{y\ / ' ) будутъ таковы: 

1) я/, y") = ^y'W^a,y"\ (21) 

2) f(2/', у") = 6 / » у"-^ 6а, / у"^ч- а, у"\ (22) 

3) f{y', у") = 1 2 / " 2/"-.- (12), а, (12), «, y''^/"'-*-

(23) 

-^-,..-^12щ,y'y"^'ч-a„y"^K 

Займемся каждою изъ этихъ формъ въ отдельности. 

I. Непосредственной пов'Ьркой убеждаемся въ томъ, что 
форма: 

ПУ', у") = ^у"у"->-а,у"' (21) 

удовлетворяетъ условш: 

if, fV^o 

при всякомъ значенш а^. 

П. Возьмемъ форму: 

f(y\ 2 /")=^%'^ 2/"-ь 6а, J/' / ' ^ ^ а, гГ\ (22) 

Положивъ въ равенств* (10): 

V = б, = 1, a^=a,—a.^—af^—^ и I =. 3, 

находимъ: 

а , = 0 . 
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Форма (22) принимаетъ такой видъ: 

Л У , Л = б 2 / ' ' / ' - н 6 а , з / ' 2 / " 1 ( 2 4 ) 

Непосредственной пов'Ьркой убЬждаемся въ томъ, что фор
ма (24) удовлетворяетъ услов1ю: 

при всякомъ значен1и ад. 

III. Возьмемъ форму: 

Пу\ 2/") = 1 2 / ^ * / ' - ь - (12), а, у''ч- (12), а, у'^у'^^-^ 
(23) 

По.110живъ въ равенств* (10): 

V = 12, а, = 1, a.^=a^=z а^= О, 4 S ? g 7, 

находимъ: 

К 8 ) . . ( 8 ) , _ , - 4 . ( 8 ) , К ^ з = 0 , • (25) 

или: 

12(Z _ 3) V̂.2'/.̂ .V̂ ^ '̂ ^2^) 
откуда: 

а , ^ , = 0 при 4 s Z s 7, (27) 

т. е.: 

а , = а , = а , = й , „ = 0 . (28) 

Полагая въ равенств'Ь (10): 

v = 12, 1, J 
(29) 

а ^ - — = а , — « 4 aj = а , — = а , „ = О , J = 8, ) 

находимъ: 
« . , = - 4 9 . а / . (30) 



— 795 — 

Полагал въ равенств* (10) при т-Ьхъ же остальныхъ уело-
в1яхъ 

г=9 , 
находимъ: 

а , , = 0. 

Форма (23) принимаетъ сл*дующ1й видъ: 

fy\ Л = 1 2 г / ' * Ч / ' - ^ (12), a . y ' « t / ' ' « - 1 2 . 4 9 ^ / ^ 2 / ' / ' " . (31) 

Непосредственной пов*ркой убеждаемся въ томъ, что фор
ма (31) удовлетворяетъ услов1ю: 

при всякомъ значешй а^. 
Мы нашли следующ1я три формы, не имеющ1я кратныхъ 

корней и удовлетворяюп;1я услов1ю: 

(/; fy= 0: 

1) ПУ\ Л - 4 у ^ 2 / " - ь а , 2 / " ^ (21) 

2 ) ПУ\ 1П=-^У'у"^^а,у'у'% (24) 

3) Д/, Л--12 /**2 /"-*-(12),«. 2/"̂  2/"^-12.49а,чу 2/"". (31) 

Остальныя формы, удовлетворяющ1я т^мъ же услов1ямъ, 
суть всевозможныя формы, эквивалентныя тремъ найденнымъ 
формамъ (21), (24), (31). 

Унростимъ формы (21), (24), (31). Совершимъ надъ ними 
линейныя преобразовашя: 

надъ формою (21): 

J ; (32) 

V « 4 
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( 3 3 ) 

надъ формою (31): 
60 

у' 

60, ^ У2 

(34) 

Посл'Ь этихъ преобразоваши формы ( 2 1 ) , ( 24 ) , (32 ) примутъ 
такой видъ: 

1)/„Лз/,, 2 / . ) = 2 / . - 2 V ' 2 2/. (35) 

2 ) Ш , =У,У,{У^'-УЛ (36) 

3 ) Ш , t/J = 2 / . ! /Л2/ . '" -^Иу. '2 / . / -^ . '" ) - (37) 

Это суть нервичныя формы наинисшей стенени. 
Теорема доказана. 
Результаты, полученные въ настоящемъ параграф*, можно 

формулировать такъ: 

Для того^ чтобы форма f{y\ t/") была первичною формою 
наинисгией степенщ необходимо и достаточно: 

1) чтобы она не имгьла кратныхъ корней, 
2) чтобы она удовлетворяла условш: 

§ 27 . Выражен1е Формы, иопар1антной по отношен{ю къ бинар-
нымъ линейнымъ подстановкамъ конечной грунны, черезъ нер
вичныя Формы: 

ЯУ, У'), Щу\ У"\ Т{у\ у"\ 

надъ формою (24): 
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Уяснишъ прежде всего геометрическ1й смысль уравненШ: 

Ли) = О, Н{и) = О, Т{и) = 0. 

Изъ уравнен1я: 

Н\и): с'Т\и) -.(^'(и) = 2 : а -1:1 (38) 

видно, что уравнен1е 

f{u) = 0 
им'Ъетъ корнями т̂ Ь точки сЬти, которыя соотвЬтствуютъ 
значенш со. Это суть вершины с4ти, въ которыхъ схо
дится но X четыреугольниковъ. ОнЬ служатъ нроэкц{ями вер
шинъ многогранника, соотв'Ьтствующ,аго сЬти. 

Итакъ, ypaBHenie: 

им'Ьетъ корнями нроэкцш вершинъ многогранника. 

Такимъ же образомъ убедимся въ томъ, что уравнеше: 

Щи) = 0 

им'Ъетъ корнями нроэкщи центровъ граней многогранника, 
а уравнен1е: 

Т{и) = О 

им'Ьетъ корнями нроэкцш срединъ реберъ многогранника. 
Ясно, что уравнен1я: 

f{u) = О, Щи) = О, Т{и) = О 

не МЕНЯЮТСЯ отъ подстановокъ группы уравнен1я (38). 
Пусть намъ удалось найти такую ц'Ьлую функщю F{u)^ 

что уравнеше 

F(u) = О . (39) 

не М'Ьняется 'Отъ подстановокъ той же группы. 
Будемъ различать два случая: 
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1) степень уравнегпя (39) ниже степени ^ у р а в н е ш я (38). 
2) Степень уравнешя (39) выше степени ^ у р а в н е ш я (38). 
Начнемъ съ перваго случая. 

I. 

Пусть степень уравнен1я (39) ниже N. 
Возьмемъ какой нибудь корень щ уравнешя (39). 
Совершивъ надъ u^ всЬ подстановки группы, находимъ N 

величинъ: 

и^, и,,, • Ujs. ( 4 0 ) 

B e t точки, имъ соотв'Ьтствун:^пд1я, суть соотв'Ьтственныя 
точки с'Ьти четыреугольниковъ. 

B e t величины ( 4 0 ) суть корни уравнен1я (39). 
Такъ какъ степень уравнешя (39) ниже iV, то въ числ'Ь 

величинъ ( 4 0 ) найдутся равныя. 
Соотв'Ьтственныя точки сЬти четыреугольниковъ только 

тогда могутъ совпадать, когда онЬ лежатъ въ вершинахъ 
чет ыреу гол ьни ковъ. 

Если такъ, то многочленъ F{u) долженъ делиться на одну 
изъ функдШ Я̂ О, H{ti\ Т{и). 

Пусть онъ разделился на f{u): 

F{u) = f\u)F,{u). ( 4 1 ) 
Уравнен1е: 

F,{u) = 0 

тоже не меняется отъ подстановокъ той же группы и къ 
нему применимы гЬ же разсужден1я; и т. д. 

Въ результат'Ь мы придемъ къ заключен1ю, что многочленъ 
F(u) можетъ быть представлеиъ въ сл'Ьдующемъ вид'Ь: 

F{u) = Пи) Н^'^и) Т^з(г^) , ( 4 2 ) 

ГД'Ь т , , ж^, Ш з числа цЬлыя положительныя, или равныя нулю. 
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II. 

Пусть степень уравнешя (39) выше iV. 
Возьмемъ какой нибудь корень щ этого уравнешя. 
Совершая надъ щ подстановки группы, находимъ N ве

личинъ: 

щ, и,, и,,., (40) 

Если между величинами (40) найдутся равныя, то, приме
няя т е же разсуждешя, какъ и выше, найдемъ, что F{u) 
дЬлится па одинъ изъ многочленовъ: Дг^), В.{и\ Т{и). 

Пусть между величинами (40) равныхъ не оказалось. 
Подставимъ величину u^ въ уравнеше (38) и определимъ 

соответствующее значен1е ^. Обозначимъ его буквою 

' , = ^ ' (43) 

Величины (40) составляютъ совокупность всехъ корней урав-
нен1я: 

= —/X7~v ) (44) * cf\u) ^ ^ 
или: 

H\u)^0,cf\u)=Q. (45) 

Отсюда слЬдуетъ, что многочленъ F{u) делится нацело на 
левую часть уравнешя (45): 

F{ii)=[H4u)-^3,cf{u)]F,{u), (46) 

Уравнен1е 

тоже не меняется отъ подстановокъ группы уравнен1я (38), 
и къ нему применимы т е же разсуждешя. 

Соображая все сказанное, мы приходимъ къ заключен1ю, 
что функщя F(u) можетъ быть представлена въ такомъ виде: 
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Р{и)=Ф[Н'>{и), f\u)] f'"iu) Е"\и) T"'iu), (47) 

ГД'Ь Ф есть ц'Ьлая форма, однородная относительно входящихъ 
въ нее величинъ: 

Н\и) и f\u), 

а ж, , суть числа ц^лыя и положительныя или равныя 0. 
Число мы въ прав* считать не большимъ 2 всл'Ьдств1е 
тождественной связи между функц1ями f(u), Н{и) и Т{и): 

E\u)^cf\u)=d Т\и\ 

г д е Х з = 2 . 

Пусть форма JP(^'5 2/")) целая и однородная относительно 
у\ у'\ инвар1антна по отношешю къ бинарнымъ подстанов
камъ некоторой группы, т . е . пусть она подъ вл1яшемъ этихъ 
подстановокъ или совсемъ не меняется, или нрюбретаетъ 
лишь постоянные множители. . 

Въ такомъ случае уравнен1е: 

ад=0 (39) 

не будетъ меняться отъ подстановокъ соответствующей груп
пы неоднородныхъ линейныхъ подстановокъ. 

Какъ мы видели выше, функц1я Fiii) изобразится форму
лою (47). 

Возстановивъ однородность въ тождестве (47), находимъ: 

i ^ ( / , ^ " ) = 
(48) 

= Ф [ Я Ч / , у"\ f\y',y")y'^iy\y")S^iy\y") Т'ЧУ',У")-
Этотъ результатъ мы можемъ формулировать въ виде те

оремы: 
Т е о р е м а 3. Всякая форма, ииварганшная по отношетю 

къ бинарнымъ подстановкамъ ншоторой группы^ выражается 
рацгонально черезъ формы: f[y\ tj"), Н{у\ 2/")» Т{у'^ 2/")' 

Изъ этой теоремы мы выводимъ так1я следств1я: 
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*) Это свойство формъ f{y\ У ) впервые обнаружено Клейномт. пзъ 
геометрическихъ соображсн1й. См. Math. Annalen. Томъ 9. Ueber binare 
Formen mit linearen Transformationen in sich selbst. 

Гордапъ пзсл^довалъ систему PШвapiaптoвъ первичныхъ формъ /(У,У) 
помощью симводическаго метода Аронгольда. См. Math. Annalen. Т. 14. 
Binare Formen mit verschwindenden Covariantcn. 

Приведенное мною доказательство разнится отъ доказательствъКлейна 
п Гордана. 

С л t> д с г in е 1. Всякт коварганшъ формы f{y', i/") можетъ 
быть выраженъ рацюнально черезъ f{y\ у"), Е(у\ г/"), Т(у\ у'). 

действительно, всякШ ковар1антъ формы f(y\ г/") инва-
р1антенъ но отношен1ю къ подстановкамъ группы. 

С л е д с т в 1 е 2. Всякая бинарная форма^ не имгьющая 
кратныхъ корней и удовлетворяющая условгю: 

if. fr= о, 
имгьетъ только два независимыхъ ковар1анта: 

Н{у\ у"), Т{у', у") *). 

действительно, изъ теоремъ 1-ой и 2-ой мы знаемъ, что 
ycлoвie: 

if,fy = o 
характерно для первичной формы наинисшей стенени f{y\ 
а изъ следств1я 1-го теоремы 3 видимъ, что всяшй коварь 
антъ этой формы выражается черезъ формы: 

ПУ', У"). Щу', у"), Т{у', у"). 

Т е о р е м а 4. Всякая первичная форма выражается одною 
изъ формулъ: 

afiy', у"), ЪЩу', Г), gT{y',y"),hE\y',y")-,kf\y',y"), ( 5 1 ) 

гдгь: 
а, 6, д, hy к 

суть постоянныя числа. 
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(50) 

Относительно величинъ (50) мы можемъ сказать следующее: 

1) равныхъ величинъ между ними н^тъ, 

2) все величины (50) связаны мел^ду собою нЬкоторою 
группою линейныхъ нодстановокъ, 

Построивъ сеть, соответствующую этой группе, мы най
демъ, что точки, изображающ1я количества (50) соответственны 
относительно четыреугольниковъ этой сети. 

Пусть: 

F{y', у") 

есть первичная форма некоторой степени v' и пусть линей
ные множители ея таковы: 

3 / . = c / v - + - c . " y ' , 3/.=c/^y-^c,'Y'v.., ^ ,=c /V+c ,<V ' , - . • 
(49) 

Величины (49) слулгатъ приведенною системою корней того 
уравнения, которому удовлетворяетъ величина y^. Это суть 
всевозможныя значен1я многозначной функщй за исклю
чешемъ т'Ьхъ 3Ha4eHifi, которыя разнятся отъ одного изъ 
остальныхъ лишь постояннымъ множителемъ. 

Положимъ: 

У^ = и, 

И возьмемъ ypaBHenie : 

ад = 0. (39) 

Корни этого уравнешя таковы: 
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Относительно этихъ точекъ можно сдЬлать два предноло-
жен1я: 

1) точки (50) находятся въ вершинахъ четыреугольниковъ 
с^ти, 

2) точки (50) не находятся въ вершинахъ четыреугольни
ковъ с^ти. 

Въ нервомъ случае уравнен1е (39) тождественно съ однимъ 
изъ уравнен1й: 

Я̂ ) = о, н{и) = о, ад = о. 
Разсмотримъ второй случай. 
Пусть точки (50) не находятся въ вершинахъ четыреуголь

никовъ С'Ьти. 
Найдемъ величину но формуле: 

г д е щ есть первая изъ величинъ (50). Ясно,что количества 
(50) какъ разъ исчерпываютъ собою все корни уравнен1я: 

(44) 
^' f\u) ' 

или: 
H\u)-zf{u)=0, (45) 

Если такъ, то уравнеше (39) тождественно съ уравнень 
емъ (45). 

Итакъ, мы нашли, что уравнен1е (39) тождественно съ 
однимъ изъ уравнен1й: 

f{ti) = О, Щи) = О, Т{и) = О, H'iu) — f{u) ^ 0. 

Отсюда следуетъ, что многочленъ Ъ\и) тождествепъ съ однимъ 
изъ многочленовъ: 

af{u), ЪН{и\ дТ{и), hH\u)-^kf\u), 

г д е а, ft, А, к суть некоторыя постоянныя числа. 
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Возстановивъ однородность, находимъ, что форма F{y\ у[) 
тождественна съ одною изъ формъ: 

а Д | / ' , Л , ЬН{у',Г), дЩ^у"), hH\y\y")-^-kf\y\ у"). ( 5 1 ) 

Теорема доказана. 

Т е о р е м а 5 . Форт 

Пу', у") 
есть первичная форма. 

Если бы Т{у\ г/") не была первичною формою, то, какъ 
ковар1антъ нервичной формы Д / , t/"), она могла бы быть 
представлена въ вид'Ь произведешя первичныхъ формъ. Эти 
нервичныя формы на основан1и теоремы 4 выразились бы 
формулами вида: 

afiy', у"), ЪН{у',у"),дТ{у',у"),ЪНХу', Г\^Ы\у\ у"). ( 5 1 ) 

Ясно, что форма Т{у\ у") не можетъ им'Ьть общаго мно
жителя съ формами Д^/', i/"), Щу\ у") и поэтому нп на 
одну изъ этихъ двухъ формъ она д'Ьлиться не можетъ. 

Такъ какъ степень формы: 

hE\^, y")-*'kf\^, у") 

выше степени формы Т{у\ ^ " ) , то форма Т{у\ у") на нее 
разд'Ьлиться также не можетъ. 

Итакъ, форма Т{у\ у'') не д'Ьлится ни на одну изъ формъ ( 5 1 ) 
кроме формы дТХу'у 2/")- Она, необходимо, форма первичная. 

g 28. Тождества, связывающ1я между собою первичныя Формы 
f(u), Е(и\ Т{и) различныхъ типовъ. 

Въ § 1 4 мы разсмотр^ли относительное pacпoлoжeнie вер
шинъ, центровъ граней и срединъ реберъ различныхъ много
гранниковъ, приведенныхъ въ так1я ноложен1я, что они, какъ 
мы говорили, соотвттствуютъ другъ другу. 

Соответственными положешями многогранниковъ могутъ 
служить: четырехгранная двупирамида, тетраэдръ и октаэдръ 
въ положен1яхъ, соответствующихъ первымъ нормальнглмъ 
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сЬтямъ и икосаэдръ въ положеши, соответствующемъ второй 
нормальной сети, или: икосаэдръ въ положеши, соответствую
щемъ первой нормальной сЬти, тетраэдръ и октаэдръ въ 
положенгяхъ, соответствующихъ третьимъ нормальнымъ с е 
тямъ. 

Поэтому, сравнивая между собою функцш типовъ: четве-
ричнаго, тетраэдрическаго и октаэдрическаго, мы беремъ 
первые или третьи нормальные виды, а сравнивая функщй 
икосаэдрическ1я съ остальными, мы беремъ первыя нормаль
ныя икосаэдричесшя функцш и третьи нормальныя тетраэдри
честя и октаэдрическая функц1и. 

Пользуясь результатами, найденными въ § 27, мы можемъ 
получить рядъ соотношенш между функц1ями f{u), 11{и\ Т{и) 
различныхъ типовъ. 

При составлеши этихъ соотношен1й мы должны помнить, 
что многочлены: 

Щи), т{и) 

имеютъ корнями: проэкцш вершинъ, центровъ граней и срединъ 
реберъ соответствующаго многогранника. 

Типъ функщй мы будемъ обозначать индексомъ внизу функ-
щональнаго знака. 

Рядомъ съ тетраэдрическими функщями: 

Ш, HJu), Т„Хи) 

мы будемъ пользоваться функщями, соответствующими допол
нительному тетраэдру и обозначимъ ихъ такъ: 

fjiu), Н^%и\ TJ{u). 

1. Такъ какъ вершины тетраэдра совпадаютъ съ центрами 
граней дополнительнаго ему тетраэдра, то: 

Ш = л м , 1 ^^^^ 
fJ{u)=HJu). ) 

т. XYI. Вып. IV. 52 
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или: 
Ш-Гш^'^^^-ЩЛ^^ HJ{u)=EXu) % (54) 

fJn)^lu)=fJ{u)HJ{u)^^^^ (и). (55) 

IV. Шесть срединъ реберъ каждаго изъ двухъ взаимно 
дополнительныхъ тетраэдровъ совпадаютъ съ вершинами ок
таэдра: 

TJu) = T^nu) = fM' (56) 

V. Вершины А, А', Р , Р ' вм'Ьст'Ь съ срединами реберъ 
JB, В' четырехгранной двупирамиды **) совпадаютъ съ верши
нами октаэдра: 

ф)ЕМ ад = \аи)=:\ Т^{и). (57) 

VI. Вершины октаэдра совпадаютъ съ 6 изъ числа 30 
срединъ реберъ соотв'Ьтствуюш.аго ему икосаэдра. Отсюда 
сл'Ьдуетъ, что икосаэдрическая функц1Я T^^{u) дЬлится нац'Ьло 
на октаэдрическую функщю f{u): 

*) Для большей полноты сл-Ьдовало бы во второй части тождества 
(54) и вс^хъ дальн'Ьйшихъ подобныхъ тождествъ присоединять посто
янный множитель, потому что изъ тождественности двухъ уравнешй 
следуетъ лишь пропорщональность ихъ коэффищентовъ. Сравнивая 
затемъ коэффиц1енты при одинаковыхъ степеняхъ перем'Ьннаго, можно 
найти числовую величину этого постояннаго множителя. Для сокраш.ешя 
разсуждешй мы во всЬхъ тождествахъ, подобныхъ (54), прямо вставляемъ 
числовыя значен1я множителей пропорцшнальности. 

**) См черт. 19. 

IL Такъ какъ средины реберъ двухъ взаимно дополнитель
ныхъ тетраэдровъ совпадаютъ, то должно им'Ьть мЬсто тож
дество: 

TJu) = TJ^iu). (53) 

III. Восемь вершинъ двухъ взаимно допо.тительныхъ тетра-
эдровъ совпадаютъ съ восьмью центрами граней октаэдра; 
отсюда сл^дуютъ тождества: 
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T{u)=^f:\u)^{u). (58) 

Совершая надъ обеими частями тождества (58) икосаэдри
ческую подстановку: 

S^\u) = e \ гд* й: = 0 , 1, 2 , 3 , 4, £ = е % 

находимъ: 

ТМ) = Го'Ъ'и)^{г'и). (59) 

Изъ формулы ( 6 6 ) главы V заключаемъ, что многочлены: 

г:ш / о " ( ^ ^ ) , f"i^'^), / ; " ( ^ ' ^ ) , f„"(^*«) ( 6 0 ) 

различны между собою и обп1,ихъ корней не имеютъ. 

Если такъ, то изъ тождества (59) следуетъ, что много
членъ Т^,(^) Д'Ьлится на всЬ 5 многочленовъ ( 6 0 ) ; онъ равенъ 
произведенш многочленовъ ( 6 0 ) : 

тм=п"(») г:ъ^) / о " ( ^ ' « ) ( 6 1 ) 

УП. Такъ какъ положен1е тетраэдра не м-Ьняется отъ по
воротовъ, не м'Ьняюш.ихъ положешя соотв'Ьтствугош.ей ему 
четырехгранной двупирамиды, то уравнешя: 

Ш = 0 и HJu) = 0 

H H B a p i a H T H относительно подстановокъ четверичной группы. 

Отсюда следуетъ, что многочлены f^{u) и Л^(и) могутъ 
быть выражены черезъ Д(г*), Н^{и), T^{u) по формул'Ь (47). 
При этомъ ясно, что въ данномъ случа'Ь показатели ш^^ т.^ 
равны нулю, а форма Ф первой степени относительно ея 
аргументовъ: 

( 6 2 ) 

Совершивъ сравненхе коэффиц1ентовъ при одинаковыхъ степе
няхъ въ об'Ьихъ частяхъ тол^дествъ ( 6 2 ) , легко находимъ 
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числовыя значешя а, &, Тг, Ь, Вставивъ эти числовыя значен1я 
въ равенства (62), находимъ ташя тождества: 

где £ = е \ ; 

У Ш . Возведя въ квадратъ обе части тождества: 

/oW = T^d^) (56') 

и приномнивъ, что: 

• - 12гу/3 Т^\и) ^ Е^\и) ~ fj{u), (64) 

находимъ: 

^̂ '̂ ""̂  1273^^"'̂ ''̂  ~ "̂'̂ ""̂ ^ ^̂ ^̂  
IX. Такъ какъ положеш'е икосаэдра не меняется отъ но

воротовъ, не меняюн],ихъ положешя соответствующаго ему 
тетраэдра, то уравнен1е: 

HHBapiaHTHO но отношенш къ подстановкамъ третьей нормаль
ной тетраэдрической группы. Отсюда следуетъ, что многочленъ 
fju) можетъ быть выраженъ черезъ fj'(u\ Е^'[и), TJ\u) 
по формуле (47): 

Ш = Ф[Е^'\и\ fj:\u)]f,riu) EJ-iu) Т^^'Ч^У (66) 

Вершины икосаэдра не совпадаютъ ни съ вершинами, ни 
съ центрами граней, ни съ срединами реберъ соответствую
щаго тетраэдра. Отсюда следуетъ, что въ тождестве (66) 

*) Это тождество можно получить т'Ьмъ же путемъ, какъ мы получили 
тождества (63). 
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(67) 

Вычислять коэффищенты й и Л мы не будемъ, потому что 
они намъ не нужны. 

Возьмемъ тождество: 

(65) 

Совершивъ надъ нимъ подстановку сг, преобразующую пер
вую нормальную тетраэдрическую сЬть въ третью *), находимъ: 

>^ = ^ №»" '(^) - fr:' ш (65') 
I z y о 

решая систему уравнешй (67) и (65') относительно Е^^\и) 
и fj'\u), получаемъ: 

fr:"¥) = cfu{u)^i)fr{n). 
(68) 

Коэффищенты Ау j5. С, В имеютъ конечныя величины 
потому, что определитель: 

к 

12у/3 1 2 у / 2 

(69) 

не можетъ равняться 0; иначе величина й равнялась бы—Л, 
функц1я f^J^u) разнилась бы отъ / ' о " ^ ( ^ ) лишь постояннымъ 

*) См. главу 1У, формулу (17). 

показатели m^, m.̂ , ш.^ равны нулю. Если такъ, то функц1я 
Ф первой степени относительно входящихъ въ нее аргу
ментовъ: 
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ТМ=Ф. [Г^'Щ. В^'Ш /^^'"^^(^)Я^"-<г.) TJ^-iu\ 

ЗМ=ФЛГт'''{^1 SJ'\u)] fJ^Piu)Е^^^\и) TJP^u). 
(70) 

Подставивъ въ тождества (70) выражешя (68) функцш/'^"^(г*) 
и HJ^^{u) и зам'Ьтивъ, что всл'Ьдств1е тождества (56') должно 
им*ть М'Ьсто тождество: 

Tm"iu)==f:'(il), ( 5 6 " ) 

мы приведемъ тождества (70) къ такому виду: 

ГД'Ь ф^, суть ц^лыя однородныя формы по отношен1ю къ 
входящимъ въ нихъ аргументамъ, а показатели а, |3, у» ^ 
суть наименьш1е положительные вычеты чиселъ т^ , т , , ^^ , ^ )^ 
по модулю 3. 

множите.11емъ, первичная функц1я fju) им-бла бы кратные 
корни; а этого быть не можетъ. 

Во* четыре коэффищента: В, (7, В отличны отъ нуля; 
иначе тождества (68) были бы невозможны; напр. при В=() 
мы нашли бы: 

первичная функц1я fy{n) им^ла бы кратные корни. 
Итакъ, въ тождествахъ (68) коэффищенты А^ В, С, D 

конечны и отличны отъ 0. 
Такъ какъ уравнен1я: 

TSu) = Q и Я » = 0 

инвар1антны по отношешю къ подстановкамъ третьей нор
мальной тетраэдрической группы, то должны имЬть м'Ьсто 
тождества вида: 
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Каждое изъ чиселъ: 

можетъ равняться только О или 1, потому что функцш Т,Дг^) и 
HJu) кратныхъ корней не им'Ьютъ. 

Такъ какъ вершины октаэдра совпадаютъ съ 6 изъ числа 
30 срединъ реберъ икосаэдра, а вершины и центры граней 
тетраэдра совпадаютъ съ 8 изъ числа 20 центровъ гра
ней икосаэдра, то TJ^u) делится на f{u), а Н^и) д'Ьлится 
на /!^"(^) HJ\u). Поэтому въ равенствахъ (71) показатели 
Wg, Y и равны 1. 

Такъ какъ многочлены TJ^u) и Щ{и) обш;ихъ корней им^ть 
не могутъ, то показатели: а, |3, должны равняться нулю. 
Теперь не трудно найти, каковы степени формъ и фз 
относительно f^iu) и /"/'^(г^): первая изъ нихъ второй степени, 
а вторая—первой стенени. 

Итакъ: 

Я„(м) = ЫЛ^) д. f r m fj'iu) HJ'iu). j 

ЗамФтивъ, что изъ тождества (55) сл'Ьдуетъ: 

fJ\u)HJ'iu) = H,"{u), (55') 

И подставивъ это выражен1е во второе изъ равенствъ (72), 
мы можемъ загЬмъ определить числовыя величины ностоян-
ныхъ а, Ъ, с, р, q черезъ сравнен1е коэффищентовъ. 

Вставивъ эти числовыя значен1я коэффищентовъ въ тож
дества (72), находимъ: 

Ти{и) = [г:'\и)-щ:'\и)аи)+Wu»\f:\^)\ ^^^^ 

в.М = [Го''>)-ЧХ^)]ЗГ{и). ) 

X. Возведя въ кубъ обе части тождества (55') и заменивъ 
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Найденныя въ настояш,ей глав* свойства функщй ((и)^ 
Щи), Т{и) и соотношенш между функщями различныхъ ти
новъ дадутъ возможность раскрыть глубже свойства изучае
мыхъ нами уравненш и нриведутъ весьма нросто къ ихъ 
р'Ьшенш. 

/m"̂ W? ^m"X )̂ выражешями (68), мы найдемъ тождество 
такого вида: 

Sr\u) = afjiu) -ч- ЬШГПи) ^ cf:'\u\ (74) 

Подставивъ выражен1я функцш Н^'\и), fJ<u)J^'\u) и со
вершивъ сравнеше коэффищентовъ, находимъ числовыя ве
личины а, Ь, с. Вставивъ ихъ въ равенство (74), находимъ: 

Н:'\и) ^ Uf„4u]-nfXu) и"\и)^и"\и). (75) 



АЛГЕБРАИЧЕСКІЯ УРАВНЕНІЯ, РАЗРѢШИМЫЯ 
ВЪ ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСЖИХЪ ФУНКЦІЯХЪ. 

Л. К. Лахтина. 

Читано въ засѣданіяхъ Математическаго Общества 15 еентября и 20 октября 
1892 года). 

Г Л А В А VII. 

Рѣшеніе уравненій, имѣющихъ корнями отношенія частныхъ 
интеграловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го 

порядка. 

§ 2 9 . Критерій д л я р ѣ ш е н і я в о п р о с а о томъ, не с л у ж а т ъ ли 
корпн даннаго а л г е б р а и ч е с к а г о у р а в н е н і я отношеніями ч а с т н ы х ъ 
интеграловъ линейнаго днФФеренціальнаго у р а в н е н і я 2-го порядка . 

Изъ главы I I намъ извѣстно, что всякое алгебраическое 
уравненіе, имѣющее корнями частные интегралы линейнаго 
дифференціальнаго уравненія 2-го порядка тождественными 
преобразованіями приводится къ виду: 

Н\и): с'Т\и): cf\u)=-R{s):-R{z)—1:1, (1) 
с с 

илп: 
j ^ - B ( z ) , ( 1 ) 

при чемъ многочлены f{u), Л(и), Т(и), ихъ степени ѵ, ѵ , , ѵ 2 

и показатели X, \ имѣютъ уже извѣстныя намъ значенія. 
Пусть дано алгебраическое уравненіе: 

<К«, * ) = 0 ( 2 ) 

степени N, и спрашивается, не принадлежитъ ли оно къ 
классу уравненій (1)? 

Ъ X Y I I . Вып. і . 1 
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(4) 

Мы въ правѣ предполагать, что уравненіе (2) неприводимо, 
потому что иначе мы разбили бы его на нѣсколько непри-
водимыхъ уравненій и разсмотрѣли бы ихъ въ отдѣльности. 

Если уравненіе (2) принадлежитъ къ одному изъ четырехъ 
типовъ: двупирамидному—степенн 2т, тетраэдрическому— 
степени 12 , октаэдрическому—степени 2 4 или икосаэдриче-
скому—степени 60 , то степень уравненія (2) непремѣнно 
четная. Отсюда: 

Первое необходимое условіе шождестѳениости ураѳненій 
(2) и (1): 

Степень N уравненія (2) должна быть четная. 
Если уравненіе (2) можетъ быть приведено къ виду ( Г ) , 

то оно во всякомъ случаѣ должно приводиться къ виду: 

гдѣ $(и) и ф(ге) суть цѣлые раціональные взаимно простые 
мяогочлены, a £К(я)--~раціональная функція z. 

Отсюда: 
Второе иеобходимое условіе тождественноши уравненій 

(2) и (1): 
Уравненіе (2) послѣ переноса во вторую часть нѣкоторыхъ 

членовъ и дѣленія на нѣкоторую раціональную функцію и 
и z должно приводиться къ виду: 

Рѣшить вопросъ о томъ, выполняется ли это условіе, можно 
совершенно элементарными способами. 

Пусть это условіе выполнено. 
Убѣдившись въ этомъ, мы въ то же время находимъ функ-

ціи <1>(и) и (f(u). 
Преобразуя линейно обѣ части уравненія (1 ' ) , мы можемъ 

получить безконечное число уравненій тождественныхъ съ 
( 1 ' ) ; всѣ они будутъ такого вида: 
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гдѣ a, j3f у, £ суть какія угодно числа, удовлетворяющія 
условію: a<5 — j3y отлично отъ 0. 

He трудно усмотрѣть, что уравненіе (3) только въ томъ 
<;лучаѣ можетъ быть тождественно съ уравненіемъ ( Г ) , когда 
оно принадлежитъ къ числу уравненій (4) , т. е. когда имѣютъ 
мѣсто тождественныя равенства: 

(5) 

<рО) = уЕкіи) н - ;f\u). J 
Посмотривдъ, какъ no давнымъ многочлевамъ фО) и CP(W) 

Байти многочлены f(u) и Щи) и убѣдиться въ существовавіи 
тождествъ (5) . 

Возьмемъ выраженіе: 

Подставивъ въ это выражевіе формулы $(и) и ФО)? даваемыя 
равенствами (5) , находимъ: 

(7) 

или: 
0 0 ) = JV(a5 — ]3у) / ^ О ) Я ^ О ) T O ) . (8) 

Функція 0 0 ) намъ извѣстна; степень ^ у р а в н е н і я (2) тоже 
язвѣстна; относительно показателей A, 1 п \ и степеней 
ѵ> ѵ о ѵ 2 Функцій f(u), Н(и), Т(и) можно сдѣлать не болѣе 
двухъ предположеній: 

1) уравненіе (2) можетъ быть двупирамиднымъ, и въ та-
комъ случаѣ числа X, \ , Х 2 , ѵ, ѵ,, ѵ 2 должны соотвѣтственно 
равняться: 

N N N 
_ 9 9 9 —I • 
2 5 ' w ? ' 2 ' 2 ' 2 ) если JV равно одному изъ чиселъ: 

12 , 24, 60 , 
1* 
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то уравневіе ( 2 ) можетъ принадлежать къ одному изъ типовъг 
тетраэдрическому, октаэдрическому или икосаэдрическому, и 
тогда числа X, Х п Х 2 , ѵ, ѵ п ѵ, получатъ значенія соотвѣт-
ствующія этому типу. 

На основаніи толысо что приведенныхъ соображеній мы 
найдемъ одну или двѣ системы значеній, которыя могутъ 
имѣть числа \ \ , Х 2 , ѵ, ѵ м ѵ 2 . 

Отсюда вытекаетъ: 
Третье необходимое условіе тождествепности уравнент 

(2) и (1): 
Многочленъ Q(w) долженъ имѣть: 
ѵ корней X—1-кратеыхъ, 

корней \—1-кратвыхъ, 
ѵ 2 корней простыхъ. 
Мы можемъ убѣдиться въ выполненіи этогю условія, при~ 

мѣняя обычный пріемъ алгебры, служащій для отдѣленіа 
кратныхъ корней * ) . 

Пусть эти условія выполнилвсь. 
Убѣдившись въ выиолненіи условія, мы въ то же время 

находимъ многочлены f(u), Н(и)9 Т(и) и узнаемъ, къ которому 
изъ четырехъ типовъ можетъ принадлежать уравненіе (2) . 
¥ Чешвершое необходимое условіе шождественносши уравнепій 
(1) и {2): 

Если уравненіе (2) тетраэдршческое, октаэдрическое или 
икосаэдрическое, то найденная функція f{u) должна удовле-
творять условію: 

( f , / ) 4 = 0 . 

Если уравненіе (2) двупирамидное, то многочленъ f(u) 
долженъ быть второй степени. 

*) Въ случаѣ тетраэдрическаго уравненія указанвый иріемъ даетъ 
функцію Т(и) и нроизведевіе f(u) Л(и). По этимъ даввымъ можво вайтв 
f(u) и Н(и). 

Въ случаѣ четверичнаго ураввевія указавный ііуть къ цѣлн не при-
водимъ; во это—случай вполнѣ элемевтарвый. 



— 5 — 

Пятое необходимое условіе: 
Если уравненіе (2) принадлежитъ къ одному изъ типовъ: 

тетраэдрическому, октаэдрическому или икосаэдрическому, то 
найденная функція Щи) должна быть гессіаномъ найденной 
4>ункціи f(u), а найденная функція Т(и) должна быть функ-
ціональнымъ опредѣлителемъ f[u) и Н{и). 

Если уравненіе (2) прянадлежитъ къ двупирамидному типу, 
то должны имѣть мѣсто тождества: 

гдѣ f{ и f2 сутъ два линейныхъ множителя найденнаго ква-
дратнаго многочлена f{u)\ 

№=М *)• 
Шешое необходимое условіе: 
Между найденными многочленами ф(м), ф(и), f{u), Щи) 

должна имѣть мѣсто тождественная зависимость: 

ф ( « ) = а Я * « ( « ) - н і З / р Х ( « ) , I 
(5) 

Убѣдившись въ вьшолненіи этого условія, мы въ то же 
время находимъ коэффиціенты a, р, Y> 

Имѣя величины этихъ коэффиціентовъ, мы можемъ въ дѣй-
•ствительности преобразовать уравненіе (2) въ (1 ' ) я въ (1 ) . 

Изъ сказаннаго видно, чшо приведенные шеать условій т-
обходимы и достаточны для mow, чтобы уравненіе (2) имѣло 
корнями отношенія частныхъ интеграловъ лшейнаго диффе-
ренціальнаго уравнеиія 2-го порядка. 

П р и м ѣ р ъ. 
Дано уравненіе: 

и\и 1 ) 4 - Ви(и - + - 1 ) 1 - н zu\u 1 ) 2 = 0. ( 9 ) 

Спрашивается, не принадлежитъ ли оно къ изучаемому 
нами классу уравненій? 

*) См. § 2 2 формулы 1 6 . 
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и\и ~н 1 ) 3 - + - Зи(и 1) -ь- 1 _ 
и\и-+ЛУ ~ 

Второе условіе выполнено. 
Сохраняя прежнія обозначенія, находимъ: 

ty(u) = и3(и н - 1 ) 3 - н Зи(и - + - 1 ) - * - 1, 

о(гі) = и*(и -ь- I ) 2 . 

( 1 0 ) 

( 1 1 ) 

Отсюда; 

С1(и) = и{и н - 1 ) (2и - і - 1) (адв-н w — 2) (ге в-+- -t- I ) 2 . ( 1 2 ) 

Этотъ многочленъ имѣетъ два двукратныхъ корня. 
Условіе третье выполнено. 
Первичная функція f(tc) такова: 

f(u)=*u*-*-u-*-l. (13) 

Условіе четвертое выполнено. 
Линейные множители многочлена f(u) таковы: 

f{ = it — £, f9 = и — s 2 , гдѣ £ = e 3 . ( 1 4 ) 

Функціи H{u) и Т(и) таковы: 

Н(и) =й-±І^ = \ (2и -ь- \)(и*+ и — 2) , | 
u J* I 

Дѣйствительно, функція fi(w) разнится отъ 

f\u) Щи) Т(и) 
только постояннымъ множителемъ. 

( 1 5 ) 

Степень уравненія ( 9 ) равна 6—числу четному. Слѣдова-
тельно первое условіе выполняется. 

Уравненіе ( 9 ) можетъ принадлежать лишь къ двупирамид-
ному типу. 

Приводимъ уравненіе ( 9 ) къ виду: 



(16) 

В ъ то же время мы видимъ, что функціи: 

f{u), Е(и), Т(и) 

удовлетворяютъ условію пятому. 

Нодставивъ выраженія (13) и ( 1 5 ) въ равенства: 

находимъ: 

а = |' t = h ' , = =-і' *=й- (17) 

Условіе шестое выполнено. 

Слѣдовательно уравневіе (9) двупирамидное. 

Изъ формулъ ( 1 6 ) , (17) , ( 1 1 ) и (10) слѣдуетъ, что его 

можно представить въ такомъ видѣ: 

jg'(«)+5m_4. П с ч 

гдѣ Л(г«) и / ( « ) даются формулами (13) и (15 ) . 

Изъ уравненія (18) слѣдуетъ: 

(19) Н\и) _±z + 15 
^ ( w ) — 4я — 1 2 ' 

или, наконецъ: 

Я а ( м ) : : / * » = 4z н - 15 : 27 : 4я — 12, (20) 

тдѣ і?[гг) , и f(u) имѣютъ значенія, даваемыя формулами 
(13) и (15) . 

§ 3 0 . Приведеніе у р а в н е н і я к ъ нормальному виду . 
Примѣняя пріемы предыдущаго параграфа, мы можемъ всякое 

уравненіе изучаемаго наыи класса привести къ виду (1) . 
Затѣмъ мы можемъ его нѣсколько упростить по виду, при-

нявъ: 



с 

за новое независимое перемѣнное (въ главѣ ІІ-ой мы его 
обозначали буквою і). 

Для простоты (какъ мы уже дѣлали раньше) мы обозна-
чимъ новое перемѣнное тою же буквою z и представимъ 
уравненіе (1 ) въ такомъ видѣ: 

Н\и): с'Т\и): cf\u) = z:z-1:1. ( 2 1 ) 

Вообще говоря, уравненіе (21) не будетъ нормальнаго вида; 
но мы можемъ утверждать, что оно непремѣнно эквивалентно 
нормальному уравненію. 

Посмотримъ, какъ найти ту линейную подстановку, которая 
преобразуетъ данное уравненіе въ нормальное. 

Для опредѣленности мы будемъ изображать данное намъ 
алгебраическое ураввеніе такъ: 

Н\й): с'Т\й): df\u) = z : z — 1 : 1 , ( 2 2 ) 

а для нормальнаго уравненія сохранимъ прежнія обозначенія: 

Я\и): cT\ii) : cf\u) = z: z — 1: 1. (21) 

Функціи Н(й)} Т(й\ f(u) и постоянныя с', с намъ даны, 
нормальныя функціи Л(и), Т(и), f(u) и постоянныя с' и с 
найдены нами въ главѣ V. 

Неизвѣстныя и и и связаны между собою линейною зави-
симостью: 

й = = ^ . (23) 
ru-i-s 

Задача наша состоитъ въ нахожденіи постоянныхъ коэф-
фиціентовъ: 

Р, Ъ r, s. 

Пользуясь произволомъ одного изъ этяхъ коэффиціентовъ, ыы 
можемъ на нихъ наложить условіе: 
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(27) 

Изъ уравненій (21 ) и (22) слѣдуетъ: 

Н\й) Н\и) 
cfl(u)~cfx(u) ' 

Дифференцируемъ обѣ части этого уравненія по и: 

c f l + i ( u ) du 

Л „. dJS(u) . ш .df(u)\ \ 

(28) 

(29) 

ps—qr=l. (24) 

Дадимъ величинѣ и какое нибудь произвольное значеніе 
а и опредѣлимъ соотвѣтствующее ему значеніе z изъ урав-
ненія (22) ; пусть при и — а перемѣнное z равно а. 

В ъ такомъ случаѣ: 

~Ш т 
(«) 

Подставивъ значеніе г — a въ уравненіе (21) , находимъ: 

Положимъ, что намъ удалось рѣшить это нормалъное урав-
неніе и пусть одинъ изъ корней его есть: 

гі=а. 

В ъ такомъ случаѣ между величинами а и а существуетъ 
зависимость ( 2 3 ) : 

TCL —t- S 



илп: 
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Т(и) du Т(и) 

откуда: 
f(u)H(u)du f{u) E{u)J 

du = T(u)f(u)H(u) 
du Т(й) f(u) H(u) " 

Дифференцируя это равенство no щ мы можемъ найти 
выражевіе: 

d'u 
du2 

въ функціи и и й. 
. du d*u 

Иодставивъ въ полученвыхъ выраженіяхъ ^ , ^^— вели-

чивы: 
и = а, й = а, 

найдемъ: 

гдѣ -4 и JB суть нѣкоторыя извѣстныя числа. 

Дифференцируя два раза no и уравненіе (23 ) , находимъ: 

du 1 
du {ги - ь s)2 ' 

с?2й 2 r 

dw2 ( r w - b s ) 3 " 

Подставивъ въ эти равенства звачевія: 

du . d2u -r> 

и===а> Ш=А>Ш* = В> 
находимъ: 

Л(га -+• s ) 2 = 1, ) 

B(ra -+-s)3= — 2г. ) 

(32) 

( 3 3 ) 

(34) 



Изъ уравненій (24) , ( 27 ) , (34) мы опредѣлимъ четыре 
искомыхъ коэффиціента: 

Итакъ, для приведеиія уравненія {22) къ нормальному виду 
(21) необходимо рѣшить одно нормальное уравненіе (26) того 
же тжа. 

Рѣшивъ уравненіе (21) , мы будемъ въ состояніи найти 
корни уравневія (22) : корви этихъ ураввевій связавы между 
собою ливейвою зависимостью ( 2 3 ) . 

Слѣдовательво для рѣшенія уравненія общаго вида (22) 
необходимо рѣшить два нормальныхъ уравненія того же типа 

Задача о рѣшевіи ураввевія общаго вида вриводится, та-
кимъ образомъ, къ задачѣ о рѣшевіи вормальваго ураввевія 
того же типа. 

В ъ слѣдующихъ параграфахъ мы займемся вопросомъ о 
рѣшевіи вормальвыхъ уравневій. 

§ 3 1 . Р ѣ ш е н і е в ъ р а д и к а л а х ъ у р а в н е н і й : двупирамидпаго , 
тетраэдрическаго и о к т а э д р а ч е с к а г о . 

Мы уже упомивали въ главѣ І У , что ураввевія: тетраэдри-
ческое и октаэдрическое разрѣшимы въ радикалахъ. Двуви-
рамидвое ураввевіе въ вормальвой формѣ разрѣшимо въ 
радикалахъ совершевво элемевтарвымъ способомъ. 

Найдемъ эти рѣшевія. 
Возьмемъ нормальныя ураввевія: 

:ит=ѵд:&д—1:1 двупврамидвое, ( 3 5 ) 

2) ( — s — ) : ( ) : и*=яч: z4—1 : 1 четверичвое, (36) 

р, g, r, S. 

(26) и (21). 

(37) 

Ѵ - * - 1 4 ^ - ь 1 ) 3 : ( ^ 1 2 — З З г * 8 — 3 3 м 4 ч - 1 ) 2 : 
октаэдри- (38) 
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Пусть параметры &Ч1 zm, г0 выбраны такъ, что уравне-
нія (36 ) , (37 ) , (38) имѣютъ общій корень и. 

I . Д в у п и р а м и д н о е у р а в н е н і е . 

Рѣшеніе двупирамиднаго уравненія не представляетъ ни-
какихъ затрудненій: написавъ это уравненіе въ формѣ: 

мы находимъ, что 

u = \N**+\/**—l , (40) 
V K/B>—KIZ>—\ \fzd—\jzd—\ 

или: 

и = \/W*6-*-y/*6-iY. (41) 

В с ѣ корни уравненія (35) выражаются 2ж-значною функ-
ціею ( 4 1 ) . 

I I . Ч е т в е р и ч н о е у р а в н е н і е . 

Положивъ въ формулѣ (41) т = 2 , находимъ выражевія 
корней четверичнаго уравненія (36) : 

и = yjz4 \/z4- 1. ( 4 2 ) 

I I I . Т е т р а э д р и ч е с к о е у - р а в н е н і е . 

Возьмемъ тождества (63) главы VI : 

fm(u) = m4\u) + ±zf4\u\ j 

гдѣ £ = е3 •- / 
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Изъ этихъ тождествъ находимъ: 

[Еч\и) 

(44 ) 

или, принявъ во вниманіе уравненія (36) и (37 ) : 

- S \ 3 

e„-*-z 
откуда: 

6,-

(45 ) 

( 4 6 ) 

Подставивъ это выраженіе гч въ формулу (42) , находимъ вы-
раженіе корня и тетраэдрическаго уравненія (37) : 

и (47 ) 

В с ѣ 12 корней тетраэдрическаго уравненія (37) выража-
ются значеніями 12-значной функцін ( 4 7 ) . 

IV . О к т а э д р и ч е с к о е у р а в н е н і е . 

Возьмеыъ тождества (55) и (56) главы V I : 

Ш = Тт(и). 
Изъ тождествъ (48) слѣдуетъ: 

1 0 8 / Л и ) ШТт\и) ' 

или, принимая во вниманіе уравненія ( 3 7 ) и (38): 

4*„ 

(48 ) 

( 4 9 ) 

2 > (50 ) 
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откуда: 

, m = V z ± 2 ^ b - i . ( 5 1 ) 

Подставивъ это выраженіе zm въ формулу (47), находимъ 
выраженіе корня и октаэдрическаго уравненія (38): 

(52) 

j j s \ / г 0 - 2 ч - 2 ѵ / 1 - ^ - г 2 ^ 0 ч - у / £ ^ 0 - Е 2 ^ ^ 2 ч - 2 у / і - ^ 

В с ѣ 24 корня октаэдрическаго уравненія (38) выражаются 
24-значной функціей (52). 

§ 32. Невозможность рѣшенія и к о с а э д р и ч е с к а г о у р а в н е н і я в ъ 
р а д и к а л а х ъ . 

Возьмемъ два уравненія: 

7ІИ <53> 
Еи\и) : Ти\и): - 1 7 2 8 fu\u) = * : * - 1 : 1 . ( 5 4 ) 

Возьмемъ тождества (65 ' ) и (67) главы \ І : 

fo" 2(w) = [Hm"3(u)—fm" Щ], ( 55 ) 

fu{u)=hHm"Xu)^kfm">(u). (56) 

Ha основаніи этихъ тождествъ мы въ правѣ сказать, что 
уравненіе (53) есть тетраэдрическое уравненіе третьяго нор-
малънаго вида. 

Уравненіе (54) есть, какъ мы знаемъ, нормальное икоса-
эдрическое ураввеніе. 

Пусть перемѣнныя z и £ выбраны такъ, что уравненія 
(53) и (54) имѣютъ общій корень и. 
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В о з ь м е м ъ т о ж д е с т в а ( 7 3 ) и ( 7 5 ) г л а в ы V I : 

ЯМ=Ѵо"»-3 Ш] Я0"(и), (58) 

Eu"\u)=Ufu4u)-\\ fMf"\*)+f"\»)- (59) 

Изъ тождествъ (58) и (59) слѣдуетъ: 

или, привимая во вниманіе уравневія (53) и (54) : 

— 1 7 2 8 ^ = ( С — 3 ) 3 ( 6 4 — l U - f - ' C 2 j . (60) 

Такимъ же образомъ изъ тождества (57) , принимая во 
вниманіе уравненія (53) и (54 ) , находимъ: 

— 1 7 2 8 ( г — 1 ) = ( С 2 — Ю ^ - 4 5 ) 2 ! : . ( 6 1 ) 

Соединяя вмѣстѣ уравненія (60 ) и (61) , можемъ написать: 

(С— З ) 8 ^ 2 —іГС -ь -64) : Щ 2 — Щ - ь 4 5 ) 2 : — 1 7 2 8 = ^ — 1 : 1 . (62) 

Идя тѣмъ же путемъ, которымъ мы ніли въ § 3 1 , мы должны 
были бы для рѣшенія икосаэдрическаго уравневія ' (54) по-
ступить такъ: 

1) Рѣшить тетраэдрическое уравненіе (53 )—его , какъ мы 
знаемъ, можно рѣшить въ радикалахъ. 

2) Выразить изъ уравненія (62) величину *(, какъ явную 
фувкцію 8. 

3) Подставить получеввое выражевіе '( въ выражевіе корвя 
и тетраэдрическаго ураввевія ( 5 3 ) . Получеввое такимъ обра-
зомъ выраженіе и будетъ корвемъ икосаэдрическаго уравве-
вія (54) . 

He трудво усмотрѣть, что путь этотъ для икосаэдриче-
скаго ураввенія вепримѣвимъ, потому что ураввевіе (62) 
есть ураввевіе 5-ой степеви. 
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Ниже, въ главѣ X , мы убѣдимся въ томъ, что уравненіе 5-ой 
степени (62) не разрѣшимо въ радикалахъ * ) . Поэтому и ико-
саэдрическое уравненіе (54) не разрѣшимо въ радикалахъ. 

§ 33. Р ѣ ш е н і е уравненій и з у ч а е м а г о к л а с с а в ъ гапергеометри-
ч е с к и х ъ Функціяіъ. 

Пусть дано нормальное уравненіе: 

Н\и): с'Т\и): ef\u)=* : z—l : 1. (21) 

Мы видѣли въ главѣ I I , что корни его суть отношенія 
частныхъ цнтеграловъ гипергеометрическаго уравненія 

*{1-м) - ь £ т - ( а ^ - . - 1 ) * ] %-^У=^ (63) 

пря чемъ значевія параметровъ a, |3, у таковы: 

Друпирамид-
ное. 

Тетраэдриче-
ское. 

Октаэдриче-
ское. 

Икосаэдрп-
ческое. 

a = 
1 

2т 
1 
4 

5 
2 4 

11 
60 

1 
2т 

1 
12 

1 
~ ~ 2 4 

1 
60 

т = 

1 
2 

2 
3 

2 
3 

2 
3 

(64) 

*) Горданъ показалъ, что всякое уравненіе 5-ой степени можетъ 
быть преобразоваво въ уравненіе вида (62). CM. Math. Annalen. Томъ 
28, стр. 152. Мы не приводимъ этого весьма иатересваго но нѣсколько 
сложнаго преобразованія Гордана. Ниже справедливость теоремы Гор-
дава станетъ ясна изъ другихъ соображеніі. 



Обозвачивъ черезъ у\ у" два ливейво везависимыхъ част-
ныхъ интеграла уравненія (63 ) , мы можемъ всякій корень 
уравненія (21) представить въ такомъ видѣ: 

гу' - н sy' и = ( 6 5 ) 

гдѣ р, q, r, s суть нѣкоторыя постолнныя чстсла. 

Займемся вычпсленіемъ этнхъ постоянныхъ для вормаль-
ныхъ уравневій тетраэдрическаго, октаэдричіскаго и икоса-
эдрическаго типовъ *) . 

Мы вачвемъ съ икосаэдрическаго ураввевія, какъ ваибо-
лѣе для васъ важваго. 

В ъ вычислевіяхъ мы будемъ пользоваться формулами и 
обозвачсвіями § 9. 

( ^ 2 0 ~ 2 2 8 ^ 1 5 ^ - 4 9 4 w l 0 - H 2 2 8 ^ 5 H - l ) 3 : ( ^ 3 0 - f - 5 2 2 w 2 5 — 1 0 0 0 5 w e o -

— 1 0 0 0 5 ^ , 0 - 5 2 2 ^ 5 - * - l ) 2 : — 1 7 2 8 ^ 5 ( w 1 0 - * - l l w 5 ~ l ) 5 = ^ — 1 : 1 . 

Параметры a, |S, у гипергеометрическаго уравневія, соот 
вѣтствующіе разсматриваемому случаю, таковы: 

I . И к о с а э д р и ч е с к о е у р а в в е в і е . 

(54 ' ) 

_ П д _ _ 1 _ 2 
* — 60 ' ^ — 60 ' 7 — 3 ' 

Подставивъ эти звачевія яараметроьъ а, в, 
(46) и (48) яараграфа 9, ваходимъ: 

Y въ формулы 

*) Двупирамидное уравненіе мы опускаемъ потому, что ово въ ра-
дикалахъ рѣшается очень просто. 

Т. XVII . Вып. I. 2 
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11 31 6 1 \ 
6 0 ' 6 0 ' 5 ' g) ' 

J _ 19 4 1\ 
6 0 ' 6 0 ' 5 ' a)' 

( 6 7 ) 

Область сходимости рлдовъ (66) есть кругъ, описанный мзъ 
вачала координатъ радіусомъ равнымъ 1. На самомъ кругѣ 
ряды остаются сходящимися, хотя сходимость ихъ медленная. 
Площадъ этого круга мы по прежнему вазовемт» областью I. 
Областью сходимости рядовъ (67) служитъ вся плоскость за 
исключевіемъ области I. Ряды остаются сходящішнся и на 
границѣ этой области: на окружвоств круга, описавваго изъ 
яачала коордиватъ радіусомъ равнымъ I . Область сходимости 
рядовъ (67 ) мы по прежнему будемъ называть областью I I I . 

Положивъ въ формулѣ (65) : 

мы представимъ корвп икосаэдрическаго уравневія (54 ' ) въ 
такомъ видѣ: 

При надлежащемъ выборѣ коэффиціевтовъ р, g, r , s фор-
мула (68) способна изобразить каждьтй кореяь икосаэдриче-
скаго ураввенія. 

Корни икосаэдрическаго уравненія, какъ мы зяаемъ, в а 
плоскости перемѣвнаго и изображаются точками, соотвѣт-
ствевнымп относительво четыреугольниковъ пкосаэдрической 
сѣти. Условимся буквою и обозначать тотъ коревь икоса-
эдрическаго уравненія, который соотвѣтствуетъ основвому 
четыреугольвику ОаЪс (черт. I ) сѣти и выберемъ постояввыя 

(68) 

Р, Ъ r, s 

такъ, чтобы формула (68) изображала имевно этотъ коревь 
и икосаэдрическаго уравневія. 
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Изъ икосаэдрическаго уравненія (54 ' ) видно, что^въ^области 
точки г — со корень и разлагается въ рядъ такого вида: 

и = —х^f1*-*-... ( 6 9 ) 

12 

Сравнивая этотъ рядъ съ формулою (68) , гдѣ у^п у6 имѣютъ 
величипы, даваемыя формулами (67), мы находимъ, что для 
тождественности формулъ (69) о (68) коэффиціенты 

Р, Ъ г> * 

должны удовлетворять такимъ условіямъ: 

S 12~5 

Послѣ подстановки этихъ величинъ въ формулу (68) и 
послѣ замѣны уь и уь ихъ выраженіями (67) , мы найдемъ, 
что въ ооласти I I I корень и выражается формулою: 

will 6 і \ 
1 \ б 0 ' 6 0 ' 5 ' я) - \ 

U = ~ i w ( ] _ } _ 19 4 1 4 * ( } 

1 2 \ 6 0 ' 6 0 ' 5 ' * / 

Таконо выраженіе корня и въ области I I I , т. е. прн 

mod. z s 1. 

Посмотримъ, каково выраженіе того же корня въ области I . 

Положивъ въ формулѣ (65): 

у'=у^ у"=у„ 

мы представимъ корень и въ такомъ видѣ: 

и=Юг±т, ' ( 7 1 ) 
гУі+вУі 

гдѣ р, q, r, s имѣютъ другія зна?енія, чѣмъ прежде. 
2 * 
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Займемся ихъ опредѣленіемъ. 

В ъ § 10 , при доказательствѣ теоремы 3 главы I I I , мы ви-
дѣли, что когда точка z идетъ по дѣйствительной оси справа 
влѣво и подходитъ къ точкѣ 0, точка и движется по сторонѣ 
треугольника сѣти — сторонѣ, обозначенной на чертежѣ 4 
буквами и{ а въ разі-матриваемомъ случаѣ на черт. I 
буквами Ъс, и иодходитъ къ соотвѣтствующей вершивѣ тре-
угольника—вершинѣ, обозначенной на черт. I буквого с. Ка-
сательная къ дугѣ окружности Ъс въ точкѣ с наклонена къ 

дѣйствительноп оси плоскостн подъ угломъ — т:, 
15 

Изъ этихъ соображевій и изъ вида икосаэдрическаго урав-
невія (54 ' ) ве трудво уемотрѣть, что въ области точки z=0 
коревь и разлагается въ рядъ вида: 

гдѣ h есть разстоявіе точкп с отъ вачала коордиватъ, т. е. 
зиодуль количества,. изображаемаго точкою с, а й;— вѣкоторое 
дѣйствительвое положительвое число. 

Займемся опредѣлевіемъ постояввыхъ h и к. 

Изъ чертежа I видво, что точка с в е мѣвяется икосаэдри-
ческою подставовкою: 

u = he ro-*-keT*mz2 н - . . . , (72 ) 

она служитъ поэтому корнемъ уравненія: 

1 н - ( е 8 н - г > г (73) 

гдѣ £ = е 5 . 

Корви ураввевія (73) таковы: 

(74) 
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W 3 0 - M 3 v / 5 - ( 3 - H v / 5 ) 
А = _ Ѵ _ , (75) 

или, по вычисленіи: 

^=0,33826121. . . (76) 
Величина 

lie \ 

изобріжаемая точкою с па чертежѣ I, есть корень много-
члена Ли(и). 

ІІодставивъ разложеніе (72) въ икосаэдрическое уравненіе, 
произведя сокращевіе на z п положивъ затѣмъ z = 0, мы 
получимъ такое равенство: 

53(57~-247/г5— 171й і 0 ~/г 1 5 ) 3 й 7 fe3 . 
33(1 і-1Ій5—А11)5 " — ' 1 } 

откуда: 

, = 0 , 6 ( ' - " * * - • * " / _ . ( 7 8 ) 

(57—247А5— 17ІЛ1 0 — A15)Л3 

Подставивъ въ эту формулу найденную величину h (76), на-
ходимъ: 

& = 0 , 1 4 5 . . . . (79) 

Итакъ, въ области точки z = 0 корень и разлагается въ 
такой рядъ: 

ПІ 1 

^=0,33826121.. . е~5н-0,145. . . .еПяі**+. . . (80) 

Для того, чтобы эта формула была тождественна съ фор-
мулою (71), гдѣ у{ н у2 имѣютъ значенія, даваемыя равен-
ствами (66), необходнмо, чтобы коэффиціенты р, q, r, s фор* 
мулы (71) удовлетворяли условіямъ: 

Отсюда ясно, что: 
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Kb Kl 

8=0, 2 = Ae 5 = 0 , 3 3 8 2 6 1 2 1 . . . е» , 

(81) 

~=ke = 0 , 1 4 5 e 
r 

Итакъ, въ области I корень u икосаэдрическаго ураішевія 
выражается формулою: 

^ = 0 , 3 3 8 2 6 1 2 L . . e 5 ^ 0 , 1 4 5 . . ^ } ™ ' 6 ° ' 2 ' , • (82) 

І Г \ 6 0 , — 6 0 ' 3 ' 7 

Таково выражевіе корвя и въ области I, т. е. при 

mod. z1k\. 

Формулы (70) и (82) возволяютъ вычислить коревь и ико-
саэдрическаго ураввевія при всякомъ звачевіи г. Найдя ве-
личиву одвого корвя и звая водставовки икосаэдрической 
грувпы, мы можемъ вычислпть всѣ остальвые корви икоса-
эдрическаго ураввевія * ) . 

I I . О к т а э д р и ч е с к о е у р а в в е в і е . 

Возьмемъ октаэдрическое ураввевіе въ вервой вормальвой 
формѣ: 

( ^ 8 - * - 1 4 w 4 - + - l ) 3 : ( w 1 2 ~ 3 3 ^ 8 — 3 3 и 4 - і - 4 ) 2 : 1 0 8 ( и 5 — и ) 4 = 
( 3 8 ) 

— z\z — 1 : 1 . 

*) Клейнъ даетъ рѣшевіе икосаэдрическаго ураввевія вѣсколько въ 
иной формѣ. CM. Math. Annalen. Томъ 1 2 . Weitere Untersuchungen 
tiber das Ikosaeder. Ty же задачу вѣсколько иначе Клейнъ рѣшаетъ 
въ статьѣ того же заглавія, поыѣщенной въ Sitzungsberichte der phy-
sikalischmedicinischen Societ&t zu Erlangen. 9 Heft. 
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Къ нему примѣнимы почти дословно тѣ же разсужденія, 
которыя мы цривели по поводу икосаэдрическаго уравненія. 
Поэтому ограничимся лишь самыми краткими указаніями. 

Величины параметровъ а, (3, -у, въ разсматриваемомъ слу-
чаѣ таковы: 

— 1 й — _ J L _ 2 
* 2 4 ' ' 2 4 ' 1 — 3 ' 

Подставнвъ эти величины въ формулы (46) и (48) § 9, 
находимъ: 

У*~"^94.» "~~ 9. 

yt=g* 

! 4 ' 3 ' *)' J 
і „ / 1 3 7 4 \ І 

^ 2 4 ' 2 4 ' 3 ' *) A 
_ W A 13 5 J.\ \ 

y ' ~ S \ 2 4 ' 2 4 ' 4 ' е] ' I 

(83) 

(84) 

В ъ области I I I корень и уравненія (38) изобразится форму-
лою вида: 

и=Р»*-+ИУ.. (68) 

Изъ уравненія (38) видно, что въ области точки г = сѵ> ко-
рень г* разлагается въ рядъ: 

' - + - . . . (85) 
v'loe 

Для тождественности формулъ (85) и (68) необходимо, чтобы 
коэффиціенты р, q, r, s удовлетворяли уеловіямъ: 

q=r=0, £ = ~L=. (86) 
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П о д с т а в и в ъ э т и в е л и ч и н ы в ъ ф о р м у л у ( 6 8 ) , н а х о д и м ъ : 

я = т т = — — ; s п — т т * . ( 8 7 ) 

{ / 1 0 8 р / I J 3 1 \ 
\ 24' 2 4 ' 4 ' */ 

Таково выражевіе корня и октаэдричеекаго уравненія въ об-
ласти III , т. е. при 

mod. z^\. 

В ъ области I тотъ же коревь и изобразится формулою 
вида: 

и = т ± ѣ . ( 7 1 ) 

ry{-+-sy2 

Съ другой стороны, разсужденіями, подобными приведеннымъ 
выше при разсмотрѣніи ураввсвія пкосаэдрическаго типа, 
обнаружимъ, что корень и въ области точки и = 0 разла-
гается въ рядъ вида: 

ІГІ 

i^hel+kSni ( 8 8 ) 
гдѣ h и к суть постоянныя, дѣйствительныя и положитель-
ныя числа. 

Величива h есть разстоявіе точки, отмѣченной на черт. 29 
буквою с, отъ начала координатъ. Точка с не мѣняется окта-
эдрической подстановкой: 

s0 f 0 

и служитъ воэтому корвемъ ураввевія: 

и = і]—. ( 8 9 ) 

Еорви ураввевія ( 8 9 ) таковы: 
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( 9 . ) 

2 в ( 7 - * 4 ) * * 

или, послѣ подстановки вмѣсто й его величины (90) : 

к = 0 , 2 8 2 4 0 3 . . . ( 92 ) 

Итакъ, корень и въ области точки z = 0 разлагается въ 
рядъ: 

г е = 0 , 5 І 7 6 3 8 0 9 , . . . в 4 н - 0 , 2 8 2 4 0 3 . . . . Л + . . . (93) 

Формули (93) и (71) только въ томъ случаѣ могутъ быть 
тождественны между собою, е с ш коэффиціенты р1 q, r, s 
удовлетворяютъ условіямъ: 

ѵ - a il™ 
5 = 0 , £ = 0 , 5 1 7 6 3 8 0 9 . . . е * * _ 0 . 2 8 2 4 0 3 . . . . е . ' г г 

Подставивъ эти величиеы въ формулу (71) , находимъ: 

™ / 1 3 7 4 \ 

t i = 0 , 5 1 7 6 3 8 0 9 . . е 4 + 0 , 2 8 2 4 0 3 . . . е 1 2 — ^ Г - * у 

F \ 2 4 5 _ 2 4 ' 3 ' 7 
(94) 

О т с ю д а з а к л ю ч а е м ъ , что: 

h = ^ = ^ = 0 , 5 1 7 6 3 8 0 9 . . . . (90) 

Подставявъ разложеніе (88) въ октаэдрическое уравненіе 
(38), сокративъ полученное равенство на z и положивь 
z=0, мы получимъ уравнеыіе: 

2 7 ( 7 - f t 4 ) W 
3 3 ( / г 4 -+ -1 ) 4 ' 

откуда: 
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Таково выраженіе корня и октаэдрическаго уравненія въ 
области I, т. е. при 

Формулы (87) и (94) даютъ возможность найти величину 
корня и октаэдрическаго уравненія при какомъ угодно зна-
ченіи z. 

Вычнсливъ величину корня и а зная подстановки первой 
нормальной октаэдрической группы, мы можемъ вычислить 
всѣ корви октаэдрическаго уравненія. 

I I I . Т е т р а э д р и ч е с к о е у р а в н е н і е . 

Возьмемъ тетраэдрическое уравненіе во 2-мъ нормальномъ 
видѣ: 

( 2 ^ 2 иl)3:(u6-+-5у/2 и3—1)2:—(и3—2у/2)2и[i=ziz—1:1. (95) 

Параметры a , (3, *у гипергеометрическаго уравненія въ дан-
номъ случаѣ будутъ таковы: 

Повторяя дословно тѣ же разсужденія, какія мы при-
вели выше при нахожденіи рѣшенія уравненій предшествую-
щихъ типовъ, мы придемъ къ заключенію, что корень и те -
траэдрическаго уравненія при 

mod. zlk 1. 

a — 4 > Р — 12 ' Т — 3 ' 

mod. « s 1 

в ы р а з и т с я ф о р м у л о ю : 

(96 ) 

Тотъ же корень и при 
mod. z ~ 1 
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выразится формулою: 

і = з 5 » ^(Й* І ' I'V . Т , 
ѵ/2 4 ѵ / 2 т г / 1 1 2 Л 

Имѣя корень и тетраэдрическаго уравненія и зная подста-
новки второй нормальной тетраэдрической группы, мы можемъ 
вычислить всѣ коряи втораго нормальнаго тетраэдрическаго 
уравненія * ) . 

Результаты, полученные нами въ настоящей главѣ, завер-
шаютъ теорію уравненій, имѣющихъ корнями отношенія част-
ныхъ интеграловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія 
2-го порядка. Мы изучили свойства и нашли нормальные 
виды этихъ уравненій, нашли критерій, дающій возможность 
убѣдиться въ томъ, что данное уравненіе принадлежитъ къ 
названному классу, умѣемъ привести уравненіе къ нормаль-
ному виду и, наконецъ, знаемъ, какъ рѣшить уравненіе, при-
веденное къ нормальному виду. Мы убѣдились въ томъ, что 
дѣйстввтельно всѣ уравненія изученнаго класса разрѣшимы 
въ гипергеометрическихъ функціяхъ и, кромѣ того, напіли? 
что уравненія всѣхъ типовъ, кромѣ икосаэдрическаго, раз-
рѣшимы въ радикалахъ. 

*) Рѣшеніе уравиенія октаэдрическаго типа приведено у Puchta. 
Das Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. Denkschriften der 
Kaiserlichen Akademie in Wien. Bd . 41 . Ero рѣшевіе аналогичео Клей-
нову рѣшевію икосаэдрическаго уравненія и разнится отъ ириведевнаго 
въ текстѣ. 

Авалогичное рѣшевіе тетраэдрическаго уравневія построить не трудно. 
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Алгебраическія уравненія, имѣющія корнями частные интегралы 
линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка. 

§ 34. Предварительныя з а м ѣ ч а н і я . 

Въ настоящей главѣ мы разсмотримъ ближе внѣшній видъ 
уравненій, свойства которыхъ изучены нами въ главѣ I, урав-
неній, имѣющихъ корнями частные интегралы линейнаго 
дифференціальнаго уравненія 2-го порядка. 

В ъ главѣ I мы видѣли * ) , что корни этихъ уравненій вы-
ражаются какъ явныя функціи корней алгебраическаго урав-
ненія: 

рѣшеніе котораго было нами найдено въ главѣ VI I . 

Припомнимъ главнѣйшіе результаты, найдепные въ главѣ I 
и отчасти въ главѣ I I . 

Пусть корни уравненія 

служатъ частными интегралами линейнаго дифференціальнаго 
уравненія: 

Н\и) : с' Т\и): cf\u)= - В(г): - R(z)—1 : 1 , (1) 

Фіу, * ) = 0 (2) 

dz2 (3) 

*) См. формулы (106) и (107) главы I. 
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Отношеніе двухъ линейно независимыхъ частныхъ инте-
граловъ у,, у2 уравненія (3 ) : 

и (4) 

есть корень нѣкотораго алгебраичеекаго уравнепія впда (1). 
Корни у{ и уг могутъ быть выражены, какъ явныя функдіи и: 

. і I Т(и) Щя) 

Т f(u)H{u) w 

dz 

dz 

-V; T(u) B(u) 

f(u)H(u) dB{z) 
dz 

(») 

гдѣ Jc есть нѣкоторое постоянное. 

Если y2 есть коревь уравненія (2) , то мы въ правѣ ска-
вать что уравненіе (2) можетъ быть получено изъ уравненія 
(1) нреобразоваеіемъ неизвѣстнаго: 

Т(и) B(z) dz 

№ л(и) 
dR(z) 

dz 

(6) 

Корни уравненія (2) выражаются черезъ корнп уравненія 
(1) при помощи формулъ (6) . 

Умѣя рѣшить уравневіе (1 ) , мы можемъ найти всѣ корнн 
уравненія (2) . 

ІІоложивъ: 

У = Ы 7 ] , (7) 

мы преобразуемъ ураввеніе (2) въ новое уравненіе: 

F{rh z)=0, (8) 
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дифферееціальное же уравненіе (3) въ новое дифференціаль-
ное уравненіе: 

(9 ) 

гдѣ Р есть раціональная функція я, которая выражается че-
резъ pt и рй слѣдующимъ образомъ: 

Р = І ^ - a i r - * - (10) 

Та же функція Р можетъ быть выражена черезъ В(г) изъ 
такого уравненія: 

1 . 1 

- 2 Р = № ) ] г н - - 2 

1 (dR{e) 
\ dz 

1 

' 2 
с 

) 

( Ц ) 

Изъ равенства (7) слѣдуетъ, что отношеніе частныхъ ин-
теграловъ уп у.2 уравненія (3) таково же ? какъ отношеніе 
соотвѣтствуЕОщихъ имъ частныхъ интеграловъ тіп ті2 урав-
ненія (9): 

Отношеніе 

У± = \ 

Уг І 2 

\ 

(12) 

есть корень того же алгебраическаго уравненія (1). 
Корни т) 1 ? т)2 уравненія (8) выражаются черезъ корень и 

уравненія (1) при помощи формулъ: 

*) См. формулы (19) и (75) главы II . 
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г 

f(u)H(u) 

Т(и) B(z) 
dB(z) 

Т(и) В(г) 
• (13) 

Уравненіе (8) можно разсматривать, какъ результатъ пре-
образованія уравненія (1) подстановкою: 

Найдя уравненіе (8), мы можемъ поетроять уравненіо (2) , 
преобразуя уравненіе (8) подстановкою: 

Изъ уравненій вида (2) ваибольшій интересъ представіяютъ 
тѣ уравненія, корни которыхъ суть частвые ивтегралы гипер-
геометрическаго ураввевія: 

" { 1 ~ S ) ^ ^ { т - ^ ч - І ) * ) j j - « f o = 0 . (16 ) 

Мы знаемъ, что въ такомъ случаѣ параметры а, 3, 7 суть 
функціи величинъ X, \ , Х 2 и опредѣляются по формуламъ: 

( 1 4 ) 

(15) 

(17) 

1 

л, 

*) См. формулы (71) главы I I . 
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Положимъ въ формулахъ (10) и (11): 

Р ' ~ 0{1-м) ' Л - ' ( 1 8 ) 

гдѣ a, /3, Y опредѣляются формулами (17). 

Изъ формулъ (10), (18), (17) находимъ: 

, V Ѵ_ ^ ( П Q 4 

2 ( г - 1 ) 2 2* (* -1 ) J " l J ^ ; 

Вставивъ это выраженіе въ лѣвую часть равенства (11), мы 
находимъ уравненіе, опредѣляющее функцію В{е). Мы видимъ, 
что оно удовлетворяется при: 

B{z) = cz. (20) 
Итакъ, положивъ 

В{в) = cz, (20) 

и преобразуя затѣмъ уравнепіе (8) подставовкою: 

1 d z 

или: 

I0-L-) 

гдЬ нѣкоторое произвольное постоянное, мы должны по-
лучить новое алгебраическое уравненіе, имѣющее корнями 
частные пнтегралы гипергеометрпческаго уравненія (16), 

Такъ какъ для уравненій типовъ: тетраэдрическаго, окта-
эдрическаго и икосаэдрическаго величины \ и А 2 опредѣ-
ляются равенствами: 

> ч = 3 , Х а = 2 , 

то подстановка (21) можетъ быть для уравненій этихъ трехъ 
типовъ представлена формулою: 
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i * 1 

(22) 

Мы видимъ, что изъ числа уравненій изучаемаго класса 
наибольшій интересъ представляютъ: 

1 ) уравненія вида ( 8 ) — п о наиболыпей простотѣ своихъ 
свойстьъ, 

2) ураввевія, получаемыя изъ уравненій вида (8) преобразо-
ваніемъ (22)-—по своему свойству имѣть корнями частные 
интегралы гипергеометрическаго уравненія. 

Остальныя уравненія того же класса могутъ быть полу-
чаемы изъ уравненій (8) подстановкою: 

гдѣ pt какая угодно раціональная функція z, подчиненная 
только тому условію, чтобы выраженіе: 

было алгебраическою функціею z. 

Что касается до уравненія (8) , соотвѣтствующаго уравве-
нію (1) двупирамиднаго типа, то оно было нами разсмотрѣно 
въ § 4. 

Это уравненіе рѣшается въ радикалахъ совершенно эле-
ментарнымъ образомъ. Поэтому мы будемъ говорить только 
объ уравненіяхъ вида (8) типовъ: тетраэдрическаго, октаэдриче-
скаго и икосаэдрическаго. 

В ъ § 20 мы нашля, что порядокъ п группы бинарныхъ 
линейныхъ подстановокъ, каждаго изъ названныхъ трехъ ти-
повъ вдвое выше порядка N соотвѣтствующей группы неод-
нородвыхъ ливейвыхъ подставовокъ. Отсюда слѣдуетъ, что 
степевь п ураввевія (8) вдвое выше степеви ІѴураввевія (1) 
того же типа: 

1 2 
(15) 

Т. XYII. Вып. I. 

п = 2К 
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Далѣе, отсюда заключаемъ, что индексы: 

п п п 

первичныхъ формъ Д ^ , т] 2), Я ( т ) 1 ? т) 2), T(Y]1?T]2) вдвое больгае 
показателей: 

§ 3 5 . В ы р а ж е н і л п е р в и ч н ы х г Формь f(y}{, т ) а ) , т ] а ) , 

Т(У) 4 ,Ѵ , 2 ) въ видѣ р а д и к а л о в ь и з ь р а ц і о н а л ь н ы х ъ Функиіи пере-
м ѣ н н а г о z. 

Мы видѣли въ теоремѣ 1 0 главы I, что всякая первичная 
форма, имѣющая аргументами два частныхъ интеграла урав-
ненія ( 8 ) , равяа радикалу изъ раціональной функціи z. Сте-
пень этого радикала равна индексу первичной формы или 
дѣлителю этого индекса—если степень радикала удастся по-
низить. 

Построимъ сказанныя выраженія для первичныхъ формъ 
Д т ) 1 5 7 ] 2 ) , H(rUJ^)j Т ( 7 ] 1 ? 7 ) 2 ) разсматриваемыхъ трехъ типовъ. 

Возведемъ обѣ части втораго изъ равенствъ ( 1 3 ) въ степень 

п = 2N: 
TN(u) R ( 2 3 ) 

/2 —f»(u) EN(u) R'N ' 

гдѣ для краткости введены обозначенія: 

Изъ уравненія (1) имѣемъ: 

E\u)=Bfl(u), Т\и) = К {В- с) /», (24) 

откуда: 

EN(u)=Bv' fXu), Т"(и)= (В ~сУ°- fXviu). (25) 



Вставивъ эти выраженія въ формулу (23), находимъ: 

ч« - ( Д ^ ^ Г " Ѵ Ѵ , ~ , , ' " > ) - (2б) 
Величины ѵ, v n v s , какъ мьт знаемъ, такови: 

для тетраэдрическаго типа: ѵ = 4 , ѵ 4 = 4 , ѵ 2 = 6 , 

для октаэдрическаго типа: ѵ = 6 , ѵ 4 = 8 , ѵ в = 1 2 , 

для икоеаэдрнческаго типа: ѵ = 1 2 , ѵ 4 = 2 0 , ѵ 2 = 3 0 . 

Во всѣхъ трехъ случаяхъ имѣетъ мѣсто равенство: 

ѵ 2 — - ѵ 4 — ѵ = — 2. (27) 

ІІоэтому равенство (26) можно представить въ такомъ видѣ: 

^ Ѵ 2 Ч ^ ) ^ ( Д - ^ 5 " \ (28) 

Такъ какъ многочленъ f(u) степени ѵ, то: 

^ Ѵ М ^ Д ѵ ) , , ^ ) . 

Отсюда слѣдуетъ, что равенство (28) можно представить въ 
слѣдующемъ видѣ: 

Отсюда, обозначая индексъ первичной формы Яѵ ) п т ] 2 ) по 
прежнему буквою \х и припомнивъ, что 

21 = [х, 

находимъ: 

ІІерппчная форма f(riu т)2) выражена въ видѣ радвкала сте-
пени (А изъ раціональной функціи z. 

Изъ уравненій (24) слѣдуетъ: 

3* 
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v'ii? ' І 2 / c ' v 2 + 2 j R f i V 

(32) 

(33) 

О т к у д а , п р и п о м н и в ъ , что: 

2 \ = ( л п 2Х 2 =[л 2 , 
н а х о д и м ъ : 

^ 7 ( Д - - с ) ѵ * і Р = ѵ : і 

Формулы эти даготъ выраженія первичныхъ формъ Щ^, т)2), 
Д Ч и ^г) в ъ В И Д * радикаловъ изъ раціональной функціи z. 

Примѣнимъ формулы (30), (33) , (34) къ каждому изъ раз-
сматриваемыхъ трехъ типовъ въ отдѣльности, давая показа-
телямъ (л, (л4, р.2, ѵ, ѵ 4 , ѵ2 соотвѣтствующія значенія. 

I . Т и п ъ т е т р а э д р и ч е с к і й . 

Щ*пЪ)=^^№, \ (35) 

л,Чч1,ч,)=Д4/,А(ч„ч,), j 
1 > \ ( 3 1 ) 

^ w ^ ^ - c ) * / ^ , ^ ) . j 
Подставивъ въ эти равенства выраженіе (30) формы , т] 2), 
находимъ: 
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I I . Т и п ъ о к т а э д р и ч е с к і й . 

тт/ ч (В-суВ* 

. (іг—с)3^* — 

I I I . Т и п ъ и к б с а э д р и ч е с к і й . 

„ , (В-суВ< 
/via *}{) — с'3М'6 ' 

(36) 

(В—суВ1 

с ' 5 J B ' 1 0 ' 

(В—суВ™ 

(37) 

с ' 8 Л ' 1 5 

Заслуживаетъ нѣкотораго вниманія та особенность урав-
ненія икосаэдрическаго типа, что здѣсь всѣ три формы 
/*(г) ( ,Y) A), Я (т ) ) ,ѵ) 2 ) , T ( / ] , , Y ) 2 ) суть раціоналышя функціи z. 

§ 36. Внѣшній видъ уравненій, имѣющихъ корнями частные 
интегралы диФФеренціальнаго у р а в н е н і я вида: 

d\ 
dz (9) 

Пусть, согласно нашимъ обозначеніямъ, уравненіе степени п 

2 ? ( Ч , * ) = 0 (8) 

имѣетъ корнями частные интеграіы дифференціальнаго урав-
ненія: 

d\ 
dz 

= P Y ) . (9) 
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В с ѣ иервичныя формы, соотвѣтствующія алгебраическому 
уравненію (8) , эквивалентвы между собою: овѣ волучаются 
изъ формы (39) всевозможвыми биварвыми ливейвымн вре-
образовавіями. 

Каждое такое вреобразованіе соотвѣтствуетъ вовому выбору 
тѣхъ двухъ частвыхъ ивтеграловъ ?)', / / ' ураввевія (9) , чрезъ 
которые мы выражаемъ корви вриведеввой системы ( 3 8 ) . 

Считая всѣ эквивалевтвыя формы тождествеввыми между 
собою, мы можемъ сказать, что каждому алгебраическому 
ураввевію (8) соотвѣтствуетъ оиредѣлеввая вервичвая форма 
(39) и обратво: каждой первичвой формѣ (39) сотвѣтствуетъ 
едивствеввое ураввевіе (8) . 

Для большей простоты формулъ мы вримемъ / ) " раввою 
одвому изъ корвей (38) ураввевія (8). 

Мы видѣли въ § 27, что всякая яервичвая форма должва 
вринадлежать къ одвому взъ четырехъ видовъ: 

гдѣ а, й, /г, к—вѣкоторыя постояввыя. 

Пусть: 

111 ' І 2 5 - • • Ѵ > ( 3 8 ) 

есть приведеяная система корней ураввеяія (8) . 
Выразимъ величивы (38) въ видѣ ливейвыхъ функцій двухъ 

какихъ нибудъ частвыхъ ивтеграловъ уравненія (9): 

Перемноживъ полученныя выраженія между собою, мы по-
лучимъ первичную форму: 

соотвѣтствующую алгебраическому уравневію (8) . 
Степень первичной формы (39) равна числу ѵ' корней 

приведенной системы (38) , а индексъ равенъ: 
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Отсюда заключаемъ, что уравненіе (8) должво пмѣть одинъ 
изъ четырехъ видовъ, соотвѣтствующихъ формамъ (41) . 

Ивдексы формъ (41) таковы: 

р = 2 А , ^ = 2 ^ , | х а = 2 Х 2 , ^ = = 2 . (42) 

В ъ вачалѣ § 2 мы видѣли, что уравненіе (8) содержитъ 
веизвѣствое У] исключительно въ степеняхъ, дѣлящихся ва 
явдексъ соотвѣтствующей вервичвой формы. 

Пусть ураввевіе (8) соотвѣтствуетъ первичвой форм/Ь: 

стевеви ѵ', ивдекса [ / . 

Тогда ураввевіе (8) будетъ таково: 

^ Н 7 '1П-*'+^ Ч » - ^ - ь . . . - ь ^ Ч ^ І 1 = = 0 , (43) 

гдѣ: 

А^, А ^ . . . Ап_^ Ап (44) 

суть раціовальвыя фувкціи z. 

Посмотримъ. какъ вайти выраженія этихъ фувкцій. 

Коэффиціевты (44) суть цѣлыя, одвородвыя, симметриче-
скія фувкціи корвей ураввенія (43) , или, что то же, урав-
вевія (8 ) . Выразивъ ихъ, какъ фувкціи корвей и вставивъ за-
тѣмъ выражевія этихъ корвей чрезъ ивтегралы yj', / ) " , мы 
вредставимъ каждып взъ коэффиціевтовъ (44) въ видѣ цѣлой 
одвородвой биварвой формы съ аргумевтами / ) ' , * ] " : 

АуСі', >)"), гдѣ к= 1 , 2 , 3 , . . . , ѵ \ (45) 

В с ѣ формы (45) ивваріавты во отвошевію къ грувпамъ 
биварвыхъ лияейвыхъ подставовокъ, исвытываемыхъ величи-
вами ?]', т)" ври всевозможвыхъ обходахъ в а плоскости пере-
мѣвнаго z. 

Это слѣдуетъ изъ того, что коэффиціевты (44) могутъ быть 
представлевы въ видѣ раціовальвыхъ фувкцій перемѣнваго $. 

Что касается коэффиціевта 
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AW, ч"), 
то онъ равенъ произведенію корней уравненія (8) , и поэтому 
можетъ разниться лишь постояннымъ множителемъ отъ сте-
пени [л' первичяой формы 

соотвѣтствующей уравненію (8 ) : 

AM, V) = Чп r'tf, ч"), ( 46 ) 

гдѣ qn— постоянное число. 

Мы знаемъ, что первичная форма въ степеви, равной ея 
индексу, есть раціональная функція я. Помня, что первичнаа 
форма выражается одною изъ формулъ (41) и имѣя равен-
ства (35) , ( 3 6 ) , ( 37 ) , мы можемъ найти выраженіе этой раці-
ональной функціи какова бы ни была первичная форма 

8(ч',ч"). 
Вставивъ во второй части равенства (46) вмѣсто (*/)', yff) 

ея выраженіе въ видѣ функціи z, мы опредѣлимъ коэффиціентъ 
Ап уравненія (43) до постояннаго мвожителя. 

Подобнымъ же образомъ найдутся выраженія остальныхъ 
коэффиціентовъ ( 4 4 ) . Дѣйствительно, на основаніи теоремы 3 
главы VI мы можемъ утверждать, что каждая изъ формъ (45) 
можетъ быть представлена въ такомъ видѣ: 

-ѴѴ, ч") = 
(47) 

= Ф[НЦг!, 7)"), f\fl',Y)] fmW, 1)"), ЯтІГі', V)") Г > / , 7)"), 

гдѣ Ф есть форма нѣкоторой степени s, одвородная отно-
сительво ея аргумевтовъ: 

показатели т19 ж 2 , пь3 суть чясла цѣлыя, положительныя и 
меньшія чиселъ X , X D , A 2 . 
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Сравнивая степени ф о р м ъ , стоящихъ в ъ о б ѣ и х ъ частяхъ 
тождества (47) , находимъ неопредѣленное уравненіе: 

к\і!— Ns -4 - ті ѵ т2уі т 3 ѵ 2 . (48) 

Такъ какъ 

k\t! < щ п = 2N9 

то изъ неопредѣленнаго уравненія (48) заключаемъ, что сте-
пеяь s формы Ф равна 0 или 1. 

Неопредѣленное уравненіе (48) даетъ одну или, в ъ край-
немъ случаѣ, весьма ограниченное число системъ рѣшеній. 
Если уравяеніе (48) окажется невозможнымъ, то это служитъ 
признакомъ того, что коэффиціентъ Ак[к' равенъ нулю. 

Вставивъ найденныя системы рѣшеній уравненія (48) въ 
формулу (47) , мы найдемъ одно или, въ крайнемъ случаѣ, весьма 
ограниченное число выраженій, могущихъ изобразить собою 
коэффиціентъ Ак^. В ъ каждомъ изъ этихъ выраженій входитъ 
одинъ или два неизвѣстныхъ постоянныхъ коэффиціента. 

Вставивъ найденныя выраженія коэффидіентовъ Ак ,(r{9 YJ") 
въ уравненіе (43 ) , раздѣливъ все уравненіе на т ) " п и положивъ 

Ч = Ч > ̂ > = ^ 

найдемъ: 

+-А2і,,(и)чг-.. .-*-Ал(и) = 0. (49) 

Равеяство (49) должно быть тождествомъ: иначе отношеніе 

было бы постояннымъ. 

Отобравъ въ лѣвой части равенства (49) коэффиціенты 
при одинаковыхъ степеняхъ и и приравнивая ихъ нулю, мы 
находимъ уравненія 1-ой степени, опредѣляющія тѣ неизвѣст-
ныя постоянныя, которыя входятъ въ эффиціенты Ак(К'(и). 

Выполнивъ эти вычисленія, мы найдемъ окончательныя вы-
раженія функцій Ак '(у{, г / ' ) . 



Вставивъ затѣмъ въ полученныя выраженія Ak^{r[9 YJ") 
вмѣсто вервичныхъ формъ 

/К , ,]"), ДѴ, V), Щ, 1J") 

ихъ выраженія въ видѣ функцій неремѣннаго мы находимъ 
окончательныя выраженія коэффиціентовъ (44) уравненія (43) . 

Таковъ совершенно общій пріемъ составленія уравненія 
(43) . Онъ представляетъ лишь механическія затрудненія, прав-
да довольно значительныя, при опредѣленіи неизвѣстныхъ 
постоянныхъ, обращающихъ въ тождество уравненіе (49 ) . 

Пріемъ этотъ въ отдѣльныхъ случаяхъ можетъ быть у п р о 
щенъ или замѣйенъ другими болѣе удобными въ этихъ слу-
чаяхъ пріемами, какъ это мы сейчасъ увидимъ. 

Изъ уравненій вида (43) наиболыпій интересъ по своей про-
стотѣ представляютъ уравненія, соотвѣтствующія иервичной 
формѣ f(r[, т)")—этн уравненія содержатъ въ себѣ наименьшее 
число членовъ. Займемся ихъ составленіемъ. 

I . У р а в н е н і е т е т р а э д р и ч е с к а г о т и п а . 

Возьмемъ формы втораго нормальнаго тетраэдрическаго 
типа: 

(50) 

Подставивъ эти выраженія въ равенства (35), находимъ: 

(51) 



— 43 -

Положивъ нъ формулахъ (51) : 

находимъ: 

і .,_ - (R—сУВ* 
(52) 

С ' 2 Е ' 3 7 ) / ' 1 

Исключимъ и изъ уравненій (52) : 

8 2 (В—с)В V1j , 8 ( Д - с ) 2 Д 2 , 
3 с ' В ~ Ѵ т'1 ~27 с"В'3 7,1 

1 (В-сУВ\3/^_ 
(53) 

Освободивъ это уравневіе отъ радикаловъ и опуская ин-
дексъ 1 при г,,, находимъ: 

, 2 3 ( Д — с ) 2 І Г Д 3 23 (В—с)3Ві

 12_ 
З 3 с ' 2 Д ' 3 4 / З 3 c ' . ' - B " 7 1 * 

(54) 
_?_/' 2ЦВ-сУВг МВ-с)3В* 4 _ 1 ( Д - с ) « Д ' _ . 

З Ѵ " З 3 с ' 2 Д ' 3 Г / / с3В'6 'Т' З'-' с ' 6 І Г , г ' 

Это—ураввеніе, соотвѣтствующее первичной формѣ: 

Оно, какъ н слѣдопало ожидать, содержитъ въ себѣ неиз-
вѣстное у) только въ степеняхъ, кратпыхъ 6. Свободный члснъ 
его 

1 (В-с)'В* 
З 9 c'fB'11 " ' 

какъ и должно быть, разнится отъ выражевія 



/ I'll? ъ)— c ' 6 j j ' 1 2 

1 
т о л ь к о п о с т о я н н ы м ъ м н о ж и т е л е м ъ : —— 9 . о 

П о д с т а в и в ъ в ъ у р а в н е н і и ( 5 4 ) в м ѣ с т о с и с' и х ъ в е л и ч и н ы : 

с = — 1 , с ' = 1 

и п о л о ж и в ъ : 

н а х о д и м ъ : 

• | - | ( 3 2 * - 5 ) ( 1 - * ) Ѵ У ) 6 - L ( 1 - s ) 6 * 8 = 0 . 

( 5 5 ) 

I I . У р а в н е н і е о к т а э д р и ч : е с к а г о т и п а . 

В о з ь м е м ъ о к т а э д р и ч е с к і я ф о р м ы п е р в а г о н о р м а л ь н а г о в и д а : 

Дч..ъ) = Ѵ-^і4ѴѴ-«-чЛ ( 5 6) 
21ч.,ч,)=*ч. " - 8 3 Ч | ч * - з з Ч і Ч 8 - н ч 2 ) 

В с т а в и в ъ э т и в ы р а ж е н і я в ъ ф о р м у л ы ( 3 6 ) , н а х о д и м ъ : 

Ч. 4 Ч* «-«1, 8 = ^ F | 2 # 3 ' > ( 5 7 ) 

ч. " -зз Ч і Ѵ - З З ѵ ) , Ч &-№і/в=-с. 



П о л о ж и в ъ в ъ у р а в н е н і я х ъ ( 57 ) : 

н а х о д и м ъ : 
„ , . ( Д - - с ) а Д 3 

* _ 3 3 » 8 — З З г ^ - н І = (%-_°)ЗВ> s/R-c, 
( 5 8 ) 

И с к л ю ч и в ъ и и з ъ у р а в н е н і й ( 5 8 ) , н а х о д и м ъ : 

Ь_ ( Д — с ) 1 

2 . 3 с ' *Д 

3 . 5 ( Д — с ) ' 
2 8 с ' < Д 

1 {В-суВЧВ— 

5 ( Д — с ) 2 Д 3

 і е 5 ( Д - с ) 3 Д < ^ „ 

3 . 5 ( Д - с ) ' Д ' , 1 ( Д - с ) 5 Д 7

 7 д — < _ 

( 5 9 ) 

2 1 0 . 3 3 с ^ Д " 1 
' ( ^ - * ) = о , 

и л и , о с в о б о ж д а я э т о у р а в н е н і е о т ъ р а д и к а л о в ъ и о п у с т и в ъ 
и н д е к с ъ 2 п р и / ) 8 : 

г 4 5_ (Д—с)* Д 3 , „ _ 3^5 ( Д — с ) 4 Д ° . 8 _ 
7 1 2 3 с ' 4 Д " 7 1 28~ с ' 4 Д ' 8 7 1 

1 (В—сУВЧВ—с 
2 ' ° . 3 3 с 

-еУВЧВ-с Д \ Г 

( 6 0 ) 

_ 5 _ s | 8 1 ( Д — с ) 2 Д 3 | * ( Д - с ) 7 Д 8

 8 _ 

2 8 г 2 4 . 5 с ' 2 д м ) с " д м г 7 1 

0 . 

Т а к о в о у р а в н е н і е , с о о т в ѣ т с т в у ю щ е е о к т а э д р и ч е с і с о й ф о р м ѣ 

П о д с т а в и в ъ в ъ н е г о з н а ч е н і я п о с т о я н н ы х ъ : 



4 6 — 

и положнвъ: 

находимъ: 

\ у ) 2 < — 2 . 3 2 . 5 ( 1 - * ) V т ) 1 6 ~ %^ (1 — * ) « * « Y ) 8 - * - S 1 — *) V 

3 9 . 5 
(61 ) 

21 

У р а в н е н і е и в о с а э д р п ч е с к а г о т и п а . 

Возьмемъ нормальныя Формы икосаэдрическаго типа: 

» Чі) = 1 І 1 0 -«-11Чі 5 Ѣ *—>)»,0) 

Дч.> 1 J = 1<
 2 ° - 228 15

 4 j

 5н- 494 YJ, ' Ѵ°~ 
-ч- 228т), Ѵ5-+~*іЛ ) (62 ) 

Т(г((, 7 ) 2 ) = Y ) ( " -4 -522 - / J , 2 5 г)2 '—10005-/) , »Ч '°-
— 1 0 0 0 5 / ) , 1 0 V — 5 2 2 Ч і

 5 Ѵ-^Ч*" 

Мы могли бы составить уравненіе, соотвѣтствующее пер-
впчпой формѣ Дг„, г ( 2 ) , пользуясь тѣмъ же пріемо&гъ, который 
мы примѣнили въ предшествующихъ двухъ случаяхъ; но ис-
ключеніе перемѣннаго 

u = 5i 

въ данномъ случаѣ представляло бы весьма болыпія механп-
ческія затрудненія. 

Будетъ нѣсколько короче воспользоваться общимъ пріемомъ, 
указаннымъ въ началѣ • настоящаго параграфа. 

Индексъ первичной формы f(rinri2) пкосаэдрэческаго тпла 
равенъ 10; иоэтому искомое уравненіе будеть такого вида: 

Ѵ г он-ЛоѴ'°-*-ЛоѴ 0^- • .-ьЛ,оѴ0-*-Л2о-ьО. (63) 
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Выразивъ коэффнціенты этого уравненія въ видѣ однород-
ныхъ формъ съ аргументами rln Y J 2 , М Ы можемъ сказать, что 
коэффиціентъ 

представляется въ такомъ видѣ: 

(64) 

хГЧч«,ъ) ^"Ччі.ъ) г-Чч.,^), 
при чомъ показатели m{, m 2 , т 3 , и степень а формы Ф связаны 
между собою веопредѣленнымъ уравиеніемъ: 

10fc=60s -+- l 2ті - * - 2 0 т 2 -+-3 0 ж 3 , (6 5) 
откуда: 

6 
ft = 6s - н - m 1 -f-2m 2 -+-3m 3 . (66) 

0 

Изъ этого ураввевія слѣдуетъ, что число т{ дѣлится на 5. 
Такъ какъ мы, кромѣ того, знаемъ, что т{ лолжно быть мееьше 
5, то число это, необходимо, равно 0. 

Итакъ: 
ті = = 0, 

A = 6 s - і - 2 m t - i - Зш 3. (67) 

Неопредѣленвое уравненіе (67) при всѣхъ зваченіяхъ к 
отъ & = 1 до к=11 допускаетъ только по одной системѣ 
цѣлыхъ положительвыхъ рѣшевій. Рѣшивъ эти ураввенія, 
находиыъ слѣдующія выраженія коэффиціевтовъ Alt>!c(y)t, /)s): 

Л10=0, A,9=pt Я ( 7 ) П 7 ] 2 ) , A3(l=p3 

4 о = І > 4 Ч 8 ) . Л о = Р 5 -Щі і>Ъ) ^ і Г і Д 

Л в = IP/ 'fai. l i K ^ ' h , , ) I Д г й , 7 ) 2 ) , 
Л , о = ! А / ' ' ( > 1 і і ' t oW^ ' f a i . Ъ ) I Дч„ >!,), 

} (68) 
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г д ѣ j p 2 , l > 3 , . . . Pa, 2б> • • ? u С У Т Ь нѣкоторые пока намъ 
не извѣстные постоянные коэффиціенты. 

Коэффиціентъ Аіі0, какъ мы знаемъ, разнится отъ f*0^, yj2) 
только нѣкоторымъ постояннымъ множителемъ: 

A»=ultflX-nu^)- ( 69 ) 
Для опредѣленія постоянныхъ р2,р3,... ptl^g[6 <7 8>-*- ? і з 

мы могли бы нодставить выраженія коэффвціентовъ (68) и 
(69) въ уравнееіе (63) и примѣнить общій пріемъ, указан-
ный выше. 

Такой способъ, несомнѣнно, привелъ бы къ цѣли, но по-
требовалъ бы громадныхъ ариѳметическихъ вычисленій. 

Можно нѣсколько упростить эти вычисленія, пользуясъ 
слѣдующими соображеніями * ) . 

В ъ § 20 мы нашли основныя подстановки икосаэдрической 
группы бинарныхъ линейныхъ подстановокъ. Тѣмъ же спо-
собомъ можно найти всѣ подстановки этой группы. 

Обозначивъ черезъ и бинарную подстановку: 

. - ( • - І ) . 

соотвѣтствующую неоднородеой подстановкѣ: 

и 

мы можемъ изобразить бинарныя подстановки нормальной 
икосаэдрической группы такими символическими формулами: 

*) Этотъ способъ предложевъ Фуксомъ въ его второмъ мемуарѣ: 
Ueber linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnuag, welche algebrai-
sche Integrale besitzen uud eine neue Anwendung der Invariantentheorie. 
Crelles Journal. Bd. 85. 

Онъ звачительно нроще непосредственнаго сравневія коэффиціевтовъ, 
хотя тоже требуетъ вычислевій очевь утомительныхъ. Фуксъ, указавъ 
ва вріемъ, однаво не вычислилъ ни одвого изъ коэффиціентовъ уравненія. 
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г д ѣ Л — 0 , 1 , . . . 9, 

A = 0 , 1 , . . . 4 . 

( 7 1 ) 

Если ru есть корень уравненія (63) , TO тому же уравне-
нію удовлетворитъ функція—т) 5: это слѣдуетъ изъ того, что 
въ групву (71) разсматриваемаго уравненія входитъ подста-
новка ь: 

Примѣняя къ величинамъ тіі9 — тій подстановки группы (71), 
находимъ всѣ корни уравненія (63) , выраженныя въ видѣ 
линейныхъ функцій отъ гіі9 т) 2. 

Десятыя степеви корней изобразятся формулами: 

Представивъ уравневіе (63) въ видѣ (73) , мы можемъ вьь 
числить симметрическія функціи s 1 0 , s 2 0 , 5 з 0 . . . его корней, 
а затѣмъ и коэффиціенты уравненія (63) . Эти коэффиціенты 
представляются въ видѣ однородныхъ формъ съ аргунентами 

*) Сравн. формулы (58), главы IV, 
Т. XYII . Вып. I. 4 

гдѣ h = 0 , 1, 2, 3, 4 , 6 = е 5 . 

Уравненіе (63) представится въ такомъ видѣ: 
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? 1 2 = 

1 

Ь'ІЬ ' і 
В с ѣ х ъ коэффиціевтовъ мы не вычисляемъ потому, что урав-

неніе (63) по своей высокой степени и сложности коэффи-
ціентовъ можетъ имѣть исключительно теоретическій интересъ. 

Вставивъ въ формулы (68) вмѣсто Я ? ) , , ^ , ) , Щтт 
Т( / ) 1 ? у] 2 ) выраженія (37) этихъ первичныхъ формъ черезъ 
независимое перемѣнное и внеся затѣмъ полученныя вы-
раженія коэффиціентовъ въ уравненіе (63) , найдемъ: 

70 
( і ? - с ) ' " Д " 8 0 ( Д - с ) " Д ' 7 

(в-сув*0, „ . 6 0 (іг-с) ,8і?54 

50 

(В—су*вз<, „ , 2 0 № - c ) 2 8 i ? 3 7 , ю 4 1 0 

(В—су°В< 
с'"В 

Ч 2 и должны быть тождественны съ найденными выше 
выраженіями (68) этихъ коэффиціентовъ. 

Сравнивая полученныя два выраженія каждаго изъ коэф-
фиціентовъ AtoJc, мы опредѣлимъ величины постояиныхъ, 
входящихъ въ формулы (68 ) . Само собою ясно, что находя 
выраженія формъ Ліок(гіп т)2) изъ уравненія (73), мы можемъ 
ограничиваться вычисленіемъ одного или двухъ старшихъ 
коэффиціентовъ этихъ формъ. 

Приведемъ величины нѣсколькихъ изъ коэффиціевтовъ, вай-
денныхъ этимъ способомъ: 

_ _ 14 _ _ 4 1 _ 293 _ _ 2 5 4 ^ 
Р$ £ 2 > Рз £ 3 У Р* £ 5 > Р& " g 6 ? 1 

_ 718 271 _ _ _ 1 _ . 
Рб " g 8 ? Pl~' g 9 g 2 5 ? ' ' - ' / V' ' 
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4 * 

Подставивъ вмѣсто с и с' величины этихъ поетоянныхъ: 

с = - 1 2 3 , с' = 1, 

и положивъ: 

находимъ: 

т ) 1 2 0 -н12 6 _р . 2 (1— ̂ ) 5 ^ 7 7 j* e e -« -12 9 j p , ( l— * ) Ѵ « ц9'-+-
- н 1 2 1 5 ( ^ в — 1 2 3 ^ 6 ) ( 1 — ^ ) І 5 ^ ° 7 ) 6 0 - і - 1 2 2 1 _ р 7 ( 1 — * ) , 8 * " ч , 0 - і -

- ь 1 2 * , ( р 8 — 1 2 s « g , ) ( l — * ) * Ѵ 7 ч * в - + -
(76) 

- * - 1 2 " ( # , — 1 2 3
 * g r , ) ( l — я ) 2 3 я 3 0 Y] 3 0 -н 

- H 1 2 S 7 ( 2 ) 4 0 — 1 2 3 eqlt)(l— г)гъ гзі ті

і0-+-

ч - 1 2 3 0 ( р и — 1 2 3 ^ м ) ( 1 — ^ ) S 8 0 3 7 Y ) 1 O - I - 1 2 3 O ( 1 — ^ ) 3 0 ^ ° = 0 . 

§ 37. Адгебраическія у р а в н е н і я , и ч ѣ ю щ і я корнямп ч а с т н ы с 
интегралы гвпергеометрическпхъ дпФ«кренціальвыхъ уравнеиій . 

Мы видѣли въ § 3 4 , что преобразуя уравненіе 

Ftn, * ) = 0 (8) 
подстановкой: 

4 = i * 4 ( l - * ) i j , , ( 22 ) 

мы получаемъ новое алгебрапческое уравненіе, имѣющее кор-
нями частные интегралы гипергеометрическаго уравненія. 

Выполнимъ этя преобразованія для уравненій, найденныхъ 
въ предыдущемъ параграфѣ. 

I . У р а в н е н і е т е т р а э д р и ч е с к а г о т и п а . 

Положивъ въ формулѣ (22) : 

к = 1 



и совершивъ затѣмъ подстановку (22) въ уравненіи (55) , на-
ходимъ: 

У 
24 

| ! ( 3 2 * - 5 ) ^ 1 - ^ - ^ = 0 . 

( 7 7 ) 

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ, находимъ: 

1 , ( 3 2 * 4 - 1 3 ) * » - - g i j -

(78 ) 

В с ѣ корни этого уравневія, какъ мы знаемъ, суть частные 
интегралы гипергеометрическаго уравненія (16 ) , въ которомъ 
параметры а, (3, у таковы: 

12 ' Т — 3 
(79) 

Иными словами, корни уравненія (78) суть частные инте-
гралы гипергеометрическаго уравненія: 

1 dy 
Ж г - " 4 8 

j , = 0. (80) 

Изъ формулъ (48) главы I I I слѣдуетъ, что существуетъ два 
частныхъ интеграла уь,у6 уравиенія ( 8 0 ) , которые въ области 
безковечно удаленеой точки могутъ быть изображены фор-

.« _ / і і 

4 1 
2 ' 3 ' g 

1\ 
( 8 1 ) 
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*) См. Тихомавдритскій. 0 гипергеометрическихъ рядахъ. Стр. 53—57. 

Всякій интегралъ уравневія ( 8 0 ) и, вслѣдствіе этого, вся-
кій корень уравненія (78) могутъ быть представлены въ видѣ 
линеяной функціи отъ уь и у6: 

у = Аул+Вул. (82) 

Одивъ изъ корней уравненія (80) въ области точки £ = C : Q 
разлагается въ радъ вида: 

пі 

y = 27f'"' v- ( 8 8 ) 

Этотъ корень при £ = с о обращается въ 0 и можетъ выра-
жаться формулою (82) только въ такомъ случаѣ, если 

кі 

А = ~ 9 В=0. (84) 
2у/2 

Итакъ, одинъ изъ корней уравненія (78) въ области I I I 
(см. черт. 2) изображается формулою: 

' - і Т З Л і - і г в ' - . ) " - ( 8 5 ) 

Остальные корни суть другія значенія той же самой много-
значной функців, имѣющей 48 значеній какъ видно изъ урав-
ненія (78) . 

Выраженія этихъ остальныхъ корней въ областп I I I и Б Ы -
раженія всѣхъ корней въ области I найдутся изъ формулы 
(85) примѣненіемъ общихъ формулъ теоріи гипергеометри-
ческихъ функцій *) . 

На этихъ вычисленіяхъ мы не будемъ останавливаться. 

I I . У р а в н е н і е о к т а э д р и ч е с к а г о т и п а . 

Выполнимъ такія же вычисленія для уравненія (61) окта-
эдрическаго типа. 
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С о в е р ш и м ъ в ъ у р а в н е н і и ( 6 1 ) п о д с т а н о в к у : 

4 = ^ ( 1 — * ) ^ , (22) 

поіоживъ п р и э т о м ъ 

* = 1 . 

В ъ р е з у л ь т а т ѣ н а х о д и м ъ : 

(86) 

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ, находимъ: 

К 9 6 \ з q 2 1 з 

У"+Ц - 2 \ 3 6 . 5 3 * < / « 8 - ^ * Ѵ 4 -
(87) 

Корни этого уравненія суть частные интегралы гипергеоме-
трическаго уравненія (16) , въ которомъ параметры a, j3, у 
таковы: 

а = 2 5 4 ^ = - 2 І 4 ' ^ = 1' ( 8 8> 

т. е. корни уравненія (87) суть частные интегралы гипѳргео-
метрическаго уравненія: 

Изъ формулъ (48) главы I I I слѣдуетъ, что два частныхъ 
интеграла у5,у6 уравненія (89) въ области I I I (черт. 2) иво-
бражаются формулами: 



Всякій частный интеградъ уравненія (89) изобразится фор-
мулою вида: 

гдѣ А и В суть постоянныя. 

Одивъ изъ корней уравнеяія (87) въ области точки z=o? 
разлагается въ рядъ вида: 

3* 

Эта функція при z—oo обращается въ 0 п только въ томъ 
случаѣ можетъ быть изображена формулою (91) , если: 

3« 

Итакъ, одивъ изъ корнеіт уравненія (87) въ области I I I 
изображается формулою: 

Остальные корни уравненія (87) выразятся другими значе-
віями той же многозначной функція. Число всѣхъ значеній 
этой функціи равно 144 , какъ видео изъ уравневія ( 8 7 ) . 

I I I . У р а в н е н і е и к о с а э д р и ч е с к а г о т и п а . 

Совершимъ ту же подстановку: 

У = Ау5-+-Вуі 
(91) 

В = 0. 

(93) 

(22) 
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въ уравненіи икосаэдрическаго типа (76) и примемъ 

Л = . 1 2 ? Ч 

Выпоінивъ эту подстановку, находимъ: 

у^-і-р^г уі(">-+-рі у/1 — z y^'-t-p^z^ у^+РіХ/І —z\Jzy4 

- + - j y , ( P 6 - 1 2 4 * ) t / e o - » - p 5 Y / l — * yjzx уі0-+-

(94) 

j y , too-123 2,o *) Ѵ ^ і Г - ь 

~ (P., ~ 1 2 ' ft, м)у/Т=і ^"+1 = 0. 

Освободивъ это уравненіе отъ радикаловъ, мы получили 
бы уравненіе 720-ой степени весьма сложное по своему виду. 

Корни уравненія (94) суть частные интегралы гипергео-
метрическаго уравненія (16 ) , въ которомъ: 

— 11 fl— _ І — 2 (95) 
60 ' г 60 

т. е. корни уравненія (94) суть частные интегралы уравнепія: 

z{\-z) 
dz' * ( 4 - 7 * ) 

11 dy 
^""ЗбОО 

у = 0. (96) 

Это уравненіе имѣетъ два линейно независимыхъ частныхъ 
интеграла yt,ye, которые въ области I I I (черт. 2) изобра-
жаются формулаыи 

• -^г/АІ з і 6 і 

У ъ ~ г \ 6 0 ' 60 ' 5 ' W 

\ • 60 ' 60 ' 5 ' zl ' 

(97) 
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Всякій интегралъ уравненія (96) изобразится формулою 
вида: 

у = АУі-*-Ву%, (98) 

гдѣ А и В суть нѣкоторыя постояпныя. 

В ъ области точки # = с о одинъ изъ корней уравненія (94 ) 
разлагается въ рядъ вида: 

т 

У = — xZ*U-... (99) 

Эта функція при #=<s> обращается въ 0 и можетъ изобра-
жаться формулою (98) только при условіи: 

кі 

А = -%—7, В = 0. 

Итакъ, одинъ изъ корней уравненія (94) въ области I I I 
изображается формулою: 

е(1 JU 31 6 1 \ У =
 4 ^ 0 ' 6 0 ' 5 ' I)' ( 1 0 0 ) 

Остальные корни того же уравненія изобразятся другпми 
знаяеніями той же фувкціи. Всего функція ( 1 0 0 ) должна имѣть 
720 значеній. 

Этимъ мы закончимъ изученіе свойствъ и видовъ уравне-
ній разсмотрѣннаго нами і ласса уравненій и перейдемъ къ 
постановкѣ общей задачи о видахъ и рѣшеніяхъ алгебраиче-
скихъ уравненій, разрѣшимыхъ въ гипергеометрическихъ 
функціяхъ. 
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Общая задача объ алгебраическихъ уравненіяхъ, разрѣши-
мыхъ въ гипергеометрическихъ функціяхъ 

Результаты, полученные нами въ главахъ I — V I I , даютъ 
возможность довольно просто рѣшить главную задачу нашей 
работы: найти виды и способы рѣшенія алгебраическихъ 
уравненій, разрѣшимыхъ въ гипергеометрическихъ функціяхъ. 
В ъ настоящей главѣ мы разсмотримъ, къ какимъ болѣе част-
нымъ вопросамъ приводится рѣшеніе этой общей задачи и 
каковы пріемы рѣшенія этихъ вопросовъ. 

Но прежде чѣмъ приступить къ этой задачѣ намъ необходимо 
нѣсколько пополнить то изложеніе свойствъ груішъ линей-
ныхъ подстановокъ, которое приведено въ главахъ I I I и IV, 
я ознакомиться съ понятіемъ объ аутоморфныхъ функціяхъ 
и съ главнѣйшими свойствами этихъ функцій. 

§ 38. Нѣкоторыя с в о й с т в а группъ линейныхъ подстановокъ. 

Пусть дана группа линейныхъ подстановотъ: 

# 0 — 1 , Sn S2,... Sy-i. (1) 

Порядокъ ея N можетъ быть конечнымъ или безконечно 
большимъ числомъ. 

Отмѣтимъ гдѣ либо на плоскости перемѣннаго и произ-
вольную точку и0. Совершивъ надъ количествомъ и0 подста-
новки группы (Д), мы получимъ N точекъ на плоскости: 

и0, иі9 ий9... uN-i. (2) 

Точки эти эквивалентвы между собою относительно подста-
новокъ группы (1). Число ихъ конечно или безконечно велико, 
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смотря no тому, конеченъ или безконечно великъ порядокъ 
N группы (1). 

Можетъ случиться, что каждая изъ точекъ (2) безконечно 
близка къ ближайшимъ точкамъ той же совокупности (2). 
Тогда группа (1) будетъ группою непрерывною; въ противномъ 
случаѣ группа (1) будетъ прерывною. Мы будемъ говорить 
только о прерывныхъ группахъ. В ъ црерывныхъ группахъ 
нѣкоторыя изъ точекъ (2) могутъ лежать безконечно близко 
другъ къ другу. 

Таковы точки, лежащіа на окружности на чертежѣ 1 1 . 
Пусть и0 лежитъ на конечномъ разстояніи отъ ближайшей 

къ вей точки совокупности точекъ (2). Окружимъ ее какою 
либо сомкнутою кривою весьма малыхъ размѣровъ такъ, чтобы 
внутри кривой лежала только одна точка и0 изъ числа то-
чекъ совокупнисти (2) . Назовемъ площадь, ограниченную 
этою кривою—площадью с0 * ) . Преобразуя площадь с 0 под-
становками (1), мы получимъ і^эквивалентныхъ между собою 
площадей: 

В ъ каждой изъ площадей (3) лежитъ по одной изъ числа 
точекъ (2). 

Площадь с0 всегда можно взять на столько малыхъ размѣ-
ровъ, чтобы площади (3) нигдѣ не заходили другъ за друга, 

Станемъ увеличивать размѣры площади с0. 

В ъ то же время остальныя площади (3) будутъ тоже воз-
растать. Продолжимъ увелеченіе площади с0 до тѣхъ поръ. 
пока она не придетъ въ соприкосновеніе съ одною или н ѣ -
сколькими изъ площадей (3). В ъ то же самое время каждая 
изъ площадей (3) придетъ въ соприкосновеніе съ такимъ же 
числомъ площадей совокупности (3). Если между площадью 

*) Шощадь с0 можетъ состоять даже изъ вѣсколькихъ не смежвыхъ 
между собою весьма малыхъ пющадей, выбранаыхъ такъ, чтобы ввутри 
площади с0 лежала только одна изъ числа точекъ совокупности (2 ) — 
имевно точка и0. 



— 6 0 — 

с, и сосѣдвими съ нею площадями остается еще незанятая 
часть плоскости, то мы можемъ начать увеличеніе площади 
е0 въ новомъ направленіи до тѣхъ поръ, пока она въ новой 
точкѣ не встрѣтится съ одною изъ сосѣднихъ областей, и 
т. д. В ъ результатѣ мы достигнемъ того, что области (3) 
будутъ плотно прилегать другъ къ другу на всемъ протяже-
ніи границы каждой изъ нихъ, вигдѣ не заходя другъ за друга. 

Назовемъ эти области въ такомъ окончательномъ видѣ 
областями: 

С < , Сй,. . . С і Ѵ - 1 . (4) 

Эти области тоже между собою эквивалентны и, какъ мы 
сказали, плотно прилегаютъ другъ къ другу, не заходя другъ 
за друга. Онѣ образуютъ нѣкоторую сѣпгь;^ областей. Число 
областей сѣти равно порядку группы (1). Сѣть можетъ по-
крывать собою или всю плоскость, или только часть ея. 

Еаждая изъ областей ( 4 ) , наприм. область (7 0 , обладаетъ 
двумя главными свойствами: 

1) Гдѣ бы мы ни взяли точку и въ той части пдоскости, 
которая занята сѣтью,—въ области С{) найдется одна точка, 
ей эквивалентная. 

2) Внутри области С0 нѣтъ ни одной пары точекъ между 
собою эквивалентныхъ. (Точки, лежащія на контурѣ области 
О 0, попарно эквввалентны между собою, какъ мы увидимъ 
виже). 

Каждую изъ областей ( 4 ) мы назовемъ основною областью 
группы (1). 

Сказанныя два свойства площади С0 суть характерныя свой-
ства основной области, которыя могутъ быть приняты за ея 
опредѣленіе. Ясяо, что тѣ сѣти четыреугольниковъ, которыя 
мы разсматривали въ главахъ I I I и IV, суть лишь частные 
случаи разсматриваемыхъ нами теперь сѣтей. 

Пусть сѣть нѣкоторой группы изображена на черт. 34. 
Пусть точка и0, лежащая внутри области (7 0, приближается 

къ границѣ этой области, переступаетъ эту границу и вхо-
дитъ въ область СА. В ъ то же время точки 
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Чер. 34. 

u u w2, w s , . . . и^г, (5) 

соотвѣтственныя съ w0, тоже приближаются къ границамъ 

областей: 

Сі9 0 2 , С 3 , . . . СІѴ_І , 

переходятъ эти границы и 
вступаютъ въ смежныя об-
ласти. 

В ъ тотъ моментъ, когда 
и09 перейдя границу fd, всту-
цила въ С 4 , одна изъ со-
отвѣтственныхъ точекъ (5) 
вступила внутрь области (70. 
Для одредѣленности поло-
жимъ, что именно точка и, 
вступила въ область С0 че-
резъ границу ab. 

Точки и0 п щ связавы между собою одною изъ подстано-
вокъ (1). 

Пусть: 

Мы сказали, что въ тотъ моментъ, когда и0 приходитъ 
въ нѣкоторую точку границы fd, точка щ приходитъ въ н ѣ -
которую точку границы ab. Отсюда слѣдуетъ, что точки гра-
ницы fd эквивалентвы точкамъ границы аЪ, и при томъ под-
становка, преобразующая границу аЪ въ /й , есть подстановка 
8t группы (1). 

Подстановка 8{ преобразуетъ область С0 въ область 6Т,. 
Этотъ результатъ совершенно эналогиченъ результату, по-

лученному въ § 13 для сѣти четыреугольннковъ. Е г о мы мо-
жемъ формулировать въ видѣ теоремы: 

Т е о р е м а 1. Стороны основной областгь попарноэквива-
лептны между собою. Подсгпановки, преобразующія ѳквива-
лентиыя сшороны осиовной обласши другъ въ друга, преобра-
зуютъ основную облашь въ смежныя съ нею основныя области. 
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Эквивалентныя между собою сторовы освовной области мы 
по прежнему будемъ называть сопряженными. 

Пусть подстановки, преобразующія попарно другъ въ друга 
сопряженныя стороньт области (70 суть: 

ffv. (6) 

Эти подстановки (6) преобразуютъ область С0 во всѣ смеж-
ныя съ нею. 

ІІовторяя разсужденія, приведенвыя въ § 13 , найдемъ, что 
изъ подстановокъ (6) можно составить любую подстановку 
группы (1). 

В ъ числѣ этихъ подстановокъ находятся всѣ основвыя 
подстановки группы (1), хотя мы и не можемъ утверждать, 
что между ними нѣтъ неосновныхъ подстановокъ. 

Изъ приведеннаго выше опредѣленія основной области 
вядно, что въ выборѣ контура основной области есть нѣко-
торый произволъ. И дѣйствителъно, какъ мы сейчасъ увидимъ, 
контуръ основной области можетъ быть деформируемъ въ 
значительной степени. 

Обратимся снова къ чертежу 34 и пусть до прежнему 
сторона fd есть сторона сопряженная съ ab. Отдѣлимъ внутри 
области С0 проиувольную площадь fhd9 примыкающую къ 
сторонѣ fd. В ъ области Сі найдется площадь эквивалентная 
площадп fhd: пусть это будетъ акЪ. Площадь аШ непремѣнно 
примыкаетъ къ сторонѣ аЪ сопряженной съ fd. Вычтя изъ 
основной областп Са площадь fhd и прибавивъ площадь акЪ9 

получимъ площадъ akbcdhfg, которая можетъ быть принята 
за основную область группы (1) вмѣсто области С{}. 

Измѣненія основной области, подобныя только чт > раз-
смотрѣнному, мы будсмъ называть возможными мзмѣненіями 
(erlaubte Abanderungen). 

Производя возможныя измѣнѳнія основной области, мы 
можемъ ее деформировать значительно. Пользуясь возмож-
выми измѣненіями, мы всегда можемъ достичь того, чтобы: 

1) Основная область была сплошною односвязвою пло-
щадыо. 
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2) Чтобы основвая область была ограничена дугами кру-
говъ и прямыми линіями. 

В ъ такомъ видѣ мы и будемъ ее себѣ представлять. 
Возьмемъ двѣ группы G и д. Пусть всѣ подстановки группы 

д входятъ въ группу G. 
Пусть порядки д и G равны п и N, при чемъ п и N суть 

числа конечныя или безконечно большія. 
Пусть подстановки группы д таковы: 

(7) 

Повторяя разсуждевія, весьма обычныя въ выстей алгебрѣ, 
мы придемъ къ заключенію, что подстановки группы G мо-
гутъ быть расположены въ видѣ такой таблицы: 

ѵ = 1 > 
s o f f i= c i» 

Sta-2> 

• • Sn—i al—i 1, 

(8) 

гдѣ: 

(9) 

суть нѣкоторыя подстановки группы G, в е входящія въ д. 
Число I равно отношенію порядковъ груішъ Gag *): 

( Ю ) 

Построимъ сѣть , соотвѣтствующую груішѣ 6г. 
Найдемъ тѣ взъ числа областей (4 ) , которыя соотвѣтствуютъ 

подстановкамъ: 

*) Это справедливо въ предположевіи, что числа п и N конечны-
Ради сокращенія рѣчи мы будемъ вазывать I отношевіемъ порядковъ 
группъ даже и въ томъ с іучаѣ, когда эти порядки безконеяно велики. 
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( 1 1 ) 

Пусть эти области суть: 

Г0—(70, Гп Гі7. . Г1 ( 1 2 ) 

Совокупность этихъ I областей составляетъ нѣкоторую пло-
щадь, вообще говоря, ве сплошную. Обозвачимъ ее буквою с 
Докажемъ, что с можетъ быть привята за осяоввую область 
грудпы д. 

Часть длоскости, покрываемая сѣтью группы 6?, во всякомъ 
случаѣ ве мевьше части длоскости, докрываемой сѣтью группыд. 

Возьмемъ гдѣ либо ввутри этой части плоскости какую либо 
точку и, в е лежащую в а гравицѣ области. Пусть область 
грудпы д, въ которой лежитъ точка и, соотвѣтствуетъ под-
ставовкѣ: 

гдѣ і равво одвому изъ чиселъ 0, 1 , 2 , . . . п—1, a j—одвому 
изъ чиселъ: 0, 1, 2 , . . . 1—1. 

Совершивъ вадъ точкою и подстановку 

группы д, мы вайдемъ точку и', лежащую въ той области группы 
6г, которая соотвѣтствуетъ подставовкѣ <у т. е. вайдемъ точку, 
лежащую ввутрп длощади Q. 

И і акъ, каждой точкѣ той части плоскости, которая завята 
сѣтыо грудпы д9 соотвѣтствуетъ одва точка, лежащая ввутри 
длощади е и эквивалевтвая взятой точкѣ отвосительво дод-
ставовокъ грудды д. 

Докажемъ, что ввутри влощади б вѣтъ ви одвой дары 
точекъ, эквивалевтвыхъ отвосительдо додставовокъ грувды д. 

Довустамъ, что мы нашли дару точекъ и и и\ связаввыхъ 
подстановкою st: 

— і 

и'~ st(u) 

и лежащихъ ввутри области с. 

(13) 
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Точки и и и', эквивалевтныя относительно группы д, экви-
валентны и относительно G. Слѣдовательно онѣ не могутъ 
лежать ввутри одвой и той же изъ числа областей (12) . 

Если овѣ лежатъ въ двухъ различвыхъ изъ числа областей 
(12) , то овѣ связавы между собою одвой изъ подставовокъ (11) : 

(14) 

Изъ равевствъ (13) и (14) слѣдуетъ, что додстановка оу 
входитъ въ групду q\ а это дротиворѣчитъ условію. 

И такъ, дѣйствительво с есть освовная область грувпы д. 
Покажемъ, что водставовки ( 1 1 ) всегда могутъ быть вы-

бравы такъ, чтобы площадь с была сдлошвая. 

Пусть Т' есть область, смежвая съ С0 и в е входящая въ 
чвсло областей (12) . Пусть водставовка, преобразующая JP0 

въ Г', есть а \ Такъ какъ с' есть подстаяовка груяды (т, то 
ова представится одвой изъ формулъ (8) . Пусть, вапр., 

a'=siai. (15) 

Изъ символическаго равевства (15) слѣдуетъ: 

а 1 = 5 - Ч ' . (16 ) 

Ввеся это выражевіе сг, во вторую строку таблицы (8), 
ваходимъ: 

Т ѣ же водстадовки, только въ ивомъ порядкѣ, изобразятся 
формулами: 

s 0 а ' = < / , 8І a', s , < / , . . . , sn_{ с ' . (18) 

Слѣдовательво, вторую строку таблицы (8) можво замѣвить 
строкоп (18) . Вмѣстѣ съ тѣмъ подстановка (т4 замѣвилась 
подставовкой <?', а область Г{ областью Тг—смежвою съ Г0. 

Дѣлая водобвыя же замѣвы, мы достигвемъ того, что под-
становки (11) замѣвятся вовыми додстаяовками 

(19) 

Т. XVII . Вып. I . 5 
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а обіастн: 

0—І) (12) 

областями: 

Г0=С„ Г ' , ' . . . г « - (20) 

составляющими сплошную площадь. 
В ъ дальнѣйшемъ мы будемъ предполагать, что подстановки 

(11) уже съ самаго начала были выбраны такъ, чтобы соот-
вѣтствующія имъ области (12) составляли сплошную площадь. 

Полученные результаты можно формулировать въ видѣ 
теоремы: 

Т е о р е м a 2. Если группа д порядкап входитъ въ группу 
G порядка Nj mo за основную область группы g можно при-
нять сплошную площадъ, состоящую изъ 

рядомъ лежащихъ облашей группы G. 
Ту же теорему можемъ формулировать нѣсколько иначе: 
Если группа g порядка п входитъ въ группу G порядка N, 

то послѣ различныхъ возможныхъ измѣненій каждая осповная 
область сѣти группы g покроетъ собою какъ разъ 

основныхъ областей сѣти группы G. 
Справедливость этого предложенія легко провѣрить на 

чертежахъ (27) и (29) , (28) и (30) . 

§ 39 . ІІонятіе объ аутоморФныхъ Функціяхъ. 
Пусть фуекція 

инваріантна по отношенію къ нѣкоторой линейной подста-
новкѣ: 

п 

аи-^-Ъ 
( 2 1 ) и = д' 
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5* 

т. е. пусть вмѣетъ ыѣсто тождество: 

В ъ такомъ случаѣ, слѣдуя Клейну, мы будемъ вазывать 
фувкцію F{u)—аутоморфною фувкціею. 

Слѣдуя Клейпу, мы будемъ имѣть въ виду исключительно 
однозначныя аутоморфвыя функціи. 

Само собою ясно, что если функція F(u) инваріанта по 
отношевію къ додставовкѣ 

ад==^' ( 2 3 ) 

то ова будетъ ияваріавтна и по отвошевію къ стедевямъ 
этой додставовки: 

Совокудвость всѣхъ ливейвыхъ додставовокъ, по отяоше-
вію къ которымъ фувкція F(u) ивваріаятва, образуютъ н ѣ -
которую грувду. Эту грудду мы обозвачимъ буквою G и 
будемъ вазывать ее грудвою аутоморфвой фувкціи F(u). 

Порядокъ грудпы G фувкціи F(u) можетъ быть ковечеяъ 
или безкояечво великъ. 

Если дорядокъ N группы G безкодечво великъ, то фувкція 
F(u) ведремѣвво травсцевдевтвая. 

В ъ самомъ дѣлѣ, дусть дорядокъ групды G безковечво 
великъ и пусть додставовки этой грудды таковы: 

Я 0 = 1 , 8І9 S„ 8 3 . . . (24) 

Возьмемъ ураввевіе: 

F{u) = 0. (25) 

Пусть и0 есть одивъ изъ коряей ураввевія ( 2 5 ) . 

Ясяо , что ураввевію (25) удовлетворитъ весь безковечвый 
рядъ величивъ: 
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*) Проф. Васильевъ носвятилъ теоріи фуякціи вида: 

cf*(u) 
свою днссертацію: 0 функціяхъ раціооальныхъ, авалогичныхъ съ функ-
ціями двояко-періодическими. Казавь. 1880. 

8,(щ) = и0» SM>) = ui> St(uo) = St(uQ) = w „ . . . ( 26 ) 

Уравненіе (25) имѣетъ безковечво большое число корней. 
Функція F(u) дѣйствительно трансцендентная. 
Примѣры аутоморфныхъ фувкцій извѣстны въ математикѣ 

очевь давво: всякая деріодическая фувкція есть аутоморфвая. 
Дѣйствительно, положивъ въ формулѣ (22) : 

а = 1 , Ь = (І), с = 0, д = 1 , 

находимъ: 
F(u со) = F(u). 

Это равенство характеризуетъ деріодическую фувкцію съ 
періодомъ со. 

Фувкціи 

WW) ' ( 2 7 ) 

съ которыми намъ приходилось часто встрѣчаться въ дред-
шествующихъ главахъ—тоже аутоморфвыя. Грувдою (ттакой 
функціи, служитъ группа соотвѣтствующаго ураввевія: 

Н\и): с'Т\и) : cf\u) = * : * — 1 : 1 . ( 2 8 ) 

Функція (27) есть раціовальвая алгебраическая аутоморф-
вая фувкція. Порядокъ ея грудды ковечевъ. Г р у д в а G со-
ставлева изъ двухъ освоввыхъ додставовокъ. В ъ этомъ отво-
шевіи фувкція (27) имѣетъ вѣкоторую авалогію съ двояко 
періодическими фувкціями * ) . 

Болѣе общій примѣръ аутоморфвой фувкціи дредставляетъ 
вамъ фувкція, обратвая фувкціи Шварца. 

* в в ( Ь ѵ Ь { Щ 
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гдѣ Л, \ , \ суть какія угодно цѣлыя положительныя числа. 
Если 

z = F{a) (30) 

есть аутоморфная функція, имѣющая группу G линейныхъ 
подстановокъ, то обратная ей функція: 

u=I^\g), ( 3 1 ) 

необходимо, многозначна п значенія ея связаны между собою 
подстановкамн группы G. 

Можетъ случиться, что чнсло зваченій функціи (31) равно 
порядку группы G. В ъ такомъ случаѣ подстановки группы 
G связываготъ между собою всѣ значенія функціи (31) . 

Условпмся называть въ такомъ случаѣ функцію F(u) соб-
ственно аутоморфною. 

В ъ протпвпомъ случаѣ будемъ называть ее несобственно 
аутоморфною * ) . 

Докажемъ, что имѣетъ мЬсто 

Т е о р е м а 3. Если группа д аутоморфной функцги f(u) 
входитъ въ группу G аутоморфной функціи F(u), и если 
функигя f(u) собственно аутоморфная, mo F(u) есть одно-
значная функція отъ f(u). 

Положивъ 

* = f(u), ( 3 2 ) 

мы найдемъ, что 

*=f-K*), (зз) 
гдѣ f~~i есть символъ функціи, обратной функціи f. 

Подставивъ выраженіе (33) перемѣннаго и въ F(u), находпмъ: 

F(u) = F [ j f - ' ( * ) ] . (34) 

Если функція f(u) собственно аутоморфная, то всѣ значенія 
функціи 

u^f-\z) (33) 

*) У Клейна нѣтъ этого различія. 
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соотвѣтствуетъ даввой величивѣ F(u), 

. * = № (32) 

связаны между собою всевозможными подстановками группы д. 
При всевозможныхъ обходахъ на плоскости z величива щ 
овредѣляемая по формулѣ ( 3 3 ) , будетъ испытывать различвыя 
подстановки группы д. Такъ какъ всѣ подстановки группы д 
входятъ въ 6г, то функція 

F(u) = F[f-\z)] (34) 

послѣ всевозможвыхъ сомквутыхъ обходовъ на плоскости z 
сохравяетъ свою величину: она есть однозначная функція z. 

Обозначивъ эту однозначную функцію черезъ і?(^),находимъ: 

F(u) = B{z), (35) 

шш, вставляя вмѣсто z его выраженіе (32 ) : 

F(u)=B[f(u)]. (36) 

Теорема доказана. 

С л ѣ д с т в і е 1. Если функціи f(u) и F(u) алгебраическія, 
mo F(u) есть раціоналъная алгебраическая функцгя отъ f(u). 

Дѣйствительно, если f(u) и F(u) суть функціи алгебра-
ическія, то и фувкція B{z) — алгебраическая раціовальвая 
фувкція. 

С л ѣ д с т в і е 2 . Если функціи f(u) и F(u) обѣ собствепно 
аутоморфныя и при томъ обѣ алгебраическія, то функцгя B(z) 
есть раціональная дробь сгпепеии 

п 
отиосишельно z. 

Докажемъ свраведливость этого вредложевія. 
Чтобы вайти стедевь B(z) отвосительво z, яоложимъ, что 

въ ураввеніи 
F(u) = B(z) (35) 

вамъ дава величива F(u) и вайдемъ, сколько величивъ дере-
мѣвваго 
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Есди функція F(u) собственно аутоморфная, то всѣ значе-
нія обратной ей функціи связаны между собою подстановками 
группы G. Сохраняя прежнія обозначенія, мы можемъ ска-
зать, что подстановки группы G расположены въ таблицѣ (8). 

Слѣдовательно, значенія величины и, соотвѣтствующія дан-
ной велпчинѣ F(u), таковы: 

st(u) = щ 

S 0(7 1(M)=ff 1(ft), 

s4 ( « ) , . . . « „ _ , ( « ) , 

( « ) » • • • « „ - і <*•(«)> 

s 0 f f ,_ , (u )=a ,_ i (u ) , s . c , . ^ ( « ) , . . . » „ _ , © , _ , ( « ) . 

Чтобы найти значенія функціи 

s = f[u), 

\ ( 3 7 ) 

(32) 

соотвѣтствующія данному значенію F(u), мы должны подста-
впть въ f(u) вмѣсто и всѣ величины ( 3 7 ) . 

Такъ какъ функція f(u) не мѣняется отъ подстановокъ: 

s 0 — 1 , sn • .. sn_{ 

группы д, то она будетъ имѣть всего I зяаченій: 

(7) 

(38) 

Еслп данному значенію F(u) соотвѣтствуетъ I значеній 
функціи: 

* = / 1 « ) , ( 3 2 ) 

то раціональная функція JR{z)—степени I относительно г. 
С л ѣ д с т в і е 3. Если f(u) есть собственно аутоморфная 

функція отпосительно подсшановокъ группы G, то всякая 
собшвенио аутоморфная функція F(u), соотвѣтствующая 
той же группѣ G, есть линейная функція отъ f(u). 

Дѣйствительно, въ данномъ случаѣ изъ предшествующаго 
слѣдствія мы заключаемъ, что функціи F(u) и f(u) связаны 
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между собою соотношеніемъ вида (36), гдѣ В—раціональная 
функція 1-ой степени. 

С л ѣ д с т в і е 4. Всякаяаупгоморфная алгебраическаяфунк-
цгя F(u) можешъ быть представлена въ видѣ: 

г д ѣ : 

{ } 

есть уже извѣстная намъ аутоморфная функція, соотвѣтствую-
щая группѣ G функціи F(u), a В есть алгебраическая ра-
ціональная дробь. 

Дѣйствительно, алгебраической аутоморфной функціи F(u) 
соотвѣтствуетъ, какъ мы знаемъ, группа 6г конечнаго порядка. 
Группы конечнаго порядка всѣ нами разсмотрѣны въ гла-
вахъ I I I и IV . Мы видѣли, что каждой группѣ конечнаго 
порядка соотвѣтствуетъ своя функція ІПварца: 

и одна обратная ей алгебраическая аутоморфная фунщія: 

( 2 Г ) 
cf\u) 4 } 

Функція (27 ' ) есть собственно аутоморфная. На основаніп 
слѣдствія 1 изъ теоремы 3 мы можемъ сказать, что F(u) 
есть раціональная алгобраическая функція я: 

F(u) = B(z) (35) 
откуда, наконецъ: 

т w 
Функцію собственно аутоморфную относительно подстано-

вокъ группы g мы условямся обозначать черезъ 

Л,(«). 
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Ha основаніи только что доказанныхъ слѣдствій 1 и 3 
можемъ сказать, что всякая другая функція собственно ауто-
морфная относительно подстановокъ группы д} есть линеГі-
ная функція отъ 

а всякая несобственно аутоморфвая функція есть вообще 
нѣкоторая раціональвая функція отъ 

Ад(и). 

§ 4 0 . Упрощеніе общей задачп объ а л г е б р а н ч е с к и х ъ у р а в н с -
н і я х ъ , р а з р ѣ ш и м ы х ъ в ъ гипергеометричсскяхъ Функціяхъ. 

Пусть алгебраическое уравненіе: 

ф ( Г , * ) = 0 (40) 

имѣетъ корнями алгебраическія раціональныя или ирраціо-
нальныя выразимыя еъ раджалахъ функціи независпмаго пе-
ремѣннаго z и частныхъ интеграловъ гипергеометрическаго 
уравненія: 

z{\ - г) 0 - н [ Т _ ( « ч - ^ 1 > ] fg - 4 у = 0 . (41 ) 

йными словами, пусть корни ураввенія (40) суть функціи вида: 

Г = Ф ( я , У і , у в , . . . ) , (42) 

гдѣ Ф есть функція алгебраическая раціональная пли ирра-
ціональная, выразимая въ радикалахъ. 

В ъ такомъ случаѣ мы скажемъ, что ураѳненіе (40) разрѣ-
шимо въ гшергеометрическихъ фушціяхъ. 

Главною задачею нашей работы служитъ нахожденіе вида 
и свойствъ алгебраическпхъ ураввевій, разрѣшимыхъ въ ги-
пергеометрическохъ фувкціяхъ. 

Мы валагаемъ ва фувкцію Ф условіе, чтобы ова была 
алгебраическою яотому, что иваче мьт ввели бы въ рѣшевіе 
уразвеяія (40) яомимо гипергеометрпчеекихъ фуякцій уп у„... 
еще вовый элемевтъ: травсцевдевтную фувкцію Ф. Это была 
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бы задача болѣе широкая, чѣмъ та, которая составляетъ цѣль 
нашей работы *) . 

Мы говоримъ, что функція Ф—раціональная или ирраціо-
нальная выразимая въ раджалахъ, потому что иначе мы не 
могли бы опредѣлнть впдъ этой функціи: ея видъ прпшлось 
бы опредѣлять снова изъ алгебраическаго уравненія и мы 
вервулись бы къ первовачальной задачѣ. 

Вотъ почему воставлеввую выше задачу мояшо назвать 
общей задачей объ алгебраическихъ уравненіяхъ, разрѣшимыхъ 
въ гипергеометрическихъ функціяхъ. 

Приступимъ къ упрощенію этой общей задачи. 

Выразимъ всѣ частные интегралы уравненія (41) , входящіе 
въ формулу (42) въ видѣ ливейвыхъ функцій двухъ изъ нихъ: 
вапрнмѣръ У і п ytJ п вставимъ въ фувкцію Ф: 

гдѣ <р—функція раціовальвая плп прраціовальвая, выразимая 
въ радикалахъ. 

Положпмъ: 

и докажемъ слѣдующую теорему: 

Т е о р е м а 4 . Если алгебраическое уравненге (40) разрѣ-
шимо еъ частныхъ интегралахъ гипергеометрическаго уравненія 
(41), то отношеніе всякихъ двухъ линейно независимыхъ чаш-
ныхъ интеграловъ уп у2 гипергеометрическаго уравненія (41): 

есть алгебраическая функцгя перемѣнжго z. 

*) Эта болѣе широкая задача и есть та задача, о трансцевдентномъ 
рѣшепіи алгебраическихъ ураввеній, о которой уже было упомяпуто 
въ предисловіи. Е е я вадѣюсь разсмотрѣть въ слѣдующей своеи работѣ, 
для которой вастоящая служитъ только какъ бы введевіемъ. 

^=?(^ У» У*) (43) 

( 4 4 ) 

(44 ) 
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Вставимъ выражевіе (43) въ уравненіе (40) и освободимъ 
полученное такимъ образомъ равенство отъ радикаловъ и 
отъ знаменателей. В ъ результатѣ находимъ уравневіе вида: 

гдѣ X есть цѣлая раціовальвая функція отъ з9упу2. 
Расположимъ ее ио степеяямъ z: 

Совершимъ на плоскости перемѣннаго z еомкнутый обходъ 
около одвой изъ критическихъ точекъ: 0, 1, со функцій уп yz. 
Послѣ этого обхода перемѣнное z приметъ свое прежнее 
значеніе, а функцін уп у2 преобразуются лиеейно: 

ХМ, У з Н - В Д , , у 2 > - ь Х ( у 1 5 . . - 0 , (48) 

или, послѣ замѣвы величинъ упу2 ихъ выражевіями (47 ) : 

X (УІ» УІ)+-ХІ(УІ>(УІі Уі)^• • • = 0 . (49 ) 

Уравненіе (49) можетъ оказаться или тождественнымъ съ 
уравненіемъ (46), или отличнымъ отъ уравненія (46 ) . 

Если бы послѣ двухъ разлпчныхъ обходовъ мы получили 
два уравненія вида (49 ) , не тождественныхъ ни между собою, 
ни съ уравненіемъ ( 4 6 ) , то мы имѣли бы три не тожде-
ствевныхъ между собою ураввенія съ тремя веизвѣстяыми: 

Изъ этихъ ураввевій можво было бы вайти всѣ три веиз-
вѣствыхъ. В ъ такомъ случаѣ всѣ три величияы: z, уп у2 

былп бы яостояввыми, что, ковечво, велѣпо. 

(45) 

Уі—<*Уі-*-Ъу„ ) 
(47) 

Ураввевіе (46) приметъ такой видъ: 



— 76 — 

Итакъ, мы въ правѣ предполагать, что уравненіе (49) тож-
дественно съ уравненіемъ (46 ) . Коэффиціенты ихъ пропор-
ціональны: 

Х*(Уп У*)=СХ(Уп У*\ \ 

^(УпУ>)=СХ{{УпУ*\ (50) 

Между функціями Х0(упуй), Х1(упуі),... могутъ ока-
заться такія, которыя нулевой степени относительно уп у^ 
т. е. не зависятъ отъ ynyt\ но всѣ онѣ не могутъ быть 
нулевой степени потому, что иначе уравненіе (46) было бы 
справедливо при всякихъ значеніяхъ уп уй9 а уравненіе (40) 
могло бы быть разрѣшено въ радикалахъ безъ посредства 
гипергеометрическихъ функцій. 

Положимъ, для опредѣленности разсужденій, что функція 
Х0(упу.2) не нулевой степени. 

Возьмемъ первое пзъ тождествъ ( 5 0 ) : 

Х0(упУі) = СХ0(уі,уі). (51) 

Функціи Х0(у{,у.г) и ХІ){упу,)— цѣлыя относитеіьно yt, у2, 
но онѣ могутъ быть неоднородными. 

В ъ такомъ случаѣ мы разобьемъ ихъ на части такъ, чтобы 
каждая часть была однородна: 

Ха (УІ > Ух) = ЫУ»УІ) + ЫУ,>УІ) - + - • • • > 1 

(УІ > У>) = Ѣ> (У,, Уі) -*- (УІ »У>.) — J 
Ясно, что тождество (51) возможно только при условіи, что 
имѣютъ мѣсто тождества: 

Ф І ( У І І У І ) = 0 Ш , & ) , (53) 
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Такъ какъ степень формы X0{ynyt) выше 0, то въ числѣ 
однородныхъ формъ: 

ЫУі>У*)> • • 
найдутся формы, степень которыхъ выше 0. 

Пусть степень формы ^(у19у2) отличва отъ 0 . 
Возьмемъ первое изъ тождествъ (53) : 

ЫУПУ>)=СЫУІ>У*)- (54) 
Положивъ снова: 

( 4 4 ) 

находимъ: 

Ы")=0¥Л»)- ( 5 5 ) 
Тождество (55) показываетъ, что уравненіе: 

Ф о ( ^ ) = 0 (56 ) 

инваріантно Б О отношенію къ ливейнымъ подстановкамъ 
группы G, соотвѣтствующей группѣ тѣхъ бинарныхъ подста-
вовокъ, которыя испытываютъ частвые интегралы у{, уй урав-
венія (41) ври обходахъ в а влоскости веремѣвваго г. 

Ураввев і е (56) алгебраическое; слѣдовательво ворядокъ 
груияы G ковечевъ. 

Отсюда заключаемъ, что фувкція: 

* = « (44) 

есть алгебраическая фувкція Шварца, ибо ова имѣетъ ко-
вечвую грувву ливейвыхъ водставовокъ. Ова служитъ кор-
вемъ алгебраическаго ураввевія вида: 

Н\и) : с'Т\и): cf\u) = - B(z):- B(z)—1 : 1 (57) 
с с 

Теорема доказава. 

Величнва у2, какъ мы зваемъ изъ главы I, выражается 
черезъ и и z такою формулою: 



гдѣ, рп въ данномъ случаѣ, выражается такъ: 

(59) 

алгебраическою функціею z, или, что то же, будетъ ли у. 
алгебраическою функціею z. 

Изъ равенства (44) слѣдуетъ, что 

УІ = 

В в е с я это выраженіе •уі въ формулу (43 ) , находимъ: 

В ъ этомъ равенствѣ и есть алгебраическая функція z9 

ср есть іалгебраическая функція входящихъ въ нее аргументовъ: 

и все выраженіе, служащее правою частью равенства (60) , 
равно Z-алгебраической функціи z. 

Отсюда слѣдуетъ, что если у.2 дѣйствительно входитъ яв-
нымъ образомъ въ выраженіе (60) , то и она есть алгебраи-
ческая функція z. 

И такъ возможны только два случая: 
1) Функцгя у2 въ равенстѳѣ (60) явно не входигпъ. 
2) Функція у2 есшь алгебраическая функція z. 
В ъ первомъ случаѣ Y есть алгебраическая функція отъ 

z и и раціональная или ирраціональная, выразимая въ ради-
калахъ: 

Г = с р ( г , иу2,у2). ( 6 0 ) 

Г = с і ) (#, и). (61) 
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Bo второмъ 'случаѣ, вставпвъ въ формулу (60) вмѣсто уй 

выраженіе (58 ) , мы приведемъ формулу ( 6 0 ) къ тому же 
влду (61) , гдѣ to есть сеова функція алгебравческая раціо-
нальная или ирраціональная, выразвмая въ радикалахъ. 

Уравненіе (40) можно разсматривать, какъ результатъ 
преобразованія уравненія (57) подстановкою (61) . 

Это заключеніе можно формулировать въ видѣ такой тео-
ремы. 

Т е о р е м a 4 . Всякое алгебраическое уравиеиіе, разрѣши-
мое въ гшергеомешрическахъ функціяхъ, можетъ быть полу-
чено изъ уравненія вида ( 5 7 ) преобразованіемъ перемѣинаго: 

Г = с о ( я , м ) , ( 6 1 ) 

гдѣ to-функція раціонагьная или ирраціональпая выразимая 
въ радикалахъ. 

I . 

Пусть функція со раціональна. 
Посмотримъ, какъ составляется въ такомъ случаѣ урав-

неніе (40) . 
Перенесемъ всѣ члены уравненія (61) влѣво: 

Г — со(г, и) = 0, (62) 

и станемъ совергаать въ формулѣ 

Г — с ф , м ) (63) 

надъ перемѣннымъ и линейныя преобразованія группы G 
уравненія (57 ) , считая Г и ^ постоянными параметрами. 

Функція (63 ) можетъ оказаться аутоморфною по отноше-
вію къ вѣкоторымъ изъ подстановокъ грушш Сг. 

Выппшемъ всѣ различныя значенія функціи (63) : 

Y— со0 (я, и), Y— со4 (#, и). Y— co z_ d (#, и). (64) 

Перемноживъ величины (64) п приравнявъ произведеніе 
ихъ нулю, мы получимъ уравнепіе, которому удовлетворяютъ 
значенія Y: 

і=1—1 
Р { Г — с о , ( * , и)} = 0 . (65) 
і = 0 
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Функція, стоящая въ лѣвой частп уравненія (65 ) , ауто-

морфна отвосительво подстановокъ группы G. По слѣдствію 
4 изъ теоремы 3 ее можно представпть въ видѣ раціональ-
ной функціи отъ собственно аутоморфвой функціи 

(27) 
cf\u) ^ П 

и параметровъ Y и z: 

Р м І Г - ^ Н ^ Г . Ѵ ^ ) , ( 6 6 ) 
гдѣ ді—раціональная функдія входящихъ въ нее аргумен-
товъ. 

Степень функціи ді относительно Y равна I. 
Изъ уравненія (57) слѣдуетъ: 

cf'(u) с 

Внеся эту величиву въ формулу (66) и положивъ: 

« х { г , * > і а д } = 4(г,«), (67) 
находимъ: 

Р Ѵ Г — = U Y , z ) . (68) 

Приравнявъ эту функцію нулю, находимъ искомое урав-
неніе 

UY,z) = 0. ( 4 0 ) 

Оно степенп I относительно Y. Число Z, какъ мы видѣли, 
равно числу различныхъ звачевій, пріобрѣтаемыхъ фуикціею 
i»(z, и) подъ вліяніемъ подстановокъ группы G. 

I I . 

Перейдемъ къ общему случаю: пусть функція со, входящая 
въ формулу (61) , какая-ннбудь ирраціональная функція, вырази-
мая въ радикалахъ. 

Освободимъ уравневіе (61) отъ радикаловъ. Пусть ово 
пряметъ впдъ: 

Х(Г,*, и)= 0, (69) 
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гдѣ X раціовальвая функція отъ Y, z9 и. 
Положимъ: 

Н=Х(Т,г,и). (70) 
Будемъ разсматривать величивы Г и какъ постоянные 

параметры, и совершимъ надъ перемѣннымъ и въ выражевіи 

X(Y,z,u) (71) 

всевозможныя подстановки группы G. 
Пусть всѣ различныя звачевія, пріобрѣтаемыя функціею 

(71) подъ вліяніемъ этихъ подстановокъ, таковы: 

Х 0 ( Г , * , и ) , Хі(Т,*,и)9....Х1_>{Т,*,и). ( 7 2 ) 
Функція: 

Р Т Я - В Д * , * ) } (73) 

по отношенію къ перемѣнному и есть аутоморфная функ-
ція, соотвѣтствующая группѣ G. 

Повторяя разсуждевія, прпведенныя при разсмотрѣніи 
предыдущаго случая, найдемъ, что функцію (73) можно пред-
ставить въ видѣ раціональной функціи аргументовъ. 

Н, Г , е: 

Р\Н— ВД *, и)) = ЩЕ9 Г , в). (74) 

Положивъ въ обѣихъ частяхъ этого равенства 

И= 0, 
и введя обозначеніе: 

Щ09 7, = (75) 
находимъ: 

( _ ! ) < Р ^ < Г , *, и) = <КГ, * ) . (76) 

Приравнявъ нулю найдеяную функцію ф(Г,я), мы получимъ 
искомое уравненіе: 

ф ( Г , * ) = 0, (40) 

которому удовлетворяютъ значенія фувкціи Z . 
Т XVII . Вып. I . 6 
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Это уравненіе есть результатъ преобразованія уравненія 
(57) ирраціональною подстановкою ( 6 1 ) . 

Разсматривая сдѣланныя нами вычисленія, мы находимъ, 
что преобразованіе уравненія ( 5 7 ) подстановкою (61 ) можетъ 
быть достигнуто слѣдующимъ пріемомъ. 

1) Освободивъ уравненіе 

Г = со(я, и) (61) 

отъ радикаловъ, находимъ уравненіе: 

Х ( Г , г , г * ) = 0. (69) 

2) ІІреобразуемъ уравненіе (57) раціональною подстановкою: 

Я = Х ( Г , * , м), ( 7 0 ) 

гдѣ Н есть новое перемѣнное, a ¥ и параметры. 

В ъ результатѣ этого раціональнаго преобразованія нахо-
димъ уравненіе: 

9 1 ( Д Г , z) = 0. 

3) Положивъ въ этомъ уравненіи 

Я = 0 5 

находимъ уравненіе 

31(0, Г , г) = 0, 

или, введя обозначеніе (75) 

ф ( Г , * ) = 0 . ( 4 0 ) 

Уравненіе (40) и есть искомое. 

Такимъ образомъ нахожденіе уравненія (40) во всякомъ 
случаѣ приводится къ раціотльному преобразованію урав-
ненія (57 ) . 

Простѣйшій случай ирраціональнаго преобразованія та-
ковъ: 

Y= УЩІТ, (77) 

гдѣ ы—раціональная функція величанъ s и и. 



В ъ этомъ елучаѣ указанный выше пріемъ можетъ быть 

упрощенъ. 

Положивъ: 

Е= Тп = и\ (78) 

мы преобразуемъ уравненіе (57) раціональною подстановкою: 

Л=£(*,и). (79) 

Найдя результатъ этого преобразованія: 

<hCH;*) = 0, (80) 

и замѣнивъ Е величиною Тт, находимъ уравненіе: 

= (81 ) 

или, что то же, искомое уравненіе: 

ф ( Г , * ) = 0 . (40) 

Уравненія, разсмотрѣнныя нами въ главахъ I и V I I I получа-
ются изъ уравненія (57) иреобразованіемъ вида: 

"4і^ -V Т(и)М(и) 

f(u) Щи) 
dz 

Это—преобразованіе вида ( 7 7 ) . 

Изъ сказаннаго выше слѣдуетъ, что наиболыную важность 
представляетъ раціональное преобразованіе уравненія (57). 
Поэтому въ дальнѣйшихъ нагаихъ изслѣдованіяхъ мы будемъ 
говорить исключительно о раціональныхъ преобразованіахъ 
уравневія (57) . 

Итакъ, пусть со есть раціональная функція z и и. 

Мы сказали, что функція: 

со(я, и) 

подъ вліяніемъ подстановокъ группы G порядка N пріобрѣ-
таетъ I различныхъ значеній. 

6* 
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Найдемъ совокупвость подстановокъ группы G, не мѣвяю-
щихъ фувкцію се(#, и). Этп подстановки образуютъ вѣкото-
рую грувву д дорядка и, входящую въ G. Отвошевіе доряд-
ковъ этихъ грудвъ равво чпслу I: 

п 

(Можетъ случиться. что грудпа д есть группа единица. Это 
будетъ тогда, когда всѣ водставовки грудпы G мѣвяютъ 
функцію to(#, и). В ъ такомъ случаѣ I = N). 

Составимъ собствевво аутоморфвую фувкцію: 

l = Ag{u), (82) 

соотвѣтствующую г р у в в ѣ д. 
Изъ теоремы 3 слѣдуетъ, что со(#, и) есть раціовальвая 

фувкція отъ ц и параметра г\ 

Г = = Ц * , і О ( 8 3 ) 
Такъ какъ фувкціи: 

Н\и) c'TKju) 
cf\u) ' cf\u) 

тоже аутоморфвы отвосительво додставовокъ груввы ду 

то ихъ также можво представить въ видѣ раціовальвыхъ 
фувкцій величивы *(: 

f\u) - Щ) ' 
(84) 

г д ѣ F(£), Ft(l), J F j ( 0 с у т ь ц ѣ л ы я р а ц і о н а л ь н ы я а л г е б р а и ч е -
с к і я ф у н к ц і и £ . 

В н е с я э т и в ы р а ж е н і я в ъ у р а в н е н і е ( 5 7 ) , н а х о д и м ъ : 

: ВД) : F(C)= \R(S) : \B{Z)-1 : 1 . ( 8 5 ) 

Такъ какъ фувкція, стоящія въ лѣвой части равевствъ (84) 
суть собствевво аутоморфвыя фувкціи, соотвѣтствующія груд-
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пѣ G, TO no слѣдствію 2 теоремьт 3 мы можемъ сказать, что 
какъ вторыя частн равенствъ (84) , такъ и уравненіе ( 8 5 ) — 
степенп 

! - » 
п 

отвоеительво L 
Возьмемъ уравненія: 

H'iu): с'Т\и) : cf\u)= - В{в) 
с 

: : 1 , (57) 

(82) 

І Г , ( « ) : І Г 2 ( 0 : і г ( С ) = - с а д : - с ад—1: 1, (85) 

(83 ' ) 

ф ( І » = 0. ( 4 0 ) 

Этя уравненія мы можемъ разсматрпвать съ такоіт точки 
зрѣнія: 

1) Уравненіе (57 ) , степенп N относптельно неизвѣстнаго 
щ преобразовано раціональпою подстановкою (82) . В ъ резуль-
татѣ получилось ураввеніе ( 8 5 ) , степень котораго отвоси-
тельно новаго неизвѣстнаго '( равна 

а отвосптельво независимаго перемѣнваго z такая же, какъ 
и стедевь ураввенія (57) . 

2) Ураввевіе (85) дреобразоваво раціональвою подстанов-
кою (83 ' ) . 

В ъ результатѣ волучилось оковчательвое ураввевіе ( 4 0 ) , 
степевь котораго отвосительво воваго вепзвѣстваго ЗГтакова5 

же, какъ и стевевь ураввевія (85 ) : ово степеви I отвоси-
тельво Z, какъ мы видѣли выпіе. Стевевь ураввевія (40) 
отвосительво z, вообще говоря, ивая, чѣмъ степевь уравве-
вія (85) : она могла какъ понизиться, такъ и повыситься. 
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Нтакъ, мы разбили разсматриваемое вреобразовавіе на 
двѣ стадіи. 

Первое преобразованіе имѣетъ цѣлыо понизить степень 
уравненія (57) относительно вепзвѣстваго, не измѣвяя сте-
пени его относительно я. Число такихъ преобразованій строго 
опредѣленное; каждое преобразованіе (82) соотвѣтствуетъ 
одной изъ числа группъ, входящихъ въ группу G. 

Второе преобразовавіе (83 ' ) оставляетъ степень уравненія 
относительно неизвѣстнаго безъ перемѣвы, а степень его 
относительно я, вообще говоря, мѣняетъ. Такихъ преобра-
зовавій существуетъ безконечное мвожество: всякая раціо-
нальная фувкція, за исключеніемъ весьма ограниченнаго числа 
фувкцій, пригодва для этой цѣли. 

Ясво , что это второе вреобразовавіе пграетъ второстевев-
вую роль: имъ мы можемъ воспользоваться или для того, чтобы 
упростить ураввевіе (85) no ввѣшвему виду, или для того, 
чтобы привести данное алгебраическое ураввевіе (40) къ урав-
вевію (85) , корви котораго выражаются вомощыо формулы ( 8 2 ; 
черезъ величиву и. 

Только что волучеввыми вамп разультатами опредѣляется 
влавъ вашихъ дальвѣйшихъ изслѣдовавій: въ слѣдующей X 
главѣ мы разсмотрвмъ для каждаго изъ четырехъ типовъ,всѣ 
виды водставовки (82) , свособвой понизить степевь ураввевія 
(57) , вайдемъ видъ и свойства волучеввыхъ такпмъ образомъ 
выводвыхъ ураввевій или резолъвентъ, какъ мы ихъ будемъ 
называть, а также п вѣкоторыя упрощевія, которыя въ вихъ 
можво сдѣлать преобразованіемъ (83 ' ) . В ъ главѣ X I мы раз-
смотримъ, какъ привестп вѣкоторыя ваиболѣе иятересвыя 
ураввенія извѣствыхъ и налередъ задаввыхъ тивовъ къ впду 
(85) при вомощи подставовокъ внда (83 ' ) , и какъ затѣмъ 
выразить ихъ корви въ фувкціп величины и. 



Г Л A В A X . 

Резодьзенты уравненій, имѣющихъ группу линейныхъ подста-
новокъ. 

§ 4 1 . Свойства резольвентъ уравненій, и м ѣ ю щ а х ъ группу л и -
нейпыхъ подстановокъ. 

В ъ главѣ I X мы привели рѣшеніе нашей основной задачи 
къ вахождевію всевозможвыхъ преобразованій вида: 

Z = Л в (к), ( 1 ) 

понижающпхъ степень уравненія: 

Н\и): с'Т\и): cfl(u)= - В(г): -В(з)— 1 : 1 , ( 2 ) 
с с 

и къ составленію резольвентъ уравненія ( 2 ) , получаемыхъ 
преобразованіемъ его посредствомъ подстановокъ вида ( 1 ) . 

Для упрощенія формулъ мы можемъ ввести въ уравненіе 
( 2 ) новое независимое перемѣнное, обозначивъ функцію 

- R(z) одною буквою. с 
Мы будемъ предполагать это упрощеніе уже выполненнымъ 

и замѣнимъ въ уравненіи ( 2 ) функцію - В(г) перемѣннымъ 
о 

какъ это мы дѣлали неодвократно выше. 

Ураввевіе ( 2 ) будетъ таково: 

Е\и): с'Т\и): cf\u) =z:z — l : l . (3) 
Итакъ, ближайшая ваша задача состоитъ въ слѣдующемъ: 
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1) Зная группу G уравненія (3), мы должны найти всѣ 
группы д, входящія въ G. Мы будемъ ихъ называть подгруп-
пами (Untergruppen) no отношенію къ G. 

2) Для каждой подгруппы д мы должны составить соотвѣт-
ствующую ей аутоморфную функцію: 

*С = Лд{и). ( 1 ) 

3) Зная функцію (1) , мы должны преобразовать уравненіе 
(3) подстановкою (1) , при чемъ, какъ намъ извѣстно, полу-
чится уравненіе вида: 

Ft{V.):F№:W)=*:g-\:\. (4) 

Сказанные вопросы мы должны рѣшить для каждаго изъ 
четырехъ типовъ уравненія (3). 

Прежде чѣмъ приступить къ выполненію намѣченнаго 
плана, займемся раскрытіемъ нѣкоторыхъ свойствъ резоль-
вентъ вида (4) . 

Пусть группа (туравненія (3)—порядка JV, пусть въ группу 
G входитъ подгруппа д порядка ю, а въ д пусть входятъ 
подгруппа (j порядка п'. 

Положимъ: 

^=г, %=ѵ. (5) 

Собственно аутоморфная функція, соотвѣтствующая грунпѣ 
д, такова: 

•С = Ад{и). ( 1 ) 

Собственяо аутоморфную функцію, соотвѣтствующую группѣ 
д' мы обозначимъ такъ: 

'С=Адіи). (6) 

Такъ какъ функція '( тоже аутоморфна отяосительно под-
становокъ грудды д', то £ есть раціональная функція *(' сте -

п ѵ яенн -= = 1: п 



l=*'№- (7) 
Преобразуя уравнеяіе (3) подстановкою (1) , иаходпмъ 

уравненіе степенп I относительно £: 

F{(Q-F2(C):F(Q=z:z-l:l. (4) 
Преобразуя уравненіе (3) подстановкою (6), находимъ урав-
неніе степени IV относительно I': 

Я№): * Ж ) : 1 : 1 . ( 8 ) 

Изъ уравненій (4 ) , ( 8 ) , (7) слѣдуетъ, что: 

J E W ) : F2'CC): F'(C) = ВДЮ]: * Ж ' ) ] : ЩШ 0 ) 
Иными словамп, уравненіе ( 8 ) можетъ бь;ть получено пзъ 

уравненія ( 4 ) , если мы въ уравненіи ( 4 ) вмѣсто ц вставинъ 
раціональную функцію ф('(') степени V относительео '(', при 
чемъ, понятно, степень его относительно неизвѣстнаго no-
Bum ается въ V разъ. 

Интересъ представляетъ только уравненіе (4) , пбб, внося 
въ него вмѣсто '( различныя функціи новаго неизвѣстнаго 
мы можемъ получить сколько угодно уравненій ввда (9) . 

Отсюда слѣдуетъ, что составляя резольвенты уравневія (3), 
лш можемъ ограничиться разсмотрѣніемъ тѣхъ пзъ нвхъ, 
которыя соотвѣтствуютъ наиболѣе ишрокимъ подгруппамъ 
группы G уравненія (3). 

Посмотримъ, какова группа Галуа для уравненія ( 4 ) . 
Слѣдуя обозначеніямъ главы I X , мы положпмъ, что под-

становки подгруппы д таковы: 

S o = l 5 st, s t . . . . sn_r (10) 

Подстановки группы G могутъ быть расположены въ та-
блицѣ: 

я л = 1. S.. S , . . . . S . A 
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гдѣ 
(12) 

суть различвыя между собою и извѣстнымъ образомъ ъыбран-
ныя подстановки группы 6?, в е входящія въ группу д. 

Подъ вліяніемъ подстановокъ: 

Эти I значеній суть какъ разъ ѳсѣ тѣ звачевія, которыя 
фувкція (1) вріобрѣтаетъ додъ вліявіемъ подставовокъ груп-
пы G. Это суть I корвей ураввевія ( 4 ) . Еаждой ливейвой 
водстановкѣ S грудды G соотвѣтствуетъ вѣкоторая пере-
ставовка, совершаемая вадъ I корвями (14) ураввеяія (4 ) . 

Мы будемъ вазывать этп вереставовки, совершаемыя вадъ 
I корвями (14) ураввевія (3), субституцгями въ отличіе отъ 
линейныхъ подшановокъ груядъ G и д. 

Найдемъ N субституцій вадъ количествами (14) , соотвѣт-
ствующихъ N ливейвымъ додставовкамъ групды G. Обозна-
чимъ эту совокуввость субстптуцій буквою Г. 

Докажемъ слѣдующую теорему: 

Т е о р е м а 1. Совокупностъ субстишуцій Г ешь группа 
Галуа для уравненія (4). 

Субституціи грувды Г суть всеѳозможныя субституціи, 
исвытываемыя величивами (14) при обходахъ ва плоскости 
деремѣвваго я. Отсюда слѣдуетъ, что овѣ образуютъ групву. 

Всякая фувкція величивъ (14) , ивваріавтвая отвосительво 
субституцій групды JT, будучи выражева черезъ и9 есть 
фувкція аутоморфвая отвосительво додстаяовокъ грудды G 
п воэтому выражается раціовальво черезъ z. Ha оборотъ: 
всякая раціовальво извѣстяая фувкція величивъ (14) есть 
раціовальвая фувкція z\ будучи выражева черезъ щ ова 

(13) 
функція 

(14) 

(1 ) 
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ввваріавтва относптельно подстановокъ группы 6г. Поэтому 
всякая раціовальво извѣстная фувкція величивъ (14) ивва-
ріавтва относительно субституцій группьт Г. Сказаввыя два 
свойства группы Г суть характерные признаки того, что 
группа Г есть группа Галуа для уравненія (4) . 

Условимся въ слѣдующей терминологіп: 
1) Если каждая изъ подстановокъ группы будучи пре-

образована каждою пзъ подставовокъ группы 6?, даетъ въ 
резулътатѣ подстановку группы д, то мы назовемъ по обще-
принятому группу д особою часшью группы G, 

2 ) Если нѣкоторыя изъ подстановокъ группы д, будучп пре-
образованы каждою изъ подстановокъ группы (?, даютъ въ 
результатѣ подстановку г руппы то мы назовемъ g полу-
особою частью группы 6г. 

3) Если ни одна изъ подстановокъ группы g не обладаетъ 
сказаннымъ свойствомъ, то жы назовемъ g неособою частью 
группы G. 

Т е о р е м а 2 . Если подіруша g есть неособая часть группы 
6г, то группа Г соотвѣтсшвующей ей резолъвенты—гпакого же 
порядка ІѴ, какъ и группа G. 

Пусть g есть неособая часть группы G. Мы видѣлп, что 
каждой подставовкѣ группы G соотвѣтствуетъ своя субсти-
туція группы Г. Посмотримъ, не можетъ ли нѣсколькимъ 
различнымъ подстановкамъ группы G соотвѣтствовать одна 
и та же субституція группы Г. 

Допустимъ, что двумъ разлвчвымъ водставовкамъ S и S' 
групды 6г соотвѣтствуетъ одва н та же субституція грувды І\ 

Въ такомъ случаѣ додставовкѣ 

отличвоп отъ 1, соотвѣтствуетъ субстптуція 1. 
Подставовка 8~l S' есть одва изъ додставовокъ грудвы G\ 

слѣдовательво ова вриводнтся къ виду: 

Будемъ различать два случая: 
1) Ивдсксъ j отличевъ отъ 0, 
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2) Индексъ j равѳнъ 0. 
I . Пусть индексъ j отличенъ отъ 0. 
Возьмемъ корень: 

г,о = Лд(и) (V) 
ураввевія (4) . 

Совершимъ вадъ вимъ подстаяовку: 

Послѣ нодстановки фудкція *(0 вереходптъ въ £ 0 , при чемъ: 

lt=Ag[8i0j(u)]. (15) 

Такь какъ фувкція Лд(и) яе мѣвястся отъ нодстановки sp то: 

Г0=Ад[а^и)]=Іг (16) 

Итакъ, субституція, соотвѣтствующая подставовкѣ 

мѣняетъ коревь £0 в а отличный отъ вего коревь 
Это противорѣчитъ сдѣлаввому равѣе заключенію, что 

субституція, соотвѣтствующая додстаяовкѣ S~lS\ есть 1. 
I I . Пусть ивдексъ j равевъ 0: 

Эта подстановка в е мѣвяетъ коряя: 

Ъ=Ад(и). (Г ) 

Возьмемъ какой вибудь изъ остальвыхъ корвей ураввевія 
(4) , в а д р . 

^=Ад[ак(и)]. (17) 

Послѣ подставовкя S"iSf=si этотъ коревь перейдетъ въ Ск, 
при чемъ: 

Zk=Ag[akSi(u)}. (18) 

Эта величина только въ томъ случаѣ равва Ік дри вроизволь-
вомъ щ если имѣетъ мѣсто сямволическое равевство вида: 
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<*к8і*Г' = *н> ( 1 9 > 
г д ѣ h и м ѣ е т ъ одно и з ъ з н а ч е н і й : 0 , 1 , 2 , . . . п—1. 

Е с л и с у б с т и т у ц і я , с о о т в ѣ т с т в у ю щ а я п о д с т а н о в к ѣ 

8-^=8* 

есть 1 , то она не мѣняетъ нп одного изъ корней ( 1 4 ) урав-
ненія ( 4 ) . 

В ъ такомъ случаѣ символическое равенство (19) справед-
ливо при всѣхъ значеніяхъ к отъ & = 0 до к = п— 1 . Если 
такъ, то подстановка s( группы д, будучи преобразована 
всѣми подстановками группы G, даетъ въ результатѣ под-
становки той же группы д. Группа д есть особая или полу-
особая часть группы G. 

Это заключеніе противорѣчитъ услбвію теоремы. 
Итакъ, дѣйствительно, каждой подстановкѣ группы G со-

отвѣтствуетъ и при томъ единственная субституція группы І\ 
Порядкя обѣихъ группъ одинаковы. 

Т е о р е м а 3. Если группа д неособая часть группы (?, 
то группы G и Г изоморфны между собою. 

Это—ближайшее слѣдствіе изъ иредшествующей теоремы: 
если двѣ группы G и Г одинаковаго порядка и каждой под-
становкѣ группы G соотвѣтствуетъ единственная субституція 
группы I 7 , то онѣ не могутъ не быть изоморфны между собою. 

Если измѣрять сложность уравненія порядкомъ его группы, 
то мы можемъ сказать, что всѣ резольвенты ( 4 ) уравневія 
(3), соотвѣтствующія неособой части группы G, такъ же 
сложны, какъ и уравненіе ( 3 ) . Онѣ проще только по виду: 
степень ихъ ниже степени N уравненія (3), 

Уравненіе (3) есть резольвента Галуа какъ для самого 
себя, такъ и для всѣхъ уравненій вида ( 4 ) . 

Значеніе уравненій ( 4 ) для алгебры заключается въ томъ, 
что мы можемъ даиное намъ уравненіе, удовлетворяющее 
извѣстнымъ условіямъ (напр. всякое уравненіе 5-ой степени, 
какъ будетъ видно ниже), преобразовать въ одно изъ урав-
неній впда ( 4 ) ; а за тѣмъ рѣшить уравненіе ( 4 ) , пользуясь 
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тѣмъ, что корнп его выражаются раціонально помощью 
формулы: 

: = Л , И ) - • с1) 
черезъ корни уравненія (3), разрѣпшмаго въ гппергеоме-
трическихъ функціяхъ. 

Еслн мы припомнимъ, что корнп уравненія (3) суть функ-
ціи Шварца 

то замѣтимъ, что корни уравненія (4) выражаются такою 
формулою: 

і - h')]- <21) 

Итакъ, корни уравненія (4) представляются въ видѣ фупк-
ціп отъ фупкціи перехмѣннаго при чедаъ эта вторая, вну-
тренняя фунщія есть многозначная функція Шварца, соотвѣт-
ствующая группѣ (?, а наружная функція есть функція 
аутоморфная, обратвая функціи Шварца, соотвѣтствующей 
подгруппѣ д группы G *). 

Т е о р е м а 4 . Еслиподгруппаgестьнеособаячастьгруппы 
G, то группа субшитуцій Г можетъ быть сосгпавлена изь 
двухъ основныхъ субституцій CUT, соотвѣтствующшъ 
основнымъ подстановкамъ 8 и оГ группы G* 

*) Весьма интересно то обстоятельство, что одну и ту же алгебраи-
ческую функцію £ можно выражать различво, комбинируя различныя 
вары фуекцій, обладающихъ сказаяными свойствами. Бъ формулѣ(21) 
обѣ функціи суть алгебраическія no самому условію рѣшаемой нами 
задачи, во ыожно подобрать пару трансцендентныхъ функціи, комби-
нація которыхъ выражаетъ ту же самую алгебраическую фупкдію. Та-
ково рѣшеніе ураввенія 5-ой степени, предложенное Эрмитомъ. 

Я не касаюсь этого интереснаго вопроса, чтобы ве выдти за предѣлы, 
указываемыя заглавіемъ моей работы. Объ этои задачѣ о травсдевдент-
номъ рѣшевіи уравпевій я упомішалъ уже во введеніи и въ главѣ I X . 



Эта теорема есть слѣдствіе вредшествующихъ: еслв группа 
Г изоморфва группѣ Сг, то основныя субститудіп группы Г 
должны соотвѣтствовать основеымъ подстановкамъ S и ІГ 
грушш G. 

Т е о р е м а 5. Если порядки группъ G и Г одинаковы, то 
подіруппа g ешь тособая часть группы G. 

Эта теорема есть слѣдствіе, вытекающее изъ тѣхъ разсуж-
девій, которыя мы приводили пря доказательствѣ теоремы 2: 
если бы подгруппа g была особою илв полуособою частыо 
группы G, то нашлись бы такія различныя подстановкп группы 
(3е, которымъ соотвѣтствуетъ одна и та же субституція группы 
Г. Порядокъ группы Г былъ бы ниже порядка группы G. 

В ъ нашяхъ дальнѣйшихъ изслѣдованіяхъ наибольшіи инте-
ресъ будутъ представлять неособыя частп группъ. Особыя 
части группъ: тетраэдрическоп и октаэдрической приводятъ 
къ рѣшенію уравненій: тетраэдрическаго п октаэдрическаго 
въ радикалахх. 

Эти рѣшенія были нами уже разсмотрѣны въ главѣ У І І 
п болыпе о нихъ говорить мы не будемъ. 

§ 42. ІІодгруппы ковечныхъ порядковъ. 
Разсмотримъ другъ за другомъ всѣ ковечныя группы ли-

нейныхъ подстановокъ п найдемъ, каковы входящія въ нихъ 
подгруппы. 

I . 

Г р у п п а д в у п и р а м и д н а я п о р я д к а 2 т . 

Подстановіш двупирамидноп группы соотвѣтствуютъ ііово-
ротамъ сферы двоякаго рода: 

2тс 

1) Поворотамъ на углы, кратные-^- около оси, соединяю-

щей двѣ противоположныя вершины двупирамиды. Подста-

новка S, соотвѣтствующая повороту на уголъ - ^ , есть одна 

изъ двухъ основныхъ подстановокъ группы. 

2) ГІоворотамъ на углы, кратные тг около осей, лежащихъ 
въ плоскости основавія обѣихъ вирамидъ, составляющихъ 
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*) Подстановка Sn&— втораго порядка. Ова соотвѣтствуетъ повороту 
сферы ва угоіъ к около одвой изъ осей, лѳдащихъ въ плоскости О С Е О -

вавія двупирамидм. 

двувирамиду. Подстановка §, соотвѣтствующая одвому взъ 
этихъ поворотовъ на уголъ тг, есть вторая основная подста-
вовка группы. 

Ясво, что повороты группъ: тетраэдрической, октаэдриче-
ской и икосаэдрической мѣняютъ положеніе двупирамиды. 

В ъ двупирамидную группу могутъ входить только под-
группы слѣдующихъ тпповъ: 

1) Подгруппы циклическаго типа порядка т{: 

( ^ ) ° = 1, Sl, S*1,...^-1*1, (22) 

гдѣ I есть дѣлитель числа т, a т{ есть дѣлитель, ему до-
полнительвый: 

Ыі = т. (23) 

2) Подгрувяы циклическаго тпва порядка 2: 

( £ & І Г ) 0 = 1 , S% *) (24) 

гдѣ &-какое угодво цѣлое чиело. 

3) Подгруяяы двупирампдваго тяпа порядка 2тіУ соста-
влевяыа изъ осяовяыхъ водставовокъ. 

&, 8% (25) 

гдѣ I есть дѣлитель чпсла т , число ті есть дѣлитель ему 
дояолвительвый: 

a к какое-либо цѣлое число. 

Другихъ водгруппъ двупирамидвая грувяа порядка 2т, въ 
себѣ в е содержитъ. 

Первая и вторая изъ перечисленныхъ подгруппъ входятъ 
въ третью. 
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Такъ какъ мы въ правѣ ограничиться разсмотрѣніемъ 
наиболѣе широкихъ подгруппъ, то мы будемъ строить только 
резольвенту порядка: 

соотвѣтствующую третьей изъ перечисленныхъ подгруппъ 
двупирамидной группы. При этомъ мы примемъ число гл{ 

равнымъ наиболыпему изъ дѣлителей числа т , отличному 
отъ самого числа т. 

(Если число т— проетое, то наиболыпій его дѣлитель, от-
личный отъ ж , есть 1 , число I равно ж , подстановка S1 

равна 1. В ъ этомъ случаѣ подгруппа двупирамиднаго типа 
порядка 2ті замѣняется циклической порядка 2 ) . 

I I 

Г р у п п а т е т р а э д р и ч е с к а я . 
В ъ тетраэдрическую группу входятъ подстановки, соотвѣт-

ствующія поворотамъ двоякаго рода: 

1) Поворотамъ на углы, кратные ^ , около осей, соеди-
о 

няющихъ вершины тетраэдра съ центрами противополож-
ныхъ граней. Одна изъ этихъ подстановокъ есть основная 
подстановка 8 тетраэдрической группы. 

2 ) Поворотамъ на углы, кратные ти около осей, соединяю-
щихъ срединьт противоположныхъ реберъ тетраэдра. Одна 
изъ этихъ подстановокъ ІГ есть вторая основная подстановка 
тетраэдрической группы. 

Ясно, что группы: октаэдрическая и икосаэдрическая не 
могутъ входить въ тетраэдрическую. Изъ группъ двупира-
миднаго типа можетъ быть вопросъ только о двупирамид-
ныхъ группахъ 4-го и 6-го порядковъ. 

Группа 4-го порядка, т. е. четверичная дѣйствительно, 
какъ мы знаемъ, входитъ въ тетраэдрическую. Группа 6-го 
порядка въ тетраэдрическую не входитъ, потому что пово-
роты на уголъ ?с около осей, лежащихъ въ плоскости осно-

Т. X V I I . Вып. I. 7 
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ваніл двупирамиды, приводятъ тетраэдръ въ положеніе, со-
отвѣтствующее тетраэдру, ему дополнительному. 

Итакъ, мы въ правѣ сказать, что въ тетраэдрическую 
группу входятъ только слѣдующія подгруппы: 

1) Подгруппа циклическаго типа порядка 3: 

Я ° = 1 , S, S*. (26) 

2) Подгруппа циклическая порядка 2: 

І Г 0 = 1 , IT. (27) 

3) Подгруппа четверичная. 
Послѣдняя изъ перечисленныхъ подгруппъ есть особая 

часть тетраэдрической группы. Ова приводитъ къ рѣшенію 
тетраэдрическаго уравненія въ радикалахъ, которое было 
уже разсмотрѣно въ главѣ V I I . 

Подгруппа 2-го порядка входитъ въ четверичную. Слѣдо-
вательно мы можемъ ограничиться разсмотрѣніемъ резоль-
венты порядка: 

7 1 2 Л * = т = 4 , 

соотвѣтствующей подгруппѣ 3-го порядка. 

I I I 

Г р у п п а о к т а э д р и ч е с к а я . 

Подстановки октаэдрической группы соотвѣтствуютъ по-
воротамъ троякаго рода: 

1) Поворотамъ на углы кратные ^ около осей, соединяю-

щихъ противоположныя вершины октаэдра. Одна изъ зтихъ 

подстановокъ S, соотвѣтствующая повороту на уголъ ~ , есть 

основная подстановка группы. 
_ „ 2it 
2) Поворотамъ на углы, кратные - у , около осеи, соеди-

няющихъ центры протявоположныхъ граней октаэдра. Одна 



- 99 — 

изъ этихъ подстановокъ S', соотвѣтствующая повороту на 

- ^ - , можетъ быть принята за вторую основную подстановку 

группы. 

3) Поворотамъ на углы, кратные тт около осей, соединяю-
щихъ средины противоположныхъ реберъ октаэдра. Одна 
изъ этихъ подстановокъ § можетъ быть принята за вторую 
основную подстановку группы вмѣсто указанной выше под-
становки & . 

Ясно, что икосаэдрическая группа въ октаэдрическую 
войти не можетъ. 

Группы в с ѣ х ъ остальныхъ типовъ входятъ въ октаэдри-
ческую, 

Итакъ, въ октаэдрическую группу входятъ слѣдующія 
подгруппы: 

1) Подгруппы циклическаго типа порядка 4 : 

S ° = 1, S9 S'\ S\ (28) 

2 ) Подгруппы циклическаго типа порядка 3: 

£ Г ° = 1 , flr, &2. (29) 

3) Подгруппы циклическаго типа порядка 2: 

f ° = l , IT, (30) 

4 ) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 8 составлен-
ныя изъ основныхъ подстановокъ S и U, гдѣ U есть подста-
новка 2-го иорядка, выбранная такъ, чтобы повороты, 
соотвѣтствующіе подстановкамъ S и TJB а также S' и U со-
вершались около взаимно перпендикулярвыхъ осей. 

5) Нодгруппа двупирамиднаго типа порядка 6, составлен-
ная изъ основныхъ подстановокъ & в U. 

6) Подгруппа двупирамиднаго типа порядка 4, т. е. чет-
веричная, составленная изъ освовныхъ подстановокъ S2 п U. 

7) Подгруппа тетраэдрическаго типа. 
Кромѣ того входятъ подгруппы, входящія въ подгруппы 

перечисленныхъ типовъ. 
7* 
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Для насъ представляютъ пнтересъ резольвенты, соотвѣт 
ствующія лишь нѣкоторымъ изъ подгруппъ октаэдрнческой 
группы. Разсмотримъ, какія именно. 

Подгруппа тетраэдрическаго типа есть особая часть окта-
эдрической группы. Она ведетъ къ разрѣшенію октаэдриче-
скаго уравненія въ радикалахъ, о чемъ мы говорили уже 
въ главѣ V I L 

Четверичная подгруппа пходитъ въ тетраэдрическую. 
Подгруппы циклическаго типа порядковъ 4, 3, 2 тоже вхо-

дятъ въ другія подгруппы октаэдрической группы. Резоль-
венты, соотвѣтствующія этимъ подгруппамъ иетереса не 
представляютъ. 

Остаются подгруппы двухъ типовъ: 
1) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 8. 
2 ) Подгруплы двупирамиднаго типа порядка 6. 
Этимъ двумъ подгруппамъ соотвѣтствуютъ резольвенты 

степеней: 

Только объ этихъ двухъ резольвентахъ мы и будемъ го~ 
ворить. 

I I I 

Г р у п п а и к о с а э д р и ч е с к а я . 

Подстановки икосаэдрической группы соотвѣтствуютъ по-
воротамъ троякаго рода: 

2тг 
1) Поворотамъ на углы, кратные — около осей, соединяю-

D 

щихъ протввоположныя вершины икосаэдра. Одна изъ этихъ 

подстановокъ S, соотвѣтствующая повороту на уголъ ^ , 

можетъ быть принята за основную подставовку группы. 

2) Поворотамъ на углы кратные ^ около осей, соединяю-

щихъ центры противоположныхъ граней икосаэдра. Одна изъ 
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этихъ подстановокъ соотвѣтствующая повороту на уголъ 

— , можетъ быть принята за основную подстановку ико-
о 

саэдрической группы вмѣсто подстановки 8, указанной выше. 
3) Поворотамъ на углы, кратные іг, около осей, соеди-

няющихъ средины противоположныхъ реберъ икосаэдра. 
Одна изъ этихъ подстановокъ оГ можетъ быть принята за 
вторую основную подстановну икосаэдрической группы. 

Мы знаемъ, что октаэдрическая группа въ икосаэдрическую 
не входитъ. 

Группы всѣхъ остальныхъ типовъ въ нее входитъ могутъ. 

Итакъ, въ икосаэдрическую группу входятъ слѣдующія 

подгруппы: 

1) Подгруппы циклическаго типа порядка 5; 

S°=l, flf, S \ S \ 8\ (31) 

2) Подгруппы циклическаго типа порядка 3: 

3) Подгруппы циклпческаго типа порядка 2: 

!Г° = 1, f . (33) 

4 ) Подгруппы двупирамиднаго типа порядка 1 0 , составлен-
ныя изъ основныхъ подстановокъ S и ?7, гдѣ U есть под-
становка 2-го порядка, выбранная такъ, чтобы повороты, 
соотвѣтствующіе подстановкамъ 8 и U, а также S* и ?7со-
вершались около двухъ взаимно перпендикулярныхъ осей. 

5) Подгруппы двупирампднаго типа порядка 6, составлен-
ныя изъ основныхъ подстановокъ S' и U. 

6) Подгруппы двупирамиднаго тнпа порядка 4 , т. е. чет-
веричныя. 

7 ) Подгруппы тетраэдрическаго типа. 
Для насъ представляютъ интересъ резольвенты, соотвѣт-

ствующія только нѣкоторымъ изъ этихъ подгруппъ. 
Разсмотримъ, какія это подгруппы. 
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Подгруппы: четверичныя и циклическія порядковъ 5, 3, 2 
входятъ въ другія изъ чпсла перечисленныхъ подгруппъ и 
потому интереса не представляютъ. 

Остаются подгруппы: 
1) Двупирамиднаго типа порядка 10 . 
2) Двупирамиднаго типа порядка 6. 
3) Тетраэдрическаго типа. 
Резольвента, соотвѣтствующая второй изъ этихъ подгруппъ, 

какъ мы сейчасъ увидимъ, можетъ быть получена изъ резоль-
венты, соотвѣтствующей подгруппѣ тетраэдрическаго типа и 
поэтому самостоятельнаго интереса не представляетъ. 

В ъ самомъ дѣлѣ, пусть: 

Е\и): c'T \и): cf\u) = z:z —1:1 (3) 

есть уравненіе икосаэдрическаго типа. 
Обозначимъ собственно аутоморфныя функціи, соотвѣт-

ствующія подгруппамъ: тетраэдрической, двупирамидной 6-го 
порядка и циклической 3-го порядка буквами: 

г г г 

Пусть резольвента уравненія (3), соотвѣтствующая тетра-
эдрической подгруппѣ, такова: 

F&):F^:F(Q)==z:z-1:1. ( 4 ) 

Циклическая подгруппа 3-го порядка входитъ какъ въ 
тетраэдрическую подгруппу, такъ и въ двупирамидную под-
группу 6-го порядка. Слѣдовательно, обѣ функціи: *( и ls 

суть раціональныя функціи величины £ 3 : 

(8*) 
С6 = < Ш , (35) 

гдѣ ф4 и ф2 суть раціональныя функціи степеней соотвѣт-
ствтнно равныхъ 4 и 2. 

Обозначимъ функцію, обратную ф2 черезъ ф2~~ і : э т 0 и Р Р а * 
ціональная функція, содержащая въ себѣ одинъ квадратный 
радикалъі 
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Изъ уравненія (35) имѣемъ: 

£ , = Ф 5 - % ) , (36) 

а изъ уравненій (34) и (36 ) : 

(37) 
пли: 

(38) 

гдѣ ы есть ирраціональная функція, содержащая въ себѣ 
одинъ квадратный радикалъ. 

Вставивъ выраженіе (38) въ уравненіе (4 ) , находимъ: 

Ft [»&)]: F,[u(Q]: = (39) 

Такова резольвента степени: 

соотвѣтствующая подгруппѣ двупирамиднаго типа 6-го по-
рядка. Она получается изъ резольвенты (4) подстановкою 
вмѣсто £ ирраціональнаго выраженія ( 3 8 ) , содержащаго въ 
себѣ одинъ квадратный радикалъ. 

Итакъ, изучая резольвенты икосаэдрическаго уравненія, 
мы въ правѣ ограничиться разсмотрѣніемъ тѣхъ изъ нихъ, ко-
торыя соотвѣтствютъ: 

1) подгруппѣ тетраэдрическаго типа, 
2) подгруппѣ двупирамиднаго типа 10-го порядка. 
Этимъ подгруппамъ соотвѣтствуютъ резольвенты степеней: 

7 _ 6 0 , 7 _ 6 0 _ . 

§ 43. Резольвенты у р а в н е н і я двупирамиднаго типа. 
Возьмемъ нормальное уравненіе двупирамиднаго типа: 

Группа G этого уравненія состоитъ изъ двухъ основныхъ 
подстановокъ: 

(40 
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S(u) = emu, Ци)= - . ( 4 1 ) 

М ы в и д ѣ л и , ч т о и н т е р е с ъ п р е д с т а в л я е т ъ т о л ь к о о д н а р е -
з о л ь в е н т а э т о г о у р а в н е н і я : р е з о л ь в е н т а , с о о т в ѣ т с т в у ю щ а я 
п о д г р у п п ѣ д д в у п и р а м и д н а г о т и п а п о р я д к а 2тп г д ѣ т{ есть 
н а и б о л ь ш і й и з ъ д ѣ л и т е л е й ч и с л а ту о т л и ч н ы х ъ о т ъ самого 
ч и с л а т. П о л о ж и в ъ : 

м ы п р е д с т а в и м ъ о с н о в н ы я п о д с т а н о в к и подгруппы д в ъ т а 
к о м ъ в и д ѣ : 

Ф у н к ц і я с о б с т в е н н о а у т о м о р ф н а я о т н о с и т е л ь н о п о д с т а в о 
в о к ъ п о д г р у п п ы д т а к о в а : 

Д л я с о с т а в л е н і я р е з о л ь в е н т ы , к о т о р о й у д о в л е т в о р я е т ъ ф у н к -
ція £ , м ы п р е д с т а в и м ъ у р а в н е н і е ( 4 0 ) в ъ т а к о м ъ в и д ѣ : 

{{итУ-л-{и-тУ+2}: { ( и т У ч - ( и - т У — 2 ) : 4 = s : z—l : 1 . ( 4 4 ) 

И з ъ у р а в н е н і я ( 4 3 ) н а х о д и м ъ : 

ah \и)=ет^ Sift) = - . ( 4 2 ) 

( 4 3 ) 

..т, . ...—tn. у 

( » m f + ( « - m ' ) 4 s - 2 , 

(ит'У+(и-т>У=?13—3£, 
(nmo4-*-(«~mo^=;;4-4 -̂н2. 

( 4 5 ) 

К а к о в о б ы ни б ы л о ч и с л о Z, п р о д о л ж а я с о с т а в л е н і е ф о р 
м у л ъ ( 4 5 ) , м ы н а й д е м ъ в ы р а ж е н і е ф у н к ц і и : 
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п о д с т а н о в к о ю : 

^ = м + - , ( 4 7 ) 

В ъ р е з у л ь т а т ѣ н а х о д и м ъ к у б и ч н о е у р а в н е н і е : 

( С 8 — 3 ! ; + 2 ) : ( ^ - 3 £ — 2 ) : 4 = z: г — 1 : 1 . ( 4 8 ) 

П о л о ж и в ъ : 

£ = Й Г , (49) 

г д ѣ h—произвольное п о с т о я н н о е ч и с л о , н а х о д и м ъ : 

( Л 8 Г 3 — З А Г - + - 2 ) : ( й 3 Г 3 — 3 h Y — 2 ) : 4 = z : z— 1 : 1 . ( 5 0 ) 

П о с м о т р и м ъ , к а к о в а г р у п п а у р а в н е н і я ( 4 8 ) . 

Ф у н к ц і я : 

ц = и-*~- (47) 

п о д ъ в л і я н і е м ъ п о д с т а и о в о к ъ г р у п п ы у р а в н е н і я ( 4 6 ) д о л ж н а 
п р і о б р ѣ т а т ь в с е г о т р и з н а ч е н і я . 

О с н о в н ы я п о д с т а н о в к и S и § " г р у п п ы у р а в н е н і я ( 4 6 ) т а к о в ы : 

2къ 

8{и) = ещ г д ѣ £ = е 3 , Щи)=±. ( 5 1 ) 

С о в е р ш и в ъ н а д ъ ф у н к ц і е й ( 4 7 ) п о д с т а н о в к и : 

ч е р е з ъ в е л и ч и н у £ . Э т о б у д е т ъ ц ѣ л ы й м н о г о ч л е н ъ с т е п е н и I 
о т н о с и т е л ь н о £ . В с т а в и в ъ п о л у ч е н н о е в ы р а ж е н і е ф у н к ц і и 
(ит*)1-*-(и~~т*)1 в ъ у р а в н е н і е ( 4 4 ) , м ы н а й д е м ъ и с к о м у ю р е -
з о л ь в е н т у , к о р н е м ъ к о т о р о й с л у ж и т ъ в е л и ч и н а L 

Р а з с м о т р и м ъ п о д р о б н о с л у ч а й , к о г д а т = 3 . Н а и б о л ь ш і й 
д ѣ л и т е л ь ч и с л а 3 , о т л и ч н ы й о т ъ с а м о г о ч и с л а 3 , е с т ь 1 . П р е о -
б р а з у е м ъ у р а в н е н і е : 
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£ ° = 1 , S, 8\ 

находимъ: 

1 £2 £ 
Эти три значенія различны между собою и исчерпываютъ в с ѣ 
корви уравненія (48) . 

Подстановки, которыя мы обозначалп буквами: 

аіУ <т2,. . . crz__4 

въ данномъ случаѣ суть: 

S, S\ 

Подстановка S преобразуетъ величины £ 0 , £ 1 ? £ 2 въ 
при чемъ: 

^ = Г „ і1==Ъ, (53) 

Слѣдовательно основная субституція с группы Г уравненія 
(48) такова: 

Подстановка ST преобразуетъ величины £ 0 , £ 2 въ £ 0 ? £ 1 ? £ 2 J 

при чемъ: 

С = С 0 , С = С „ 5 = ; . (55) 

Слѣдовательно основная субституція т группы Г уравненія 
(48) такова: 

Корни уравненія (50) разнятся отъ корней уравненія (48 ) 
только постояннымъ множителемъ h. Группы этихъ уравненій 
одинаковы. 

Основныя субституціи группы уравненія (50) таковы: 

s = < r „ r „ r , ) , , 
Г = ( Г , ) ( Г „ Г , ) . ) 
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§ 44. Р е з о л ь в е н т а у р а в н е н і я тетраэдрпчеекаго типа. 
Мы видѣли въ § 42, что изъ числа резольвентъ тетраэдри-

ческаго уравненія представляетъ интересъ только тарезоль-
вента, которая соотвѣтствуетъ циклической подгруппѣ 3-го 
порядка. 

Возьмемъ тетраэдрическое уравненіе во второй нормаль-
ной формѣ: 

(2ѵ/2«»ч -1) ' : (ѵ 6 н-5ѵ/ ,2« 8 — I ) 2 :—(и*—2\/2уи 2 = 
(58) 

= * : * — 1 : 1. 

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы: 

^ 2 ^ 1 (59) 
2кі \ 

гдѣ £ = е 3 . ) 

Осяовная подстановка циклической подгруппы 3-го порядка 
есть S. 

Функція аутоморфная относительно подстановокъ этой 
группы есть: 

С = и\ (60) 

Преобразуя уравненіе (58) подстановкою (60), иаходимъ: 

(2у/2 Z+iy:(Z*+by/2 1 )*:—((;—2 у/2) 3£==* : в—1 : I. (61) 

Такова резольвента 4-ой степени тетраэдрическаго уравненія. 

Посмотримъ, какова группа Г этого уравненія. 

Совершивъ надъ функціей (60) подстановки: 

і , s; щ (62) 

находимъ: 
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( 6 3 ) 

П о д с т а н о в к а S п р е о б р а з у е т ъ ф у н к ц і и £ 0 , £ 3 въ 
Г„ Г „ ^ п р и ч е м ъ : 

С л ѣ д о в а т е л ь н о , о с е о в н а я с у б с т и т у ц і я с г р у п п ы I 7 у р а в н е н і я 
( 6 1 ) т а к о в а : 

* = ( У ( ; д „ о - (65) 

П о д с т а н о в к а § п р е о б р а з у е т ъ ф у н к ц і и ^,, въ 

ГоЛо Хг, Г„ п р н чемъ: 

Z=[§S${u)y, l=[&S'§(u)y. ( 6 6 ) 

И з ъ ч е р т е ж а 2 8 в и д н о , ч т о п о д с т а н о в к а £ с Г с о о т в ѣ т с т в у е т ъ 
2тг 

п о в о р о т у с ф е р ы н а у г о л ъ — о к о л о о с и , о д и н ъ и з ъ п о л ю -
с о в ъ к о т о р о й п р о е к т и р у е т с я в ъ т о ч к у с . С л ѣ д о в а т е л ь н о п о д -
с т а н о в к а S&—третьяго п о р я д к а : 

S O T S f = 1 . ( 6 7 ) 

О т с ю д а с л ѣ д у е т ъ : 

( 6 8 ) 

И з ъ ф о р м у л ъ ( 6 6 ) и ( 6 8 ) с л ѣ д у е т ъ , что: 

1=ъ, Z=to, Z=[s*$s\u)y=[§s\u)y=z3, I ( 6 9 ) 

1=[вЩи)У=[Щи)У=Ъ. 
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С л ѣ д о в а т е л ь н о о с н о в н а я с у б с т и т у щ і я т г р у п п ы Г у р а в н е н і я 
(61) т а к о в а : 

^ = ( « ) ( « ) - ( 7 0 ) 

П о л о ж и в ъ в ъ у р а в н е н і и ( 6 1 ) : 

1 = ( 7 1 ) 

г д ѣ Ъ п р о и з в о л ь н о е п о с т о я н н о е ч и с л о , н а х о д и м ъ : 

$y/*KY-*-\)u.{htYT4-byfih Y-l)i:-h(hY—2\/2)iY= 

(72) 
= z : z — 1 : 1 . 

Г р у п п а э т о г о у р а в н е н і я т а к а я ж е , к а к ъ и г р у п п а у р а в н е н і я 
(61) ; о н а с о с т а в л е н а и з ъ д в у х ъ о с н о в н ы м ъ с у б с т и т у ц і й : 

2 = ( Г 0 ) ( Г „ Г „ Г 3 ) , j 
(73) 

H e б е з ъ и н т е р е с н о н а р а з с м а т р и в а е м о м ъ п р и м ѣ р ѣ у б ѣ д и т ь с я 
в ъ в ѣ р н о с т и т ѣ х ъ г е о м е т р и ч е с к и х ъ п р е д с т а в л е н і й , к о т о р ы я 
у к а з а н ы в ъ т е о р е м ѣ 2 г л а в ы I X . 

П о д с т а н о в к и , о б о з н а ч е н н ы я в ъ г л а в ѣ I X б у к в а м и : 

въ д а н н о м ъ с л у ч а ѣ с у т ь : 

В ы д ѣ л и м ъ н а ч е р т е ж ѣ 2 8 ч е т ы р е у г о л ь н и к и , с о о т в ѣ т с т в у ю щ і е 
п о д с т а н о в к а м ъ : 

1, У, Щ ITS 2 . (74) 

П л о щ а д ь э т а е с т ь б е з к о п е ч н а я ч а с т ь п л о с к о с т и , з а к л ю ч е н н а я 
в н у т р и с т о р о н ъ у г л а сОа . 
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Э т о д ѣ й с т в и т е л ь н о о с н о в н а я о б л а с т ь ц и к л и ч е с к о й г р у п п ы 
3 - г о п о р я д к а : 

§ 4 5 . Р е з о л ь в е н т ы у р а в н е н і я о к т а э д р и ч е с к а г о типа. 
М ы в и д ѣ л и , что и з ъ ч и с л а р е з о л ь в е н т ъ о к т а э д р и ч е с к а г о 

у р а в н е н і я п р е д с т а в л я ю т ъ и н т е р е с ъ т о л ь к о д в ѣ р е з о л ь в е н т ы : 
и м е н н о т ѣ , к о т о р ы я с о о т в ѣ т с т в у ю т ъ п о д г р у п п а м ъ д в у п и р а -
м и д н а г о т и п а п о р я д к о в ъ 8 и 6 . 

С т е п е н и э т и х ъ р е з о л ь в е н т ъ с о о т в ѣ т с т в е н н о р а в н ы 3 и 4 . 
Р а з с м о т р и м ъ и х ъ в ъ о т д ѣ л ь н о с т и . 

I . 

Р е з о л ь в е н т а ч е т в е р т о й с т е п е н и . 

В о з ь м е м ъ о к т а э д р и ч е с к о е у р а в н е н і е в о 2 - о й н о р м а л ь н о й 
ф о р м ѣ : 

6 4 
2у/2 

: (и*-*-Ь\/2 и3—iy=z: z — 1 : 1 . 

О с н о в н ы я п о д с т а н о в к и г р у п п ы э т о г о у р а в н е н і я т а к о в ы : 

и— у/2 £ 

г д ѣ £ = е 3. 

( 7 5 ) 

( 7 6 ) 

О с н о в н ы я п о д с т а н о в к и п о д г р у ш ш д в у и и р а м и д н а г о т и п а 6 - г о 
п о р я д к а т а к о в ы : 

1 
и ' S(u)=euy U(u)— ( 7 7 ) 

п р и ч е м ъ : 



u=ssa&i ( 7 6 ) 

Ф у н к ц і я с о б с т в е н н о а у т о м о р ф н а я о т н о с и т е л ь н о п о д с т а н о -
в о к ъ э т о й п о д г р у п п ы т а к о в а : 

1_ 
и3 

( 7 9 ) 

П р е о б р а з у я у р а в н е н і е ( 7 5 ) п о д с т а н о в к о ю ( 7 9 ) , н а х о д и м ъ : 

(80) 
= з:г— 1 : 1 . 

Ф у н к ц і я ( 7 9 ) подъ в л і я н і е м ъ п о д с т а н о в о к ъ о к т а э д р и ч е с к о й 
г р у п п ы : 

1 , 
Г, 93 (81) 

п р і о б р ѣ т а е т ъ с л ѣ д у ю щ і я з н а ч е н і я : 

С 0 = ^ 3 -

( 1 -*-у2 £ » « ) 6 — ( ц — у'2 е)« 
~~ [ у ^ 2 е Ѵ — «*— ѵ ^ г ] 3 

( 1 + у / Ь ) 8 - ( 1 4 — \ / 2 ) 6 

~~ [ ѵ / 2 м 5 — ѵ / 2 ] 3 

_ ( 1 - н у / 2 ш ) 6 — ( и — у/2 е 2 ) 6 

(82) 

[ у 2 

П о д ъ в л і я н і е м ъ п о д с т а н о в к и S в е л и ч и н ы £ t , £ 3 перс-

х о д я т ъ в ъ С0> Сі) Cs, £ 3 , при ч е м ъ : 

о̂— С0 У Cjl C j = С3> С з = d • (83) 

П о д ъ в л і я н і е м ъ п о д с т а н о в к и § в е л и ч и н ы £ 0 , £ 3 пере-

х о д я т ъ в ъ Г 0 , 'С3, при ч е м ъ : 
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c0=c., c,=c„. ( 8 4 ) 
С л ѣ д о в а т е л ь н о о с н о в н ы я с у б с т и т у ц і и a и т г р у п п ы J P у р а в -
ненія ( 8 0 ) т а к о в ы : 

} (85) 

Преобразуемъ уравненіе (80) линейною подстановкою: 

7 y / 2 f e r - 5 s / 2 
и ~ 1 Ш 4 ' ( 8 6 ) 

гдѣ h произвольное постоянное число, a ¥ — н о в о е неизвѣст-
ное, В ъ результатѣ находимъ: 

Такъ какъ корни уравненій (80) и (87) связаны между 
собою линейно, то группы этихъ уравненій одинаковы. Основ-
ныя субституціи группы уравненія (87) таковы: 

2=(Г0)(Г„ Г „ Г3), , 
Т=(Г0, Г„ Г2, Г3). 1 

Обратимъ вняманіе на геометрическія представленія, ука-
занныя въ теоремѣ 2 главы I X , въ примѣненіи къ разсматри-
ваемому случаю. 

ІІодстановкв, обозначенныя въ главѣ I X буквами: 

въ данномъ случаѣ суть: 
6Г 6Г2 6ГЗ 

Отмѣтивъ на чертежѣ 30 четыреугольники, соотвѣтствую-
щіе подстановкамъ: 

1, |Г ? аР , оГ3, 
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получимъ сплошную площадь, имѣющую видъ четыреуголь-
вика и обозначевную на чертежѣ 35 буквами: OBAG. Этотъ 
четыреугольникъ можетъ быть принятъ за освовную область 
двупирамидной группы 6-го порядка, составленной изъ под-
становокъ: 

S ° = 1 , S , 8 \ 

u, su, s*u. 
(89) 

Преобразуя четыреугольникъ ОВАС подстановками (89 ) , 
получимъ сѣть, изображенную на черт. 3 5 . Соотвѣтствіе 

м ежду областями этой 
сѣти и подстановка-
ми (89) двупирамид-
ной грушш указано 
ва самомъ черт. 3 5 . 

He трудно видѣть, 
что сѣть 35 можетъ 
быть построена слѣ-
дующимъ образомъ: 
вписавъ кубъ въ сфе-
ру такъ, чтобы двѣ 
п р о т и в о п о л о ж н ы я 
вершины его лежали 
въ полюсахъ сферьт, 
мы проэктируемъ его 

ребра изъ центра на поверхность сферы. На поверхности 
сферы получится сѣть изъ 6 равныхъ между собою четыре-
угольнвковъ. Проэктируя эту сѣть изъ южнаго полюса на 
плоскость экватора, мы получимъ ту сѣть , которая изобра-
жена па черт. 3 5 . 

Черт. 35. 

I I . 

Р е з о л ь в е н т а т р е т ь е й с т е п е н и . 

Возьмемъ октаэдрическое уравпеніе въ 1-ой нормальной 
формѣ: 

Т. ХУІІ . Вып. і. 8 



(W8H-14W4-I-1)3: (uu—33ws—33M*-H1)2 : 1 0 8 ( w 5 - « ) 4 = 

находимъ: 
, 1 Y (1-ни) 8 н-(1—г*) 8 

2 \ 4 

} (97 ) 
(1-«-ш) 8-н(1—іиУ | 

Совершая надъ этими величиеами подстановку 8, находимъ: 

= e:s— 1 : 1. 

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы: 

і і)м 
8(и) = ш, = ~—- . (91) 

Подгруппа двупирамиднаго типа 8-го порядка, входящая въ 
эту группу, имѣетъ сдѣдующія основныя подставовки: 

8(и) = іщ Щи) = ~ , ( 92 ) 

при чемъ: 

U^.S'S'S'. (93) 

Функція аутоморфная относятельно подстановокъ этой под-
группы 6 т го порядка такова: 

r = u U - \ . (94) 

Преобразуя уравненіе (90) подстановкою (94) , находимъ: 

(Сн-14)3: ( £ - * - 2 ) ( £ — 3 4 ) 2 : 1 0 8 ^ — 2 ) * = sis —1:1. (95) 

Совѳршая надъ функціей (94) подстановки: 

1, ІГ, Щ (96) 

(90) 
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Оовершая надъ фуикціями (97) подетановку ST, находимъ: 

Слѣдовательно, основныя субституціи а и т группы Г урав-
левія (95) таковы: 

Отсюда видно, что груіша уравиенія (95) не изоморфна съ 
грушіой октаэдрическаго ураввенія: субституція -2-го по-
рядка, тогда какъ соотвѣтствующая ей подстановка S — 
четвертаго порядка. Это происходитъ отъ того. что подгрупца 
8-го иорядка есть полуособая часпгь октаэдрической: основная 
подстановка U подгруппы 8-го порядка, будучи преобразо-
вана основными подстановками S и оГ октаэдрической группы, 
даетъ въ результатѣ подстановки, прпнадлежащія къ той же 
подгруппѣ 8-го порядка. 

Найденную особенность подгруппы 8-го порядка можно 
было предвидѣть и ранѣе: груииа уравненія третьей степени 
(95) не можетъ быть порядка выше 12. Слѣдовательно она 
не можетъ оказаться изоморфною съ октаэдрпческой группой 
24-го порядка. 

Уравневіе (95) не представляетъ особаго интереса потому, 
что мы уже получили выше резольвенту 3-ей степени, исходя 
изъ болѣе простаго двупирамиднаго уравненія. 

§ 46 . Резольвенты уравнен ія и к о с а э д р и ч е с к а г о типа. 
Мы видѣли, что изъ числа резольвентъ икосаэдрическаго 

уравневія представляютъ интересъ только двѣ: соотвѣтствую-
щія подгруппѣ тетраэдрическаго типа и подгруппѣ типа дву-
пирамиднаго 10-го порядка. 

Степени этихъ резольвентъ соотвѣтственно равны 5 и 6. 
Разсмотримъ ихъ въ отдѣльности. 

(99) 

(100) 
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I. 

Р е з о л ь в е н т а п я т о й с т е н е н и . 

Возьмемъ икосаэдрическое уравненіе въ нормальяой формѣ: 

(ий0— 228г^ 1 5 -4 -494^ 1 0 - і - 228^ 5 - і - 1 ) 3 : 

: { г * 3 0 - н 5 2 2 г « 2 5 — 1 0 0 0 5 ^ 2 0 — 1 0 0 0 5 г * 1 0 — 5 2 2 ^ 5 - і I ) 2 : 

:—1728(u{i-i-llu6—uy= z\z—\ : 1. ( 1 0 1 ) 

Основныя подстановки группы этого уравненія таковы: 

8(и) = zu, ] 

~ 1 -4 - (£ 2 -ч- :> [ 
4 1 W — ^рг^г^ . I ( 1 0 2 ) 

2тгг I 

гдѣ: г = е 5 . ; 

Въ эту группу входитъ тетраэдрическая группа третьяго 
нормальнаго вида. В ъ главѣ І У мы только обозначили основ-
ныя подстановки ея буквами: Sm" и £ Г Т " , но не нашли вы-
раженій этихъ подстановокъ. Начнемъ съ нахождевія основ-
ныхъ поцстановокъ Sm" и ST m " . 

Сравнимъ вторую нормальную икосаэдрическую сѣть, изо-
браженную на чертежѣ I I *) съ 1-ою нормальную тетра-
эдрическою сѣтыо, изображенною на чертежѣ 27. 

Тетраэдръ, соотвѣтствующій сѣти 27 , находится въ соот-
вѣтственномъ положеніи относительно икосаэдра, соотвѣт-
ствующаго сѣти I I : всѣ вершины и центры граней тетраэдра 
совпадаютъ съ 8 изъ числа 20 центровъ граней икосаэдра, 
а всѣ средины реберъ тетраэдра совпадаютъ съ 6 изъ чпсла 
3 0 срединъ реберъ икосаэдра. Поэтому при наложеніи сѣти 
27 на сѣть I I узловыя точки сѣти 27, гдѣ сходятся по 3 
бѣлыхъ и по 3 черныхъ треугольника, должны упасть на 

*) Въ ковцѣ сочивевія. 



узловыя точкп сѣти II, гдѣ сходится такое же число тре-
угольниковъ * ) . 

Точки, отмѣченныя на чертежѣ 27 буквами: а, Ъ, с, d, е, 
h упадутъ въ точки, отмѣченныя на черт. II буквами: 

А\ В\ С\ D ' , Е\ F\ G\ Н\ 
Если мы повернемъ какъ тетраэдръ, такъ и икосаэдръ на 

извѣстный уголъ, отмѣченный на черт. 22 буквою Ѳ такъ, 
чтобы икосаэдръ завялъ положеніе, соотвѣтствующее 1-ой нор-
мальной икосаэдрической сѣти **) , то сѣти 27 и II преобра-
зуются. При этомъ сѣть II иереходитъ въ сѣть I, а точки 
А\ В', С", D ' , Е\ G\ FL' заяимаютъ положенія, отмѣ-
ченныя на чертежѣ I буквами: A, В, С, Д Д F, Gt Н. 
Точка, отмѣченяая на чертежахъ 27 и II буквою 0 , на чер-
тежѣ I займетъ положеніе Ь. 

Вычисляя подстановки 1-ой яормальной тетраэдрической 
группы, мы нриняли за основныя тѣ двѣ подстановки, кото-
рыя соотвѣтствуютъ новоротамъ: 

1) На уголъ тг около оси, полюсъ которой проэктируется 
на черт. 27 въ точку 0, 

2тг 
2) На уголъ —- около оси, полюсъ которой дроэктируется 

о 
на черт. 27 въ точку с. 

Совершенно съ тѣмъ же правомъ мы могли бы за вторую 
основвую подстановку тетраэдрической груняы нрннять нод-

2тт 
становку, соотвѣтствующую повороту на уголъ — около 

о 
оси, нолюсъ которой ироэктируется яа черт. 27 въ точку Ъ. 
В ъ такомъ случаѣ основныя подстановки третьей нормальной 
тетраэдрической грунны будутъ слѣдующія: 

1) Подстановка сГ т", соотвѣтствукщая довороту яа уголъ 
тг около оси, полюсъ которой на черт. I проэктируется въ 
точьу Ъ: это основная додстановка оГнкосаэдрической грудны. 

*) Само собою ионятео, что это справсдливо только въ предположеніи, 
что сѣти 27 и I I выполнеаы въ одинаковомъ ыасштабѣ. У пасъ мас-
штабы взяты различные. 

**) Такое положеніе икосаэдра нзображено ва черт. 24 . 
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2) Подстановка # m " , соотвѣтетвующая повороту на уголъ 

— около оси, полюсъ которои на черт. I проэктируется в ѣ 

точку В. 

Вычислимъ эту подстановку. 

Изъ черт. I видно, что послѣ преобразованія сказанною 
подстановкою Sm" треугольникъ, отмѣченный на черт. I 
буквою S преобразуется въ треугольникъ #оГ# 4 . Слѣдователъно: 

Sm"S = S8'S\ ( 1 0 3 ) 

Отсюда слѣдуетъ, что: 

Sm" = S§S\ ( 1 0 4 ) 

Итакъ, основныя подстановки разсматриваемой нами под-
группы тетраэдрическаго типа таковы: 

^ " ^ * \ ( 1 0 5 ) 

Мы уже видѣли иъ § 32 * ) , что третье нормальное тетра-
эдрическое уравненіе можетъ быть представлено въ такомъ 
видѣ: 

1=т$- (106) 

Слѣдовательно функція С, опредѣляемая формулою ( 1 0 6 ) , 
есть собственно аутоморфная функція, соотвѣтствующая под-
становкамъ подгруппы третьяго нормальнаго тетраэдриче-
скаго типа. Е е мы обозначимъ для краткости такъ: 

"C=A»- ( Ю 7 ) 
Функція '( подъ вліяніемъ подстановокъ икосаэдрической 

группы должна пріобрѣтать всего 

*) См. главу VII, ураввевіе (53 ) . 
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г _ { , № ) Г _ , Г Г « ) 
• 3 ~ /„(«) ' с < / » ' 

0 л и , короче: 

і : 4 - ^ ж ( , * м ) . 

(109) 

(110) 

Эти пягь различныхъ зваченій исчерпываютъ всѣ тѣ зва-
ченія, которыя пріобрѣтаетъ функція £ подъ вліяніемъ под-
становокъ икосаэдрической группы. 

Уравненіе, которому удовлетворяютъ найденныя 5 зна-
ченій функціи L, было нами уже составлено въ главѣ VI I . Оно 
таково: 

(С— 3 ) 3 ( Г - П : С н - 6 4 ) : Щ 2 — Щ - і - 4 5 ) 2 : — 1 7 2 8 = ^ — 1 : 1 . (111) 

Посмотримъ, какова группа этой резольвенты. 

Преобразуемъ функціи (110) подстановкою 8. Послѣ под-

становки онѣ перейдутъ въ £ в , Іп £ 2 , £ 3 , £<, при чемъ: 

C o = ^ J 4=1£<L1 ^ 2 = , С з ? С 3 = ^ 4 ? ^ 4 = ^ 0 - ( 112 ) 

Слѣдовательно, основная субституція а группы 7 1 уравненія 
( 1 1 1 ) такова: 

С = ( Г 0 , с, Гз, с). ( п з ) 

значеній. 

Преобразуя фувкцію (106) подстановками: 

S°=l, 8, S'\ S\ S\ (108) 

мы находимъ пять различныхъ значеній: 
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Подстановка f преобразуетъ величины 'С0, 'СП '(2, 'Q, £4 въ 

t0, % , Cn при чемъ: 

^АЛЩи)], ь^ллвѵт } ( 114 ) 

I 

Припомнивъ замѣчаніе, сдѣланное въ § 18 о томъ, что 
подстановка 5 f икосаэдрической группы—третьяго порядка: 

SSSS'Sff= 1, (115 ) 

и пользуясь выраженіями (105) подстановокъ ST m " и Sm", 
находимъ: 

8^=Sm

f,iS, 

8Ѵ=8т"Ът"8\ 

8*9=9т"8т"8*. 

( 1 1 6 ) 

Такъ какъ подстановки Sm" и § Г т " не мѣняютъ функцію 
Ат(и), то изъ формулъ (114) и (116) слѣдуетъ; 

( 1 1 7 ) 

Отсюда слѣдуетъ, что основная субституція т группы Г 
такова: 

T=(Q(Q,Q(Q,Q. ( И 8 ) 

Обратимъ вниманіе на геометрическія представлевія, соот-
вѣтствующія подгруппѣ тетраэдрическаго типа. 

Подстановки, которыя въ главѣ I X были обозначены буквами: 

въ данномъ случаѣ суть: 

S, S\ S\ S*. 
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Отмѣтивъ на черт. I пять четыреугольниковъ сѣти, соот-
вѣтствующихъ подстановкамъ: 

1, S, 8'\ 8'\ 8 \ (119) 

мы найдемъ сплошную площадь, имѣющую видъ пятиуголь-
ника. Эта площадь можетъ быть принята за основную область 
подгруппы тетраэдрическаго типа. В с я тетраэдрическая сѣть 
будетъ еостоять изъ 12 такихъ областей. Эта сѣть изображена 
на черт. I I I . Свотвѣтствіе между областями этой сѣти и под« 
становками тетраэдрической подгруппы указано на черт. I I I . 

He трудно замѣтить, что сѣть I I I можетъ быть получена 
слѣдующимъ образомъ: вписавъ додекаэдръ въ сферу такъ, 
чтобы центры двухъ противоположныхъ граней додекаэдра 
лежали на оси сферы, н проэктируя ребра додекаэдра изъ 
центра на поверхность сферы, мы получимъ сѣть на сферѣ, 
раздѣляющую поверхность сферы на 12 равныхъ сфериче-
скихъ пятиугольниковъ. Проэктируя эту сѣть изъ южнаго 
полюса на плоскость экватора, мы получаемъ ту сѣтъ, которая 
изображена на черт. I I I . 

Займемся преобразованіемъ уравненія (111) * ) . 

А) Возьмемъ функцію: 

и=12шш. (120) 

Она инваріантна по отношеаію къ подстановкамъ второй 
нормальной тетраэдрической группы. Слѣдовательно она дол-
жна быть раціоналъною фувкціею I. Дѣйствительно, мы видѣли 
въ главѣ VI, что: 

ад-і/'."<(«)-іо/;"ч«)/,,(«)+45/•„»(«)]/;"(«) **) . ( і 2 і ) 

*) Эти нѣсколько искусственныя, во весьма остроумныя преобразо-
вавія лривадлежатъ Клейну. CM. Yorlesungen uber das Ikosaeder. Стр, 
103—107. 

**) Глава VI, формулы (73) . 
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находимъ: 

Исключивъ £ изъ уравненій ( 1 1 1 ) и ( 1 2 2 ) , находимъ: 

4 8 ( £ _ I ) 2 и*-+- Щг — 1 ) Z7 3 -f- 1 5 U— 4 = 0 . ( 1 2 3 ) 

B ) Возьмемъ функцію: 

1 2 Я 0 " ( « ) / > ) , , 

Она тоже не мѣняется отъ подстаповокъ третьей нормальной 
тетраэдрической группы и потому тоже должна выражаться 
въ видѣ раціовальной функціи '(. 

Дѣйствительво, мы в и д ѣ л и въ главѣ VI , что: 

н м = [ f 0 " » - 3 / » ] Д > » * ) • ( 1 2 5 ) 

Иодставивъ это выраженіе въ формулу ( 1 2 4 ) и принявъ 
во вниманіе равенство ( 1 0 6 ) . находимъ: 

v=Z=r$- ( , 2 6 ) 

Исключивъ £ изъ уравнееій ( 1 1 1 ) и ( 1 2 6 ) , находимъ: 

£ F 5 - 4 - 4 0 F 2 - 6 0 F - H 1 4 4 - = 0 . ( 1 2 7 ) 

C ) Возьмемъ функцію: 

Y=hV-*-kUV, ( 1 2 8 ) 

*) Глава У І , фориулы (73) . 

Подставивъ это выражевіе въ формулу ( 1 2 0 ) и принявъ во 
во вниманіе равенство: 

г = т ! г ( 1 2 І ) 
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V / » (« ) Д » V / » я„(«) ; 

Положивъ въ формулахъ (37 ) главы V I I I : 

\в(*)=з, С= -IV, С ' = 1 , 
находимъ: 

/ „ ( 4 . . 4 , ) = 1 2 3 ( 1 ^ ) S « S ) 

Д ( ( і п - 1 2 ) = - 1 2 6 ( 1 - * ) Ѵ , | 

^ ( ^ , ^ ) = - 1 2 9 ( І - ^ ) Ѵ ° . ) 

(134) 

гдѣ h и к произвольныя постоянныя числа, a U и V суть 
функціи опредѣленныя выше. 

Внеся вмѣсто U и V выраженія (122) и ( 1 2 6 ) , находимъ: 

( С - З ) С С 2 — 1 0 ^ 4 5 ) ' ^ ] 

Эта функція должна удовлетворять нѣкоторому уравненію 
5-ой степеди: 

Г 5 ь а , Y**-a, Г 3 - ь а л Г 2 - і - а 4 Г - н л 5 = 0, (130) 

гдѣ ап аі} а 3 , а 4 , а 5 суть нѣкоторыя раціональныя функціи 
перѳмѣннаго z. 

Займемся ихъ опредѣленіемъ. 
Ветавивъ въ выраженіе (128) вмѣсто U и V выраженія 

(120 ) и (124) , находимъ: 

T ^ f ^ ^ ^ f ^ m ^ ^ . (Ш) 
Д , ( « ) Tu(u)H,t(u) 

Полоашмъ: 

и = Эі , (132) 
* 

гдѣ у ] и 7j 2 имѣютъ тѣ же значенія, которыя они имѣли въ 
главѣ У І П : они связаны съ корнемъ и икосаэдрическаго урав-
ненія (101) соотношеніями: 
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h 
І = = ~ 1 2 2 ( 1 — я ) Ѵ S ° " ( T I I ' Т ^ 

к 

(135 ) 

1 2 4 ( 1 — * ) 4 * 5 

Вводимъ временно такія обозначенія: 

1г к 
~ 1 2 а ( 1 — * ) Ѵ = Р ' 1 2 4 ( 1 - г ) Ѵ = ® ' ( 1 3 6 ) 

Величины Р и Q суть раціональныя функціп Будучи вы-
ражены черезъ щ онѣ не мѣняются ни при какихъ подста-
новкахъ икосаэдрической группш. 

Функція Y приметъ видъ: 

Г = Р Я 0 " ( ^ , г „ ) н - д / Д ч „ Ч і ) Д , " ( Ч » Ч.)- (137) 

Ова имѣетъ всего 5 значеній, которыя могутъ быть получены 
посредствомъ преобразованія функціи ( 1 3 1 ) линейными под-
становками: 

1, 89 S\ 8 \ S\ ( 119 ) 

Неоднородной линейной подстановкѣ: 

S(u) = іи 

соотвѣтствуютъ, какъ мы видѣли въ главѣ IV , двѣ бинарныя 
лпнейныя подстановки надъ величннами г1п т і 2 : 

Степени этихъ подстановокъ таковы: 

(139 ) 

Подставивъ выраженіе (132) въ формулу (131 ) ипринявъво 
вниманіе формулы ( 1 3 4 ) , находимъ: 
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Х /Г^ .чЛДЛСм, ) 2 ^ ( 4 » 1,)-
(143) 

Совершивъ подстановки (139) надъ функціей (137) , получаемъ 
пять различныхъ значеній функціи Г , которыя могутъ быть вы-
ражены формулою: 

г д ѣ і = 0, 1, 2, 3, 4 . 

Ддя вычисленія коэффиціентовъ уравневія (130) найдеыъ 
сначала симметрическія функціи: 

его корней. 

Функціа s, выражается такъ: 

S | = p 2 ^ Q " ( e 3 4 ^ 4 ) H -

( 1 4 1 ) 

Функція: 

инваріантна относительно всѣхъ линейныхъ бинарныхъ под-
становокъ икосаэдрической группы. По теоремѣ 3 главы VI 
ее мояшо изобразить формулою вида: 

Ф[Д,Чч„Чі), f / ( 4 „ 4 , ) ] X 
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Степень функціи (142) отвосительно аргументовъ ѵ ) п т)2 

равва 8, степень же функціи (143) во всякомъ случаѣ выше 8. 
Слѣдовательно функція (142) равна нулю. 

Подобнымъ же образомъ убѣждаемся въ томъ, что и вторая 
сумма формулы (141) равва нулю. 

Слѣдовательно: 

st = 0. 

Составивъ выражевія, подобныя ( 1 4 1 ) , для функцій s 4 , s 3 , ѵ 
s5 и сравнивая ихъ съ выраженіемъ вида (143) , мы легко 
находимъ выраженія функцій s.2, s 3 , s 4 , s 5 , изъ которыхъ каж-
дое содержитъ въ себѣ только нѣсколько неизвѣстныхъ по-
стоянныхъ коэффиціентовъ. 

В ъ результатѣ всѣхъ этихъ вычисленій находимъ: 

s,= 0, s 2 = 0, з^РГЛъ, rlt)-+-AtPtQTu{yi„ rit)^ 

> (144) 

+Ав вл иЧч.,ч ,)2 т

І І(ч І ,ч в), 

гдѣ Л п - 4 2 , . . . D 4 суть нѣкоторыя постоянныя. 

Подставивъ въформулахъ (144) вмѣсто fu{rin Y)2), IZM(y)1,Y;2), 
Т м ( т ] 4 Г г і а ) выраженія (134) , а вмѣсто Р и <) выраженія (156) , 
находимъ: 
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s , = 0, s.2= 0, 

Kk* . h3 . \2кѢ 

S, — A . . A, A., 

s 4 = —Д B 

•—A. 
12г(1—г) 4 * ( 1 — * ) ' 

D 1 2 M 3 

S 2 ( l — «) ~ 3 г ( 1 — *) 
\ ( 1 4 5 ) 

§ 5 = _ Д _ A 

1 2 * ( 1 — * ) * ' 

1 2 й 8 * * Wfc* 

£) 2 • 

Подставивъ эти ведичины sl9 si9 si7 s a s 5 въ формулы 
Ньютона: 

s{ -ь- а{ = 0, 

s 2 -*-a< б \ - і - 2 а 2 = 0, 

Sj-bfl^ s 2 - i - a 2 s 4 - t - 3 a 3 = 0 , 

s 4 - * - a £ s 3 - + - a 2 S 2 - M Z 3 s , - i -4a 4 = 0, 

s5-*~ai si~*-a2 s3-*~a3 V " * ~ a 4 st-+-bas = 0, 

мы находимъ выраженія коэффиціентовъ: 

a{ = 0 , a 2 — 0, 

(146 ) 

Cl.,=A. \-A* i- A, —rz r - t - A, ч < 
J ' z 2 z 3 z(\—z) 4 0(1—z) 

Д В/ 
4 1 г 1 s{\-z) * ~s z(l-z) " ~4 *(!—*)' 

a.=JJ, — i - JJ, -p- . . . 
5 1 z * z(\—z) * z(l—z) z{\—zy 

(147 ) 
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Г д ѣ А'і9 А\,.. . D ' 4 суть ііостоянныя, не зависящія ни отъ 
z9 ни отъ huh. 

Остается опредѣлить величины этихъ постоянныхъ. 
Если мы положимъ въ формулахъ ( 1 4 7 ) : 

/ г = 1 , к=0 

и затѣмъ подставимъ полученныя выраженія коэффиціентовъ 
въ уравненіе (130) , то мы должны получнть ураввеніе (127) . 
Отсюда мы заключаемъ, что: 

А/= 4 0 , Д ' = - 60 , Д ' = 144 . ( 1 4 8 ) 

Остальные 9 коэффиціентовъ находятся гораздо труднѣе. 
Ихъ мы можемъ вычислить такъ: подставимъ въ формулахъ 
(147) вмѣсто z и 1—z ихъ выражевія черезъ и изъ икоса-
эдрическаго ураввенія ( 1 0 ] ) , вставимъ получеяныя выраже-
нія въ уравненіе ( 1 3 0 ) , замѣнимъ въ этомъ уравненіи Yero 
выраженіемъ (131) , освободимъ отъ знамевателей и произ-
ведемъ сраввеніе коэффиціентовъ при одинаковыхъ степе-
няхъ hj к и и. 

Такимъ образомъ мы найдемъ линейныя уравневія, опре-
дѣляющія коэффиціенты А\, А\,... 

Необходимо однако замѣтвть, что эти вычисленія съ механв-
ческой стороны очень сложны. Той же цѣли мы можемъ до-
стичь нѣсколько пваче. Пользуясь формулою (129) и уравненіемъ 
( 1 1 1 ) , можно разложить фувкцію Y въ рядъ по степенямъ # ? 

1—z или въ областяхъ критическихъ точекъ, 0, 1 или со; 

вставивъ эти разложенія въ уравненіе (130) и замѣнивъ коэффи-
ціевты этого уравненія выраженіями (147 ) , мы можемъ произ-
вести сравненіе коэффиціентовъ у различныхъ степеней z, 1—z 

или Такимъ образомъ мы снова находимъ линейныя урав-
Z 

ненія, оиредѣляющія постоянныя А\, А\ . . . Съ механической 
стороны этотъ пріемъ проще предшествующаго *). 

*) Этимъ именно способомъ мвѣ и удалоеь получить велнчины коэф-
фиціентовъ Af

 29 A1

3,.t. Клейнъ приводитъ только результатъ своихъ вы-
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H e вдаваясь въ подробности этихъ довольно утомитеіьныхъ 
вычислевій, приводимъ окончательный видъ уравненія ( 1 3 0 ) , 
которыйполучится. если мы замѣнимъ коэффиціенты А'( 9А\. • • 
ихъ числовыми значеніями и затѣмъ вяесемъ выраженія (147) 
въ уравненіе (130 ) : 

^ 1 0 ^ _ 4 Д . ч - . - х ^ н - - щ _ ^ ^ Г - ь ( 1 4 9 ) 

\ I " ^ ( I " / 

Уравненія 5-ой степени, свободныя отъ 4-ой и 3-ей сте-
пеней веизвѣстнаго, слѣдуя Клейну, мы будемъ называть глав-
ными уравненіями (Hauptgleichungen) no причинѣ, которая 
будетъ указана въ слѣдующей главѣ. 

Уравненіе (149) интересно тѣмъ, что это—главное урав-
неніе 5-ой степени, полученное изъ уравненія (111) раціо-
нальнымъ преобразованіемъ (129) , заключающимъ въ себѣ два 
произвольныхъ параметра: h u h 

Уравненіе (149) есть самый общій видъ главнаго уравне-
нія, получаемаго изъ уравневія (111) раціональяымъ пре-
образованіемъ. В ъ самомъ дѣлѣ, раціональная функціякорня 
уравневія 5-ой степени (111) всегда можетъ быть приведена 
къ виду: 

Y=^b{ £ 3-+-Ь 3 Г-ь&з Н « ( 150) 

Она содержитъ въ себѣ 4 коэффпціента: 

Ьі, Ь„ Ъ„ Ь,. ( 151) 

численій, говоря: Jndem die Eiazelheitea der Rechunug keinerlei princi-
pielles Iateresse darbieten, theile ich hier geich das Resultat mit t t... По 
видимому онъ тоже ве зналъ болѣе простаго способа, чѣмъ тѣ, кото-
рые указаны выше. 

Т. XVII . Бып. I . 9 
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Совершая раціональное преобразованіе (150) надъ урав-
неніемъ (111) , мы можемъ, наложввти на коэффиціееты (151 ) 
два условія, достичь того, чтобы преобразованное уравненіе 
было главнымъ. 

Если мы выберемъ два коэффиціента (151) такъ, чтобы 
удовлетворялись два наложенныя условія, то формула (150) и 
уравненіе полученное послѣ преобразованія, будетъ содержать 
въ себѣ только два независимыхъ параметра. 

Такой именно случай и представляютъ собою: преобразо-
ваніе (129) и соотвѣтствующее ему уравненіе (149) . 

Такъ какъ уравненія (111) и (149) одинаковой степени и 
корни уравненія (149) выражаются раціонально черезъ корни 
уравненія ( 1 1 1 ) , то и обратно—корни уравненія (111 ) дол-
жны выражаться раціонально черезъ корни уравненія (149 ) ; 
группы уравненій (111) и (149) дожны быть одинаковы. 

Отсюда мы заключаемъ, что группа уравненія (149) соста-
влена изъ двухъ основныхъ субституцій: 

T=(Y0)(Y{, ГВ)(Г„ Г,), і 
I I . 

Р е з о л ь в е н т а ш е с т о й с т е п е н и . 
Возьмемъ снова икосаэдрическое уравненіе въ нормальной 

формѣ ( 1 0 1 ) . 
Основныя подстановки подгруппы 1 0 - г о порядка двупира-

миднаго типа, входящей в ъ икосаэдрическую грувпу, таковы: 

гдѣ: £ = е 5 . 

( 1 6 3 ) 

Функція, аутоморфная по отношенію къ подстановкамъ этой 
подгруппы, такова: 

: ~ и * - \ . (154) 
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Преобразуя икосаэдрическое уравненіе 

(м 2 °—228м 1 5 -«-494w 1 °-4-228м 5-+-1) 3: 

: ( м 3 0 н - 5 2 2 м 2 5 — 1 0 0 0 5 м 2 " - 10005м 1 0 —522м 5 -4~1) 2 : (101) 

— І 7 2 8 ( м " - ь 1 1 м в — м ) 5 = г:г—1:1 

оодстановкою (154) , находимъ: 

('(* — 228'С 4 9 6 ) 3 : 522^ — 1 0 0 0 4 ) 2 -+- 4 ) : 
(155) 

: — 1 7 2 8 ( £ - н Ііу = г:2 — 1 : 1 . 

Посмотримъ, какова группа этого уравненія. 
Примѣнивъ къ функціи (154) подстановки икосаэдрической 

группы: 
1, $, Щ f<S' 2, f S 3 , $S\ (156) 

находпмъ слѣдующія 6 различныхъ между собою значеній 
функціи '(: 

Г = [ ̂ 6 ' - * " 6 V м ] 1 0 ~ [ ^ — (е '-+-* 3)]' ° і (157) 
^ ~ (e ,-t-e»)5(s*J'«*e-+-s'«i—1)в ' 1 

гдѣ: і = 0, 1, 2 , 3 , 4 . 

Совершивъ надъ функціями (157) подстановку S, находимъ, 
что подъ вліяніемъ этой подстановки функціи 

е̂о» Ь 0 , , 'С-2, ^4 (158) 
переходитъ въ: 

L = ^ , £=»<„ г~=!;2) ( Ш ) 

Слѣдовательно, основная субституція <у группы ураввенія 
( 1 5 5 ) такова: 

*=(U««, Ъ Кѵ CJ. (160) 
9* 
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Ж9=898. 

Кромѣ того, непосредственнымъ вычисленіемъ ваходимъ, 
что: 

&si&=sims*, ) 

Помвя, что подстановки 8 и U не мѣняютъ функцію '( и-
пользуясь формулами (161) и (162) , ваходимъ, что послѣ под-
становки сГ величины (158 ) переходятъ въ слѣдующія: 

^ С О ^ ^ О ? £ о = = £ е © » Ъ—^АІ ^ 2 — ^ 2 5 'Сз— *С3> £ 4 = £ | . (163)" 

Слѣдовательно, вторая основная субституція т группы урав-
ненія (155) такова: 

Т ^ ^ Л Х ^ , ( 1 6 4 ) 
Обратимъ вниманіе на геометрическія представлѳнія для 

двупирамидной подгруппы 10-го порядка. 
Подстановки, которыя въ главѣ I X мы обозвачили буквами: 

въ данномъ случаѣ суть: 

ff, 98, Ж, %S\ 8Sk. 

Отмѣтивъ на сѣти I четыреугольники, соотвѣтствующіе 
подстановкамъ: 

1, S, Щ S8\ §S\ $8% ( 1 6 5 ) 

Д ія нахожденія второй основной субституціи т груішы 
уравненія (156) замѣтимъ прежде всего, что изъ символиче-
скаго соотношенія: 

fiSSuSr^l ( 1 1 5 ) 

слѣдуетъ, что: 

( 1 6 1 ) 



оаходимъ основную область двупирамидной подгруппы 10-го 
порядка, имѣющую видъ четыреугольника. 

ГІримѣняя къ этому четыреугольнику подстановки разсма-
триваемой двупирамидноп подгруппы 10-го порядка, мы полу-
чимъ сѣть, состоящую изъ 10 четыреугольниковъ и изобра-
женную на черт. I Y . 

Обратимсякъраціональному преобразованію уравненія(155). 

Положимъ снова: 

іі — 

Мы знаемъ, что 

и = ^ . (132) 
' І 2 

Гіі-и\шщй)' r,i~ Vтщъ' (188) 

Перемноживъ эти величины, находимъ: 

Подставивъ в ъ | эту формулу вмѣсто Ти(и)} Зи(и), fu{u) 
выраженія этихъ первичныхъ функцій, соотвѣтствующія ико-
саэдрическому^уравненію нормальнаго вида, находимъ: 

_ г* 3 0 -+-522г* 2 5 — 1 0 0 0 5 г г ° — 1 0 0 0 5 ^ 1 0 — 5 2 2 г ^ 5 - * - 1 
Г/і7І2—(и1»ч-11и'—1)(г*20—228^15-+-494^10-І-228^5-І-1)^ 1 ' 

Эта функція подъ вліяніемъ вкосаэдрической подстановки 
S совсѣмъ не мѣняется, а подъ вліяніемъ подстановки U 
мѣняетъ только свой знакъ. Слѣдовательно квадратъ функціи 
( 1 6 7 ) есть функція аутоморфная по отношенію къ подста-
новкамъ разсматриваемой двупирамвдной подгруппы 10-го 
порядка: она должна быть раціовальной функціей отъ 

: = ( і 5 4 ) 



— 134 — 

= — 12 с (1 — ^ ) 5 ^ 7 . 

Присоедянивъ къ уравненіямъ (170) уравненіе 

5 = 5{г ( 1 •/; ,)*, ( 1 6 9 ) 

мы легко можемъ изъ полученныхъ трехъ уравневій исклю-

ЧВТЬ 7)1 И 7) 2. 
В ъ результатѣ находимъ: 

5 б — 1 0 . 1 2 3 ( 1 — г ) 3 я Ч 3 - * - 1 2 г ( 1 _ ^ у г 1 I - н 
( 1 7 1 ) 

- * - 5 . 1 2 ; ( 1 — г ) Ѵ 8 = 0. 

ІІоложивъ: 

5 = 12(1 — ф й Г , ( 1 7 2 ) 

гдѣ A—нѣкоторое постоянное, ваходимъ: 

,7*-*- р'*Т + 0. ( 1 7 3 ) 

И д ѣ й с т в и т е л ь н о * 

O i It) — ( £ _ , _ i i ) * ( £ * _ 2 2 8 S - * - 4 9 6 ) 1 * 1 ; 

Найдемъ уравненіе, которому удовлетворяетъ функція: 

5 = 5 ( Ч і Ч і ) ' . ( 1 6 9 ) 

Для эгого мы должяы в в е с т в во вторую часть равевства 
(169) вмѣсто (у)4 г і 2 ) 2 выраженіе (168) и полученною яодста-
новкою преобразовать уравненіе ( 1 5 5 ) . 

Тотъ же результатъ мы можемъ получить вропіе. 

Подставивъ въ дервыхъ двухъ формулахъ (134) вмѣсто 

fiMu'li) и Д Л 7 ) * » 7 ^ ) выраженія этихъ формъ, ааходимъ: 

ти *' ъ-ні Ч 6 ѵ)2

 6 -ч < ъ 1 < = 1 2 3 ( 1 - * ) » * <, » 

т)4

 2 0 — 2 2 8 ѵ ) , 1 5 / ; 2

5 - ь 4 9 4 yjf

 1 0 •/;, 1 0 - і - 2 2 8 Ч і

 5 - / j 2

1 5 - 4 - vj 2

2 — ( 1 7 0 ) 



Группы уравнееій (171) и (173) совершенно такіяже, какъ 
и группа ураввенія (155) . Слѣдовательво основныя субсти-
туціи группы уравнепія (173) таковы: 

Г = ( Г в в , Г в ) ( Г „ У , ) ( Г І ) ( Г , ) , I 

гдѣ: 

Г„, Г . , Г „ Г „ Г „ Г 4 (175) 

суть корни уравненія (173) , соотвѣтствующіе корвямъ 

С , ^ ^ ^ (158) 
ураввенія (155) . 

Оставовимся вѣсколько иодробвѣе в а свойствахъ уравве-
вія (171 ) . 

Пусть его корви суть: 

* I I I 1 (176) 

Коревь выражается такъ: 

*ее = ЩіЪУ- (169 ' ) 

Мы видѣли въ § 20 , что биварвыя подставовки съ одре-
дѣлителемъ -+- 1, соотвѣтствующія икосаэдрическвмъ неодно-
родвымъ ливейвымъ додстаяовкамъ S и сГ, таковы: 

/ = * е 3, 0 \ 

Таковы тѣ бпвардыя лияейвыя вреобразовавія д е р е м ѣ н -
выхъ т] 2 , которыя еоотвѣтствуютъ линейвымъ водставов-
камъ 8 и f деремѣвваго и. 

Имѣя эти выраженія, мы легко находимъ бинарвыя вод-
становки вадъ величивамп т1п т; 2, соотвѣгствующія ливейвымъ 
веоднородвымъ яодставовкамъ: 

у/5 Ѵ'5 2яг 

гдѣ £ = е 5 . (177) 

ѵ / 5 ' * /5 
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5«, = 5("і. 

г д ѣ і = 0 , 1, 2 , 3 , 4 . 

(178) 

Положивъ: 

І 2
 = Z

 A -2? 

мы приведемъ формулы (178) къ такому виду: 

S , = ( A 0 - W A , H - £ < ' A 2 ) 2 , 

г д ѣ і = 0 , 1, 2, 3, 4 . 

(179) 

(180) 

Эти формулы показываютъ, что шесть корней уравненія (171) 
выражаются черезъ три вспомогательныя величины: 

А 0 , А і , А 2 . 

Квадратные радикалы изъ корней уравненія ( 1 7 1 ) суть 
линейныя функціи этихъ трехъ вспомогательныхъ величинъ. 

Между величинами 

А 0 , А 4 , А г 

существуетъ зависимость: 

A ^ - 4 - A , А 2 = 0 . (181) 

IT, Щ $Я( 

перемѣннаго и. 

ІІримѣняя найденныя бинарныя линейныи преобразованія 
къ функціи, стоящей во второй части равенства (169 ' ) , мы нахо-
димъ выражевія всѣхъ корней уравннія (171) чрезъ vj, и гн: 
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Уравненія обладаюшія такими свойствами были впервые 

найдены Якоби *) въ его пзслѣдованіяхъ по теоріи эллиптиче-
скихъ функцій и получили названіе уравненій Якобя (это на-
званіе предложено Бріоски). 

Итакъ уравненіе (171), а вмѣстѣ съ тѣмъ и (173) суть 
уравненія Якоби 6-ой степени. 

В ъ уравненіи Якоби 6-ой степени общаго вида величины 

А 0 3 А 1 ? А 2 

совершенно произвольны. Случай, когда онѣ связаны между 
собою соотношеніемъ: 

Л 0

2 н -А , А 2 = 0 (181) 

самый простой, какъ мы увидимъ въ слѣдующей главѣ. 

* ) CM. Jacobi Gesammelte Werke. Томъ 1 стр. 2 6 1 . 
Вообще Якобіевымъ уравневіемъ w-f-1-ой степени вазывается такое 

уравневіе, корни котораго выражаются черезъ —-— вспомогательныхъ 
Z 

величинъ: 
А 0 , А 4 , . . . А п 4 

2 
слѣдующимъ образомъ: 

ц—1 
Г ^ = ( - 1 ) 2 »А 0», 

2 
гдѣ: 

а7Г| 
! = еп , j == 0, 1 , 2 , . . . п—1. 

Величины 
А 0 , А 1 5 . . . Ап_х, 

•2 

въ уравневіи Якоби общаго вида совершевво ііроизвольны. 

Изложивъ свопства найдевныхъ имъ уравпеній въ мемуарѣ: „Suite 
des notices sur les fonotions elliptiques," Якоби совершенно справед-
ливо говорить „сеіа donne le theoreme ёпопсё, un des plus importants 
dans la theorie algebrique de la transformation et de la division des 
fonctions elliptiques". 
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Такой именно случай и представляютъ собою уравневія 
(171) и ( 1 7 3 ) . 

Обратимъ ввимавіе на слѣдующую особенность величивъ 
А„, А м А,, овредѣляемыхъ формуламп ( 1 7 9 ) . Это суть раціо-
нальныя функціи перемѣннаго щ которыя подъ вліявіемъ 
икосаэдрпческихъ линейныхъ подстановокъ пспытываютъ тер-
парныя однородныя ливейвыя преобразованія. 

В ъ самомъ дѣлѣ, помня опредѣленія величины А 0 , А 1 5 А 2 , 
даваемыя формулами ( 1 7 9 ) и з н а я тѣ бинарныя преобразова-
вія величивъ 7) , ,ѵ) 2 > которыя соотвѣтствуютъ ливейвымъ ве -
Ч)двородвымъ водставовкамъ S, еГ и U икосаэдрической грув-
вы, мы ваходимъ, что подъ вліяніемъ подставовокъ S, ІГи U 
веливы А 0 , А,, А 2 преобразуются такъ: 

Подъ вліявіемъ 
подставовки S: 

А ( )— А 0 , 

| А , = sAn 

І А 0 = £4А„. 

(182) 

Подъ вліяніемъ 
подстановки сГ: 

А , = -=(А 1 1 - і -А 1 н-А 8 ) , 
у 5 

7 А _ { 2А 0 н - ( г і н- г

: і )А І -н(ен - г < )А 2 } , (183) 
1 V 5 

А 2 = - 1 < 2 A 0 - . - ( E + - S < ) A 1 - H ( S 3 - . - £ 3 ) A 2 } , 
у/о 

Подъ вліяніемъ 
подстановки К 

А / = - А 0, 

А / = — Ап 

і ѵ = 
(184) 

A S . 

Весьма ве трудво убѣдпться въ томъ, что всякая цѣлая 
[л-я стевевь частваго ивтеграла ливепваго дифферевціальваго 
ураввевія 2-го ворядка, а также одвородвая форма р.-ой сте-
певи, имѣющая аргумевтамв два частвыхъ ввтеграла ливей-
ваго дифферевціальваго уравневія 2-го ворядка, суть частвые 
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ивтегралы одного и того же ливейваго дифференціальнаго 
уравненія порядка 4имн1 *). 

Величивы 

А 0 , А п А 2 

суть формы 2-го порядка еъ аргумевтами у]п т) а, какъ видво 
изъ формулъ (179). Слѣдователъно это суть частные ивте-
гралы нѣкотораго линейнаго дифференціальнаго ураввевія 
3-го порядка. 

Отсгода становится понятнымъ, почему эти функціи при 
обходахъ на плоскости перемѣннаго z испытываютъ торнар-
ныя ливейныя преобразованія. 

Корни уравневія Якоби суть квадраты линейныхъ одво-
родныхъ формъ съ аргументами А 0 , А, , А 2 ; это суть одво-
родныя формы 4 ой степеви съ аргумевтами rli7 Y J 2 . Отсюда 
слѣдуетъ, что корвн ураввевія Якобп суть частвие ивтегра-
лы ливейваго двфферевціальваго ураввевія 5 го ворядка * * ) . 

§ 47. Нѣкотормя замѣчаяія о групнахъ уравненій, наитгн-
еыхъ въ нредыдущпхъ параграФахъ. 

В ъ вредшествующихъ вараграфахъ мы оставовились водроб-
во в а грувпахъ вяти особевво ивтересвыхъ для васъ урав-
вевій: (50) , (72), (87), (149), (173) . Стевеви этихъ ураввевій 
соотвѣтствевво раввы: 3, 4, 4, 5, 6. Что касается до урав-
венія 6-ой стедеви (173), то мы уже зваемъ, что это в е есть 
ураввевіе 6-ой степеви общаго вида: ово вривадлежитъ лишь 
къ довольво обвіирвому классу ураввевій Якоби. Слѣдова-
тельво грувва этого ураввевія ве есть симметрическая грувва 
субституцій изъ 6 буквъ. 

Посмотримъ, въ какомъ отвошевіи ваходятся груввы осталъ-
выхъ ураввевій: (50) , (72), (87), (149) къ симметрическимъ 
грувдамъ субституцій изъ соотвѣтствующаго имъ числа буквъ. 

*) См. журеалъ Ліувилля т. IV стр. 430. 
**) йзслѣдованіе уравневія 6-ой степеви общаго вида можво найти 

въ мемуарѣ Cole: A Coniibution to the Theory of the general Equation 
of the Sixth Degree. Америкавскій журяалъ т. VIII . 



— 140 — 

I . 

Группа уравненіа 3-ей степени (50 ) , какъ мы видѣли, со-
ставлена изъ двухъ основныхъ субституцій: 

І = (Г„ Г„ Т%), . 

Т =(¥,)(¥„ Г2). I 

He трудно замѣтвть, что всякая транспозиція * ) , перемѣ-
щающая двѣ изъ числа трохъ буквъ: 

Y Y Y 
Х 0 5 - * Ч Э - / " 2 ' 

можетъ быть составлена изъ субституцій £ и Т: 

( Г 0 , Г , ) = Е Т , • 

(Г0, Z 2 )=2 2 TH (185) 

( Г „ Г , ) = Т . . 

Если транспозиція всяквхъ двухъ корней уравненія вхо-
дитъ въ группу этого уравненія, то группа уравненія—сим-
метрическая. 

Порядокъ симметрической группы кубичнаго уравненія 
равенъ 

1 . 2 . 3 = 6 . 

йтакъ, дѣйствительно, уравневіе (50) пмѣетъ симметриче-
скую группу 6-го порядка. 

I I . 

Ураввеніе (72)—четвертоп стспенп. Основяыя субституціи 
его группы таковы: 

2=(Г 0)(Г„ 1\,ГЯ), > 

т=(г и, г,)(і;, г3). I 
*) Транспозиціею по общенринятому я называю субститудію, пере-

мѣщающую только 2 буквы, вапр. ( Y 0 , Y t ) . 



Группа уравненія (72) изоморфва съ тетраэдрической груп-
пой. Слѣдовательво она 12-го порядка. 

Порядокъ симметрической группы субституцій изъ 4 буквъ 
равевъ: 

1 . 2 . 3 . 4 = 24 . 

Слѣдовательно, группа уравненія (72)—знакоперемѣнная. 
И дѣйствительно, ве трудво убѣдиться въ томъ, что всякая 
четная субституція четырехъ буквъ можетъ быть составлева 
взъ субституцій S и Т: 

(Г„ Т„ 7,)= TV, 

( Г 0 , г„ r , ) = r s , 

(Г0, Г 2 , r3) = STS, 
( Г 0 , Z „ = I ( 1 8 6 ) 

{Y{) Y^ 5 З^з) = j 

( І ^ , , Г 2 ) = i j 

( Г 0 , Г , ) ( Г „ Г 3 ) = Т , 

( Г 0 > Tt)(Tt, Г 3 ) = £ТГ, 

( Г в , Г 3 ) ( Г „ r , ) = S'TS. 

I I I . 

У р а в н е н і е ( 8 7 ) — ч е т в е р т о й с т е п е н и . О с н о в н ы я с у б с т и т у ц і и 
е г о г р у п п ы т а к о в ы : 

Я=(Г„Г 1 І Г„Г 1 ) . 
( 8 8 ) 
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Такъ какъ грудпа уравненія (87) изоморфна съ октаэдри-
ческой группой, то порядокъ ея равенъ 2 4 . Это—труппа сим-
метрическая. 

В ъ сяраведливости только что еказаннаго можно убѣдиться 
и непосредственно. Группа уравненія (87) содержитъ въ себѣ 
обѣ основныя подстановки (73) группы уравненія (72 ) : 

Отсюда слѣдуетъ, что группа уравненія (87) содержитъвъ 
себѣ зваковеремѣввую группу. Такъ какъ въ группу уравве-
нія (87 ) , кромѣ того, входитъ одна нечетная подстановка Т, 
то она шире знакоперемѣнной группы. Если такъ, то груцпа 
уравненія (87)— симметрическая. 

Группа уравненія (149) составлева изъ двухъ основныхъ 
субституцій: 

Составдяя уравненіе ( 1 4 9 ) , мы оставили не выясненньшъ 
вопросъ о томъ, будетъ-ли тетраэдрическая подгруппа со-
отвѣтствующая уравневію (149) , неособою частью икосаэдри-

Если тетраэдрическая грудпа—неособая часть икосаэдриче-
ской груввы, то грувпа ураввевія (149) взоморфва съ вкоса-
эдрической груввой; ворядокъ ея равевъ 6 0 . Если тетраэдри-
ческая грудда есть особая вли долуособая часть икосаэдри-
ческой грувды, то дорядокъ ея должеяъ быть виже 6 0 . Во 
всякомъ случаѣ ова в е есть симметрическая грудда, дотому 
что ворядокъ симметрической грувды субституцій взъ 5 буквъ 

2 = (Г.)(Г„ Т„ Г,), ( 1 8 7 ) 

I V . 

(152) 

ческаго уравненія, иіи нѣтъ. 

равенъ: 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 = 1 2 0 . 
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Изъ высшей алгебры извѣство, что въ составъ симметри-

ческой группы субсгитуцій изъ 5 буквъ входятъ: 
1) знакоперемѣнная группа порядка 60 , 
2) метациклпческая группа порядка 20 , 
3) волуметацпклическая груипа порядка 10 , 
4) циклическія группы. 
В с ѣ субституціи знакоперемѣнной группы могутъ б ы т ь со-

ставлены изъ слѣдующихъ трехъ субституцій: 

(і;, г4, г2), (г„, г„ гд (г0, г„ і;> *). (iss) 
He трудно видѣть, что каждая изъ этихъ трехъ субститу-

цій можетъ быть составлсна изъ S и Т: 

Итакъ, группа уравненія (149) содержитъ въ себѣ знако-
перемѣнную группу субствтуцій изъ 5 буквъ порядка 60 . Такъ 
какъ порядокъ группы ураввенія (149) не выше 6 0 , то груп-
па уравиеиія (149) есшь группа знакоперемѣнная. 

Слѣдовательио группа уравненія (149) изоморфва съ ико-
саэдрической груішой. Тетраэдрическая подгруппа есть пе-
особая часшь икосаэдрпческой. 

Изъ высшей алгебры извѣстно, что уравненіе 5-ой степе-
ни, группа котораго — знакоперемѣнная, не разрѣшимо въ 
радикалахъ. 

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе (149) , а вмѣстѣ съ тѣмъ 
и уравненіе ( 1 1 1 ) , изъ котораго (149) получается раціональ-
нымъ преобразованіемъ (129) ,—не разрѣшимы въ радикалахъ. 

Мы говорили объ уравневіи (111 ) въ § 32 u удомявули о 
томъ, что ово в е разрѣшвмо въ радикалахъ. Теверь это вред-
ложевіе доказаво. Изъ вего слѣдуетъ, какъ мы видѣли въ 

*) См. Селивановъ. Объ уравненіяхъ иятой степеви съ цѣлыми коэф-
фиціеетамн стр. 79. СПБ. 1889 г. 

I 
(188 ) 
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§ 3 2 , что икосаэдрическое уравненіе тоже не разрѣшимо ьъ 
радикалахъ. 

Сдѣлаемъ короткій обзоръ результатовъ, найденныхъ въ 
настоящей главѣ. 

Мы нашли 5 типовъ уравненій, разрѣшимыхъ въ гипер-
геометрпческихъ функціяхь: 

1) кубичное ураввеніе съ симметрической группой, 
2) ураввевіе 4-ой степени съ знакоперемѣнной группой, 
3) уравненіе 4-ой степени съ симметрической группой, 
4) уравневіе 5-ой стедеви съ зваковеремѣввой груввой, 
5) ураввевіе 6-ой стевеви, вривадлежащее къ числу урав-

вевій Якоби. 
В с ѣ безъ исключевія осталъвыя ураввевія, разрѣвіимыя въ 

гивергеометрическихъ фувкціяхъ, могутъ быть вриведевы къ 
одвому изъ ураввевій толъко что деречислеввыхъ видовъ 
раціовалъдымъ или ирраціовальвымъ вреобразовавіемъ. 

Рѣшевіе водроса о томъ, можетъ ли даввое ураввеніе какой 
либо стевевн быть приведево къ одпому изъ этихъ четырехъ 
тивовъ есть водросъ во мвогихъ случаяхъ довольво трудвый, 
во овъ отвосится уже къ области вовросовъ, рѣшаемыхъ 
чисто алгебраическими вріемами. 

Для довершевія задачи вашей вастоящей работы вамъ 
остается разсмотрѣть, какъ врвводятся ураввевія общаго вида 
3-ей, 4-ой, 5-ой стевеви и ураввевіе Якоби 6-ой стедеви къ 
виду ураввевій (50 ) , (72 ) , ( 87 ) , ( 1 4 9 ) , ( 1 7 3 ) . 

Рѣшевіе этого вовроса составдтъ задачу слЬдующей X I 
главы вашей работы. 



Г Л A B A X L 

Рѣшеніе уравненій 3-ей, 4-ой, 5-ой степени и уравненія Якоби 
6-ой степени. 

§ 4 8 . Геометрическія представленія , с в я з а н н ы я с ъ алгебраиче-
скимп у р а в н е н і я м и . 

Пусть дано неприводимое алгебраическое уравненіе п-ой 
степени въ общемъ видѣ. 

Посредствомъ извѣстнаго лпнейнаго преобразованія мы 
обратимъ въ нуль коэффиціентъ при п—1-ой степени неиз-
вѣстваго и приведемъ уравневіе къ такому виду: 

уп+а2уп-2+а,уп-3чг-.. . н - а п _ . 4 у - + - а л = 0 . ( 1 ) 

Корви этого ураввевія суть фувкціи отъ п—2, вообще гово-
ря, везависимыхъ между собою вараметровъ: 

а 2 , а „ . . . а я __ ( , ап. (2) 

Пусть корви ураввевія (1) суть: 

Уп- і - ( 3 ) 

Ови связавы между собою соотвошевіемъ: 

S y t = 0 , ( 4 ) 

вслѣдствіе котораго одва взъ величивъ (3) е с т ь л н е й н а я 
фувкція остальвыхъ. 

Будемъ, слѣдуя Елейву, разсматривать величввы: 

Уо, УІТ>- Уп-і- (3) 
Т. ХТІІ . Вып. I. Ю 
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какъ систему п однородныхъ координатъ точіш въ простран-

ствѣ п—2-хъ измѣреній, при чемъ эти координаты связаны 

между собою линейнымъ соотношеніемъ (4) * ) . 

Назовемъ точку, опредѣляемую координатами (3) буквою А. 

Пусть группа уравненія (1) есть группа Г порядка N. 

Примѣнивъ одну изъ субституцій группы Г къ ряду коли-

чествъ (3) , мы получимь рядъ количествъ: 

?7о> У і ѵ Уп-п (5) 

отличающихся отъ количествъ (3) только порядкомъ. 

Взятой нами субституціи группы Г соотвѣтствуетъ нѣко-

торая коллинеація точекъ пространства: 

Уо = Ую 

УІ = Ую 

Уп~і = Уѵ 
*) Введеніе лишнихъ координатъ, связанвыхъ съ остальными посред-

ствомъ лииейныхъ соотношеній, предложено Bobillier. CM . P . Serre t 
Geometrie de direction. 

Намъ придется болѣе всего имѣть дѣло еъ системою пяти однород-
ныхъ (пентаэдрическихъ) коордішатъ въ простравствѣ трехъ измѣреяій 
Этотъ случай соотвѣтствуетъ значевію 

т. е. онъ еоотвѣтствуетъ уравненію 5-ой степени. 
При 

п=і 
намъ придется имѣть дѣло съ системою четырехъ однородныхъ коорди-
натъ на плоскости. 

При 

мы будемъ имѣть дѣло съ геометріею на прямой, нри чемъ точка опре-
дѣляется тремя одвородными коордиватами. 

Co случаями, когда 

т. е. съ пространствами 4 ,5 . . . измѣреній намъ ве нридется вовсе имѣть 
дѣла. Поэтому разсуждевія, приведееныя въ текстѣ имѣютъ вполнѣ 
реальный смыслъ. 

(6) 
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Количества (5) елужитъ координатами нѣкоторой точки А', 
отличвой отъ А. 

Каждой субституціи груішы Г соотвѣтствуетъ нѣкоторое 
перемѣщеніе величинъ (3) и нѣкоторая точка, координатами 
которой служатъ эти величины. • 

Совокуввости N субституцій группы Г соотвѣтствуетъ 
совокуввость N точекъ: 

Корви уравневія (1) вволвѣ опредѣляются звачевіями п—2 
параметровъ (2) . Поэтому данвой системѣ звачевій вараме-
тровъ (2) соотвѣтствуетъ опредѣлеввая совокуввость N то-
чекъ (7) въ вростравствѣ п—2 измѣревій, и всѣ эти N точекъ, 
вообще говоря, различвы между собою. 

Ставемъ теверь веврерывво измѣвять звачевія вараме-
тровъ ( 2 ) . 

Пусть вараметры (2) , веврерывво мѣвяясь, врошли че-
резъ всевозможвыя зваченія дѣйствительвыя и мвимыя. Точ-
кв (7) описали нѣкоторую вволвѣ опредѣлеввую форму въ 
лростравствѣ п—2 измѣревій. 

Ііосмотрнмъ, что это за форма? 

ІІрежде всего замѣтимъ, что величива одвого изъ вараме 
тровъ (2)—для овредѣлеввости будемъ волагать: величива 
вараметра ап—ве вліяетъ ва воложевіе точекъ (7) . В ъ са-
момъ дѣлѣ, величивы (3) суть однородиыя коордиваты точки 
А. Положевіе точки А овредѣляется только ихъ отвошевіями; 
величвва же коэффыціевта ап овредѣляетъ только мвожи-
тель вроворціовальвости, сопровождающій одвородвыя коор-
диваты. Если мы измѣвимъ этотъ мвожитель вроворціональ-
вости, иоложивъ 

в вреобразуемъ уравневіе (1) ливейвою водставовкою (8), то 
мы достпгнемъ того, что извѣствый члевъ ураввевія ставетъ 
раввымъ едивицѣ. 

А} A', A",... A<N-4 (7) 

у=ѵЧУ> (8) 

10* 
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Вслѣдствіе только что сказаннаго мы будемъ считать коэф» 
фиціентъ ап востояввымъ п будемъ говорить толъко объ вз* 
мѣвевіи вараметровъ: 

а 2 5 а 3 , . . . ап_{. ( 9 ) 

Каждому измѣвевію величинъ параметровъ ( 9 ) соотвѣт-
ствуетъ нѣкоторое вередвижевіе точекъ ( 7 ) . 

I . Пусть параметры ( 9 ) иезависимы между собою, Когда 
ови, непрерывно мѣвяясь, пройдутъ черезъ всевозможныя 
значенія какъ дѣйствительныя такъ и мнимыя, то точки ( 7 ) , 
двигаясь веирерывво, опишутъ все пространство п— 2 измѣ-
реній. В ъ самомъ дѣлѣ, каковы бы ни были отношенія коли-
чествъ (3) между собою,—всегда найдется соотвѣтствугощая 
имъ система значевіа вараметровъ ( 9 ) . Слѣдовательво при 
независимыхъ между собою параметрахъ ( 9 ) геометрическая 
форма, соотвѣтшвующая уравненію (1)—еспьъ все прострап-
ство п—2 измѣреній. 

I I . Пусть вараметры ( 9 ) связавы между собою одиимъ со-
отвовіевіемъ: вавр . вусть 

а, = 0. 

ПОЕЯТЕО, что въ такомъ случаѣ между коордиватами (3) 
точки А будетъ существовать кромѣ (4) еще одио соотвошевіе. 
При всевозможвыхъ измѣвевіяхъ вараметровъ ( 9 ) , точки ( 7 ) 
овишутъ: 

1) ври п=Ь воверхвость въ вростравствѣ 3-хъ измѣревій, 
2) врп ю = 4 ливію в а влоскости, 
3) ври п=Ъ систему N востояввыхъ точекъ в а врямой. 
Таковы геометрическія формы, соотвѣтствующія ураввевію 

( 1 ) въ томъ случаѣ, когда вараметры ( 9 ) связавы между со-
бою однимъ условіемъ. 

I I I . Пусть иараметры ( 9 ) связавы между собою двумя усло-
віями: вавр . 

а 2 = 0, а3 = 0 . 

В ъ такомъ случаѣ коордиваты (3) точки А связавы ме-
жду собою кромѣ ( 4 ) еще двумя ураввеніями. 
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Прп всевозможныхъ измѣненіяхъ величинъ параметровъ 
(9) , точки (7) опишутъ: 

1) прн п=Ь кривую въ пространствѣ трехъ измѣреній, 
2) при w = 4 систему ІѴпостоянныхъ точекъ на плоскости. 
(При п=3 разсматриваемый случай совсѣмъ встрѣтиться 

не можетъ). 
Таковы геометрическія формы, соѳтвѣтствующія уравненію 

(1) въ томъ случаѣ, когда параметры (9) связаны между со-
бою двумя условіямп. 

Мы будемъ называть разсмотрѣвныя нами геометрическія 
формы изображеніями (Bilder—по Елейну) соотвѣтствующихъ 
уравненій (1). Будемъ говорить, что уравненіе (1) изобра-
жается соотвѣтствующею ему геометрическою формою. 

§ 4 9 . Геометрическія изображснія для уравненій 5-ой степени. 

Пусть въ уравненіи 5-ой степени коэффиціентъ а 2 равенъ 
нулю: 

Корни уравненія ( 1 0 ) удовлетворяютъ двумъ соотношеніямъ: 

I . 

а.2 = 0. 

Уравненіе принимаетъ такой видъ: 

уъ-^-аі у*-+-аА у-+-а5—0. (10) 

(4) 
и 

= о ( і і ) 
или: 

у0 *+Уі '2-*-у3 —о. 

(12) 

( 1 3 ) 

Исключивъ изъ этихъ уравееній у0 находимъ: 

Уо ~+У, 2 - « - 2 / 2 *+У3 '2+Уо У, -+-У» УІ +Уо У3 -+УІ УІ ~*~ 
(14) 

-І-УІУЗ+УІУ,^-
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Это уравненіе изображаетъ нѣкоторую поверхность 2-го по-
рядка. Слѣдуя Клейну, мы назовемъ ее глаѳиою поверхностъю 
(Hauptflache). Она служитъ изображеніемъ уравненія ( 1 0 ) , 
которое мы назвали въ главѣ X главнымъ уравненіемъ 5-ой 
степени. 

Прн всевозможныхъ измѣненіяхъ коэффиціентовъ главнаго 
уравненія (10) корни его служатъ координатами точекъ, ле-
жащихъ на главной поверхности ( 1 4 ) . 

I I . 

Пусть въ уравненіи 5-ой степени коэффиціентъ а3 равенъ 
нулю: 

а 3 = 0 . 

Уравненіе принимаетъ такой видъ: 

2 / Ч - а 2 у5-ьа4 у+а5=0. ( 1 5 ) 

Между корнями его существуетъ двѣ зависимости: 

Sy , = 0, (4) 

и 
2 % 3 = 0 , (16) 

или: 

Уо -*~Уі -*-Уі +Уз = 0 > (12) 

Уо 5-*-УІ *-*-У* *+Уз *-+~У< — 0 - (17) 

Исключивъ уА изъ уравненій (12) и (17) , находимъ: 

Уо 3 - + - 2 / І 3 - ^ - 2 / 2 *+Уз3— (2/о -+-2/і -*-2/з) 3 = 0 • ( 1 8 ) 

Эта поверхность 3-го порядка обладаетъ тѣмъ свойствомъ у 

что на ней лежитъ каждая изъ діагоналей полваго пятигран-
ника, образованнаго пятью плоскостями координатъ. В с л ѣ д -
ствіе этого Клебшъ назвалъ поверхность 3-го порядка, изо-
бражаемую уравненіемъ (17) діагональною поверхношью 
(Diagoiialflache). 

Итакъ, изображеніемъ уравненія (15) служитъ діагональ-
ная поверхность (18) . 



Слѣдуя Клейву, мы вазовемъ уравненіе (15) дгагональнымъ 
уравненіемъ. 

III. 

ІІустъ въ уравнеяіи 5-ой степеви коэффвціевты а% и аг 

раввы вулю: 

а 2 = а 3 = 0 . 

Ураввевіе вривимаетъ такой видъ: 

уъ-*~ак у - н а 5 = 0 . (19) 
Это—ураввевіе въ формѣ Жеррарда *) . 
Изображевіе его есть, вовятво , та крввая 6-го ворядка, ко-

торая служвтъ ливіей вересѣчевія воверхвостей: главвой и діа-
говальвой. 

Ураввевіе Жеррарда—вростѣйшее изъ ураввевій 5-ой сте-
в е в в . Корви его суть фувкціи одвого вараметра. 

Оставовимся в а свойствахъ главвой воверхвости: 

Уо а - ь У |

 й+у.2 ^у, 2 2 = 0 . (13) 

Каждая точка воверхвоств 2-го порядка вполнѣ овредѣ-
ляется двумя врямоливейвыми образующимв, черезъ вее про-
ходящими. Когда дава воверхвость втораго ворядка, то вся-
кая врямоливейвая образующая ея овредѣлева величивою 
одвого вараметра. 

Представимъ ураввевіе 

Уо 2 - | - 2 / І *-*-У* '2~*-Уз *-*~Уь 2 = 0 > ( 1 3 ) 

въ такомъ видѣ: 

(20) 

г Дѣ ft, fz, f 2 i fk суть цѣлые ливейвые мвогочлевы съ вере-
мѣввыми: 

*) Клейнъ называетъ его ураввеніемъ Бринга по причинѣ, которую овъ 
указываетъ на стр. 143 Yorlesungen iiber das Ikosaeder. 
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(23) 
ft+uf3=0, I 

f~uft=0. J 

Представивъ ураввенія (20) въ такомъ видѣ: 

- й - й 
f~ft 

и положивъ: 

- Н - * ( 2 4 ) 

мы представимъ уравненія одной изъ прямолинейныхъ обра-
зующихъ второй системы въ слѣдующемъ видѣ: 

<=0, j 
- < = о . 1 

(25) 

Если даны значенія параметровъ и и ѵ, то изъ уравненій: 
(12) , (23) и (25 ) , мы можемъ опредѣлить значенія всѣхъпяти 
корней уравненія (10) : 

УОІ Уи У» Узі ( 2 1 ) 

Уоі Уп У» У» (21) 

Достичь такого разложенія квадратнаго многочлена можно 
безконечнымъ числомъ способовъ. Какъ это сдѣлать всего 
проще въ нашемъ случаѣ—мы увидимъ ниже. 

Представимъ уравненіе ( 2 0 ) въ такомъ видѣ: 

f,~~f*' 
и положимъ: 

гдѣ и—нѣкоторое постоянное число. 

Уравненія одной изъ прямолинейныхъ образующихъ поверх-
ности (20) представятся въ такомъ видѣ: 



(26) 

При этомъ намъ придется только рѣшить систему пяти 
уравненій 1-ой стеаени съ пятыо веизвѣствымв. 

He трудно усмотрѣть, что линейныя функціи f{1 ff, /*,, fK 

могутъ быть выбраны слѣдующимъ образомъ: 

/і=Уо % -*-£ hJi ^ % > 
f* =Уо ^ Е \ W % %, 

/і =Уо ^ \ -«У« ^ £ % £
 ! 2 /41 

гдѣ і=е 5 . 

Дѣйствительво, подставивъ выражевія (26) въ формулу: 

ftft-+-f,f<, ( 27 ) 
находимъ: 

fifi+fJ^W-Zyiyj, ( 2 8 ) 

гдѣ индексы і іл j пріобрѣтаютъ значенія: 0, 1, 2, 3, 4 и при 
томъ такъ, что і и j во второй суммѣ имѣютъ непремѣнно 
значенія различныя между собою. 

Изъ равенства: 

%,; = 0 (4) 

слѣдуетъ: 

*у,*+2*у{Уі=0. (29) 
Поэтому 

и ^ П ^ ^ У і ^ І І У ^ у ^ у ^ у ^ у Л (30) 

Слѣдовательно ураввеніе главвой поверхности можетъ быть 
представлево въ видѣ: 

ftft-*-ftft=0, (20) 

гдѣ / ) , f„ /*3, имѣютъ значенія, даваемыя формулами ( 2 6 ) . 
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Соображая только что сказаввое, мы приходимъ къ заклю-
чевію, что точки главвой воверхвости, а слѣдовательно и 
корни уравненія: 

2/ 5 -ьа 3 у - і - а , = 0 ( 1 0 ) 

вполнѣ опредѣляются звачевіями двухъ параметровъ и и ѵ9 

опредѣляемыхъ формулами: 

У о " У І % -#-£у3 -*-ё% I 
(31) 

_ УО-*~*'УІ -+-*У*-*-&%-*-ъ*У* \ 
Уо^АУг^%+і2Уз+іУ< ' / 

ѵ — У»-*-*Уі^%^%-+-*4Уі _ ] 
Уо-і-^Уі+іУі^Уз-і-^Уі ~ I 

(32) 

_ Уо - + - £ *У»-*-еуа ~*~£ 3У< \ 
Уо ~+- £ 4 у 4 - ^ £ % - * - £ 8у3 - * - £ У < " 1 

Это еще разъ водтверждаетъ сказанное выше: корни 
уравненія ( 1 0 ) суть фувкціи двухъ независимыхъ между собою 
параметровъ. За такіе параметры можно принять и я ѵ, вхо-
дящіе совершенно симметрвчно. 

Посмотримъ, каковы измѣвенія количествъ и и ѵ, соотвѣт-
ствующія всевозможвымъ субстятуціямъ $адъ корнями: 

Уо> Уі , Уі, У*> У< ( 2 1 ) 

ураввевія ( 1 0 ) . 

Совершивъ вадъ вятыо количествами ( 2 1 ) всѣ 1 2 0 субсти-
туцій свмметрической груввы, мы волучимъ 1 2 0 веремѣщевій 
Э Т Е Х Ъ количествъ. Еаждому изъ этихъ веремѣщевій соотвѣт-
ствуетъ одва овредѣлеввая точка в а главвой яоверхвости. 
Черезъ каждую точку воверхвостп вроходятъ двѣ образую-
щія: 1-ой и 2-ой системы. Каждой субституціи вадъ количе-
ствами ( 2 1 ) соотвѣтствуетъ своя коллпвеація точекъ врострая-
ства, веремѣщающая между собою яолучеввыя 1 2 0 точекъ, a 
вмѣстѣ съ тѣмъ и проходящія чрезъ впхъ образующія. При 



этомъ можетъ случвться о^но изъ двухъ: образующая каждой 
системы преобразуется въ образующую той же системы, или 
же образующая каждой системът преобразуется въ образую-
щую другой системы. 

Пусть нѣкоторая субституція <т иамѣняетъ образующую, 
овредѣляемую параметромъ и въ образущую той же самой 
системы, опредѣляемую параметромъ й. Параметры и п й 
связаны между собою авалитичееки и врп томъ такъ, что каждый 
изъ нихъ есть однозначная фуекція другаго. Это звачитъ, что 
они связавы между собою линейно: 

й = S(u), 

гдѣ 8 есть символъ нѣкоторой ливейвой водставовки. 

Пусть вѣкоторая субституція замѣвяетъ образующую, 

опредѣляемую вараметромъ и, другою образующею, овредѣ-

ляемою вараметромъ ѵ. Совершевво тѣми же разсуждевзями, 

какія вриведевы вкше, мы убѣдимся въ томъ, что ѵ есть ли-

вейвая фувкція и: 

v=S\u). 

Совокуввость субстнтуцій, замѣвяющихъ каждую образую-
щую вовою образующею той же самой системы, веобходимо, 
должва составвть грувву. Обозвачимъ эту груяву буквою Г. 

Посмотримъ, что это за грувяа. 
Если всякая субституція симметрпческой груяяы входитъ 

въ Г, то Г есть свмметрическая грувва субституцій изъ пятп 
буквъ ворядка 120 . 

Если Г в е есть симметрическая груяяа, то должва суще-
ствовать хотя бы одва субституція сг', замѣвяющая образую-
щую одвой стстемы вовою образующею другой системы. В ъ 
такомъ случаѣ, обозвачая буквою а какую либо изъ субсти-
туцій груввы Ц мы замѣтимъ, что 

есть субституція груввы Г. 
Если такъ, то Г есть особая часть симметрической груяны 



Такъ какъ симметрическая группа 120-го порядка имѣетъ 
едивствеввую особую часть: звакоперемѣввую группу 60-го 
ворядка, то мы приходнмъ къ заклю.чевію, что групиа Г есть 
или: 

1) симметрическая группа порядка 1 2 0 , 

или: 

2) знакоперемѣнная группа порядка 6 0 . 

Мы видѣлп, что каждой субституціи а группы / соотвѣт-
ствуетъ линейная веоднородная яодставовка: 

й = S(u) 

величивы и. 

Если яорядокъ груввы Г равевъ 1 2 0 , что величива и 
вмѣетъ 120 звачевій, связаввыхъ между собою групяою 
1 2 0 г о ворядка ливейвыхъ веодвородвыхъ яодставовокъ. 
В ъ главѣ І У мы видѣли, что такой груввы веоднородвыхъ 
ливейвыхъ водставовокъ в е существуетъ. Самый высокій во-
рядокъ груввы веодвородвыхъ ливейвыхъ водставовокъ ра-
вевъ 60 , я въ такомъ случаѣ эта груява—пкосаэдрическаго 
тива. 

Итакъ, груява Г— зваковеремѣввая ворядка 60 и изоморф-
ва съ икосаэдрической групвой. 

Соѳокупность субституцщ замѣняющшъ каждую образую-
щую другой образующей той же самой системы, есть знако-
перемѣпная группа Г порядка 60. 

Подъ вліявіемъ этихъ субституцій вараметръ и вріобрѣ-
таетъ 60 звачевій, связаввыхъ между собою ливейвыми в е -
одвородвыми водставовкамн икосаэдрической груввы. 

Возьмемъ фуякцію ( 3 1 ) . Примѣвивъ къ вей 60 водставо-
вокъ звакояеремѣввой груішы, мы волучимъ 60 величивъ 

и0, ип щ,... u59J (33) 

связаввыхъ между собою ливепвымв водставовками икоса-
эдрической группы. 



Провзведевіе 
$ - 5 9 

(34) 

есть мвогочлевъ цѣлый относительно и и имѣющій коэффи-
ціентами знакоперемѣвныя функціи количествъ (21) . 

Такъ какъ всякая знакоперемѣнная функція корней урав-
ненія (10) есть раціональная фувкція его коэффиціентовъ и 
квадратнаго корня изъ его дискриминанта Д, то мы въ правѣ 
представить функцію (34) въ такомъ видѣ: 

t = 5 9 _ 

П(и—иі)=Ф(и, а.}5 а 4 , а $ , у/Д). (35) 

Ураввевіе, опредѣляющее величину и будетъ таково: 

Ф(и,а3,аА,а5, у/Л) = 0. (36) 

Это ураввевіе— 60-ой степени; оно не мѣняется отъ прв-
образованія посредствомъ линейвыхъ водставовокъ вѣкото-
рой икосаэдрической груввы. Если такъ, то в а освовавіы 
извѣстваго вамъ объ икосаэдрическомъ ураввевіи мы можемъ 
утверждать, что ураввевіе (36) вриводится къ виду: 

гдѣ fu(u) есть вервичвая фувкція икосаэдрическаго тива, 
Ни(и) ея гессіанъ, А и В—раціовальвыя фувкціи коэффи-
ціевтовъ 

ураввевія (10 ) . 

Остается разсмотрѣть слѣдующіе два вовроса: 

1) Будетъ ли ураввевіе (37) нормальиымъ икосаэдрпческимъ 
ураввевіемъ? 

2) Какъ выражаются величивы А и В черезъ коэффдці-
евты ураввевія (10)? 

Щи — иг) 
Іс=0 



Ураввевіе (10) есть резольвевта 5-ой степеяи икосаэдри-
ческаго ураввевія (37) . В ъ главѣ X мы видѣли, что въ та-
комъ случаѣ груяяы обоихъ уравненій изоморфны между собою. 

Основныя субститудіи с и т группы уравненія (10) соот-
вѣтствуютъ основнымъ субституціямъ 8 и IT икосаэдриче-
€кой группы и выражаются такъ: 

<* = (Уо> Уп У» У*> У<)> 

т = (Ув) (Ум Уі) (Уѵ У*)-

Для вахождевія основныхъ подстановокъ 8 и сГгруввы урав-
ненія ( 3 7 ) . мы возьмемъ корень и этого ураввевія, выра-
жаемып формулою (31 ) , и посмотримъ, какія измѣненія вы-
зываютъ въ немъ субституців сг и т. 

Послѣ подстановкп а онъ переходитъ въ й, при чемъ: 

й — ш. ( 39 ) 

Слѣдовательно основная водставовка £груяпы ураввевія ( 3 7 ) 
такова: 

8(и) = ш. (40) 

Такое же вычисленіе подстановки сГ оказалось бы довольно 
сложнымъ * ) . Е г о мы можемъ звачительво сократить, поль-
зуясь слѣдующими соображевіями. 

Разсмотримъ сначала частвый видъ ураввевія ( 1 0 ) . 
Положимъ: 

У о ^ О , У і = — у = 1, у в = — у 4 = п = г . (41) 

Уравневіе (10) будетъ таково: 

г/-у = 0. (42) 

Изъ формулы ( 3 1 ) слѣдуетъ: 

*) Оно потребовало бы, между ирочимъ, исключенія двухъ корней, 
напр. уѣ и yk изъ формулы (31) при посредствѣ условій: 

Г У і = 0 , 1 > , ; 3 = 0 . 
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откуда: 

г « = ( £ 2 - і - £ 3 ) г ^ г(е—£ 4j = 2 cos -g- ̂  2 s m -g- . (44) 

Выполнивъ субституцію: 

* = {Уо)(Уі9 У*)(Уз> У<) 

надъ величинами (41) и вставивъ ихъ затѣмъ въ формулу 
( 3 1 ) , мы замѣтимъ, что величина и не измѣнилась. Слѣдо-
вательно, искомая подстановка сГ не мѣняетъ величину: 

/ 4и 2тс\ и—2 ( cos — =*= sin -g- ) , (44 ' ) 

и это справедливо независимо отъ того, который изъ двухъ 
знаковъ мы возьмемъ передъ вторымъ членомъ формулы ( 4 4 ' ) . 

Отсюда мы выводимъ такое заключеніе: тѣ двѣ точки 
плоскости комплекснаго перемѣннаго щ которыя не мѣня-
ются искомою подстановкою <f, суть слѣдующія: 

О І 4:71 . 2 * 
а=2[ cos — sew — 

, 0 / 4тт . 2іг\ I 
6 = 2^cos — s m ~ 5 ~ j * j 

(45) 

Зная, что подстановка §—втораго порядка, и имѣя тѣ 
двѣ точки а и fe, которыя ею не мѣняются, легко найти эту 
подстановку. 

Пусть: 

^ ( ^ . ^ r - r - J • ( 4 6 ) 

Обратная ей подстановка: 
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Положивъ: 

Т ' Т 
= ? = ( 4 9 ) 

ваходвмъ: 

Щ)^^1 ( 50 ) 
4 и — к 

Двойныя точки этой подстановкп служатъ корвями квадрат-
ваго ураввевія: 

и 2 - 2ки — 1=0. (51) 

Звая, что корвв этого ураввевія выражаются формулами 
(45) , ваходимъ: 

1с = 2cos^= £ 2 ~ Ь £ 3 . ) 

5 I 
} (52 ) 

I = — 4 (cos* у — s m 2 = 1. j 

. Искомая водставовка ST такова: 

m = ^ U ^ . (53 ) 
Ѵ J U—(£2-І-£3) 4 ' 

Освоввыя водставовки 8 и еГ груввы ураввевія (37 ) вы-
ражаются формулами (40) и (53) : 

8(и) = щ (40) 

Эти формуды тождествеввы съ формулами (56) главы I V . 

должна быть тождественна съ нею. Отсюда с л ѣ д у е т ъ , что: 

8 = — а. ( 4 8 ) 
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Поэтому мы въ правѣ сказать, что 8 и ІГсуть освоввыя водста-
новки пормалъной вкоеаэдрической группы. Слѣдовательно к а к ъ 
группа уравненія ( 3 7 ) , такъ и само это уравненіе представлены 
въ нормальномъ видѣ. Для вахождевія величивы параметра и 
прямолинейной образующей главной поверхности, необходимо 
рѣшить нормальное икосаэдрическое уравненіе ( 3 7 ) . 

Такъ какъ величина и9 опредѣляемая формулою ( 3 1 ) , подъ 
вліяиіемъ субституцій знакоперемѣнной группы пріобрѣтаетъ 
полное число значевій (т. е. 6 0 значевій), то всѣ корни 
уравненія ( 1 0 ) суть раціональныя функцІЕг величины и. 

Какъ выражаются коэффиціенты А и В уравненія ( 3 7 ) 
черезъ коэффиціенты я 3 , а 4 , аъ уравненія ( 1 0 ) — м ы увидимъ 
въ слѣдующемъ параграфѣ. 

§ 5 0 . Р ѣ ш е е і е г л а в н а г о у р а в н е н і я 5 -ой степени. 
В ъ § 49 мы пришли къ заключенію, что для рѣшенія 

главнаго уравненія 5-ой степени: 

У5 +• «3 У 2-«-л У-+*Ь=° (Ю) 

достаточно рѣшить икосаэдрическое уравневіе вормальваго 
в и д а : 

Е\и) 
•Ву/Ь. ( 3 7 ) 

Займемся водробвостями этихъ вычислевій. 

Для вростоты формулъ представимъ ураввевіе ( 1 0 ) въ 
такомъ видѣ: 

уь-л- 5 а у а - н Ь$у - і - у = 0 , (54) 
при чемъ: 

а„ п а, 
а = = 5 - ' Р = Ь> Т = = й -

Дискримявавтъ ураввевія (54) таковъ: 

Д = Ю 8 а 5 у — 1 3 5 а 4 | 3 2 - ь 9 0 а 2 ^ 2 — 3 2 0 а / 3 3 у - * - 2 5 6 / 3 5 - + - у 4 * ) . (55) 

* ) CM. Faa de Bruno Theorie des formes binaires. Таблица I V 2 . 

T . XYII . Вып. I. 11 
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У р а в н е н і е ( 5 4 ) е с т ь о д н а и з ъ р е з о л ь в е н т ъ 5 - о й с т е п е н и 
и к о с а э д р и ч е с к а г о у р а в н е н і я ( 3 7 ) , и л и , что т о ж е , у р а в н е н і я : 

- 1 2 Ѵ Д « ) ~ ' ( } 

г д ѣ : _ 
2 = 4 + 5 ^ 4 . ( 5 6 ) 

М ы в и д ѣ л и в ъ § 4 6 , что р е з о л ь в е н т а 5 - о й с т е п е н и у р а в -
н е н і я ( 3 7 ' ) в ъ с а м о м ъ о б щ е м ъ в и д ѣ с о д е р ж и т ъ в ъ с е б ѣ к р о м ѣ 
п е р е м ѣ н н а г о г е щ е д в а п р о и з в о л ь н ы х ъ п а р а м е т р а . Э т а р е -
з о л ь в е н т а м о ж е т ъ б ы т ь п р е д с т а в л е н а в ъ с л ѣ д у ю щ е м ъ в и д ѣ : 

- і б ( - « ^ -Tzr- - Г - ( 5 7 ) 

\ ( 1 — * ) " ) 

У р а в н е н і е ( 5 4 ) е с т ь о д н а и з ъ г л а в н ы х ъ р е з о л ь в е н т ъ 5 - о й 
с т е п е н и и к о с а э д р и ч е с к а г о у р а в н е н і я ( 5 5 ) . О н а з а к л ю ч а е т с я 
в ъ о б щ е й ф о р м у л ѣ ( 5 7 ) и с д ѣ л а е т с я т о ж д е с т в е н н о ю с ъ у р а в -
н е н і е м ъ ( 5 7 ) , е с л и м ы д а д и ы ъ п а р а м е т р а м ъ 7г, й, z з н а ч е н і я , 
у д о в л е т в о р я ю щ і я т р е м ъ с л ѣ д у ю щ и м ъ у р а в я е н і я м ъ : 

8 А а - * - 1 2 Л * й ѢѴ+к* 
a = 1 — , (58) 

Р= ~ 1 2 f + z(l-z) ^ 4 « 1 = ^ ' ( 5 9 ) 

Y = 1 4 4 1 2 0 — - н j - . ( 6 0 ) 

* Z Z(\ Z) 8(1 Zf V J 
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Опредѣлимъ изъ этихъ уравненій величины h, h, z *). 

Изъ уравненій (59) и (60) находимъ: 

—ѵГ- = 1 = 7 — - " ( і ^ • ( 6 1 ) 

Раздѣливъ уравненіе (61) на уравненіе ( 5 8 ) , имѣемъ: 

1 2 а — 1— s' (62) 

Изъ тѣхъ же уравненій (59) и (60) находимъ: 

Такимь же образомъ изъ уравненій (58) и (59) получимъ: 

(г-1-«•)'-« [і^(ЗЫ^У-а-\. ( 6 4 ) 

Изъ уравненій (63) и (64) слѣдуетъ, что: 

или: 

Вставляя въ это уравненіе вмѣсто 

*) Приведенвое въ текстѣ весьма искусное рѣшевіе этихъ ураввеній 
заимствоваво у Клейна (Yorles. lib. das Ikos. стр. 192), По словамъ 
Елейва овъ самъ заимствовалъ его изъ лекдій Гордаяа. Подобяое же 
исключевіе есть у Киперта въ сочивеніи „Auflosung der Gleichungen 
fiinften Grades". Журналъ Крелля. т. 87. 

1 1 * 
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въ формулу! (63) и опредѣлимъ изъ нея *: 

(48а7г 2 —ЩЬ— j )* 
6 4 а 2 ( 1 2 а ^ — ЩѢ—fr) ' 0 = (69 ) 

Внеся величину й, вычисленную по формулѣ (68 ) , въ выра-

женіе (69) , мы вычислимъ величину z. 
Выражеяіе величины z дѣйствительно приметъ видъ: 

г = А + Ву/~Ь. (56) 

Представимъ равенство (58) въ слѣдующемъ видѣ: 

8 / г 3 -ч -Ш 2 & 6U+-& ¥ / 7 П ; 
a = 1 . - . (7U) 

Z Z 1—Z 

выраженіе, стоящее въ лѣвой части ураввенія (62) , находимъ: 

16(о«— ( 3 3 - 4 - а ^ ) Й 2 — | ( I l a 3 i 3 -+- 2 ( І 2

Т — а Т

2 ) Й - н 

( 6 7 ) 

н_ * ( 6 4 а 2 р 2 - 2 7 а 3 у — | П 2 ) = 0 . 
9 

Таково квадратное уравненіе, опредѣляющее величину пара-
метра h. Рѣшивъ его, будемъ имѣть: 

гдѣ Д есть дискриминантъ ур&вненія (54) , опредѣляемый фор-
мулою (55 ) . 

Такъ какъ величины коэффиціентовъ a, {3, у извѣстны, то 
извѣстна и величива А. Вставивъ значенія a, Д въ 
формулу (68) , находимъ величину h. 

Подставимъ выраягвніе (62) величины: 

1—z 
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Подставивъ въ вего вмѣсто 

¥ 
1—8 

выражевіе (62) и рѣшивъ затѣмъ яолучевяое ураввеяіе отно-
оительво ваходимъ: 

9 6 * 7 г 3 н - 7 2 ^ 2 - н 6 у й — 1 2 а 2 г 
к ~ 1 4 4 Л 2 - + - 1 2 3 й - і - у ' { 

Вставивъ въ эту формулу вмѣсто h и z вайдеввыя раяьвте 
звачевія этихъ вараметровъ, ваходимъ величияу к. 

Итакъ, формулы (68) , (69) , (71) даготъ возможяость во 
даввымъ коэффвціеятамъ (3, ѵ ураввевія (54) вайти вели-
чивы 7г, к9 8. Бъ выраженія этихъ величинъ входитъ едип-
стенная ирраціональность: квадратный корень изъ дискрими-
нанта уравнеиія (54). Звакъ вередъ этимъ радикаломъ вволвѣ 
вроизволевъ. 

В ъ дальвѣйшнхъ разсуждевіяхъ мы будемъ полагать, что 
1ц z имѣютъ числовыя звачевія, вайдеввыя по формуламъ 
(68) , ( 6 9 ) , ( 7 1 ) . В ъ такомъ случаѣ ураввевіе (54) тожде-
ствевно съ (57) и служитъ главвою резольвевтою 5-ой сте-
веви для вормальваго икосаэдрическаго ураввевія: 

= , ( З Г ) 

—\2*f\u)' 
Изъ формулы (131) главы X видво, что коряи ураввевія 

(57) выражаются черезъ корви ураввевія (37 ' ) слѣдующимъ 
образомъ: 

Д<(") Ти{и)Ни{и) ѵ ' 

Вставляя въ эту формулу вмѣсто и корни икосаэдрическаго 
уравненія ( 3 7 ' ) , мы найдемъ всего 5 различныхъ величинъ, 
служащихъ корнями ураввенія (57 ) , или, что то же, даннаго 
намъ уравненія (54 ) . 
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Такъ какъ мы знаемъ взъ сказаннаго въ главѣ X , что 
подстановкѣ 

8(и) = т 

икосаэдрической группы соотвѣтствуетъ субституція: 

І = ( Г 0 , Y„ Г 5 , Г 2 , Г 4 ) ( 7 3 ) 

группы уравненія (57 ) , то для нахожденія всѣхъ пяти кор-
ней уравненія (54) достаточно найти одинъ изъ корней и 
икосаэдрическаго уравненія (37 ' ) и подставить въ формулу 
( 7 2 ) послѣдовательно 5 величинъ: 

щ ІЩ е.% (74) 

Полученныя 5 значеній величины Y будутъ служить пятыо 
корнями уравненія (54 ) . 

Изъ сказаннаго въ настоящемъ параграфѣ вытекаетъ с л ѣ -
дующій способъ рѣшенія всякаго главнаго уравненія 5-ой 
степени. 

Подставивъ коэффиціенты а, /3, у даннаго уравненія в ъ 
формулы (68) , (69 ) , (71) , находимъ величины й, кото-
рыя мы вносимъ въ формулы (37 ' ) и ( 7 2 ) . 

Найдя одинъ изъ корней и икосаэдрическаго уравненія ( 3 7 ' ) , 
мы подставляемъ величины (74) вмѣсто и въ формулу ( 7 2 ) . 

Выподнивъ вычисленія, находимъ всѣ 5 корней уравненія(54). 
Этотъ способъ рѣшенія принадлежитъ Клейну. 

§ 5 1 . Р ѣ ш е н і е у р а в н е н і я 5-ой степени о б щ а г о вида . 

Е щ е Абелемъ было показано, что въ случаѣ разрѣшимоствг 
алгебраическаго уравненія въ радикалахъ формула его р ѣ -
шенія можетъ бытъ построена такъ, чтобы всякій входящій 
въ нее радикалъ былъ раціональною функціею корней дан-
наго уравненія. 

Такіе радикалы, которые могутъ быть выражены въ видѣ 
раціональныхъ функцій корней, Кронекеръ назвалъ естествен-
ными ирраціоналъностями въ противоположность тѣмъ ради-
каламъ, которые даже и черезъ корни уравненія выражаются 
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ирраціонадьно. Радикалы вослѣдвяго рода онъ назвалъ вспо-
могательиыми (accessorische) * ) . 

Рѣшая главное уравненіе 5-ой с т е в е в в , мы пользовались 
двумя ирраціональными величинами: 

1) корнемъ икосаэдрическаго ураввевія щ который выра-
жается раціовальво черезъ корви разрѣшаемаго уравненія 
5-ой степени при посредствѣ формулы ( 3 1 ) ; 

2) квадратнымъ радикаломъ изъ дискриминанта \ ]Д , выра-
жающимвся тоже раціонально черезъ корни разрѣшаемаго 
уравненія: 

Слѣдовательно мы въ правѣ сказать, что главное уравненіе 
5-ой степени можетъ быть разрѣшево въ естественныхь 
ирраціовальвостяхъ. 

Посмотримъ, не можетъ ли уравненіе 5-ой степени общаго 
вида: 

быть разрѣшево въ естѳственныхъ ирраціональностяхъ в о -
добно тому, какъ разрѣшается главное уравненіе 5-ой степени. 

Если уравненіе (76) разрѣшимо въ естественныхъ ирра-
ціональностяхъ при посредствѣ корней вкосаэдрическаго 
уравневія, то должна существовать раціональная функція кор-
ней уравневія ( 7 6 ) , которая ври субституціяхъ груввы этого 
ураввевія исвытываетъ ливейвыя вреобразовавія вкосаэдри-
ческой груввы. Назовемъ эту фувкцію свова буквою и. 

\ / Д = ( 2 / о — У І )(Уо ~УІ )(УО —УЗ ) (У—У*)Х 

х (УІ—УЛУ—УЖУ—УІ) X 

X X 

х (у9—у<). (75) 

у 5-*-а2 у 3-+-а3 у Ч - а , у-л-а, = 0 (76) 

*) Объ эгомъ различіи CM. Kronecker. Ueber die Gleichungen funften 
Grades. Crelles JourDal Bd. 59. A также: Klein. Vorlesungen tiber das 
Ikosaeder. Стр. 157. 
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У«,> У,> Уі , Уз 

Пусть корнп уравненія ( 7 6 ) обозначены буквами: 

Уо> Уп У*, Уз> Уо (77) 

между ними существуетъ линейное соотношеніе: 

Уо+Уі - * - У ^ У ^ У ^ , (78) 

позволяющее во всѣхъ нашихъ формулахъ исключить одинъ . 
изъ корней, напр. г/ 4. Остальные четыре корня вполнѣ между 
собою независимы. 

Функція и представится въ ішдѣ: 

и = р»1ЬіѣіЦ , ( 7 9 ) 

гдѣ 9 и ф сутъ цѣлыя раціональныя функціи аргументовъ, 
не имѣющія общихъ множителей. 

Совершимъ такую четную субституцію величинъ (77 ) , ко-
торая измѣняетъ велнчину функціи (79) . 

В ъ результатѣ находимъ: 

й = Ф(Уо»У"Уа'У») e ( 8 0 ) 

Согласно сдѣланному нами условію й есть линейная функ-
ція и: 

г ^ = £ . ( 8 1 ) 

Отсюда вытекаетъ тождество: 

У(УоіУі>У«>Уз) _ «<Р(Уо» У. > Уз> У з ) - Ч Ж У о » У*і У*> У 3 ) / 8 2 ч 

<КУо>У.іУ*>Уз) 7 ? ^ ° ' У«' Уз)^%Уо5 Уі» У-п Уз) " 

Такъ какъ многочлены 9 и ф не вмѣготъ общихъ множи-

телей, то обѣ дроби, входящія въ равенство ( 8 2 ) , несократимы. 

Такъ каьсъ, кромѣ того, величины: 
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между собою вполнѣ независпмы, то должны имѣть мѣсто 
тождества * ) : 

?(Уо» Ух • У^ Уз) = ^ [ А ? ( 2 / 0 5 Уп У-2, & )-*-РФ(Уо> Уп Уѵ Уз)Ъ ) 
(83) 

Ф(2/о> 2/. , У^ Уз) =^[Т?(Уо> »і • Уз)^Ф(Уо> & > & ) ] . J 

Слѣдовательно, каждой изъ 60 субституцій знакоперемѣнной 
группы соотвѣтствуетъ линейная бинарная подстановка надъ 
величинами <р и ф. 

Совершимъ надъ <р и ф всѣ 60 субституцій и найдемъ 
соотвѣтствующія имъ 60 бинарныхъ лиыейныхъ подстановокъ. 
Эти 60 бинарныхъ подстановокъ образуютъ группу, потому 
что соотвѣтствующія имъ субституціи образуютъ группу. 
Между этпми шестьюдесятью подстановками равныхъ ока-
заться не можетъ—иначе величина и пмѣла бы меньше 60 
значеній. 

Итакъ, вайденныя нами бинарныя линейныя подстановки 
образуютъ группу бинарныхъ линейныхъ подстановокъ 60-го 
порядка изоморфную съ икосаэдрической группой неоднород-
ныхъ линейныхъ подстановокъ. Это закдюченіе противорѣ-
читъ теоремѣ 4 главы IV . Отсюда слѣдуетъ, что нѣтъ такой 
раціональной функціи корней уравненія 5-ой степени общаго 
вида, которая удовлетворяла бы икосаэдрическому уравненію. 

Для разрѣшенія уравненія 5-ой степени (76) намъ надо пре-
образовать его раціональною подстановкою въ главное урав-
неніе. 

В ъ коэффиціенты этого раціональнаго преобразованія непре-
мѣнно войдутъ радикалы, в при томъ эти радикалы будутъ 
всполюгательными. 

*) Въ случаѣ главнаго уравненія величины: 

Уо* Уѵ Уѵ 
связаны между собою уравненіемъ главной яоверхвости: 

^ 2 + ! / і 2 + ! / ^ 1 з г + М і ч 1 о ! / 2 + М з + а д + ! / і ^ + М з = 0 . (14) 
Поэтому къ главному ураввенію сказанное выше непримѣиимо. Въ этомъ 
заключается существенное различіе главпаго уравнеиія отъ общаго. 



Геометрическій смыслъ такого дреобразовавія заключается 
въ слѣдующемъ: мы устанавливаемъ соотвѣтствіе между точ-
ками пространства и точками главной поверхности такъ, 
чтобы каждой точкѣ пространства соотвѣтствовала едив-
ственная точка главной доверхвости. Мы можемъ этого достичь 
различво: напр. проведя черезъ данную точку пространства 
лучъ въ опредѣленномъ вроизвольво выбранномъ вадравлевіи, 
мы можемъ принимать за соотвѣтственную одну изъ двухъ 
точекъ пересѣченія этого луча съ главною поверхностью. 
Для раздѣленія двухъ точекъ пересѣченія луча съ главною 
поверхностыо придется ввести въ формулы одинъ вспомога-
тельный квадратный радикалъ. 

На практикѣ всего удобнѣе выполнить преобразовавіе 
уравведія (76) въ главвое ураввевіе, доложивъ: 

Т = уй+Ау -*-В. ( 8 4 ) 

Обозвачивъ буквами: 

извѣствыя симметрвческія фувкціи корвей ураввевія (76) п 
привомвввъ, что для ураввевія (76) 

s. = 0 , 

ваходвмъ: 

(85) 
ZY2=s^2As3-*-(A*+2B)s2+bB\ ) 

Для того, чтобы вреобразоваввое ураввевіе было главнымъ, 
вѳличины А и В должвы удовлетворять условіямъ: 

s 2 _ i - 5 J 5 = 0 , і 
(86) 

S 4 H - 2 J S 3 + ( ^ 2 ^ 2 £ ) S , H - W = = 0 . I 

Величина В раціовальва, a А зависптъ отъ одвого вспомо-
гательваго квадратваго радикала. 
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§ 5 2 . Рѣшеніе уравненія 5-ой степени въ Формѣ Жеррарда. 

Уравненіе Жеррарда: 

принадлежитъ къ числу главныхг. Е г о рѣшеніе получится 
изъ формулъ главнаго уравнеыія, если мы положимъ въ этихъ 
формулахъ a = 0. 

Положивъ: 
а = 0 

въ формулѣ (55) , получимъ: 

Д = 256(3 5 н - ^ Л (88) 

Изъ формулы (68) находимъ: 

Подставивъ выраженіе (68) величины Тг въ формулу: 

и разложивъ полученную функцію по возрастающимъ степе-
Б Я М Ъ «, будемъ имѣть: 

= - * «н-.. . , (90) 

гдѣ Д имѣетъ значеніе, опредѣляемое формулою (88) . 

Подставивъ выраженіе (90) величины: 

въ формулу (69) , произведя сокращеніе полученной дроби 
на a 3 и положивъ затѣмъ: 

a = 0, 
находимъ: 



172 — 

или, подставляя вмѣсто 1г выраженіе (89 ) : 

_ _ ( 9 2 ) 

2 5 6 ( — у ^ ѵ / Д ) ^ 5 

Подставивъ выраженіе (90) въ формулу ( 7 1 ) , сокративъ по-
лученную дробь на а и положивъ затѣмъ a = 0, находимъ: 

— 288/ і*(3 2 -+-ѵ 2 =ь ѵ

/ л 

или. подставляя вмѣсто h выраженіе (89): 

7 ; = \ 9 _ / (94) 
2 ( — Т г — \ / Д ) Э ' 

Найдя числовыя значенія h: z no формуламъ (89) , (92) , ( 9 4 ) , 
мы буделіъ дальше рѣшать уравненіе (87) совершенно такъ 
же какъ выше рѣшали ураішеніе (54 ) . 

Извѣстно, что вся?;ое уравненіе 5-ой степени раціональ-
нымъ преобразованіемъ приводится къ Жеррардовой формѣ. 
Посмотримъ, каковъ геометрическій смыслъ преобразованія 
главнаго уравненія въ Жеррардово. 

Геометрическимъ изображеніемъ Жеррардова уравненія 
служитъ кривая 6-го порядка въ пространствѣ, служащая 
линіей пересѣченія поверхностей: главной и діагональной. 
Желая преобразовать главвое уравненіе въ Жеррардово, мы 
устанавливаемъ такое соотвѣтствіе между точками главной 
поверхности и этой крпвой 6-го порядка, чтобы каждой точкѣ 
главной поверхности соотвѣтствовала единственная точка 
кривой 6-го порядка. 

В с е г о проще сдѣлать это такъ: провести черезъ данную 
точку главной поверхности одну изъ прямолинейныхъ обра-
зуюідихъ, найти три точки пересѣченія этой образующей съ 
діагональною поверхностыо и одну изъ этихъ трехъ точекъ при-



нять за соотвѣтственную съ данной точкой. Для раздѣленія 
трехъ точекъ пересѣченія образующей съ діагональною по-
верхностью придется рѣшить кубичвое ураввеяіе, при чемъ 
въ формулы войдутъ два радикала: квадратный и кубичвый. 

В ъ справедливости этого заключенія можно убѣдиться и 
авалитически. В ъ самомъ дѣлѣ, мы видѣли, что всякое глав-
ное уравненіе 5-ой степени есть резольвента якосаэдрнче-
скаго уравненія: 

НЛИ) -~ (ЗТ) 
-lVfu\u)-*> { 6 1 ) 

гдѣ z есть нѣкоторая извѣстная намъ фувкція коэффиціев-
товъ даннаго уравненія 5-ой степени. 

Преобразуя раціонально данное намъ уравненіе 5-ой сте-
деви, мы будемъ получать всевозможныя резольвенты 5-ой 
степени того же уравненія (37 ' ) . В с ѣ эти главныя резольвенты 
заключены въ формулѣ (57) и развятся только значеніями 
параметровъ huh. Если мы хотимъ, чтобы преобразованное 
уравненіе было Жеррардово, то должны выбрать 1г и к такъ, 
чтобы они удовлетворяли условію: 

w + - 6 ^ 2 - ^ :

 = о ( 9 5 ) 

1—z 
т. е. чтобы отношеніе 

h 
к 

было корнемъ кубичнаго уравненія: 

ЬѴ 6 (1г 

При рѣшеніи этого уравнеыія дѣйствительво входятъ два 
радикала: квадратяглй и кубичвый. 

§ 53 . Рѣшеніе уравненія 4-ой степени. 
Ураввевіе 4-ой стедеви общаго вида можетъ быть изобра-

жево такъ: 

У
 4-*-^2 у 2 -ь а2 у -І-ОЦ=0. (97) 
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1 = 7 \ / 2 А Г — б \ / 2 
и3~' 4 Л Г - + - 1 

(101) 

откуда: 

w3— 1 - і - 5ѵ/2 
F = ^ _ . . ( 1 0 2 ) 

Д л я т о ж д е с т в е н н о с т и у р а в н е н і й ( 9 8 ) и ( 9 9 ) н е о б х о д и м о в ы -
б р а т ь в е л и т а ш ы h и з т а к ъ , ч т о б ы о н и у д о в л е т в о р я л и у р а в -
н е н і я м ъ : 

а > = 2 т к ' 2 ? к • ( 1 0 3 ) 

И з ъ э т и х ъ у р а в н е н і й н а х о д и м ъ : 

П о д с т а в и в ъ в ъ ф о р м у л ы (102) и (100) в м ѣ с т о h ш е и х ъ 
в е л и ч и н ы , о п р е д ѣ л я е м ы я ф о р м у л а м п (104), и в н е с я з а т ѣ м ъ 
в ъ ф о р м у л у (102) в м ѣ с т о и величину о д н о г о и э ъ к о р н е й о к т а -

Г л а в н о е у р а в н е н і е 4 - о й с т е п е н л т а к о в о : 

у<+азу+а—0. ( 9 8 ) 

С р а в н и м ъ э т о у р а в н е н і е с ъ у р а в н е н і е м ъ ( 8 7 ) г л а в ы X : 

Г<^- - і - Г-н = 0. ( 9 9 ) 

У р а в н е н і е ( 9 9 ) е с т ь р е з о л ь в е н т а 4 - о й с т е п е н и о к т а э д р и ч е -
« к а г о у р а в н е н і я в о в т о р о й н о р м а л ь н о й ф о р м ѣ : 

6 4 ѵ / 2 ( « ' — 3 

\—р!А L=s. (іоо) 
(и6-*-Ь\/2 us—iy ѵ 

К о р н и у р а в н е н і й ( 9 9 ) и (100) с в я з а н ы м е ж д у с о б о ю с о о т -
н о ш е н і е м ъ : 



эдрическаго уравненія ( 1 0 0 ) , мы находимъ величиву одного изъ 
корней уравненія ( 9 8 ) . 

Для полученія всѣхъ четырехъ корней уравневія ( 9 8 ) , мы 
должвы послѣдовательно подставить въ формулу (102) четыре 
слѣдующихъ корпя октаэдрическаго уравненія (100) : 

гдѣ: 
и, Щи), $\и), 

1 н- ѵ 2 ihi 

% — у/2е 

е = е \ 

(105) 

(106) 

Для рѣшенія уравненія 4-ой стеяеви общаго вида (97) въ ги-
пергеометрическихъ функціяхъ, мы должны предварительно 
преобразовать его въ главное уравненіе. Для этого вреобра-
зовавія мы можемъ воспользоваться приведенными выше 
формулами (84) и ( 8 6 ) . Еоэффиціентъ А будетъ выражаться 
прк помощи одного вспомогателънаю квадратнаго радикала. 

Геометрическій смыслъ этого преобразованія слѣдующій. 
Мы устанавливаемъ такое соотвѣтствіе между точками пло-
скости и точками главнаго коническаго сѣченія: 

Г 0
 2 -f- ¥{

 2 - t - Г 2
 2 - ь - Г 3

 2 = 0, (107) 

чтобы каждой точкѣ плоскости, соотвѣтствовала единственвая 
точка ва ковическомъ сѣчевіи ( 1 0 7 ) . 

Коордиваты: 

Y Y Y Y 

этой точки мы врвввмаемъ за корви вреобразовавяаго урав-
вевія . 

Мы можемъ уставовить такое соотвѣтствіе, яроводя черезъ 
точку влоскости лучъ въ вроизвольвомъ ваправлеяіи и прв-
нвмая одву изъ точекъ яересѣчевія его съ главною кривою 
(107) за соотвѣтствеввую точку. 



Для раздѣлевія двухъ точекъ вересѣчевія луча съ кривою 
(107) необходимо ввести въ формулы одинъ вспомогательный 
квадратный радикалъ. 

Мы убѣждаемся въ томъ, что этотъ радвкалъ—всяомога-
тельвый, повторяя разсуждевія, прннеденныя выше по поводу 
уравненія 5-ой степени. 

Если бы радикалъ не былъ вспомогагпелънымъ, то корни 
уравненія четвертой степени общаго вида были бы раціо-
нальными фувкціями корней октаэдрическаго уравненія. 

Отсюда мы пришли бы къ заключевію, что существуетъ 
группа одвородвыхъ линепныхъ подстановокъ изоморфная съ 
октаэдрической; а это противорѣчило бы теоремѣ 4 главы ГѴ. 

§ 54 . Рѣшеніе уравненія 3-ей етепени. 

Кубнчное уравненіе общаго вида: 

есть главное уравневіе. 

Такъ какъ пзъ сказаеваго въ § 20 слѣдуетъ, что двувира-
мвдвая грувва 6-го ворядка можетъ быть изоморфва съ со-
отвѣтствующею ей грувпою биварвыхъ ливейвыхъ водставо-
вокъ, то мы въ яравѣ ожидать, что корви кубичваго урав-
вев ія общаго вида суть радіовальвыя фувкціи корвей дву-
вирамидваго ураввевія 6-ой с т е в е в в . 

И дѣйствительво, ве трудво убѣдиться въ томъ, что Л а . 
гравжева фувкція: 

водъ вліявіемъ симметрической груввы субствтуцій взъ трехъ 
буквъ исвытываетъ ливейныя вреобразовавія. 

Примѣвимъ къ фувкціи (109) освоввыя субституців: 

у3-+-а2у-*-а3=0 (108) 

п=Уо'+'**Уі-+-*У*і Г Д Ѣ £ = Е 3 • ( 1 0 9 ) 

* = Ы ІУп У*)> 
( 1 1 0 ) 

свмметрической групяы. 
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_ У« -<-У< ~»-У» — Уо У< —Уо У«—У« УІ _ ~ Й * 

( 1 1 1 ) 

Слѣдовательво подъ вліявіемъ субституцій а и т функція м 
испытываетъ лиеейныя подстановки: 

8t(u)=zu, ЗД=_^. (112) 

Функція велвчивы инваріавтная отвосительво этихъ 
водставовокъ, такова: 

и*- \ 3 . ( 113) 

Фувкція эта в е мѣвяется водъ вліявіемъ освоввыхъ субств-
туцій а в т груввы ураввевія (108) ; ова в е измѣвится и отъ все-
возможвыхъ субституцій той же груввы. Это—симметрическая 
фувкція корвей ураввевія ( 1 0 8 ) . 

Дѣйствительво, вроизведя вычислевія, ваходимъ, что: 

^ 3 - ^ = - 2 7 а 3 . ( 114) 

Таково то двувирамидвое ураввевіе 6-го ворядка, которому 
удовлетворяетъ величива и. Освоввыя водставовки Si в ІГ, 
груввы ураввевія (114) овредѣляются формулами ( 1 1 2 ) . 

В с ѣ три корвя кубичваго ураввевія (108) суть раціоваль-
выя фувкціи корвя и ураввевія (114 ) . Ови могутъ быть най-
девы изъ ураввевій: 

Т.ХѴІІ. Вып. і. 1 2 

Подъ вліяніемъ этихъ субституцій функція (109) преобра-

зуется въ и и и, при чемъ: 
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« = У в - | - £ І У і - , - е У . » 

а-2 2 ( 1 1 5 ) 

И з ъ э т и х ъ у р а в н е н і й и м ѣ е м ъ : 

І ( Л - 3 ) . ( И 6 ) 

Уравненіе ( 1 1 4 ) есть двупирамидное уравненіе, неприве-
денное к ъ нормальной формѣ. 

М ы можемъ рѣпшть кубичное уравненіе ( 1 0 8 ) , слѣдуя тому 
пути какимъ мы шли въ предшествующихъ случаяхъ. 

Сравнивъ уравненіе ( 1 0 8 ) съ резольвевтой ( 5 0 ) главы X , 
мы можемъ выбрать параметры h я z такъ чтобы эти урав-
ненія были тождественны между собою. Тогда корни уравне-
нія ( 1 0 8 ) выразятся, какъ раціоналъныя функція корней нор-
мальнаго двупирамиднаго уравненія. Однако необходимо за-
мѣтить, что при этомъ выраженія h п z будутъ содержать 
въ себѣ вспомогательный квадратный радякалъ: 

который для рѣшенія уравненія ( 1 0 8 ) является излишнимъ. 

§ 5 5 . Уравнен іе Якобн 6-ой степени. 
Слѣдуя Бріоски, мы будемъ называть уравненіемъ Якоби 

6-ой степени всякое уравненіе 6-ой степени, обладающее с л ѣ -
дующимъ свойствомъ: его корни 

У«» Уо> Уі , У^ У^ У* ( 1 1 7 ) 

в ы р а ж а ю т с я ф о р м у л а м и : 

Ѵ / У Т = Ѵ / 5 А 0 , 

В ъ э т и х ъ ф о р м у л а х ъ в е л и ч н н ы 
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Ao, A l f A , ( 1 1 9 ) 

суть нѣкоторыя количества, опредѣляющія собою коэффиці-
енты уравненія. 

Равенства (118) устанавливаютъ нѣкоторую линейную связь 
между квадратными корнями изъвеличинъ(117): исключивь три 
величины (119) изъ шести уравненій ( 1 1 8 ) , мы находимъ три 
различныхъ между собою линейныхъ соотяошенія между 
шестыо квадратными радикалами изъ корней (117) уравне-
нія Якоби. 

Рѣшивъ уравненія (118) отноеительно величинъ 

А 0 , Аі9 А , , ( 1 1 9 ) 

находимъ: 

К=\ЫУ^ЫУІ^ЫУ^ЧУ,^\/У^ У (120) 

V 5 

Слѣдовательно величины 

А 0 , А 4 , А 2 (119) 

суть три такія функціи корней уравненія Якоби, черезъ ко-
торыя всѣ корни этого уравненія выражаются раціонально. 

Отсюда, между прочимъ, видно, что корни уравненія Яко-
би суть функціи трехъ. вообще говоря, независимыхъ между 
собою параметровъ (119) . 

Пусть уравненіе, имѣющее корнями величины (117) , таково: 

if^a{y^a,y^a,y^a,y^arj^a^. ( 1 2 1 ) 

Выразимъ симметрическія фувкціи 

^ 1 5 ^ 2 ) ^ З ? ^ 5 ? 

12* 



корней уравненія (121) черезъ величины (119) при помощи 
формулъ (118) и вычиелимъ затѣмъ коэфиціенты уравненія 
(121) , примѣняя формулы Ньютона. 

В ъ результатѣ этихъ довольно сложныхъ вычисленій, *) 
находимъ: ^ 

а^—ІОА, а2=ЗЬА\ а 3 = — 6 ( Ь 4 3 н - 1 ( Ш , 

а,=ЬЪАк—3(ЫВ, ar=—26A5-*-3QA*B—4C, \ ( 1 2 2 ) 

а,=Ь(А»-Ву, 

гдѣ: 

A=AQ
 2 -* -AiА 2 , 5 = 8 А 0 ' А , А 2 — 2 А 0

 2 А, 2 А 2

2 -+ -А , 3 А 2

 3 — 

- А 0 ( Ѵ - Ѵ ) , 
С = 3 2 0 А 0

 G A, 2 А , 2 — 1 6 0 А 0

 4 А, 3 А 2

 3 - н 2 0 А 0

 2 А 4

 4 А 2 \ ( 1 2 3 ) 

-+-6А, 5 А 2

5 — 4 А 0 ( 3 2 А 0

4 - 2 0 А 0

2 А 1 А 2 - ь 

- н 5 А 4

 2 А 2

 2 )(А, 5 -+-А 2 ^ -ь -А, 1 ° н - А 2

1 °. 

Вставивъ выражевія (122) въ уравненіе (121 ) , мы при-
ведемъ его къ такому виду: 

(у—А) *—ЬА{у- А) 5чг-10В(у—Ау—Щу—А)-+-
( 1 2 4 ) 

-*-ЬВ2—4^С=0. 

Если Якобіево уравненіе (121) дано, то величины коэф-
фиціентовъ 

A, В, С 

намъ извѣстны: они выражаются раціонально черезъ: 

а 2 , а 3 , а 4 , аь, а6 

при посредствѣ формулъ (122) . 

*) Эти вычисленія привадлежатъ Бріоски. CM. Annali di Matematica. 
Т. I . Sulla risoluzione delle equazioni del quinto grado; или Mathem. 
Annalen, Die Auflosung der Gleichungen vom fiinften Grade. 
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Формулы (122) показываютъ, что между шешью коэффи-
ціентами уравненія Якоби существуетъ три соотношенія. 
Коэффиціенты этого уравненія, точно такъ же, какъ и его 
корни, суть функціи трехъ, вообще говоря, независимыхъ 
между собою параметровъ. За такіе параметры всего есте-
^твеннѣе принять величины 

Эти величины раціонально извѣстны. 

Посмотримъ, нельзя лп уравненіе Якоби ( 1 2 4 ) преобразо-
вать раціонально въ другое уравяеніе того же типа * ) . 

Такъ какъ уравненіе Якоби содержитъ въ себѣ три пара-
метра, то введя въ формулу искомаго раціональнаго преобра-
зованія три произвольныхъ коэффиціента, мы будемъ имѣть 
самую общую формулу раціональнаго преобразованія урав-
ненія Якоби въ другое уравненіе того же типа. Еаково бы 
ни было первоначальное уравненіе Якоби,—преобразованное 
уравненіе будетъ уравненіемъ Якоби самаго общаго вида. 

Изъ формулъ (123) находимъ: 

Еромѣ того, введемъ такія обозначенія: 

А, Б, С. 

дВ 
дА, А / , 

(126) 

ЬдА, A 
1 дС _ 
5дА, ~ 

Величины: 

А 0 ' } А / , А 2 Ѵ А 0 " , I 

легко найдутся по формуламъ ( 1 2 3 ) . 

*) Приведенеое ниже весьма искусное преобразованіе уравненія Яко-
6и принадлежптъ Бріоски. 



( 1 2 7 ) 

— 1 8 2 — 

Изъ ф о р м у л ъ ( 1 1 8 ) , ( 1 2 5 ) , ( 1 2 6 ) , находпмъ: 

<?А0 ~ І - Г [ІАГ^ ~*~дВ~А' 5 ~ас~ А° 

< Ѵ У * _ . * ,_ <ѴУЬ Л ..«ѴУ* A ' . Й Ѵ У » A " 

д\/у* 4 * _ < Ѵ У І Л , < У У 7 а > , к <УУГ л -
<ЭА5 ~~ <?А 1 <Ж 1 ~dC~ 1 ' 

j f c = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 

У м н о ж и м ъ с о о т в ѣ т с т в е н н о р а в е н с т в а ( 1 2 7 ) н а с л ѣ д у ю щ і я 
в е л и ч и н ы : 

1 ) н а А 0 , А{, А 2 , 
2 ) н а А 0 ' , А / , А / , 
3 ) н а А„ , A, , A S , 

и п о с л ѣ к а ж д а г о у м н о ж е н і я с л о ж и м ъ м е ж д у с о б о ю т р и п о л у -
ч е н н ы х ъ р а в е н с т в а . 

П р и н я в ъ в о в н и м а н і е ф о р м у л ы ( 1 1 8 ) и в в е д я н о в ы я о б о -
з н а ч е н і я : 

V / ^ A / H - S V - ^ V , 

к = 0, 1 , 2 , 3 , 4 , 

н а х о д н м ъ : 

2 Ѵ У к - Л ~ д Г Ч ~ Ь ~ Ж ^ Ь С дС 

~ <ѴУ* 

( 1 2 8 ) 

дЛ дВ дС ' 

fc = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . 

( 1 2 9 ) 
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В ъ этвхъ формулахъ буквамя 

A, A', А", Ъ, с, д 

обозначены слѣдующія величины: 

A — А 0

2 - і - А , А 2 , 

A = = = AQ *~ь-А| A j ? 

І " = А , " і 4 А , " А : ' 

Ъ = -2 (2A„ A, 'н-A, A / - - + - A , A, ' ) , j . ( 1 3 0 ) 

с = і ( 2 А , А 0 " - і - А 1 А , " н - А , А І " ) , 

i , = i ( 2 A 0 ' A o " ^ - A / A s " - + - A s ' A 1 ' 

Величины .4 , -4 ' , ^ Г , Ь, с, # раціонально извѣстны, ибо 
онѣ суть раціональныя функціи отъ A, В, С. В ъ самомъ 
дѣлѣ, подставивъ въ формулахъ (130) вмѣсто величинъ: 

А 0 J A, , А 2 , А 0 , А, , А„ 

ихъ выраженія (126) и принявъ во вниманіе формулы (123) 
найдемъ: 

A — J, 

А'=8А*В+С, 

A"=4ABC—SBS, 

Ъ = ЗВ, 

с= С, 

д = 4А%С—АВ\ 

(131) 

Присоединивъ къ величинамъ (128) величины: 

(132) 

мы можемъ составить два Якобіевыхъ уравненія, имѣющихъ 
корнями слѣдующія величины: 



— 184 — 

(135) 

гдѣ fn f2, f3 суть раціоналъныя функціи. 

Подставивъ эти выраженія въ формулы ( 1 2 9 ) , мы най-
демъ, что величины sjy^ \Jy" могутъ быть изображены 
формулами вида: 

У/УІГ= фі(Уі,> А В, C)\/y~h, ) 
_ t (136) 

>/Ук'= ФЛУп, А В, C)y/yh, 1 
гдѣ Фі и Ф.г суть раціональныя функцін, а индексъ h при-
нимаетъ послѣдовательно значенія: 0, 1, 2 , 3, 4 . 

Возведя равенства (136) въ квадратъ, находимъ: 

Уі!=ФЛУп, А В, C)yk, 
(137) 

!) У^ У<,', У,', У*', У/ у/, (133) 

^ ) у«" , у,", уЛ У Л у.". ( 1 3 4 ) 

Эти уравненія могутъ быть получены раціональнымъ пре-
образованіемъ уравненія ( 1 2 4 ) . 

В ъ самомъ дѣлѣ, обозначимъ черезъ yh одинъ изъ корней 
уравненія (124 ) , при чемъ индексъ h имѣетъ одно изъ шести 
значеній: 

оэ, 0, 1, 2, 3, 4 . 

Йзъ уравненія (12 4 ) слѣдуетъ, что величины: 

ДѴУн With Wfh 
dA ' dB ' dC 

могутъ быть изображены формулами вида: 

f{{yh, A, В, C)yfyh. Шк,А, В, C)y/tJZ 

У А " = Ф Д У Л , А В, C)yk. ' 

Формулы эти сохранаютъ сплу и для зваченія & = с о . 



— 185 — 

Эти равенства показываютъ, что дѣйствительно Якобіевы 
уравненія, которымъ удовлетворяютъ величины (133) и ( 1 3 4 ) , 
могутъ быть получены раціональнымъ преобразованіемъ ура-
вненія (124) . 

Положимъ: 

V ?к = pyfa + а ѴУ7 + Ы~УІ'- ( 1 3 8 ) 

гдѣ р, q. г суть нропзвольно взятыя постоянныя числа, a 
индексъ h снова иослѣдовательно принимаетъ значенія: 

со, 0, 1 , 2 , 3, 4 . 

Изъ формулъ (118 ) , (128) , (132) слѣдуетъ, что величины: 

Г „ , Г „ Yt, Г а , Г 4 , ( 139 ) 

опредѣляемыя формулою (138,), суть корни нѣкотораго новаго 
уравненія Якоби. 

Изъ формулъ (136) и (138) находимъ: 

\/%=*{p+qQiІУ»А, Д C)4rr0t(yhJ А, В, С)} sjyh, 
откуда: 

Y k = {p+qtP^, A, B, C) и Ф , (yh, A,BC)\ *yh. ( 1 4 0 ) 

Эта формула показываетъ, что уравненіе Якоби, имѣющее 
корнями величпны (139) , тоже получается изъ уррненія (124) 
раціональнымъ преобразоваиіемъ. 

Такъ какъ раціональная подстановка (140) содержитъ въ 
себѣ три совершенно произвольныхъ параметра: р, q, г, то 
подстановка (140 ) есть самая общая раціональная подста-
новка, преобразующая уравненіе Якоби (124) въ уравненіе 
того же типа; а преобразованное уравнееіе—есть самое общее 
уравненіе Якоби, какое можетъ быть получено изъ уравне-
нія (124) раціональнымъ преобразованіемъ. 

Обозначимъ параметры, аналогичные A, В, (7, для пре-
обрагіованваго уравненія Якоби буквамп: 
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% s», s. 
Это суть раціональныя функціи отъ: 

A, В, G, p. q, г. 

Остановимся иа вычислевіи U *). 

Изъ уравненія Якоби (124) слѣдуетъ, что: 

S y A = 1 0 A (141) 

H a томъ же основаніи будемъ пмѣть: 

з у * ' = і о л ' , j 

Е у 4 " = 1 ( Ы " , \ ( 142 ) 

Подставивъ въ выражевіе £ Г д вмѣсто Z A ея выраженіе взъ 
равенства (138) , находимъ: 

( 1 4 3 ) 

Изъ формулъ ( 1 1 8 ) , (128) , ( 1 3 2 ) , находимъ: 

S V W = 1 0 A 0 A / - H 5А.А/-І- 5А.А/, 

^ Ѵ / У Л " = 1 0 А 0 А 0 " - 4 - 5 А ( А 1 " - н - 5 А 2 А 1 " , (144) 

2 ' A / ' , J 
2 Ѵ У А Ѵ = Ю А в ' А в " - і - б А / А , " - + - б А 

или, на основаніи формулъ (130 ) : 

*ѴУНУН = 1 0 & > ^ w ; = іос, s y ^ V = ( 1 4 5 ) 
Изъ формулъ ( 1 4 1 ) , (142) , ( 1 4 3 ) , (145) находимъ: 

%=p*A-*-q*A'-*-r*A"+2pqb+2prc-*~2qrg. (146) 

*) Результаты этихъ вычислевій приведевы у Бріоски. Овъ ведетъ 
вычислевія нѣсколько иначе щ по видимому, сложвѣе. 
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Подставивъ въ эту формулу вмѣсто А', А'\ Ь, с, # выраже-
нія этихъ велячинъ ( 1 3 1 ) , получаемъ: 

y=p*A+q\SA*B+C)+r\±ABC—bBy)+ 
( 1 4 7 ) 

-+-epqB-*-2prC+2qr(4A*C— AB*). 
Отсюда видно, что если въ данномъ уравненіи Якоби (124 ) 
коэффиціентъ А былъ отличевъ отъ нуля, то раціональнымъ 
преобразованіемъ можно достичь того, чтобы преобраяованное 
уравненіе было того же Якобіева типа и имѣло параметръ 
?( равньти нулю. В ъ самомъ дѣлѣ, для этой цѣли достаточно 
выбрать параметры jp, q и г такъ, чтобы выраженіе (147) 
обратилось въ нулъ. 

Приравнявъ выраженіе (147) нулю, мы находимъ одно 
квадратное уравненіе между двумя независимыми между со-
бою величинами: 

a г 
- и - . 
Р Р 

Слѣдовательно, существуетъ безчисленное множество раціо-
нальныхъ подстановокъ, преобразующихъ уравненіе Якобп 
въ новое уравненіе того же типа, имѣющее при томъ коэф-
фиціентъ А равный нулю. 

Положивъ: 

г = 0, 

и приравнявъ выраженіе (147) нулю, мы находимъ слѣдующее 

уравненіе для опредѣленія величины ^ : 

A 6 В | {8А*В-+-С) £ = 0. ( 148 ) 

Еорни этого уравненія выражаются черезъ одинъ квадратный 
радикалъ. 

Если въ уравненіи (124) коэффиціентъ В равенъ нулю, 
то можно обратить выраженіе (147) въ нуль, полагая: 
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Къ числу уравненій Якоби 6-ой степени принадлежитъ 
извѣстное изъ теоріи эллиптическихъ функцій уравненіе мно-
жителя, соотвѣтствующее преобразовавію 5-ой степени * ) . 

*) Объ уравненіяхъ модулярвомъ и уравневіи множителя мы говорили 
уже выше во введевіи. 

p = q = 0, r = 1. 

В ъ этомъ случаѣ преобразованное уравненіе будетъ имѣть 
корнямн величины: 

yj\ У : \ У : \ У Л 2//', *л (із4) 

И дѣйствительно, мы виднмъ, что коэффпціентъ этого пре-
образованнаго уравненія: 

А" = 4АВС — ЗБ* 

обращается въ нуль при В ~ 0. 

йтакъ, если въ уравненіи (124) коэффиціентъ В равенъ 0, 
то уравненіе (124) раціональнымъ преобразованіемъ съ раціо-
нальными коэффиигентами приводится къ новому уравненію 
Якоби, нмѣющему коэффпціентъ % равный нулю. 

Возвращаясь къ общему случаю, когда въ уравненіи Якоби 
( 1 2 4 ) ни одинъ нзъ коэффиціентовъ A, В, С не равенъ 0, 
мы можемъ сказать, что всякое уравненіе Якоби 6-ой шепени 
раціоиальной подстановкой можетъ быть преобразовано въ 
новое уравненіе Якобщ иміъющее коэффицгентъ Ъ равный нулю: 

Г ^ 1 0 Ш Г з - 4 ( £ Г - ^ 5 2 3 2 = 0 . ( 1 4 9 ) 

Еодффиціенты этой раціоналъной подшаноѳки содержатъ въ 
себѣ одииъ кѳадрапгный радикалъ. 

Уравненіе ( 1 4 9 ) есть простѣйшій видъ уравненія Якоби 
6-ой степени. Оно содержитъ въ себѣ только два незави-
симыхъ параметра 23 п @ . Е г о мы будемъ называть ълав-
нымъ уравненіемъ Якоби. 

Резольвента 6-ой степени типа Якоби, разсмотрѣнная нами 
въ главѣ X , принадлежитъ къ числу главныхъ уравненій Якоби. 



Уравненіе множителя для преобразованія 5-ой стеиени 
таково: 

(М~1У(М— 5 ) - * - 256& 2 к,йМ=0 * ) . ( 1 5 0 ) 

Это уравненіе сдѣлается тождеетвеннымъ съ уравненіемъ 
(124 ) , если мы иоложимъ: 

у = М, А=\, Б = 0, С=~ШЧ'2. ( 151) 

Отсюда видно, что уравненіе (150) не есть главное уравненіе 
Якоби. Такъ какъ въ этомъ ураввеніи коэффиціентъ В ра~ 
вевъ нулю, то оно раціовальною подстановкою съ раціональ-
ными коэффиціевтами преобразуется въ главйое. 

§ 5 6 . Р ѣ ш е н і е у р а в н е н і я Якоби 6-ой степени. 

Сравнимъ уравненіе: 

r 6 - i - 1 0 2 5 r 3 - 4 g r - f - 5 S 5 2 = 0 (149) 

съ резольвентой 6-ой степеви икосаэдрическаго уравненія: 

Г « - ^ Г Ч - Ц£ = 0 **) . (152) 

Эти уравненія сдѣлаются тождественными между собою, 
если мы выберемъ z и h такъ, чтобы они удовлетворяли 
условіямъ: 

Изъ уравненій (153) находимъ: 

Итакъ, давая г и А значенія (154) , мы достигнемъ того, 
чтобы уравненія (149) и (152) были между собою тожде-
ственны. Пусть величины * и h имѣютъ именно эти значенія. 

* ) CM. Joubert. Sur les equations qui se rencontrent dans la theorie 
de la transformation des fonctions eelliptiques. Стр. 76 . 

**) Глава X , уравневіе ( 1 7 3 ) . 
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Прішомнимъ формулы ( 1 7 2 ) , (169) , ( 1 3 3 ) , (101) главы X : 

5 = 1 2 ( 1 — г)яНУ, ( 155 ) 

Н = 5 ( Г І „ Г І 2 Г , ( 156 ) 

' " = " Ѵ Ш а д ' ^ - Ѵ щ і в д ' ( 1 5 7 ) 

Д Д и ) : Т „ * ( « ) : — 1 7 2 8 / , , \ и ) =г:е—1:1. ( 158 ) 

Эти формулы показываютъ, что корень Y уравненія (149 ) 
есть раціональная функція корня и икосаэдрическаго урав-
венія: 

Ни\и): Ти\и): — 1 7 2 8 f u

5 ( w ) = в : я - 1 : 1. ( 158 ) 

Корень Y выражается такъ: 

гдѣ и—одинъ изъ корней уравненія (158) . 

Для того, чтобы подучить всѣ 6 корней уравневія ( 1 4 9 ) , 
мы должны подставить въ формулу (159) вмѣсто и поелѣдо-
вательно слѣдующія шееть величивъ: 

щ У(и), Щи), Ш\и\ Ш\и\ §S\u), (160) 

гдѣ и—одинъ изъ корней уравневія (158) , a S и ІГ суть 
извѣстныя намъ основныя подстановки нормальной икоса-
эдрической грушіы. 

Изъ тождествевности уравненій (149) и (152) слѣдуетъ, 
что группы субституцій этихъ уравненій одинаковы. 

В ъ главѣ X мы видѣли, что основныя субституціи группы 
уравненія (152) таковы: 

S = (FJ(F 0 , Г„ Г„ ¥„.YJ, I 

Г = ( Г « , Г . ) ( Г І І Г 4 ) ( Г в ) ( Г і ) . 1 
( 1 6 1 ) 
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Таковы основныя субституціи группы главнаго уравненія 
Якоби. 

Порядокъ группы главнаго уравненія Якоби равенъ 60. 

Обѣ субституціи (161)—четныя. Слѣдовательно, всѣ под-
становки группы главнаго уравненія Якоби тоже четныя. 

Группа главнаго ураввенія Якоби есть одна изъ подгруппъ 
знаконеремѣнной группы изъ шести буквъ порядка: 

Отсюда слѣдуетъ, что знакоперемѣнная функція корней 
главнаго уравненія Якоби есть величпна раціонально извѣст-
ная. Дискриминантъ главнаго уравненія Якоби есть Т О Ч Б Ы Й 

квадратъ. 

Такъ какъ мы видѣли, что всякое уравненіе Якоби 6-ой 
степени раціональнымъ нреобразованіемъ приводится къ глав-
ному, то его группа такова же, какъ и группа главнаго 
уравненія. Дискримиеантъ его тоже точный квадратъ. 

Для рѣшенія общаго уравневія Якоби, мы его преобразуемъ 
въ главное и затѣмъ рѣшикъ это главное уравненіе указан-
нымъ выше способомъ. 

§ 57. Д и с к р и ш ш а н т ъ у р а в н е н і я Якобн 6-ой степени. 

Займемся вычисленіями дискриминанта уравненія (124) . 
Обозначивъ для краткости лѣвую часть уравненія (124) 

черезъ F(y), имѣемъ: 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 
2 

= 3 6 0 . 

д\/у}} = 1 дЛ дѴУі,,_ 1 ~ № 

дУи 

dF(yk) 
> (162) 

дѴУіі_ 1 дС 
дС 2у/?/„ №Щ ' 

дун 
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гдѣ yh есть одинъ изъ корней уравненія (124) ; яндексъ h 
имѣетъ одно изъ значеній: 

с с , 0, 1, 2, 3, 4 . 

Подставивъ выраженія (162) въ равенства (129) , находимъ: 

J — 7 - дЩук) _ ъ дЩук) dF(yk) dF(yk) і 
-МъУъ-д^ - ь 1 А Г " А -JB~^b9~lc~ 5 ) ( 1 6 3 ) 

-УУЯъ ~Jy~~ - с ~дГ 9 ~дВ Ь А ~Ж~ , 

гдѣ Л = 0, 1, 2 , 3, 4 . 

Дадимъ параметрамъ A, В, С такія конечныя значенія, 
чтобы ураввеніе ( 1 2 4 ) имѣло кратные корни, а величинѣ ук 

дадимъ значеніе одного изъ этихъ кратныхъ корней. 

Изъ уравяенія (124) видно, что при А7 В, С конечныхъ 
величины у 0 , уі} у%, у3, ук конечны. В ъ такомъ случаѣ изъ 
уравненій (120 ) заключаемъ, что A e , АІ9 А, имѣютъ тоже 
конечныя величины. Изъ формулъ (126) видимъ, что при 
Лу В, С, А 0 , А 1 5 А 2 конечныхъ и величины А 0 ' , А / , А / , 
А 0 " , А / ' , А 2 " тоже конечны. Если такъ, то на основаніи 
формулъ (228) можемъ утверждать, что корни: 

Уо', УІ\ Уг, Уз'; 

Уо > & J Уі ,У* > У< 

такжѳ имѣютъ конечныя величины. 

Итакъ, въ формулахъ (163) величины: 

A, A', А", Ь, с, д, ук9 ук', ук" 

конечны. 

Такъ какъ ук есть кратный корень уравненія ( 1 2 4 ) , то 
величина: 
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или: 
2) 0 , 

(165) 

А, Ъ, с 

», А\ д 

с, 9, А" 
Подставивъ въ равенства ( 1 6 4 ) вмѣсто Щук) выраженіе этой 

функціи, находимъ, что они совмѣствы только при усдовіяхъ: 

y f t = 0 , В=А\ (166) 

При подстановкѣ значеній (166) въ уравненіе ( 1 2 4 ) мы по-
лучаемъ тождество. 

Для того, чтобы величина 

Уі<=0 

была кратнымъ корнемъ уравненія (124) при 

В = А\ 

необходимо и достаточно, чтобы величнны (166) обращали 
въ тождество слѣдующее уравненіе: 

Для выполненія этого условія необходимо, чтобы вели-
чина G равнялась Аь. 

Подставивъ величивы: 

В=А\ С=А* 

въ опредѣдитель (165) , и принявъ во вниманіе формулы(ІЗІ) , 
находимъ, что онъ обращается въ нуль. 

Т , X V I I . В я и Л . 13 

равна нулю. 
Если такъ, то лѣвыя части равенствъ (163) равны нулю. 

Отсюда слѣдуетъ, что имЬетъ мѣсто одинъ изъ двухъ случаевъ. 
Или: 

1)~алГ-% -Ш--°>-Ж=0> ( 1 6 4 ) 



Отсюда слѣдуетъ, что во всякомъ случаѣ для существова-
нія кратныхъ корней уравненія ( 1 2 4 ) необходимо, чтобы 
опредѣлитель: 

А, 6, с 

b, A', д ( 1 6 8 ) 

c, д, А" 

о б р а щ а л с я в ъ н у л ь . 

Р а с к р ы в ъ о п р е д ѣ л и т е л ь ( 1 6 8 ) , п о д с т а в и в ъ в м ѣ с т о в е л и ч и н ъ : 

А\ А", Ъ, с, д 

и х ъ в ы р а ж е н і я ( 1 3 1 ) и р а с п о л о ж и в ъ з а т ѣ м ъ п о л у ч е н н о е вы-
р а ж е н і е п о с т е п е н я м ъ G, м ы п р е д с т а в и м ъ у с л о в і е ( 1 6 5 ) в ъ 
с л ѣ д у ю щ е м ъ в и д ѣ : 

С*—(2ЪА-В—\&АЪ) С 2 —(4.0 А<В2—4ЪАВ*)С-

-2ЬА3В<— 2 7 Б 5 = 0 . 
(169) 

Таково условіе, необходимое для того, чтобы уравненіе ( 1 2 4 ) 
имѣло кратные корни. 

Отсюда слѣдуетъ, что выраженіе: 

С 3 — {20 A*B~~WA*)C2~ {iOA'B2—45АВ3)<7-

-2ЬА*В*-21В* 
( 1 7 0 ) 

есть или дѣлитель дискриминанта Д уравненія ( 1 2 4 ) или, по 
крайней мѣрѣ, имѣетъ съ дискриминантомъ Д общаго дѣлителя. 

В ъ послѣднемъ случаѣ, зная дискриминантъ Д, мы можемъ 
найти этотъ общій дѣлитель. Это будетъ нѣкоторое выра-
женіе, раціональное относительно коэффиціентовъ A, В, С. 

Докажемъ, что выраженіе ( 1 7 0 ) не имѣетъ раціональныхъ 
дѣлителей. 

Допустимъ, что существуетъ раціональный дѣлятель выра-
женія ( 1 7 0 ) . Такъ какъ коэффиціентъ при С въ выраженіи 
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(170) равенъ 1, TO дѣлитель выраженія (170) можетъ быть 
только линейный или квадратпый относительно С. Изъ двухъ 
взаимно дополнительныхъ дѣлителей выраженія (170) одинъ 
будетъ линейный, а другой—квадратный. 

Линейный дѣлитель выраженія (170) долженъ быть такого 
вида: 

С—М, 

гдѣ М есть дѣлитель свободнаго члена: 

2ЬА3В'— 21В" 
выраженія ( 1 7 0 ) . 

Слѣдовательно, М есть выраженіе вида: 

М=ВІ\2ЬА'-27В)\ (171) 

гдѣ h равно одному изъ яиселъ: 0, 1, 2 , 3, 4 , a к—одному 
изъ чиселъ: 0, 1. 

Еслп выраженіе (170) дѣлптся нацѣло на 

С — М, 

то при подстановкѣ въ выраженіе (170) вмѣсто G величины 
М, выраженіе (170) должно обратиться въ нуль. 

Подставивъ въ формулу (170) вмѣсто С выраженіе ( 1 7 1 ) , 
мы замѣтимъ, что результатъ подстановки не обращается въ 
нуль ни при какихъ указанныхъ выше значеніяхъ показате-
лей h п к. 

Слѣдовательно, выражееіе (170) не имѣетъ раціональныхъ 
дѣлителей. 

Если выраженіе (170) не имѣетъ раціональныхъ дѣлителей, 
то на основаніи сказаннаго выше мы можемъ утверждать, 
что оно само есть дѣлитель дискримияанта Д. 

Такъ какъ обращеніе въ нуль выраженія (170) есть усло-
віе необходимое для того, чтобы уравненіе (124)имѣло крат-
ные корни, то дискриминантъ А долженъ равняться нѣкото-
рой степени выраженія (170) илн разниться отъ нея только 
постоянвымъ множителемъ. 

13* 
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*) Если мы .выразимъ коэффиціевтъ ураввевія черезъ корня, то 
степень этой функціи относительно коряей ураввевія называется в ѣ -
сомъ даннаго коэффиціента. Всякій инваріавтъ формы есть раціональвая 
однородвая функція ея корней. Степень этой функціи относительно 
корней называется вѣсомъ инваріанта. 

Такъ какъ мы знаемъ, что дискриминантъ Д есть полный 
квадратъ, то степень эта должва быть четною. 

Посмотримъ, какова эта стевевь . 

Положимъ въ уравненіи ( 1 2 4 ) : 

y-A=Z. ( 1 7 2 ) 

Уравненіе (124) приметъ такой видъ: 

Z 6 — 4 ^ Z 5 + 1 0 £ Z 3 — 4 4 G = . 0 . ( 1 7 3 ) 

Обозначивъ для краткости лѣвую часть этого уравненія че-
резъ F(Z), имѣемъ: 

F{Z)=0. ( 174 ) 

Диекримиваятомъ этого уравненія будетъ служить та же 
самая величина Д , ибо всѣ корни его разнятся отъ корвей урав-
ненія (124) на одно и то же количество А. 

Посмотримъ, каковъ вѣсъ *) коэффиціентовъ A, В, G урав-
ненія ( 1 7 3 ) . 

Изъ уравненія (173) видво, что вѣса эти таковы: 

вѣсъ коэффиціентовъ А равенъ 1, 

» > В > 3, 

> > С > 5 . 

Отсюда слѣдуетъ, что всѣ члены выраженія (170) одияако-
ваго вѣса, равнаго 15 . 

Обозначивъ производную no Z мвогочлена F(Z) черезъ 
F'{Z)i мы можемъ представить дяскримивавтъ Д въ слѣдую-
щемъ видѣ: 
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д = - ^ р 2 Г ( Я л ) , ( 1 7 5 ) 

h = CO, 0, 1 , 2, 3, 4. 

гдѣ; 

^C*> ^ J 5 ^4 

суть корни уравненія (173) . 

Изъ формулы (175) видно, что вѣсъ выраженія Д равенъ 
3 0 , т. е. въ два раза больше вѣса выраженія (170) . 

Отсюда слѣдуетъ, что дискрвминантъ Д , независимо отъ 
постояннаго множителя, равенъ квадрату выраженія (170 ) : 

\=K{CS—(20А*В—16^5)С4—(40^44Б2—±ЬАВ*)С+ 
(176) 

+ 2ЬА"В'-21ВЪ\\ 

гдѣ К— нѣкоторое постоянное число, не зависящее отъ 

А, ву a 
Для опредѣленія К положимъ: 

^4 = 0, В = 0, 

a С оставимъ произвольнымъ. 

Уравненіе (124) приметъ видъ: 

у« — 4Gfy = 0, (177) 

Дискриминантъ этого уравненія равенъ: 

4 , : 5 5 C t : . (178) 
. Положивъ: 

А=0, В=0 

въ формулѣ (176 ) , находимъ, что тотъ же дискриминантъ 
равенъ: 

КС«. (179) 

Слѣдовательно: 

Я < 7 6 = 4 Й 5 5 ( Л (180) 
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Откуда: 

К=ѴЬ\ ( 1 8 1 ) 

Итакъ, дискриминантъ А уравненія (124) равенъ: 

A = 4 б . 5 5 { С 3 — (20ЛіВ — 16А5)С*— ( 4 ( L 4 4 J ? 1 — ІЬАВЪ)С + 
( 1 8 2 ) 

н - 2 5 ^ 3 5 4 — 2 7 В5}2. 

§ 5 8 . Связь между у р а в н с н і е м ъ 5-off етепени и у р а в н е н і е м ъ 
Якоби 6-ой степени. 

Мы видѣли, что корни главваго уравневіа 5-ой степени 
и корни главяаго уравненія Якоби суть раціональныя фувк-
ціи корней икосаэдрическаго уравневія. Уже отсюда видва 
связь, существующая между уравневіемъ 5-ой степеви д 
ураввевіемъ Якоби 6-ой степени. 

Эта связь была обваружева Эрмитомъ *) и воложева имъ 
въ освову способа рѣшевія уравневія 5-ой стевеви въ мо-
дулярвыхъ эллиятическихъ фувкціяхъ. 

Остаяовимся в а уясвевіи этой связи. 
Обозвачимъ свова буквами: 

У<*>, УІІ Уз, Ук ( 1 1 7 > 

корви ураввевія Якоби ( 1 2 4 ) . 
Субституціи груяпы этого ураввевія могутъ быть соста-

влены изъ двухъ освовныхъ субституцій: 

<* = (У<*)(У*> Уи Уп Уы У*)* ]**) 
( 1 8 3 ) 

Т=(УоеіУ,) ІУп у<)ШШ- J 

Возьмѳмъ фувкцію: 

и=(Уо>—уЖ-уЖ-У2)- (184> 

Эта фувкція подъ вліявіемъ субституцій: 

*) Hermite. Sur la resolution de Tequation du oinquieme degre. Comptes 
Bendus. T. 46 . 

* * ) CM. главу X , формулы ( 1 7 4 ) . 
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ио={У*о—Уо) (УІ ~У<) (Уз—У*)> 

U,=(y^—y,) (У3—У>) (Уо—У<), 

из=(у^—у,) (у—у,){у—Уъ), 

( 1 8 6 ) 

и<={Ус~ У<) (Уо-У*) / 

Примѣняя къ функціямъ (186) субституцію т, найдемъ тѣ 
же пять величинъ: 

Отсюда мы заключаемъ, что подъ вліяніемъ субституцій группы 
уравненія Якоби функція U пріобрѣтаетъ всего пять раз-
личныхъ значевій.-Функція U есть корень нѣкотораго урав-
ненія 5-ой степени. 

Займемся вычисленіемъ коэффиціентовъ этого уравненія. 
Изъ формулъ (118) слѣдуетъ: 

zr0= и„ ut=uitut = ut 
і 5 

( 1 8 7 ) 
С73 = С74, U<=Ut. 

Ѵ / 2 / с о"-»-ѵ /2 /о=-2(£ 5 -+-£ 3 )А 0 - + -А 1 -нА ! *), 

ѴУг*—ѴУа— 2 (е -+-Е 4 )А 0 — А 4 — А, 

ѴУ,-+~ѴУ< = 2 А „ - і - ( е - + -Е« ) A, -н(е-+-е «)А,, 

У/Уі—У/У*= ( е—e'JA,—(£—е 4 )А„. 

ѵ / ^ - Ѵ ^ " = 2 А в н - ( е , - + - е 8 ) А 1 - + - ( е * - н е , ) А і 

(188) 

ѴУ-2-ѴУ,— ( е * - « , ) А ) - ( е * - О А ! 

*) На освовавіи тождества: 

Ѵ 5 = 1 + 2 ( е + £%). 
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И з ъ формулъ (188) находимъ: 

У«>- #о=4А ( )

 2 - ( А , н - А , ) 2 - 2 А 0 (А, + - А J , 

ЫУО+ѴІП)(У/У~*-*-ѴУ*)= 
= 4 \ 0

 2 - ( А , -+-А 2 у - 2 А ( ) (А, - t - A f ) , 

№—у/й)Ы7-\/¥д = (А, - А 2 ) y e . 

( 1 8 9 ) 

Перемноживъ между собою равенства (189) и принявъ во 
вниманіе формулу ( 1 8 4 ) , находимъ: 

V = у/5 { - 4 А 0

 2 -+-(А 1 - + - А , ) 2 - к 2 А 0 (A f + А 2 ) } 2 ( A J - А 2 ) 2 . (190) 

Положивъ: 

{ _ 4 А 9

2 - ь ( А 1 н - А 2 ) 2 + 2 А ( ) ( А 1 ^ А 2 ) } ( А 1 - А 2 ) = Г , (191) 

находимъ: 

и=\/Ъ Ѵ\ (192) 

Величина V есть раціовальвая фувкція величинъ А 0 , А п А 2 . 
Поэтому она, такъ же какъ и ?7, есть раціональная функція 
корней уравненія Якоби (124) ; во число звачевій ея, веоб-
ходимо, вдвое болыпе чпсла звачевій фувкціи U. Эти зва -
чевія воварво развятся знаками: 

V V V V V 

_ 7 _ F _ у — 7 - _ у (193) 

Отсюда слѣдуетъ, что ураввеніе, которому удовлетворяютъ 
пямь величивъ: 

F . , F „ F „ F „ Vi (194) 

имѣетъ коэффиціевты, ирраціовальные, содержащіе въ себѣ 
только квадратвые радикалы. 

Извѣствый члевъ этого урагшенія равевъ: 



- 2 0 1 

Выражсніе: 
U0 Ut Ut Us V, 

какъ видно изъ формулъ (186) равно произведенію всевоз-
можныхъ разностей корной уравненія (124) взятыхъ попарно. 
Слѣдовательно оно равно квадратному корню изъ дискрими-
нанта Д уравненія Якоби (124) . 

Итакъ, свободный членъ того уравненія, которому удовле-
творяютъ величины ( 1 9 4 ) , равенъ: 

о ѵ 5 

гдѣ Д есть дискриминантъ уравнепія Якоби (124) и опредѣ-
ляется формулою ( 1 8 2 ) . 

Такъ какъ Д есть полнглй квадратъ, то коэффиціепты 
A, В, С уравненія (124) входятъ въ формулѣ (196) толъко 
подъ знакомъ квадратнаго корня. 

Введемъ вспомогательвыя величины: 

В ъ такомъ случаѣ, какъ видно изъ формулы (191), величина 
V выразится такъ: 

Изъ формулъ (120) видно, что подъ вліяніемъ субституціи 
с велпчины А 0 , А п А 2 переходятъ въ: 

Отсюда слѣдуетъ, что подъ вліянісмъ субституціи а величины: 

^15 C g , С 4 

переходятъ въ 

( 7 E = - A 1 ( 4 A E

S — A F A , ) , Q = 2 A 0 A t

2 - A 2

3 , j 

Q —A,(4А0

4—А,А2), а = - 2 А 0 А 2

2 ~ + - А Д S 
! ( 1 9 7 ) 

(198) 

А ( ) , £ А І 5 £ 4 А 2 . 

(198') 
подъ вліяніемъ субституціи с переходитъ въ 
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V{ ~iCl-t-iiC.2-t-i3G.j-t-t>Ci. (199 ) 

(201) 

Совершивъ надъ функціею Ѵ0 субститудію с*, мы найдемъ, 
что подъ вліяніемъ этой субституціи она перейдетъ въ 

Ѵ1==іьС{+гйкС,-±-гікС.у-^гікСі. (200) 
Отсюда нахолимъ: 

ъѵк=о, 

S F f c ' = 1 5 ( C i

2 C , - H C 2

2 C 1 - H C 3

i C < H - 6 V 2 C ; ! ) , 

£ Гк**=10{ЦС, С 4 -+-С, С,) 2 н-

-+-2(С 4

 3G2+C2 "C^G, 3С, -н<?< 3С3)+вС, с,Ц С 4 } . 

Подставивъ вмѣсто С,, С 2 , С 3 , С< выраженія ( 1 9 7 ) , и подь-
зуясь формулами (123) , находимъ: 

E F f c = 0 , j 

* Т Ѵ = 0 , j 

( 2 0 2 ) 

Е Г ^ = 2 0 ( Л С - н £ 2 ) -

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе, которому удовлетворяеті. 
функція V, таково: 

д 

Ѵ*+10ВѴ*-+-Ц9В*-АС) 7—Лт=- = 0, 
5 у 5 

( 2 0 3 ) 

гдѣ Д есть дискриминантъ уравненія (124) , опредѣляемый 
формулою (182) . 

Это—уравненіе діагональнаго типа. 
Если въ уравненіи Якоби (124) коэффиціентъ В равенъ 

нулю, то уравненіе (203) приметъ впдъ: 

ЬАСѴ-
5 ^ 5 

( 2 0 4 ) 

Это—уравненіе 5-ой степени въ формѣ Жеррарда. 
Имѣя уравненіе ( 2 0 3 ) , легко найти то уравненіе, которому 

удовлетворяетъ функдія U. 
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Перенеся членъ: 

5у/ 5 

во вторую часть уравненія (203) и возведя обѣ части долу-
ченнаго уравненія въ квадратъ, находимъ: 

Ѵ^Ѵчг- 10ВѴ2+ Ъ(9В*—АС)У = , ( 2 0 5 ) 
25у/ 5 

или, на основаніи равенства (192) : 

г7[«72-^ 1 0 Ѵ ЬВТІ+ЩЪВ1—АС)]*=у/&. ( 206) 

В ъ этомъ уравненіи в с ѣ коэффиціенты раціовальвы, потому 
что Д есть полный квадратъ. 

Если коэффиціевтъ В равенъ вулю, то уравненіе (206) 
приметъ такой ввдъ: 

U *—b0ACU*+ 5 'АНУ2 U— у А = 0 . (207) 

Это—уравненіе діагональнаго типа. 

З А К Л Ю Ч Е Н І Е . 

Заканчивая свою работу, позволю себѣ еще разъ указать 
на ея главную задачу. 

Литература той области математикп, которой касается моя 
работа, весьма обширна, какъ сама по себѣ, такъ въ осо-
бенности по количеству тѣхъ побочныхъ воиросовъ, которые, 
веобходимо, приходится въ ней разсматривать. 

Собратъ эту литературу, разбросанную главяымъ образомъ 
по журваламъ, обработать ее и представить возможяо болѣе 
стройное и полное рѣшеніе поставленной задачи—было моею 
цѣлью. 

При этомъ, довятно, вриходилось весьма мвогое разраба-
тывать ввовь или додолвять своими изслѣдовавіями. 

Размѣры работы оказалпсь звачительво больше, чѣмъ я 
дреддолагалъ въ вачалѣ. Вотъ дочему, чтобы в е увеличивать 
ихъ еще болѣе, мвѣ вришлось обойти вѣсколько водросовъ, 
могущихъ легко возвнкнуть ври чтевіп работы. 
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Такъ, задача Куммера о раціовальвомъ или, даже, вообще 
алгебранческомъ ивтегрировавіи уравненія: 

і і і . \ , і і ! і ! L 
! хѵ х* х х* х'/- х 

й Ц І ад-і)| 2 ^ / 1 Л ! 2^ 2(5-1)« 

* 2 ф — 1 ) 

находптся въ тЬсной связи съ изслѣдованіями главы V I I L 
Я огранпчился указаніемъ на очевидное рѣгаеніе задачи: 

ІІодробное изучевіе рѣшенія задачи Куммера можно найти 
у Гурза, Папперицъ, Елейна, Бріоски, Фишера. 

Точно также я ые имѣлъ возможносте остановиться по-
дробнѣе на уравневіяхъ 5-ой степени и ураввевіяхъ Якоби. 
Эти изслѣдованія можно найти у Эрмита, Бріоски, Ероне-
кера, Клейна. He говорю уже о трансцендентномъ рѣшеніи 
алгебрапчесгшхъ уравненій, о которомъ неодноЕратно было 
мною упомявуто. В о всякомъ случаѣ, когда основные вопросы 
задачи ясно поставлены п разсмотрѣны достаточно полно, то 
рѣшенія ихъ дѣлаются точками отправленія для дальнѣйшихъ 
изслѣдованій, отношеніе которыхъ къ основяой задачѣ вполнѣ 
ясно. 

Еслп мнѣ удалось освѣтить рѣшеніе этой освовной задачи, 
то моя цѣль достигнута. 

Приведу / ваковецъ, литературу, дослужившую отчасти в е -
посредствеявьшъ источвикомъ моей работы, отчасти касаю-
щуюся вовросовъ, пмѣющихъ къ ней близкое отвошевіе. 
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8 5 9 св. F{ (и) 

108 1 сн. [Щи)У 
115 13 > 12 6 
147 9 св . п—2 п—1 
1 5 6 8 > 7 Г 



П О П Р А В Е А . 

Ha стр. 652 тома X V I вып. 4 ири формулировкѣ теоремы 
21 есть неточность. Эту теорему слѣдуетъ формулировать такъ: 

«При N=n уравненіе (93) неприводимо и тождественно 

€ъ уравненіемъ (83). При уравненіе (93) распадается 

на два неприводимыхъ уравнеиія степени ^; одно изъ этихь 

уравненій тождествеино съ уравиеніемъ (83) >. 

Сообразно съ этимъ разсужденія начиная съ строки 13 
слѣдуетъ измѣнить такъ: 

«Отсюда слѣдуетъ, чтофункціи: 

€уть полные квадраты. Поэтому: 

[ j .=2A, ^ = 2 * , , d\(z)=B\z), (94) 

гдѣ X и \ суть цѣлыя числа, а Щя)—раціональная функція z. 

ft 
Одно изъ двухъ уравненій степени - : z 

14* 



—его мы будемъ представлять въ видѣ: 

-•*•>• ( 9 б ) 

имѣётъ съ неприводимымъ уравневіемъ (83) той же степеви 

~ общій корень. Слѣдовательво, оно тождественно съ урав-

неніемъ (83)> . 



О Г Л А В Л Е Н І Е . т. х т і . 
Стран. 

В в е д е н і е 597 

Г л а в a I . 

Свойства алгебраическихъ уравненій. имѣющихъ корнями частные 
интегралылинейнагодифференціальнагоуравненія втораго порядка. 

§ 1 . Основныя свойства 615 
§ 2. Первичныя формы 631 
§ 3. Уравневія, которымъ удовлетворяютъ отношевія корвей 

уравненій разсматриваемаго класса 648 
§ 4. Случай, когда дифференціальное ураввеніе имѣетъ первич-

ную форму второп степени. 657 

Г л а в a I I . 

Свойства алгебраическихъ уравненій. имѣющихъ корнями отношенія 
частныхъ интеграловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го 

порядка. 

§ 5. Основныя свойства 661 
§ 6. Дифференціальное уравненіе 3-го иорядка, которому удо-

влетворяютъ корви алгебраическаго уравнеяія изучаемаго класса. 681 
§ 7. Двучленное уравненіе 688 

Г л а в a I I I . 

0 функціяхъ Шварца. 

§ 8. Линейное вреобразованіе на плоскости комялексваго пе-
ремѣннаго 690 

§ 9. Нѣкоторыя теоремы теоріи гипергеометрическихъ функцій. 701 
§ 10. Основныя свойства фувкцій Шварца 703 
§ 11. Свойства сѣти треугольниковъ. 717 
§ 12. Построеніе четырехъ тиновъ сѣти треугольниковъ, у ко-

торыхъ сумма внутреннихъ угловъ болыпе і т . . . . 724 



— 214 — 

Г л а в a IV . 

Конечныя группы линейныхъ подстановокъ. т . х ѵ і . 
Стран» 

§ 13. Общіе пріемы вычислевія подставовокъ групіш, соотвѣт-
ствующей давной сѣти треугольниковъ , 730 

§ 14. Геометрическія представлеяія для группъ конечныхъ но-
рядковъ 736 

§ 15. Группа двупирампдная 743 
§ 16. Группа тетраэдрическая 746 
§ 17. Группа октаэдрическая 753 
§ 18. Группа икосаэдрическая 758 
§ 19. Циклическая группа ковечнаго порядка 762 
§ 20. Конечныя группы биварныхъ линейныхъ подстановокъ. 7 6 4 

Г л а в a V . 

Нормальные виды алгебраическихъ уравненій, имѣющихъ корнями 
отношенія частныхъ интеграловъ линейнаго дифференціальнаго 

уравненія втораго порядка. 

§ 2 1 . Общіе пріемы вычислевія коэффиціентовъ уравнеяія, 
еоотвѣтетвующаго данной груішѣ 773 

§ 22. Уравневіе двупирамидное 776 
§ 23. Уравненіе тетраэдрическое 778 
§ 24. Уравненіе октаэдрическое 783 
§ 25. Уравненіе икосаэдрическое . 787 

Г л а в а VI. 

Инваріантныя свойства первичныхъ формъ f(y\ у"), HQ/, У ) , 
Д У , У ' ) - Соотношенія ^между первичными функціями различ-

ныхъ типовъ. 

§ 26. Коваріаятъ (/*, / ) * первичвой формы яаинисшей степеніі 

ЯУ\ У ) 
§ 27. Выражевіе формы,;ивваріавтноя по отвошевію къ бияар-

нымъ линейвымъ подставовкамъ ковечной группы, черезъ нер-
вичныяформы: / І У , у"), Д У , У ) , T(iJ, у") 

§ 28. Тождества, связывающія между собою первичвыя фувк-
діи f(u), Щи), Т{и) различвыхъ типовъ 



215 — 

Г л а в а Ѵ П . т. хѵп. 
Страп. 

Рѣшеніе уравненій, имѣющихъ корнями отношенія частныхъ инте-
граловъ линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка. 

§ 29. Критерій для рѣшенія вопроса о томъ, не служатъ ли 
корни давваго алгебраическаго уравненія отвошевіями частныхъ 
интеграловъ линейнаго дифференціальнаго ураввевія 2-го порядка. 1 

§ 30. Приведевіе ураввенія къ нормальному в и д у . . . . 7 
§ 31 . Рѣшеніе въ радпкилахъ уравневій: двупирамиднаго, тетра-

эдрическаго и октаэдрическаго П 
§ 32. Невозможвость рѣшенія икосаэдрическаго уравнеяія въ 

радпкалахъ * 14 
§ 33. Рѣшеніе уравненій изучаемаго класса въ гипергеометри-

ческихъ функціяхъ 16 

Г л а в а Y I I L 

Алгебраическія уравненія. имѣющія корнями частные интегралы 
линейнаго дифференціальнаго уравненія 2-го порядка. 

§ 34. Предварительныя замѣчаяія 28 
§ 35. Выраженія первичныхъ формъ f{yjv v j 2 ) , Щч±, >?2)? Т(г)ѵ >?2) 

въ ввдѣ радикаловъ изъ раціональпыхъ функцій неремѣнваго 34 
§ 36. Внѣшній видъ уравневіГі, имѣющихъ корнями частвые 

интегралы дифференціальнаго уравненія вигда: ^ = 37 

§ 37. Алгебраическія уравневія, имѣющія корнями частные ив-
тегралы гипергеометрическихъ дифферендіальныхъ уравненій. . . 51 

Г л а в a IX. 

Общая задача объ алгебраическихъ уравненіяхъ. разрѣшимыхъ въ 
гипергеометрическихъ функціяхъ. 

§ 38. Нѣкоторыя своГіства грунпъ ливейныхъ подставовокъ.. 58 
§ 39. Повятіе объ аутоморфныхъ функціяхъ 66 

40. Упрощевіе общей задачи объ алгебраическихъ уравне-
ніяхъ, разрѣшимыхъ въ пшергѳометрическихъ функціяхъ 7 3 
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Г і а в a X . 

Резольвенты уравненій, имѣющихъ группу линейныхъ подстановонъ. 
Т. XVII . 

Стран. 
§ 41 . Своііства резольвевтъ уравневій, имѣющихъ группу ли-

нейныхъ подставовокъ 87 
§ 42. Иодгруппы конечныхъ порядковъ 95 
§ 43 . Резольвента уравяевія двупирамиднаго типа 103 
§ 44. Резольвента ураввенія тетраэдрическаго типа 107 
§ 45 . Резольвеяты ураввенія октаэдрическаго типа 110 
§ 46 . Резольвенты ураввевія икосаэдрическаго типа 115 
§ 47. Нѣкоторыя замѣчавія о группахъ уравненій, найдеввыхъ 

въ предыдущихъ параграфахъ 139 

Г л а в a X I . 

Рѣшеніе уравненій: 3-ей. 4-ой, 5-ой степени и уравненія Якоби 
6-ой степени 

§ 48. Геометрическія представлевія, связавныя съ алгебриче-
скими уравневіями 145 

§ 49 . Геометрическія изображенія для уравневій 5-ой степеви. 149 
§ 50. Рѣшеніе главнаго уравненія 5-ой степени 161 
§ 5 1 . Рѣшеніе уравневія 5-ой степеви общаго вида 166 
§ 52. Рѣшеніе уравневія 5-ой степеви въ формѣ Жеррарда. 171 
§ 53. Рѣшеніе уравненія 4-ой степеви 173 
§ 54. Рѣшеніе уравненія 3-ей степени 176 
§ 55 . Уравненіе Лкоби 6-ой степѳяи 178 
§ 56 . Рѣшевіе уравненія Якоби 6-ой степени 189 
§ 57. Дискримивавтъ ураввевія Якоби 6-ой степеяи 191 
§ 58. Связь между уравневіемъ 5-ой степеви и ураввевіемъ 

Лкоби 6-ой степени. . , 198 

3 а к л ю ч е н і е 2 0 3 
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