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Maf3- und Integrationstheorie

Vorlesung 21

Zu einem o-endlichen Mafiraum X und einer reellen Zahl p > 1 sind die Le-
besguerdume LP(X) nach dem Satz von Fischer-Riesz vollstdndige normierte
Vektorriume. Wir haben schon erwihnt, dass dabei L?(X) eine besondere
Rolle spielt. Dies beruht darauf, dass man zu integrierbaren Funktionen

fig: X — K

das Integral [ + Jgdp betrachten kann, das ein Skalarprodukt definiert, dessen
zugehorige Norm gerade die L?-Norm ist (siche auch Beispiel 32.9 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023))). Diese zusétzliche Struktur erlaubt es, tiber Winkel,
Orthogonalitét, orthogonale Projektion etc. auch im Kontext von Funktio-
nen zu sprechen. Der theoretische Rahmen wird durch das Konzept eines
Hilbertraumes abgesteckt.

Hilbertraume

DEerINITION 21.1. Ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, der mit der zu-
gehorigen Metrik ein vollstdndiger metrischer Raum ist, heifit Hilbertraum.

Endlichdimensionale K-Vektorrdume mit einem Skalarprodukt sind vollstén-
dig nach Aufgabe 36.9 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)), also Hilbertrédume.
Der Begriff ist insbesondere fiir unendlichdimensionale Vektorrdume relevant.

LEMMA 21.2. Ein Untervektorraum U C 'V eines K-Hilbertraumes ist genau
dann ein Hilbertraum, wenn er abgeschlossen in V' ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 21.. O

Wir halten die folgende Aussage iiber den Raum der quadratintegrierbaren
Funktionen fest.

LEMMA 21.3. Es sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafsraum. Dann ist der Le-
besqueraum L*(X) der quadratintegrierbaren Funktionen, versehen mit dem
Skalarprodukt

(f.9) = /X F7dp,

ein Hilbertraum.
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Beweis. Wir argumentieren zuerst auf der Ebene von £2(X). Zu quadratin-
tegrierbaren Funktionen f, g zeigt die Holdersche Abschéitzung

/X Fadun < 15112 - glla

dass das angegebene Integral endlich ist. Mit Lemma 16.6 folgt, dass sein
Wert unabhéngig von den gewéhlten Reprasentanten sind und eine Funkti-
on auf L*(X) x L*(X) definiert. Eigenschaften des Integrals wie Satz 10.6
sichern, dass ein Skalarprodukt vorliegt. Die Vollstédndigkeit ergibt sich aus
dem Satz von Fischer-Riesz. O

BEISPIEL 21.4. Wir betrachten die natiirlichen Zahlen N als Mafiraum mit
dem Zahlmaf, siehe Beispiel 16.2 und Beispiel 16.11. Der zugehorige Raum
der quadratsummierbaren Folgen besitzt das Skalarprodukt

(f,9) = fuTn;
neN

die Norm eines Elementes ist

Il = DIl
neN

Dieser Hilbertraum wird mit I, oder mit L?(N) bezeichnet, man spricht vom
Hilbertschen Folgenraum.

Minimaler Abstand

DEFINITION 21.5. Eine Teilmenge 7' C V' in einem reellen Vektorraum V'
heifit konvexr, wenn mit je zwei Punkten P, () € T auch jeder Punkt der
Verbindungsstrecke, also jeder Punkt der Form

rP+ (1 —7r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.
LEMMA 21.6. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und set T C 'V
eine nichtleere konvexe vollstindige Teilmenge. Dann enthdlt T einen ein-

deutigen Punkt P € T, indem die Norm ||P|| (unter allen Punkten aus T)
das Minimum annimmt.

Bewets. Es sei 6 das Infimum von

{IQIIQeT} € Rxo.
Mit Hilfe von Aufgabe 32.25 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) erhélt man
fiir Punkte P, € T die Identitét
P+Q 2

1P = QI = 2I1P|I* +2lQI* - 4l——
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Wegen der Konvexitét gilt # € T und daher ist
1P =QI* < 2IP|* +2/|Q|* — 40°.

Es seien nun P, Q) Punkte, in denen das Infimum angenommen wird. Dann
folgt aus

1Pl = el = ¢
sofort |P — Q|| = 0 und damit P = @, was die Eindeutigkeit bedeutet.

Da das Infimum einer nichtleeren Teilmenge von R durch eine Folge beliebig
nah angenihert weden kann, gibt es eine Folge @), € T derart, dass ||Q,]|
gegen ¢ konvergiert. Die obige Abschétzung ergibt fiir Folgenglieder Q,,, @,
die Abschétzung

1Qn — Qull? < 2/|Qnl® + 2/|Qu||> — 462

Da ||@.| gegen ¢ konvergiert, folgt daraus, dass die Differenz links belie-
big klein wird. Dies bedeutet, dass @), eine Cauchy-Folge ist. Wegen der
Vollsténdigkeit von T'" konvergiert die Folge gegen ein P € T. O

KOROLLAR 21.7. Es set V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei U C
V' ein vollstandiger Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem Punkt Q € V
einen eindeutigen Punkt P € U, fir den der Abstand von @QQ zu Punkten aus
U minimal wird.

Beweis. Wir verschieben die Situation um —¢ und haben dann einen voll-
stdndigen (da die Verschiebung stetig ist) affinen Unterraum U — @) und
betrachten den Abstand zum Nullpunkt. Der Untervektorraum ist konvex
und dies iibertréagt sich auf den verschobenen Untervektorraum. Daher folgt
die Aussage aus Lemma 21.6. O

KOROLLAR 21.8. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei U C
V' ein vollstindiger Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem v € V eine
eindeutige Darstellung

v=utw
mitu € U und w € U+,

Beweis. Aus zwei solchen Darstellungen
v=ut+w=u+uw
mit den geforderten Eigenschaften folgt
O=u—v+w—w = a+w,

wobei die beiden Summanden % und w = —u orthogonal zueinander sind,
woraus folgt, dass sie 0 sind.

Zum Existenznachweis sei u € U der gemifl Korollar 21.7 eindeutig be-
stimmte Punkt, in dem der Abstand von v zu U minimal wird. Sei

w = vV —1U.
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Es ist
(v—uuy =0
fiir jedes v/ € U zu zeigen. Wir kénnen K = R annehmen. Nehmen wir an,
dass es ein v/ € U mit
(v—u,u') =c#0
gibt, wobei wir ¢, indem wir eventuell u' durch —u’ ersetzen, als negativ
annehmen kénnen. Es ist dann

2 (v —u, My + (M, ') = 2eh + N2 (W u) = A2+ N\ (W, u)),
was fiir A positiv und hinreichend klein negativ ist. Dann ist aber
w—u+M,v—u+ ) = (v—uv—u)+2v—u )+ M, \u)
< (v—u,v—u)
im Widerspruch dazu, dass der Abstand (und damit das Abstandsquadrat)
von v zu U in w minimal wird. i

DEFINITION 21.9. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt und sei
U C V ein vollstindiger Untervektorraum. Die Abbildung py: V — U, die
jedem Element v € V das u € U aus der nach Korollar 21.8 eindeutigen
Zerlegung v = v +w mit w € U und w € U~ zuordnet, heiit orthogonale
Projektion auf U.

Wir erwdhnen die folgenden Spezialfille fiir abgeschlossene Teilmengen in
einem Hilbertraum.

KOROLLAR 21.10. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sesT" C 'V eine nichtleere
konvexe abgeschlossene Teilmenge. Dann enthdlt T einen eindeutigen Punkt
P € T, in dem die Norm ||P|| (unter allen Punkten aus T') das Minimum
annimmt.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Lemma 21.6. Il

KoroLLAR 21.11. Es sei V' ein K-Hilbertraum und sei U C V' ein abge-
schlossener Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem Punkt () € V einen
eindeutigen Punkt P € U, fir den der Abstand von @ zu Punkten aus U
manimal wird.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 21.7. O

KOROLLAR 21.12. Es seir V' ein K-Hilbertraum und set U C V' ein abge-
schlossener Untervektorraum. Dann gibt es zu jedem v € V eine eindeutige
Darstellung

VvV =Uu+w

mitu € U und w € U+,

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von Korollar 21.8. U
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Insbesondere gibt es zu einem abgeschlossener Untervektorraum U C V in
einem Hilbertraum die orthogonale Projektion py: V — U.

Topologische Eigenschaften

LEMMA 21.13. Es ser V' ein K-Hilbertraum und sei U C V' ein abgeschlos-
sener Untervektorraum mit dem orthogonalen Komplement U+. Dann gelten
folgenden Aussagen.

(1) U™ ist ebenfalls abgeschlossen.
(2) Es gilt

v = py(v) + pye(v).
(3) pu ist linear und stetig.

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 21.10.
(2) Klar.
(3) Eine mehrfache Anwendung von (2) liefert
pU(a1U1 + (12’02) + PuL (alvl + CLQUQ)
= a1vU; + QU2
= apy(v1) + arpyL (01) + aopy (v2) + azpy (v2)
= arpy(v1) + azpy(v2) + arpys (v1) + azpys (va).

Die Linearitét folgt durch Vergleich der Summanden in U und in

U+. Wegen
lolI* = (v,0)
(pu(v) + py+(v), pu(v) + Py (v))
= (pu(v), pu(v)) + (pu+(v), pr+(v))
= lpo@)II* + P (v)]I*
ist

lpo ()] < lvll;
woraus die Stetigkeit mit Satz 15.12 folgt.

O

Die folgende Aussage besagt, dass eine stetige Linearform auf einem Hilber-
traum einen Gradienten besitzt. Im endlichdimensionalen Fall, in dem die
Stetigkeit automatische erfiillt ist, folgt dies auch aus Lemma 47.5 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023)) (3).

LEMMA 21.14. Es ser V' ein K-Hilbertraum und sei
p: V—K

eine stetige Linearform. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor
x €V mit

p(v) = (v, )
fir allev € V.
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Beweis. Bei der Nullabbildung ist x = 0 zu nehmen, sei also ¢ nicht die
Nullabbildung. Es sei z € V mit ¢(z) # 0 und sei U = kerny. Durch
Multiplikation mit einem Skalar konnen wir davon ausgehen, dass (z) eine
positive reelle Zahl ist. Wegen der Stetigkeit und der Linearitéit ist U ein
abgeschlossener Untervektoraum von V. Das orthogonale Komplement U+
ist eindimensional: Zu w,w’ € U~ gibt es a € K mit p(w') = ap(w),
daher ist w' — aw € U und wegen der Orthogonalitéit ist w’ — aw = 0. Wir
schreiben

z =pu(z)+y
mit py(z) € Uund y € U+ im Sinne von Korollar 21.9. Es ist ¢(2) = ¢(y).

Wir setzen
o(y)

v,
Iyl

(r.2) = <s0(y)y <p(y)y>

ly1]>* Nyl

_ p)?
= Tt Y

()
= ey
= (@)

Fiir v € V mit der kanonischen Zerlegung

dies sichert

V= u+w
ist dann

<va> = <
(

I
% IS
bk
~— ]

I
55

g

KOROLLAR 21.15. Es sei (X, A, ) ein o-endlicher Mafraum und L*(X) der
zugehdrige Lebesqueraum der quadratintegriebaren Funktionen. Fs sei

0: *(X) — K

eine stetige Linearform. Dann gibt es eine quadratintegrierbare Funktion g €
L*(X) mit

e(f) = /X fgdu.
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 21.3 und aus Lemma 21.14. U

LEMMA 21.16. Es sei V' ein K-Hilbertraum und T C 'V eine Teilmenge.
Dann erzeugt T' genau dann einen dichten Untervektorraum in V', wenn die
Eigenschaft

(v,w) =0
fiir allew € T nur firv = 0 gilt.

Beweis. Es erzeuge zuerst T einen dichten Untervektorraum U und seiv € V
gegeben mit

(v,w)y =0
fiir alle w € T. Diese Eigenschaft {ibertréagt sich auf alle w € U. Wegen der
Dichtheit von U gibt es eine Folge w, € U, die gegen v konvergiert. Dann
konvergiert wegen der Stetigkeit des Skalarproduktes die Folge (v, w,) = 0
gegen (v,v) = 0. also ist v = 0.

Es erzeuge nun T einen Untervektorraum U, der nicht dicht sei, es sei

W =U
und sei z € V' \W. Es sei z = y + v die Zerlegung im Sinne von Korollar
21.9mit y € W und v € W+. Dann ist

v # 0,

dieser Vektor steht aber senkrecht auf allen Vektoren aus W. O
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