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Biindel, Garben und Kohomologie
Vorlesung 14

Quasikohirente Moduln auf affinen Schemata

Zu einem komutativen Ring R sind die R-Moduln wichtig und charakteri-
stisch fiir den Ring, etwa Ideale, Restklassenringe, projektive Moduln, der
Modul der Kéhlerdifferentiale u.s.w. Diese Moduln wollen wir im Kontext
des Spektrums, also in einer geometrisierten Form, wiederfinden. Der Auf-
bau erfolgt parallel dazu, wie die Strukturgarbe auf dem Spektrum eingefiihrt
wird.

BEISPIEL 14.1. Es sei M ein R-Modul iiber dem kommutativen Ring R.
Dann kann man eine Pragarbe von Moduln definieren, indem man zu einer
offenen Menge U C X die Festlegung

PU) = colimycp(py My

trifft. Dies sind Moduln {iber dem Ring colimycp(y) Ry und es liegen natiirli-
che Restriktionshomomorphismen vor, die mit den Modulstrukturen ver-
tréglich sind. Der Halm dieser Prigarbe in einem Primideal p ist M,

DEFINITION 14.2. Es sei (X, Ox) = Spek (R) das affine Schema eines kom-
mutativen Ringes R und sei M ein R-Modul. Unter dem zu M gehorenden

Ox- Modul M auf X versteht man die Zuordnung, die jeder offenen Menge
U C X die kommutative Gruppe

F(U,M) = {(sp)peU € HMp | fiir allep € U gibt esm € M und f € Rmit p € D(f) C U un
peU
zusammen mit der Skalarmultiplikation
D(U,0x) x T(U, M) — T(UM), ()0 ()yerr) — (9955 yerr

zuordnet, und wobei jeder Inklusion U C V' die natiirliche Projektion zuge-
ordnet wird.

Wenn man mit dem Ring R selbst startet, so erhélt man die Strukturgarbe.

LEMMA 14.3. Zu einem R-Modul iiber einem kommutativen Ring R ist M
ein Ox-Modul auf dem affinen Schema X = Spek (R).

Beweis. Dies beruht darauf, dass M als Vergarbung zur Préagarbe U +—
colimycp(yy My definiert wird und die Modulstruktur sich auf die Vergar-
bung vererbt. O
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LEMMA 14.4. Es sei (X,0Ox) das affine Schema zu einem kommutativen
Ring R und es sei v € X ein Punkt, der dem Primideal p entspreche. Es

sei M ein R-Modul mit der zugehdrigen Modulgarbe M. Dann ist der Halm
dieser Garbe gleich

—_—

MI - Mp.

Beweis. Dies ergibt sich aus Beispiel 14.1 und Lemma 5.2 (2). O

LEMMA 14.5. Es sei (X,0Ox) das affine Schema zu einem kommutativen
Ring R und sei M ein R-Modul mit der zugehdrigen Modulgarbe Ox-Modul

M. Es sei f € R. Dann ist

F(D(f),M) = M;.
Insbesondere ist der globale Schnittmodul gleich F(X, M) = M.

Beweis. Wir beweisen den angefithrten Spezialfall. Es gibt einen natiirlichen
R-Modulhomomorphismus M — F(X , M > Dieser ist injektiv, da man das
Nullsein eines Elementes lokal testen kann, vergleiche Lemma Anhang 1.1.
Zum Nachweis der Surjektivitét sei s € T’ (X , M ) ein globales Element. Dies

bedeutet, dass es eine offene Uberdeckung

X =u =Jow)

iel iel
und Elemente
Q;
S; =
1 fkl
7

mit a; € M gibt, die als Schnitte {iber
D(f;) N D(f;) = D(fif;),

also als Elemente in My, iibereinstimmen. Nach Korollar 8.6 kénnen wir

annehmen, dass [ endlich ist. Ferner kénnen wir die k; durch ihr Maximum &

ersetzen (was natiirlich die lokalen Zahler a; auch dndert). Die Vertraglichkeit
% = < bedeutet die Existenz von Gleichungen

(fifj)maiff = (fifj)majfik
in M, wobei wir m als ein Maximum gewé&hlt haben. Nach Proposition 8.4
((2), (4)) erzeugen die f;, i € I, das Einheitsideal. Dies gilt dann auch fur
die f™* i € I, d.h. es gibt g; € R mit

L= gfm*

el

a =) gaif"

el

Wir setzen



Es ist dann

aftt = (Z giaifz”> fr
iel
= Zgi(fifj)maz’ff
iel
= Zgi(fifj)majfik
iel
= Cljf;n(Zgifi?nJrk)
iel
= CLjfjm.
Dies bedeutet wiederum a = ;—fc = sj in My,, d.h. der Schnitt wird von
einem Modulelement repréisentie;t.

Wir betrachten nun die Situation auf D(f). Diese entspricht aber der behan-
delten Situation, wenn man M; als neuen Modul ansetzt. U

BEISPIEL 14.6. Im quadratischen Zahlbereich R = A_5 = Z[\/-5] =
Z[T]/(T? 4 5) gilt die Gleichheit

2-3 =6 = (1+V51)(1 —V5i).
Wir betrachten das Ideal I = (2,1 4 1/—5) (das ein Primideal ist und kein

Hauptideal) und die zugehorige Idealgarbe I auf X = Spek (R). Das Spek-
trum wird durch die beiden offenen Mengen D(2) und D(3) iiberdeckt. Es ist
f| D) = Ox| p(2); da 2 zum Ideal gehort und daher das Ideal in der Nenne-
raufnahme Ry zum Einheitsideal wird. In der Nenneraufnahme Rj (also auf

D(3)) ist hingegen
1 5
3\/51 (1+V/5i)

und somit ist I3 ein Hauptideal mit dem Erzeuger 1+ v/5i. Daher ist T\ D) =

9 —

Ox|p(s) und I ist eine invertierbare Garbe.
BEIspPIEL 14.7. Wir betrachten in der A,_;-Singularitét
R = K[X,Y, Z|/(XY = Z")
das Ideal I = (X, Z). Es definiert auf dem Spektrum Spek (R) eine Idealgar-
be I und damit auch die eingeschrénkte Idealgarbe |y auf dem quasiaffinen
Schema
U= DX,Y,Z) = D(X,Y) = Spek (R) \ {(X,Y, Z)} C Spek(R).

Diese eingeschrénkte Idealgarbe ist auf U invertierbar, da wegen X € [
und wegen X = Z;,_IZ (in Ry) Isomorphien IN|D(X) = Ogspek (r)|p(x) und
IN| py) = Ospek (R)\ p(y) vorliegen. Dagegen ist I auf dem gesamten Spektrum
nicht invertierbar, da das Ideal in der Lokalisierung Ry y,7) kein Hauptideal
ist.
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LEMMA 14.8. FEs sei (X, Ox) das affine Schema zu einem kommutativen Ring
R und es sei ¢: M — N ein R-Modulhomomorphismus zwischen R-Moduln.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten O x-Modulhomomorphismus

M — N,
der global mit o tibereinstimmdt.

Beweis. Zu jedem f € R muss wegen der Vertriaglichkeit mit den Restrik-
tionen das kommutative Diagramm

F<X,J\7> -M 2 r(x,ﬁ) —N

P(D(f),M) = M; — F(D(f),ﬁ) = N

vorliegen, wodurch die untere Abbildung eindeutig festgelegt ist. Durch diese
Festlegung wird sodann ein eindeutiger Pragarbenhomomorphismus und iiber
die Vergarbung ein eindeutiger Garbenhomomorphismus festgelegt. O

LEMMA 14.9. Es sei R ein kommutativer Ring und es set
0O —L — M — N —0

eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln. Dann liegt auf dem affinen Schema

(X,0x) zu R die kurze exakte Garbensequenz
0—L—M-—N—0

von quasikohdrenten O x-Moduln vor.

Beweis. Die kurze exakte Sequenz
0O —L — M — N —0

fithrt zu jedem Primideal p nach Lemma Anhang 2.2 zu einer kurzen exakten
Sequenz

0 — L, — M, — N, — 0.
Wegen Lemma 14.4 ist dies die Halmversion der Modulhomomorphismen zwi-

schen E, M und N im Punkt p. Nach Lemma 6.3 bedeutet dies die Exaktheit
des Garbenkomplexes. O

LEMMA 14.10. Es sei R ein kommutativer Ring, es seien M und N Mo-

duln diber R und es seien M und N die zugehorigen Modulgarben auf X =
Spek (R). Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus

M ®0, N = M ®g N.

Beweis. Es ist My ®g, Ny = (M ®g N),. Wir betrachten die Préigarbe
U+ colimycp(s)y My ®g, Ny = colimycp(sy (M ®r N)f.
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Die Vergarbung der rechten Seite ergibt nach Definition die quasikohé&rente

Garbe M ®g N. Zu offenen Mengen U C D(f) gibt es kanonische Modul-
homomorphismen

Mj g, Ny — (colimyep(s) My) @ ) (colimycpp) Ny),

COthgD(f) Ry
was zu einem Modulhomomorphismus

(colimye () My @r, Ny) — (colimuenis) Ms)D(cotimy e, 1))

(colimpep(sy Ny),
fiir jede offene Menge fithrt. Diese sind mit den Restriktionen vertréglich,

so dass ein Pragarbenhomomorphismus vorliegt. Dieser iibertréagt sich nach
Lemma 5.2 (1,5) auf die zugehérigen Garben. Nach der Vorbemerkung ist die

Vergarbung links gleich M ®z N und die Vergarbung der rechten Seite ist
nach Definition gleich M ®o, N. Da der Homomorphismus in den Halmen
ein Isomorphismus ist, liegt nach Lemma 4.6 iiberhaupt ein Isomorphismus
vor. U

Quasikohirente Moduln

Fiir beliebige Schemata sind diejenigen Modulgarben besonders wichtig, die
auf affinen Stiicken wie M aussehen.

DEFINITION 14.11. Ein Ox-Modul M auf einem Schema (X,Ox) heifit
quasikohdrent, wenn es eine offene affine Uberdeckung X = (J,.; U; mit

U; = Spek (R;) und Ri-Moduln M; derart gibt, dass M|U; = M, ist.

Insbesondere ist die Strukturgarbe auf einem Schema eine quasikohérente
Garbe, da sie auf den affinen offenen Mengen U = Spek (R) mit R iiberein-
stimmt. Invertierbare Garben sind ebenfalls quasikohérent.

Man kann zeigen, dass bei einer quasikohérenten Garbe bereits fiir jede offene
affine Teilmenge U C X die eingeschrénkte Garbe gleich der Modulgarbe zu
einem Modul iiber dem Ring I'(U, Ox) ist.

DEFINITION 14.12. Ein quasikohérenter Ox-Modul M auf einem Schema
(X, Ox) heiBt kohdrent, wenn es eine offene affine Uberdeckung X = J,.; U;
derart gibt, dass I'(U;, M) ein endlich erzeugter I'(U;, Ox)-Modul ist.

Bei einem affinen Schema Spek (R) entsprechen sich die quasikohdrenten Mo-
duln und die R-Moduln. Insbesondere haben auf einem affinen Schema die
quasikohérenten Moduln M , viele“ globale Schnitte, mit deren Hilfe man M
verstehen und rekonstruieren kann. Dies gilt keineswegs fiir quasikohérente
Garben auf nichtaffinen Schemata, insbesondere gilt es oft nicht fiir pro-
jektive Schemata. Dort kommt es sogar oft vor, dass fiir komplizierte qua-
sikohédrente Moduln die globale Auswertung der Nullmodul ist. In einem
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solchen Fall kann man aber mit Hilfe von geeigneten invertierbaren Gar-
ben den Modul so , hindrehen (twisten), dass die getwistete Version globale
Schnitte besitzt. Wegweisend ist der folgende allgemeine Satz. Man beachte,
dass Elemente g € I'(X, £) mit £ invertierbar und s € I'(X, M) iiber die
Vergarbung Elemente ¢"s € I'(X, L™ ® M) definieren, wobei £" die n-te
Tensorpotenz von L bezeichnet.

SATZ 14.13. Es sei M ein quasikohdrenter Ox-Modul auf einem noether-
schen Schema (X,Ox). Es sei L eine invertierbare Garbe auf X,

g € T(X,L)

ein globaler Schnitt mit dem Invertierbarkeitsort X,. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Zu einem globalen Schnitt r € T'(X, M) mit r|x, = 0 gibt es ein
m € Nmit g"r =0 in[(X,L"®M).
(2) Zu einem Schnitt s € T'(X,, M) gibt es ein n € N derart, dass

g"s € I'(X,, L" ® M)
von einem globalen Schnitt aus I'(X, L™ ® M) herriihrt.

Beweis. Es sei X = J,; U; eine endliche offene affine Uberdeckung derart,
dass die Einschrénkungen von £ auf die U; trivial sind. Wir betrachten die
Situation

V, = X,nU; C U,

hier ist also V; eine offene Teilmenge des affinen Schemas U; = Spek (R;).
Es ist

M|Ui — Mz

mit einem R;-Modul M;. Unter dem Isomorphismus L|y, = Oy, entspricht
die Einschrinkung von g auf U; einer Funktion f; € R; und fiir den Inver-
tierbarkeitsort gilt X, NU; = D(f;). Somit ist

(1) Seir; = r|y, € M;. Die Einschrankung davon auf V; ist nach Vor-
aussetzung gleich 0 und daher gibt es ein n; € N mit

meTz =0

in M;, und dies gilt auch fiir alle groBeren Exponenten. Ubersetzt
nach £™ ® M bedeutet dies, dass das globale Element ¢™ir einge-
schrankt auf U; gleich 0 ist. Somit erhalten wir mit

m = max (m;,i € I)

ein m derart, dass ¢g"r auf samtlichen U; gleich 0 wird. Aufgrund
der Garbeneigenschaft ist dann ¢™r gleich 0 auf X.
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(2) Der vorgegebene Schnitt s € I'(X,, M) liefert durch Einschrankung
Schnitte

Es ist also s; = % mit ¢; € M,;. Dabei kann man die ¢; erhchen,

so dass wir annehmen konnen, dass eine solche Darstellung fiir jedes
¢ mit einem gemeinsamen ¢ vorliegt. Dies bedeutet, dass die Ein-
schrinkungen von ¢'s € F(Xg,ﬁf ® M) auf X, N U; jeweils von
einem Element
ti € T (U, L' @ M)

herriihren. Die ¢; sind im Allgemeinen nicht vertréglich. Es ist aber
die Einschrinkung von ¢; — ¢; auf X, N U; N U; gleich 0. Nach
dem ersten Teil, angewendet auf X, N U, NU; C U; NUj, er-
gibt sich, dass es ein m;; derart gibt, dass ¢™4(t; — t;) gleich 0
in F(Ui NU;, L™ @ /\/l) ist. Wir multiplizieren die Situation mit
g™, wobei m das Maximum aller m;; ist, und erhalten dann die Ver-
traglichkeit und somit mit n = ¢ + m die Existenz einer globalen
Fortsetzung von ¢"s.

U
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