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Grundkurs Mathematik I

Vorlesung 18

Vorli mag so ziemlich alles. Nur Handies findet sie blod. Sie sind definitiv nix
zum Fressen. Aber auch nix zum Spielen, da sie ablenken, ohne zu zerstreuen.

Die ganzen Zahlen

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass die Gleichung
a+zxr =b

mit a,b € N formulierbar ist, aber es dort bei a > b keine Losung gibt. Wir
wiirden gerne von dieser Gleichung links und rechts a ,,abziehen®, um links

at+xr—a==x

und rechts die Losung b — a fiir z zu erhalten. Um dies durchfiithren zu
kénnen, miissen wir die natiirlichen Zahlen zu einem gréfleren Zahlenbereich
erweitern, ndmlich zur Menge der ganzen Zahlen. Solche Zahlenbereichser-
weiterungen ziehen sich durch die gesamte Mathematik, egal ob in der Schule
oder auf der Hochschule. Wir werden noch die Erweiterung von den ganzen
Zahlen zu den rationalen Zahlen und von den rationalen Zahlen zu den reellen
Zahlen kennenlernen. Eine wichtige Motivation ist dabei, so wie hier, dass
man Losungen fiir gewisse Gleichungen finden mochte, fiir die es im Aus-
gangszahlenbereich keine Losung gibt, und dass man diese Losungen auch
rechnerisch auffinden und handhaben méchte. Zugleich méchte man mit den
neuen Zahlen moglichst viel machen koénnen, was man im Ausgangsbereich
kann, also beispielsweise nach wie vor addieren und multiplizieren, wobei
auch die gleichen GesetzméiBigkeiten weiter gelten sollen (Permanenzprin-

Zip).
Da wir von nun an mit verschiedenen Zahlenbereichen arbeiten, wird es wich-
tig, zu betonen, in welchem Zahlenbereich wir uns befinden. Die Gleichung

S5+ =2
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besitzt in N keine Losung. Diese Tatsache bleibt unabhéngig davon bestehen,
dass es in anderen Bereichen eine Losung gibt.

Wir fiihren jetzt die Menge der ganzen Zahlen ein, auf denen wir dann bald
die Verkniipfungen festlegen und die zugehdrigen Rechengesetze nachweisen
werden.

DEFINITION 18.1. Die Menge der ganzen Zahlen Z besteht aus der Menge
aller positiven natiirlichen Zahlen N, der 0 und der Menge {—n | n € N},
deren Elemente die negativen ganzen Zahlen heiflen.

Diese Definition hat den Vorteil, dass sie direkt ist und ohne mengentheo-
retische Uberlegungen® (Aquivalenzrelationen) auskommt. Jede ganze Zahl
gehort unmittelbar zu genau einem der drei Typen (positiv, 0 , negativ).
Der Nachteil ist, dass die Verkniipfungen darauf, ndmlich die Addition und
die Multiplikation, die die gleichnamigen Verkniipfungen auf den natiirlichen
Zahlen fortsetzen sollen, nicht unmittelbar ersichtlich sind, sondern auf eine
Weise festgelegt werden miissen, die zumindest auf den ersten Blick etwas
willkiirlich aussehen mag. Zugleich ist der Nachweis der GesetzméBigkeiten,
wie beispielsweise das Assoziativgesetz, recht aufwindig, da man alle Kom-
binationen der moglichen Fille untersuchen muss.

Das Minuszeichen — kommt in dieser Definition nur im Sinne einer Bezeich-
nung vor, es ist Teil eines Namens (das Vorzeichen) fiir eine neue Zahl. Das
Minuszeichen wird bald unterschiedliche Funktionen iibernehmen, die man
konzeptionell auseinanderhalten muss, siche Aufgabe 18.7.

BEMERKUNG 18.2. Die negativen Zahlen kann man ausgehend von jedem
Bezeichnungsystem fiir die natiirlichen Zahlen bilden, die neuen Zahlen erge-
ben sich ja einfach aus den natiirlichen Zahlen, indem man ein Minuszeichen
davorsetzt. Beispielsweise sind

(1)
e _|H7 _||7 _‘707 |7 H7 H|
(2)
ey =INNNO, —NNO,—NO0,0, NO, NNO, NNNO, ....
(3)
..., minus drei, minus zwei, minus eins, null, eins, zwei, drei, ... .
(4)
vy —C,—b,—a,0,a,b,c,....
(5)
vy —3,—2,-1,0,1,2,3, ...

!Einen mengentheoretisch aufwiindigeren Zugang zu den ganzen Zahlen werden wir
im zweiten Semester kennenlernen.
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Insbesondere kann man den Zahlenstrahl zu einer Zahlengeraden erweitern
und links von der 0 die negativen Zahlen —1, —2, ... platzieren. Durch diese
Anordnung entsteht eine Symmetrie am Nullpunkt, wobei die negative Zahl
—a der positiven Zahl a gegeniiber liegt. Diese Symmetrie gilt insbesondere
auf der Zahlengeraden. Wenn man die ganzen Zahlen dynamisch als (gleich-
lange) Schritte nach rechts bzw. nach links (oder nach vorne bzw. nach hinten
oder nach oben bzw. nach unten) interpretiert, so sehen die negativen Zahl
so ,natiirlich“ wie die positiven Zahlen aus.

Wie verhalten sich die ganzen Zahlen beziiglich der Zahlvorstellung (im Sinne
der Nachfolgerabbildung) fiir die natiirlichen Zahlen, die wir in der fiinften
Vorlesung kennengelernt haben? Die richtige Vorstellung ergibt sich, wenn
man die Nachfolgerabbildung auf Z fortsetzt, und dabei geméf; der in Bemer-
kung 18.2 schon verwendeten Reihenfolge vorgeht (dort wurde die Nachfol-
gerabbildung durch die gewéhlte Anordnung schon vorweggenommen). Wenn
man auf der Zahlenstrahl ist, so erhédlt man den Nachfolger in N, indem man
einen Schritt (einer fixierten einheitlichen Lénge) nach rechts macht. Diese
Interpretation des Nachfolgers lédsst sich unmittelbar auf die Zahlengerade
fortsetzen, der Nachfolger ist und bleibt der Schritt nach rechts (Permanenz-

Prinzip).
Die algebraische Definition sieht folgendermafien aus.

DEFINITION 18.3. Unter dem Nachfolger N(x) einer ganzen Zahl x € Z
versteht man die Zahl

N(z) = N(a), fallsx =a €N,
" | =V(b), falls x = —b mit b e N, .

In dieser Definition wird also Bezug auf die Nachfolgerabbildung in N (also
+1) und die Vorgéngerabbildung V: N; — N (also —1) Bezug genommen.

LEMMA 18.4. Die Nachfolgerabbilung N: Z — 7 besitzt die folgenden Fi-
genschaften.

(1) Die Nachfolgerabbildung stimmt auf N mit der dortigen Nachfol-
gerabbildung iiberein.



(2) Die Nachfolgerabbildung ist bijektiv. (Die Umkehrabbildung wird als
Vorgéngerabbildung V' bezeichnet.)

(3) Esist N(—a) = =V(a) und V(=b) = —N(b) fir a,b € N;.

(4) Jede ganze Zahl lisst sich ausgehend von O durch eine Iteration der
Nachfolgerabbildung oder eine Iteration der Vorgingerabbildung er-
reichen.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.9. g

Die Bijektivitdt der Nachfolgerabbildung bedeutet insbesondere, dass die
Nachfolgergleichung N(z) = z fiir jedes z € Z eine eindeutige Losung be-
sitzt, ndmlich den Vorgénger von z. Durch diese Zielsetzung kann man auch
die ganzen Zahlen einfithren. Man mochte fiir die 0 einen Vorgénger haben
(den es innerhalb der natiirlichen Zahlen nicht gibt), und diesen nennt man
V(0). Fiir diese neue Zahl mochte man wieder einen Vorgénger haben, diesen
nennt man V' (V(0)), davon mochte man wieder einen Vorgénger V(V(V(0)))
haben, u.s.w. Fiir den k-fachen Vorgénger V*(0) schreibt man dann —k.

BEMERKUNG 18.5. Welche Objekte bzw. Strukturen kann man mit den gan-
zen Zahlen zéhlen? Es gibt keine Mengen mit negativ vielen Elementen! Den-
noch gibt es viele Situationen, wo man mit ganzen Zahlen sinnvoll z&hlen
kann. Sobald es einen (gerichteten) Prozess zusammen mit einem zugehori-
gen gegenldufigen Prozess gibt, wie etwa einen Schritt nach rechts bzw. einen
Schritt nach links zu machen, oder wenn man zwei sehr grofe Haufen (oder
Korbe) an Apfeln hat, und der Prozess ist, einen Apfel von dem einen Haufen
zu dem anderen Haufen zu transportieren (mit dem umgekehrten Transport
als dem gegenldufigen Prozess), so kann man die méglichen (hintereinander
ausgefiihrten) Prozesse durch die ganzen Zahlen beschreiben: 7 (oder deut-
licher +7) bedeutet 7 Apfel von Haufen G nach Haufen H iibertragen, —3
bedeutet drei Apfel von Haufen H nach Haufen G iibertragen. Hierbei muss
man willkiirlich festlegen, welche Prozessrichtung man als positiv ansehen
mochte. Auch in der Hauswirtschaft werden die Einnahmen positiv und die
Ausgaben negativ verbucht. Damit zusammenhéngend werden negative Zah-
len héufig als Schulden und positive Zahlen als Guthaben interpretiert.

Der Apfelkorb G Der Apfelkorb H



5

DEFINITION 18.6. Unter der Negation auf der Menge der ganzen Zahl Z
versteht man die Abbildung —: Z — Z, die durch

(@) = —a, fallsx =a € N,
" |0, falls x = —b mit be N, |

gegeben ist.

Hier tritt das Minuszeichen in einer zweiten Bedeutung auf, als Funktions-

symbol. Fiir ¢ € N ist —a = —a, d.h. Vorzeichen und Funktionssymbol
stimmen tiberein (das ist der Grund, warum man das gleiche Symbol ver-
wenden kann), fiir b € N ist —(—b) = b, wobei das vordere Minuszeichen

das Funktionssymbol und das hintere Minuszeichen das Vorzeichen ist. Fer-
ner gilt —(—z) = z fiir jedes © € Z, wobei hier das Minuszeichen zweimal
das Funktionssymbol bezeichnet. Die Negation ist auf dem Zahlenstrahl die
Spiegelung an der 0, sie macht aus einen Schritt nach rechts ein Schritt nach
links (und umgekehrt) und vertauscht Guthaben und Schulden.

Die Addition auf den ganzen Zahlen

Wir kommen zur Addition auf den ganzen Zahlen.

DEFINITION 18.7. Auf den ganzen Zahlen wird folgendermafien eine Ver-

kniipfung, genannt Addition, eingefithrt (dabei bezeichnen a,b natiirliche
Zahlen). Es ist

a+b:=a+b,

0t (—b) = a—>b, fallsa >0,
" | =(b—a), fallsa < b,

b—a, falls b > a,
| —(a—1V), fallsb < a,

(—a) + (=b) := —(a+0).

BEMERKUNG 18.8. Die in Bemerkung 18.5 besprochenen Interpretationen
fiir ganze Zahlen passen sehr gut zur Addition der ganzen Zahlen. Die Addi-
tion einer Reihe von Ausgaben oder Einnahmen fiithrt zur Gesamteinnahme
bzw. Gesamtausgabe; wenn man hintereinander mehrfach nach vorne (oder
nach rechts) bzw. nach hinten (nach links) geht, so beschreibt die Additi-
on den Gesamtbewegungsvorgang; wenn die einen Apfel von G nach H und
die anderen von H nach G schmeiflen, so beschreibt die Addition den Ge-
samttransport. Hierzu muss man sich nur davon iiberzeugen, dass die iiber die
Fallunterscheidung definierte Addition genau das macht, was im (Bewegungs-
)Prozess geschiecht. Wenn man beispielsweise zuerst a Apfel von G nach H
transportiert und dann b Apfel ebenfalls von G nach H, so transportiert man
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insgesamt a +b Apfel von G nach H. Wenn man hingegen zuerst a Apfel von
G nach H transportiert und dann b Apfel in die andere Richtung, also von H
nach G transportiert, so hingt der Gesamtprozess wesentlich davon ab, ob
a oder ob b groBer (oder gleich) ist. Bei a > b transportiert man insgesamt
a — b Apfel von G nach H (vergleiche Satz 10.13), andernfalls transportiert
man b— a Apfel von H nach G. Mit diesen Interpretationen werden auch die
algebraischen Gesetze fiir die Addition ganzer Zahlen einsichtig.

Mit der Addition kann man die Nachfolgerabbildung ale Addition mit 1 und
die Vorgingerabbildung als Addition mit —1 auffassen. Die Addition auf
den ganzen Zahlen passt auch gut zu der Addition der natiirlichen Zahlen,
wenn man wie in der Definition 8.10 unter x + y das Ergebnis versteht,
das sich ergibt, wenn man von x ausgehend den y-fachen Nachfolger nimmt.
Entsprechend stimmt = + a mit dem a-fachen Nachfolger von x und x + (—b)
mit dem b-fachen Vorgénger von x iiberein (dabei ist € Z und a,b € N).

BEMERKUNG 18.9. Innerhalb der ganzen Zahlen besitzt die mit den natiirli-
chen Zahlen a, b formulierte Gleichung

at+zxz =2b

eine eindeutige Losung, ndmlich (—a)+b. Bei a < bist das ja nach Definition
die natiirliche Differenz b — a, und bei a > b ist nach Definition

(—a)+b = —(a—0),
und wegen
a>a—b>0
ist nach der Definition der Addition und Lemma 10.14 (3)
a+(—(a—b) =a—(a—b) = (a+b)—a =b.
Diese eindeutige Losbarkeit iibertriagt sich auf eine Gleichung der Form
at+z=0»

mit a,b € Z, sieche Aufgabe 18.24. Diese Aussage folgt auch aus Lemma 19.8
in Verbindung mit Satz 19.3.

LEMMA 18.10. Die Addition auf den ganzen Zahlen erfillt die folgenden Fi-
genschaften.

(1) Die Addition besitzt 0 als neutrales Element.

(2) Die Addition ist eine kommutative Verkniipfung.
(3) Die Addition ist assoziative Verkniipfunyg.

(4) Zu jedem x € Z gibt es einy € Z mit

r+y = 0.

Beweis. (1) Dass 0 das neutrale Element ist, folgt unmittelbar aus den
ersten beiden Teilen der Definition der Addition.
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Die Kommutativitat der Addition beweisen wir mit einer Fallunter-
scheidung, je nachdem, ob die Summanden nichtnegativ (natiirliche
Zahlen) oder negativ sind. Wenn beide Summanden aus N sind, er-
gibt sich dies unmittelbar aus der Kommutativitit der Addition in
den natiirlichen Zahlen. Wenn # = a aus N ist und y = —b nega-
tiv ist, so muss man eine weitere Fallunterscheidung vornehmen. Bei
a > bist
r+y=a+(-b) =a-">

nach dem (der ersten Héilfte des) zweiten Teil der Definition, und
ebenso ist

y+z = (-b)+a=a->b
nach dem (der ersten Halfte des) dritten Teils der Definition. Bei
a < bist wiederum

phy = at(-h) = —(b-a) = (- +a = y+z

nach den Definitionen. Wenn beide Zahlen negativ sind ergibt sich
die Kommutativitét sofort aus dem vierten Teil der Definition.
Die Assoziativitit nachzuweisen ist aufwéandiger, da dann drei Zah-
len z,y, z ins Spiel kommen, fiir die es jeweils mehrere Fille gibt.
Wenn eine der beteiligten Zahlen aber 0 ist, so ist die Aussage wegen
der bewiesenen neutralen Eigenschaft der 0 klar. Wir miissen also
nur noch die acht Félle (in denen selbst jeweils wiederum Fallunter-
scheidungen geméfl der Groflenbeziehung der beteiligten Elemente
notig sind) durchgehen, je nachdem, ob x,y, z positiv oder negativ
sind.

Wenn beispielsweise x = a,y = —b, 2 = —c mit positiven Zahlen
a, b, c, ist, so ist

r+W+z2) =a+((-b)+(—¢) =a+ (—(b+c¢)).

Wenn a > b+ c ist, so ist dies a — (b+¢) (in N), andernfalls ist dies
—((b+ ¢) — a). Fur die andere Klammerung ergibt sich

(x+y)+2z = (a+ (=b)) + (—c).
Bei a > b+ c ist einerseits
a>b

und andererseits
a—b > c

Somit ist die zweite Klammerung in diesem Fall nach Aufgabe 10.29
ebenfalls gleich

(a+(=b)+(—c) = (a=b)—c=a—(b+0).

Bei a < b+ ¢ unterscheiden wir die Falle ¢ > b und a < b. Bei
a > bist ¢ > a — b und daher ist unter Verwendung von Lemma



10.14 (3)
(a+(=b)+(-c) =(a=b)—c=—(c—(a—0) = =((c+b) —a).
Bei a < bist erst recht a < b+ ¢ und somit ist nach Lemma 10.14
(2)
(a4 (=b)) +(=c) = (=(b—a))+(=¢) = =((b—a)+¢)) = —((c+b) —a).

Fiir die anderen Fille siehe Aufgabe 18.23.
(4) Bei positivem x hat —x die Eigenschaft, dass die Summe

r+(—x) =0
ist, bei negativem x mit x+ = —a mit a € N erfiillt a die Eigenschaft.
O

In beiden Fallen erfiillt also das Negative —z zu = die Eigenschaft 4+ (—z) =
0.

Fiir die Assoziativitat der Addition in Z geben wir noch ein weiteres einleuch-
tenderes Argument, das sich an der inhaltlichen Beschreibung der Addition
von ganzen Zahlen als einen gerichteten Transport von Objekten (zwischen
zwei Haufen, also mit Riicktransport) orientiert. Diese Interpretation deckt
sich mit den Festlegungen in Definition 18.7. In dieser Interpretation ist aber
das Assoziativgesetz unmittelbar einleuchtend, da man die Hintereinander-
ausfithrung von drei Transportprozessen als einen Gesamtprozess auffassen
kann, aber auch die beiden ersten Prozesse zusammenfassen oder die beiden
letzten zusammenfassen kann.

Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen

DEFINITION 18.11. Auf den ganzen Zahlen wird folgendermaflen eine Ver-
kniipfung, genannt Multiplikation, eingefithrt (dabei bezeichnen a, b natiirli-
che Zahlen). Es ist

a-b:=a-b,
a-(=b) == —(a-b),
(—a)-b:= —(a-b),
(—a)-(=b) :=a-b.

Der letzte Teil passt gut zu der Eigenschaft der Negation, zu sich selbst invers
zu sein. Die Negation kann man insbesondere als Multiplikation mit der —1
auffassen. Dennoch sind

—(—z2) = =
und
(—2)(~y) = 2y
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verschiedene Eigenschaften (Letzteres ist fiir x,y € N eine Definition, und
das Minuszeichen ist dabei das Vorzeichen, fiir beliebige z,y ist es eine dar-
aus folgende Eigenschaft der Multiplikation, und das Minuszeichen ist das
Funktionszeichen).

BEMERKUNG 18.12. Wie schon bei den natiirlichen Zahlen ist die Vorstellung
fiir die Multiplikation von ganzen Zahlen schwieriger als fiir die Addition, da
bei der Addition beide Summanden die gleiche Rolle spielen (zumindest in
der wichtigsten Interpretationen), wihrend dies bei der Multiplikation nicht
der Fall ist. Man kann nicht drei Apfel mal fiinf Apfel ausrechnen. Wie bei
den natiirlichen Zahlen beschreibt der eine Faktor die Vielfachheit, mit der
ein Prozess durchgefiihrt, den der andere Faktor quantitativ misst. Man kann
also dreimal jeweils finf Apfel von G nach H transportieren und transportiert
dann insgesamt 15 Apfel von G nach H. Das gleiche erreicht man, wenn man
fiinfmal drei Apfel von G nach H transportiert. Ebenso kann man a-mal b
Apfel in die andere Richtung von H nach G transportieren, und transportiert
damit insgesamt ab Apfel von H nach G. Ganze Zahlen (der Apfeltransport
samt Richtung) mit einer natiirlichen Zahl zu multiplizieren besitzt also eine
passende natiirliche Interpretation. Schwieriger ist es, wenn beide Zahlen
negativ sind. Die Definition sagt, dass dann das Produkt der zugehorigen
positiven Zahlen herauskommt. Dies kann man sich so vorstellen: Es sei P
ein reversibler Prozess, der gegenlaufige Prozess sei mit — P bezeichnet. Fiir
n € Nist nP die n-fache Ausfithrung von P. Fiir negatives

n = —m

interpretiert man dann nP als die m-fache Ausfithrung des gegenlaufigen
Prozesses. Insbesondere ist

(~1)P = —P.

Multiplikation mit —1 fiihrt also auf den gegenldufigen Prozess, und von
daher ist es einleuchtend, auch

(=D(=P) = P
zu setzen, da der gegenlaufige Prozess zum gegenldufigen Prozess der Prozess
selbst ist.

Auch von den gewiinschten algebraischen Gesetzméfigkeiten her ist die Fest-
legung Minus mal Minus ist Plus sinnvoll. Es soll

Oz =0

gelten und es soll das Distributivgesetz gelten. Dann ist fir n € N und
x € 7

0 =0z = (n+(—n))z = nx+ (—n)z.

Bei negativem x = —a ergibt sich daraus

n(—a) + (—n)(—a) = 0.
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Das Produkt (—n)(—a) muss also bei Addition mit n(—a) Null ergeben, dies
ist aber gerade die charakteristische Eigenschaft von na. Also ist

(—n)(—a) = na.

LEMMA 18.13. Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen ist eine kommuta-
tive assoziative Verkniipfung mit 1 als neutralem Element. Es gilt das Dis-
tributivgesetz.

Beweis. Die Kommutativitat der Multiplikation und die Eigenschaft, dass 1
das neutrale Element ist, folgt unmittelbar aus der Definition 18.11. Zum
Nachweis des Assoziativgesetzes stellt man zunéchst fest, dass 0 heraus-
kommt, sobald ein Faktor 0 ist. Die verbleibenden acht moglichen Fiélle kann
man einfach abhandeln, da das Vorzeichen des Produktes nur davon abhéngt,
wie viele Zahlen positiv und wie viele Zahlen negativ sind, siche Aufgabe
18.29.

Zum Nachweis des Distributivgesetzes
x-(y+z2) =x-y+z-z

konnen wir, indem wir bei negativem x mit —1 multiplizieren, annehmen,
dass z positiv ist (bei x = 0 gilt die Gleichung sowieso). Wenn y, z beide
aus N sind oder beide negativ, so ergibt sich die Gleichung unmittelbar. Es
sei also y = a aus Nund z = —b negativ. Bei @ > b ist nach Satz 10.8 auch

xra > xb.
In diesem Fall ist somit nach Lemma 10.15
z-(y+z) = z-(a+(-b)) = z-(a—b) = z-:a—zx-b = r-atx-(=b) = x-y+x-2.
Bei @ < b ist nach Satz 10.8 auch
ra < xb.
In diesem Fall ist somit wieder nach Satz 10.8
z(y+z) = z-(a+(-b)
= z-(=(b—a))
— —(@-(b—a))
—(z-b—=x-a)
r-a+ (—x-b)
z-a+z-(=b)
= r-y+zr-=z

Der Betrag

DEFINITION 18.14. Unter dem Betrag |n| einer ganzen Zahl n versteht man
die Zahl selbst, falls diese positiv ist, oder aber die Zahl —n, falls n negativ
(und —n positiv) ist.



Der Betrag ist also stets eine natiirliche Zahl.
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