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Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Arbeitsblatt 9

Die Pausenaufgabe

AUFGABE 9.1. Bestimme die Ubergangsmatrizen M und M fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

0 0 1
vi=\1],vo=(0] undvs=|{0],
0 1 0
gegebene Basis v im R3.
Ubungsaufgaben

AUFGABE 9.2. Bestimme die Ubergangsmatrix M? zum identischen Basis-
wechsel von v nach v.

AUFGABE 9.3. Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M fiir die Stan-
dardbasis u und die durch die Vektoren

(35 g (23
U ) MR T ayi )
gegebene Basis b im C2.

AUFGABE 9.4. Wir betrachten die Vektorenfamilien
b — 7 8 du— 4 7
“\eg) ) et =16/ \3
im R2.

a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R? derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(—2,5) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u?

¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.
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AUFGABE 9.5.*
Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Standardbasis u und
die durch die Vektoren

1
,vo = | =3 | und v3 =

4

V1 =

~N W N
O O Ot

gegebene Basis b im R3.

AUFGABE 9.6. Es sei V' der Vektorraum der Polynome vom Grad < 3 mit
der Basis u = X X' X2 X3. Zeige, dass die Polynome

X343X? - X 44, - X +4X?*+5X +3,2X? - X +1,3X* +5X* +7X -2

ebenfalls eine Basis von V bilden und bestimme die beiden Ubergangsmatri-
zen.

AUFGABE 9.7. Es sei V der Vektorraum der 2 x 2-Matrizen mit der Stan-

dardbasis
v 10 01 00 0 0
~\0 0/)7\0 O/ \1 0/)J>\0 1) "
b — 10 1 0 0 1 0 1
~\0 1)°\0 —=1/)7\1 0)J>\-=1 0O

ebenfalls eine Basis von V ist und bestimme die Ubergangsmatrizen.

Zeige, dass

AUFGABE 9.8.*

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Es seien
U=1Up,..., Uy, D =71,...,0, und 1o = wy,...,w, Basen von V. Zeige, dass
die Ubergangsmatrizen zueinander in der Beziehung

My = Mg o M
stehen.
AUFGABE 9.9. Sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der von

3 2
2 ], 8
—4 —3

erzeugte Untervektorraum U C K? die Dimension 2 besitzt.

b) Bestimme eine Basis und die Dimension des Losungsraumes L C K2 der
linearen Gleichung
—6x1 4+ 429 + dx3 = 0.

c¢) Bestimme eine Basis und die Dimension des Durchschnitts U N L.

d) Bestitige Lemma 9.7 in diesem Beispiel.
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AUFGABE 9.10. Zeige, dass der Raum der m x n-Matrizen {iber einem Korper
K die direkte Summe aus den Spaltenrdumen S, j = 1,...,n, ist, wobei der
j-te Spaltenraum aus denjenigen m x n-Matrizen besteht, die in der j-ten
Spalte beliebige Eintréige und sonst iiberall den Eintrag 0 besitzen. Man gebe
die direkte Summenzerlegung fiir die 3 x 4-Matrix

-3 8 10 -2
2 6 4 5
5 3 0 7

all.

AUFGABE 9.11. Zeige, dass der Raum der n x n-Matrizen iiber einem Korper
K die direkte Summe aus dem Raum der Diagonalmatrizen, dem Raum
der oberen Dreiecksmatrizen mit Nulldiagonale und dem Raum der unteren
Dreiecksmatrizen mit Nulldiagonale ist.

AUFGABE 9.12.%

Man gebe ein Beispiel fiir Untervektorrdume Uy, Us, Us in einem Vektorraum
V derart, dass V = Uy 4+ Uy + Us ist, dass U; N U; = 0 fiir ¢ # j ist, und so,
dass die Summe nicht direkt ist.

Eine Funktion

T R—R
heifit gerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f(x) = f(-x)
gilt.
Eine Funktion
fR—R
heifit ungerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
f() = ~f(~)

gilt.
AUFGABE 9.13. Es sei V' = Abb(R,R) der Vektorraum aller Funktionen
von R nach R. Zeige, dass es eine direkte Summenzerlegung

V=GaoU
gibt, wobei GG den Untervektorraum der geraden Funktionen und U den Un-

tervektorraum der ungeraden Funktionen bezeichnet.

AUFGABE 9.14. Der Vektorraum V sei die direkte Summe der Untervek-
torrdume V) und V5. Zeige, dass ein Untervektorraum U C V nicht die direkte
Summe der Untervektorrdume U NV} und U N V4 sein muss.
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AUFGABE 9.15. Bestimme ein direktes Komplement zu dem von | 4 | und
9
2
—7 | erzeugten Untervektorraum U C R3.
3

AUFGABE 9.16.*

Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und Uy, U; C V' Untervek-
torrdume gleicher Dimension. Zeige, dass U; und U, ein gemeinsames direktes
Komplement besitzen.

Aufgaben zum Abgeben
AUFGABE 9.17. (4 Punkte)

Bestimme die Ubergangsmatrizen MY und M? fiir die Standardbasis u und
die durch die Vektoren

4 2 5
vi=\|5], =1\ 3 undwvs =1 7
1 -8 -3

gegebene Basis b im R3.

AUFGABE 9.18. (6 (3+1+42) Punkte)

Wir betrachten die Vektorenfamilien

1 4 0 0 6 3
o= (2,7, 2| undu=|2],[6],] 5
3 1 5 4 1 —2

im R3.
a) Zeige, dass sowohl v als auch u eine Basis des R? ist.

b) Es sei P € R3? derjenige Punkt, der beziiglich der Basis v die Koordinaten
(2,5,4) besitze. Welche Koordinaten besitzt der Punkt beziiglich der Basis
u?

¢) Bestimme die Ubergangsmatrix, die den Basiswechsel von v nach u be-
schreibt.

AUFGABE 9.19. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum mit einer Basis b = vy, ..., v,.
Es sei w € V' ein Vektor mit einer Darstellung

n
w = E S;Vq,
=1



wobei s # 0 sei fiir ein bestimmtes k. Es sei

0 = U1, ..., U1, Wy U1y vy Upy
Bestimme die Ubergangsmatrizen M2 und M.
AUFGABE 9.20. (8 (242+3+1) Punkte)
Sei K ein Korper.

a) Zeige, dass der von

5 2 4
3 6 -2
11715 ] |1
4 -3 1

erzeugte Untervektorraum U C K* die Dimension 3 besitzt.

b) Bestimme eine Basis und die Dimension des Losungsraumes L C K* der
linearen Gleichung
7$1 + 5%2 + 3%3 — 61’4 = 0.

c¢) Bestimme eine Basis und die Dimension des Durchschnitts U N L.

d) Bestétige Lemma 9.7 in diesem Beispiel.



