Politecnico di Torino
Laurea Triennale in Ingegneria Informatica

appunti di
Teoria ed elaborazione dei segnali

Autori principali: Luca Ghio

Docenti: Guido Montorsi, Gabriella Bosco
Anno accademico: 2012/2013

Versione: 1.0.1.0

Data: 5 novembre 2018



Ringraziamenti

Oltre agli autori precedentemente citati, quest’opera puo includere contributi da opere correlate
su WikiAppunti e su Wikibooks, percio grazie anche a tutti gli utenti che hanno apportato con-
tributi agli appunti Teoria ed elaborazione dei segnali e ailibri Teoria dei segnali2 e Elaborazione
numerica dei segnali.

Informazioni su quest’opera

Quest’opera & pubblicata gratuitamente. Puoi scaricare 'ultima versione del documento PDF,
insieme al codice sorgente INTEX, da qui: http://lucaghio.webege.com/redirs/m

Quest’opera non & stata controllata in alcun modo dai professori e quindi potrebbe contenere
degli errori. Se ne trovi uno, sei invitato a correggerlo direttamente tu stesso realizzando un
commit nel repository Git pubblico o modificando gli appunti Teoria ed elaborazione dei segnalisu
WikiAppunti, oppure alternativamente puoi contattare ’autore principale inviando un messaggio
di posta elettronica a artghio@tiscali.it.

Licenza

Quest’opera & concessa sotto una licenza Creative Commons Attribuzione - Condividi allo stesso
modo 4.0 Internazionale (anche le immagini, a meno che non specificato altrimenti, sono concesse
sotto questa licenza).

Tu sei libero di:

e condividere: riprodurre, distribuire, comunicare al pubblico, esporre in pubblico,
rappresentare, eseguire e recitare questo materiale con qualsiasi mezzo e formato;

e modificare: remixare, trasformare il materiale e basarti su di esso per le tue opere;
per qualsiasi fine, anche commerciale, alle seguenti condizioni:

e Attribuzione: devi attribuire adeguatamente la paternita sul materiale, fornire un link
alla licenza e indicare se sono state effettuate modifiche. Puoi realizzare questi termini
in qualsiasi maniera ragionevolmente possibile, ma non in modo tale da suggerire che il
licenziante avalli te o il modo in cui usi il materiale;

e Condividi allo stesso modo: se remixi, trasformi il materiale o ti basi su di esso, devi
distribuire i tuoi contributi con la stessa licenza del materiale originario.

Tutte le immagini generate da GNU Octave si trovano nel dominio pubblico.


http://appunti.shoutwiki.com/wiki/Pagina_principale
https://www.wikibooks.org/
http://appunti.shoutwiki.com/wiki/Teoria_ed_elaborazione_dei_segnali
https://it.wikibooks.org/wiki/Teoria_dei_segnali2
https://it.wikibooks.org/wiki/Elaborazione_numerica_dei_segnali
https://it.wikibooks.org/wiki/Elaborazione_numerica_dei_segnali
http://lucaghio.webege.com/redirs/11
http://lucaghio.webege.com/redirs/n
http://appunti.shoutwiki.com/wiki/Teoria_ed_elaborazione_dei_segnali
mailto:artghio@tiscali.it
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.it
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.it

Indice

I

1

Teoria dei segnali

Segnali e vettori

1.1 Segnali analogici tempo-continui . . . . . . .. ... .. ... ... ...
1.1.1 Energia e potenzamedia . . . . . . . ... ..o
1.1.2 Periodicita . . . . . . . . .

1.2 Spaziodeisegnali . . . . . . . . . .
1.2.1 Distanza . . . . . . . ... e e e
1.2.2 Prodottoscalare . . . . . . . . . . . ...
1.2.3 Norma . . . . . o o o e e e
1.2.4  Ortogonalita . . . . . . . . . .
1.2.5 Basiortonormali . . . . . ... ... ...

1.3 Approssimazione di un segnale . . . . . . .. ... Lo
1.3.1 Semplificazione formule . . . . . . . ... ... oo
1.3.2 Procedura di Gram-Schmidt. . . . . ... ... ... ... .. .......

Serie e trasformata

2.1 Basecanonica . . . . . . . . . ... e e
2.1.1 Funzione porta . . . . . . . .. ... L
2.1.2 Seno cardinale . . . . . .. ...
2.1.3 Delta di Dirac . . . . . . . . . .
2.1.4 Definizione della base canonica . . . . . . . . . .. ... ... ... ...,

2.2 Base alternativa sinusoidale . . . . . . . ... ... ... L
2.2.1 Serie di Fourier . . . . . . . . .. ..
2.2.2 Trasformata di Fourier . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ...,

Proprieta trasformata

3.1 Convoluzione . . . . . . . . . . . . e e e
3.1.1 Convoluzione di porte . . . . . . . . . ... ...
3.1.2 Proprietd . . . . . ...

3.2 Proprieta della delta di Dirac . . . . . . .. .. ... L oo
3.2.1 Campionamento . . . . . . . . . ... e
3.2.2 Traslazione . . . . . . . .. e

3.3 Proprieta della trasformata di Fourier . . . .. .. ... .. ... .........
3.3.1 Linearitd . . . . . . . . . . e e e e
3.3.2 Anticipooritardo . . . .. ..
3.3.3 Modulazione e traslazione . . . . . . .. ... oL
3.3.4 Scalamento . . . .. ...
3.3.50 Relazionidiparita . . . . . .. ... ..o o
3.3.6 Convoluzione e prodotto . . . . . . . . . . . ... ...
3.3.7 Derivazione ed integrazione . . . . . .. . ... L L.
3.3.8 Dualita . . . . .. .
3.3.9 Altre proprietd . . . . . . L
3.3.10 Relazione tempo-frequenza . . . . . . . . . .. ... ... ...

10
11
11
11
12
12
13
13
13
14
15
15
16

18
18
18
18
19
20
21
21
22



3.4 Esempi di trasformate . . . . . . ... ...
3.4.1 Funzione porta . . . . . . . . . ...
3.4.2 Segnale numerico . . . . . ... ..o e

Sistemi lineari

4.1 Classificazione . . . . . . . . . . e
4.1.1 Sistemi lineari . . . . . . . . . . ...
4.1.2 Sistemi tempo-invarianti . . . . . ... .00 o L
4.1.3 Sistemicausali . . . .. ... ...
4.1.4 Sistemi senza memoria . . . . . . . ... e
4.1.5 Sistemireali. . . . . . . . . . . .
4.1.6 Sistemistabili. . . . . . .. .. ...

4.2 Sistemi lineari tempo-invarianti (LTT) . . . . ... ... .. ... ... .. ....
4.2.1 Sistemi LTI causali . . . . . . ... .. ... ... . .. . .. ... .....
4.2.2 Sistemi LTI reali . . . . . .. . . . .. . . . . .
4.2.3 Sistemi LTI stabili . . . . . . . . . . .. . .. ...

4.3 Esempi. . . . . oo
4.3.1 Filtro RC con una porta di ingresso . . . . . . .. .. ... ... .....
432 Canaleradiocon eco . . . . . . . . .. e

Diagrammi a blocchi

5.1 Diagrammia blocchi . . . . . . ... oo
5.2 Definizioni di banda . . . . . . .. .. ...
5.2.1 Misura del supporto . . . . . . ... L L
5.22 Bandaad3dB . ... ... ... ...
5.2.3 Banda equivalente di rumore . . . . . . ... ... ... ..
5.2.4 Banda che contiene una data percentuale di energia . . . .. .. ... ..
5.2.5 Estensione di frequenza . . . . . . ... .o L oo
5.3 Distorsione lineare . . . . . . . . .. e
5.4 Modulazione e demodulazione . . . . . .. ...
5.4.1 Modulazione . . . . .. ...
5.4.2 Demodulazione . . . . . . ...
5.4.3 Multiplazione in frequenza . . . . . . .. ... Lo oo

Segnali periodici

6.1 Trasformata di Fourier di un segnale periodico . . . .. ... ... ... . ....
6.2 Trenodiimpulsi . . ... ... ...
6.2.1 Campionamento nel tempo e periodicizzazione in frequenza . . . . . . ..
6.2.2 Periodicizzazione nel tempo e campionamento in frequenza . . . . . . . .
6.3 Rappresentazioni di un segnale periodico . . . . . . . . ... ... L.
6.3.1 Esempio: segnale periodico costante . . . . . ... ...
6.3.2 Esempio . . . . . . ..
Campionamento
7.1 Filtro anti-aliasing . . . . . . .. ... L
7.2 Campionatorireali . . . . . . . . ...
7.3 Imterpolatori . . . . . . . . . e
7.3.1 Condizioniideali . . . . . ... .. ... ...
7.3.2 Condizionireali . . . . . . . ... .. e

31
31
31
31
31
31
31
32
32
33
34
34
35
35
35

36
36
37
37
37
39
39
39
40
40
40
40
41

42
42
43
43
43
44
44
45



8 Spettro di energia e segnali troncati

8.1 Segnali troncati . . . . . . . ...
8.1.1 Fenomeno di Gibbs . . . . . . . ... oo
8.2 Spettri di energia e di potenza e funzione di autocorrelazione . . . . .. ... ..
8.2.1 Segnali a energia finita . . . . . . . ... 0oL oL
8.2.2 Segnali periodici . . . . . . . . ...
8.2.3 Segnali aperiodici a potenza finita . . . . . .. ... ... ...

9 Processi casuali

9.1 Descrizione probabilistica . . . . . . . ... oo
9.1.1 Statistiche . . . . . . . . . ..
9.1.2 Media e autocorrelazione . . . . . ... ..o o

10 Stazionarieta

10.1 Stazionarietd . . . . . . . . ..
10.1.1 Stazionarieta in senso stretto . . . . . . . . . . ... ...
10.1.2 Stazionarieta in senso lato (Wide Sense Stationary [WSS]) . . . . . .. ..

10.2 Ciclostazionarietd . . . . . . . . . . . . . e e
10.2.1 Ciclostazionarieta in senso stretto . . . . . . . . .. .. ... ... .. ..
10.2.2 Ciclostazionarietda in senso lato . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

10.3 Stazionarizzazione . . . . . . . . . . ... e

11 Trasformazioni e spettro di potenza

11.1 Trasformazioni lineari di processi casuali . . . . . . . . ... ... .. ... ....
11.1.1 Esempi . . . . . o L o
11.1.2 Trasformazioni lineari tempo-invarianti . . . . . ... ... .. ... ...
11.1.3 Trasformazioni lineari tempo-varianti. . . . . . . ... .. ... ... ...

11.2 Densita spettrale di potenza . . . . . . . . . . . ... L
11.2.1 Proprieta . . . . . . . . e
11.2.2 Interpretazione fisica . . . . . . . . . . . ...
11.2.3 Rumore gaussiano bianco . . . . . . ... ... L oL oL

12 Medie temporali ed ergodicita

12.1 Media . . . . . o e
12.1.1 Media d’insieme di un processo casuale . . . ... ... ... .......
12.1.2 Media temporale . . . . . . . . ..
12.1.3 Ergodicita per lamedia . . . . . . . .. ... L oL

12.2 Autocorrelazione . . . . . . . ...
12.2.1 Ergodicita per l'autocorrelazione . . . . . . .. .. ... ..

II Elaborazione numerica dei segnali

13 Segnali a tempo discreto

13.1 Classificazione . . . . . . . . . . . L
13.1.1 Durata di una sequenza . . . . . . . . . . ..o e
13.1.2 Causalita . . . . . . . . ..
13.1.3 Parita . . . . . . . .
13.1.4 Periodicita . . . . . .. L e
13.1.5 Sequenze limitate in ampiezza . . . . . . . . .. ... 0L
13.1.6 Sequenze sommabili . . . . . .. ...

13.2 Sequenze elementari . . . . . . . ...
13.2.1 Sequenza gradino unitario . . . . . . ... .. L oL oL
13.2.2 Delta di Kronecker (impulso unitario) . . . ... ... ... ... ... ..
13.2.3 Sequenza rampa . . . . ... u e i e e e e e

50
50
o1
o1
ol
52
53

54
54
54
56

57
o7
o7
o7
98
58
58
59

60
60
60
61
61
62
62
63
63

64
64
64
64
65
66
66



13.2.4 Sequenza SINC . . . . . . . ...
13.2.5 Sequenza triangolo . . . . . . ... Lo
13.2.6 Sequenza esponenziale . . . . . . .. ... Lo
13.3 Sinusoidi a tempo discreto . . . . . ... Lo
13.4 Operazioni elementari . . . . . . . . . . ... L
13.4.1 Somma e prodotto . . . . . . . . .. ..
13.4.2 Traslazione e ribaltamento . . . . . . . .. ... ... L.
13.4.3 Scalamento temporale . . . . . . . ... L
13.4.4 Convoluzione lineare . . . . . . . . . . . ... o o
13.5 Energia e potenza media . . . . . . . .. Lo Lo
13.5.1 Emnergia . . . . . ..o e
13.5.2 Potenza media . . . . . . .. ..
13.6 Funzioni di correlazione . . . . . . . . . ...
13.6.1 Esempio: segnale radar . . . . . . . ... L oL L

14 Campionamento e quantizzazione

141 . o e
14.2 Quantizzazione . . . . . . . . . .. e e e e e e
14.2.1 Errore di quantizzazione . . . . . . . . . ... ..o
14.2.2 Rapporto segnale rumore . . . . . . .. ... Lo

15 Trasformata di Fourier a tempo discreto

15.1 Trasformata di Fourier a tempo discreto (DTFT) . . . . .. . ... ... ... ..
15.1.1 Definizione di DTFT . . . . . . . . .. ..
15.1.2 Inversione della DTFT (IDTFT) . . . . .. ... ... ...
15.1.3 Condizioni di esistenza . . . . . . . . . . .. ..

15.2 Proprieta della DTET . . . . . . . . .
15.2.1 Linearita . . . . . . .. L
15.2.2 Ribaltamento . . . . . . .. ... L
15.2.3 Ritardo . . . . . . . e
15.2.4 Traslazione in frequenza (modulazione) . . . . ... ... ... ... ...
15.2.5 Derivazione in frequenza . . . . . . . . . ... 0oL
15.2.6 Convoluzione lineare . . . . . . . .. . .. . Lo
15.2.7 Prodotto . . . . . . .
15.2.8 Relazioni di parita . . . . . . . . . . ...
15.2.9 Valore iniziale e somma dei campioni . . . . . . . . .. ... ... ...
15.2.10 Relazione di Parseval . . . . . . . . . . .. ...
15.2.11Spettro di energia . . . . . . . ..o o

15.3 DTFT notevoli . . . . . . . . . . o e

15.4 Banda di un segnale a tempo discreto . . . . .. .. ..o Lo
15.4.1 Banda assoluta . . . . . . . . ... e
15.4.2 Banda equivalente . . . . . . .. ...
15.4.3 Banda Bgoy -« « « o v v e e e e e
15144 Bandaa3dB . .. ... ... .

16 DFT e FFT

16.1 Trasformata di Fourier discreta (DFT) . . . . . . ... ... ... ... ... ...
16.1.1 Definizione di DFT . . . . . . . . . ...
16.1.2 Inversione della DFT (IDFT) . . . .. .. ... .. ... ... .......
16.1.3 Estensioni periodiche . . . . . . . . . ... ..o o
16.1.4 Tecnica di aggiunta degli zeri . . . . . . .. . ... ... ...
16.1.5 Aliasing nel tempo . . . . . . . . .. L

16.2 Proprieta della DFT . . . . . . . .. 0. .
16.2.1 Accorgimenti . . . . . . ...
16.2.2 Linearita . . . . . . . .. L

79
79
79
80
80

83
83
83
84
84
85
85
85
85
85
85
86
86
86
86
87
87
87
88
88
88
88
89



16.2.3 Ritardo . . . . . . e 95

16.2.4 Modulazione . . . . . . . . . . ... 95
16.2.5 Convoluzione circolare . . . . . . . . . . . ... 95
16.2.6 Proprieta di simmetria . . . . . . .. ..o oo 95
16.3 Trasformata di Fourier veloce (FFT) . . .. .. . ... ... ... ... ... ... 96
16.3.1 DET . . . . o o 96
16.3.2 IDET . . . . . . e e 98
17 Analisi in frequenza di segnali a tempo continuo campionati 99
17.1 DTFT di un segnale analogico campionato . . . . . . . . ... ... ... ..... 99
17.2 DFT di un segnale analogico campionato . . . . .. .. ... .. ... .. .... 100
18 Sistemi LTI a tempo discreto 101
18.1 Classificazione dei sistemi a tempo discreto . . . . . . . . . ... ... ... ... 101
18.1.1 Sistemi lineari . . . . . . . . . .. ... 101
18.1.2 Sistemi tempo-invarianti o stazionari . . . . . .. ... ... ... ... 101
18.1.3 Sistemi passivi . . . . . . ..o 101
18.1.4 Sistemi causali . . . . . . . . .. ... 101
18.2 Sistemi LTI . . . . . . . . . . . e 103
18.2.1 Risposta all’impulso . . . . . . . . . . ... 103
18.2.2 Risposta in frequenza . . . . . . .. ..o 103
18.2.3 Stabilita . . . . . . ... 106
18.2.4 Realizzabilita fisica . . . . . . . . . . . . ... 107
18.2.5 Esempio: filtro passa-basso . . . . . .. ... oL oL o 107
18.2.6 Distorsione . . . . . . . . . . e e 110
18.2.7 Analisi tramite DFT . . . . . . . . .. ... .. .. ... 111
19 Trasformata zeta 113
19.1 Definizione . . . . . . . . . e e e 113
19.1.1 Relazione con la DTFT . . . . ... .. .. ... ... ... ........ 113
19.1.2 Relazione con la DFT . . . . . ... .. ... .. ... ... . ....... 113
19.2 Analisi della regione di convergenza . . . . . . . . . . .. ... 114
19.2.1 Sequenze unilatere e sequenze bilatere . . . . . ... ..o 115
19.2.2 Regione di convergenza delle sequenze gradino . . . . . .. ... ... .. 115
19.2.3 Regione di convergenza di sequenze a supporto finito . . . . . . .. .. .. 117
19.2.4 Regione di convergenza di sequenze con trasformata zeta espressa come
rapporto di polinomi . . . . . .. ..o L Lo 118
19.3 Proprieta della trasformata zeta . . . . . . . . . ... L o 118
19.3.1 Trasformata zeta unilatera . . . . . . ... . ... ... ... ..... 118
19.4 Inversione della trasformata zeta . . . . . . . . ... ... .. 120
20 Analisi dei sistemi LTI mediante trasformata zeta 122
20.1 Filtri digitali . . . . . . Lo 123
20.1.1 Filtri FIR non ricorsivi . . . . . . . . . . . . . . . e 123
20.1.2 Filtri IIR puramente ricorsivi . . . . . . . . . .. ... 123
20.2 Sistemi LTI non scarichi . . . . . .. . ... .. ... ... . ... ... ..., 124
20.3 Stabilita di sistemi LTI . . . . . . . . . .. . ... ... . . 124
20.3.1 Sistemi LTT causali . . . . . . ... ... ... ... ... ... ....... 124
20.3.2 Sistemi LTI anti-causali . . . . . .. ... .. ... .. ... ... ..... 125
20.3.3 Sistemi LTI bilateri . . . . . . . .. .. ... o 125
20.4 Realizzabilita fisica di sistemi LTT causali . . . . .. .. ... ... ... ..... 125
20.5 Sistemi inversi . . . . . . ... L. e e 125



21 Progetto di filtri ITR 127

21.1 Prototipo di filtro analogico . . . . . . . .. .. L oL o 127
21.1.1 Maschera delle specifiche . . . . .. ... ... ... 0. 127
21.1.2 Distribuzionedipoliezeri. . . . . . .. ... .. .. 0. 129
21.1.3 Filtro di Butterworth . . . . . ... .. ..o o 129

21.2 Tecnica della trasformazione bilineare . . . . . . . .. ... ... ... ...... 131

21.3 Trasformazioni spettrali tra diverse tipologie di filtro . . . . . . . . ... ... .. 134

22 Progetto di filtri FIR 135

22.1 Rotazione di fase lineare . . . . . . . . . . . .. ... ... 135

22.2 Tecniche a finestra, . . . . . . . . . . . . 135
22.2.1 Finestra rettangolare . . . . . . . . . .. .. Lo oo 135
22.2.2 Finestra di Bartlett . . . . .. ... .. . o 137
22.2.3 Finestra di Hanning . . . . . . . . . .. . oo oo 137
22.2.4 Finestra di Hamming . . . . . . . . . . ... ... . 138
22.2.5 Finestra di Blackman . . . . . .. .. .. ... ... ... ... .. 139



Parte 1

Teoria dei segnali



Capitolo 1

Segnali e vettori

Il segnale & una funzione complessa in funzione del tempo che definisce la "forma" del segnale.

Operazioni sui segnali
e trasmissione: il trasporto da un punto all’altro dello spazio del segnale;
e memorizzazione: il segnale e fruibile anche a distanza di tempo;

e elaborazione: eliminazione del rumore, combinazione di piu segnali. . .

Esempi di segnali

e segnale elettrico: costituito da una tensione o una corrente variante nel tempo, spesso
generate da trasduttori, ossia dispositivi che permettono di misurare una grandezza scalare
(es. temperatura, altezza, velocita) convertendola in un segnale elettrico;

e segnale vocale: si misura fisicamente come variazione della pressione dell’aria in funzione
del tempo;

e segnale video: ¢ pill complesso perché e necessario discretizzare due delle tre variabili
indipendenti x, y e t e definire le informazioni sul colore (o sulla luminosita se in bianco e
nero).

Nel caso di un segnale video, discretizzare il tempo t corrisponde a considerare i singoli
fotogrammi, e discretizzare le coordinate y significa suddividere il fotogramma in righe orizzontali.

In generale, una sequenza f, o f(n) ¢ la rappresentazione matematica discretizzata nel
tempo del segnale di funzione f.

11 convertitore A /D serve per digitalizzare un segnale analogico:

e campionamento: il segnale viene campionato in base all’intervallo di campionamento At
scelto;

e quantizzazione: il quantizzatore traduce ogni valore scalare campionato in un simbolo
che appartiene a un alfabeto di cardinalita finita, cioé lo approssima al valore piu vicino
tra quelli scelti da un insieme finito.

1l processo casuale! ¢ lo strumento matematico che definisce le caratteristiche di una certa
classe di segnale (vocali, video, dati...). Nel caso dei segnali vocali, teoricamente si dovrebbe
registrare un certo numero statistico di parlatori e cercare di capire quali caratteristiche (come
la frequenza) sono proprie di un segnale vocale, associando a ciascuna caratteristica di ciascun
parlatore una probabilita.

1Si veda il capitolo 9.
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1.1 Segnali analogici tempo-continui

Un segnale analogico tempo-continuo & descritto da una funzione complessa z (t), che si
rappresenta graficamente nelle due parti reale x g (t) e immaginaria xy (¢).

Un segnale ¢ a supporto limitato se la sua funzione ¢ nulla al di fuori di un intervallo finito
(a, b) detto supporto.

Un segnale ¢ ad ampiezza limitata se la funzione assume valori compresi in un intervallo
finito.

Un segnale fisico si distingue dal segnale matematico per il fatto che e sia ad ampiezza
limitata sia a supporto limitato.

I segnali impulsivi divergono ad un’ampiezza illimitata all’interno di un supporto
infinitesimo.

1.1.1 Energia e potenza media
L’energia di un segnale z (t) vale:
+oo
E (z) é/ |z dt

Se lintegrale nella definizione di energia diverge, si prende in considerazione la potenza
media di un segnale:

1
P(z) = lim —/ |ac| dt

a—+o0 2a

2 . s .
In questo caso |z|” = za* ¢ detta potenza istantanea.
Un segnale fisico ha energia finita. I segnali a energia finita hanno potenza media nulla.

1.1.2 Periodicita

Un segnale & periodico di periodo T e funzione z (¢):

—+o0

z(t)= Y  xr(t—nT)

n=—oo

se vale la proprieta seguente:
T:z(t)=x(+T) Vt

Un segnale aperiodico si puo pensare come come un segnale periodico di periodo T — 4oc0.

Energia L’energia E (x (t)) di un segnale periodico & infinita.?

Dimostrazione
+o00 400 | Foo 2
E(x(t))é/ |m(t)|2dt:/ S wr(t—nT)| dt =

+o0co too +oo +oo
z/ Z xr (t —nT) Z xm (t —mT) Z Z / T (t—nT)zh (t —mT) 5

— 00

+oo +oo
= Z / 7 (t—nT)z} (t —mT) dt—&—z Z/ vt —nT)ap (t —mT)dt =
n=m=-—00 n=—oom#n"

2Nel caso ultraparticolare di un segnale identicamente nullo, I’energia converge a 0.
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Siccome il prodotto nel secondo integrale & sempre zero perché le due funzioni hanno
supporto disgiunto:

+oo +00 —+o0
Z/ r(t—nT)axh (t—nT)dt+0= Z/ lzp (t —nT)|*dt =

Poiché z (t) & un segnale periodico:

“+o0

= > E(ar(t) >+

n—=—oo

Potenza media La potenza media P (x (¢)) di un segnale periodico dipende dall’energia del
segnale all’interno di un singolo periodo E (z7 (t)):

P (2 () = 7 (ar (1)

Dimostrazione
1 mT +oo 2

- m~>+00 2mT Z / e (¢ = TLT)| dt = mgHEOO 2mT Z

n—=—m n=—m

Poiché se per esempio m =1 si ha 22:_1 E (z7 (t)) = 2E (z7 (1)):

La presenza di uno o piu impulsi non fa diventare infinita la potenza.

1.2 Spazio dei segnali

Lo spazio dei segnali puo essere visto come uno spazio vettoriale: un segnale puo essere costruito
a partire da piu segnali elementari cosi come un vettore puod essere costruito a partire da piu

vettori.

1.2.1 Distanza

Uno spazio metrico ¢ un insieme di elementi su cui & possibile definire una distanza. La
distanza ha le seguenti proprieta:

e non negativa: d(x,y) > 0Vz, y
e simmetrica: d (z,y) = d (y, )

e d(x,y)=0=z=y

12



e disuguaglianza triangolare: d (z,z) < d (z,y) + d (y, 2)

Lo spazio dei segnali ¢ uno spazio metrico.
La distanza & utile nel confronto di due segnali z (¢) e y (¢):

—+00
d(m,y):/ | —y|dt
Si usa di solito la distanza euclidea:
+oo

d(z,y) =l —yll, = / & — y[2dt

— 00

1.2.2 Prodotto scalare

Nello spazio dei numeri complessi il prodotto scalare ¢ cosi definito:
n
<XaY> = <(.I‘1, s ,an) ) (yla cee ayn)> é ley: S (Ca X,y S (Cn
i=1

Nello spazio dei segnali il prodotto scalare € cosi definito:

+o0
(z,y) = / axy*dt

—00

1.2.3 Norma

La norma nello spazio dei segnali & cosi definita:
+oo
lz|| & \/{z,x) = / xx*dt

— 00

. . . . 2
e ricordando che nei numeri complessi vale |z|” = zz*:

oo 2 2
]l = / |z["dt = VE () = E (z) = ||z

— 00

1.2.4 Ortogonalita

Secondo la disuguaglianza di Schwarz, il modulo del prodotto scalare tra due vettori al
quadrato ¢ sempre minore o uguale del prodotto delle loro energie:

2 2 2
16y < (X[ lyll

da cui deriva:

(x,y) <1
1[Iyl

L’uguaglianza vale quando x e y sono proporzionali:

0<

2 201112
[y = [Pyl & x=ay
L’angolo 6 tra due segnali x (¢t) e y (¢) & cosi definito:

cos B 2 <a:,y>

IR
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Due segnali z (t) e y (¢) si dicono ortogonali tra loro se 'angolo 6 & nullo, cioé se il loro
prodotto scalare & nullo:3
0=0= (z,y) =0

L’energia della somma di due segnali z (t) e y (t) ¢ data da:

E(x+y)=FE(x)+ E(y)+2R{(z,y)

Dimostrazione
Ix+ylI* = (x+y,x+y) = %)+ ¥, y) + & y)+ {7, %) = [x|*+ ]y + xy) + (xy)" =

= JIxI* + llyll* + 2R[(x, y)]

Se i due segnali sono ortogonali:

(,y) =0= E(zx+y) = E(z)+ E(y)

1.2.5 Basi ortonormali

Una coppia di vettori (w;, w;) appartiene a una base ortonormale se e solo se:

e w; e wW; sono ortogonali tra loro:
<Wi7wj> =0 W #]
e w; e w; hanno entrambi norma unitaria:
[will =1 Vi
Queste due condizioni possono essere riassunte da questa relazione:
(Wi, wj) = i

dove d;; ¢ la delta di Kronecker:

P 1 sei=j
710 altrimenti
Data una base ortonormale (wy,...,w,), un generico vettore x pud essere rappresentato
come combinazione lineare degli elementi della base:
n n
x=(x1,...,2,) = Z(x,wz)wi = Zl‘iwi
i=1 i=1
Nello spazio dei segnali esistono infinite basi ortonormali: a partire da una qualsiasi base
ortonormale, ¢ possibile ottenere un’altra base ortonormale applicando una rotazione di un certo
angolo 6 a tutti gli elementi della base. Ad esempio, nello spazio euclideo a 2 dimensioni si applica
la trasformazione unitaria partendo dalla base canonica:

{0) ()< (el i) ={ () ()}

Fissata una delle possibili basi ortonormali, si puo stabilire una corrispondenza biunivoca
tra i segnali ed uno spazio vettoriale euclideo a n dimensioni, associando a ogni segnale x (t) il
vettore x a n dimensioni costituito dai suoi coefficienti:

x (t) :inwi () +— x=(21,...,2)

3Si suppone che le energie di z (t) e y (t) non siano identicamente nulle.
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1.3 Approssimazione di un segnale

Lo spazio dei segnali in realta ha dimensione infinita, cioé per rappresentare tutti i segnali possibili
sarebbe necessaria una base costituita da infiniti versori = si puo semplificare approssimando
un segnale generico x a un segnale X, formato dalla combinazione lineare dei versori w; che
sono basi ortonormali di uno spazio ridotto di dimensioni finite n. Si dimostra che la migliore
approssimazione, corrispondente alla minima distanza euclidea dal segnale di partenza, si ottiene
se i coefficienti della combinazione lineare coincidono con i prodotti scalari tra il segnale generico
X stesso e i versori w; della base:

R = (x, W;)w;

n
i—1

7

1.3.1 Semplificazione formule®

Definendo una base ortonormale di n elementi & possibile semplificare il calcolo del prodotto
scalare, della distanza e dell’energia.

Prodotto scalare

+o0 n
(x,y) & / pytdt = my;
=1

Dimostrazione

0w (0) = (s (0,3 gy (0) = [ Y wiul 0 wju; (tde =

Per linearita:

=3 / wi (! (@) dt =55 wayty = 3wyt
=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Energia
n

—+oo
E(z) 2 / ot =3 fol

o0 i=1

E(z)=FE (Z(:c,wZ)wZ) =

i=1

Ricordando la proprieta dell’energia della somma di segnali ortogonali:
=3 E({w,wi)w;) =
i=1
Portando fuori una costante dall’integrale della definizione di energia:

= Yl v B w) =

4In questa sezione si ritorna temporaneamente per comodita alla vecchia notazione per i segnali.
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Ricordando che i segnali w; (¢) hanno norma unitaria:

Distanza
+oo n
de) 2| [ oyt = | e ul
-0 i=1
Definizione Segnale Vettore
+00 n
Prodotto scalare (x,¥) / x (t)y* (t)dt leyz*
> i=1
Energia E(x) £ (x,x) / |z ()| dt >l
=1

Norma Ixll 2 VEG) = /%) JECIK > il

Distanza dx,y) = |x—yl \// |2 (t) — y (8)|*dt Z |z — il
i=1

1.3.2 Procedura di Gram-Schmidt

W,
Figura 1.1: In questo esempio il segnale X viene approssimato in uno spazio bidimensionale

generato dai due versori wi e Wa.

Il segnale x perde un po’ di energia nella proiezione su X:

E(e):E(X)—Z|<X,Wi>|2ZO, e=x—%X

E(x)=E(e+%) =

Poiché il segnale errore e, che ¢ il segnale differenza, ¢ ortogonale al segnale approssimante

a
X
n

=E(e)+EX) =E(e)+ > |(x,w;)|°

i=1

16



Si ricava la diseguaglianza di Bessel:
2
E(x) > |(x,wi)]
i=1

Se il segnale x ¢ descritto da una base completa, vale 'uguaglianza di Parseval:

n

E(x) =) |{xw)|’

i=1

In uno spazio vettoriale a M dimensioni, cioé di cardinalita M, si ha un insieme finito di vettori

.,xp}. La procedura di Gram-Schmidt permette di trovare il minimo numero
., Wx }, ortonormali tra di loro, necessario

{x1,%2,..
N < M, detto dimensionalita, di versori {wy,wa,..
per formare una base per questi vettori:
== Wl = X1
=Xy — Xy = X3 — (Xo, W)W

wn - [Wnl| = W2 =xy — Xy =Xy — Zg;ll(xN,wmwk

L’algoritmo termina alla N-esima iterazione quando il vettore errore e € nullo, ovvero quando
il vettore proiezione Xy € linearmente dipendente rispetto al vettore x e non si genera un nuovo
versore. Se N < M significa che si e riusciti a introdurre una semplificazione. Cambiando 1'ordine
dei vettori considerati si possono ottenere versori diversi, ma la dimensionalita N non varia.

Esempio Si considerano due vettori x; e x2 nello spazio bidimensionale (M = 2):
Zj
X2
1. viene scelto per primo il vettore xi:
_— n
Xq = Wy

17



Capitolo 2

Serie e trasformata

2.1 Base canonica

2.1.1 Funzione porta

ITa¢ (t) & la funzione porta unitaria di supporto At centrato nell’origine. Un segnale x (t) pud
essere approssimato con un segnale z’ (t) costante a tratti ottenuto da una combinazione lineare
di infinite porte ortogonali tra di loro (cioé con supporto disgiunto):

+o00
x(t) =2 (t) = Z x (nAt) Mg (t — nAt)

n=—oo

Se At — 0 l'approssimazione diventa un’identita:

+oo
©(t) =2’ (t) = lim > 2 (nAt)a (t — nAt)
L — S
2.1.2 Seno cardinale
sine (1) 2 sin (7t)

it

IQuesta immagine & tratta da Wikimedia Commons (Sinc function (normalized).svg), & stata realizzata dall’u-
tente Omegatron, dall’utente Krishnavedala e dall’utente Aflaflal, ed & concessa sotto le licenze Creative Commons
Attribuzione - Condividi allo stesso modo 3.0 Unported, 2.5 Generico, 2.0 Generico e 1.0 Generico.
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sin(7x)
X

2.1.3 Delta di Dirac

Definizione

La delta di Dirac si puo costruire come limite di varie funzioni, tra cui:

o1 .1 t
d(t) = lim —TIIas (t) = lim ——sinc <7rAt)

At—0 At At—0 At
dove: .
t sin +
SinC (A) = fAt
Proprieta

e La delta di Dirac ha area unitaria:
“+o0
/ d(r)dr=1

e Traslare la delta di Dirac significa trovare tutti i campioni che assume la funzione x (¢):

“+oo
/ 2 ()5 (t—7)dr =2 (1)

— 00

e La delta di Dirac ha energia infinita:

E(§) = 400
Dimostrazione 1
200\ — Tim
() = Alm, At? M ()
1 1
— 2 — 1 _ = I i
E(5) = / () dt = lim / as (1) dt = Jim At = +oc
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e La radice della delta di Dirac:

d(t)= 1

. 1
A, g Ha ()

ha energia unitaria:

E(\/S)zl

Dimostrazione

E(x/S)z/\/W2dt=/5(t)dt:1

2.1.4 Definizione della base canonica

L’insieme infinito e non numerabile di delta 6 (¢ —7) puo essere quindi visto come una base
canonica non normalizzata per I'insieme dei segnali, cioe un segnale puo essere rappresentato
come l'insieme dei suoi campioni:

+oo I
. 1
z(t) = [m z(1)d(t—71)dr = AI%IEO n;mx (nAt) At - EHM (t — nAt)

dove gli elementi della base (infiniti e non numerabili) sono:

1
Ali—>0 At t (t " t)

e i coefficienti (infiniti e non numerabili) sono:

lim z (nAt) At
At—0

E pero una base ortogonale non normalizzata perché ha energia infinita. Le radici della delta
invece formano una base ortonormale:

+oo

. 1
z(t) = Alirﬁo :Z_ x (nAt) VAL - EHM (t — nAt)
Energia®
—+o0
_ 2 o 2
B@ = [a = 3 o mar)ar
Prodotto scalare
“+o0
(z,y) = /x (t)y* (t)dt = lim z (nAT)y* (nAT) AT
At—0 o

Tuttavia non conviene usare questa base perché non introduce alcuna semplificazione.

28Si assume un segnale x (t) reale.
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2.2 Base alternativa sinusoidale

2.2.1 Serie di Fourier

272

Un segnale ¢ a supporto finito se non e nullo solo nell’intervallo [—Z Z] .3 La base canonica
per questa classe di segnali € I'insieme dei campioni ristretto al supporto:

v

x(t):/_ x(r)o(t—T1)dr

T
2

Esiste un’altra base ortonormale completa per tutti i segnali complessi ad energia finita e
supporto finito, che ¢ un insieme infinito ma, a differenza della base canonica, numerabile:

+o0o 1 +o0 .
T (t) = Z CnWnp (t) = ﬁ Z <1‘ (t) , Wy (t»eJTm

dove gli elementi della base w,, (t) (infiniti e numerabili) sono:

~—

wy () = —=d T, <t<

H

N
po N
no| N

e i coefficienti ¢,, (complessi, infiniti e numerabili) sono:

Cn = <CL’ (t) , Wp (t)> — % /_7 x(a) G,j%node

T
2
Siccome la base ¢ completa vale I'uguaglianza di Parseval:

“+o0 +oo

E@)= Y leal*= D Nz (t),wa @)

n=—oo n=-—oo

I1 segnale z (t) ¢ in corrispondenza biunivoca con una sequenza infinita di coefficienti, e si
puo vedere come un vettore a infinite dimensioni:

z () & (cn) =

n=—oo

La base ortonormale introdotta precedentemente & la normalizzazione della seguente base
ortogonale:

+o0o +oo N
e(t)= Y waw, ()= Y (@(t),w), ()T
dove gli elementi della base w/, (¢) sono:
2m T T
wy (1) = VTw, () =5, S <t< 5

e i coefficienti p, sono:

Usando questa base I’energia vale:

+oo
E@=T Y |ul

n=—oo

3Si assume che il supporto sia simmetrico rispetto all’origine.
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2.2.2 Trasformata di Fourier

Segnali a supporto T infinito si approssimano con la trasformata di Fourier:

—+oo

x (t) X (f) e Itdf

— 00

+oo
. X(f)zf{xm}é/

— 00

z(0) e 720 qp
+oo

o x(t)=F H{X(f)} = X (fyerItaf

— 00

Dimostrazione* Partendo dalla base ortogonale per supporti finiti

T
l/2 x(a) 6j2ﬂ¥9d0] 6j271'%t —
T )_r

—+oo

()= >

n=—oo

2

T diventa la variabile continua f (sequenza di infinitesimi df):

+oo +oo . .
={Af=L —df =z(t) / [df / z (6) e—ﬂ’ff"de] el?m it
#— h

— oo

facendo tendere a infinito 'ampiezza del supporto 7" e considerando che la variabile discreta

Condizione di esistenza®
integrabile:

+oo
/ o ()| dt € R

o0

Alcune trasformate fondamentali

Delta di Dirac

+oo
Fo)=1=60t)=F {1} :/

— 00

€j27rftdf

Nel dominio delle funzioni, il segnale x (t) deve essere modulo

Dimostrazione

+oo
Flo(t)} = / 5 (t) e2m It = e=92mI0 — 1

Funzione segno

F {sgnt} = ﬁ

4Per semplicitd non si considerano alcune condizioni al contorno.

5Non si considera ’estensione del dominio delle funzioni al dominio delle distribuzioni.
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Dimostrazione

+oo +oo
F {sgnt} = / sgnte 2™/t qt = / sgnt [cos (2w ft) — jsin (27 ft)] dt =
+o0 +oo +oo
= / sgnt cos (2m ft)dt — j/ sgnt sin (27 ft)dt = —2j/ sin (27 ft)dt =

o —oo 0

_d oo _ gy ige8@rfa) g g 1

=7 [cos (27 ft)], " = all)glooja fa e

Funzione gradino
1 1
U(f)=F{u®)} = 55(f)+W
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Capitolo 3

Proprieta trasformata

3.1 Convoluzione

L’operatore prodotto di convoluzione ¢ definito in questo modo:
00
z(t):x(t)*y(t)é/ x(r)y(t—7)dr
— 00

La convoluzione tra due segnali x (¢), a supporto finito [—a,+a] e y(¢), a supporto finito
[—b, +b]:

e ha un supporto di ampiezza pari alla somma delle ampiezze: [— (b+ a),+ (b + a)l;

e riduce le discontinuita, e in particolare ¢ di classe C™"*! se le due funzioni sono di classe

cnr.

3.1.1 Convoluzione di porte

La convoluzione z (t) tra la porta x (7) = Iy, (7) e la porta y (1) = Ilg, (7) ha supporto 2 (b + a)
ed ¢ una funzione continua (classe C?):

4\’“2) ,P\f(z)
TN x M

@ T4e o2 " b Tap 2
f

Lo \%(.n
b é'ﬂ o
st ——>1

Se a = b la convoluzione z (t) ¢ la funzione 2a tri (3 ):

2tk (.&)

-26 20, t

Effettuando infinite convoluzioni si ottiene una gaussiana.
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Al contrario, nel dominio delle frequenze il supporto & ristretto all’intervallo di frequenze in
cui entrambe le trasformate X (f) e Y (f) non sono nulle:

«(h Y

{
«W-y(¥

3.1.2 Proprieta

Commutativa
z(t)*xy(t) =y ) *z ()
Associativa
z(t) [y (t) =w )] =[z(t)*y ()] *w(t)
Distributiva

z(t)x[y (&) +w )] =z @) xy () +z(t)xw ()

3.2 Proprieta della delta di Dirac

3.2.1 Campionamento

La moltiplicazione di una funzione x (t) per una funzione delta § (¢t — 7), traslata di 7, restituisce
il campione di x (t) in t = 7:

x(t)6(t—1)=2a(r)é(t—"1)

e pertanto si puo introdurre una semplificazione sostituendo x () una qualsiasi funzione y (t) che
assuma lo stesso valore in t = 7, in particolare la funzione costante y (¢) = z (7).

3.2.2 Traslazione

La convoluzione di una funzione x (t) con una funzione delta 6 (t — 7), traslata di 7, restituisce

il segnale traslato:
xW)x0(t—T1)=x(t—71)

Dimostrazione

+oo

x(t)*a(t—T):/ St —m)x(t—t)dt' =zt —7)

— 00
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3.3 Proprieta della trasformata di Fourier

3.3.1 Linearita

La trasformata di Fourier e la sua inversa sono operatori lineari:!

F{alxl (t) + a9 (t)} = alf{xl (t)} + CLQ.F {LCQ (t)}

3.3.2 Anticipo o ritardo

La trasformata di Fourier del segnale z (¢) ritardato o anticipato di una fase 6 vale:
Fla(t-0)) = F {a () e

Corrisponde graficamente a una rotazione della fase (arg X (f) — 2w6f), mentre il modulo
|X (f)] non varia.

3.3.3 Modulazione e traslazione

La modulazione del segnale z (), di una frequenza fy, corrisponde alla traslazione della sua
trasformata di Fourier:

Flz () o'y = X (f = fo)
e si ottiene dalla composizione di due trasformate del segnale una simmetrica all’altra rispetto
all’asse verticale:

F i (t)cos 27 fot)} = 5 [X (f = fo) + X (f + fo)]

‘>—‘ N =

Foa(t)sin 2 fot)} = o= [X (f = fo) = X (f + fo)]

J

* Re(x(d)
T (x(}))

=4

L/ \..')
4—&——3,
2SI IEATRN {

[\

%

3.3.4 Scalamento

Lo scalamento corrisponde a una dilatazione o un restrigimento sull’asse dei tempi, e a
rispettivamente un restringimento o una dilatazione sull’asse delle frequenze:

Fla (Kb} = %X (;;)

1Questa proprieta discende direttamente dalla linearita dell’operatore integrale.
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3.3.5 Relazioni di parita

Se il segnale x (t) ¢ reale, allora la sua trasformata di Fourier X (f) ha le seguenti relazioni di
parita:

e la parte reale R{X (f)} & pari:
RAX (=)} =R{X ()}
e la parte immaginaria 3{X (f)} ¢ dispari:
X (=N} =-3{X (N}
e il modulo | X (f)| ¢ pari:
X ()] = RH{X (f)} + SHX (f)} = pari x pari + dispari x dispari = pari
o la fase arg X (f) & dispari:

arg X (f) = arctgm = arctg (dispari) = dispari

Se il segnale x (t) & reale vale inoltre la simmetria hermitiana (o simmetria coniugata):
X (=f) =X/

3.3.6 Convoluzione e prodotto

La trasformata di Fourier della convoluzione & pari al prodotto delle singole trasformate:
Z(f)=F{z(t)xy @)} = X (f)Y (/)

3.3.7 Derivazione ed integrazione

Derivazione

;{gtx(t)} = j2nfX (f)
}‘{g;z (t)} = (2 )" X (f)

Integrazione

}"{/t x(r)dr};X(O)5(f)+j;§rf;

Dimostrazione L’integrale fino a ¢ si puo estendere fino a 4+oo cancellando la parte a
destra di t con una funzione gradino:

t
/ .
T

+oo
x(r)drz/_ u(t—r)z(r)dt=u(t)*x(t)
[ s} =) -vx -
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Ricordando la trasformata fondamentale? della funzione gradino u (t):

1 1

U(f)=§5(f)+ﬁ

si trova:

1 X (f)
2 o(f)+ jorf

3.3.8 Dualita
FIXWy=a(=f)=Flz@®)}=F {a (-1}

3.3.9 Altre proprieta

Uguaglianza di Parseval
B@ = [la@Pa= [ X (PP

Invarianza prodotto scalare

Diseguaglianza di Schwarz

(X )Y (N = IX HITY (O

3.3.10 Relazione tempo-frequenza

Secondo la proprieta dello scalamento espandere 'asse dei tempi corrisponde a comprimere 1’asse

delle frequenze.
Per valutare quantitativamente la compattezza non si puo tuttavia usare il supporto, perché

si dimostra che:?

e se la funzione z (t) ha supporto finito, la sua trasformata X (f) non ha supporto finito;
e se la funzione X (f) ha supporto finito, la sua antitrasformata x (¢) non ha supporto finito.

Si definisce estensione temporale d:

d? = / t? |2(8|)2 dt

Si definisce estensione di frequenza D:

X (N
D2 — 4 2 2|
P
B possibile dimostrare che vale:

d-D >

N =

L’estensione ¢ il valore quadratico medio di una variabile casuale con distribuzione pari a:

2Si veda la sezione 2.2.2.
3Si noti che se la funzione o la sua trasformata hanno supporto infinito non si pud dire niente sul supporto

della corrispondente funzione.
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e tempo:

X P
e frequenza: m

Supponendo nullo il valor medio, il valore quadratico medio coincide con la varianza.

Linearita F{ayzy (t) + agxa ()} = ar F {z1 (t)} + aoF {z2 ()}
Anticipo o ritardo Fle(t—0)}=F{xt)}e 727
Modulazione e traslazione F{z(t) ej%f“t} =X (f - fo)
Scalamento F{z(Kt)} = %X <If()
ioni di parit R{X (F)}e |X (f)] sono pari
Relazioni di parita z(t) eRe S{X (f)} e arg X (f) sono dispari
Convoluzione e prodotto Flz()xyW)}=X ()Y (f)
Dualita FIX()y=2(t)=Flz(t)} =F Hax(-t)}

3.4 Esempi di trasformate

3.4.1 Funzione porta

F{Ily (t)} = Tsinc (fT)

3.4.2 Segnale numerico

Nel trasferimento in modulazione di un segnale digitale, il segnale sagomatore di riferimento viene
moltiplicato in ampiezza per +1 o —1 (invertito) a seconda se il bit da trasferire & rispettivamente
1 0 0. Generalizzando da una base binaria a una base qualunque, il segnale sagomatore r (t — iT")
viene moltiplicato per una opportuna costante a;, e il segnale digitale x (¢) sia ottenuto dalla
seguente combinazione lineare:

—+oo

x(t) = Z a;r (t — iT) cos (2 fot)

Per la proprieta del ritardo:
Flr(t—iT)} = R(f)e 92T

Per la proprieta di linearita:

“+o00 +o0o +o0
f{ > ar (t—iT)} = Y aF{rt—iT)} =R(f)> ae > T = Z(f)

i=—00 i=—00

Siccome R (t) ¢ a coefficiente della sommatoria, un segnale numerico z(t) non pud avere
un’occupazione spettrale maggiore di quella del segnale sagomatore r (t) = lampiezza dello
spettro Z (t) del segnale ¢ controllabile tramite un opportuno segnale sagomatore.
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Infine per la proprieta di modulazione:

Flz)}=51Z2(f = fo) +Z(f = fo)]

DN =
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Capitolo 4

Sistemi lineari

Un sistema ¢ un blocco che trasforma un segnale z (t) in un altro segnale y (t):

y(t) =T {z®)}

E una relazione deterministica: a un certo segnale z (t) corrisponde sempre il segnale y (t).

4.1 Classificazione

4.1.1 Sistemi lineari

Un sistema ¢ lineare se vale il principio di sovrapposizione degli effetti:
T {arwy (t) + azwz (1)} = ax T {1 ()} + a2 T {22 ()}

La trasformata di Fourier & un sistema lineare.

4.1.2 Sistemi tempo-invarianti

Un sistema ¢ tempo-invariante se un ritardo sugli ingressi si traduce in un ritardo sulle uscite:

T{z(t—-0)}=y(t—-0)

4.1.3 Sistemi causali

Un sistema ¢ causale se 'uscita in un certo istante ¢y non dipende dagli ingressi negli istanti
successivi, ma dipende solo dagli ingressi negli istanti precedenti e nell’istante corrente:

ylte) =T {2 @I} Vio

4.1.4 Sistemi senza memoria

Un sistema ¢ senza memoria se 'uscita y (¢) dipende solo dal valore assunto dall’ingresso z ()
nel dato istante di tempo #g:

Yy (to) = T{x (to)} Vto

4.1.5 Sistemi reali

Un sistema ¢ reale se a un ingresso reale corrisponde un’uscita reale.
Un sistema e fisicamente realizzabile se ¢ causale e reale.
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4.1.6 Sistemi stabili

Un sistema e stabile se a un ingresso limitato in ampiezza corrisponde un’uscita limitata in
ampiezza, e per questo motivo viene detto Bounded Input Bounded Output (BIBO):

Vo (t): |z (t)| eR, Vt=|y(t) € R, Vt

4.2 Sistemi lineari tempo-invarianti (LTT)

I sistemi lineari tempo-invarianti (LTI) possono essere descritti da un’unica funzione h (t)
che & la risposta all’impulso:

y() =T{z®)} =2 () *h(t)

dove:

h(t) = T{o(t)}

Dimostrazione Ogni segnale ¢ ottenibile come combinazione lineare dell’insieme di delta:

2 (1) :/x(u)é(t—u)du
e y(t)=T{x(t)}:T{/x(u)é(t—u)du}:
Poiché il sistema 7T ¢ lineare:

:/x(u)ﬁ{é(t—u)}du:

Poiché il sistema 7T & tempo-invariante:

:/x(u)h(t—u)duzz(t)*h(t)

La trasformata di Fourier dell’uscita di un sistema LTI vale:

Y(f) =F{T{z(®)}} = H(f) X (f)
dove H (f) ¢ detta funzione di trasferimento:

D=0

I sistemi LTI non alterano la frequenza di un segnale sinusoidale posto all’ingresso, ma solo
la fase e 'ampiezza = le sinusoidi sono autofunzioni di un sistema LTT: I'uscita di una sinusoide
¢ la sinusoide stessa moltiplicata per una costante (complessa = modulo e fase).
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Dimostrazione Considerando la sinusoide complessa z (t) = e/27/ot:

Y(f)=X(HH)=6(-fo)H(f)=

Per la proprieta della delta di Dirac:

=6 (f — fo) H (fo)

Antitrasformando: _
y (t) = H (fo) e’*™" = 2 (t) H (fo)

Se h (t) € una funzione reale, vale la simmetria hermitiana:

H(=f)=H"(-f)

Se x (t) = cos (27 fot):

V()= X () H ()= 516(f ~ fo) +6(f+ foll H () =

(6 (f — fo) H (fo) + 0 (f + fo) H (= fo)]

)20+ B () 5]

N =

Se h(t) € R:

= R{H (fo) &> o'} = |H (fo)| cos [2n fot + arg X (fo)]

Se x (t) = sin (27 fot):

Y(f)=X<f>H<f>=Zij[uf—fo)—é(fwo)}ff(f):

= % [6(f = fo) H (fo) =6 (f + fo) H (—fo)]
y(t) = % [H (fo) 2710t — H (— fo) e=327Fo!] =
Se h (t) cR:

= %{H(fo) eﬂ”fot} = |H (fo)] sin [27 fot + arg X (fo)]

4.2.1 Sistemi LTI causali

La risposta all’impulso & (¢) di un sistema LTI causale ¢ nulla per ¢ < 0:

Dimostrazione
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Siccome il sistema ¢ causale:

t +oo
:/ y(T)h(f—T)dTZ/ z(T)u(t—7)h(t—T7)dr

— 00 — 00

4.2.2 Sistemi LTI reali

La risposta all’impulso A (t) di un sistema LTI reale ¢ reale, e la funzione di trasferimento H (f)
deve avere:

e parte reale pari;
e parte immaginaria dispari;
e modulo pari;

e fase dispari.

4.2.3 Sistemi LTI stabili

Un sistema LTT & stabile se e solo se la risposta all'impulso A (t) & modulo integrabile:

stabile @/|h(t)|dteR: H (f)] € R

Dimostrazione

Condizione sufficiente

stabile <:/|h(t)|dt eR

1y (1)) = \/w—r)hmdr

S/\x(x—r)||h(T)|dT§/max|a:(t—7')||h(7')|d7':
:max|x(t—r)|/|h(7)\dr
/\h(7)|dTeR:>|y(t)|eR

Condizione necessaria

stabile = / Ih (1)) dt € R

Consideriamo una funzione z (¢):

z(t)=e 78 h(—t)

che ¢ di ampiezza limitata:
|z (t)| = 1Vt

y(O)z/a:(t—7‘)|t:0h(7')drz/e‘jarghm|h(T)|ejargh(T)dT:/|h(r)|dr
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4.3 Esempi

4.3.1 Filtro RC con una porta di ingresso

2§ BN

vy () = Ri (t) +v1 (t) = RC dv;t(t) + vy (t)
Va(f) =0+ j2rfRO)Vi(f) = H (f) = m

4.3.2 Canale radio con eco

Un segnale radio quando viene trasmesso si propaga in tutte le direzioni, e viene riflesso dagli
oggetti fisici dell’ambiente, detti scatterer. Gli echi arrivano percio al ricevitore ognuno con un
certo ritardo 7; e una certa amplificazione/attenuazione «;. Trasmettendo un impulso §, viene
ricevuto un segnale con eco h (t):

P
h(t) = Z@i5(f—Ti)

dove P ¢é il numero di segnali eco che arrivano al ricevitore.
La sua trasformata H (f) vale:

P
H ()= Y age s
i=1

Si dimostra che il suo modulo al quadrato vale:

P P P
\H (f)|° = Z i |? + Z Z 20, cos (2 f ATyg,)
i=1 i=1 =1
k>1

Se P =1, il canale non ¢ selettivo in frequenza, cioé tutte le sinusoidi vengono moltiplicate
per la stessa ampiezza:

[H (f)] = |aa]

Se P = 2 si introduce la selettivita in frequenza:

|H (f)‘z = Jaa]? + |0é2\2 + 21 g cos (27 fAT12)

2
(o N OV
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Capitolo 5

Diagrammi a blocchi

5.1 Diagrammi a blocchi

Un diagramma a blocchi ¢ un sistema LTI costituito da un insieme di sistemi L'TT interconnessi
tramite dei blocchi fondamentali.

X1
= X4 +X y(t) =1 (t) + 22 (t)
Sommatore é"‘ A Y () = X () + Xz (/)
X
o dntore | ) — cofTT) | RO =6G-T) [ y@)=a(t-1)
Ritardat x( BE'j-—bY(H x(T-T) H(f)=e 2T | YV (f) =X (f) e 2T
Aol x()—@—>v(N=AXR |, 5 y (t) = Az (t)
mplificatore T H(f) = A Y (f) = AX (/)
Tabella 5.1: Blocchi fondamentali.
Hi(g) H‘l(g‘) y (&) =z (t) * hq () * ha (1)
Serie IX() L=yl v =x(nm() ()
Haf ¥)
callolo Y y(6) = () * [ (8) + ha (8)]
Parallelo | X(§) O | X
H, ()
Ha({)
Retrongione | X(H) Y [ v0 =0 @O0
(o feedback) Y (D =XN 1 E]f)f 1)92 7
H({)

Tabella 5.2: Tipi di interconnessione.
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Dimostrazione retroazione

Con ritardatori e amplificatori opportunamente concatenati si possono ottenere sistemi LTI
con funzioni di trasferimento desiderate nella forma:

e senza retroazione (Finite Impulse Response [FIR]):
Hegr (f) = Zl aie_jQTrfTi

e con retroazione (Infinite Impulse Response [IIR]):

E 4 aie—ﬂﬁfﬂ
7

Hur (f) = W

5.2 Definizioni di banda

La banda di un segnale o di un sistema' puo essere definita in vari modi a seconda del contesto
applicativo.

Siccome la trasformata di Fourier di un segnale o di un sistema reale € pari, quindi simmetrica
rispetto all’asse delle ordinate, spesso si considera solo la parte positiva dell’asse delle frequenze
misurando la banda unilatera, che equivale alla meta della banda bilatera.

5.2.1 Misura del supporto

La larghezza di banda ¢ pari al supporto del segnale nel dominio della frequenza, cioe all’intervallo
di frequenze in cui il segnale non & nullo.

Spesso la definizione di banda come misura del supporto della trasformata di Fourier ¢ troppo
restrittiva, perché molti segnali e sistemi hanno in realta una trasformata di Fourier con sup-
porto infinito. Molti sistemi tuttavia presentano un intervallo di frequenze dove la funzione di
trasferimento € quasi nulla.

5.2.2 Banda a 3 dB

Questa definizione ¢ usata in particolare quando si parla di filtri.

Su scala lineare (|H (f)]*) La larghezza di banda B, & pari all'intervallo di frequenze
compreso tra la frequenza di taglio inferiore f; e la frequenza di taglio superiore fs:

e la frequenza di taglio inferiore f; corrisponde a un dimezzamento rispetto al valore massimo

A

)

e la frequenza di taglio superiore fy; corrisponde a un dimezzamento rispetto al valore
massimo A.

” 0

1Per “banda di un sistema” s’intende la banda della sua funzione di trasferimento H (f).
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Su scala logaritmica (|H (f)|(2iB = 20logyo |H (f)|) La larghezza di banda B, & pari all’inter-
vallo di frequenze compreso tra la frequenza di taglio inferiore f; e la frequenza di taglio superiore

fa:

(AR

B

e la frequenza di taglio inferiore f; corrisponde a un’attenuazione di 3 dB rispetto al valore
massimo Agg;

e la frequenza di taglio superiore f; corrisponde a un’attenuazione di 3 dB rispetto al valore
massimo Agg.

Jants S NN —"

PASA - \BANDA PASSA - Au‘o%

e WA R

PASSA - BRSSO ¢ ELITUNA - BANDA

Classificazione dei filtri

e filtro passa-basso (detto banda base): il filtro ha banda finita centrata intorno all’origine
(DC);

e filtro passa-banda: il filtro ha banda finita, che non include 1'origine;
e filtro passa-alto: il filtro ha banda infinita, che non include 'origine;

e filtro elimina-banda: il filtro ha banda infinita, e non include un certo intervallo di
frequenze.

Gli ultimi due tipi di filtri sono ideali perché non esistono filtri a banda infinita.
Per filtro ideale si intende quello che presenta le migliori caratteristiche possibili:

e guadagno unitario nella banda passante;
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e guadagno nullo nella banda attenuata (o oscura).

I\

Fiume  pAssA - RASSe FrLe  passA- RASSo
ReaLe IDEALE

I filtri ideali non sono realizzabili.

5.2.3 Banda equivalente di rumore

La larghezza di banda B.q ¢ pari alla larghezza del rettangolo:
e la cui altezza & pari al massimo A di |H (f)|*;

e la cui area ¢ uguale all’energia complessiva F (H) della funzione di trasferimento, cioe
all’area di |H (f)|* sull’intero asse delle frequenze:

E(H (f))
A

La larghezza di banda B,g € pari al supporto della parte di grafico la cui energia corrisponde
all’z% dell’energia complessiva E (H) della funzione di trasferimento, ovvero dell’area di |H (f)|?
sull’intero asse delle frequenze:

b
Bun=la—bls [ H (1P = 0B (1)

5.2.5 Estensione di frequenza®

La banda & l’estensione di frequenza D:

2
o —aet [ D

2Per approfondire, si veda la sezione 3.3.10.
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5.3 Distorsione lineare

La distorsione lineare ¢ il fenomeno che modifica la forma del segnale di ingresso di un sistema
LTTI: le sinusoidi che passano per un sistema LTI non sono tutte moltiplicate per uno stesso valore
costante. Un sistema LTT non presenta distorsione lineare se introduce solo un’amplificazione e/o
un ritardo, senza modificare la forma:

y(t) =ka(t —tp)
cio¢ la funzione di trasferimento H (f) del sistema deve avere modulo costante e fase lineare:
H(f) = ke 92mted

I blocchi fondamentali ideali, amplificatore e ritardatore, qualsiasi frequenza si consideri
non introducono alcuna distorsione lineare. Nella realta non e possibile realizzare un sistema
non distorcente ideale, ma si possono realizzare dei sistemi che non introducono distorsione
limitatamente a una certa banda.

Una distorsione lineare ¢ eliminabile con un equalizzatore posto in serie. Ad esempio, se un
segnale x (t) viene distorto da un canale, cio¢ un sistema LTI la cui funzione di trasferimento
H.(f) non ¢ modificabile, & possibile porre in serie un equalizzatore che abbia una funzione
di trasferimento H, (f) con a denominatore proprio H. (f) (che si semplifica nel prodotto delle
funzioni di trasferimento nella serie):

ke—jQﬂ'th

B ="

5.4 Modulazione e demodulazione

5.4.1 Modulazione

Si ricorda che la modulazione di un segnale z (t), cio la sua moltiplicazione con una cosinusoide?,
corrisponde nel dominio della frequenza a uno “sdoppiamento” dello spettro:

F{a () cos 2mfot)) = 3 [X (F — fo) + X (F + fo)

Grazie alla modulazione & possibile trasferire un segnale z (¢) in banda base attraverso un
canale (ad esempio radio) avente una funzione di trasferimento H, (f) di tipo passa-banda.
11 segnale modulato X' (f):

X'(N)= 3 X~ o)+ X (F+ o)

attraversa il canale e viene ricevuto amplificato (o attenuato) dal filtro passa-banda:

A

:g[X(f—fo)-&-X(f‘Ffo)]

Y (f)

5.4.2 Demodulazione
Il segnale originario puo essere ora ricostruito tramite la demodulazione:
1. il segnale ricevuto Y (f) viene modulato di nuovo in base alla stessa frequenza f; di prima:

A A

Y/(f):EX(f)+Z[X(f*Qfo)JrX(er?fo)]

311 canale non dev’essere nullo.
4Non si considera la componente immaginaria sinusoidale.
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Dimostrazione Assumendo per semplicita che 'ampiezza del segnale x (t) sia pari
a 1, il segnale modulato vale:

F{cos (2mfot)} = 5[0 (f — fo) + 0 (f + fo)]

N

Con un’ulteriore modulazione si ottiene:

F{cos (27 fot) cos (27 fot)} =

{500 =m+atr s} {500 -+ a0+l =

= 50 — Jo) #8(F — o) + 26 (F = Jo) 8(f 4 fo) +6(f + o) # 6 (F + fo)] =
(f = fo) =6 (f — fo) =0 (f —2fo)

(f = fo) =6 (f+ fo) =6 (f)

(f+ fo)*6(f+ fo) =0 (f +2fo)

i[5(ff2f0)+26(f)+5(f+2fo)]

ottenendo nel dominio della frequenza tre repliche, di cui quella centrale € proprio il segnale
originario solo amplificato (o attenuato):

IkA /Z y
~ [\~ p
”i‘Q- Q-o 2'%"

2. le componenti ad alta frequenza vengono eliminate tramite un opportuno filtro passa-basso,
riottenendo cosi il segnale originario.

Perché il sistema funzioni devono essere rispettate le seguenti condizioni:
e la banda passante del canale deve essere piu grande della banda del segnale da trasmettere;
e la banda del filtro in ricezione deve essere piu grande della banda del segnale trasmesso;

e la frequenza centrale fy deve essere maggiore della banda unilatera del segnale da
trasmettere.

Se la funzione di trasferimento del canale non € piatta, cioe e distorcente, nell’intervallo di

frequenze del segnale trasmesso il filtro di ricezione puo, oltre a fare da filtro passa-banda, anche
compensare la distorsione e quindi servire da filtro di equalizzazione.

5.4.3 Multiplazione in frequenza

Piu segnali con occupazione di banda sovrapposta possono essere multiplati, cioe trasmessi in
contemporanea, su un singolo canale modulandoli in base a frequenze f; diverse, in modo che gli
spettri non si sovrappongano 1'un l’altro.
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Capitolo 6

Segnali periodici

I segnali periodici:

— 00

sono un caso particolare dei segnali ciclici

x(t)=/+ooxT(t—nT):x(t+T)

1

xc(t):/nzsz(t—nT)#xc(t—i—T)

6.1 Trasformata di Fourier di un segnale periodico

La serie di Fourier derivata per il segnale a supporto finito

o T 2x
/ € T f<t§ :7/ Ye I Ty
T
o] 5

_ 2

2
quando interpretata su tutto l'asse dei tempi e anche la serie di Fourier del segnale periodico
x (t):

+OO - 27
s = [ meFr, v

o0

da cui si puo ottenere la trasformata di Fourier del segnale periodico

T (t)

+oo

t—_]27rft
- / (it stgy = 3
n=—o00

n=—oo

2
:7/ Tt —
T
2

e poiché zp (t) ¢ il segnale z (t) troncato in

dove:

i(s-2)

+oo
i/ *J%"”tdt — lXT (E)

La trasformata di Fourier del segnale x (t) ¢ quindi una sommatoria dei campioni, presi a
multipli di %, 3 i

della trasformata di Fourier del segnale troncato zr (¢)

X(f) =7 jf xe(%)s(r-2)
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6.2 Treno di impulsi

Considerando come segnale periodico il segnale campionatore, o treno di impulsi:

+o00o
er(t) = Z 0 (t—nT)

n—=—oo

secondo la formula appena ricavata la sua trasformata, poiché F {d (¢)} = 1, & ancora un treno

di impulsi:
+oo
Cr(f)=7 >0 (f - 2)

Siccome per definizione di trasformata di Fourier vale anche:

+oo
Cr (f) = JT"{CT (t)} = Ze*jQanT

vale anche la seguente uguaglianza:
“+o00 “+oo
. 1 n
e—j27rnfT —_ § (t _ 7)
/_oo T Z T
n=-—oo
Aumentare il periodo del treno di impulsi nel periodo del tempo corrisponde a diminuire il

suo periodo nel dominio della frequenza.
6.2.1 Campionamento nel tempo e periodicizzazione in frequenza
Moltiplicando un segnale z (t) per un treno di impulsi si ottiene:

e nel dominio del tempo una sequenza equispaziata di suoi campioni:

+oo +oo
z(t)-cr(t) = Z x(t)d(t—nT)= Z x(nT) 6 (t —nT)

e nel dominio della frequenza una trasformata periodica di periodo %:

1 n 1 = n 1 X n
X(pCr () =X (Ppg 3 6(f-7) =7 X Xa(f-7) =7 X X(f-7

Quindi si ottiene la seguente relazione:

+00 too
]-"{ 3 x(t)é(tnT)}_; 3 X(f)*é(ff%>

n—=—oo n—=—oo

6.2.2 Periodicizzazione nel tempo e campionamento in frequenza
Facendo il prodotto di convoluzione di un segnale x (t) per un treno di impulsi si ottiene:
e nel dominio del tempo un segnale periodico di periodo pari alla spaziatura degli impulsi:

+o0 too

() xer(t)= Y a)xd(t—nT)= > x(t—nT)

n—=—oo n=—oo
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e nel dominio della frequenza una trasformata campionata con spaziatura %:

+oo 1 +0oo

xren=1 £ x0s(-5) -3 £ 23

n=-—oo n=-—oo

Quindi si ottiene una relazione parallela alla precedente:

+o0 too
]-'{ 3 x(t)*é(t—nT)}:; > x(ns(f-n)

n=—oo n=—oo

6.3 Rappresentazioni di un segnale periodico

11 segnale x (t):
+oo

z(t)= Y z(t-nT)=z(t+T)
n=—oco
¢ periodico di periodo T anche quando il segnale z (¢) non & a supporto limitato in [0, T, e quindi
nella periodicizzazione di z (t) alcune parti si vanno a sovrapporre. La sua trasformata di Fourier
vale ancora:

+00 iy
x(t) = Z z(t—nT) =z (t)* Z 0 (t—nT)

1 = n 1 = n n
Xth=2g 3 o(t-7) =7 2 2(5)5(t-7)

n=—oo
La seguente rappresentazione di un segnale periodico z (¢):

+oo

x(t) = Z z(t—nT)=z(t+T)

n=—oo
non & univoca, ma possono essere utilizzati tutti i segnali z (t) che:
e nel dominio del tempo: coincidono con il segnale troncato xr (t) all’interno del periodo T":

+oo
z (t) : Z 2(t—nT)=zr () Vtel0,T]

n=—oo

e nel dominio della frequenza: assumono gli stessi valori della trasformata di Fourier nelle

frequenze 7, le uniche che contano nel segnale periodico:

400 1

xin=7 % xe(3)s0-7)=5 ¥ 2(7)20-5)

6.3.1 Esempio: segnale periodico costante

11 segnale periodico costante x (t) = 1 si puo rappresentare come sommatoria di due diverse
funzioni periodiche:

“+oo
z(t)= Y Ty (t—nT)

n=—oo

+oo
()= Y Ar(t—nT)==(t)

n—=—oo
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Xr(L)
2(8)

che hanno due differenti supporti (rispettivamente T' e 2T"), ma che nella periodicizzazione (di
egual periodo T') vengono a coincidere.
Nel dominio della frequenza i campioni di X7 (f) e Z (f) coincidono:

X (f) = F {Az (£)} = Tsinc (fT)
Z(f) = F {Ir (1)} = Tsinc? (fT)

6.3.2 Esempio

Ax( Apr (1) Az
>t ] ——>t >+

— — — —
Al ar 6T

Considerando i segnali zo7 (t), di supporto 27", e z (t), di supporto 47"

2o (1) =TIy <t+T> n (t—T>
z(t) = Iy (t+€>2—HT <t—52T2)

e campionando le loro trasformate di Fourier:

Xor (f) = Tsinc (fT) (e/™T — e~ImIT)
Z (f) = Tsinc (fT) (eI™FT — ¢=imI5T)

n

nelle frequenze i campioni coincidono:

2T
Xor (%) = T'sinc (%) (ej"% — e*j"%) = jTsinc (2> sin %

Z (27;2) = T'sinc (g) (ej"% — e_j”"g> = jTsinc (g sin % = Xor (%)
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Capitolo 7

Campionamento

Un segnale analogico ¢ piu facile da elaborare se viene campionato in un segnale numerico,
cioe tempo discreto e discreto in ampiezza. Come campionare un segnale tempo-continuo senza
perdere informazione?

Teorema del campionamento (o di Nyquist-Shannon) Un segnale tempo-continuo puo
essere campionato e perfettamente ricostruito a partire dai suoi campioni se la frequenza di
campionamento f, & maggiore del doppio della banda' B del segnale:

1
fcé?>23

con la condizione che la banda B sia limitata.

Il teorema del campionamento garantisce che il segnale campionato puo essere ricostruito per-
fettamente tramite un filtro interpolatore (ricostruttore), e che il segnale ricostruito coincidera
con il segnale tempo-continuo di partenza.

7.1 Filtro anti-aliasing

La maggioranza dei segnali utilizzati nella realta ha banda illimitata: esiste un intervallo al di
fuori del quale il segnale & significativamente vicino a zero, ma non €& mai identicamente nullo.
Il segnale campionato quindi presentera nel dominio della frequenza delle sovrapposizioni degli
spettri che alla fine non possono essere ricostruite dal filtro interpolatore. 1l filtro anti-aliasing
serve per eliminare le parti ad alta frequenza prima del campionamento:

=0 [f|> Baa
#0 altrove

AA (f){

con B, < Baa < % La distorsione del filtro anti-aliasing non ¢ ugualmente rimediabile, ma e
comunque preferibile rispetto all’effetto di aliasing (o sovrapposizione).

7.2 Campionatori reali

Il campionatore ideale (treno di delta):

“+oo
o () =a(t)x5(—t)= Y 6(t—nl.)z(t)

n=—oo

1Per banda si intende qui la lunghezza del supporto in frequenza.
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h(H)

¢ impossibile da realizzare nella realta, perché la delta 0 (¢) € un impulso con ampiezza illimitata
e supporto infinitesimo = si utilizza un impulso h (¢) il pit possibile simile alla delta, cio¢ con
ampiezza molto grande e supporto molto piccolo:

+oo
' (t) =z (t) * h(—t) = 2’ (nT,) :/ h(r—=nT.)x (7)dr
7.3 Interpolatori
7.3.1 Condizioni ideali
Un segnale campionato?:
+oo
zo (t) = Z x (nTe) 0 (t —nT,)
_1_ = n
x-z ¥ x(r-7)

puo essere ricostruito tramite un filtro passa-basso ideale, detto filtro ricostruttore ottimo

K (f):

+o0 foo
z(t) =z W)+ K{t)=| > aml)s(t—nT)|«K({t)= Y a(nl)K(t—nl),
T, |fl < B
K (f) = ¢ qualsiasi valore B < |f| < f.— B
0 |f|>fc_B

11 filtro ricostruttore ottimo K (f) deve essere:
e non distorcente nella banda del segnale (piatto);

e nullo al di fuori della banda del segnale per eliminare le componenti ad alta frequenza.

Esempi di interpolatori distorcenti

Costante a tratti Il segnale viene approssimato a una serie di rettangoli:

K (t) = 1IIr, (1)
K (f) = Tesine (fT.)

Lineare Il segnale viene approssimato a una serie di trapezi:

K (t) = Az, (t)
K (f) = Tesine® (ft.)

2Si veda la sezione 6.2.1.
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Esempi di interpolatori non distorcenti

Funzione sinc 1l filtro interpolatore ideale & il seguente:

kif)
4

K (t) = BT.sinc (tB)
K(f):TcHB(f)
perché il segnale viene ricostruito da una sommatoria di infinite funzioni sinc, dove per ogni n

esiste una sinc che assume esattamente il valore del campione n-esimo all’istante n7, e un valore
nullo in tutti gli altri istanti di campionamento:

T

+oo
z (t) = BT, Z x (nT,) sinc (B (t — nTt))

n=—oo

Tuttavia nei punti intermedi agli istanti di campionamento il segnale z (t) & dato dalla somma
dei contributi di infinite funzioni sinc:

Coseno rialzato
cosaBrt

ki)

{

B
Bh-a) 3 Fr

Condizioni:
e roll-off a: 0 < & < 1 (se @ = 0 diventa la funzione sinc)
o B (1-a)> B,

(1+a)<fC_Bm

vl N
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7.3.2 Condizioni reali

Il filtro ricostruttore puo integrare anche un filtro equalizzatore che rimedi agli effetti del filtro
anti-aliasing e alle distorsioni provocate da un campionatore reale:
T,
T < Baa
K(f)={AA()H(])
0 |f| > fe — Baa

a patto che H (f), cioe la trasformata di Fourier dell’impulso campionatore h (t), non cancelli
definitivamente qualche frequenza compresa nella banda Baa del filtro anti-aliasing;:

H(f)#0 VY|f] < Baa

CAHPIONATORE  REALE

Foine — e e L e .-

ANTT~ALIRSING 1 | Rico STRUYTORE

i) A 8 [~ R AT ] —@—{ k) [ (1) x(1
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Capitolo 8

Spettro di energia e segnali
troncati

8.1 Segnali troncati

A volte non si conosce il segnale su tutto il supporto ma solo su un certo intervallo T:!

or () = 2 (t) - Tz (1)
Xr (f) =X (f) » F{Ilr ()} = X (f) = T'sinc (fT)

Se il segnale z (t) ha una banda limitata in frequenza:
B
X(N=0 Ifl>5

si puo scrivere:
Xe(f) =T [ X (p)sine((f - @) T)de

Siccome un segnale a supporto limitato nel tempo non puo avere una banda limitata in
frequenza e viceversa, il segnale x () ¢ a banda limitata e al contrario il segnale troncato ha una
banda illimitata:

Xe(H)#0 Ifl>%

per effetto delle oscillazioni della funzione sinc:

0.,8.
_%L@CE-

IN‘FM’EFE;B { [

1Si sottointende che I’intervallo T' & centrato rispetto all’origine.
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8.1.1 Fenomeno di Gibbs

Benché facendo tendere la funzione sinc a una delta si eliminano le oscillazioni:

THI—EDO [Tsinc (fT)] =6 (f)

la seguente relazione:

TEIEOOXT (f) =X (f)

continua a non valere se il segnale z (¢) presenta delle discontinuitd nel dominio delle frequenze.

Esempio
x (t) = Bsinc (Bt)
X (f) =15 (f)
Facendo tendere T a infinito si possono restringere le oscillazioni secondarie fino a rette

verticali, come nel segnale di partenza, ma i massimi e i minimi, rispettivamente 1,09 e —0, 09,
non cambiano e rimangono diversi da quelli del segnale di partenza, rispettivamente 1 e O:

\/ P 3 N '#

8.2 Spettri di energia e di potenza e funzione di
autocorrelazione

8.2.1 Segnali a energia finita
Spettro di energia

Lo spettro di energia S, (f) di un segnale da informazioni sul contenuto di energia alle singole
frequenze:

S (NEX(NE=X(HX*(f) = E(x) = /sr (f) df

Per un segnale all’uscita di un sistema LTT:
Y (f)=H()X(f) =S, (f) = H(IS: () = E(y) = /Sy (f) df

Funzione di autocorrelazione

La funzione di autocorrelazione R, (7) ¢ definita:
+oo
Ry (1) & F 7 {Se ()} = (1) x 2™ (—7) =/ w(t+r)a” ()dt = (z(t+7),2()

Nell’origine:
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Proprieta

e Per la funzione di autocorrelazione vale la simmetria hermitiana:
Ry (1) = Ry (—7)

Se il segnale z (t) e reale, la funzione di autocorrelazione & pari:

e Per la disuguaglianza di Schwarz, la funzione di autocorrelazione ha un massimo nell’origine:

2 < B (2) = R; (0)

Ry (1)]? = ‘/a:(t—&-T)x* () dt

Mutua correlazione

Considerando una coppia di segnali z (t) e y (¢), si definiscono funzione di mutua correlazione
Ry (7):
Ryy (1) L) xy(-7) = /x (t+71)y" (t)dt = Ry, (7)

e spettro di energia mutua S, (f):
Say (f) £ F (Ray (1)) = X (/)Y () = S5, (f)

Considerando la somma z (t) di questi due segnali:

S: (f)
R, (1)

o« (f) + 5y (f) + 2R{Say ()}

2 2 2 * S
ZWDP = X NP+ (DP+2RX ()Y (1)} :{ R I (7 4 R ()

Dimostrazione

+o0 +oo
RZ(T):/ z(t+7')z*(t)dt:/ o (t+7) +y (¢ +1)] [ () +y* (1)) dt =

— 00 — 00

Ry (7) + Ry (1) + Ray (7) + Rys (1) = Ry (7) + Ry (7) + 2R{ Ry (1)}

8.2.2 Segnali periodici

Ricordando le formule della potenza2 e dell’energia?’, la potenza media di un segnale periodico
z (t) & finita:
1
P(z) = TE (z7)
E(zr) = Tzi |,Ui|2

2Si veda la sezione 1.1.2.
38i veda la sezione 2.2.1.

= P(@)=) |ul"eR
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Spettro di potenza

Lo spettro di potenza G, (f) di un segnale periodico z (t) vale:

6. ()= X s (1 1)

La formula dello spettro di potenza G (f) ricorda quella della trasformata di Fourier® di

= (0) +oo ,
X(f=3 m(f—;)

i=—00

Funzione di autocorrelazione
La funzione di autocorrelazione R, (7) di un segnale periodico z (t) vale:

1

Rx(r)éffi o (t+7)a (t)di

vlN

Si noti che la formula della funzione di autocorrelazione per un segnale periodico € leggermente
diversa da quella per i segnali non periodici definita sopra.
8.2.3 Segnali aperiodici a potenza finita
Tutti i segnali periodici hanno potenza finita, ma non tutti i segnali a potenza finita sono
periodici.
Spettro di energia

Per segnali non periodici ma a potenza finita si definisce periodogramma lo spettro di energia
del segnale troncato® zr (t) (normalizzato):

Sr ()2 % ()

dove T' ¢ un intervallo a piacere.

Spettro di potenza
Lo spettro di potenza G, (f) ¢ definito:

G.(f)2 lm Sp(f)= lim ~

2
T— 400 T—+oo T|XT 9l

Anche in questo caso la formula dello spettro di potenza per segnali aperiodici & differente
da quella per segnali periodici.
Per un segnale all’'uscita di un sistema LTI, lo spettro di potenza & pari a:

Gy (f) =G (f)|H ()]

Funzione di autocorrelazione

La funzione di autocorrelazione @, (7) & definita:

T—4oc0 T’ T

B, ()2 F Gy (f)} = lim l/fx(H—T)x*(t)dt

2

T
L’integrale [?, z(t+ 7)x* (t)dt cresce linearmente con 7T, quindi questa crescita @
2

compensata da %

4Si veda la sezione 6.1.
58i veda la sezione 8.1.
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Capitolo 9

Processi casuali

Un processo casuale ¢ un’espressione matematica che descrive una classe di segnali (voce,
video, dati...), tramite una o pit variabili casuali che corrispondono alle caratteristiche della
classe di segnali. Nel caso dei segnali vocali, teoricamente si dovrebbe registrare un certo numero
statistico di parlatori e cercare di capire quali caratteristiche (come la frequenza) sono proprie
di un segnale vocale, associando a ciascuna caratteristica di ciascun parlatore una probabilita.

Un processo casuale X (t) ¢ quasi determinato se & esprimibile in funzione di un insieme
numerabile di variabili casuali.

11 verificarsi dell’evento s; produce la realizzazione x (¢;s;); fissato un certo tg, si ottiene
una serie di campioni z (o, s;).

e processi quasi determinati: segnale numerico, sinusoide, segnale sample & hold
e processi non quasi determinati: rumore termico, segnale vocale, segnale audio

I segnali determinati sono dei casi degeneri dei processi casuali, perché un segnale determinato
¢ la manifestazione di un’unica realizzazione avente probabilita 1 (non ci sono variabili casuali).

9.1 Descrizione probabilistica

9.1.1 Statistiche
Consideriamo un processo casuale X (t; s) contenente la sola variabile casuale s = a ogni valore

s;j € associata una realizzazione x (¢;s;) (con j =1,..., M).

Statistica di ordine 1 Fissato un tempo t1, 'insieme dei campioni x1 = x (¢1, s;) costituisce
linsieme dei valori per la variabile casuale X; = x (t1), per la quale & possibile definire la
distribuzione cumulativa Fx, (x1;t1) e la densita di probabilita fx, (z1;t1):

F‘X1 (1‘1;151) = P(Xl < 131)

0
Ix, (x13t1) = 8731FX1 (13t1)

Statistica di ordine n Considerando n istanti di tempo ¢;, si introduce una probabilita
congiunta tra le n variabili casuali X;:

FX (X;t) = FXl,A..,Xn (zl,...,xn;tl,...,tn) :P(X1 < ZZ?1,...,Xn < In)

8”

(9561 e 8In FX (X; t)

fx (x5t) = fxy,..x, (T1,. . Tnste, .o ty) =
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q¢

Segnale numerico

Segnale sample & hold

Sinusoide

X)) .

_ t
/_/.v/\ 5t s ko) THm Yo 1
et T 05 \\/ i %
+o0 too
X ()= Y anr(t—il) Xg(t)= > X(nT)h(t—nT) X (t) = Acos (27 ft + )

Tabella 9.1: Esempi di segnali quasi determinati.
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M=3 pefu2ationd
DEL precesso X(T )

Un processo casuale ¢ completamente caratterizzato/descritto se si conoscono le statistiche
di qualsiasi ordine (n — c0).

9.1.2 Media e autocorrelazione

Media d’insieme

mx ()2 E(X(0) = [ afx (wit)do
Funzione di autocorrelazione
Rx (t1,t2) £ E(X (t1) X* (t2)) = //xlefXI,XQ (z1,m2;t1,t2) dridas
Autocovarianza
Kx (t1,t2) £ E{[X (t1) — mx (£2)] [X (t2) — mx (t2)]"} = Rx (t1,t2) — mx (t2) mX (t2)

Coefficiente di correlazione

2 Kx (t1,t2)
VEx (t1,t1) Kx (ta,t2)

px (t1,t2)
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Capitolo 10

Stazionarieta

10.1 Stazionarieta

Un processo ¢ stazionario se la traslazione di una sua realizzazione, per un qualsiasi intervallo
di tempo, produce un’altra sua possibile realizzazione, e se tutte queste realizzazioni hanno la
stessa probabilita:

x (t — to) epP

Pl)=Palt-t)

sex(t)epé{

Esempi
e processi stazionari: sinusoide con fase variabile casuale, rumore termico
e processi non stazionari: segnale numerico, segnale sample & hold, sinusoide con ampiezza
variabile casuale, segnale determinato

10.1.1 Stazionarieta in senso stretto

Siccome per la densita di probabilita congiunta fx vale:
fX (xl,...,xn;tl,.. .7tn) = fX (xl,...,xn;tl -I-to,...,tn +t0) Vto

si puo far coincidere il primo istante di tempo con lorigine (g = —t1) eliminando una variabile
temporale = le statistiche di ordine n dipendono da n—1 variabili, che rappresentano la differenza
di tempo rispetto al primo campione, che si puo sempre assumere nell’origine. Ad esempio, per
un processo stazionario in senso stretto di ordine n vale:

fxi (w15t1) = fx, (13t — t1) = fx, (21;0)
fx (x1,z25t1,t2) = fx (@1,22;0,t2 — t1) = fx (21,22;0,7)

fX ($17...,1‘n;t1,-.-,tn) - fX (-T17"')xn;Tla"'?T’!L—l)

10.1.2 Stazionarieta in senso lato (Wide Sense Stationary [WSS])

e Se il processo ¢ stazionario in senso stretto di ordine 1, la media mx (t) ¢ una costante e
non dipende dal tempo:
mx (t) =mx
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Dimostrazione

mX(t):/;va (a:;t)dx:/xfx (z;0)dx = mx

e Se il processo € stazionario in senso stretto di ordine 2, la funzione di autocorrelazione
Rx (t1,t2) dipende solo dalla differenza 7 = to — t;:

Rx (t1,t2) = Rx (1) = E[X () X* (t + 7)]

Dimostrazione

Rx (t1,t2) = /$2$§fx (w1, T25t1,t2) doydry = /xll’zfx (x1,22;0,7) dz1dre = Rx (7)

Un processo & stazionario in senso lato se la media mx (t) & una costante, e la funzione
di autocorrelazione Ry (t1,t2) dipende solo da 7:

mx (t) =mx
Rx (t1,t2) = Rx (1)

La stazionarieta in senso lato non implica la stazionarieta in senso stretto.

10.2 Ciclostazionarieta

Un processo ¢ ciclostazionario se la traslazione di una sua realizzazione, per multipli di una
costante finita T detta periodo di stazionarieta, produce un’altra sua possibile realizzazione,
e se tutte queste realizzazioni hanno la stessa probabilita:

x(t—iT)eP

Pa()=P@—ir)

EIT:sex(t)EPé{
Esempi

e processi ciclostazionari: segnale numerico, segnale sample & hold, sinusoide con ampiezza
variabile casuale, segnale determinato periodico, processi stazionari

e processi non ciclostazionari: segnale determinato non periodico

10.2.1 Ciclostazionarieta in senso stretto

Un processo ¢ ciclostazionario in senso stretto se la densita di probabilita congiunta fx e
periodica di periodo T":

fx(xl,...,xn;tl,...,tn) :fx(xl,...,xn;tl—iT,...,tn—iT) Vi e Z

10.2.2 Ciclostazionarieta in senso lato

Un processo ¢ ciclostazionario in senso lato se la media my (t) & periodica, e la funzione di
autocorrelazione Ry (t1,t2) € periodica rispetto a ¢ e ta:

mx (t) =mx (t —iT) | VieZ
RX (tl,tg) = RX (tl — T, t2 — ZT)
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10.3 Stazionarizzazione

La stazionarieta implica la ciclostazionarieta, ma non viceversa = ’operazione di stazionarizza-
zione serve per trasformare un processo ciclostazionario in un processo stazionario: si aggiungono
tutte le replice mancanti all’interno del periodo di ciclostazionarieta T', tramite la nuova variabi-
le casuale 6 che corrisponde al ritardo casuale uniforme. Questa operazione modifica il processo
stesso e puo essere fatta solo se ha senso nel sistema considerato: tipicamente si puo fare se il
sistema che lo processa & stazionario (tempo invariante).
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Capitolo 11

Trasformazioni e spettro di
potenza

11.1 Trasformazioni lineari di processi casuali

Un sistema® deterministico che elabora un processo casuale X (¢) fornisce alla sua uscita un

processo casuale Y (¢).
Se il sistema e lineare, la media:

my (t) = E (Y (1))
e la funzione di autocorrelazione:
Ry (t1,t2) £ E(Y (t1) Y™ (t2))

dell’uscita sono esprimibili rispettivamente in funzione della media e dell’autocorrelazione
dell’ingresso X (t).2

11.1.1 Esempi

Integrale
t
¢ my (t) = a)da
Y (t)= X (r)dr =

Ty Ry (tl,tg) :/ / RX a b dadb

Derivata J
d my (t) = mx (1)
Ry (t1,t2) = 8t18t2RX (t1,t2)

E spesso molto difficile determinare la distribuzione di probabilita del processo in uscita. Se
il processo X (t) in ingresso ¢ gaussiano, allora il processo Y (t) in uscita da un qualsiasi sistema
lineare ¢ ancora gaussiano.

1Si veda il capitolo 4.
2Sotto certe condizioni sul processo di ingresso e sulle sue statistiche del secondo ordine.
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11.1.2 Trasformazioni lineari tempo-invarianti

Se il sistema ¢ LTI3, di funzione di trasferimento H (f), e il processo di ingresso X (t) & stazionario
in senso lato, valgono le seguenti espressioni:

+oo
. my:mXH(O):mX/ h(r)dr

e Ry (1) =Rx (1) * Rp (1)
o Rxy (1) =Rx (1) xh(7)

Si ricorda che la funzione di autocorrelazione* R ¢ definita diversamente per i segnali
determinati:

+oo
Rh(r)é/ h(t+7)h*(t)dt
11.1.3 Trasformazioni lineari tempo-varianti
Modulazione di ampiezza

Il segnale analogico & rappresentato dal processo in ingresso M (t) (messaggio). Nella mo-
dulazione di ampiezza, il messaggio modula Pampiezza della sinusoide portante (segnale

determinato):
Y (t) = [ap + a1 M (t)] cos (27 fot + 6)

Sotto le ipotesi:
e il processo M (t) ¢ stazionario in senso lato;
e il valor medio E [M (t)] & nullo;

si ottiene:

my (t) = a1 E [M (t)] cos (27 fot + @) + ag cos (27 fot + )
Ry (t1,t2) = [ag + a R (t1 — t2)] cos (27 fot1 + @) cos (2 fota + )

Per stazionarizzare il processo in uscita Y (¢), la fase ¢ diventa una variabile casuale uniforme
in [—m,7:
my (t) =0

1
Ry (t1,t2) = 3 [a% +a?Ry (T)} cos (27 fo1)

Modulazione di fase
Nella modulazione di fase, il messaggio modula la fase della sinusoide portante:
jas M(t) j(a1t+6
Y (t) = agellarttaM+o] oy ] (t) = aoE [age‘m (D ¢ileatt)
Ry (t1,t2) = age? (17200 (az), €=M (t) — M (t2)
dove Cg¢ (a) ¢ la funzione caratteristica:
Cela) 2B () = [ & fe(a)da
— 00
Nel caso di un processo gaussiano, stazionarizzando con 6 variabile casuale uniforme in [—, 7]:

{my/ (t) =0

RY’ (T) = agejalTeiag[RM(o)iRM(T)]

3Si veda la sezione 4.2.
48i veda la sezione 8.2.2.
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Dimostrazione La funzione caratteristica del processo gaussiano & vale:

+oo ‘ 1 1 |:t7.m£ ] 2
Fife(t) 2 / fe (t) eIt — F A
—o0 27TU§
1 2 . Foo . 1 2 .
— ¢~ 2@2nfoe)” g—j2mfme C’g (a2) — / ejazncf5 (1‘) dp — ¢~ 3(a20¢)? —jaame

Siccome £ & stazionario in senso lato:
me=FE(&)=0

Inoltre:
o = B[¢%] = B [(M (1) — M (12))*] =

= E[(M (t1)) (M (t1))] + E[(M (t2)) (M (t2))] — E[M (t1) M (t2)] =
=Ry (0) + Ry (O) — 2R (tl — tg)

F{fe(t)} = e 03[R (0) =R (7)]

Se la sinusoide portante & reale:
Y (t) = ag cos (a1t + aaM (t) + 0)
la funzione di autocorrelazione (sempre nel caso gaussiano) vale:

1
Ry (1) = ia?) cos (a17) e_ag[RM(O)—RM(T)]

11.2 Densita spettrale di potenza

La densita spettrale di potenza, o spettro di potenza, Sx (f) di un processo X (t)
stazionario in senso lato ¢ la trasformata di Fourier della funzione di autocorrelazione Rx (7):

Sx (f) £ F{Rx (1)} = /RX (r) =927 dr

11.2.1 Proprieta
e Sx (f) & reale e pari;
e Sx (f) & sempre positiva;

e lo spettro di potenza Sy (7) di un processo Y (¢) stazionario in senso lato in uscita da un
sistema LTT eé:

Ry (1) = Rx (1) * Ry, (r) = Sy (f) = |H (f)"Sx (f)

e lintegrale di Sx (f) coincide con la potenza media P [X (t)] del processo:
PIX (0] = [ Sx (f)df = Rx (0) = B [X* 1)

dove E [X?(t)] ¢ il valore quadratico medio del processo.
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11.2.2 Interpretazione fisica

Se il sistema LTT ¢ un filtro H (f) passabanda centrato alla frequenza fy con banda infinitesimale
A:

b )
A
H

Xy — > Y(t)

la densita spettrale Sx (fo), centrata in fy, del processo in ingresso X (f) & proporzionale
alla potenza media del processo in uscita Y (f):

E[Y? ()] = / Sy (f)df ~ 2A8x (fo)

11.2.3 Rumore gaussiano bianco

ox(d)

3

Il rumore gaussiano bianco (White Gaussian Noise [WGN]) ¢ un modello teorico per il
processo termico generato ai capi di una resistenza a temperatura 1"
e il processo X (t) ¢ stazionario e gaussiano;
e il valor medio ¢ nullo;
e la densita spettrale di potenza e costante con la frequenza:
Sx (f) = %7 No = kpT

e la funzione di autocorrelazione Ry (7):

Ry (r) = 7 {8x ()} = 208 (r)

— e nulla per 7 = t3 — t; # 0 = qualsiasi coppia di campioni non prelevati allo stesso
istante ¢ scorrelata, e quindi statisticamente indipendente;

— diverge se la coppia di campioni & prelevata nello stesso istante di tempo (7 = to —t1 =
0) = il processo ha potenza media infinita.

Quando un rumore gaussiano bianco X (¢) entra in un sistema LTI H (f), il processo di uscita
Y (t) & gaussiano colorato (CGN) con spettro di potenza non pil costante:

_ N

L IH ()

Sy (f) = [H (f)[*Sx (f)
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Capitolo 12

Medie temporali ed ergodicita

Se il processo e ergodico, ¢ sufficiente una sua qualunque realizzazione per estrarne le statistiche.
Il sistema che genera il processo puo evolvere attraverso tutti i suoi possibili stati partendo da
una qualsiasi condizione iniziale.

12.1 Media

12.1.1 Media d’insieme di un processo casuale
Dato un processo casuale X (t) ed una qualsiasi funzione g, la media d’insieme!:

—+o0

Blg(x®)= [ g0)fx @®)do
— 00

su un insieme “discreto” di realizzazioni si puo interpretare come la media pesata delle realiz-

zazioni del processo X (t), e a differenza della media temporale restituisce un valore dipendente

dal tempo:

Elg(X )] =) gle(t;s)] P e (ts:)]

12.1.2 Media temporale
Media temporale di un segnale determinato

Dato un segnale determinato x (¢) ed una qualsiasi funzione g, 'operatore di media temporale

¢ definito:?
1 [t

Gl 2 tim 7 [ Cgle@)ar

T—4o0 T

Valor medio

Potenza media

1Si veda il capitolo 9.
2Da non confondere con loperatore di prodotto scalare.
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Media temporale di piu segnali determinati

La media temporale di una funzione g di n segnali z1,xo,...,z,, valutati a istanti di tempo
anche differenti, ¢ una funzione di n — 1 variabili 71,79, ...,7,—1 (la variabile ¢ viene integrata):

1

-
<9[$1(t)7$2(t+71)=~-~,$n(t+Tn1)}>:TEI£OOT/€ glan (1) @o (471 e (E 4 7))

Media temporale di una realizzazione

Siccome una specifica realizzazione g [z (¢;50)] di un processo casuale X (¢) & un segnale
determinato, anche ad esso ¢ possibile applicare 'operatore di media temporale:

+%
(gl (o)) = im / Cgle(so))di

Il processo ¢ stazionario per la sua media temporale se questa non dipende dalla
realizzazione.

Esempio: Potenza La media temporale ¢ la potenza istantanea di una certa realizzazione:

(9le O) = (o ts0)®) = tm g [ ot de

T—+oo T
2

La media d’insieme ¢ legata alla potenza media del processo: non chiaro
2
Blg(X Oy, = E (1X ()

12.1.3 Ergodicita per la media

Un processo X (t) & ergodico per la media se la sua media d’insieme coincide con la media
temporale di una sua qualsiasi realizzazione:

Elg (X (1) = (glz (t;s:)]) Vi
Nel caso di g funzione identita, se 'autocovarianza Kx (7) ¢ modulo integrabile il processo
X (t) e ergodico per la media.
Ergodicita per la media e stazionarieta

e Il processo ¢ stazionario per la sua media temporale se questa non dipende dalla
realizzazione.

e Il processo & stazionario in senso stretto di ordine 12 se la sua media d’insieme & costante
nel tempo.

L’ergodicita per la media implica la stazionarieta per la media, ma la stazionarieta per la
media non implica l'ergodicita per la media.

38i veda la sezione 10.1.2.
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Esempi

e se il processo P contiene tutte le traslazioni di un segnale x (t), e tutte le traslazioni hanno
la stessa probabilita, allora il processo & ergodico:

P=A{x(t+t1) Yt}

e se il processo P contiene tutte le traslazioni di due segnali diversi x (¢) e y (t), e tutte le
traslazioni hanno la stessa probabilita, allora il processo non € ergodico perché una qualsiasi
realizzazione puo essere la traslazione o di z (¢) o di y (¢):

P={x(t+t1),yt+1t2) Vi1, t2}

e segnale vocale:* non & ergodico perché una persona non puo fisicamente generare tutti i
segnali generabili da un qualunque essere umano;

e rumore termico®

scelta.

a una temperatura data: e ergodico perché non dipende dalla resistenza

12.2 Autocorrelazione

Si ricorda che esistono due diverse definizioni per ’autocorrelazione a seconda se si parli di segnali
determinati o di processi casuali:

e autocorrelazione per segnali determinati a potenza finita:%

T—+o0 T

b, (r) = F 1 {Go (f)} = lim %/5at(t+7)x*(t)dt:(x(t—l—T)x*(t)}

2
e autocorrelazione per processi casuali:”

Rx (1) & E(X (t) X" (t +7))

12.2.1 Ergodicita per ’autocorrelazione

Un processo X (t) ¢ ergodico per l’autocorrelazione se la sua autocorrelazione Rx (7)
coincide con l'autocorrelazione @, (7) di una sua qualsiasi realizzazione:

Rx (1) =@, (1) Vi

dove @, (7) & Pautocorrelazione della realizzazione X (¢; s;):

T
. 1 [z
® ()=l g [ X () X () de
2
Se il processo X (t) & ergodico per 'autocorrelazione, allora lo spettro di potenza Sx (f) pud
essere valutato a partire da una sua qualsiasi realizzazione:

Sx (f) £ F{Rx (1)} = Go (f) = F{®x (1)}

4Un segnale vocale ¢ I'insieme dei segnali generabili dall’apparato fonatorio di un umano.

511 rumore termico & l'insieme dei segnali generabili da una qualsiasi resistenza posta a temperatura 7.
6Si veda la sezione 8.2.3.

7Si veda la sezione 9.1.2.
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Ergodicita per I’autocorrelazione e stazionarieta

e Il processo ¢ stazionario per la sua autocorrelazione @, (7) se questa non dipende dalla

realizzazione.
e Il processo ¢ stazionario in senso stretto di ordine 2% se la sua autocorrelazione Rx (7)

dipende solo da 7.

L’ergodicita per l'autocorrelazione implica la stazionarieta per l'autocorrelazione, ma la
stazionarieta per I’autocorrelazione non implica ’ergodicita per I’autocorrelazione.

8Si veda la sezione 10.1.2.
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Parte 11

Elaborazione numerica dei segnali

68



Capitolo 13

Segnali a tempo discreto

L’elaborazione numerica dei segnali (ENS) & I'applicazione di un algoritmo ad una serie di
numeri che rappresenta un segnale.

Un segnale z (nT,) ¢ a tempo discreto se & definito rispetto a una variabile indipendente n
che assume solo valori interi (n € Z). Per semplicita si parla di  (nT.) come la sequenza x (n).
Il segnale & detto numerico o digitale se assume solo ampiezze discrete.

13.1 Classificazione

13.1.1 Durata di una sequenza
Una sequenza puo avere:

e durata finita: la sequenza ¢ identicamente nulla all’esterno di un intervallo finito di tempo
[n17n2];
e durata infinita: il supporto temporale puo essere bilatero ((—oo,+00)) o monolatero

([n1,+00) 0 (=00, n2)).

13.1.2 Causalita
Una sequenza €:
e casuale se ¢ identicamente nulla per valori di n minori di 0;

e anticasuale se ¢ identicamente nulla per valori di n maggiori o uguali di 0.

13.1.3 Parita

Una sequenza z (n) reale ¢ detta:
e parise z(n) =z (—n);
e dispari se z (n) = —z (—n).
Una sequenza x (n) complessa ¢ detta:
e coniugata simmetrica se z (n) = z* (—n);

e coniugata antisimmetrica se = (n) = —z* (—n).
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Una qualunque sequenza complessa x (n) pud essere scritta come somma di una sequenza
coniugata simmetrica z, (n) e di una sequenza coniugata antisimmetrica x4 (n):

a (n) = @ (n) + x4 (n)

dove: 1 1
zp (n) = %33 (n) + %x* (=n) =z, (-n)
7a(n) = 32 (n) = 33° (—n) = —3 (~n)
Dimostrazione
v (n) = 2o (n) + 5o (n) = g2 (n) + 2o (~n) + 2o (n) — 5o (~n)
zp(n) za(n)

13.1.4 Periodicita

Una sequenza z (n) ¢ periodica se ¢ possibile trovare un intervallo di tempo N per cui vale la

relazione:
z(n)=xz(ntN) NeN

Il periodo ¢ il piu piccolo valore intero positivo di IV per cui la sequenza ¢ periodica.

13.1.5 Sequenze limitate in ampiezza

Una sequenza z (n) ¢ limitata se per qualunque istante di tempo discreto n assume valori
contenuti entro un intervallo finito X (costante reale finita positiva):

|z (n)] < Xo ¥n

13.1.6 Sequenze sommabili
Una sequenza x (n) ¢ assolutamente sommabile se:

“+o0

S k)l er

n=—o0
Una sequenza z (n) ¢ quadraticamente sommabile se:
+oo

Y lzm)’ er

n—=—oo

13.2 Sequenze elementari

13.2.1 Sequenza gradino unitario

u(ﬂ):{o, n<0

n>0
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0 0
() = { , n#
1, n=0
Qualsiasi segnale z (n) puo essere espresso come somma di impulsi:
+oo
z(n)= Y x(i)d(n—1i)

Relazione tra delta numerica e gradino unitario
+o00

u(n) =Z5(n—i) =dn)+dn—1)+d(n—2)+...
i=0

o(n)=u(n)—u(n-—1)

13.2.3 Sequenza rampa
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13.2.4 Sequenza sinc

n S
] N N/ N
sinc (N) . eN

Interseca ’asse orizzontale in N, 2N, ecc.
Se N =1, la sequenza sinc(n) coincide con la delta di Kronecker.

13.2.5 Sequenza triangolo

_ In]

=, n| <N
t2N+1(n):{ N ‘ |

, NeN
0, In| >N
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1] 11,

TT Peoo

x(n) =a"u(n)
Se a & complesso:

a= Al = ¢ (n) = Ameiny, (n)

13.3 Sinusoidi a tempo discreto

Proprieta 1 Sinusoidi che differiscono per un numero intero di angoli giro sono indistinguibili

nel dominio del tempo discreto:

Acos (27 fon + 2wkn 4+ 0) = Acos 2nfon+0) keZ

Proprieta 2 La frequenza delle oscillazioni di una sinusoide a tempo discreto:

e 0< fo < %: aumenta all’aumentare di fo;

. % < fo < 1: diminuisce all’aumentare di fj.
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Proprieta 3 Una sinusoide & periodica se il prodotto N fy € un numero intero:
x(n+ N)=z(n)= Acos(2rfon +2nfoN +0) =cos 2nfon+0) N cZ

Una sinusoide discreta percio non necessariamente ¢ periodica di periodo f—lo Se fo non & un
numero razionale, la sinusoide non & periodica (N dev’essere intero).

13.4 Operazioni elementari

13.4.1 Somma e prodotto

Le operazioni di somma e prodotto si applicano tra coppie di campioni osservati nei medesimi
istanti di tempo.

13.4.2 Traslazione e ribaltamento

Traslazione La traslazione consiste nel campio di variabile n —n — N, dove N € N ¢ pari al
numero di campioni per cui il segnale ¢ ritardato o anticipato:

y(n) =z (n—N)

Ribaltamento Il ribaltamento consiste nel cambio di variabile n — —n e realizza l'inversione
dell’asse dei tempi:

y(n) = (-n)

L’operazione di traslazione ha la precedenza su quella di ribaltamento:

z(n)—xzm—N)—=>z(—n—N)

13.4.3 Scalamento temporale

Sottocampionamento L’operazione di sottocampionamento corrisponde a costruire la
sequenza y (n) prendendo un campione ogni D della sequenza z (n):

y(n)=Dx(n) DeN

Corrisponde all’operazione di compressione nel dominio del tempo continuo. La funzione
Matlab ¢ downsample.

Sovracampionamento L’operazione di sovracampionamento corrisponde a costruire la
sequenza y (n) inserendo I — 1 zeri tra ogni campione della sequenza x (n):

I
0 altrimenti

x(ﬁ) Vi =...,—2I,—1,0,+1,+2I,...
y(n)=

Corrisponde all’operazione di dilatazione nel dominio del tempo continuo. La funzione Matlab
€ upsample.
13.4.4 Convoluzione lineare
La convoluzione lineare tra due sequenze discrete = (n) e y (n) € definita:

+oo

rm)xym)= 3 a(k)yn k)

k=—o00
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Proprieta Il supporto della convoluzione & pari alla somma dei singoli supporti meno 1.

e commutativa:

z(n)xy(n) =yn)*x(n)

e distributiva:

z(n)*[y(n) +z(n)] =z (n)*yn)+ax(n)xz(n)
e associativa:

z(n)x*[y(n)*z(n)] =
La funzione Matlab ¢ conv.

[z (n) xy (n)] + 2 (n)

13.5 Energia e potenza media

13.5.1 Energia

—+o0

E,= ) le(@)

n=—oo

Per sequenze a energia finita, 'energia non dipende da traslazioni temporali di  (n):

—+oo +oo
E,= > Jz(mP= Y lt(n-N)? VYNeZ

n=—oo

L’energia di un segnale analogico x (t) & approssimabile alla sua sequenza x (nT,) campionata
a intervalli T, molto piccoli:

+o0 too
EI:/ @At ~T, Y x0T

- n=-—00

13.5.2 Potenza media

Per sequenze a energia infinita & possibile definire la potenza media:

1 X
o 2
= W SN T > el

n=—N

Py

e Le sequenze a energia finita hanno potenza media nulla.

e Le sequenze a potenza media finita (e non nulla) hanno energia infinita.

Esempio La sequenza gradino unitario u (n) ha energia infinita ma potenza media finita:

+oo +oo
B, = ; lu(n)|” = 2_%1 — 400

+N +N
_ 1 2. 1 . N+1 1
Po= Jlim 2N+1n;N|“(”)| = im o2 t=)

= 1m =
N—+o0o 2N +1 2
n=0
La potenza media di un segnale periodico e pari alla potenza media calcolata in un suo
periodo. La potenza media P, di un segnale periodico dipende dall’energia del segnale all’interno
di un singolo periodo:

1 N-1
2
P= X Lo
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La potenza di un segnale analogico z (¢) & approssimabile alla sua sequenza xz(nT.)
campionata a intervalli T, molto piccoli:

P, = lim 1/T |z (t)?dt = lim 1 f |z (nT.) 7/
x (2N+1)%n:_N c c

T—+o0 2T _T N—+oco

Inoltre, se il segnale & periodico:
17 1=
P == H)Pdt = — T.)|
v ) 0P S TR

13.6 Funzioni di correlazione

13.6.1 Esempio: segnale radar

La funzione di mutua correlazione puo essere usata per ricavare informazioni sul grado di
similarita tra due sequenze a energia finita.
L’eco r (n) di un segnale radar z (t) ¢ del tipo:

r(n)=ax(n—D)+g(n)
e « ¢ l'attenuazione del segnale;
e D ¢ il ritardo del segnale;
e g(n) & il rumore.

La funzione di mutua correlazione z (n) ha un picco in n = D = sapendo il ritardo & possibile
calcolare la distanza dell’oggetto: d = % - C.
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L.

Mutua correlazione

Autocorrelazione

“+oo “+o0
Ryy(n)= Y " (k+n)y(k) Ry(n)= Y a (k+n)z (k)
k=—o0 k=—o0
1 TN 1 TN
S t finit P, = 1l —_— *(k k) | @, = 1 —_— *(k k
equenze a potenza finita | ®,, (n) NiTm2N+1k_ZNm (k+n)y (k) (n) T ;Nx (k+n)z (k)
o =N
Sequenze periodiche @, ( =N Z (k+n)y (k) b, (n) = N " (k+n)z (k)
k=0
+oo
s se la sequenza & reale: 2
Proprieta R, (0) = z (k)" = E,
p Ruy (1) = Ry (1) (0) k;OJ (%)

Tabella 13.1: Funzioni di correlazione.
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z(n)

x(n) r(n)
1.5 1.5 40
30
1 1
20
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0
0
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0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 500 500 1000

Figura 13.1: Esempio: segnale radar.



Capitolo 14

Campionamento e quantizzazione

14.1 Campionamento!

14.2 Quantizzazione

N
f(t):_W__F_T__F_T__F_ I B i B e |

v

Figura 14.1: 2

Un quantizzatore con risoluzione n, suddivide I'intervallo di ampiezze [V, V] in un numero
finito L = 2™« intervalli di ampiezza uniforme:

_w

A=T

Al centro di ogni intervallo vi &€ un livello, che & rappresentato da una sequenza di n, bit.

L’operazione di quantizzazione permette di rappresentare un segnale in forma numeri-
ca: ogni campione della sequenza reale x [n] campionata viene approssimato al livello associato
all’intervallo a cui appartiene:

~V+ 1A sex(nT,) € (-V,-V +A4A)
—V4+3A sex(nT.) € (-V+A,-V+2A)
y=Q[z(nT)] = q: ;
vV
vV

A sex(nd,) e (V—-2AV—-A)
A sex(nT.) e (V-AV)

N[ NJCo

La caratteristica ingresso/uscita di un quantizzatore ) & una scalinata a L livelli:

1Si veda il capitolo 7.
2Questa immagine & tratta da Wikimedia Commons (Digital.signal.svg), & stata realizzata da Petr Adamek,
dall’'utente Rbj e da Walter Dvorak e si trova nel dominio pubblico.
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14.2.1 Errore di quantizzazione

K] > plh]

Ex[ n]

Si definisce errore (o rumore) di quantizzazione g [n] la differenza fra un campione reale
x [n] e la sua versione quantizzata z¢ [n]:

eq[n] = xn] —xqn]

14.2.2 Rapporto segnale rumore

La qualita del segnale quantizzato € espressa in termini del rapporto segnale rumore SNR:

P
SNRg = P—S
N

dove:
e Pg & la potenza del segnale non ancora quantizzato x [n]:

N

Po= dim S L=
S_N—>+002N+1n:7N 3

e Py ¢ la potenza del rumore di quantizzazione g [n]:

1 & A?
Py= lim ——— 2_ 2
N NS 2N+1n§_:N|€Q =15

Dimostrazione Se il segnale z[n] ha una distribuzione delle ampiezze uniforme
nell’intervallo [V, V]:

;P KJ__VIJ Q\
ey X
- : — M
» ‘ ‘ ' h\{ ’ "I:‘V_—v X[h:]
—
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nell’ipotesi di impiegare un numero sufficientemente elevato di livelli di quantizzazione, 1’er-
rore di quantizzazione g [n] puo essere modellato come un processo casuale bianco, ergo-

dico, stazionario in senso lato, statisticamente indipendente (scorrelato) dal segnale x [n], e
distribuito uniformemente nell’intervallo [ 2 A]'

—2:. 3]
1 ccc [ A A}
i _=2 =
f(e) A 272
0  altrimenti

A K[h‘—l

I L
________ +1% Y,
I E 1
—r S e, n
i I '-.4_ ’ ..]-.é = X[h-]
1 2
. -\

Siccome lerrore di quantizzazione g [n] & ergodico:

+oo 1 % A2
Py =02 = 2 d :7/ 2de = =
N = 0% /_Ooef(s)s X _%5 =1
e la potenza del segnale z [n]:
v 3|V 2
Ps = / 22de = — = v
v |y v 3

Assumendo che la dinamica del quantizzatore D sia uguale alla dinamica del segnale (D =

2V), si ricava che il rapporto segnale rumore SNR si riduce all’aumentare del numero di livelli
L:

SNRqg = L?
Dimostrazione
A=2_2V L s\r —5—12—4—‘/2 =L?
PR T

Ogni bit aggiuntivo di risoluzione incrementa di 6 dB il rapporto segnale rumore:

SNRQldB = 6ng
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Dimostrazione

SNRgl4p = 1010g;o (L?) = 10logy (22"2) = n - 2010g,0 2 = 6ng

Se invece la dinamica del quantizzatore D ¢ sganciata da quella del segnale (D < 2V),
compare un addendo logaritmico:

4v?
SNRQ'dB = GTLQ + 1010g10 (D2>

Dimostrazione
A2 D?
P = — =
N7 T 1212
Ps V21212
SNRqlqp = 1010g19 Py 10logyo <3D2) -

4v? 4v?
= 10logy (L) + 10logy <D2> = 6ng + 101logy, (D2>

82



Capitolo 15

Trasformata di Fourier a tempo
discreto

15.1 Trasformata di Fourier a tempo discreto (DTFT)
15.1.1 Definizione di DTFT

La trasformata di Fourier a tempo discreto (Discrete Time Fourier Transform [DTFT])
X (e727f) & la trasformata di Fourier della sequenza x (n):

+oo +oo
X (eﬂ”f) =F{x(n)} = Z x (k) e 72k = Z z (k) eIk
k=—o00 k=—o0

dove w ¢ la pulsazione discreta: w = 2x f.

Dimostrazione Una sequenza x(n) pud essere espressa come la somma pesata dei
campioni presi negli istanti di tempo k:

+oo

x(n) = Z x(k)d(n—k)

k=—oc0
La trasformata di Fourier di « (n) pertanto vale:

+oo 400 +o0
Jf{x(n)}—f{ Z x(k)é(nk)}— Z 2 (B)F{5(n—k)} = Z 2 (k) e 92

k=—o0 k=—o0 k=—o0

La DTFT viene indicata con X (eﬂ“f ) anziché con X (f) per distinguerla dalla trasformata
di Fourier di un segnale continuo, ma e a tutti gli effetti in funzione della variabile continua f.

La DTFT e in realta il caso particolare per T, = 1 della trasformata di Fourier di un segnale
analogico x (t) campionato® con frequenza di campionamento f. = T%

+oo 400
X (f) Zf{ > :E(ch)é(t—ch)} = N & (kT.) e 92T

k=—o00 k=—o00

1Si veda la sezione 6.2.1.
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che ¢ periodica di periodo f. = la DTFT & periodica di periodo:

1
c:—:]_
[ T,
w=2nf.=2m

15.1.2 Inversione della DTFT (IDTFT)

Siccome la DTFT X (ej‘*’) ¢ periodica, i coeflicienti x (k) possono essere intepretati come i
coefficienti p;, dello sviluppo in serie di Fourier? della DTFT:

Tempo continuo

Tempo discreto

in funzione di f

in funzione di w

“+oo “+o0 “+oo
x(t) = Z ukej%ﬂkt X (eﬂ”f) = Z x (k) e 12 fk X (e-j‘“) = Z x (k) e~Iwk
k=—oc0 k=—oc0 k=—oc
_ 2 —-i% - J2mf\ pi2m - = Jw\ piw
ka/g x(t)e TR | 2 (k) /; X (%) e df | = (k) 271_/77TX(e ) &% dw

Tabella 15.1: Trasformata di Fourier a tempo discreto inversa (IDTFT).

1
2

n=—oo

Verifica dell’inversione

+3 ) _ +1 [ +o0 _ _
/ X (eJQﬂ'f) €J27rfkdf — / [ Z Z‘(Tl) e‘]2‘ﬂ’f’n‘| eg27rfkdf _

B = sin (7 (n — k))
=2 o m(n— k)

n=—oo

= io z (n) /+é IR gp — f r(n) —
n=-0o0 7% n=—oo _j27T (TL - k)
= +ZOO xT (n) ; (ejﬂ'("—k) _ e—jﬂ'(n—k)) _
W= j2m (n—k)
Per la formula di Eulero:
o0 +oo

Z x (n)sinc (n — k) = Z x(n)d(n—k)=ux(k)

n=—oo n=—oo

1

—j2r f(n—k) ‘*2 _

e L=
-2

15.1.3 Condizioni di esistenza

Se la sequenza x (k) ¢ assolutamente sommabile, allora:

e csiste la sua DTFT:

+oo
Z lz (k)| eR=|X (/)| eR Vw

28i veda la sezione 2.2.1.
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Dimostrazione

+oo +oo +oo
| X ()] = Z x(k)e 7F| < Z |2 (k) e_j“’k‘ = Z |z (k)| e R =
k=—o00 k=—o00 k=—o0

= |X ()| eR

e la sua energia ¢ finita:

+o00 too
Y lrk)eR=E, = Y |a(k)*eR
k=—o00 k=—o0
Dimostrazione
+0o too 2
E,= > |z(k)] < < > |x(kz)|> €ER=E,cR
k=—oc0 k=—oc0

15.2 Proprieta della DTFT

15.2.1 Linearita

La DTFT & un operatore lineare:

z(n):a1~x(n)+a2~y(n)<:>Z(ej2”f) :al-X(eﬂ”f)—&-az-Y(eﬂ”f)

15.2.2 Ribaltamento

Un ribaltamento della x (n) corrisponde a calcolare la sua DTFT invertendo il segno della

frequenza f:
2(n) =z (—n) <= Z (%) = X (e792)

15.2.3 Ritardo

Una traslazione del tempo della sequenza x (n) corrisponde a moltiplicare la sua DTFT per
un esponenziale complesso:

zn)=xz(n—N) <= Z (ej%f) - X (ej%f) c—i27fN

15.2.4 Traslazione in frequenza (modulazione)

Una traslazione in frequenza della DTFT di una sequenza x (n) corrisponde a moltiplicare la
sequenza per un esponenziale complesso:

z(n) =z (n)- 2" — 7 (ej%f) =X (ej%(fff"v

15.2.5 Derivazione in frequenza

z(n)=n-z(n) <= —271j-7 (ej%rf) _ %X (€j27rf)
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15.2.6 Convoluzione lineare
La convoluzione tra due sequenze x (n) e y (n) corrisponde al prodotto tra le singole DTFT:

+oo
z(n)=z(n)*xy(n) = Z z(k)yn—k)<=Z (ej%f) =X (eﬂ”-f) Y (ej%f)

k=—o00

15.2.7 Prodotto

Il prodotto tra due sequenze z (n) e y (n) corrisponde alla convoluzione tra le singole DTFT,
con estremi di integrazione —% e +% grazie al fatto che la DTFT & periodica:

+3 ) ,
z(n)=x(n) -y(n) <=2 (emﬂf) - X (ej2-rrf) +Y (ej27rf) :/ X (61271'71) y (ejzw(f_n)) dn

1
2

15.2.8 Relazioni di parita
Se la sequenza x (n) & reale vale la simmetria hermitiana per le sue DTFT attorno alle frequenze
f=0ef= %:
X (ejZTrf) - X* (e—j27rf)
X (ejQTr( —%)) - X* (e—j27r<f+%)) =
Xp (€727) 4 j X1 (e727F) = X (e727F) — jX  (e=72F)
7 X (eﬂﬂ(f—%)) e (eﬂw(f—é)) — Xg (e—j2w(f+%)) e (e—j2w(f+%))
e quindi entrambe le DTFT hanno le seguenti relazioni di parita:
e la parte reale ¢ pari:
Xr (ej27rf) =Xpg (e—j%f)
Xgr (ejQW(f—%)) = Xp (e—j27r(f+%))

e la parte immaginaria ¢ dispari:

X; (&) = —X; (e79%)
{XI (7700)) = —x; (e2r(040))

e il modulo é pari:

X (@3 = X3 () + X3 (57
‘X (ej27r( *%)) ’2 = X3 (ej27r(ff%)) +x? (ejzﬂ(ff%))

e la fase e dispari:

XI 6j27rf)
X (e727

f
X7 86j2w(f—§))

Xr <6j27r(f7%)>

arg X7 (eﬂ”f) = arctg

arg X7 (e-j27r(f_%)) = arctg

15.2.9 Valore iniziale e somma dei campioni

Valore iniziale )

+3 .
z(n)],_o=2(0) = / X (ej%f) df

_1
2
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Somma dei campioni
X (o= D = (k)
k=—o00

Ne consegue che sequenze a valor medio nullo hanno DTFT nulla in f = 0.

15.2.10 Relazione di Parseval

La relazione di Parseval nel dominio del tempo discreto ha estremi di integrazione finiti:

1

+oo ) +1 ‘ 5
Bo= Y ke = [ X @)y

1
k=—o0 2

Relazione di Parseval generalizzata

400 +1 . -
Z I(k) y* (k) :/ 1 X(ej27rf) Y* (6327rf) df
k=—o0 -1

15.2.11 Spettro di energia

Lo spettro di energia S, (f) da informazioni sulla distribuzione dell’energia della sequenza
2 (n) nel dominio della frequenza:

- 2
Sa (f) = |X ()]
Proprieta Lo spettro di energia S, (f):
e non puo essere negativo;
e se x(n) e reale, ¢ reale e pari;

e ¢ periodico di periodo 1.

15.3 DTFT notevoli

Sequenza x (n) DTFT X (eﬂ”f)
Sequenza delta 0 (n) 1
“+ o0
> 6(f-n)
Sequenza costante 1 n=—o00 L1
5 -
(f) fe { 5 2}
14 e7277
Sequenza segno sgn (n) Fpp——
. I
Sequenza gradino u(n) 55 (f) + 1 o2t
Sequenza esponenziale eI2mfon o(f— fo)
1
Sequenza cosinusoidale cos (27 fon) 5 O(f = fo) +o(f+ fo)]
1
Sequenza sinusoidale sin (27 fon) % [0(f—fo)=0d(f+ fo)]
. . T
Sequenza sinc sinc (N) NP1 (f)
i 2K +1
Sequenza porta Porc+1 (n) o [ﬂ-f( + 1)
sin (7 f)
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15.4 Banda di un segnale a tempo discreto

15.4.1 Banda assoluta

La banda assoluta della sequenza x (n) ¢ la frequenza B, < %, quindi all’interno del singolo

periodo della DTFT, per cui la DTFT |X (ej 2rf ) | ¢ identicamente nulla al di fuori dell’intervallo
[-B., B.]. B Pequivalente della banda unilatera nel dominio del tempo discreto, perd si considera
solamente un periodo della funzione nel dominio della frequenza (la DTFT ha sempre supporto
infinito).

15.4.2 Banda equivalente

g

La larghezza di banda B.q € pari alla semilarghezza del rettangolo:

e la cui altezza & pari al massimo | X;|? dello spettro di energia S, (f);

e la cui area & uguale all’energia complessiva E (S,) della DTFT, cio¢ all’area sottesa da
Sy (f) all’interno del singolo periodo della DTFT:

2 = +% 2j7 |2
2Bog| Xut|? = &(f)dfz/ X (270 Pdf

1 1
2 2

che per la relazione di Parseval ¢ anche uguale all’energia della sequenza x (n), data dalla
somma di tutti i suoi campioni:

+o00
2Bog| Xu|* = Ea= Y w(k)

k=—o0

15.4.3 Banda B,y

La banda B, @ la frequenza per cui Uintervallo [— By, Byy] corrisponde all’z% dell’energia
complessiva della sequenza y (n), ovvero all’z% dell’area sottesa dallo spettro di energia Sy (f)
all’interno del singolo periodo della DTFT:

4By +3 too
[ Usnd=g5 [ Tsnd=gs Y P
k=—o00

1
—Ba% -3
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15.4.4 Banda a 3 dB

La banda a 3 dB Bj; 4p ¢ la frequenza a cui ’ampiezza dello spettro di energia S, (f) si riduce
di 3 dB rispetto al suo massimo:

X2
Sz (B3 aB) = | ;m
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Capitolo 16

DFT e FFT

16.1 Trasformata di Fourier discreta (DFT)

16.1.1 Definizione di DFT

Data una sequenza x (n) costituita da un numero N finito di campioni, la sua trasformata di
Fourier discreta (Discrete Fourier Transform [DFT]) X (k), all’interno del suo periodo N, &

definita:
N-1

X (k) = Zm(n)e‘j2”"%7 k=0,1,2,....,N—1

n=0

e puo essere interpretata come la discretizzazione in frequenza della DTFT X (ej%f ), di cui
vengono prese N frequenze fj equispaziate:
k
fk - N?
Dal punto di vista algoritmico, la DFT e di complessita inferiore rispetto alla DTFT, e inoltre
¢ definita in modo discreto = & rappresentabile su un calcolatore.

k=0,1,2,....,N —1

16.1.2 Inversione della DFT (IDFT)

L’antitrasformata della DFT, all’interno del suo periodo NN, & definita:

N-1
1 .
m(n):ﬁg X (k) e>™~, n=0,1,2,...,N—1
k=0

16.1.3 Estensioni periodiche
La DFT e la IDFT! sono periodiche di periodo N:

X(k)=X(k+N) k=0,...,N—1
zn)=z(n+N) n=0,...,.N—1

1Si noti che la sequenza di partenza x (n) non era periodica, ma aveva durata finita.
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Si definiscono le estensioni periodiche X (k) e T (n), rispettivamente di X (k) e z (n):

—j27‘rn% Vk

X (k) S S

16.1.4 Tecnica di aggiunta degli zeri

E possibile teoricamente ricavare per interpolazione la DTFT partendo dagli N campioni della

DFT:
Sln (nNf — km) —jr(N=1)(f—%)

N-1
X ( szf = 1 ZX —— €
= 8111(7rf—7rN)

Dimostrazione
+o00

X (eﬂ”f) = Z z (n)e 92 =

n=—oo

Siccome x (n) ha per ipotesi durata finita N:

—1 N—-1 1 N—-1 N—-1 .
x(n) efj27rfn — Z ( X (k) X (/{) ej27rnN) 67j27rfn —

1 N—-1 N—-1
— X(k) (Z e—j27rfnej27rn1’f,)

n=0
1— 7.]271'N( 1’{’,)

N-1 N—-1
Z eszﬂ'fne.jQﬂ"l’L% _ Z e*j27rn(ff%) _ _
1— 72/~ %)

n=0 n=0
—inN(f-%) (eﬁrN(f—%) . e—jﬂN(f—%))

o ein(i—%) (ej,r(f,%) _ e,j,r(f,%))

%)Sin (rNf — k)
k

— e dm(N=1)(f~
sin (7rf — Fﬁ)

In pratica la DTEFT viene approssimata a una DFT definita su un nuovo periodo Ny > N,
applicata a una sequenza x, (n) che non ¢ altro che la sequenza di partenza x (n) a cui sono stati

accodati Ny — N campioni nulli:
=0,.. -1
oy 70 n=0,
0 n=N,...,Ny—1

Aggiungere degli zeri in fondo alla sequenza x (n) permette di aumentare artificialmente il
periodo della sua DFT senza alterare la DTFT a cui si cerca di approssimare:

N— N;—1 .
. ok
e]27rfk E 6 —j2mfen _ E Z, (n)e JEmNT ™ k‘:O,...,Nl -1
n=0

e siccome il numero di campioni presi dalla DTFT ¢ maggiore, la risoluzione della DTFT risulta

molto piu alta.
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Esempio - Sequenza porta

1 0<n<N-1
x(n) = 0 NN

Considerando solamente I'intervallo [0, N — 1] si ottiene come DFT | X (k)| una funzione sinc
campionata a una frequenza molto bassa:

N-1 N-1 —j2rk
_ —j2mnL — —j2mnL — 1—e™ — 0 k 7é 0
X (k) ;x(n)e N nz:%e N P N k=0

1% (k) |

Figura 16.1: Ny = N

Basta pero aggiungere degli zeri a destra della porta per migliorare la risoluzione della DTFT:

1%, (k) |

Figura 16.2: Ny = 2N
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1%, (k) |

RERAIRRIARIN

Figura 16.3: Ny = 4N

1X(e3 )
—
[ —

Figura 16.4: Ny = 100N

16.1.5 Aliasing nel tempo

Partendo dalla sequenza z (n) di durata non finita:
z(n)=a"u(n) 0<a<l

la sua DTFT campionata nel primo periodo N:

X(k):X(eﬂ”%):; k=0,...,N—1

1—a 92w
non coincide esattamente con la DFT calcolata sulla sequenza troncata:

1—aV
1—a 727N
perché vi ¢ un effetto di aliasing nel tempo dovuto al fatto che la sequenza x (n) di partenza
non ha durata finita.
Al crescere dell’ampiezza del periodo N, la DFT della sequenza troncata tende sempre di piu
alla DTFT campionata nel primo periodo.
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16.2 Proprieta della DFT

16.2.1 Accorgimenti

Le proprieta della DFT sono analoghe a quelle della DTFT, ma ci vogliono alcuni accorgimenti:

e la DFT X (k) ¢ periodica di periodo N = le operazioni sulla DFT X (k) devono condurre
a una sequenza periodica di periodo N;

e 1la IDFT z (n) & periodica di periodo N = le operazioni sulla IDFT z (n) devono condurre
a una sequenza periodica di periodo N.

Operatore di modulo
L’operatore di modulo restituisce sempre un numero compreso in [0, N — 1]:
|k|y =k mod N
Se k € un numero negativo, si somma N a k tante volte fino a ottenere un numero compreso

in [0, N —1]:
|—13[16 =3

Operatore di ritardo circolare

x(n)

)
o o'
|
1

L’operatore di ritardo circolare restituisce una sequenza ritardata che & ancora compresa in
[0, N —1]:
x (Jn — Nol,)

in quanto i campioni che vanno al di la del primo periodo ricompaiono all’inizio del primo periodo
stesso.

Modo operativo
e si genera la sequenza periodicizzata T (n);
e si applica il ritardo di Ny campioni a T (n): T (n — No);

e la sequenza ritardata x (n — Np) @ pari alla sequenza periodicizzata T (n — Np) troncata nel
primo periodo N (n € [0, N — 1]).
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Convoluzione circolare
La convoluzione circolare tra due sequenze z (n) e y (n) & definita:

N-1

z(n)@y(n)=p xk)y(n—Ekly)
k=0

dove N & la piu grande tra le durate delle singole sequenze.
Proprieta commutativa

z(n) @y (n) =y(n)®x(n)

La convoluzione circolare si pud rappresentare con un prodotto matrice per vettore. Ad
esempio, se la durata N e pari a 4:

y(0) vy
oy = |1
y(3) vy

16.2.2 Linearita
z(n) =a1z (n) + asy (n) = Z (k) = a1 X (k) + a2Y (k)

16.2.3 Ritardo
z(n) =z (ln— Noly) = Z (k) = X (k) e—i2m 4 No

16.2.4 Modulazione
2(n) = P2 ¥ (n) = Z (k) = X (|k — koly)

16.2.5 Convoluzione circolare
2n)=z(n)@yn) = Z k) =X (k)Y (k)

Accorgimenti

e la convoluzione circolare di due sequenze di durata N campioni ha una uguale durata di
N campioni (a differenza della convoluzione lineare della DTFT, la cui sequenza risultante
ha durata 2N — 1 campioni);

e la convoluzione circolare z (k) di due IDFT Z (k) e 3 (k), entrambe di periodo N, & periodica
di periodo N:

N-1 N-1
Zn+N)=> T(k)gn+N-k)=> z(k)7(n—k) =7(n)
k=0 k=0

16.2.6 Proprieta di simmetria
Se la sequenza x (n) & reale:
o X (k) = Xn (k) +jX; ()

— se z (n) & una sequenza pari: Xy (k) = 0;

— se x (n) & una sequenza dispari: Xg (k) = 0;
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e per la DFT vale la simmetria hermitiana intorno a 0:

X (k) = X* (|l )

e per la DFT vale la simmetria hermitiana intorno a %;

e il campione in k = 0 della DF'T & sempre reale:

16.3 Trasformata di Fourier veloce (FFT)

La DFT ha complessita quadratica (N?).
La Fast Fourier Transform (FFT) ¢ un algoritmo di complessita linearitmica (N log N)
che implementa la DFT e la IDFT in maniera piu efficiente.

16.3.1 DFT
La DFT puo essere rappresentata in termini di matrici:
X (0) b v L z(0)
X (1) 1 HY HZ Hy~ z (1)
X=Hx; | X2 |=|1 H} Hy o BN L 2(2)
X(N-1] |1 og¥ e L gD | e (v -

dO\/eZ
o1 . &
H'N e—]2ﬂ'7N : Fl’]’l’\b{k e—]?ﬂan

Algoritmo della decimazione nel tempo

”2

L’algoritmo della decimazione nel tempo ¢ un algoritmo di tipo “divide et impera”* che

riduce la complessita dell’algoritmo di DFT.
Ipotesi N ¢ una potenza di 2

Divide La sequenza si suddivide in due sottosequenze costituite da meta campioni:

e la sottosequenza xg (n) & formata dai campioni pari:

N
xo (n) =z (2n) n:O,...,E—l
e la sottosequenza x; (n) & formata dai campioni dispari:
N
z1(n) =z (2n+1) n:0,...,§—1

2Si veda il capitolo Il paradigma “divide et impera” negli appunti di Algoritmi e programmazione.
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Ricombinazione Ogni DFT X (k), elemento del vettore x, si ottiene dalla somma delle DFT
delle singole sottosequenze g (n) e z1 (n):

N_ 1 N_q
2 2
X (k) = Xo (Ik\g) +HN X (Iklg) = > wo () HY + HE Y- @1 (n) HE
n=0 n=0
Dimostrazione
N-1 5-1 N_q
X (k)= z(n) HY = o (n) HZF + Z 1 (n) HJ(\?n+1)k _
n=0 n=0 n=0
-1 N
=3 g () HEE Y S () A =
n=0 n=0
. 0 .
Siccome Hy; = H%,
F-1 N
= S o H 4 B S a1
n=0 2 n=0 2

Complessita Il numero totale di operazioni (somme e prodotti) complesse ¢ pari a:

N2
N+7<N2

Si pud quindi riapplicare ripetutamente il procedimento “divide et impera” sulle
sottosequenze. Al passo k-esimo si ha una complessita pari a:

N 2
k~N+2’“<2k> k=1,...,log, N

All’ultimo passo (k = logy N), quando si arriva a dover valutare le DFT su 1 punto, la
complessita totale € linearitmica:

logg N-N + N = logg N-N

Riduzione di complessita

La complessita puo essere ulteriormente ridotta sfruttando le proprieta di simmetria della matrice
H.

Esempio con N =4 campioni
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Dimostrazione
X (k) = Xo (|kly ) + HE X (kg ) = Xo (kly) + HEX: (kL) k=0,
Xo(0)=2z(0)+z(2)
Xo (k) =z (0) + = (2) HY N Xo(1) =2 (0)+z (2) Ho N
X1 (k) =z (1)+x(3) HY X1 (0)=x2(1)4+x(3)
X0)=X00)+X;0)=20)+z(2)+z(1)+x(3)
N X (1) = Xo (1) + HsX1 (1) = 2 (0) + Hoz (2) + Hy [z (1) + Hoz (3)]
X (2) = Xo (0) + Hf X1 (0) =z (0) + 2 (2) + Hf [ (1) + 2 (3)]
X (3)=Xo(1)+ H}X, (1) =z (0) + Hox (2) + H [z (1) + Hox (3)]
Figura 16.5: Schema circuitale a farfalla.
16.3.2 IDFT

Tutte le considerazioni sulla DFT valgono anche per la IDFT: basta applicare
complesso coniugato della DFT e poi dividere per N:

[N 1
k=0

SDFT X" ()],

N-1

x(n):%ZX(k eIy =N

*
X* —]27rnN‘| =
k=0

=z (n) =IDFT [X (k)] = n=20,1,2,...,N —
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Capitolo 17

Analisi in frequenza di segnali a
tempo continuo campionati

17.1 DTFT di un segnale analogico campionato

La trasformata di Fourier X, (f,) del segnale x4 (t), cioé il segnale analogico x (t) campionato a
frequenza f.:

+oo +oo
za(t)=x(t) Y 6(t—kT.)= > x(kT.)d(t—kT.)
k=—o00 k=—o00

si puo esprimere in due modi del tutto equivalenti:

o0
Xd(fa)}"{ Z x(t)é(tch)} =

k=—oc0

k=—o0 k=—o0

f{ i" x (KT,) -6 (t — ch)} =...= Z x (KT,) e 2™+ Tefa

k=—o00

+o00 1 +oo 1
J-"{x(t)}*}"{ > 5(t—ch)}:...:Tc > X(fa_ch>
+o0

k=—o0

La DTFT X (ej 2rf ) del segnale a tempo discreto x (k) puo essere ricondotta alla trasformata

di Fourier X4 (f,) del corrispondente segnale analogico = (kT,.), campionato con una frequenza
fe= % che rispetta il teorema del campionamento:

+oo

X (ej27r,f) — Z x (k) e—i2nf -
o = Xa(f-fe) = Z x (k) e 72 = X (e7277)
Xq(fa)= Y x(kT.)e 92Tete k=—oo
k=—c0

Per ricostruire perfettamente il segnale campionato, serve un filtro passa-basso ideale H (f),

che ¢ la porta di ampiezza T, e supporto [f %, %] , per eliminare le repliche dello spettro periodico

X4 (fa) lasciando solo quella centrata intorno all’origine (k = 0):

X () = H (D) * Xa(h) =TXa () foe |5 %]

Quindi il legame tra la DTFT del segnale a tempo discreto z (k) e la trasformata di Fourier
del segnale campionato z (kT.) filtrata con un filtro passa-basso é:

X(f'fc):TC'Xd(f'fC):TC'X(eﬂﬂf) fa € [_J;L’J;C}
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17.2 DFT di un segnale analogico campionato

Ipotesi
e il segnale x (t) ha supporto (0,7;) limitato nel tempo;
e il segnale x (t) ¢ a banda limitata (pari a B);

e il segnale z () viene campionato con una frequenza di campionamento f. > 2B, per evitare
l’aliasing in frequenza, generando la sequenza:

zn)=xznT,) n=0,....,N—1

e si considera un intervallo di tempo Tjy:

che includa il supporto T, del segnale x (t), per evitare ’aliasing nel tempo:

TO sz

L’uso della DFT al posto della DTFT permette di lavorare su frequenze discrete e su un
numero finito di campioni nel tempo:

X(f'fc)—X<f~]TVO)7];?'X(6j2ﬂf) :X(k>:T° (k) k=0,.

X (k) = X (e/27%) T/ N e

cey

Aumentando 'intervallo Ty su cui si osserva il segnale con la tecnica dell’aggiunta degli zeri
(a parita di frequenza di campionamento), si pud aumentare la risoluzione in frequenza dello

spettro, perché la trasformata di Fourier X (T%) del segnale viene campionata con una minore

1

spaziatura in frequenza Af = T

Parametri La scelta dei parametri deve essere fatta in modo da limitare I’aliasing nel tempo
e in frequenza:

T, = NT.
fc: q%
Af=k

1X(£) |
1X(£) |

. PRI EEAERRTAATITTOL 110 Ll T WWV\H\mm\mwmm ““““““““““ i AR B ik d TT TT v eee 2o oo

5 0 15 20 2 5 10 5 0 5 10 1
f0f, f0f,

(a) Esempio di aliasing in frequenza (visibile (b) FEsempio di aliasing nel tempo (visibi-
soprattutto agli estremi), dovuto a frequenza di le soprattutto intorno all’origine), dovuto a
campionamento f. troppo bassa intervallo di tempo Ty troppo basso
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Capitolo 18

Sistemi LTI a tempo discreto

18.1 Classificazione dei sistemi a tempo discreto

Un sistema per i segnali a tempo discreto € definito tramite la sua relazione ingresso-uscita:

18.1.1 Sistemi lineari

Un sistema e lineare se soddisfa il principio di sovrapposizione degli effetti:

Lonzy (n) + asza (n)] = an L [z1 (n)] + asL [xz9 (n)]

18.1.2 Sistemi tempo-invarianti o stazionari

Un sistema ¢ tempo-invariante (o stazionario) se un ritardo/anticipo ng sull’ingresso = (n)
si traduce in un ritardo/anticipo uguale sull’uscita y (n) senza che cambi la forma del segnale di
uscita y (n):

Liz(n—mno)]=y(m—ng) Vng

18.1.3 Sistemi passivi

Un sistema ¢ passivo se a un ingresso x (n) con energia finita F, corrisponde un segnale y (n)
con energia E, minore o uguale all’energia dell’ingresso:

+o0 +o0o
2 2
E,= > [y <E.= > |z eR

Il sistema ¢ senza perdite se la relazione vale con il segno di uguaglianza: tutta l'energia

dell’ingresso x (n) viene conservata:
E,=E,

18.1.4 Sistemi causali

Un sistema & causale se l'uscita y (n) non dipende dai valori futuri dell’ingresso « (n), ma solo
da quelli passati e da quello corrente.

I comportamento di sistemi LTI causali a tempo discreto puo essere descritto da
un’equazione alle differenze finite e coefficienti costanti, che esprime l'uscita y (n) all’istante
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corrente come combinazione lineare degli ingressi agli istanti passati e a quello corrente e delle
uscite agli istanti passati (di solito ag = 1):

M N
apy (n) ==Y ary(n—k)+ > brw(n—k) =
k=1 k=0

=—ay(n—1)—ay(n—2)—...—apyy(n— M)+
+boz (n) + bz (n—1)+bsx(n—2)+...+byz(n—N)

e Il sistema ¢é ricorsivo se 'uscita y (n) dipende da almeno un valore dell’uscita in istanti
precedenti.

e Il sistema ¢ non ricorsivo se tutti i coeflicienti a; sono nulli.
L’equazione alle differenze di un sistema causale permette di trovare i valori di y(n) per
n > 0, noti i valori di « (n) e le condizioni iniziali y (—=1),...,y (—M):

M N
y(n) = —Zaky(n—k:)—FZbkx(n—k) = Yso () + Yio (1)
k=1 k=0

Risposta forzata

Yso (n) & detta risposta allo stato nullo, e rappresenta I’evoluzione del sistema con condizioni
iniziali nulle, tenendo conto solo degli ingressi:

M N
Yso (n) = — Z axYso (n — k) + Zbkx (n—k)
k=0 k=0

Trascurare le condizioni iniziali significa studiare il comportamento del sistema a regime
(sistema scarico).
Risposta libera

Yio € detta risposta all’ingresso nullo, e rappresenta ’evoluzione del sistema con ingresso
nullo, ma tenendo conto delle condizioni iniziali:

Yio (n) = _224:0 ary (n_k)
vo (k) =y (k) k=-M,...,—1

Per sistemi LTT stabili, yi, (n) & anche detta risposta al transitorio perché siccome I'ingresso
¢ nullo tende a smorzarsi nel tempo fino ad annullarsi.

Sistemi senza memoria

Un sistema ¢ senza memoria se 'uscita y (n) dipende solo dal valore corrente dell’ingresso
Il sistema non ricorsivo:

N
y(n) =3 arx(n—k)
k=0

ha memoria pari a N, perché 'uscita y (n) dipende anche da N valori passati dell’ingresso x (n).
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18.2 Sistemi LTI

18.2.1 Risposta all’impulso

I sistemi LTT causali scarichi sono caratterizzati da una risposta all’impulso h (n), che ¢ la
risposta del sistema quando in ingresso ¢ presente la sequenza x (n) = 4 (n):

h(n)=L[5(n)]

La risposta all’impulso & (n) lega l'ingresso = (n) e l'uscita y (n) del sistema:

+oo
y(m)=xz(n)xh(n)= > h(i)z(n—i
Dimostrazione .
y(n)=Llz(n)] =L l > x(i)5(n—i)1 =
i=—00

Sfruttando il fatto che il sistema & lineare:

+oo

= Z x(@) L[ (n—1)] =

1=—00

Sfruttando il fatto che il sistema & tempo-invariante:
+oo
= > x()h(n—1i)

Tutti i sistemi LTI possono essere quindi espressi in forma non ricorsiva, dove by = h (k).
L’uscita del sistema dipende dai contributi causale (i > 0) e anticausale (i < 0):

+00 -1 +oo
y(n)= > h(azm—i)= > h@an—i)+> h(i)z(n—i
i=—o00 1=—00 1=0

Siccome il sistema € causale, la parte anticausale & nulla:
—+oo

y(n) = h(i)z(n—i
i=0

18.2.2 Risposta in frequenza
Ipotesi

e z(n) e h(n) sono trasformabili mediante DTFT;

e si trascura la risposta al transitorio ys, (n).

La DTFT del segnale in uscita y (n) & pari al prodotto delle DTFT del segnale in ingresso
x (n) e della risposta all’impulso h (n) del sistema LTI:

Y () = H () - X ()
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Dimostrazione

Y ()= D ym)e ™ = 37 [e(n)xh(n)]e " =
+o00 +o0 , +00 +oo ]
- ¥ | X cono-a] e 3 a | 3 stwenen] -

Effettuando il cambio di variabile m = n — i nella sommatoria interna:

= R . . I L too .
- Z h(z)[ Z x (m) e<7w(m+%)‘| _ [ Z h (i) e”’”] [ Z z (m) ejwn‘| _

1=—00 m=—o00 1=—00 m=—00

= H () X (%)

LaDTFT H (ejw) della risposta all’impulso h (n) & detta risposta in frequenza del sistema
LTT: N
. % Y (ejw)
Jwy — y —Jwr _
H (e') = E h(i)e = X ()

i=—00

Seri hdn) ~ hon] y (n) = (n) * hy (n) * ho ()
e AN— T )|y () = X () B () B ()
hy(n)

Parallelo X[H) \I(nl .‘y (n }5’(36(”) * [l (n +ha2 (n)]

Y (e"“) =
hz('\)
h,(n)
con x(w) < —>(n] y<n)_[x<n)_y<n>*hé<?]ji )h (n)
reazione Y(ej‘”) :X(ej“’) T ;,We TNEE
) + Hy (e%) Ha (e7%)

Tabella 18.1: Interconnessione di sistemi LTI.

Risposta a esponenziali complessi

Gli esponenziali complessi sono delle autofunzioni dei sistemi LTI, perché a un ingresso a
esponenziale complesso corrisponde ancora un’uscita a esponenziale complesso:

7 (n) = 10" <y (n) = PV H (£990) = [H (¢740) | - eleon i ame (7))

Dimostrazione

400 +oo
y(n)=xz(n)xh(n)= Y h(i)eot= =eon N p(j)eiwo

i=—00 i=—00
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Se la risposta allimpulso h (n) & reale, e la sinusoide x (n) & reale:

i (n) = cos cn +0) = y (n) = | H (£5)] cos (com + 0 +ag [1 (7))

Dimostrazione ) ) . .
ejwon+jo + e—Jwon—jo

2
Applicando il risultato precedente a ciascuno dei due esponenziali complessi:

x (n) = cos (won + ) =

() = L {9 |17 (eton) | ctsmians ()] 4 gm0 |5 (o) sl )]

Ricordando le proprieta di simmetria della DTFT della sequenza reale h (n) (modulo pari
e fase dispari):

_ % |H (ejwo) | {6jc9€ngn+j arg [H(ej“)o)] + 67j967jw0n7j arg [H(ej“’o)} }

Sistemi ITR

L’uscita y (n) di un sistema ITR (Infinite Impulse Response) dipende non solo dal segnale in
ingresso z (n), ma anche dai campioni del segnale in uscita y (n):

N —jwk
Zk:o bre™’

M ;
143, ape™dwF

M N
y(n) = —Zaky(n—k)—l—Zbkx(n—k) :>Y(ej‘“) :X(ej“)
k=1 k=0

La risposta in frequenza H (63“’) del sistema si puo scrivere:

Y (e™) | Sigbre

H (e9¥) = —L =
( ) X(e]w) 1+ZkM:1 ake—jwk

Sistemi ITR puramente ricorsivi Un sistema IIR & puramente ricorsivo se:
M
y()=xz(n) =Y apy(n—k) by=0Vvk#0
k=1
La risposta all’impulso & (n) di un sistema IIR puramente ricorsivo ¢ a supporto illimitato.

Esempio: risposta all’impulso di un sistema IIR puramente ricorsivo

1

v =gy ln =)+ () = o) = (3) uln)

Calcoli )

Y (e-j‘“) = gY (ejw) eI L X (e-j“’)
Y (ej“’) _ 1
X (etv) 11— Temiw

H(ej“) =
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Sistemi FIR
L’uscita y (n) di un sistema FIR (Finite Impulse Response) dipende solo dal segnale d’ingresso

z (n):
M
=Y ay(n—k) =0=y(n Z’W”—
k=1

ejw § bke—]wk

La risposta all’impulso & (n) di un sistema FIR ¢ a supporto finito [0, N]:

N
n) £ bpd(n—k) =bod (n) + 016 (n— 1) + ...+ byd (n — N)

18.2.3 Stabilita

Un sistema ¢ stabile secondo il criterio BIBO (Bounded-Input Bounded-Output) (o BIBO-
stabile) se e solo se ad ogni ingresso = (n) di ampiezza limitata corrisponde un’uscita y (n) di
ampiezza limitata:

[z(n)] €R & [y(n)] € R

La risposta al transitorio di un sistema BIBO-stabile tende a smorzarsi al crescere di n.

Teorema Un sistema LTI ¢ BIBO-stabile se e solo se la sua risposta all'impulso h(n) &
sommabile in modulo:

stabile < Z n)l € R

n=—oo

Dimostrazione condizione sufficiente

—+oo
Z |h(n)| € R = stabile

n=—oo

Considerando un ingresso x (n) di ampiezza limitata, il valore dell’uscita y (n) &

+oo
> h(k)z(n Z |h (k)| |z (n— k)] e R

ly ()] = |h(n) x 2 (n)| =

k=—o0 k=—o00
Dimostrazione condizione necessaria
stabile = Z n)| € R
Considerando l'ingresso = (n) di ampiezza limitata:

h* (=n) |h* (=n)|
——= h(-n)#0 ———= =1 h(-n)#0

z(n) = q [h(=n)| = |z ()] = q [h(=n)]
0 h(—n) =0 0 h(—n) =0
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il valore dell’uscita y (n) in n =0 é&:

(k) _ <= |n

+o00
SRICTEEED Sl <>|

k=—o00 k=—o00

stabile = y(n) € R

|h (

k=—o00

:Z\h ) eR

k=—o00

18.2.4 Realizzabilita fisica

Un sistema LTI & fisicamente realizzabile se ’equazione alle differenze & causale e i coefficienti
a; e b; della sua equazione alle differenze sono tutti reali:

M N
:Zaky(n—k‘)—l—Zbkx(n—k) VEk: ap, b € R

Un sistema ¢ fisicamente realizzabile se la sua risposta all’impulso & (n) € reale e causale:

h(n)eR VYn>0
h(n)=0 Vn<O0

La risposta in frequenza H (63“’) di un sistema fisicamente realizzabile & unilatera:

ejw Z h 7jwn
ed ha le seguenti relazioni di parita:

e la parte reale e il modulo sono pari;

e la parte immaginaria e la fase sono dispari.

18.2.5 Esempio: filtro passa-basso
Si vogliono confrontare tre sistemi LTT che hanno risposte all’'impulso hy (n), ha (n) € hz (n):

hi(n)=r n=0,...,N—1

dove:
1 :0,8
7“22(),5
’/’320,2

La risposta in frequenza H; (e/*) ¢ pari a:

(e7) E hi ( gon — E rleden = 3 2
1—rjeov

n=—oo
Si introduce come ingresso x (n) una porta:
—+oo

r(n)=u(n)—un-N)=X ()= Y zm)el"= S;?rf?;g) —gmf(N-1)

n=—oo
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11 filtro passa-basso smorza le alte frequenze. L’uscita y; (n) appare piu simile all’ingresso
x (n) con il filtro hs (n).
L’ingresso x (n) risulta quindi meno smorzato con il filtro hg (n):

“+o0 N—-1
E()= Y 2°(n)=)» 1=N=11
n=—oo n=0
+oo
E()= Y yi(n)=8
+o0
E(y)= Y v3(n)=9,7
+oo
E(ys)= > v3(n)=10,6

Questo sistema LTI ¢ di tipo passivo perché lenergia dell’uscita y; (n) & sempre minore
dell’energia dell’ingresso z (n).
18.2.6 Distorsione

e Se il modulo della risposta in frequenza |H (ej‘*’)| non ¢ costante, il sistema introduce una
distorsione in ampiezza.

e Se la fase della risposta in frequenza arg [H (ej“’)] non & lineare in w = 27 f, il sistema
introduce una distorsione di fase.

Si definisce ritardo di gruppo 7 (w) il ritardo medio subito dalle componenti armoniche del
segnale in ingresso x (n):

T(w) = —% arg [H (ej“)]

Sistema LTI non distorcente
Si vuole realizzare un amplificatore non distorcente:
y(n) = A-z(n—N)
dove:
e N ¢ il tempo impiegato dal segnale in ingresso x (n) per attraversare il sistema (ritardo);
e A & lamplificazione.

La sua risposta in frequenza H (e-j‘“):
Jw
H(ejw) — ?(6 ) _ Ae—ij

ha:
e modulo A costante;
e rotazione di fase —wN lineare in w.
La sua risposta all’impulso h (n):
h(n)=Ad(n— N)

¢ una delta di ampiezza A centrata in V.
Se il ritardo di gruppo 7 (w) ¢ costante, cioe¢ le componenti armoniche nel segnale di ingresso
x (n) subiscono lo stesso ritardo costante, allora la fase ¢ lineare e il sistema & non distorcente.
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18.2.7 Analisi tramite DFT
L’uscita y(n) di un sistema LTI si puo ottenere dalla IDTFT del prodotto tra la DTFT
dell’ingresso z (n) e la risposta in frequenza H (ej“’):

Y () =X (/) - H () = y(n)=2(n)«xh(n) ne€0,N,+Ny—2]

dove N, e N}, sono i supporti rispettivamente di = (n) e h (n).
Se si vuole sostituire la DTFT con la DFT, la IDFT non restituisce lo stesso risultato:

Y(k)=X(k)-Hk)=yn)Zzn)@h(n) nel0,max{N;, Ny} —1]

perché la convoluzione circolare ha un supporto diverso dalla convoluzione lineare.

Per far si che il risultato coincida con la convoluzione lineare, occorre procedere all’inserimento
di zeri (zero padding) nelle due sequenze z (n) e h (n), in numero tale da garantire la lunghezza
di una convoluzione lineare:

(n) = z(n) nel0,N, —1]
VTN ne[No, N, + Ny — 2]
b (n) = h(n) nel0,N,—1]

R n € [Nu, Ny + Nj, — 2]

In questo modo la convoluzione circolare ottenuta dalla IDFT coincide con la convoluzione
lineare, e quindi con l'uscita del sistema y (n):

z,(M)@h,(n)=xz(n)xh(n)=yn) n=0,...,N;+ N —2

Dimostrazione

+oo

x(n)xh(n)=xz,(n)*xh,(n)= Z x, (m)h, (n—m)=

m=—0o0

Poiché z, (m) ha supporto finito [0, N, — 1]

N,—1
= Z x, (m)h, (n—m)
m=0
e Sen <O0:
hy(n—m)=0 m>0=z,(m)h,(n—m)=0 Ym>0
e Sen =Ny

{hz( —m)=0 m€[07Ny—Nh]:[0aNﬂv_1]ixz(m)hz(n—m):() Vm >0

n
z,(m)=0 m > N,

e Sen=N,+k (k>0):

h,(n—m)=0 me[0,N,+k—Np]=[0,N, +k—1] N
z,(m) =0 m > N,

=z, (m)h,(n—m)=0 ¥Ym>0
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Se il supporto N, = N+ N}, —1 viene scelto come potenza di 2, si puod impiegare la FFT per il
calcolo delle 3 DFT, con complessita finale proporzionale a N, log, (IV,), invece della complessita
dell’ordine di N, N, operazioni per il calcolo della convoluzione nel dominio del tempo.
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Capitolo 19

Trasformata zeta

Vantaggio rispetto alla DTFT La trasformata zeta converge in modo uniforme per una
classe di segnali piu vasta.

Utilita La trasformata zeta trasforma le equazioni alle differenze in equazioni algebriche piu
semplici.

19.1 Definizione

La trasformata zeta X (z) della sequenza x (n) & un polinomio nella variabile 2=1 e con i

campioni della sequenza x (n) per coefficienti:

—+oo

n=—oo

dove z € una variabile complessa di modulo p e fase w = 27 f, che puo assumere valori in tutto
il piano complesso:
z=p-e®

19.1.1 Relazione con la DTFT

La DTFT X (ej“’) ¢ un caso particolare della trasformata zeta perché, nel piano complesso,
percorre al variare di w una circonferenza di raggio unitario:

—+oo

X (@) = X @l = . a(m)e

n=—oo

Come nel dominio del tempo continuo la trasformata di Laplace ¢ la generalizzazione della tra-
sformata di Fourier, cosi nel dominio del tempo discreto la trasformata zeta e la generalizzazione
della DTFT.

19.1.2 Relazione con la DFT

A partire dai campioni della DFT di una sequenza x (n) a supporto limitato [0, N — 1] si pud
risalire alla sua trasformata zeta tramite interpolazione:

X (2) = 11—z Z -w_l

k=
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Dimostrazione
N-1
n=0
Sostituendo ’espressione della IDFT
-~ 1= N
Z Z X (k Z" = N Z X (k) (e]sz_l) =
n=0 k=0 n=0
N_lxk- B 1— N B iN_lX( ) 1 — i WkN ,—N B lN_IX( ) 1 — ei2mk =N B
k=0 1-z N k=0 1—elFhy-1 N — 1 — i Fky—1
N-1
j 1 1—27N
j2nk __ 1] == — X
‘ N 2 X

19.2 Analisi della regione di convergenza

L’espressione della trasformata zeta € detta serie di Cauchy-Laurent. La regione di conver-
genza (Region of Convergence [ROC]) della serie ¢ il luogo dei punti per cui essa converge in
modo uniforme. Nella regione di convergenza, la trasformata zeta X (z) € una funzione analitica,
ossia continua e infinitamente derivabile con derivate continue.

La serie della trasformata zeta converge se e solo se la sequenza x (n) p~™ & assolutamente

sommabile:
—+o00

S k@l eRr

n=—oo

Dimostrazione La trasformata zeta X (z) della sequenza x (n) equivale alla DTFT della

sequenza x (n) p™:

+o00 400
s=pt S X (@)= 3 wm ) "= Y e

Per la condizione di esistenza della DTFT:

—+o0 —+o0

S e = Y em)p " € R

n=—oo n=—oo

Le regioni di convergenza nel piano complesso sono delimitate da circonferenze (ossia luoghi
dei punti a modulo costante), perché non dipendono dalla fase w ma solo dal modulo p.

Esempio

z(n)=0(n—np) =X (2)= Z §(n—mg)z™ =z

n=—oo
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e se ng = 0 converge su tutto il piano complesso:

X(z)=1
e se ng > 0 diverge per z = 0:
1
X () = =
e se ng < 0 diverge per z — +oc:
X (2) = zInol

19.2.1 Sequenze unilatere e sequenze bilatere

La ricerca della regione di convergenza di X (z) equivale alla ricerca della regione in cui la serie
x (n) p~™ risulta assolutamente sommabile:

anti-causale causale
+oo -1 +oo +oo +oo |.’I} (n)l
Yolemlp =Y e+ |z ) p" =D e (-n)p" + >
n=-—o00o n=-—00 n=0 n=1 n=0 P

e la parte anti-causale converge all’interno della circonferenza avente un raggio p;
sufficientemente piccolo;

e la parte causale converge all’esterno di una circonferenza di raggio p, sufficientemente

grande.

Sequenze unilatere anti-causali La parte causale ¢ nulla = la trasformata zeta X (z)
converge all’interno della circonferenza di raggio p; (figura 19.1a).

Sequenze unilatere causali La parte anti-causale ¢ nulla = la trasformata zeta X (z)
converge all’esterno della circonferenza di raggio ps (figura 19.1b).
Sequenze bilatere Esistono sia la parte causale sia la parte anti-causale:
e se p1 < po, la trasformata zeta X (2) non converge (I'intersezione tra le due regioni ¢ nulla);
e se p;1 > po, la trasformata zeta X (z) converge nella corona circolare tra ps e pp
(figura 19.1c).
19.2.2 Regione di convergenza delle sequenze gradino
Il gradino e il gradino anti-causale hanno la stessa trasformata zeta:

1

X&) =1

ma regioni di convergenza differenti:

e il gradino u (n) converge all’esterno della circonferenza unitaria: |z| > 1;

Calcoli
+oo +oo " 1
X (2) = Z u(n)z=" = Z (z_l) =1 ‘2_1’ <1
n=-—oo n=0
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(a) Sequenza unilatera anti-causale.

(b) Sequenza unilatera causale.

Figura 19.1: Sequenze unilatere e bilatere.!

(c¢) Sequenza bilatera.



-1 <-1
e il gradino anti-causale —u(—n-—1) = 0 "= L converge all’interno della
n> -

circonferenza unitaria: |z| < 1.

Calcoli
+oo 1 . Too
X()= Y [Fu(-n-Dlzm== Y H'=-Y 2=
n=-—00 n=—o0 1
—+o00
T =t
==Y MHl=—g—+l=—r— =7 k<1
m=0

19.2.3 Regione di convergenza di sequenze a supporto finito
La trasformata zeta X (z) di sequenze a supporto finito [n1, na]:

na

X (2) = Z x(k)z7F
k=n
Dimostrazione
“+oo —+oo no
X(2)=)Y amz"=> > a(k)sn—kz"=

n—oo n—oo k=ny

n2 “+oo n2

=> xk) Y dn-kz"=) ax(k)z"
k=n1 n=-—oo k=n1

Sequenze unilatere causali (n; > 0) La trasformata zeta X (z) converge in qualunque
punto del piano complesso eccetto 'origine (z = 0). La regione di convergenza ¢ all’esterno di
una circonferenza di raggio infinitesimo.

Sequenze unilatere anti-causali (ny < 0) La trasformata zeta X (z) converge in qualunque
punto nel piano complesso eccetto l'infinito (z — 00). La regione di convergenza ¢ all’interno di
una circonferenza di raggio infinito.

Sequenze bilatere La trasformata zeta X (z) converge in qualunque punto nel piano
complesso eccetto l'origine e l'infinito.

1Queste immagini sono tratte da Wikimedia Commons (Region of convergence 0.5 anticausal.svg, Region
of convergence 0.5 causal.svg, Region of convergence 0.5 0.75 mixed-causal.svg), sono state realizzate da Colin
M.L. Burnett, e sono concesse sotto la licenza Creative Commons Attribuzione - Condividi allo stesso modo 3.0
Unported.
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19.2.4 Regione di convergenza di sequenze con trasformata zeta
espressa come rapporto di polinomi

Nella maggior parte dei casi la trasformata zeta & espressa come rapporto di polinomi:

Dn Pn Pn

Zbiz_i Zbizp”_i Hz —¢
X (2) = N(2) _ =0 — Pa—pn =0 — bi/g?d*l%t i=1
D (Z) Pd ] Pd ) ao Pd
Zaiz*z Zaizpd*’ Hz —d;
i=0 i=0 i=1
e le radici ¢1, ..., ¢p, del numeratore sono gli zeri di X (z);
e le radici dy, ..., dp, del denominatore sono i poli di X (z).

Sequenze unilatere causali La trasformata zeta X (z) converge all’esterno della circonferenza
che racchiude tutti i poli, cioe tutti i poli devono stare all’interno della circonferenza di raggio
pari al modulo del polo piu vicino all’origine. La circonferenza esiste sempre perché non possono
esistere poli per z — oo.

Sequenze unilatere anti-causali La trasformata zeta X (z) converge all’interno della circon-
ferenza che esclude tutti i poli, cioe tutti i poli devono stare all’esterno della circonferenza di
raggio pari al modulo del polo piu distante dall’origine.

Sequenze bilatere La trasformata zeta X (z) converge nella corona circolare tra la
circonferenza del polo piu distante e quella del polo piu vicino.

19.3 Proprieta della trasformata zeta

19.3.1 Trasformata zeta unilatera
La trasformata zeta unilatera X (2) ¢ la trasformata della parte causale della sequenza x (n):

+oo

Xt (2) = Z x(n)z™"

n=0

Per le sequenze unilatere causali, la trasformata zeta X (z) coincide con la trasformata zeta
unilatera X (2).

Sequenza y (n) Trasformata zeta X7 (2)

Ritardo nel tempo x(n—N) 2N "

3

Anticipo nel tempo z(n+ N) 2N

Xt (z)—l—Zw(—n)z
Xt (2) - Zm(n)z_’

Tabella 19.1: Proprieta di traslazione nel tempo per trasformate zeta unilatere.
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Regione di convergenza

Sequenza Trasformata zeta
Linearita arx (n) + azy (n) a1 X (2) + a2 X (2) R;NR,
Ritardo nel tempo x(n—N) 2 NX (2) R, — {0}
Anticipo nel tempo x(n+ N) 2NV X (2) R, eR
1
Ribaltamento nel tempo x(—n) X (271 R
Coniugazione complessa x* (n) X" (2") Ri
Scalamento nel dominio trasformato a"z (n) X (E) la| Ry
a
d
Derivata nel dominio trasformato nx (n) fzd—X (2) R,
Convoluzione nel tempo z(n)*xy(n) X ()Y (2) R;:NR
Parte reale R{z (n)} 5 (X (2) + X" (27)] R,
1
Parte immaginaria Sz (n)} %5 [X (2) — X™ (27)] R,
1 .
Sequenza cosinusoidale cos (2mfn) x (n) 3 (X (zeﬂ”f) (ze_JQ”f)] —
Sequenza sinusoidale sin (27 fn) x (n) Jrx [ ( eﬂ’rf) X (2 e*j%f)] —

Tabella 19.2: Proprietd della trasformata zeta.




Dimostrazione proprieta di ritardo

+o00 +oo -1 +oo
Z z(n—N)zVN = Z z(m)z ™ N =N [ Z x(m)z""+ Z x(m)z""
=0 m=—N m=—N m=0

Dimostrazione proprieta di anticipo

—+o00 400 “+o0 N—-1
Zx(n—i—N)z_" = Z z(m) 2=t = N lz x(m)z"" — x(m)z""| =
n=0 m=N m=0 m=0

Teorema del valore iniziale

Se x (n) ¢ una sequenza causale:
lim X (z) =2 (0)

z—+00

Dimostrazione

19.4 Inversione della trasformata zeta

L’antitrasformata zeta ¢ definita attraverso un integrale di circuitazione:

X (2) 2" tdz

8
S
[
<

N | =
5

S

dove v & una curva di Jordan:
e percorsa in senso antiorario;

e appartenente alla regione di convergenza della trasformata zeta X (2);

comprendente 1’origine;

comprendente N, poli della funzione X (z) 2"~ 1.
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Sequenza x (n) Trasformata zeta X (z) Regione di Poli e zeri
convergenza
d(n) 1 Yz
d(n—N), N>0 2z N z#0
d(n+N), N>0 2N z€eR
” I
au (n) Ty |z| > |al ® z = a: polo
1
—a"u(—n—1) o |z] < |al
az
na"u (n —_— z| > |a
(n) T 4> [a
. z 1
na™ tu(n) —_— |z] > |al
(1—az"1)
2az7 1 —1
n—1)a"u(n O —— z| > |a
(n—1)a"u(n) 0 a1y 2| > |al
az"t(1+az7!
n2a"u (n) (—3) |z] > |al
(1—az"1)
az”
—na"u(—n —1 —_— z| < |a
(-n-1) T 4 <a
asinwyz ! °z=0: Zero
a™ sin (won)u (n) 0 |z] > a o z = ae?¥0: polo
1—2acoswpz=t +a2z72 o jwo.
ez =uaqe : polo
1 — g .coswaz—1 ® Z = acoswy: zero
a™ cos (won)u (n) 0 |z| > a e z = ae’?¥0: polo
1—2acoswgz—t +a22—2 o wo.
ez =uaqae : polo
1—aVz=N
n — , — N - - >0
@ u ()~ (n — N) — 4

Tabella 19.3: Trasformata zeta di sequenze elementari

Dimostrazione
“+o0 1 1 “+oo
X (2)= z(n)z=™; ,—j{X 2) 2"z = —7{ z(k)z"*2""1dz =
(2) n;m() jor I, (2) ]%W;m()
1 X
_ k n—k—ld _
JQW,LZOCx().Vr{Z z
Per il teorema di Cauchy:
1 n—1 =
j277r®7z dz=46(n) == Z x(k)d(n—k)=u1z(n)

Per il teorema dei residui, l'integrale di linea si puo esprimere come somma dei residui dovuti

agli IV, poli:
N

1 p
jQ{X (2) 2" tdz = ZRQSX(Z)Z"*1 (204)
g i=1
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Capitolo 20

Analisi dei sistemi LTI mediante
trasformata zeta

Un sistema LTI puo essere descritto usando la trasformata zeta:

Y (2)
Seri hfn)  hsfn) y(1) = () % b (n) % B ()
erie J{M—ﬁl Mﬂn] Y (2) = X (2) Hy (2) Hz (2)
hy(n)
y(n) =z (n) * [h1 (n) + ho (n)]
Parallelo | x(n)— g Y (2) = X (2) [Hi (2) + Ha (2)]
hy(n)
h.(n)
Con x(w] < s RO SORTORE (o))« b ()
reazione - V=X O )
2

Tabella 20.1: Interconnessione di sistemi LTI.

La regione di convergenza della trasformata Y (z) coincide con l'intersezione tra le regioni di
convergenza delle funzioni X (z) e H (2) (la cancellazione di poli e/o zeri estendera la regione).
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20.1 Filtri digitali

Un filtro' digitale & un sistema LTI causale e scarico’:

ricorsivo non ricorsivo

M N
y(n)=—=> ary(n—k)+ Y bpx(n—Fk)
k=1 k=0

N
Zbkz_k
Yt (z) = +=

= k=0 XT(2)=Hy (2) Hr (2) XT (2)
1+ Zakz_k
k=1

20.1.1 Filtri FIR non ricorsivi

Un sistema LTT causale con risposta all’impulso h (n) a supporto finito pud essere descritto:
N
y(n) =) bz (n—k)
k=0
N
Hy (2) = Z bz F
z=0

Vantaggi dei filtri FIR
e Sono sempre stabili perché la funzione di trasferimento:

M-1
H(z)= Z anz™ "
n=0
possiede solo zeri e un polo multiplo nell’origine (quindi entro il cerchio di raggio unitario).

e Possono essere progettati in modo da avere fase lineare.

20.1.2 Filtri ITR puramente ricorsivi

Un sistema LTI causale puramente ricorsivo puo essere descritto:

M
y(n)==> apy(n—k)
k=1

Hg(2) = !

o M
14+ Z akz_k
k=1

Vantaggio dei filtri IIR Generalmente soddisfano le specifiche di progetto con il minor
numero possibile di coefficienti.

1Un filtro ¢ un sistema che seleziona una certa banda di frequenze di un segnale.
2Si veda la sezione 18.1.4.
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20.2 Sistemi LTI non scarichi

Se le condizioni iniziali y (=1),y (—=1),...,y (—M) non sono nulle, bisogna considerare anche i
campioni di y (n) e x (n) presi in valori negativi (da —k a —1, con k > 0):

M N
y(n) == ary(n—k)+> bpx(n—Fk)
k=1 k=0
:

+ Z brzk lX"' (2) + Z x(—n)z"
k=0

n=1

M k
Y(z)=— Zakz_k YT (2)+ Z y(—n)z"
k=1 n=1

20.3 Stabilita di sistemi LTI
20.3.1 Sistemi LTI causali

Un sistema LTI causale ¢ BIBO-stabile® se la sua risposta all’impulso A (n):

+oo
y(n) =Y h(k)xz(n-k)
k=0
¢ sommabile in modulo:

+00
> |h(n) €R

Un sistema LTT causale ¢ stabile se e solo se tutti i poli della risposta in frequenza H (z)
appartengono al cerchio di raggio unitario.

Dimostrazione

Ipotesi

e H (z) ha poli semplici

® pn, < Pd
Pd
Res (z;)
H(z) =
(Z) ; 1-— diZ_l
Pa
h(n)= Z Res (z;) - dl'u (n)
=1
Condizione necessaria
+oo +oo | Pd +oo Pd +oo Pd
ST =Y" > Res(z) - diun)| <> Y |Res (z)]di|" =D [Res(2:)] Y |dil"
n=0 n=0 |i=1 n=0 i=1 n=0 i=1

Se tutti i poli d; appartengono al cerchio di raggio unitario, il sistema & stabile:

n=0 n=0

+oo Pa +oo 1 +oo
> Res (z0)| Y Jdil" = 3 [Res ()| = € R = 3 |h(m)] € R
n=0 i=1 v

3Si veda la sezione 18.2.3.
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Condizione sufficiente

Z|h )e R= lim h(n)=
n——+00

lim h(n) lim ZRes zi) - diu(n) =

n—-+oo n—>+oo

n—-4o0o

:ZRes(zi)' lim d) =0<d; <1 i=1,...,pq

Se un sistema LTI causale ¢ stabile, la sua circonferenza di raggio unitario € inclusa nella
sua regione di convergenza, che per i sistemi causali si estende all’esterno della circonferenza che
comprende i poli.

20.3.2 Sistemi LTI anti-causali

Un sistema LTI anti-causale ¢ stabile se e solo se tutti i poli della risposta in frequenza H (z)
non appartengono al cerchio di raggio unitario.

Se un sistema LTT anti-causale ¢ stabile, la sua circonferenza di raggio unitario ¢ inclusa nella
regione di convergenza, che per i sistemi anti-causali si estende all’interno della circonferenza che
comprende i poli.

20.3.3 Sistemi LTI bilateri

Se un sistema LTT bilatero e stabile, la sua circonferenza di raggio unitario € inclusa nella regione
di convergenza, che per i sistemi bilateri € un anello circolare.

20.4 Realizzabilita fisica di sistemi LTI causali

Un sistema LTI causale* & fisicamente realizzabile® se la sua risposta all'impulso h (n) & reale,
ossia ogni coefficiente b; e a; della sua risposta in frequenza H (z):

¢ reale o & accoppiato con il suo complesso coniugato.b

20.5 Sistemi inversi

Molto spesso nelle applicazioni pratiche e richiesta 'implementazione di un sistema LTI, chia-
mato sistema inverso, che inverta le caratteristiche di un altro sistema caratterizzato dalla

4Si suppone scarico.
5Si veda la sezione 18.2.4.
SInfatti:

(z—a)(z—a*)=22—az—a*z+|a]? =22 — (a+a*) 2z + |of? = 2% — 2R{a}z + |a)?
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trasformata H (2):

Ad esempio, nella trasmissione di dati attraverso il canale telefonico, al terminale di ricezione

€ necessario eliminare la distorsione del canale applicando al segnale un sistema inverso a quello
del canale.

La cascata di un sistema con il suo inverso ¢ chiamato sistema identita:

{HC (2) =H(2)H; (2) =1
he (n) =46 (n)

Se H (z) ha forma razionale:

Pn
H (1 — cizfl)
_ b iz
H(Z)_aoﬁ(l diz™")
—d;z
i=1

la risposta in frequenza Hj (z) del sistema inverso vale:

Pd

H (1 — diz_l)

by
HI (Z) = i pnl

H (1 — cizfl)

i=1

Se il sistema inverso e causale, gli zeri ¢; del sistema originario sono all’esterno della sua

regione di convergenza. Se il sistema inverso ¢ anche stabile, gli zeri ¢; del sistema originario sono
contenuti nel cerchio di raggio unitario.

Quindi un sistema LTT causale e stabile ammette un sistema inverso causale e stabile se anche
i suoi zeri sono contenuti nel cerchio di raggio unitario.
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Capitolo 21

Progetto di filtri IIR

L’approccio piu comune per affrontare il progetto di filtri IIR consiste nel convertire un filtro
analogico di funzione di trasferimento Hy (s) in un filtro numerico di funzione di trasferimento
H (z) che garantisca le specifiche richieste. Le conversioni devono preservare la causalita e la
stabilita del filtro stesso.

1. Si definiscono i requisiti di progetto del filtro analogico passa-basso.

2. Si genera la risposta in frequenza H, (s) del filtro analogico tramite approssimazione con
modelli analogici standard (come il filtro di Butterworth!).

3. Si applica la trasformazione bilineare? per passare dal tempo continuo al tempo discreto,
trovando la risposta in frequenza H (z) del filtro numerico.

4. Si trasforma lo spettro passa-basso in uno spettro passa-alto o passa-banda.

21.1 Prototipo di filtro analogico

Il progetto di un filtro IIR richiede la sintesi di un filtro analogico con funzione di trasferimento

H, (s): o

H, (s) = L£{ha (8)} = / ha (t) e~tdt

— 00
dove s = 0 +jQ = 0 + j27 f,. Siccome il filtro dev’essere fisicamente realizzabile?, la sua risposta
all’impulso h, (t) & causale e la sua risposta in frequenza H, (s) ¢ unilatera:

—+o0
H (s) = / ha (t) e*tdt
0

L’insieme dei valori di o = R{s} per cui l'integrale in H, (s) converge & definita regione di
convergenza della trasformata di Laplace. Per sistemi causali, la regione di convergenza della
trasformata di Laplace e costituita dal semipiano complesso alla destra di una retta verticale. Se
o = 0, la regione di convergenza ¢ il semipiano complesso destro:

+o0 )
Ho(G9) = F {ha (0) = [ ha (99t = H(5)], 0

— 00

21.1.1 Maschera delle specifiche

Il filtro ideale non & fisicamente realizzabile = le specifiche di progetto devono imporre delle
tolleranze della risposta in frequenza H, (j2) del filtro analogico rispetto al filtro ideale:

1Si veda la sezione 21.1.3.
2Si veda la sezione 21.2.
38i veda la sezione 20.4.
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e loscillazione massima in banda passante 2d;, idealmente nulla;
e loscillazione massima in banda attenuata J,, idealmente nulla;

e la banda di transizione 2, — €, idealmente nulla.

[t (3] ]
zokﬂgh IH&(J-‘LJJM

Jl,

__._,_b_n_

Spesso le specifiche di progetto dei filtri vengono date in termini della funzione di trasferimento
in modulo, normalizzata rispetto al valore massimo ed espressa in scala logaritmica:

[Ha (59| |Ha (562

—101logyq (HMX{|Ha(jQ)|}> = —20logyg max {|H, (jQ)[}

con parametri:
e ripple in banda passante, idealmente nullo:

1-6
Rp = -20 10g10 ﬁ(si

e attenuazione in banda attenuata, idealmente infinita:

0
AS =-20 loglo Tzél

128



21.1.2 Distribuzione di poli e zeri

r -J-rL O =2Ene
,[F X rPaln
o ]
X £
—- x —— o \U—
X o D *

Le specifiche del filtro analogico sono tipicamente fornite in termini del suo spettro di energia
2
[Ha (s)]™: , ,
[Ho (s)]” = [Ha (0 + Q)" = Ha (0 + jQ) Hy (0 +j) =

Siccome un filtro fisicamente realizzabile ha una risposta all’impulso h, (t) reale, e quindi
tutti i poli e gli zeri sono reali o a coppie complesse coniugate (quindi simmetrici rispetto all’asse
reale):

=H, (0 + jQ) Hy (0 — jS2) = Ho (s) Ho (—5)

L’obiettivo del progetto consiste nell’assegnare meta dei poli a H, (s) e Paltra meta a H, (—s).

Un filtro causale e stabile ha tutti i poli nel semipiano di sinistra (¢ < 0) = i poli di H, (s),
che sono simmetrici rispetto all’asse reale, devono giacere tutti nel semipiano di sinistra. H, (—s)
ha gli stessi zeri e poli di H, (s) ma ribaltati rispetto all’asse immaginario.

21.1.3 Filtro di Butterworth

10 T T T TTTTT T T T TTTTT T T T T T T T T T T T T T T T T TTITT

(Cutoff frequency

Slope: -20 dB/decade

Gain (dB)

Passband Stopband

-60 Co il Co il Lol Lol Co ol [ )

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

Passband Stopband

Phase (degrees)

-90 —

coennnld coennnld el T | el L

0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000

L

Angular frequency (rad/s)

Figura 21.1: 4

4Questa immagine & tratta da Wikimedia Commons (Butterworth filter bode plot.svg), & stata realizzata
dall’utente Omegatron e da Alessio Damato ed & concessa sotto la licenza Creative Commons Attribuzione -
Condividi allo stesso modo 3.0 Unported.
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Il filtro di Butterworth passa-basso di ordine N & un prototipo di filtro analogico:

1

Q 2N
b (n)

dove la pulsazione di taglio (). & contenuta all’interno della banda di transizione:

|H, (jQ) =

Qp S QC S QS

Proprieta La risposta in frequenza in modulo |H (jQ)]| é:
e quasi piatta sia in banda passante sia in banda attenuata;
e una funzione sempre decrescente della variabile j€2;

al crescere dell’ordine N si avvicina sempre di piu all’idealita;

nell’origine (2 = 0) & sempre pari a 1:
|[Ha (0)* = 1

alla frequenza di taglio (2 = Q.) & sempre pari a %:

Distribuzione dei poli

11 filtro di Butterworth non ha zeri, ma solo poli, che sono posizionati in modo equispaziato lungo

la circonferenza di raggio ). nel piano s:

e = Dol Fel "W k=0,1,...,2N —1

Dimostrazione N
, 1 (J92)
|H, (jQ)|* = = :
- ( 2 )” GO+ (52"
Qe

I poli pg sono:

pr = (~1)77 (jQ) = QT T = el NI 01 2N 1
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Progetto del filtro

Il progetto del filtro consiste nel ricavare 'ordine N e la pulsazione di taglio 2. partendo dalle
specifiche, ossia dai valori di €2, 2, Rj, e A,:

Rp

107 — 1
logyg ———
N 1076 — 1
2log S
10 Qs
21{/10% —1 “{/10% 1

Dimostrazione La funzione di trasferimento in modulo, espressa in scala logaritmica, deve
passare per i punti (Q,, Rp) e (Qs, As):

Ha 2]\’ ) .
—101 BELER AL i — — 0k
Rl (max{Ha Gor )~ gy 10T
|H, (59)]  \? 1+ ()
—101 — ) = e
010810 (max{Ha GON T ¢ A
1 = 1070

|Ho (jO)* =

—
+
A/~
PR
~—
no
2

L o 2N
Qe

L’ordine N dev’essere un numero intero = si approssima all’intero superiore in modo da
soddisfare le specifiche per eccesso:

Bp
100 —1
g ———
010 —1

N = 9,
2logy, 0.

Se avviene questa approssimazione, pero, i valori di €. non sono univoci:

Q, Q.
2N Rp 7& 2N As
V10 —1 /10T — 1

e la scelta del valore per €, produce un filtro pit vicino a 0 in banda attenuata;’

e la scelta del valore per €, produce un filtro pill vicino a 1 in banda passante.’

Le specifiche sono soddisfatte per qualunque €. scelto tra questi due valori = conviene
scegliere il valore medio come compromesso.
21.2 Tecnica della trasformazione bilineare

La trasformazione bilineare consente di ottenere un filtro numerico H (z) partendo da un

filtro analogico H, (s):
21—z71
H()=H,(s=—>—2_
(Z) (5 TC 1+ Z_1>

5in scala lineare
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Dimostrazione Sia z (t) un generico segnale causale a tempo continuo, e sia y (¢) il suo
integrale:

y@zlxww

Per le proprieta della trasformata di Laplace (a condizioni iniziali nulle):

INTELRALE BELL'N-ESiMO
T TRRAPELI;

AreR- T, -X (1) )+ CTe[[R )+ X (n))
fagne T JEPx(na) 1T
— 1

Sia x (n) il segnale campionato z (n1,). Il suo integrale y (n) pud essere ricavato tramite
la regola dei trapezi:

y(n):y(n_1)+w

T,
2
Confrontando la trasformata zeta Y (z):
X -1x T,1+4 21
Y=Y () 2O A Oy o R I

con l'espressione della trasformata di Laplace Y (s):

21—z71
§= ———
T.1+ 21
1+s%
z= +
1—s5%

Relt]

HL
Esiste una corrispondenza biunivoca tra i punti del piano s e i punti del piano z:

e l’asse immaginario j2 nel piano complesso s corrisponde alla circonferenza di raggio unitario
nel piano complesso z;
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e le pulsazioni complesse o < 0 sono mappate all’interno del cerchio di raggio unitario;

e le pulsazioni complesse con ¢ > 0 sono mappate all’esterno del cerchio di raggio unitario.

Dimostrazione

Un filtro causale ¢ stabile se:
e tutti i poli di H, (s) appartengono al semipiano sinistro nel piano complesso s;
e tutti i poli di H (z) appartengono al cerchio di raggio unitario nel piano complesso z.

La trasformazione bilineare impone la seguente relazione tra la risposta in frequenza analogica
H, (59) e la risposta in frequenza numerica H (63‘”):

H () = H, (jgﬂfa :sz tan (7rf)>

H () = H, (jQ = j%tan ;)

Dimostrazione

Ha (j27rfa) = H(S)|s:j27rfa

. _ ,—j2nf
H(eﬂﬂf):H(Z”fﬂf i 21-e™
—eizm D A
5 1. 1 z=e J 7Tfa Tcl+€7327rf
§= ———
T.1+4+z71
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I valori che la funzione H, (j27f,) assume sull’asse immaginario f, sono mappati
sull’intervallo [—%TC; %TC] mediante la relazione non lineare:

1
f = —arctan (nf,T¢)
T

c

w = 2arctan

Il filtro numerico ricavato € molto approssimato al filtro analogico per bassi valori di f, T,
mentre differisce tanto piu ci si allontana dalla linearita. Se la frequenza analogica f, data &
alta, € possibile aumentare la frequenza di campionamento f. per migliorare I’approssimazione
del filtro numerico.

La trasformazione bilineare non introduce aliasing.

21.3 Trasformazioni spettrali tra diverse tipologie di filtro

Tramite le seguenti trasformazioni spettrali & possibile ricavare, a partire da un filtro con pulsa-
zione di taglio wy, un filtro di diversa tipologia con pulsazione di taglio &; e stessi parametri di
progetto wp, ws, Ag e Ry:

Trasformazione spettrale
Tipo di filtro desiderato "ol
Gl =+][Z—% <1
1-— - P
sk apz
1 sin W
_ 2T -« )
Passa-basso 2 l=" — a=—2_
1—az~ 1’ . Wit Wy
sin
2
1 cos 2t +
_ A e
Passa-alto P —— -, a=-— 2
1+az™ Wy — Wy
cos —o—

La trasformazione di un filtro causale e stabile deve portare a un filtro causale e stabile:
e l'interno del cerchio unitario si deve mappare in se stesso;

e i poli all'interno del cerchio di raggio unitario devono rimanere all’interno.
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Capitolo 22

Progetto di filtri FIR

22.1 Rotazione di fase lineare

Un filtro FIR non causale puo essere reso causale semplicemente ritardandone la risposta all’im-
pulso h (n) (che & a supporto finito) in modo che tutti i campioni siano a destra dell’asse delle
ordinate (n > 0). Il ritardo temporale di k& campioni conduce ad una nuova sequenza h (n — k)
che introduce in frequenza solo una rotazione di fase lineare:

F{h(n—k)} = H () e vk

senza variare il modulo della risposta in frequenza, e di conseguenza senza variare la maschera
del filtro |H, (j9)].

La rotazione di fase lineare introdotta introduce un ritardo costante sulla sequenza z (n) di
ingresso:

yn)=zn)xh(n—k)=Y (ej‘”) =X (ej‘”) . [H (ej“’) efj‘*’k] = [X (ej‘”) efjwk} -H (ej‘*’) =
=yn)=xz(n—Fk)xh(n)

Nel caso la risposta all’impulso h(n) abbia simmetria pari o dispari rispetto all’asse del-
le ordinate, con conseguente simmetria pari della risposta in frequenza H (63“’), allora basta
determinare il nuovo asse di simmetria della risposta all’impulso traslata h (n — k).

22.2 Tecniche a finestra

La risposta all’impulso h (n), ottenuta mediante IDTFT della risposta in frequenza H (ejzﬂf ),
oltre a non essere causale e solitamente di durata infinita = affinché il filtro sia fisicamente
realizzabile, la risposta all'impulso deve essere troncata tramite una finestra.

22.2.1 Finestra rettangolare

Alla risposta in frequenza Hiq (ej 2 f ) del filtro passa-basso ideale (provvista di rotazione di fase

lineare):
M

—j2m

o f < f.
mate =

corrisponde una risposta all’impulso hiq a supporto infinito (traslata):

hiq = 2f.sinc [ch (n— M2— 1)}
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Rectangular window

amplitude

samples

La risposta all’impulso hjq viene troncata a un numero finito M di campioni con la
moltiplicazione per la porta pys (n) (finestra rettangolare):

hig n=0,....M—1

0 altrimenti

h(n) = hia (n) - pm (n) = {

Fourier transform
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Una troncatura cosi brutale perd si manifesta in frequenza con la comparsa di oscillazioni
(effetto di Gibbs): ' ' '
H (eﬂﬂf) = Hiyq (egzﬂf) * Py (672“]0)
dove: ]
1— e 92mfM _jompM_1 sin (M f)

=€

Jj2nfy
Par (1) = 1—e92nf sin (7 f)

Osservazioni
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e [’ampiezza massima delle oscillazioni in banda attenuata coincide con 'ampiezza massima
delle oscillazioni in banda passante.

e All’aumentare di M aumenta la frequenza di ripetizione delle oscillazioni, non la loro
ampiezza massima = la riduzione dell’oscillazione massima nella risposta in frequenza
puo essere ottenuta solamente cambiando il tipo di finestra di troncamento, non la sua
lunghezza.

22.2.2 Finestra di Bartlett

Triangular window Fourier transform

amplitude
decibels
|
[}
o

-100
-110
-120

-130
-40 -30 -20 -10 O 10 20 30 40
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La finestra di Bartlett riduce leggermente le oscillazioni:

2n 0<n<M_1
M= Mo1  C
p(n)=q9_ _“"  <n<M-1
M—1 2 ="=
0 altrimenti

22.2.3 Finestra di Hanning
La finestra di Hanning ¢ una funzione triangolo, e riduce ulteriormente le oscillazioni:

1 2mn
_ _ <n< -
p(n) = 2{1 COS(M—l)} 0<n<M-1

0 altrimenti
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Hann window Fourier transform
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22.2.4 Finestra di Hamming

Hamming window (0 = 0.53836) Fourier transform
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La finestra di Hamming ¢ una finestra di Hanning piu attenuata verso gli estremi del supporto,
e riduce ulteriormente le oscillazioni:

2mn
0,54 — 0,46 —_— 0<n<M-1
pln)y=4"""" " “’S(M—l) ==
0 altrimenti
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22.2.5 Finestra di Blackman

Blackman window Fourier transform
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La finestra di Blackman ¢ una finestra di Hamming piu attenuata verso gli estremi del
supporto, e riduce ulteriormente le oscillazioni:

1 2mn 41mn
42 — — <n<M-1
0, 2cos<M_1>+0,08cos<M_l> 0<n<

0 altrimenti

p(n) =

Un aumento della minima attenuazione in banda attenuata Ay si paga perd con 'aumento
della banda di transizione By:

Finestra Banda di Minima attenuazione
transizione B | in banda attenuata A,
Rettangolare % 21 dB
6,17
Bartlc.att ; ,]\é[ﬂ 25 dB
Hanning b’% 44 dB
Hamming E 53 dB
Blackman 5a 74 dB
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