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Grundkurs Mathematik I

Vorlesung 4

Quantoren

Betrachten wir nochmal die beiden Beispielaussagen
Marsmenschen sind griin

und
Ich fresse einen Besen,

und schauen uns die innere Struktur genauer an. In der ersten Aussage wird
einer gewissen Art von Lebewesen eine Eigenschaft zugesprochen, so wie wenn
man sagt, dass Geparden schnell sind oder dass Faultiere faul sind. Damit
kann man meinen, dass Marsmenschen ,,im Normalfall“ oder ,fast immer*
griin sind, oder aber im strengeren Sinn, dass wirklich alle Marsmenschen
griin sind. In der Mathematik interessiert man sich fiir Aussagen, die ohne
Ausnahmen gelten (wobei man allerdings in einer mathematischen Aussa-
ge die Ausnahmen auch explizit machen kann), so dass wir die Aussage im
strengen Sinn verstehen wollen. Es handelt sich um eine sogenannte Allaus-
sage. In ihr kommen zwei Pradikate (Eigenschaften, Attribute) vor, ndmlich
einerseits, ein Marsmensch zu sein, andererseits, griin zu sein. Ein Pradikat P
ist etwas, was einem Objekt (grammatisch spricht man von einem Subjekt),
einem Gegenstand, einem Element zukommen oder nicht zukommen kann.
Ein Prédikat ist fiir sich genommen keine Aussage; aus einem Pradikat kann
man aber grundsétzlich auf zwei verschiedene Arten eine Aussage machen,
indem man némlich einerseits (durch einsetzen) fiir ein konkretes Objekt a
die Aussage
P(a)
bildet, die bedeutet, dass das Objekt a die Eigenschaft P besitzt, was wahr
sein kann oder eben auch nicht. Andererseits kann man daraus durch Quan-
tifizierung eine Aussage gewinnen. So kann man die Aussage bilden, dass
alle! Objekte (typischerweise aus einer bestimmten Grundmenge) die Eigen-
schaft P haben, was wiederum wahr oder falsch sein kann. Das driickt man
formallogisch durch
VaP(z)
aus. Das Symbol
v

1 Andere Formulierungen sind: jedes, ein beliebiges, irgendein Objekt/Element aus der
Grundmenge. Wenn die Grundmenge rdumlich ist, so spricht man auch von {iberall, wenn
sie zeitlich ist, so spricht man von immer, stets, ....
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ist eine abkiirzende Schreibweise fiir , fiir alle“?, und besitzt ansonsten keine

tiefere Bedeutung. Es wird Allquantor genannt. Die obige Marsmenschen-
aussage kann man als
Ve(M(z) — G(x))

schreiben. Das bedeutet, dass fiir alle Objekte ohne weitere Einschrinkung
gilt: wenn es sich um einen Marsmenschen handelt (wenn also M zutrifft),
dann ist er auch griin. Fiir jedes = steht in der groflen Klammer eine Aussage
in der Form einer Implikation, die eben besagt, dass wenn der Vordersatz
wahr ist, dann auch der Nachsatz wahr sein muss.

Die zweite Beispielaussage kann bedeuten, dass ich genau einen Besen fresse
oder aber mindestens einen Besen. Die Wortbedeutung des unbestimmten
Artikels ist nicht eindeutig, in einer Aussage wie ,,eine Pflanze braucht Was-
ser” bedeutet ,eine“ sogar ,alle“. In der Mathematik bedeutet es fast immer
,mindestens einen“. Die Besenaussage kann man also paraphrasieren als

Es gibt einen Besen, den ich fresse.
Dies ist eine Eristenzaussage.®> Eine formallogische Reprisentierung ist
Jz(B(z) A F(z)),

wobei B(z) bedeutet, dass das Objekt z ein Besen ist und wobei F(x) be-
deutet, dass ich dieses z fresse. Man kénnte genauso gut

Jz(F(z) A B(x))

schreiben. Das Zeichen
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wird ,es gibt“ oder ,es existiert gesprochen und wird der Ezistenzquantor
(oder Eristenzoperator) genannt.

Eine Allaussage behauptet, dass ein gewisses Pridikat allen Objekten (aus
einer gewissen Grundmenge) zukommt. Wie alle Aussagen kann dies wahr
oder falsch sein. Eine Allaussage ist genau dann falsch, wenn es mindestens
ein Objekt (aus der Grundmenge) gibt, dem das Pradikat nicht zukommt.
Daher sind die beiden Quantoren, also der Allquantor und der Existenzquan-
tor, iiber die Negation eng miteinander verkniipft und lassen sich gegenseitig
ersetzen, und zwar gelten die Regeln

—(VzP(x)) ist gleichbedeutend mit Jz(—P(z)),

—(3zP(x)) ist gleichbedeutend mit Vz(—P(z)),

2Man kann mit einiger Berechtigung sagen, dass die Vokabeln , fiir alle“ und ,,es gibt“
die wichtigsten Formulierungen der Mathematik sind.

3Neben ,es gibt“ trifft man auf Formulierungen wie ,,es existiert“, ,man findet“, ,man
kann finden“. Wenn die Existenz eines Objektes bekannt ist, so wird in einer mathema-
tischen Argumentation hiufig ein solches Element ,hergenommen, irgendwie bezeichnet
und dann weiterverarbeitet.



Vo P(x) ist gleichbedeutend mit —(3z(—=P(z)))

und
Jx P(x) ist gleichbedeutend mit —(Vz(—P(x))).

Neben einstelligen Pradikaten wie P(z) gibt es auch mehrstellige Pradikate
der Form

P(z,y) oder Q(x,y, 2) etc. ,

die eine Beziehung zwischen mehreren Objekten ausdriicken, wie z.B. ,ist
verwandt mit“, ist grofler als, , sind Eltern von“ u.s.w. Entsprechend kann
dann iiber die verschiedenen Variablen quantifiziert werden, d.h. man hat
mit Ausdriicken der Form

Va(JyP(z,y)), Je(VyP(z,y)), Vo(Fy(V2Q(x,y, 2))) usw.
Zu tun.

Die Variablenbezeichnung in einer quantifizierten Aussage ist grundsétzlich
unwichtig, d.h. es ist egal, ob man VaP(a) oder VtP(t) schreibt. Man darf
dabei aber nur Variablennamen (also Buchstaben) verwenden, die im ge-
genwartigen Kontext nicht schon anderweitig verwendet sind.

Die Logik, die sich mit quantifizierten Aussagen auseinandersetzt, heif3t Pri-
dikatenlogik oder Quantorenlogik. Wir werden sie nicht systematisch ent-
wickeln, da sie in der Mathematik als Mengentheorie auftritt. Statt P(z),
dass also ein Pradikat einem Objekt zukommt, schreiben wir x € P, wobei
dann P die Menge aller Objekte bezeichnet, die diese Eigenschaft haben.
Mehrstellige Priadikate treten in der Mathematik als Relationen auf.

Mengen

Die Sprache der Mathematik wird in der Sprache der Mengen formuliert, die
eng mit der Quantorenlogik verwandt ist.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge heiflen. Mit , wohlunterschieden“ meint man, dass
es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als verschieden angesehen
werden. Die Zugehdrigkeit eines Elementes x zu einer Menge M wird durch

reM
ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch
Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.

Die wichtigste mathematische Menge ist im Moment fiir uns die Menge der
natiirlichen Zahlen

N = {0,1,2,3,...}.



David Hilbert (1862-1943) nannte sie

Georg Cantor (1845-1918) ist der ein Paradies, aus dem die
Schopfer der Mengentheorie. Mathematiker nie mehr vertrieben

werden diirfen.

Fiir Mengen gilt das Eztensionalitdtsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen {iberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

DEFINITION 4.1. Unter der leeren Menge versteht man diejenige Menge, die
kein Element besitzt. Sie wird mit

bezeichnet.

Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafir N C M (manche schreiben dafiir
N C M). Beispielsweise ist die Menge aller durch 6 teilbaren natiirlichen
Zahlen eine Teilmenge der Menge aller geraden Zahlen. Bei einer Teilmengen-
beziehung sagt man auch, dass eine Inklusion N C M vorliegt. Im Nachweis,
dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir ein beliebiges Element z € N
ebenfalls die Beziehung = € M gilt.* Dabei darf man lediglich die Eigenschaft
x € N verwenden. Im Beispiel wiirde man so argumentieren: x ist eine durch
6 teilbare Zahl. Daher kann man

xr = 6y
mit einer gewissen natiirlichen Zahl y schreiben. Dies kann man als

x = 6y = 2(3y)

“In der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion verstehen als die Aussage
Ve(x € N -z € M).



schreiben, was eben bedeutet, dass x gerade ist.

Aufgrund des Extensionalitédtsprinzips hat man das folgende wichtige Gleich-
heitsprinzip fiir Mengen, dass

M = N genau dann, wenn N C M und M C N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass man die Gleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinander unabhéngi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. Dies hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekommt, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gewiinschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier wiederholt sich das Prin-
zip, dass die Aquivalenz von zwei Aussagen die wechselseitige Implikation
bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen Implikationen bewie-
sen wird.

Beschreibungsmoglichkeiten fiir Mengen

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist
wohl, die zu der Menge gehorenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die
Reihenfolge der Elemente nicht ankommt. In der Abgabegruppe H sind die
Personen {F,Jo,Je,V,Z}. Dies sind genau die Personen, die Sonntags im
Schwimmbad morgens um 7 Uhr am Tisch unter der Ulme sitzen. Es handelt
sich dann um zwei verschiedene Beschreibungen fiir die gleiche Menge.

Die wichtigste Beschreibung einer Menge ist die durch eine Eigenschaft. Es
sei eine Grundmenge M gegeben (wie die Menge der natiirlichen Zahlen,
die Leute im Kurs) und ferner eine gewisse Eigenschaft F (Pradikat), die
man auf alle Elemente der Grundmenge sinnvoll anwenden kann und die auf
manche Elemente zutrifft, auf manche nicht (wie gerade zu sein oder sich
auf die Weihnachtsferien zu freuen). Zu der Eigenschaft E gehort innerhalb
von M die Teilmenge bestehend aus allen Elementen aus M, die diese Eigen-
schaft, diese Bedingung, erfiillen. Man beschreibt eine durch eine Eigenschaft
definierte Teilmenge meist als

{r e M|E(z)} = {x¢€ M|z besitzt die Eigenschaft E'}
= {z € M| E trifft auf = zu}.

Dies geht natiirlich nur mit solchen Eigenschaften, fiir die die Aussage E(x)
eine wohldefinierte Bedeutung hat. Wenn man eine solche Teilmenge einfiihrt,
so gibt man ihr hiufig sofort einen Namen (in dem auf die Eigenschaft F
Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B. kann man einfithren

G = {z € N|z ist gerade},
U = {z € N|z ist ungerade},
Q = {z € N|z ist eine Quadratzahl} ,
P = {z € N|z ist eine Primzahl} .
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Fiir die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mathemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auch eine Vielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei alltédglichen Mengen, wie etwa die Men-
ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Eigenschaften,
die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = {z € K|z kommt aus Osnabriick},
E = {z € K|z studiert im Nebenfach evangelische Theologie} ,

D = {z € K|z hat im Dezember Geburtstag} .
Die Menge K ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es ist ja

K = {z|z ist Studierender in diesem Kurs} .

Mengenoperationen

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen entstehen.’
DEFINITION 4.2. Zu Mengen L und M heift

LNM = {z|r € Lund x € M}
der Durchschnitt (oder die Schnittmenge) der beiden Mengen.
DEFINITION 4.3. Zu zwei Mengen L und M heif3t

LUM = {x|z € L oder z € M}
die Vereinigung der beiden Mengen.
DEFINITION 4.4. Zu Mengen A, B nennt man

A\ B = {z|lz € Aund z ¢ B}
die Differenzmenge ,A ohne B*.
Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Haufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschliefen.

Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge ist das
Komplement einer Teilmenge T' C G.

DEFINITION 4.5. Zu einer Teilmenge 7" C G in einer Menge G heifit
G\T ={zeG|lz¢T}
das Komplement von T (in G).

SMan beachte, dass sich die &hnlich geformten Symbole N und A und U und VvV
entsprechen.



Dafiir schreibt man auch CT. Es gilt
G=MUMN\T)

und
MNO(M\T) = 0.

Beispielsweise ist das Komplement der Menge der geraden Zahlen die Men-
ge der ungeraden Zahlen. Die Eigenschaft, dass der Durchschnitt von zwei
Mengen leer ist, bekommt einen eigenen Namen.

DEFINITION 4.6. Zwei Mengen L und M heiflen disjunkt, wenn ihr Durch-
schnitt LN M = () ist.

Wenn Teilmengen durch geeignete Prédikate definiert sind, so stehen die
Mengenoperationen unmittelbar in Zusammenhang mit den logischen Ope-
rationen fiir die Pradikate. Wenn (in einer gewissen Grundmenge)

M = {z|a(z) gilt}
und

L = {z[5(x) gilt}
vorliegt, so ist

MNL = {z|a(z) und pB(x) gilt},
MUL = {z|a(z) oder 5(z) gilt},

M\ L = {z|a(x) gilt aber f(x) gilt nicht} .

Mengendiagramme

Eine Moglichkeit, Mengen oder vielmehr die zwischen verschiedenen Men-
gen moglichen oder existierenden Verhéltnisse zueinander abzubilden, liefern
Mengendiagramme (oder Venn-Diagramme). In ihnen werden Mengen durch
gewisse Flachenstiicke in der Ebene repréasentiert. Die Flachenstiicke sollten
eine moglichst einfache Form besitzen. Sie sind zumeist ,,zusammenhéngend
(d.h. je zwei Punkte des Stiickes sind durch einen ,stetigen Weg“ miteinan-
der verbindbar). Die Fliachenstiicke konnen sich iiberlappen, und der Uber-
lappungsbereich représentiert die Schnittmenge. Idealerweise sind die auf-
tretenden Uberlappungsbereiche selbst wieder zusammenhéngend. Die ver-
schiedenen Flidchenstiicke werden héufig in unterschiedlichen Farben oder
Schraffuren gezeichnet, wobei dann die Uberlappungsbereiche durch die zu-
gehorigen Farbmischungen bzw. Mischschraffuren wiedergegeben werden.
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Einige Beispiele fiir abstrakte Mengendiagramme

AC

Diese Diagramme sind vollstdndig in dem Sinne, dass sie alle moglichen
Schnitteigenschaften der beteiligten Mengen représentieren. In den folgen-
den Diagrammen wird nicht jede mogliche Schnitteigenschaft représentiert.

OR®,




L

Einige Beispiele fiir konkrete Mengen-Diagramme

In diesem Fall repriasentieren die beteiligten Mengen einen bestimmten Be-
griff, das Schnittverhalten héngt dann von inhaltlichen Uberlegungen ab.
Solche Diagramme spielen in der Mathematik keine grofie Rolle. Wenn man
allerdings z. B. verschiedene algebraische Begriffe wie Gruppe, Ring, kommu-
tativer Ring, Divisionsbereich, Korper in ihrer Hierarchie veranschaulichen
mochte, so ist ein solches Diagramm durchaus sinnvoll.

aliphatisch

hydrophob

aromatisch  positiv

British Isles

United Kingdom Geistiges Eigentum Wettbewerbsrecht

Geverblicher Rechischutz

-
. = /
f technische Eigenarten /

Ireland Great Britain

s~
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