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Lineare Algebra

Vorlesung 4

Vorli mag alle Menschen und achtet nicht auf AuBerlichkeiten. Thr besonderes
Talent ist aber, ...

In der linearen Algebra wird stets ein Korper K zugrunde gelegt, wobei man
dabei grundsétzlich an die reellen Zahlen R denken kann. Da es aber zunéchst
bei Fragen der linearen Algebra nur auf die algebraischen Eigenschaften von
R ankommt, kann man genauso gut an die rationalen Zahlen @@ denken.
Ab der Eigenwerttheorie werden dann auch spezifischere Eigenschaften des
Korpers (wie die Existenz von Wurzeln) bedeutsam. Die ,, Mutter aller linea-
ren Gleichungssysteme* ist eine einzige lineare Gleichung in einer Variablen
der Form

ar = b

mit gegebenen Elementen a, b aus einem Koérper K und gesuchtem x. Schon
hier zeigen sich drei Moglichkeiten, wie die Losung aussehen kann. Bei a # 0
kann man die Gleichung mit dem Inversen von a in K, also mit ¢!, multi-
plizieren und erhélt als eindeutige Losung

b

x=bat ==,
a
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Rechnerisch kann man also die Lésung erhalten, wenn man inverse Elemente
bestimmen und mit ihnen multiplizieren kann. Bei a = 0 hingt das Losungs-
verhalten von b ab. Bei b = 0 ist jedes z € K eine Losung, bei b # 0 gibt
es keine Losung.

Lineare Gleichungssysteme

Wir beschreiben drei weitere einfithrende Beispiele, ein alltédgliches, ein geo-
metrisches und ein physikalisches, die alle zu einem linearen Gleichungssy-
stem fiihren.

BEISPIEL 4.1.

An einem Stand auf dem Weihnachtsmarkt gibt es drei verschiedene Glithweintopfe.
Alle drei beinhalten die Zutaten Zimt, Gewiirznelken, Rotwein und Zucker,
allerdings mit unterschiedlichen Anteilen. Die Zusammensetzung der einzel-

nen Glithweine ist

1 2 3
2 2 1
Gr = 11 , G2 = 12 ) Gy = 20
2 3 7

Jeder Glithwein wird also représentiert durch ein Vierertupel, deren einzelne
Eintrége fiir die Anteile an den Zutaten stehen. Die Menge aller (mogli-
chen) Glithweine bilden einen Vektorraum (diesen Begriff werden wir in der
néichsten Vorlesung einfithren) und die drei konkreten Glithweine sind drei
Vektoren in diesem Raum. Nehmen wir an, dass keiner dieser drei Glithweine
genau den gewiinschten Geschmack trifft und dass der Wunschglithwein die
Zusammensetzung
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hat. Gibt es eine Moglichkeit, den Wunschglithwein durch Zusammenschiitten
der vorgegebenen Glithweine zu erhalten? Gibt es also Zahlen! a,b,c € Q
derart, dass

1 2 3 1
2| ., 2 1| {2
ala [ TOol12f T 20| T |20
D 3 7 5

gilt? Hinter dieser einen vektoriellen Gleichung liegen vier einzelne Gleichun-
gen in den ,Variablen“ a,b,c, wobei die Gleichungen sich aus den Zeilen
ergeben. Wann gibt es eine solche Losung, wann keine, wann mehrere? Das
sind typische Fragen der linearen Algebra.

Wir besprechen ein geometrisches Beispiel d&hnlich zu Beispiel 1.2, wobei jetzt
die Gleichungen nicht homogen sehen miissen.

BEISPIEL 4.2.
Zwei Ebenen im Raum, die sich in einer Geraden schneiden.

Im R? seien zwei Ebenen
E = {(z,y,2) €R’ |4z — 2y — 3z =5}

und
F = {(z,y,2) € R® |3z — by + 22 = 1}

gegeben.? Wie kann man die Schnittgerade G = E N F beschreiben? Ein
Punkt P = (x,y,2) liegt genau dann auf der Schnittgerade, wenn er die
beiden Ebenengleichungen erfiillt; es muss also sowohl

dr — 2y —3z=>5alsauch 3z — by + 2z =1

ISinnvoll interpretierbar sind in diesem Beispiel nur positive Zahlen, da man schwerlich
aus einem Glithweingemisch die einzelnen verwendeten Glithweinsorten wieder herauszie-
hen kann. In der linearen Algebra spielt sich aber alles iiber einem Korper ab, sodass wir
auch negative Zahlen zulassen.

2An dieser Stelle diskutieren wir nicht, dass solche Gleichungen Ebenen beschreiben.
Die Losungsmengen sind ,,verschobene Untervektorrdume der Dimension zwei.
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gelten. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 3 und ziehen davon das
4-fache der zweiten Gleichung ab und erhalten

14y — 17z = 11.

Wenn man y = 0 setzt, so muss z = —% und x = % sein. D.h. der Punkt

P = (%, 0, —%) gehort zu G. Ebenso findet man, indem man z = 0 setzt,

den Punkt Q) = (%, ﬁ, 0) . Damit ist die Schnittgerade die Verbindungsge-

rade dieser Punkte, also

13 11 209 11 11
=13(=,0 —= = R .
¢ {(17’ 0 17) +t<238’ 14° 17) e }

BEISPIEL 4.3.

Ein elektrisches Netzwerk (ein Gleichstrom-Netzwerk) besteht aus mehreren
miteinander verbundenen Dréahten, die in diesem Zusammenhang die Kan-
ten des Netzwerks genannt werden. In jeder Kante K liegt ein bestimmter
(vom Material und der Kantenléinge abhéngigen) Widerstand R; vor. Die
Verbindungspunkte P,, in denen die Kanten zusammenlaufen, nennt man
die Knoten des Netzwerks. Wenn an das Netzwerk (bzw. gewisse Kanten da-
von) eine Spannung angelegt wird, so flieit in jeder Kante ein bestimmter
Strom I;. Es ist sinnvoll, fiir jede Kante eine Richtung zu fixieren, um die
FlieBrichtung des Stromes in dieser Kante unterscheiden zu kénnen (wenn
der Strom in die entgegengesetze Richtung fliefit, so bekommt er ein negati-
ves Vorzeichen). Man spricht von gerichteten Kanten. In einem Knotenpunkt
des Netzwerks flielen die Strome der verschiedenen anliegenden Kanten zu-
sammen, ihre Summe muss 0 ergeben. Entlang einer Kante K; kommt es zu
einem Spannungsabfall U;, der durch das Ohmsche Gesetz

Uj = Rj-Ij

beschrieben wird. Unter einer Masche (oder einem Zykel) des Netzwerks ver-
steht man eine geschlossene gerichtete Verbindung von Kanten. Fiir eine
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solche Masche ist die Gesamtspannung 0, es sei denn, es wird ,,von auflen”
eine Spannung angelegt. Wir listen diese Kirchhoffschen Regeln nochmal auf.

(1) In jedem Knoten ist die Summe der (ein- und abflieBenden) Strome
gleich 0.

(2) In jeder Masche ist die Summe der Spannungen gleich 0.

(3) Wenn in einer Masche eine Spannung V' angelegt wird, so ist die
Summe der Spannungen gleich V.

Aus ,physikalischen Griinden® ist zu erwarten, dass bei einer angelegten
Spannung in jeder Kante ein wohlbestimmter Strom fliefit. In der Tat lasst
sich dieser aus den genannten Gesetzméfigkeiten berechnen, indem man die-
se in ein lineares Gleichungssystem {ibersetzt und dieses 16st. In dem durch
das Bild angegebenen Beispiel seien die Kanten K, ..., K5 (mit den Wi-
derstdnden Ry, ..., Rs) von links nach rechts gerichtet, und die Verbindungs-
kante Ky von A nach C (an die die Spannung V angelegt sei), sei von
unten nach oben gerichtet. Die vier Knotenpunkte und die drei Maschen
(A,D,B), (D,B,C) und (A, D, (C) fithren auf das lineare Gleichungssystem
(einflieBende Strome gehen negativ und abflielende Strome positiv ein; fiir
die Maschen wihlt man eine , Kreisrichtung”, im Beispiel nehmen wir den
Uhrzeigersinn, und fithren die gleichorientierten Spannungen positiv an)

I() +]1 —]3 — 0
I3 +1 +Is = 0
—1Io +1 —14 = 0
-1 —1I —I; = 0
RlIl +R3[3 —R5I5 - 0
—RQIQ —R4[4 —|—R5[5 = O

—Ri +Rsl = V.

Dabei sind die R; und V' vorgegebene Zahlen und die /; sind gesucht.

Wir geben nun die Definition eines homogenen und eines inhomogenen linea-
ren Gleichungssystems iiber einem Korper zu einer Variablenmenge.

DEFINITION 4.4. Es sei K ein Korper und a;; € K fiir 1 <7 < m und
1 < j <n. Dann nennt man

a1y + a12T2 + -+ -+ + ATy =0
a1y + a%2 + -+ +agpr, = 0
121 + maZa + -+ Gy, = 0
ein (homogenes) lineares Gleichungssystem in den Variablen xq,. .., z,. Ein

Tupel (&1,...,&,) € K™ heiBt Losung des linearen Gleichungssystems, wenn
> ai§; = 0fiiralled = 1,...,m ist. Wenn (cq,...,¢,,) € K™ beliebig?

3Ein solcher Vektor heiBt manchmal ein Stirvektor des Systems.
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ist, so heifit

a1y + a1 + -+ - + ATy =
2121 + A22T2 + -+ + AonTy, = C2
Am1T1 + Qa2 + -+ + ATy = C;
ein inhomogenes lineares Gleichungssystem und ein Tupel ((y,...,(,) € K™

heifit Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems, wenn 27;21 a;;C; =
¢; fur alle 7 ist.

Die Menge aller Losungen eines linearen Gleichungssystems heifit die Ldsungs-
menge. Im homogenen Fall spricht man auch vom Ldsungsraum, da es sich
in der Tat nach Lemma 6.11 um einen Vektorraum handelt. Ein homoge-
nes lineares Gleichungssystem besitzt immer die sogenannte triviale Losung
0 = (0,...,0). Ein inhomogenes Gleichungssystem braucht nicht unbedingt
eine Losung haben. Zu einem inhomogenen linearen Gleichungssystem heifit
das homogene System, das entsteht, wenn man den Stoérvektor durch den
Nullvektor 0 ersetzt, das zugehdrige homogene System. Die folgende Situati-
on beschreibt die abstrakte Version von Beispiel 4.1.

BEISPIEL 4.5. Es sei K ein Korper und m € N. Im K™ seien n Vektoren
(oder m-Tupel)

11 Q12 Q1n
21 22 Q2n
U1 = . , Uy = . yooo s Un =
am1 Am2 Amn
gegeben und sei
&1
Co
w =
Cm

ein weiterer Vektor. Wir wollen wissen, wann sich w als ,,Linearkombinati-
on* der v; darstellen ldsst. Es geht also um die Frage, ob es n Elemente
S1,-..,8, € K mit der Eigenschaft

a1 12 Q1n C1

21 a2 A2p C2
CN IR B =51 I e e I =

Qm1 Am2 Amn Cm
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gibt. Die Gleichheit von Vektoren bedeutet, dass Ubereinstimmung in jeder
Komponente vorliegen muss, sodass dies zum linearen Gleichungssystem

a1181 + ae8e + -+ awms, =
2181 + G289 + -+ -+ a9nS, = Co
Am1S1 + AmaS2 + -+ + QmnSn = C;my

fithrt.

BEMERKUNG 4.6. Gelegentlich ist ein lineares Gleichungssystem nicht in
der Form gegeben, dass die Variablen nur auf einer Seite der Gleichungen
auftauchen, wie beispielsweise bei

3v—4+5y = 82+ Tx,
2—4x+ 2z = 2y+ 3x + 6,
4z =3z +2x+3 = Sz — 11y 4+ 22 — 8.

In diesem Fall muss man das System zuerst durch einfache Additionen und
Zusammenfassen der Koeffizienten in jeder einzelnen Gleichung in die Stan-
dardgestalt bringen.

Der Matrizenkalkiil

Ein lineares Gleichungssystem ldsst sich am einfachsten mit Matrizen schrei-
ben. Dies ermoglicht es, die Umformungen, die zur Lésung eines solchen
Systems fiithren, durchzufiihren, ohne immer die Variablen mitschleppen zu
miissen. Matrizen (und der zugehorige Kalkiil) sind recht einfache Objekte;
sie konnen aber ganz unterschiedliche mathematische Objekte beschreiben
(eine Familie von Spaltenvektoren, eine Familie von Zeilenvektoren, eine li-
neare Abbildung, eine Tabelle von Wechselwirkungen, eine zweistellige Rela-
tion, ein lineares Vektorfeld etc.), die man stets im Hinterkopf haben sollte,
um vor Fehlinterpretationen geschiitzt zu sein.

DEFINITION 4.7. Es sei K ein Korper und I und J Indexmengen. Eine I x J-
Matriz ist eine Abbildung

I'xJ— K, (i,j) — a;.

Beil = {1,...,m}und J = {1,...,n} spricht man von einer m x n- Matriz.
In diesem Fall schreibt man eine Matrix zumeist tabellarisch als

a1 a1 ... Qip
a21 a92 e A9y,

Am1 Am2 ... Omn
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Wir beschrinken uns weitgehend auf den durchnummerierten Fall. Zu jedem
i € I heilt a;; , 7 € J, die i-te Zeile der Matrix, was man zumeist als ein
Zeilentupel (oder einen Zeilenvektor)

(au, a2, . . . ,am)

schreibt. Zu jedem j € J heiit a;; , ¢ € I, die j-te Spalte der Matrix, was
man zumeist als ein Spaltentupel (oder einen Spaltenvektor)

alj
agj

amj

schreibt. Die Elemente a;; heilen die Eintrdge der Matrix. Zu a;; heifit ¢ der
Zeilenindex und j der Spaltenindex des Eintrags. Man findet den Eintrag a;;,
indem man die i-te Zeile mit der j-ten Spalte kreuzt. Eine Matrix mit m = n
nennt man eine quadratische Matriz. Eine m x 1-Matrix ist einfach ein einzi-
ges Spaltentupel der Lange m, und eine 1 x n-Matrix ist einfach ein einziges
Zeilentupel der Lange n. Die Menge aller Matrizen mit m Zeilen und n Spal-
ten (und mit Eintrdgen in K) wird mit Mat,,«,(K) bezeichnet, bei m = n
schreibt man Mat, (K). Zwei Matrizen A, B € Mat,,x,(K) werden addiert,
indem man sie komponentenweise addiert. Ebenso ist die Multiplikation ei-
ner Matrix A mit einem Element r € K (einem Skalar) komponentenweise
definiert, also

aiy Q2 ... Gip bii bz ... by ai; +bu ajg + bio
Qo1 Q2 ... Qap by bay ... by as; +ba1  age + by
+| . . . = )
Am1 Qm2 ... Qmp bml bm2 cee bmn Am1 + bml Am2 + bm?
und
ay; a2 ... Qip ra;; rayg ... Taip
agy Q@22 ... Q9pn ragy Tdg22 ... TA2pn
7’ =
Am1 Am2 ... Amn Tami1 TQm2 ... TQmp

Die Matrizenmultiplikation wird folgendermaflen definiert.

DEFINITION 4.8. Es sei K ein Koérper und es sei A eine m x n-Matrix und
B eine n x p-Matrix {iber K. Dann ist das Matrizprodukt

AB

diejenige m x p-Matrix, deren Eintrége durch

n
Cik = E aijbjk
Jj=1

gegeben sind.

A1n + bln
A2p, + b2n
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Eine solche Matrizenmultiplikation ist also nur méglich, wenn die Spalten-
anzahl der linken Matrix mit der Zeilenanzahl der rechten Matrix {iberein-
stimmt. Als Merkregel kann man das Schema

P
(ZEILE) | A| = (ZS+ EP+IA+ L* + ET)
L
T

verwenden, das Ergebnis ist eine 1 x 1-Matrix. Insbesondere kann man eine
m x n-Matrix A mit einem Spaltenvektor der Lénge n (von rechts) multipli-
zieren, und erhélt dabei einen Spaltenvektor der Lange m. Die beiden soeben
angefithrten Matrizen kann man auch in der anderen Reihenfolge multipli-
zieren (was nicht immer moglich ist) und man erhélt

S SZ SE SI SL SE
P PZ PE PI PL PE
A|(ZEILE) = | AZ AE Al AL AE
L LZ LE LI L[* LE
T TZ TE TI TL TE

DEFINITION 4.9. Die n x n-Matrix

0 1 0 0
E, =
0 0 1 0

nennt man die Einheitsmatriz.

Die Einheitsmatrix FE,, besitzt die Eigenschaft E,M = M = ME, fiir eine
beliebige n x n-Matrix M. Sie ist also das neutrale Element beziiglich der
Multiplikation von quadratischen Matrizen.

BEMERKUNG 4.10. Wenn man eine Matrix A = (a;;);; mit einem Spalten-

T
T2 .. . ..
vektor z = ) multipliziert, so erhélt man
Tn
alq a2 ... Qin 1 a1 -+ a12T9 + -+ A1nTn

a921 929 o Qop i) 2171 + A29T9 + -+ A2n, Ty

m1 Am2 ... Amp T, Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn
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Damit lasst sich ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit dem Stérvek-
C1

Co
tor . kurz als

Cm
Axr = ¢
schreiben. Die erlaubten Gleichungsumformungen (siche die néchste Vor-
lesung) durch Manipulationen an den Gleichungen, die die Losungsmenge
nicht dndern, kénnen dann durch die entsprechenden Zeilenumformungen in
der Matrix (unter Beriicksichtigung der Storvektorseite) ersetzt werden. Man
muss dann die Variablen nicht mitschleppen.

DEFINITION 4.11. Eine n x n-Matrix der Form

dll 0 0
0 dy O 0
0 0 dn—ln—l 0

nennt man Diagonalmatriz.

DEFINITION 4.12. Es sei K ein Korper und sei M = (a;;);; eine mxn-Matrix
iber K. Dann nennt man die n x m-Matrix

Mtr = (bU)l] mit bij = (Lﬂ
die transponierte Matriz zu M.

Die transponierte Matrix entsteht also, indem man die Rollen von Zeilen und
Spalten vertauscht. Beispielsweise ist

tr t r a

t n o e n s
r s nr = p
a it on 1
p e r t
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