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Biindel, Garben und Kohomologie
Vorlesung 17

Geometrische Vektorbiindel

Zu einem affinen Schema U = Spek (R) nennt man
A}, == Spek (R[T},...,T},])

zusammen mit der natiirlichen Projektion auf Spek (R), also der Spektrums-
abbildung zu R — R[T},...,T,], das triviale Biindel vom Rang r iiber U. Zu
einem Punkt P € Spek (R), der dem Ringhomomorphimus R — x(P) ent-
spricht, ist die Faser von Aj; iiber P durch A;( Py also dem r-dimensionalen
affineen Raum iiber dem Restekorper x(P), gegeben. Zu einem beliebigen
Schema X mit einer affinen Uberdeckung X = J,; U; definiert man A%,
indem man die A7, im Sinne von Lemma 7.10 so verklebt, wie es die Ver-
klebungen der U; (innerhalb von X') vorgeben. Dieses triviale Biindel vom
Rang r kommt zusammen mit der Projektion A% — X. Man spricht auch
vom affinen Zylinder vom Rang r iiber X und schreibt dafiir auch X x A".
Diese trivialen Biindel sind die lokalen Bausteine fiir das Konzept eines geo-
metrischen Vektorbiindels iiber einem Schema.

DEFINITION 17.1. Sei X ein Schema. Ein Schema V' zusammen mit einem

Morphismus p: V' — X heillt geometrisches Vektorbiindel vom Rang r iiber

X, wenn es eine offene Uberdeckung X = (J,.; U; und U;-Isomorphismen
Vi Uy x A" = A}, — Vi, =p ' (U))

derart gibt, dass fiir jede offene affine Teilmenge U C U;NU; die Ubergangs-

abbildungen

it o Aply — Ay lu
lineare Automorphismen sind, also durch einen Automorphismus des Poly-
nomringes I'(U, Ox)[T, ..., T;| der Form T; — > 77, a;;T; induziert sind.
Die Abbildungen ; heilen dabei die Trivialisierungen des Vektorbiindels.
Das folgende Beispiel schliefit an Beispiel 14.6 an.

BEISPIEL 17.2. Wir betrachten den quadratischen Zahlbereich R = Z[v/—5],
in dem die Gleichheit

2.3 =6 = (1+V51)(1 - V5i)
gilt und dariiber die R-Algebra
A = R[X,Y]/(3X — (1 —iV5)Y)
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mit der zugehorigen Spektrumsabbildung Spek (A) — Spek (R). Wir be-
haupten, dass ein geometrisches Geradenbiindel vorliegt, wofiir wir die offene
Uberdeckung Spek (R) = D(2) U D(3) heranziehen. Es ist

Ay = Ro[X,Y]/(3X — (1 —iV5B)Y) = R,[S]
mit X +— 25, Y = (1 +1iv5)S wegen S = X/2und X = 2S und Y =

17?\/5)( = #X = (1 + i\/g)S ein Isomorphismus. Ebenso ist

As = Rs[X,Y]/(3X — (1 —iV5)Y) = Ry[T]

mit X + (1 —iv5)T, Y + 3T wegen T = Y/3und Y = 37T und X =
%Y = 1 —iV/5|T ein Isomorphismus. Auf D(6) = D(2) N D(3) ist die
Ubergangsabbildung durch S = % = %ET gegeben, also linear.
BEispIEL 17.3. Wir betrachten den Ringhomomorphismus

K[X,Y,Z] — K[X,Y, Z][U,V,W|/(XU + YV + ZW),
die zugehorige Spektrumsabbildung

Spek (K[X,Y, Z|[U,V,W]/(XU +YV + ZW)) — A3
sowie deren Einschrankung

¢ : Spek (K[X,Y, Z][U,V,W]/(XU + YV + ZW))
D D(X)UDY)UD(Z) — A3\ {(0,0,0)} = D(X)UD(Y)UD(Z).

Letzteres ist ein geometrisches Vektorbiindel vom Rang 2 iiber dem punk-
tierten affinen Raum. Natiirliche Trivialisierungen sind auf den D(X), D(Y'),
D(Z) gegeben, vergleiche Beispiel 1.2. Beispielsweise ist

(K[X,Y, Z)[UV,W]/(XU +YV + ZW)), = K[X,Y, Z|x[V, W],

da man

YV +ZW

U= X

ausdriicken kann.
BEISPIEL 17.4. Wir betrachten den projektiven Raum
P% = Proj (K[Xo, X1,...,X,])
und das projektive Spektrum
Wy = Proj (K[Xo, X1,...,X,, Y]),

wobei die Grade von X; gleich 1 sind und Y den Grad k& bekommt. Geméafl
Satz 12.11 induziert die homogene Inklusion

K[Xo, X1,..., X, € K[Xo,X1,...,Xpn,Y]
einen Schemamorphismus

p: Wi D Do(Xo, Xi,..., X)) = Vi — P2,



Auf D, (X;) liegt die Abbildung

X, ., .Y ~ X5 .,
D4 () = Spek (KT #6571 ) — D060 = speke (KI5 411
vor, also ein triviales Geradenbiindel. Zu D4 (X;) und D, (X;) werden die
Ubergangsabbildungen iiber

X?“ . XS .
(D4 (X,X;), Osn ) = K[Zﬂ“%uz,s%ﬂ

k

X+ . . . : .
durch X% — X - & gegeben. Diese sind also linear und es liegt ein Gera-

XF Xk
i J
denbiindel iiber dem projektiven Raum vor.

Ein geometrisches Vektorbiindel hat weitere Strukturen, die wir uns zuerst
im Fall

Agper (r) = Spek (R[Ty,...,T,]) — Spek (R)
klar machen. Der R-Algebrahomomorphismus
R[Ty,...,T.] — R, T; — 0,
fithrt zu der Spektrumsabbildung
Spek (R) — Spek (R[T4,...,T}]),

die eine abgeschlossene Einbettung ist und die man den Nullschnitt nennt.
Der R-Algebrahomomorphismus

R[Tl,...,TT] — R[Sl,...7ST,T17...,Tr], E — Sl—i—TZ,
fithrt zur Spektrumsabbildung
Q. AEM = A% X Spek (R) A% — A%,

die man die Addition auf dem Vektorbiindel nennt. Ferner fithrt der R-
Algebrahomomorphismus

RTy,...,T.] — R[Z,Ty,...,T,], T, — ZT;,
zu einer Spektrumsabbildung
AR = AR Xsper(r) Al — A,
die man die Skalarmultiplikation nennt.

LEMMA 17.5. Ein geometrisches Vektorbindel p: V — X diber einem Sche-
ma X besitzt einen Nullschnitt

X —V,

eine Additionsabbildung
VxxV —V

und eine Skalarmultiplikation

Aﬁ(XXV—>V
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Beweis. Auf einer affinen Teilmenge U = Spek (R) C X mit einer Triviali-
sierung
Ve = A, = Spek (R[TY,...,T,])

gibt es den durch 7; — 0 gegebenen Nullschnitt. Wegen der Linearitéit der
Ubergangsabbildungen ist dieser Schnitt auf dem Durchschnitt U; N U; un-
abhéangig von der gewihlten affinen Menge und somit wohldefiniert. Die Exi-
stenz der Addition beruht im Wesentlichen darauf, dass bei einem linearen
R-Algebraisomorphimus

0: R[Ty,....T,] — R[Uy,...,U,]

das Diagramm

R[T,....T.] 5 R[T,...,T..5,...,5]
0 1ox0

R[Uy,...,U] =5 RUL,...,U,Wi,... V]

kommutiert. Die Existenz der Skalarmultiplikation ergibt sich in dhnlicher
Weise. U

Vektorbiindelhomomorphismen

DEFINITION 17.6. Es seien V und W Vektorbiindel iiber einem Schema X.
Ein Homomorphismus von Vektorbiindeln ¢: V. — W ist ein Schemamor-
phismus von V nach W iiber X derart, dass es zu jedem Punkt P € X eine
offene affine Umgebung P € U C X gibt, die die vorgegebenen Trivialisie-
rungsumgebungen der Biindel verfeinern (also U C Uj, U fiir geeignete i, j)
und fiir die die Hintereinanderschaltungen

Yily ely, 9;
A — Vg — Wy — A}

auf der Ringebene durch einen linearen Einsetzungshomomorphismus gege-
ben sind.

In der folgenden Aussage ist Kern als Urbild des Nullschnittes zu verstehen,
also in jeder Faser als Urbild des Nullpunktes. Bei einem Homomorphismus
von Vektorbiindeln ist {iber jedem Punkt P € X die Faserabbildung durch
eine Matrix iiber dem zugehorigen Restekorper x(P) gegeben, allerdings gibt
es in den affinen Rdumen iiber diesem Korper Punkte mit ganz unterschied-
lichenen Restekorpern, so dass man Konzepte der linearen Algebra mit einer
gewissen Vorsicht anwenden muss.

LEMMA 17.7. Es seien V' und W Vektorbiindel tiber einem Schema X und
p: V= W ein surjektiver Homomorphismus von Vektorbiindeln . Dann ist
der (punktweise genommene) Kern ein Vektorbiindel iber X .

Beweis. Siehe Aufgabe 17.18. O
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Ohne die Bedingung der Surjektivitit ist der Kern eines Vektorbiindelhomo-
morphismus kein Vektorbiindel. In Beispiel 17.3 ist der punktweise definierte
Kern nur auf dem punktierten Spektrum ein Vektorbiindel, im Nullpunkt
degeneriert der Kern zu einem dreidimensionalen Vektorraum.

Vektorbiindel und lokal freie Garben

DEFINITION 17.8. Zu einem geometrischen Vektorbiindel p: V' — X auf
einem Schema X nennt man die zu einer offenen Teilmenge U C X durch

I'U,F) = {s: U — V]y Schemamorphismus | po s = Idy}
definierte Garbe F die Garbe der Schnitte in V.

LEMMA 17.9. Zu einem geometrischen Vektorbindelp: V — X st die Garbe
der Schnitte F eine lokal freie Garbe.

Bewets. Durch die Addition
VxxV —V

gibt es aufgrund von Aufgabe 17.19 eine wohldefinierte Addition auf der
Garbe der Schnitte, wodurch F wegen Aufgabe 17.11 zu einer Garbe von
kommutativen Gruppen wird. Durch die Skalarmultipliaktion

A;—XXV—>V

erhilt man eine Ox-Modulstruktur auf F. Zu einer offenen Menge U C X
mit V]y = A" ist

Flv = (Oxlv)
und F ist lokal frei. O

Geometrische Vektorbiindel und lokal freie Garben sind im Wesentlichen
dquivalente Objekte.

SATZ 17.10. Auf einem Schema entsprechen sich geometrische Vektorbiindel
und lokal freie Garben. Ferner entsprechen sich Vektorbiindelhomomorphis-
men und Ox-Modulhomomorphismen. Finem geometrischen Vektorbiindel V
tber X wird dabei die nach Lemma 17.9 lokal freie Garbe der Schnitte Sy
zugeordnet und einem Vektorbindelhomomorphismus p: V. — W wird der
Modulhomomorphismus Sy — Sw zugeordnet, der einen Schnitt s: U —
Vv auf den Schnitt pos: U — Wy abbildet.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede lokal freie Garbe isomorph zu einer
Garbe der Schnitte in einem Vektorbiindel ist. Eine lokal freie Garbe F vom
Rang r ist durch eine offene Uberdeckung X = (J .1 Ui (wobei wir die U; als
affin annehmen kénnen) und Isomorphismen

wi: Oy, — F

U;
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gegeben. Die Hintereinanderschaltung

pilu;nu;

—1

v unu;

_ r J R T
Uu,nU; — OUiﬂUj

_ r
UinU; 3 UinU; = OUj

O,
ist nach Satz 13.10 durch e — fj mit
fo € F(Ui mUj,OTUmUj)
gegeben. Dabei ist fi, = (fre)1<i<, mit
fre € T(U;NU;, Ox).

Ferner ist die Determinante der Matrix (fx¢),, eine Einheit in I'(U; NU;, Ox)
Dies definiert iiber

UiﬁUj

Ty — > freSte
=1

einen linearen I'(U; N U;, Ox)-Algebraisomorphismus
T(U; N U;, Ox)[Th, ..., T,] — T(U; N U;, Ox)[S4, ..., Si]
und einen Schemaisomorphismus
@jit Ay, — Al

der von der in der Definition eines geometrischen Vektorbiindels geforderten
Form ist. Wir betrachten das Verklebungsdatum von beringten Rdumen

(Wi = Ay, Wiy = Ay lu; © Wi, @50 Wy — W) .

Die Kozykelbedingung ist dabei erfiillt, da die Daten von dem globalen Ob-
jekt F herriithren. Aufgrund von Lemma 7.10 gibt es ein Schema W, das
dieses Verklebungsdatum realisiert. Die lokalen Projektionen

verkleben dabei zu einem Schemamorphismus

W — X.

Aufgrund der Konstruktion handelt es sich um ein geometrisches Vektorbiin-
del iiber X. Es sei § die Garbe der Schnitte zu W. Wir behaupten, dass es
einen natiirlichen Isomorphismus

F—S
gibt. Wegen der Konstruktion gibt es natiirliche Garbenisomorphismen
F |Ui — S’Uz

fiir jede offene Menge U;, und deren Einschrinkungen auf die Durchschnitte
U; NU; stimmen iiberein. Nach Korollar 4.10 gibt es daher einen globalen
Garbenhomomorphismus, und dieser ist nach Lemma 4.6 ein Isomorphismus.
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Die Injektivitat der Zuordnung ergibt sich, da sich ein Vektorbiindel (bis auf
Isomomorphie) durch seine Garbe der Schnitte durch die beschriebene Kon-
struktion rekonstruieren lédsst. Fiir die Aussage iiber die Homomorphismen
siehe Aufgabe 17.21, Aufgabe 17.22 und Aufgabe 17.23. O

Die freie Garbe vom Rang r entspricht unter dieser Aquivalenz dem affinen
Raum A% iiber X.

BEISPIEL 17.11. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R ein Element.
Dieses definiert iiber

Spek (R[T]) = Ay, — Spek (R[T]) = Ay, T — fT,

einen Homomorphismus von Vektorbiindeln. Dieser ist in den Fasern iiber
den Punkten P € Spek (R), in denen f eine Einheit ist (also den Punkten
aus D(f)), eine Bijektion und iiber den anderen Punkten die Nullabbildung.
Die Abbildung ist also nur dann injektiv (und zugleich surjektiv und bi-
jektiv), wenn f eine Einheit ist. Das Element f definiert aber auch durch
Multiplikation einen Homomorphismus der Strukturgarbe in sich

OX — Ox, 1+— f
Auf jeder offenen Teilmenge U C X = Spek (R) liegt also der I'(U, Ox)-
Modulhomomorphismus
U, 0x) — I'(U,Ox), r — 1 f,

vor. Dabei ist dieser Garbenhomomorphismus genau dann injektiv, wenn f
ein Nichtnullteiler in R ist, und bijektiv genau dann, wenn f eine Einheit
ist. Der Injektivitatsbegriff fallt also fiir Vektorbiindel und lokal freie Garben
auseinander.






Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



