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Riemannsche Flichen

Vorlesung 6

Nach Satz 2.1 ist eine nichtkonstante holomorphe Abbildung zwischen rie-
mannschen Fléchen lokal biholomorph dquivalent zu einer Potenzierung w
w*. Fiir z # 0 besteht das Urbild von z unter dieser Abbildung aus den &
verschiedenen k-ten Wurzeln von z. Insbesondere sind auflerhalb von gewis-
sen Ausnahmenmengen (den Verzweigungspunkten) holomorphe Abbildun-
gen zumindest lokal von einer topologisch einfachen Bauart. Das topologisch
relevante Konzept ist das einer Uberlagerung.

Uberlagerungen

DEFINITION 6.1. Es seien X und Y topologische Raume. Eine stetige Abbil-
dung

p:Y — X
heiBt Uberlagerung, wenn es eine offene Uberdeckung X = Ui, Ui und eine
Familie diskreter topologischer Riume Fj, i € I, derart gibt, dass p~'(U;)
homoomorph zu U; x F; (versehen mit der Produkttopologie) ist, wobei die
Homoomorphien mit den Abbildungen nach U; vertréiglich sind.

Eine Abbildung der Form
UxF—U

mit einem diskreten Raum F' nennt man triviale Uberlagerung von U, der
Uberlagerungsraum besteht einfach aus F-vielen disjunkten Kopien das Ba-
sisraumes U. Zu P € F nennt man dann die zu U homéomorphe Teilmenge
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U x {P} ein Blatt der Uberlagerung iiber U. Lokal ist jede Uberlagerung
trivial, nach Definition liegen ja kommutative Diagramme
p_l(U@') — UZ X Fl
P\ 1
Ui

mit horizontalen Homdomorphien vor. Deshalb sind hauptséchlich globale
Eigenschaften einer Uberlagerung interessant. Unter schwachen Vorausset-
zungen (siche Lemma 6.4) gibt es nur einen diskreten Raum F.

BEISPIEL 6.2. Zun € N, ist
p: C*—C*, wr— w",

eine Uberlagerung. Sei z € C* und w € C* ein Punkt mit w” = z. E
seiw € V C C* eine offene Umgebung, die homéomorph auf U := ¢(V
abbildet. Eine solche Menge gibt es nach Korollar 1.11 und wegen ¢’ (w)
nw"™ ! # 0. Die Menge der n-ten komplexen Einheitswurzeln ist

2mki

E,={CeC|¢"=1} = {|k=0,....,n— 1},

siche Lemma 21.11 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Wir kénnen V' ver-
kleinern und dadurch erreichen, dass fiir alle n-ten Einheitswurzeln ¢ # 1
die offenen Mengen V und p (V') disjunkt sind. Dann ist

U) = W ue(V) = U x B,

CEE,

~

BEISPIEL 6.3. Die Abbildung
exp: C — C*, w+— expw,

ist eine Uberlagerung. Zu einem Punkt z € C* und einem Punkt w € C mit
expw = z gibt es nach Korollar 1.11 eine offene Umgebung w € V C C, die
homoomorph auf U := exp (V') abbildet. Durch Verkleinern von V' kénnen
wir annehmen, dass die offenen Mengen V umd V + 27ki fiir £ # 0 disjunkt
sind. Dann ist

exp ' (U) = |H (V + 2k7i) = U x Z.

keZ

LEMMA 6.4. Es seip: Y — X eine Uberlagerung und X zusammenhdingend.
Dann ist

fir alle x,y € X.

Beweis. Sei zunichst p: Y — X eine beliebige Uberlagerung und U;, i € I,
eine Uberdeckung von X, iiber den die Uberlagerung trivialisiert. Fiir z,y €
Ui ist



Sei nun X zusammenhéngend, x € X und

T ={yeX|p 'y =p ()} #0

Dann ist T offen, denn es enthélt zu jedem seiner Punkte noch eine offene
Umgebung, iiber der p trivialisiert. Aus dem gleichen Grund ist aber auch
X\ T offen. Da X zusammenhéngend ist, gilt 7' = X. O

Somit hingt die Méchtigkeit einer Faser einer Uberlagerung eines zusam-
menhéngenden Raumes nicht von der Wahl des Punktes ab. In Beispiel 6.2
ist F' = Z/(n) und in Beispiel 6.3 ist F' = Z.

DEFINITION 6.5. Eine stetige Abbildung
p: X —Y

zwischen topologischen Raumen X und Y heif3t lokaler Homdéomorphismus,
wenn es zu jedem Punkt z € X eine offene Umgebung = € U derart gibt,
dass ¢(U) offen in Y ist und dass die Einschrankung

U— o(U)
ein Homéomorphismus ist.

LEMMA 6.6. Eine Uberlagerung p: Y — X st ein lokaler Homdomorphis-
mus.

Beweis. Seiy € Y. Zuxz = p(y) € X gibt es eine offene Umgebung = €
U derart, dass p~*(U) die disjunkte Vereinigung von zu U homdomorphen
offenen Mengen ist. Auf einer dieser Mengen muss y liegen. U

Zu einer offenen Teilmenge U C X i§t die Inklusion ein lokaler Homdomor-
phismus, aber im Allgemeinen keine Uberlagerung.

LEMMA 6.7. Ein lokaler Homdomorphismus p: Y — X ist eine offene Ab-
bildung.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.11. O
KOROLLAR 6.8. Eine Uberlagerung p: E — X ist eine offene Abbildung.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 6.6 und Lemma 6.7. U

Bei einer Uberlagerung gibt es enge Beziehungen zwischen zusétzlichen Struk-
turen auf dem Basisraum und auf dem Uberlagerungsraum.

SATZ 6.9. Es sei p: Y — X eine Uberlagerung von topologischen Réiumen,
wobei X eine riemannsche Fliche sei. Dann gibt es eine eindeutige Struk-
tur einer riemannschen Fldiche auf Y derart, dass p zu einer holomorphen

Abbildung wird.
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Beweis. Nach Aufgabe 6.7 ist mit X auch Y hausdorffsch. Fiir eine offene
Teilmenge V' C Y, die homéomorph auf p(V') abgebildet wird, muss die
komplexe Struktur auf V' die von p(V') zuriickgezogene holomorphe Struktur
sein. Dies ergibt sich aus Satz 2.3, da eine holomorphe bijektive Abbildung
bereits biholomorph ist. Es kann also héchstens eine komplexe Struktur auf Y
derart geben, dass die Abbildung holomorph wird. Zur Existenz tiberdecken
wir X mit offenen Mengen U;, ¢ € I, {iber denen p trivialisiert und wobei die
U; zusammenhéngende Kartengebiete mit Karten

sind. Es sei Vjj,, ji; € J;, die disjunkte Zerlegung von p~'(U;). Wir definieren
Karten auf V; j;, durch

Bij, = a;opj: Vi; — Ul
Seien V; j, und V4, zwei solche Mengen. Dann ist
P(Viji N Vi) = UiN Uy
und die Holomorphie der Ubergangsabbildung folgt aus der Holomorphie der
Kartenwechsel auf X. 0

Diese Aussage gilt auch allgemeiner fiir komplexe Mannigfaltigkeiten.

Liftungen

Eine grundlegende Eigenschaft von Uberlagerungen ist es, dass Wege und
Homotopien entlang der Uberlagerung geliftet werden kénnen.

DEFINITION 6.10. Es seien X und Y topologische Rdume. Zu einer stetigen
Abbildung p: Y — X und einem stetigen Weg

v: [0,1] — X
nennt man einen stetigen Weg
7:[0,1] — Y
mit
Y =poy
eine Liftung von .

SATZ 6.11. Es seip: Y — X eine Uberlagerung, v: I — X ein stetiger Weg

und z € Y ein Punkt mit p(z) = ~(0). Dann gibt es genau einen stetigen
Weg

I —Y

N

mit der Eigenschaft, dass po”y = ~ und 5(0) = z ist.
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Beweis. Zu jedem Punkt x € ~([) gibt es eine offene Umgebung x € U,
derart, dass p oberhalb von U, trivialisiert, d.h. p~*(U,) ist die disjunkte
Vereinigung von zu U, iiber p homéomorphen offenen Teilmengen von Y.
Aufgrund der Kompaktheit von v(7) gibt es somit endlich viele offene Mengen
Ui, ..., U, mit dieser Eigenschaft und mit v(0) € Uy, mit U;NU; 1 Ny (1) #
() fiir alle ¢ (da () zusammenhéingend ist) und mit y(1) € U,. Es sei
z; = y(t;) € U;NU;1 mit aufsteigenden Zeitpunkten ¢;. Es sei V] diejenige
zu U; homoomorphe Teilmenge von Y, die z enthélt. Dann gibt es fiir den
auf [0, ¢1] eingeschréinkten Weg nur die Liftung p|;,' o ¥|jo,,]. Dieser Weg hat
fiir ¢; einen eindeutigen Endpunkt in Y, sagen wir

2 = ().
Dazu gehort wiederum eine eindeutige offene Menge V5 C Y homéomorph
zu Us und es gibt eine eindeutige Fortsetzung von dem bisher konstruierten

4 nach [t1,t5]. So induktiv fortfahrend erhilt man die gesamte eindeutige
Liftung des Weges. 0

Decktransformationen

DEFINITION 6.12. Es sei p: Y — X eine Uberlagerung von X. Ein Homoo-
morphismus f: Y — Y mit po f = p heiit Decktransformation der Uber-
lagerung.

DEFINITION 6.13. Es sei p: Y — X eine Uberlagerung von X. Die Menge
der Decktransformationen von Y iiber X, versehen mit der Hintereinander-
schaltung, heiit Decktransformationsgruppe der Uberlagerung. Sie wird mit

Deck (Y| X)) bezeichnet.

BEISPIEL 6.14. Zur Uberlagerung
p: C— C*, wr— w",

ist die Decktransformationsgruppe gleich der Gruppe der n-ten komplexen

Einheitswurzeln
2wki

E,={CeC|¢"=1} = {|k=0,...,n— 1},

siche Lemma 21.11 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Dabei wirkt eine Ein-
heitswurzel ¢ durch die Multiplikation

pe: C— C*, 2 — (2,
als Decktransformation. Die Gesamtzuordnung
E,, —» Deck (C*|C*)

ist offenbar injektiv und ein Gruppenhomomorphismus. Bei einer beliebigen
Decktransformation

0. C* — C*
ist ( := 6(1) eine n-te Einheitswurzel. Daraus folgt § = i mit Lemma 6.16.
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BEISPIEL 6.15. Zur Uberlagerung
exp: C — C*, w+— expw,
ist die Decktransformationsgruppe gleich der Gruppe der ganzen Zahlen Z.
Dabei wirkt n € Z durch die Addition
C—C, w+— w+ n2mni,

als Decktransformation. Dass es sich um eine Decktransformation handelt
beruht auf den Periodizitédtseigenschaften der komplexen Exponentialfunk-
tion, siehe Satz 21.5 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). Daraus ergibt sich
auch, dass

Z —» Deck (C|C¥)
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Nach Lemma 6.16 ist dies sogar
ein Isomorphismus.

LEMMA 6.16. Es sei p: Y — X eine Uberlagerung. Dabei sei Y haus-
dorffsch, lokal wegzusammenhdingend und zusammenhdngend. Dann ist eine
Decktransformation, die einen Fixpunkt besitzt, bereits die Identitdt.

Beweis. Es sei ¢ die Decktransformation. Wir betrachten die Menge

yeY ol =y},

die nach Voraussetzung nicht leer ist. Wir zeigen, dass sie sowohl offen als
auch abgeschlossen ist. Wegen Y hausdorffsch ist die Fixpunktmenge nach
Aufgabe 6.20 abgeschlossen. Es sei y € Y ein Fixpunkt mit

p(y) = =

Es sei € U eine offene Umgebung, woriiber die Uberlagerung trivialisiert.
Wegen der Voraussetzung iiber den lokalen Wegzusammenhang kénnen wir
annehmen, dass U wegzusammenhéngend ist. Es seiy € V die entsprechende
offene Umgebung von y. Dann ist V' und somit auch ¢(V') zusammenhéngend
und wegen p(y) = y € V ist bereits (V) C V. Somit gilt fiir ¢/ € V die
Bedingung ¢(y') € VNp p(y)) = {y'}, also ist ¢ auf V die Identitit.
Die Fixpunktmenge ist also auch offen. Aufgrund des Zusammenhangs von
Y ist sie dann gleich ganz Y. O

DEFINITION 6.17. Eine Uberlagerung
p:Y — X

heifit normal, wenn es zu jedem Punkt x € X und jedem Punktepaar y;,ys €
p~!(x) eine Decktransformation

p: Y —Y
mit p(y1) = yo gibt.

Die Uberlagerungen aus Beispiel 6.2 und aus Beispiel 6.3 sind normal.



Endliche Uberlagerungen

DEFINITION 6.18. Eine Uberlagerung p: ¥ — X heiBt endlich, wenn jede
Faser eine endliche Menge ist.

Eine stetige Abbildung heifit endlich (im topologischen Sinne), wenn die Fa-
sern endliche Mengen sind und wenn die Abbildung eigentlich ist, also Ur-
bilder von kompakten Mengen stets wieder kompakt sind.

SATZ 6.19. FEs sei p: Y — X eine surjektive stetige Abbildung zwischen
topologischen Rdumen mit Y ein Hausdorffraum und X lokal wegzusam-
menhdngend. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) p ist eine endliche Uberlagerung.
(2) p ist eine Uberlagerung und endlich.
(3) p ist ein lokaler Homdéomorphismus, der endlich ist.

Beweis. Von (1) nach (2). Es sei T C X kompakt mit dem Urbild S :=
p YT). Es sei
s c (Jw
iel

cine offene Uberdeckung. Zu jedem Punkt y € S gibt es ein j(y) mit y €
Wiy Essei y = y; € S und seien y, ..., y, die weiteren Punkte, die auf
x = p(y) abbilden. Zu den offenen Umgebungen y, € Wj,) gibt es eine
offene Umgebung x € U, C X, {iber der p trivialisiert und mit y, € Vi C
p YU, N Wi(ys), wobei Vi, das Blatt zu y, bezeichnet. Diese offenen Mengen
bilden eine verfeinerte Uberdeckung der Ausgangsiiberdeckung. Die U, bilden
dann eine offene Uberdeckung von T und somit gibt es davon eine endliche
Teiliiberdeckung Uy, ..., U,,. Die zugehorigen Blétter Vj;, bilden dann eine
endliche Uberdeckung von S

Von (2) nach (3) ist klar.

Von (3) nach (1). Sei # € X ein Punkt und seien v, ..., y, die Urbildpunkte
von z. Zu jeden y; gibt es eine offene Umgebung V;, die homéomorph auf U;
abbildet. Man betrachtet die offene Menge

U= U
jed
und ersetzt die V; durch V;Np~!(U). Durch eine weitere Verkleinerung kénnen
wir erreichen, dass U und damit auch die V; wegzusammenhéngend ist. Wir
behaupten, dass (4 s Vi das Urbild von U ist. Nehmen wir an, es gebe einen
Punkt y mit p(y) € U, der auf keinem V; liegt. Wir betrachten einen Ver-
bindungsweg
v: [0,1] — U

von p(y) nach z. Das Urbild von ~([0,1]) ist kompakt. Es enthélt die kom-
pakten Kopien innerhalb von V. Zu y gibt es eine offene Umgebung V, die
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homdomorph nach X abbildet und darin gibt es eine Liftung des Teilweges
durch y. Es sei s das Supremum der reellen Zahlen ¢, fiir die eine stetige
Liftung 4 mit 4(0) = y definiert ist. Wegen Aufgabe 6.15 ist die Liftung
eindeutig und dieser Weg ist auf [0, s[ definiert. Aufgrund der Eigentlich-
keit ist dies auch fiir s definiert. Wegen der lokalen Homoomorphie gibt es
bei s < 1 eine offene Umgebung von 7(s), die homéomorph auf eine offene
Teilmenge von X abbildet und somit wiirde es eine weitere Fortsetzung des
Liftungsweges geben. Also ist s = 1 und somit endet die Liftung in einem
der Punkte {iber z, sagen wir in y;. Dann muss aber diese Liftung mit der
Liftung innerhalb von V; {ibereinstimmen und damit ist selbst y € V;. 0O

In der Situation der vorstehenden Aussage ist, wenn der Basisraum zusam-
menhéngend ist, die Anzahl der Elemente einer jeden Faser konstant. Man
spricht von der Bldtterzahl von p.
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