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ОЧЕРКЪ ТЕОРШ КАПИЛЛЯРНЫХЪ ЯВЛЕШЙ. 

Teopifl поверхностнаго cцtплeнiя жидкости. 

(Читано въ Математическомъ Обществе 21-го октября 1878 года). 

И. С. Громеки. 

Ньюшонъ опиеалъ въ своей „ О п т и к Ь " в о с х о ж д е ш е воды 

внутри капиллярной трубки или между параллельными и в е р -

•тикальными пластинками и далъ о б ъ я с н е ш е того закона, най

деннаго опытомъ Юрипа^ согласно которому это возвыпюше 

обратно пропорц1ональпо д1аметру трубки или р а з с т о я ш ю 

между пластинками. О б ъ я с н е ш е Ньютона основано на с о -

о б р а ж е ш я х ъ , справедливость которыхъ вн-Ь сомн-Ьшя, но онъ 

не далъ имъ достаточнаго развйт1я. Самыя р а н ш я попытки 

къ п о с т р о е ш ю математической т е о р щ капиллярныхъ явлешй 

были предприняты Дангиломъ Вернулли )̂ и Елеро ^). Б е р -

нулли самъ сознается , что не могъ определить закона этихъ 

явлешй. Клеро не далъ аналитическаго вывода Юринова за

кона^ и заключешя, къ которымъ онъ пришелъ^ были еще 

слишкомъ н е о п р е д е л е н н ы . Первый удачный опытъ т е о р ш 

капиллярныхъ явлешй принадлежитъ Сегнеру, )̂ который пред-

*) Hydrodynamique. 1738. 
^) Theor ie de la figure de la t e r re . 1741. 
») De figuris superficierum fluidorum. Comment, soc sclent. Gott . 175L 
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*) An Essay on the cohaesion of fluids. Phi l . Transac t . 1805. 
2 ) Mecanique celeste. T . lY . 
») Pr inc ip ia generalia theor iae fluidorum in s tatu aequlibri i . Gauss W e r -

ke . T . V. 

положилъ, что взаимод'ЬйстБ1е между жидкими частицами 

простирается лишь на р а з с т о я ш я неприм'Ьтныя. Разсмотр-Ьвъ 

это д'Ьйств1е, онъ вывелъ услов1е p a B H O B i c i a жидкости, из-

сл-Ьдовалъ видъ поверхности , которую принимаютъ жидк1Я 

капли и доказалъ, что высота такой поверхности обратно 

п р о п о р ц ш н а л ь н а рад1усу кривизны. 

Въ 1805 году Ютъ представилъ Лондонскому Королев 

скому Обществу разсужден1е о с ц е п л е н ш жидкостей. Д о п у с -

тивъ въ поверхностномъ сло'Ь жидкости существоваше осо

бой силы—сц-Ьплешя, Юнгъ вывелъ у р а в н е ш е поверхности , 

ограничивающей тяжелую жидкость ,и обнаружилъ постоянную 

величину угла, подъ которымъ эта поверхность в с т р е ч а е т с я 

со стенками трубки. Онъ р а з с м о т р е л ъ к р о м е того много ч а с т -

ныхъ вопросовъ этой теорш^ причемъ достигъ почти в с е х ъ 

т е х ъ заключешй; къ которымъ впоследств1и привели ученыхъ 

дальнейш1я и з с л е д о в а ш я въ этой области. Юнгъ предполагалъ 

дать своей теор1и б о л е е подробное paBBHTie, но былъ оста-

новленъ въ своихъ изследован1яхъ появлен1емъ въ с в е т ъ те-

opin капиллярности Лапласа ^) и ограничился только н е к о 

торыми замечашями на это сочинеше . 

Л а п л а с ъ объяснилъ капиллярныя явлен1я взаимнымъ п р и -

тяжен1емъ частицъ и этимъ создалъ строгую т е о р ш этихъ 

явлешй, в п о л н е согласную съ общими п р и н ц и п а м и т е о 

ретической механики. Н о онъ не о б н а р у ж и л ъ постоянной 

величины угла, подъ которымъ поверхность жидкости в с т р е 

чается съ поверхностью сосуда. Э т о т ъ п р о б е л ъ былъ попол-

ненъ Гауссомъ ^) который, сохранивъ основвыя допущешя 
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*) Опред^ленГе поверхности жидкости, заключенной въ сосуд'Ь. 1 8 5 1 . — 
Теор1я капиллярныхъ явлешй. А. Ю. Давидова. 1851. 

^) De aequilibrio fluidorum. Disser ta t io inauguralis . 1859. 
Тамъ-же, § 6. 

Лапласа , вывелъ теор1ю капиллярныхъ явлешй изъ п р и н ц и п а 

возможныхъ с к о р о с т е й . 

Пуассот въ 1831 г. издалъ свою „ Nonve l l e t h e o r i e de T a c 

t ion c a p i l l a i r e т а к ж е основанную на допущен1и частичныхъ 

взаимод4йств1й. Въ этомъ сочинен{и было принято въ с о -

о б р а ж е ш е то быстрое изм-Ьнеше плотности , которое необхо

димо должно им^ть м^сто относительно частицъ жидкости, 

л е ж а щ и х ъ въ ея поверхностномъ е л о * . Различные вопросы 

теор1и были разсмотр-Ьны и изследованы Пуассономъ съ та

кою полнотою, что вся тeopiя казалась исчерпана въ его 

т р у д 4 . Оставалось только связать эту T e o p i m с ъ общею т е -

ор1ею paBHOB-bcia жидкостей п р и помощи п р и н ц и п а возмож

ныхъ с к о р о с т е й . З а д а ч а эта была указана и исполнена А. 

Ю. Давидовымъ ^) въ его д и с с е р т а щ и , относящейся къ этому 

предмету. В ъ этомъ сочинеши А. Ю. Давидовъ подчинилъ 

тeopiю капиллярности общимъ правиламъ аналитической ме

ханики^ причемъ принялъ въ соображен1е и т-Ь физичесмя 

обстоятельства , которыя существенно относятся къ этому 

предмету. 

В ъ 1859 г. Paul Du Bois-Reymond ^) з ащитилъ въ Б е р 

л и н е д и с с е р т а щ ю , также посвященную T e o p i n капиллярно

сти. Изложивъ съ особенною тщательностью теор1ю потен

циала капиллярныхъ силъ, онъ далъ з а т 4 м ъ въ своей диссер-

т а щ и рядъ подготовительныхъ формулъ представляющихъ 

n p e o 6 p a 3 0 B a H i e н-Ькоторыхъ интеграловъ, р а с п р о с т р а н е н н ы х ъ 

на поверхность , чрезъ интегралы р а с п р о с т р а н е н н ы е на кон-

т у р ъ ея. Ш к о т о р ы я изъ любопытныхъ формулъ этихъ можно 
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О Тамъ-же, § 12 , Problema 1У. 
') Denkschr i f ten der Berl . Ак. 1845 , 1846. 

Journal d'Almeida. Т. I. 

в с т р е т и т ь у Л а п л а с а и П у а с с о н а ; внрочемъ D u Bo i s -Rey -

m o n d вывелъ ихъ путемъ самостоятельнымъ,—разсматривая 

вар1ящю поверхности . Вопросы, касающ,1еся T o o p i n капилляр

ности, D u Bo i s -Reymond приводитъ къ четыремъ основнымъ 

задачамъ. Р е ш е ш е п о с л е д н е й изъ нихъ, которая относится 

к ъ равнов-Ьсш плавающаго гЬла, основано на оп1ибочномъ 

п р е д п о л о ж е ш и и привело автора къ неправильнымъ заклю-

чен1ямъ о с о о т н о ш е ш и , существующемъ между в с ^ м ъ объе-

момъ плавающаго т ^ л а и тою частью его, которая смочена 

жидкостью 

М е ж д у т-Ьмъ, какъ теор1я, основанная Лапласомъ^ въ тру-

дахъ упомянутыхъ ученыхъ и н-Ькоторыхъ другихъ , достигла 

значительнаго развит1я и изв-Ьстной законченности , с п о с о б ъ , 

предложенный Юнгомъ, развивался гораздо медленнее и не

к о т о р о е время находилъ себе мало последователей . 

В ъ 1845 и 1846 г. Гагенъ ^) въ целомъ ряде статей вновь 

р а з с м о т р е л ъ с ъ этой точки з р е ш я , какъ общую т е о р ш ка

пиллярности , такъ и MHor ie частные в о п р о с ы ея. Съ т е х ъ 

п о р ъ MHorie физики ( P l a t e a u , Lamar l e^ V a n de r M e n s b r u g -

g h e и друг1е) пользовались гипотезою о поверхностномъ с ц е -

п л е н ш жидкостей при р а з с м о т р е ш и капиллярныхъ явлешй. 

Число такихъ последователей Юнга въ н о в е й ш е е время по 

стоянно в о з р а с т а е т ъ . Перелистывая первыя книжки журнала 

Almeida, посвященнаго ф и з и к е , мы находимъ н е с к о л ь к о за-

м е т о к ъ , касающихся теор1и капиллярности и ц е л у ю полеми

ку между последователями обоихъ н а п р а в л е н ш . Сначала Мои-

tier ^) п о м е с т и л ъ з а м е т к у съ ц е л ь ю показать преимущество 

Лапласовой т е о р ш . Возобновляя у п р е к ъ , который и прежде 
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' ) Comptes rendus, Т. 64, 1867. Зам-Ьтка Ath. Dupre . 
Sur la capillarite. Duclaux. E x t r a i t d'un travail inedit: „Theor ie ele-

menta i re de la capillarite'*. Journa l d'Almeida. 1872. 

не разъ д-Ьлали т е о р ш Юнга, будто-бы она основана лишь 

на а н а л о п и между поверхностнымъ слоемъ жидкости и упру

гою пластинкою, M o u t i e r доказываетъ, что теор1я частичныхъ 

притяжен1й можетъ объяснить всЬ капиллярныя я в л е ш я безъ 

помоп1,и гипотезы о существоваши упругой пластинки на по

верхности жидкаго т-Ьла. В ъ томъ ж е том-Ь п о м е щ е н о пись

мо Van-der-Mensdrugghedi., который горячо оспариваетъ 

M H i n i e Mou t i e r , будто бы понят1е о натяжеши, если таковое 

и существуетъ , по меньшей м-Ьр-Ь безнолезно. Зам-Ьтинъ, что 

п о н я л о это не исключаетъ справедливости Лапласовой т е -

opin , и упомянувъ о п о п ы т к е Ламарля *) объяснить натя-

ж е ш е именно на ocHOBaniu этой Toopin, M e n s b r u g g h e ука-

зываетъ на труды QuincJcey Ludtge и многихъ другихъ. , Столь 

многочисленные вопросы", п и ш е т ъ M e n s b r u g g h e , „разсмотр^н-

ные, если не р а з р е ш е н н ы е этими учеными, достаточно до

казали величайшую пользу этого в о з з р ^ ш я , которое н е за-

медлитъ быть принятымъ въ к у р с а х ъ физики" . Я привожу 

отрывокъ изъ этой полемики, какъ характеристику т ^ х ъ м н ^ -

шй, которыя высказываются объ этомъ п р е д м е т * въ послед

нее время. В ъ томъ ж е издаши Almeida в с т р е ч а е м ъ мы п о 

пытку, которую предпринялъ Duclaux ^) къ осуществлешю 

мысли, высказанной M e n s b r u g g h e ' о м ъ , — о с н о в а т ь на п р и н 

ц и п е поверхностнаго с ц е п л е ш я жидкости элементарную т е -

ор1ю капиллярныхъ явлeнiй. Подобная ж е элементарная теор1я 

изложена въ учебнике Orashoffa. 

Приведенный выше беглый обзоръ н е к о т о р ы х ъ главней-

шихъ сочинеши, касающихся TOopiH капиллярныхъ явлешй, 

ясно обнаруживаетъ въ ней два направлешя , которыя не 
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*) См. Статику Moignau стр. 616. 

только значительно различаются между собою въ своихъ с с -

новашяхъ , но даже, въ и8ложен1и н е к о т о р ы х ъ авторовъ , 

становятся прямо враждебными другъ другу. В ъ настоящей 

с т а т ь е я р е ш а ю с ь предложить внимашю читателей особую 

точку з р е ш я на т е о р ш поверхностнаго сп;еплен1я жидкости. 

Взглядъ этотъ способенъ—мне кажется-—примирить оба ска-

занныя направлешя , а т а к ж е снять с ъ теор1и Юнга то глав

н е й ш е е обвинеше^ к о т о р о е ставятъ ей ея противники, утвер 

ждая , что она не и м е е т ъ достаточнаго о с н о в а ш я въ общихъ 

п р и н ц и п а х ъ рац1ональной механики. 

Т е о р е т и ч е с к о е р а з с м о т р е ш е т е х ъ в о п р о с о в ъ , которые ве -

дутъ къ представлешю о частичныхъ силахъ^ значительно 

облегчается черезъ введен1е вспомогательнаго понят1я о дав-

л е ш и . Еоши определилъ давлеше, какъ равнодействующую 

силу н е к о т о р о й с и с т е м ы частичныхъ взаимодействШ и п о -

казалъ , что вл1яше этихъ взаимодейств1й на равновес1е ча

с т и ц ъ всякаго т е л а можетъ быть определено , коль скоро 

и з в е с т н о давлеше въ каждой т о ч к е внутри т е л а . П о с л е того 

понят1е о давленш съ пользою было употребляемо при и з -

с л е д о в а ш и равновес1я и д в и ж е ш я н е к о т о р ы х ъ физическихъ 

т е л ъ , каковы твердыя ynpyria т е л а , жидкости, п р е т е р п е в а ю -

щ1я внутри т р е ш е и т. п. . П р и м е н е ш е этого понят1я къ р а з -

с м о т р е ш ю капиллярныхъ явлешй ведетъ къ теор1и поверхно

стнаго сцеплен1я и, указавъ такимъ образомъ п р и н ц и п у этой 

TeopiH м е с т о между общими принципами механики, вместе 
с ъ т е м ъ у с т р а н я е т ъ ея разноглас1е съ теор1ею Л а п л а с а . 

Я счелъ уместпымъ предпослать изложен1ю т е о р ш сцеп
л е ш я о б о з р е ш е т е х ъ общихъ те оре мъ о давленш, которыя 

найдены были Е о ш и и потомъ были п р и н я т ы многими авто 

рами и вошли въ н е к о т о р ы е учебные курсы. 
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Что касается аналитическаго способа , которымъ я поль

зовался, то онъ основывается преимущественно на уравне -

ш я х ъ (§ 3 , у р а в н е ш я 7-ое и 8-ое), представляющихъ со-

о т н о ш е ш е между известными интегралами, изъ которыхъ одни 

р а с п р о с т р а н я ю т с я на часть кривой поверхности , а друг1е на 

контуръ этой п о в е р х н о с т и . Какъ я уже им^лъ случай з а м е 

тить , указашя на эти уравнешя в с т р е ч а ю т с я у Лапласа и 

П у а с с о н а . Въ полномъ ж е своемъ объеме уравнешя эти были 

выведены D u Во18-Ееутоп(1'омъ, п р и помощи н е к о т о р ы х ъ 

геометрическихъ соображешй, по , къ с о ж а л е н ш , они п р о 

шли незамеченными или, м о ж е т ъ быть, были пренебрегаемы 

т е м и авторами, к о т о р ы е занимались этимъ предметомъ въ 

последнее время . Между т е м ъ у р а в н е ш я эти одинаково п р и 

годны, какъ для вывода главнейшаго изъ услов1й капилляр-

наго равновес1я, относящагося къ свободной поверхности 

жидкаго тела , такъ и для доказательства т е х ъ теоремъ, к о 

торыя относятся къ различнымъ частямъ объема жидкости и 

составляютъ—такъ сказать—общую часть теор1и капилляр

ныхъ явлен1й. 

Съ помощью этихъ у р а в н е ш и можетъ быть доказано, на 

о с н о в а н ш услов1й равновес1я капиллярныхъ силъ, и то за

мечательное п р е д л о ж е ш е теор1и капиллярности , которое пред

ставляетъ какъ-бы обобщен1е Архимедова закона. Когда какое 

нибудь т е л о свободно плаваетъ надъ горизонтальнымъ уров-

н е м ъ жидкости , то вокругъ его поверхности , подъ влхяшемъ 

капиллярныхъ силъ, н е к о т о р а я часть жидкости поднимается 

или опускается , причемъ сумма массъ, вытесненныхъ вблизи 

уровня, равна сумме т е х ъ массъ , которыми п р е ж ш я .за

м е н е н ы . Предложен1е это, установленное Лапласомъ , было 

доказано имъ изъ р а з с м о т р е ш я широкаго канала, наполнен-

наго жидкостью и состоящаго изъ двухъ вертикальныхъ с о -
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*) Laplace . Mecanique Celeste. Т . IV, Supplement, p . 34. 
2 ) Poisson. Nouvelle theor ie de Taction capillaire, p . 168. 

Jb id . p . 160—168. 
•) D e aequilibrio fluidorum, § 12, P rob lema IV. 

общающихся к о л 4 н ъ . *) Недостаточность такого объяснешя , 

съ точки зр-Ьшя теор1и, была замечена Пуассономъ ^), к о 

торый указалъ на важность им4ть выводъ этой теоремы, осно

ванный на общихъ у р а в н е ш я х ъ математической теор1и ка

пиллярности . Внрочемъ самъ П у а с с о н ъ далъ такой вы

водъ только для частнаго случая, предполагая плавающее 

т-Ьло ограниченнымъ поверхностью в р а щ е ш я , коей ось по

м е щ е н а вертикально . )̂ В ъ конце моей статьи (§§ 2 4 — 2 9 ) 

я предлагаю доказательство этой теоремы въ самыхъ общихъ 

допущешяхъ . П р и этомъ я обращаю также вниман1е на отно

сительное п о л о ж е ш е ц е н т р о в ъ тяжести разсматриваемыхъ 

м а с с ъ , о чемъ не упоминаютъ ни Лапласъ , ни П у а с с о н ъ . Во-

п р о с о м ъ о пoлoжeнiи этихъ точекъ занимался—сколько м н е 

и з в е с т н о — т о л ь к о Du B o i s - R e y m o n d но, какъ выше з а м е 

чено , неправильное предположеше привело его въ эгомъ во 

п р о с е къ формуламъ, очевидно несправедливымъ. 



Вообразимъ внутри нЪкотораго физическаго т-Ьла весьма 
малую площадку, и съ одной ея стороны возставимъ н о р 
маль, которой н а п р а в л е ш е означимъ черезъ п. Вещество , ле
ж а щ е е вокругъ этой площадки, ра зделяется ею на д в * части, 
изъ которыхъ каждая п р е т е р п е в а е т ъ со стороны другой не
к о т о р о е действ1е. Т а к о е действ1е, испытываемое тою частью 
вещества , к о т о р а я заключаетъ въ себе нормаль называ-
емъ давлешемъ, если оно направлено по этой нормали; въ 
противномъ с л у ч а е — н а т я ж е ш е м ъ . Условимся натяжен1е на
зывать отрицательнымъ давлешемъ. Величину давлен1я бу
демъ относить къ единице площади, и определимъ относя
щееся къ т о ч к е М [х, у, s) давлеше площадки съ нормалью 
п п р о л о ж е ш я м и его Х ^ , У^, па оси координатъ . П р о л о -
жен1я в н е ш н е й силы, действующей на вещество п р и точке 
Ж и отнесенной къ е д и н и ц е массы, пусть будутъ X , У, 
п л о т н о с т ь — э л е м е н т ъ объема dxdydz—dQ., элементъ пло
щади ds. 

Услов1я равновес1я т е л а заключаются въ у р а в н е ш я х ъ : 

(1) | Х р с Ш - b J X ^ c ? s = 0 , J7pc7a-i-j 7 ^ с й 1 = 0 , j Z p c K l - i - J ^ ^ f e O , 

и 

(2) ^^{Xz—Zx)dCl-^^{X^z—Z,^x)ds=0, 

которыя должны иметь м е с т о для каждой произвольной ча
сти разсматриваемаго тела , и въ которыхъ п е р в ы е интегра
лы относятся къ объему этой части, а вторые къ его поверх
ности . Нормаль п въ последнихъ направлена внутрь этой 
части. 
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Прилагая уравнешя ( 1 ) къ объему весьма малаго т е т р а 
эдра и пренебрегая первыми членами, которые п р и этомъ 
будутъ весьма малыя величины высшаго порядка, найдемъ: 

X^=X^csnx -ь X^csny-^X/'sm 

(3) У ^ = y^csnx--н УуСЗпу-л- У^с8П0 

Z^—Z^csnx-i-ZyCsnjj-i-Z.^csm. 

Преобразовавъ при помощи найденныхъ у р а в н е ш и инте
гралы jX^ds, ^y^ds^ J^n^^ УР- получимъ сл'Ьдующ1я 
уравнен1я paBHOBicia въ каждой точкЬ т-Ьла: 

(4) р У = 

дх ду 
дХ, 

« 

ду дх ду 

дх - f » - д^ 

Преобразовавъ зат'Ьмъ вторые интегралы у р а в н е ш и (2) п р и 
помощи у р а в н е н ш (3) и изв'Ьстныхъ формулъ Грина , и п р и -
нявъ въ р а с ч е т ъ у р а в н е ш я (4) находимъ 

(5) ^у—^хч ^z—^y> ^х=^%-
У р а в н е ш я (3) и (5) обусловливаютъ особое эллипсоидаль

ное распред-блеше давленш на различныя площадки въ одной 
и той же Т О Ч К ' Ь Ж Е с л и для каждой площадки п о с т р о и м ъ 
по величине и направлен1ю давлен1е, ей соотв 'Ьтствующее, 
то концы полученныхъ такимъ образомъ лин1й лежатъ на п о 
верхности втораго порядка. Когда давлешя по всЬмъ напра-
влен1ямъ имЬютъ одинаковый знакъ, то это поверхность 
эллипсоида. Всегда суд^ествуютъ т р и взаимно перпендику-
лярныя площадки, испытывающ1я лишь нормальныя давлешя. 
Эллипсоидъ давленш можетъ быть эллипсоидомъ в р а щ е ш я , и 
въ такомъ случа'Ь всякая площадка, проходящая черезъ ось 
испытываетъ одно и т о ж е по в е л и ч и н е нормальное давлеше. 
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дХ^ дХ^ 

' \ дх Оу dz J 

\ дх ду dz J 

Чтобы р а з с м о т р ^ т ь работу внутреннихъ силъ , вообразимъ 
что каждая ч а с т и д а перем'Ьщена и находится въ движеши; 
если черезъ и, v, w назовемъ приращен1я координатъ х, у, 
Z точки ж а черезъ t время, то уравнешя движешя будутъ: 

(6) 7 ; - | - р У = р 

Путь Sv, Sw означаютъ весьма малыя изм-Ьнешя но-
выхъ координатъ частицы x-i-u^ y~f-v, z-^w. Умножая пер
вое изъ у р а в н е н ш (6) на oudxdydz, в т о р о е на SvdxdydZj 
третье на otvdxdydz, складывая и интегрируя въ п р е д е л а х ъ 
всего т^ла , получаемъ у р а в н е ш е 

Эллипсоидъ давлешй можетъ быть и ш а р о м ъ ; тогда давлешя 
всЬ равны между собою и нормальны. Нормальное направ -
лен1е давленш на всЬ площадки въ данной точк'Ь влечетъ за 
собою равенство всЬхъ этихъ давленш и наоборотъ . 

Вл1яше внутреннихъ силъ на p a B H O B t c i e каждаго элемента 
т ^ л а представлено въ у р а в н е ш я х ъ (4) в ы р а ж е ш я м п , стоящи
ми въ скобкахъ . Оно можетъ быть з а м е н е н о одною силою, 
отнесенною къ единице объема, п р о л о ж е ш я которой ^, 7 ; Д 
на оси координатъ 
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Преобразуемъ посл-Ьднш интегралъ, представляющШ ра
боту всЬхъ частичныхъ силъ. Положимъ при этомъ нормаль
ную составляющую вн-Ьшняго давлешя въ некоторой точке 
поверхности равною Р- перемещеше этой точки, проложен
ное на внутреннюю нормаль = 5 £ ; т. е. 

Кроме того, положимъ: 

di Ту ~ ' ' Tz^^'Jz^ ду ^'^'дх'^'Б ду ̂  дх~'^' 

Величины эти суть аргументы деформац1и {щ ^, w). По

сле этого будемъ иметь 

Первый членъ правой части представляетъ работу внеш-
нихъ давлешй, второй—работу внутреннихъ силъ. Выражен1е 
это показываетъ, какъ и можно было предвидеть, что вну-
трешя силы производятъ работу лишь при деформац1и тела. 
Отнесенная къ единице объема, работа эта есть 

Очевидно, что все услов1я равновес1я тела содержатся въ 
одномъ уравнен1и 

которое выражаетъ собою, что въ положешй равновес1я 
тела возможная работа всехъ действующихъ на него силъ 
равна нулю. Приравнивая въ этомъ уравнен1и нулю коэф-
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« . ^ « i = o 
ОХ оу 0Z 

dz, dz^ az , • 
дх ду д^ 

фиц1енты при каждомъ изъ произвольныхъ п е р е м е щ е ш й , мы 
можемъ получить в с ^ вышеприведенныя услов1я равнов-ЬЫя 
т-Ьла. 

д е л а я различныя д о п у щ е ш я о свойствахъ внутреннихъ да
влешй т^ла , мы можемъ съ помощью уравненш, приведенныхъ 
выше, изследовать равновес1е и выразить главнейш1я меха-
ничесшя свойства н е к о т о р ы х ъ п р о с т е й ш и х ъ видовъ физиче
скихъ т е л ъ . 

1 ) Пусть внутри н е к о т о р а г о т е л а силы Х ^ , 7^, Z^, 7^, 
Z ^ , Х у имеютъ въ каждой точке отрицательный знакъ. Вну
тренняя работа SF такого т е л а положительна при отрица-
тельныхъ величинахъ приращен1й i'a, (?|3, (Jqp, Sj^^ 8^ и 
наоборотъ отрицательна при положительныхъ величинахъ 
этихъ п е р е м е щ е ш й . Внутренн1я силы такого т е л а противо-
действуютъ р а с т я ж е ш ю въ какомъ либо направлен1и и со -
действуетъ с ж а т ш т е л а . Такое т е л о обладаетъ сцтьплетемъ 
между своими частицами. 

Пусть внутри т е л а в с е эти силы Х ^ , 7^ ,̂ Z^^ 7^, Z^y 
и м е я отрицательный знакъ, настолько значительны, что 

въ с р а в н е ш и съ ними можно пренебречь плотностью т е л а и 
в н е ш н и м и силами въ у р а в н е ш я х ъ равновес1я . Только въ 
весьма тонкомъ с л о е т е л а вблизи его поверхности примемъ 
давлен1я п е р е м е н н ы м и и достигающими на самой поверхности 
данныхъ положительныхъ значешй. Уравнен1я равновес1я для 
каждаго внутренняго элемента, находящагося на заметномъ 
р а з с т о я ш и отъ поверхности тела , будутъ въ этомъ случае : 

дх ду д 
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гд-Ь 6 = а - н | 3 - | - у означаетъ коэффиц1ентъ кубическаго р а с ш и -
р е ш я . Ч л е н ъ — с о в представляетъ работу сц-Ьплетя стремя-
щагося сжать данный элементъ объема. Остальная часть вы
р а ж а е т ъ р а б о т у силы одинаково противодМствуюш.ей въ 
любомъ направленш всякой деформац1и. Такую силу называ-
емъ силою упругости; охарактеризованное такимъ образомъ 
Т'Ьло есть простЬйшШ видъ изотропно-упругаго т'Ьла. 

3) Внутри жидкаго т'Ьла, находяш,агося въ равнов-Ь^и, 
давлен1е всегда направлено перпендикулярно къ той площад-
к'Ь, на которую оно д-Ьйствуетъ. Это одно изъ наиболЬе ха-
рактеристическихъ свойствъ жидкости . Поэтому въ каждой 
точкЬ жидкости эллипсоидъ давлешй есть ш а р ъ , и 

гд'Ь р есть суш,ественно положительная величина. Возможная 
работа внутреннихъ силъ жидкости 

Единственными же услов1ями paBHOBtcia, которымъ под-
лежитъ разсматриваемое т'Ьло относительно вн'Ьшнихъ силъ, 
остаются уравнешя (1) и (2), отнесенныя только ко всему 
т'Ьлу. Т'Ьло, охарактеризованное такимъ образомъ, есть иде
альное твердое Т'Ьло. 

2) Назвавъ черезъ с, л, [л три существенно положитель
ныхъ величины, положимъ, что внутри н'Ькотораго т'Ьла: 

—Х^=с-+->^9-н2(ла, — 7^=(Х9 

_ y ^ = c - . - X G H - 2 f x p , _ Z , = f x x 

Внутренняя работа такого т^ла есть: 



— 4 4 9 — 

I . 

Общ1я услов1я равнов4с1я жидкости. 

1. Ж и д к о с т ь обладаетъ въ каждой т о ч к е своей давлешемъ, 
действующимъ на всякую площадку нормально и следова
тельно постояннымъ в ъ этой т о ч к е для в с е х ъ площадокъ. 
Эллипсоидъ давлен1й есть въ этомъ с л у ч а е ш а р ъ , а у р а в н е -
Hia равновес1я , какъ известно 

^-^=рХ, | ^ = ? У . ^ = p Z , 
дх ^ ду ^ pz ^ ' 

где р о значаетъ давлен1е, р—плотность, X, У, Z — п р о л о 
ж е ш я действующихъ на жидкость в н е ш н и х ъ силъ. Такую 
жидкость будемъ называть совершенною или идеальною жид
костью. 

т . XI, вып. III, отд. L 29 

положительна при р а с ш и р е н ш ; внутренн1я силы жидкости 
с о д М с т в у ю т ъ р а с ш и р е н ш . Таковы въ действительности га
зы. З а м е т и м ъ з д е с ь , что допуш;ешя о свойствахъ давлешй, 
конечно, не исчерпываютъ собою х а р а к т е р и с т и к и р а з с м а т р и 
ваемаго т е л а . Плотность т е л а можетъ находиться въ опре
деленной зависимости отъ давленШ или независимо отъ нихъ 
подлежать особымъ услов1лмъ. Это характеристическое с о -
о т н о ш е ш е между плотностью и давлешемъ для газа при п о 
стоянной т е м п е р а т у р е можетъ быть представлено у р а в н е ш -
емъ р=кр^ где к постоянное , и допускаетъ кашя угодно из-
м е н е ш я 50. Р а з с м о т р и м ъ теперь несжимаемую жидкость . Она 
характеризуется уравнен1емъ р = п о с т . , откуда 59=0. Следо
вательно oF=pS9=0. В н у т р е н ш я силы въ идеальной несжи
маемой жидкости не производятъ работы; о н е не содейству-
ю т ъ деформац1и и не препятствуютъ ей. Такова зависимость , 
которая , для жидкости, существуетъ между удобоподвиж-
ностью ея частицъ , н е и з м е н я е м о с т ь ю объема и нормальнымъ 
направлен1емъ давлешй. 
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2. Но н а б л ю д е т е о б н а р у ж и в а е т ъ нЬкоторыл особыя меха-
нйческ1я свойства тЬхъ частицъ жидкости , которыя нриле-
гаютъ къ поверхностямъ , отдЬляющимъ ее отъ другихъ с о -
сЬднихъ т 4 л ъ . Вообразимъ находящуюся въ р а в н о в Ь ^ и жид
кость и мысленно выдЬлимъ въ ней весьма тонкш слой^ 
прилегающ1й къ одной изъ такихъ поверхностей , н а п р . къ 
поверхности свободной. В ъ этомъ сло'Ь пусть будутъ заклю
чены всЬ тЬ частицы жидкости , которыя, находясь вблизи 
разсматриваемой поверхности , подчинены дЬйств1ю особыхъ 
силъ . Пусть толщина этого слоя будетъ вездЬ постоянна ; 
назовемъ ее черезъ г̂ . Допустихмъ, что каждая площадка, ле
ж а щ а я въ немъ и проходящая черезъ нормаль къ поверхно
сти, испытываетъ перпендикулярное дЬйств1е (давлен1е или 
патяжеше)^ и что величина а этого дЬйств1я зависитъ во-
первыхъ отъ разстоян1я £ между площадкою и поверхностью 
по нормали и вовторыхъ отъ положен1я, занимаемаго на п о 
верхности о с н о в а ш е м ъ этой нормали . Д о п у щ е ш я эти р а в н о 
сильны п р е д п о л о ж е ш ю , вполн'Ь естественному, что въ раз -
сматриваемомъ слоЬ эллипсоиды давленШ суть эллипсоиды 
вращен1я, коихъ оси совпадаютъ съ нормалями къ поверхно
сти. Проведемъ на поверхности линейный элементъ dl и п о 
строимъ на немъ перпендикулярно къ п о в е р х н о с т и элементъ 
площади, проникающ1й черезъ весь поверхностный слой. Д-Ьй-

п 
CTBie, испытываемое этою площадью, будетъ dl^adz и н а п р а -

0 
влено въ касательной плоскости перпендикулярно къ dl. П о -

л 
лагая jadi=q, представимъ величину этого д'Ьйств1я въ видЬ 

о 
q.dlj откуда заключаемъ что q есть д'Ьйств1е на п о п е р е ч н о е 
с Ь ч е ш е поверхностнаго слоя, отнесенное къ единиц'Ь длины. 
Е с л и знакъ его п о л о ж и т е л е н ъ , э т о — д а в л е ш е , въ противномъ 
случаЬ—натяжевте или, Bbpn-be, сц'Ьплен1е. В е л и ч и н а ж е q 
пусть будетъ нЬкоторая конечная , не смотря на весьма ма
лую величину 7]; иначе нельзя было-бы и ожидать какихъ 
либо особыхъ свойствъ Бъ п о в е р х н о с т н о м ъ слоЬ . 
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Давлеше g, действуя на весьма тонкую поперечную пло
щадь поверхностнаго слоя съ н а п р я ж е ш е м ъ конечной вели
чины, обусловливаетъ особую зависимость между внЬшнимъ 
давлешемъ, испытываемымъ жидкостью, внутреннимъ ея да
влешемъ вблизи поверхности и кривизною поверхности . Чтобы 
определить эту зависимость , выразимъ услов1я paBHOBtc i f l 
н е к о т о р о й ч а с т и поверхностнаго слоя, ограниченной весьма 
узкою поперечною поверхностью, проведенною ортогонально 
къ п о в е р х н о с т и свободной черезъ некоторую замкнутую ли-
ш ю Ш на этой последней . Мы пренебрежемъ при этомъ 
в н е ш н и м и силами, такъ какъ масса разсматриваемаго слоя 
весьма мала сравнительно съ его поверхностью и контуромъ. 

Возьмемъ н е к о т о р у ю точку М на свободной поверхности 
внутри контура (dl; назовемъ черезъ ds элементъ поверхно
сти при точкЬ My черезъ п н а п р а в л е ш е нормали^ идущей 
изъ М внутрь жидкости . Пусть Р будетъ вн-Ьшнее давлеше 
въ ТОЧК'Ь М. Продолжая нормаль п, на разстоян1и /] в с т р Ь -
тимъ н'Ькоторую точку Ж ' на противуположной поверхности 
слоя^ и пусть р будетъ гидростатическое давлеше въ этой 
ТОЧК'Ь. ВслЬдств1е весьма малаго разстоян1я /] между Ж и 
i¥ ' , мы можемъ приписать этимъ точкамъ однЬ и т Ь ж е ко
ординаты {х, Z). п р о в е д я нормали длиною въ т] въ KOnn.-i. 
каждаго изъ элементовъ dl контура, разобьемъ упомянутую 
поперечную поверность на элементы, отличающ1еся отъ раз -
смотр-Ьнной выше площади параллелограмма т]. dl на безко
нечно малое высшаго порядка. Д'Ьйств1е. испытываемое та
кимъ элементомъ тоже отличается отъ q. dl на безконечно 
малое высшаго поря/5ка, и направлен1е его весьма мало укло
няется отъ Лйн1и, проведенной перпендикулярно къ dl на 
касательной плоскости . Н а з в а в ъ внЬшнее н а п р а в л е ш е такой 
линш черезъ ш, будемъ поэтому имЬть сл'Ьдующ1я уравнен1я 
paBHOB-bcia для разсматриваемой части поверхностнаго слоя: 

{P—p)csnxds •--jqcsmxdl=0 

(1) J(P—p)csnyds—jqQ>smydl=0 

j (P—p) csnzds—^qcsmzdl=0. 
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dx= —dhcslx^ dy=dLcsly, 

и 

'd{F.csnx) d{F.csny)' 
dx dy 

dxdy=^F{cslxcsny—cslycsnx)dl 

J(P—p){ycsnz—zcsny)ds^^q{ycsmz^—zcsmy)dl—^ 

(2) ^{P—p){2Csnx—xcsnz)ds—jq{0Csmx—xcsmz)dl=O 

^{P—p){xcsny—ycsnx)ds— ^q{xcsmy'—ycsmx) dl=0. 

3 . Чтобы изъ Э Т И Х Ъ уравнеши извлечь изслЬдован1е равно-
вЬс1я п о в е р х н о с т н а г о слоя жидкости , приведемъ зд-Ьсь т е 
орему, х а р а к т е р а чисто геометрическаго , принадлежащую къ 
т е о р ш к р и в ы х ъ поверхностей . Р а з с м о т р и м ъ , какъ въ предъ-
идущемъ, часть н е к о т о р о й п о в е р х н о с т и , ограниченную кон
туромъ Jcf/. Величины Д и Eg пусть будутъ рад1усы кривизны 
главныхъ с Ь ч е ш й поверхности въ точкЬ Ж . З н а к ъ каждаго изъ 
нихъ считаемъ положительнымъ, если ц е н т р ъ кривизны его 
с Ь ч е ш я л е ж и т ъ на направлеши нормали о т р и ц а т е л ь н ы м ъ 
въ противномъ случа'Ь. F пусть будетъ н Ь к о т о р а я ф у н к щ я 
точки. П о д ъ символами 

d, d. 
dx dy 

будемъ понимать частныя производныя, взятыя по этимъ п е -
рем-Ьннымъ отъ н-Ькоторой ф у н к щ и Xj у^ z^ въ которой п р е 
дварительно Z исключено п р и помощи уравнен1я п о в е р х н о 
сти . В ъ остальномъ с о х р а н и м ъ обозначен1я предъидущаго 
п а р а г р а ф а . Возьмемъ р а с п р о с т р а н е н н ы й на ч а с т ь п о в е р х н о 
сти в н у т р и jdl интегралъ 

.^.r[d(F.csnx) d{F.csny)l ^ _ Г ^ . ^ _^ 
J — J F{csnxdy-^csny,dx). 

Условимся считать н а п р а в л е ш е I контура п р о т и в у п о л о ж -
нымъ н а п р а в л е ш ю часовой стрЬлки для глаза, помЬщеннаго 
на положительномъ конц-Ь оси 0. В ъ такомъ случаЬ 
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(4) F,csmzdl= 
'd{Fxsnx) d{Fcsny)' 

dx dy 
csnzds. 

Между тЬмъ изъ T c o p i n кривыхъ поверхностей известно . 
что 

(5) В. ( dcsnx dcsny\ 

BM^flCTBie ч е г о 

F.csmzdl == csnzds 

(6) 
dF 
dx 

dF \ 
csnx-+-~ csnyj csnzds. 

Полагая въ этомъ послЬднемъ уравнегпи F сначала иосто 
янною величиною, имЬемъ: 

(7) csmzdl = 

Полагая затЬмъ въ уравнен1и (0) вопервыхъ Р==у, на
ходимъ 

^ycsmzdl— j У-(^-^—^ csnzds— csnycsnzds. 

Такимъ ж е точно способомъ докажемъ вовторыхъ , что 

zcsmydl=:J ^(^^—»- csnyds— ^csnzcsnydSj 

и, вычитая это у р а в н е ш е изъ предъидущаго, находимъ: 

Н о cslxcsny—cslycsnx— =tzcsm^, и dxdy=z dbcsnzds, 

смотря потому, составляетъ ли нормаль п острый или тупой 
уголъ съ осью Z. СлЬдовательно: 
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dx dy 

'—csnx '—csny csnz 

TO, въ случаЬ F—z^ послЬдшй членъ уравнен1я (6) будетъ 

{cs\4X-§~cs^ny)ds. 

СлЬдовательно, такъ какъ csnx=l^ csny—О, 

jzcsmzdl=^jds^ 

т р е т ь е извЬстное свойство плоскаго интеграла . 

*) Уравнен1я (4) и (7) приведены въ соч1гнен1яхъ Лапласа и Пуассо
на. Laplace Mecanique Celeste, Т. IV. Supplement а la theor ie de Fac
t ion capil laire. p . 12—14. Poisson, Nouvelle theorie de Faction capil laire 
p . 159, p . 73—74. УравЕен1я (8) BMiiCj'li съ (7) выведены были Du 
Bois-Eaymond'oArb въ его , J ) i s se r ta t io inauguralis de aequil ibrio fluido
r u m " , 1859, изъ разсмотр1)ШЯ вар1яц1н поверхности. 

(8) {ycsmz— zcsmy)dl=: j ^ ~ {ycsnz—zcsny)ds *). 

4 . Уравнен1я (7) и (8), a т акже болЬе общее у р а в н е ш е 
(6) , представляя преобразован] 'е извЬстныхъ интеграловъ, р а с 
п р о с т р а н е н н ы х ъ на п о в е р х н о с т ь ч р е з ъ интегралы по конту
ру , вмЬстЬ съ тЬмъ с о д е р ж а т ъ въ себЬ, какъ частные слу
чаи, нЬкоторыя извЬстныя п р е д л о ж е ш я объ интегралахъ , 
взятыхъ по плоскому контуру . Т а к ъ 
1) полагая въ уравнеши (7) В^^^В^— со, имЬемъ 

csmzdl=Q^ 

извЬстное свойство интеграла по плоскому контуру . П р и м Ь -
нимъ, вовторыхъ , у р а в н е ш е (6) къ плоскости , взявъ 2/ и ^ 
въ этой плоскости и положивъ F=y. ЗамЬчая что въ этомъ 
случаЬ B^=Bc^~cs:> и csny=csnz=Oy имЬемъ: 

^ijcsmzdl=:0^ 

другое и з в е с т н о е свойство плоскаго интеграла . Н а к о н е ц ъ 
т о ж е у р а в н е ш е (6) примЬнимъ опять къ плоскому контуру 
въ плоскости zy и положимъ F=z. Т а к ъ какъ вообще 

d^ dz 
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или иначе: 

~ / 1 1 \ dq dq 
P - p~~q ^ I 77- ) - I " "Г csnx-i- -7- csnx 

^ Б , / dx dy 
csnzds—0. 

Т а к ъ какъ это услов1е относится ко всякой части повер
хности , г.акъ бы она ни была мала, то 

въ каждой точкЬ поверхности жидкаго тЬла. Е с л и ж е на 
время выберемъ ось z по нормали, то увидвмь , что найден
ное услов1е распадается на два отдельны къ: 

5) Вообразимъ весьма тонюй матер1я:^ьный слой на по 
верхности Н 'Ькотораго Т'Ьла. Пусть па контуръ этого слоя 
дЬйствуетъ натяжен1е5 п о с т о я н н о е по величинЬ, касательное 
къ поверхности т 4 л а и перпендикулярное къ контуру. Д о 
пустимъ, что нать<кев1е на каждой плоп1.адкЬ проходящей 
черезъ нормаль къ п о в е р х н о с ! ч направлено перпендикуляр
но къ площадке . Результатомъ вагяжен1я, приложеннаго къ 
контору , явятся вопервыхъ, натяжен1я въ каждой поперечной 
площадкЬ слоя и, в о в т о р ы х ъ , нормальныя давлен1я на по
крытую, слоемъ поверхность тЬла. Поставимъ себЬ задачею 
опредЬлить т 4 и друг1я. Задача эта, такъ увидимъ ниже, мо
ж е т ъ быть вполчЬ р е ш е н а съ помощью уравнений (6) , (7) , 
(8) . H a т я ж e н i e должно им-Ьть ностоямяую величину, давлеше 
равно произведешю этой величины, умноженной па сфери
ческую кривизну поверхности въ данной точкЬ. 

6. М ы возвращаемся теперь къ уравнен1ямъ (1). Т р е т ь е изъ 
нихъ, на основан1и (6) , принимаетъ слЬдующш видъ: 

J (Р—р) csmds - q, ^ - ь - ^ ^ csnzds= 

\dx dy 
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(9) P-t^, ( ^ ^ i - ) 

(:0) I g csm,=0. 

ИЛИ 

Представимъ с е б * ф у н к ц ш q произшедшею отъ некоторой 
функц1и точки q=f {х, z), въ которой Z исключено при 
помощи у р а в н е ш я п о в е р х н о с т и . П р и этомъ 

dq dq dqdz dq _dq dqdz 
dx dx dz dx^ dy dy dz dy 

H o 

поэтому 

dz dz 
csnx: csny: csnz= — : ^ : —1; 

^ dx dy ' 

dq dq 
JT -r'csnz—3^ csnx 
dq dz 
dx csnz 

dq dq 
^ csnz— 3 ^ csny 
dq _ dy dz ^ ^ 

dx csnz 

Отсюда выводимъ сл4дующ1я равенства : 

dq dq dq 
-:r csnxcsnz — csnz csnx— ~ i 
dx dx dz 

dq dq dq , 
Щ csny csnz— ^ csnzcsny — ^^^^-^ 

0= 3 ^ csnzcsnz — -^csnz, 
dz dz 
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Складывая эти равенства , находимъ: 

csnx-i- ^ csny^ csnz= 

( да да да \ да 

Обозначивъ частную производную функщи q по нормали 

п черезъ ^ , дадимъ предъидущему урапнен1ю такой видъ: 

/ c f g ^dq \ dq dq 

Всл'Ьдств1е услов1я (10) каждая часть этого равенства дол
ж н а равняться нулю. А такъ какъ нaпpaвлeн ie лин1и z было 
соверпхенно произвольнымъ, то изъ сказаннаго услов1я вы-
текаютъ сл'Ьдующ1я уравнен1я: 

dq dq 
= csnz 

dz dn 

<") I = ' I 
dq dq 

= csnx. 
dx dn 

Назовемъ теперь черезъ t паправлен1е л и ш и касательной 
къ п о в е р х н о с т и . П р и этомъ cs{n, t)=0. И з м ^ н е ш е функщи 
q по этой л и н ш о п р е д е л и т с я частного производного 

^ = ^ csxt-i- ~ csyt^ ~ cszL 
dt dx dy ^ dz 

И з ъ у р а в н е ш и (11) заключаемъ 
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*) Услив1я эти были выведены Hagen'oMb для двухъ частныхъ видовъ 
поверхности: поверхности цилиндрической и поверхности вpaщeнiя .Pogg. 
Annalen. 1846, 67, стр . 20—24. , ,Ueber die Oberflache der Flussig-
ke i t en" . 

**) Poisson, „Nouvelle theorie de Taction capi l la i re" . p . 102, 103. Р а з -
суждая о знак'Ь силы Н, вполнЬ соответствующей по своему значен1ю 
нашему cц1шлeнiю ^, Poisson признаетъ невозможность а p r ior i опре
делить этотъ знакъ. 

откуда слЬдуетъ, что ф у н к щ я q имЬетъ на поверхности п о 
стоянную величину. 

7 . Итакъ поверхностный слой жидкости обладаетъ давле-
ттъ или сцЬплеи1емъ, имЬющгмъ постоянную величину на 
всемъ п р о т я ж е ш и слоя . Полагая теперь въ у р а в н е ш я х ъ ( 1 ) и 
(2) q величиною постоянною, увидимъ, что на основаши у р а в -
ненШ ( 7 ) и ( 8 ) всЬ они приводятся къ одному (9) . Мы нашли 
сгЬдователъно два услов1я paBHOBbcia поверхностнаго жидкаго 
слоя: 

(12) 
q = consl^ 

которыя показываютъ, что въ вышеприведенныхъ предполо-
жен1яхъ конечная р а з н о с т ь между внЬшнимъ давлен1емъ на 
жидкость и ея гидростатическимъ давлеитемъ въ той ж е точкЬ 
п о в е р х н о с т и пpoпopцioнaльнa сферической кривизнЬ послЬд
ней и что постоянное OTHOfflenie между ттт величинами 
есть с ц Ь п л е ш е или п о п е р е ч н о е давлен1е поверхностнаго слоя^ 
о т н е с е н н о е къ единицЬ длины 

8. Чтобы разрЬшить в о н р о с ъ о знакЬ q мы должны обра
титься къ наблюден1ю и опыту. Свойства и каконы частич
ныхъ взаимодЬйствш слишкомъ мало извЬстны намъ , чтобы, 
основываясь на знан1*и ихъ , мы могли а p r io r i разъяснить 
предложенный вонросъ Н о наблюден1е показываетъ , что 
вблизи поверхности , раздЬляющей жидкость отъ воздуха, или 
ДВ'Ь жидкости одну отъ другой, всегда тЬ ч а с т и ц ы подле-
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ж а т ъ большему давлешю, которыя лежатъ внутри выпуклой 

части раздЬляемаго пространства- СлЬдовательно въ уравне

ш и ( 1 2 ) при положительной величинЬ кривизны ^ 

всегда замЬчается Р<Ср и наоборотъ; значитъ q есть вели
чина отрицательная , 

Т.~е. п о в е р х н о с т н ы й слой, отдЬляющш жидкость отъ воз
духа или отъ другой жидкости, обладаетъ всегда сцгьплетемъ. 

Ч т о касается поверхностнаго слоя жидкости, который обра
зуется вблизи стЬнокъ твердаго тЬла, то къ нему у1)авнен1е 
( 1 2 ) прилагается вполнЬ, но предъидуп;ее заключен1е о знакЬ 
q сюда не относится . 

9. Для большей опредЬленности въ дальнЬйшемъ р а з с у ж -
ден1и представимъ себЬ жидкость (1 ) заключенною въ сосудъ 
и въ остальной части своей поверхности прикасаюш,еюся къ 
другой жидкости ( 2 ) . Вещество сосуда означимъ цифрою (3). 
Согласно предъидущему^ мы представляемъ себЬ 1) между 
обЬими жидкостями слой изъ частицъ принадлежащихъ обЬ-
имъ жидкостямъ^ имЬюпцй постоянную толщину и нахо-
д я щ ш с я подъ дЬйств1емъ постояннаго по величинЬ сцЬплен1я 
а ^ з ^ = — ^ 1 2 ? 2 ) другой поверхностный слой жидкости ( 1 ) , п р и -
легающШ къ т-Ьлу (3) съ толщиною vĵ g и поперечнымъ дЬй-
ств1емъ д^з, н а к о н е ц ъ 3) слой ж-1дкости (2) вблизи стЬнокъ 
(3), кого толщина yjgg и поперечное давлен1е q^s^ Теперь мы 
предположимъ, что каждый изъ этихъ трехъ слоевъ имЬетъ 
постоянную толщину лишь на нЬкоторомъ , внрочемъ весьма 
маломъ, разстояв1и отъ лиши , по которой поверхность раз -
дЬла жидкостей встрЬчается со стЬнками сосуда. Такимъ 
образомъ вокругъ этой лин1и образуется кольцеобразное п р о 
странство , наполненное жидкими частицами, которыя нахо
дятся подъ дЬйств1емъ особыхъ силъ и равновЬс1е которыхъ 
подлежитъ особымъ услов1ямъ. 

Чрезъ пЬкоторую точку К упомянутой лин1и проведемъ 
нормальную къ ней плоскость . Пусть фигура ABEFDC 
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представляетъ с-Ьчеше этой плоскости съ разсматриваемымъ 
к о л ь ц е о б р а з н ы м ъ п р о с т р а н с т в о м ъ . Пусть АВ,СВ,Е¥,ще]^г 

ставляютъ ближайп11я къ К перпендику-
лярныя къ плоскости фигуры поперечныя 
с е ч е ш я слоевъ , за пределами которыхъ 
слои принимаютъ постоянную толщину. 
Пусть mjg^ ш^з , означаютъ н а п р а в 
лешя лиши, лежащихъ въ нормальной къ 
^^133 плоскости и перпендикулярныхъ к ъ 

' поперечнымъ сЬчешямъ слоевъ АВ^ CD, 
EF. Пусть п означаетъ направлен1е н о р 
мали, возставленной въ точкЬ ^йГкъст'Ьн-
кЬ сосуда и идущей внутрь жидкостей. 

Ф и г . 1. Р а с м о т р и м ъ теперь т * особыя ycлoвiя 

равновЬс1я, коимъ п о д л е ж а т ъ жидк1я частицы внутри весьма 
малаго цилиндра, имЬющаго основан1емъ площадь ABEFDC^ 
а высотою линейный элементъ dl^^^^ п р о э к т и р у ю щ ш с я въ 
точкЬ К. Допустимъ: 1) что давлен1е на с т о р о н у цилиндра 
BFXdIiSB нормально и равно г , з з , 2) что давлеше на о с н о 
в а ш я цилиндра не оказываетъ замътнаго вл1ян1я на его р а в -
HOB-bcie по незначительной своей величин-Ь, и 3) позволимъ 
себ4 пренебречь вл1яшемъ вн-Ьшнихъ силъ всл'Ьдств1е в е с ь 
ма малой массы внутри цилиндра и вн-Ьшними гидростати 
ческими дввлен1ами всл'Ьдств1е весьма малаго п р о т я ж е ш я ли
ш и BE и АС. П о е л * этого услов1е равнов4с1я р а з с м а т р и 
ваемаго объема будетъ 

( 1 3 ) q^^csm^c^X'\-q^^csm^^x-^q^xsm^^X'^r^^,^csnx=Q^ 

гдЬ X означаетъ направлен1е какой нибудь лии1и. 

П р и x^d\^^ уравнеше это обращается въ тождество . Н а 
зывая уголъ (ш^з, черезъ г и полагая въ уравнеши (13) 
X II т ^ з , им'Ьемъ csm^^x=csi^ csm^^x=\^ csm^.x=. — 1, csnx=Q^ 
откуда 
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Е с л и ж е возьмемъ х \\ щ причемъ csш^^x=csm^.^x=OJ 
csm^^x= —sini, csnx=l, то изъ (13) имЬемъ: 

И такъ уравнен1е (13) обусловливаетъ сл'Ьдующ1я два со-
о т н о ш е ш я : 

(14) csi= ^BIZ^IL, 

(15) r,,,=q,,sini. 

И з ъ пихъ видимъ, что i и г^^^ суть величины постоянныя 
на всемъ п р о т я ж е ш и лиши jdl^c,^^ по которой поверхность , 
разделяющая обЬ жидкости , пересЬкаетъ поверхность твер 
даго тЬла. г—это тотъ уголъ, подъ которымъ встрЬчаются 
эти двЬ п о в е р х н о с т и ; будемъ его называть угломъ прикосно-
вешя . П о с т о я н с т в о этого угла, в ы р а ж а е м о е у р а в н е ш е м ъ (14) , 
подтверждается во многихъ случаяхъ опытомъ, если только 
соблюдены извЬстныя п р е д о с т о р о ж н о с т и . Что касается силы 
г^зз, то она существенно отрицательна , такъ какъ s m > - 0 , а 
? 1 2 < С 0 . Отсюда заключаемъ, что частицы п о в е р х н о с т н а г о сдоя 
ж и д к о с т и , прилегающ1я къ стЬнкамъ сосуда, подлежатъ дЬй-
ств1ю особой силы, направляющей ихъ къ этимъ ст-Ьнкамъ. 
Силу эту будемъ называть силою п р и л и п а ш я . 

Изъ уравнешя (15 ) явствуетъ , что при г<^90^ Qu2<Jlis^ ^ при 
г > 9 0 ^ q^^^q^^. Е с л и же давлешемъ q^.^ имЬемъ право п р е 
небречь ( н а п р . когда вторая жидкость есть воздухъ), то за
ключаемъ, что положительно или отрицательно смотря 
потому, будетъ ли i<^90^ или г > 9 0 ^ В ъ первомъ случаЬ 
частицы поверхностнаго слоя жидкости (1) , прилегающаго 
къ сосуду (3) находятся въ с о с т о я ш и особеннаго сдавлешя; 
во второмъ случа'Ь онЬ обладаютъ с ц ^ п л е ш е м ъ , подобно 
слою, р а з д е л я ю щ е м у двЬ жидкости . 

10 . Изложивъ выше нЬкоторыя с о о б р а ж е ш я о внутреннихъ 
силахъ , дЬйствующихъ въ различныхъ частяхъ жидкой м а с 
сы, мы вывели услов1я равновЬс1я этихъ отд-Ьльныхъ частей. 
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П р е д с т а в и м ъ теперь всЬ эти услов1я въ совокупности . Пусть 
по прежнему жидкость (1) одною частью своей поверхности 
п р и к а с а е т с я къ жидкости (2), а остальною п о в е х н о с т ь ю — к ъ 
твердому Т'Ьлу (3) . Назовемъ черезъ pi и р 2 плотности обЬ
ихъ жидкостей , черезъ p^ и давлеше внутри или на по
верхности каждой изъ нихъ, черезъ р. давлен1е на поверх
ность твердаго тЬла. Обозначимъ черезъ ds^2j ^ ^ ^ з ? ^^^-23 
менты трехъ раздЬляющихъ поверхностей . Черезъ озна
чимъ н а п р а в л е ш е нормали къ нЬкоторому элементу dSi^, 
идущей отъ (2) жидкости внутрь первой, а противуположное 
направлен1е той ж е нормали чрезъ п^^^ такъ что для вся
каго направлен1я прямой z 

въ такомъ ж е смыслЬ будемъ понимать и обозначен1я п.^, п^^. 
Назовемъ черезъ сферическую кривизну для пЬкотораго 
элемента cfs^g, считая рад1усъ кривизны положительнымъ, 
когда онъ лежитъ на направлеши ^̂ĝ, и подобнымъ ж е обра
зомъ условимся въ обозначен1яхъ А^^, А^^ для сферической 
кривизны какаго либо элемента или ds^^. Тогда 

X У ^-^-oZ 
дх "^'^^ ду~^'^' dz~^'^ 

внутри (1) ж и д к о с т и , 

внутри (2) жидкости ; 

(16) —Pi—4 . \^^2i п р о т я ж е н ш повехности ^ds^^, 

P3—p^=qi^A^^ на п о в е р х н о с т и JcfSi3, 

p^—p4=q^^A^2 на п о в е р х н о с т и jc^s^,, 

^ 5 ^ _ ^ 2 з — н а п р о т я ж е н ш лиши Гс?/,зз, 

по которой пересЬкаются три упомянутыя поверхности . 
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11. Р а з с м о т р Ь н н ы я выше силы q^^, q^^ и г^зз? д М с т в у ю -
щ1я лишь на поверхностныя частицы жидкости (1), мы на-
зываемъ капиллярными силами: q^^ есть с ц Ь п л е ш е поверх
ностнаго слоя, ^123—сила п р и л и п а ш я ч а с т и ц ъ поверхностнаго 
слоя къ стйнкамъ сосуда . Выразимъ возможную работу всЬхъ 
этихъ частичныхъ силъ , когда частицамъ жидкости сообщены 
весьма малыя перем'Ьщен1я. Пусть координаты всякой точки 
Xj у , Z получили п р и р а щ е ш я Iv^ ow. Согласно обозна-
чен1ямъ §§ 2 и 9 назовемъ черезъ направлен1е линш 
касательной къ поверхности [ds^^ н е к о т о р о й точк'Ь кон
тура jc??i23) перпендикулярной къ соотвЬтственному элементу 
с?/̂ 2з и лежащей внЬ j^s^s? подобномъ ж е смысл'Ь будемъ 
понимать обозаачен1я w ^ ^ , Wgg. П е р е м Ь щ е ш е н Ь к о т о р о й точ
ки, лежащей на поверхности , проложенное на нормаль т^^,, 
на зовемъ черезъ т.-е положимъ: 

ouxsn^^x-^-'lv .csn^xy-\-lw xsn^^z—ln^^. 

ПеремЬщен1е точки^ лежащей на контур'Ь, проложенное по 
направлен1ю т^з? назовемъ чреьь ^m^j , положивъ 

Подобно этому условимся и въ обозначешяхъ ^Щву 
ош^^. Внутреннюю работу с ц 4 п л е ш я 2? отнесенную ко всей 
поверхности Jcfei2; назовемъ черезъ (Sir^g, работу q^^ черезъ Siz^^^ 
работу силы прилипашя 23; отнесенную къ единицЬ длины, 
0(0,23-

Для поверхности Jcfej^ вм'Ьемъ у р а в н е ш е 

выражающее^ что работа всЬхъ силъ^ дЬйствующихъ на по
верхностный слой вблизи jcf5^2j Р ^ ™ ^ пулю. Отсюда, на осно-
Baain (16) 

^ ' ^ 12= ? i 2 l—JA 1 ds, 2 - ь p m , 2 dl^,,\ 
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*) Существован1е этого потенц1ала впервые было обнаружено Гаус
сомъ. Gauss W e r k e , Т . V. Pr inc ip ia general ia theor iae fluidorum in 
s ta tu aequil ibri . 

Но Teopif l кривыхъ поверхностей учитъ, что выражеше, 
стоящее здЬсь множителемъ при q,^^ представляетъ вар1яц1ю 
поверхности jds,^, т.-е. что 

И такъ 

( 1 7 ) Siz,,=.qjjds,,. 

Точно также находимъ внутреннюю работу въ поверхно
стномъ ело* жидкости (1) вблизи Т'Ьла (3) 

(18) ^^u^qJSds,,. 

Для опредЬлен1я работЬ S(b^^^ внутреннихъ силъ въ коль-
цеобразномъ пространств'Ь вблизи лиши J c ? / ^ 2 3 им-Ьемъ урав-
nenie 

5 w , 2 3 ' * - ? 1 2 Q X 2 - b 3 i 3 ^ ' ^ 1 3 - + - g 2 3 ^ ^ 2 3 - * - ^ 1 2 3 ^ 4 l = 0 ? 

ибо здЬсь слЬдуетъ пренебречь, какъ работою вн'Ьшнихъ 
силъ, такъ и работою внЬшнихъ д а в л е ш й и р^. Наосно
ванш уравнен1я ( 1 3 ) им^емь отсюда 

( 1 9 ) 5 c o , , 3 = 0 . 

Изъ уравнеши ( 1 7 ) , ( 1 8 ) и ( 1 9 ) видимъ, что капиллярныя 
силы жидкости на протяженш поверхности прикосновешя 
ея съ каждымъ отдЬльнымъ т-Ьломъ (жидкимъ или твердымъ) 
им-Ьють потенц1алъ, который равенъ произведешю величины 
этой поверхности на постоянную величину сц4плен1я или 
давлешя въ поперечномъ слоЬ *). 

Изв-Ьстно, что для всякаго тЬла всЬ услов1я его равновЬ-
cia заключаются въ одномъ уравнеши, выражающемъ, что 
возможная работа вс^хъ внЬшнихъ и внутреннихъ силъ равна 
нулю. Напишемъ такое уравнеше для разсматриваемой жид
кости ( 1 ) , заключенной въ сосудЬ ( 3 ) и прикасающейся къ 
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другой жидкости (2). Назовемъ п о т е н щ а л ъ вн'Ьшнихъ силъ 
черезъ Uj т . -е . положимъ 

а коэффиц1ентъ кубическаго расширен1я черезъ 

Q ди ^ ду ^ дгу 
дх ду д/ 

Возможная р а б о т а внЬшнихъ силъ есть 

jjjp^.SUdxclydzj 

гдЬ интеграц1я р а с п р о с т р а н е н а на весь объемъ данной жид
кости . Р а б о т а вн'Ьшнихъ давлешй на обЬихъ поверхностяхъ 

jpjn.^ds,, и fpjn.^ds^,. 

К р о м Ь того на п о в е р х н о с т ь кольцеобразной части, лежа
щей при пересЬчеши первыхъ двухъ, дЬйствуютъ силы r^^g, 
производящ1я работу 

r,,,fSn,,dl,,,. 

Н а к о н е ц ъ работа внутреннихъ силъ въ массЬ жидкости 
есть 

///^* ^^^dxdydz, 

а въ каждомъ изъ поверхностныхъ слоевъ 

И такъ 

(20) JJJp,5Udxdydz-^jjjp, 8Mxdydz-^^p2on^i ds^2 2 ^ / ^ ^ 1 3 ^ 

Изъ этого уравнен1я, приравнивая въ немъ пулю коэффи-
Ц1енты при каждомъ произвольномъ п е р е м Ь щ е ш и , можно 
воспроизвести всЬ найденныя выше услов1я рабновЬс1я (§ 10). 
Р а з с м о т р Ь ш е отдЬльныхъ членовъ уравнен1я (20) еще разъ , 

т . IX, вып, Ш, отд . L 30 
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съ новой точки spiniK, знакомитъ насъ съ эффектами силъ , 
д'Ьйствующихъ на различныя части жидкости . Т а к ъ ч е т в е р 
тый членъ положителенъ, если ^|^5i2<<0, ибо q,c^= —cî ,̂  
величина существенно отрицательная ; следовательно сц'Ьп-
п л е ш е направлено къ тому, чтобы уменьшить часть поверх-
ности , на контуръ которой оно дЬйствуетъ . В е л и ч и н а q,^ 
можетъ имЬть положительный знакъ; тогда работа q^^^ds,^ 
положительна при Цйз,.^^, Въ этомъ случа'Ь внутреншя 
силы поверхностнаго слоя близъ ^ds,^ стремятся р а с ш и р и т ь 
эту поверхность , и, еслибы не было и не явилось впослЬд-
ств1и другихъ силъ, то подъ вл1ян1емъ такаго дЬйств1я жид
кость разлилась бы весьма тонкимъ слоемъ по поверхности 
сосуда. Трет1й и пятый члены представляютъ работу в н Ь ш 
нихъ давлешй, сжимающихъ жидкость , между тЬмъ какъ 
второй членъ есть работа внутреннихъ давленШ, п р о т и в о -
дЬйствующихъ этому с ж а т ш . Н а к о н е ц ъ послЬднШ членъ 
у р а в н е ш я (20) обнаруживаетъ еще разъ п р и т я ж е ш е ч а с т и ц ъ , 
лежащихъ вблизи контура ^dl^^^^ къ стЬнкамъ сосуда . Т а 
к и м ъ образомъ ypaBHCHie (20) представляетъ какъ -бы общую 
картину тЬхъ дЬйствШ внЬшнихъ и внутреннихъ , которыя 
вл1яютъ на paBHOB-bcie жидкости , заключенной въ сосудъ, 

1 2 . Способъ , употребленный въ предъидущемъ для вывода 
общихъ уравненШ теор1и капиллярности , нЬсколько отлича
ется отъ тЬхъ способовъ, которые для тойже цЬли даны 
были Лапласомъ и Пуассономъ и которые впосл'Ьдств1и были 
въ различныхъ н а п р а в л е ш я х ъ развиты и дополнены многими 
авторами.Вм'Ьсто того , чтобы изслЬдовать—по ихъ п р и м Ь р у — 
отд^льныя взаимод'Ьйств1я между каждыми двумя ч а с т и ц а м и , 
мы разсматриваемъ давлешя,—равнодЬйствующ1я весьма боль-
ш а г о числа такихъ частичныхъ с и л ъ . ВслЬдств1е этого теор1я 
значительно у п р о щ а е т с я , и с о к р а щ а е т с я число г и п о т е з ъ . П р и 
такомъ способЬ изложешя этой т е о р ш мы явственнЬе видимъ 
произволъ каждаго изъ сд'Ьланныхъ допущешй; намъ поэтому 
легче предложить и разсмотрЬть возможныя в ъ н и х ъ и з м 4 н е ш я . 
Т а к ъ н а п р и м 4 р ъ , в м Ь с т о произвольнаго допущешя въ § 9 о н о р -
мальномъ давленш на площадку DFydl,^^,, можно принять 
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П. 

Свойства поверхности, разделяющей дв4 
жидкости. 

1 3 . Поверхность^ разделяющая две жидкости , определяется , 
вследств1е уравненш равповес1я ихъ (§ 10) особымъ у р а в н е 
ш е м ъ с ъ частными производными. Ограничиваясь случаемъ, 
когда изъ в н е ш н и х ъ силъ д е й с т в у е т ъ лишь т я ж е с т ь , назы
вая напряжен1е ея черезъ д и направивъ ось z но отр/Ьсу, 
имеемъ 

3 0 * 

это д'Ьйств1е, направленнымъ къ ней косо , но все таки за
ключающимся въ плоскости нормальной къ dl,^^. Тогда, на 
зывая черезъ w ^ 2 3 п р о л о ж е ш е этого д'Ьйств1я на н а п р а в л е ш е 
т ^ з , получаемъ вм-Ьсто у р а в н е ш я (14) такое : 

(21) 

Величина не зависитъ отъ п о с т о я ш ш х ъ величинъд^з^ 
ffi3) ^ з - Поэтому, если допустимъ ее постоянною на всемъ 
п р о т я ж е н ш лин1и ^dl,^., то изъ у р а в н е ш я (21) заключаемъ, 
что уголъ п р и к о с н о в е ш я i имЬетъ постоянную величину на 
всемъ контурЬ, зависящую, однако, кромЬ п о в е р х н о с т н ы х ъ 
сцЬплешй и давлешй данной жидкости , еще и отъ другихъ фак-
т о р о в ъ . Наблюдеше подтверждаетъ такую гипотезу, показы
вая, что при различныхъ услов1яхъ уголъ п р и к о с н о в е ш я для 
однЬхъ и тЬхъ ж е жидкостей , прикасай)щихся къ одному и 
тому ж е твердому тЬлу^ м о ж е т ъ быть различенъ . Величина 
г^,2з? следовательно^ можетъ подъ вл1ян1емъ иеизслЬдован-
ныхъ, но по всей в е р о я т н о с т и весьма разнообра .5Ныхъ п р и -
чинъ, и з м е н я т ь с я . Е с л и она способна б ы т ъ = = ^ 5 2 з ~ ? 1 з " % 2 ) 
то С 8 г = 1 , г . ~ 0 ; въ этомъ с л у ч а е с т е н к а вещество, ( 3 ) впол
не смачивается жидкостью (1) . 
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если черезъ с, и обозначимъ дв-Ь постоянныя и положи-
тельныя величины. Во в с Ь х ъ точкахъ поверхности , разде
ляющей жидкости (1) и (2), удовлетворяется у р а в н е ш е 

(22) 9{p,—Pi>^c,-c,=q,,A2,. 

Взявъ координаты х, у за независимыя н е р е м е н н ы я и р а з 
сматривая Z какъ ф у н к ц ш ихъ , замЬтимъ, что с ф е р и ч е с к а я 
кривизна п о в е р х н о с т и зависитъ отъ частныхъ производ-
ныхъ втораго порядка этой ф у н к щ и по независимымъ п е р е -
м'Ьннымъ. Общая интегращя уравнен1я (22) представляетъ 
неодолимыя препятств1я. Н о , не п р и б е г а я къ такой инте -
г р а щ и , мы можемъ изъ этого у р а в н е ш я п р и помощи ф о р 
мулъ § 4 извлечь и з с л е д о в а ш е различныхъ общихъ свойствъ 
п о в е р х н о с т и тяжелаго жидкаго т е л а . 

1) И з с л е д у е м ъ услов1е, при которомъ данная м а с с а жид
кости (1) м о ж е т ъ находиться въ равновес1и внутри жидко
сти (2), не прикасаясь къ какому либо твердому тЬлу. У м н о 
жая обе части уравнен1я (22) на csn^^zds^.^ и и н т е г р и р у я 
обе части по всей замкнутой поверхности Jcfe^g? получаемъ 

Н а з о в е м ъ объемъ занятый данною жидкостью черезъ V и 
з а м е т и м ъ , что 

jzcsn^ 4 zds, 2 = — F ; J c 5 ^ 2 1 ^ds^ 2 = 0 . 

H a о с н о в а ш и у р а в н е ш я (7) интегралъ JAi^csn^^zds,^^ р а с 
п р о с т р а н е н н ы й на замкнутую поверхность , т а к ж е равенъ ну
лю. Поэтому изъ у р а в н е ш я (23) с л е д у е т ъ 

откуда видно, что для равновес1я данной м а с с ы одной ж и д 
кости внутри другой необходимо ,чтобы плотности ихъ были 
равны между собою, р,—р^,- Выводъ э т о т ъ подтверждается 
прекрасными опытами Плато, который п о м е щ а л ъ масло 
внутри раствора алкоголя въ воде. П р и этомъ п о в е р х н о с т ь 
масла принимала форму почти шарообразную, что согласно 
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(24) д{9-?д^=(1,гЛ 21 • 

Н о , согласно только что сделанному замечание и изложен
ному въ § 10 услов1ю о з н а к е А^,, имеемъ для элементовъ, 
прилегающихъ къ плоской части при <^>0 ^ g i ^ t ) , при ̂ < ; 0 
^ 2 1 < С 0 . Следовательно и в ы р а ж е ш я 5 ' ( ? 2 ~ P i ) ^ q,^ должны 
п р и этомъ быть одинаковаго знака. Н о 2 i 2 = — ^ 1 2 ^ суще
ственно отрицательно . Итакъ услов1е, при которомъ в о з 
можна плоская часть поверхности , состоитъ въ томъ чтобы 
н и ж н я я жидкость была тяжелЬе верхней, чтобы р^ б ы л о ^ > р 2 . 
Выводъ этотъ в п о л н е оправдывается самымъ обыкновеннымъ 
наблюден1емъ. 

3) Наблюден1е показываетъ , что въ большинстве случаевъ 
уголъ г, подъ которымъ встречается поверхность \ds^2 съ 
поверхностью сосуда, па всемъ протяжензи лин1и ихъ п е р е с е 
чешя и м е е т ъ постоянную величину. Поверхность жидкости бу
детъ поэтому вблизи с т е н о к ъ сосуда поверхностью кривою. На 
некоторомъ разстояши отъ стенокъ она можетъ становиться 
плоскою. Н о можетъ ли внутри этой плоской части явиться 

с ъ уравнешемъ (22), изъ котораго при р ,=р2 получаемъ 
A,^=const,—услов1е, которому между всЬми непрерывными 
замкнутыми поверхностями удовлетворяетъ лишь поверх
ность шара . 

2) Возвратимся къ случаю, когда жидкость (1) заключена 
въ с о с у д Ь / ИзслЬдуемъ услов1е, при которомъ поверхность 
ея можетъ заключать въ с е б е плоскую часть . Полагая въ 
уравнен1и (22) Л^,=^, получаемъ z—const; т. е. плоская 
часть п о в е р х н о с т и , — е с л и она с у щ е с т в у е т ъ , — д о л ж н а быть 
горизонтальна . ДалЬе заметимъ , что всякая непрерывная , не 
им'Ьющая особыхъ точекъ, поверхность , с о д е р ж а щ а я въ себЬ 
плоскую часть, обладаетъ слЬдующимъ свойствомъ. Элементы 
ея, непосредственно прилегающ1я къ плоской части, всегда 
обращены своею выпуклостью къ продолжешю этой плос
кости . Принявъ эту плоскость за плоскость координатъ ху, 
представимъ уравнеше (22 ) въ видЬ: 
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возвышеше или углублеше? П о к а ж е м ъ , что этого не бываетъ, 

Напишемъ уравпен1е поверхности 

отнесенное къ плоскому уровню. Помножимъ обЬ его части 
на esn^^zds,^ и п р о и н т е г р и р у е м ъ въ предЬлахъ предполагае-
маго возвышев1я или углублешя и окружающей его плоской 

части поверхности . ЗамЬтимъ, что p C 5 ^ 2 i ' ^ ^ ^ i 2 = ""^ «̂̂ ^ 
^zcsnzds—-\-V, гдЬ V объемъ, заключенный между предпо
лагаемою кривою частью и продолжен1емъ горизонтальнаго 
уровня. Н а основанш уравнен1я (7) 

а такъ какъ контуръ jdl, къ которому отнесенъ носл-Ьдшй 
интегралъ , л е ж и т ъ на плоскости , то csmz—O; следовательно 
изъ уравнен1я п о в е р х н о с т и следуетъ 

т. т. возвышешя такаго не существуетъ . Итакъ , если п о 
верхность жидкости заключаетъ въ себе плоскШ уровень , то 
возвышающаяся надъ нимъ или л е ж а щ а я ниже часть поверх
ности прилегаетъ непосредственно къ с т е н к а м ъ сосуда . 

14 . Остановимся п о д р о б н е е на томъ случае , когда поверх
ность ж и д к о с т и содержитъ плоскую часть , которую, какъ и 
выше , примемъ за плоскость ху. П р о в е д е м ъ на кривой ча
сти п о в е р х н о с т и замкнутый контуръ ^dl и черезъ него в е р 
тикальный цилиндръ до в с т р е ч и съ плоскостью ху. Между 
этими тремя поверхностями заключенъ объемъ F , наполнен
ный либо первою, либо второю ж и д к о с т ь ю , смотря потому , 
л е ж и т ъ ли кривая часть п о в е р х н о с т и выше или ниже уров 
ня. У м н о ж а я обе части у р а в н е ш я (24) на csn^^zds^c^, и н т е -
грируемъ ихъ внутри контура ^dl и получаемъ, на о с н о в а н ш 
уравнен1я (7), 
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Но jzcsn2,zds,c^= — V въ случаЬ когда поверхность под
нимается надъ уровнемъ ^ = 0 , и jzcsn^,zds,^=V въ против
номъ случаЬ. Итакъ 

dipi—piW — Я12^С8тМ1въ первомъ случаЬ, и 
(25) 

9{Pi —рз)^=—q t^ jcsmzd l во второмъ. 

Уравнен1я эти весьма наглядно показываютъ, что вЬсъ 
жидкости поднимается надъ уровнемъ или опускается подъ 
нимъ силою капиллярнаго с ц Ь п л е ш я , приложеннаго къ кон
туру ея поверхности. 

1 5 . ПримЬнимъ выведенныя у р а в н е ш я къ о п р е д й л е н ш вЬ-
са жидкости , поднятаго или опустившагося внутри погру
женной въ нее цилиндрической трубки. Положимъ сначала, 
что трубка помЬп^ена вертикально; считая объемъ отъ гори
зонтальнаго уровня , имЬемъ по предъидущему 

р 2 ) ^ = Qi^smzdl, или 
(26) 

9{?1--Р2)У=--ъ4(^^шШ, 

въ обоихъ сказанныхъ случаяхъ. З д ^ с ь и н т е г р а щ я относится 
къ контуру, по которому п е р е с Ь к а е т с я поверхность жидко
сти со ст-Ьпками трубки. Когда эта лишя горизонтальна, то 
csmz— —csij и jdl=L, если L означаетъ длину поперечнаго 
с Ь ч е ш я внутренней поверхности трубки. Поэтому мы имЬемъ 
въ сказанномъ предположеши 

9{Pi—?i)y="-4i2Lcsi, или 

(27) 

р 2 ) ^ = Qi^Lcsi, 

смотря по тому, находится ли поверхность jds,^ выше или 
ниже уровня . Н о вообще лишя jdl не горизонтальна. Назы
вая въ такомъ случаЬ черезъ dL п р о э к ц ш каждаго элемента 
dl на плоскость ху, имЬемъ csmzdl= —csi.dL, Съ помощью 
этого с о о т н о ш е ш я выводимъ изъ уравнеши (26) точно такое 
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(29) Я = ~ ^ г . 

и з в е с т н у ю формулу l u r i n ' a . 

16. Р а з с м о т р и м ъ жидкость (1) внутри цилиндрической 
трубки, п о м е щ е н н о й наклонно, подъ угломъ -у къ горизон
тальной плоскости . Для большей простоты разсужден1я 
ограничимся т е м ъ случаемъ, когда жидкость (1) поднимается 
надъ горизонтальнымъ уровнемъ ^=0. Поверхность жидко-
сту внутри трубки и м е е т ъ п р е ж н е е у р а в н е ш е (24) . Чтобы 
определить объемъ F, заключенный между п р о д о л ж е ш е м ъ 
горизонтальнаго уровня , с т е н к а м и трубки и поверхностью, 
разделяющею обе жидкости , назовемъ черезъ Z длину ли -
н1и, идущей параллельно къ оброзующей цилиндра , отъ не
которой точки поверхности до в с т р е ч и съ плоскостью ху, 
такъ что Zsin^;=0. Тогда 

—^Zcs%,Zds,^, 

где интеграц]я р а с п р о с т р а н е н а лишь на поверхность , р а з 
деляющую внутри трубки обе жидкости , ибо на с т е н к а х ъ 
трубки csnZ=Oj а въ точке уровня Z = 0 . Следовательно 

ж е в ы р а ж е ш е (27) для объема F , какъ и п р и горизонталь-
номъ пoлoжeпiи контура . 

Вообразимъ, что объемъ F жидкости (1) заключенъ вну
три трубки между двумя горизонтальными плоскостями, и 
пусть Н означаетъ р а з с т о я ш е между ними. Будемъ называть 
И среднею высотою объема V. Полагая затЬмъ д ' , з = — o ^ ^ ^ 2 ? 
представимъ п е р в о е изъ уравненШ (27) въ такомъ вид*: 

(28) g{^,-^,)il.H=^\,Xxsi, 

где О есть площадь поперечнаго с е ч е ш я внутренней п о 
верхности трубки . 

Е с л и ж е это с е ч е ш е есть кругъ , то , называя черезъ JR ра -
д1усъ его , и м е е м ъ 

2а^„ csi 

9{9i —Р2) V.siny= —g(9—?2)S^csn,,Zds,,, 
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или, всл4дств1е у р а в н е ш я поверхности , 

9{pi—P^) Vsiny=q,^JA2iCsn^, Zds,^, 

а отсюда, на о с н о в а ш и уравнешя (7), 

gipi —p2)Vsin^=qi ^smZdl. 

Называя по п р е ж н е м у черезъ dL проэкц1ю элемента dl 
на плоскость , перпендикулярную къ образующей цилиндра , 
а черезъ L длину с Ь ч е ш я такой плоскости съ внутреннею 
поверхностью трубки и замЬчая, что опять csmZ:dl=^ —csi.dL, 
получаемъ: 

(30) g{pi—p,)ysm= -q,,L.csL 

Вообразимъ весь объемъ V внутри трубки ограниченнымъ 
сверху горизонтальною плоскостью; пусть высота ея надъ 
уровнемъ будетъ £Г, а отрЬзокъ образующей цилиндра меж
ду этою плоскостью и плоскостью уровня—К. Тогда 

Кзгщ^Н, V—iXH. 

СлЬдовательно 

(31) i 7 ( p , — р , ) О . Я = -q,,L.csl 

Условимся , какъ и въ предъидущемъ, называть И среднею 
высотою объема F . И з ъ сравнешя уравнен1й (28) и (31) за
ключаемъ, что средняя высоста , на которую поднимается или 
опускается въ данной трубкЬ извЬстная жидкость , не зави
ситъ отъ угла , подъ которымъ трубка наклонена къ гори
зонтальной плоскости *) . 

17 . Уравнешя (27) , (28) и (30) справедливы не только для 
внутренней, но и для внЬшней поверхности трубки. Они да-
ютъ также выражен1я объема жидкости, поднимающейся или 
опускающейся вокругъ тЬла, имЬющаго цилиндрическую п о -

*) Laplace, Mecanique Celeste, Т. IV., Supplem. p . 32; Р о ш о ^ , Nou
velle theor ie de r a c t i o n capi l la ire , p . lb.—Moutier, journa l Almeida,T. 1. 
Moutier разсматриваетъ этотъ случай при помощи особыхъ гео
метрическихъ соображен1й относительно вар1ящи поверхности. 
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верхность . Въ самомъ дЬлЬ, разсмотримъ такое т^ло^ п о 
груженное частью въ жидкость (1), частью въ жидкость (2) , 
и пусть поверхность^ разделяющая обе жидкости на н е к о 
торомъ р а з с т о я н ш отъ погруженнаго т е л а есть горизон
тальная плоскость , которую примемъ за плоскость ху. Пусть 
опять Y означаетъ уголъ н а к л о н е ш я образующей цилиндра 
къ горизонтальной плоскости , и Zsiny=:z. Уравнен1е п о в е р х 
ности J(f5,2, 

умножимъ въ о б е и х ъ частяхъ на cs%,Z, и, проинтегриро-
вавъ на п р о т я ж е ш и всей кривой части jds,^ вокругъ погру
ж е н н а г о т е л а , находимъ 

A такъ какъ объемъ V поднятой вокругъ т е л а жидкости 

F = —jZcsn^,Zds,2i 

то 

9{9i —92) V.siny^q, .JA^, сзщ, Zds,,, 

Отсюда , на основаши формулъ (7), 

^(pi—Р2) Vsin^=q,^jcsmZdL 

Е с л и ж е черезъ dL обозначить п р о э к ц ш элемента dl на 
плоскость , перпендикулярную къ образующей цилиндра , а 
черезъ L длину всего поперечнаго с е ч е ш я этой поверхно
сти, то csmZdl— —csi.dL на поверхности цилиндра. Ч т о 
ж е к а с а е т с я той части контура р / ^ которая принадлежитъ 
горизонтальному уровню, то на ней jcsmZdl—O вследств1е 
формулъ (7). 

И т а к ъ 

1 8 . Р а з с м о т р и м ъ случай, когда внутри вертикально погру 
женной трубки находятся одна надъ другою н е с к о л ь к о ж и д -
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костей. Число ихъ пусть будетъ а , и каждую мы обозначимъ 
особою цифрою 1, 2, 3 [Л . Первая изъ нихъ в н * труб
ки им-Ьотъ горизонтальный уровень и п р и к а с а е т с я къ жид
кости ( [л) . Надъ (1) жидкостью, которая внутри трубки за-
нимаетъ выше уровня объемъ F̂ , находится въ т р у б к е не
который объемъ Fg, занятый жидкостью (2), и т . д., кончая 
объемомъ F|Li_i, содержащимъ жидкость (р,—1). Последняя 
прикасается сверху къ жидкости ([i.), которая черезъ откры
тый верхшй конецъ трубки свободно сообш,ается съ осталь
ною частью жидкости ( (л ) , наполняющею п р о с т р а н с т в о надъ 
горизонтальнымъ уровнемъ. Сумму в с е х ъ названныхъ объ-
емовъ означимъ черезъ F̂ ^ т. е. положимъ 

F^=F, -bF2-b . . ..-f-F^^,. 

Элементъ поверхности , отделяющей жидкость (1) отъ (2), 
пусть будетъ ds,^, второй отъ третьей^—ds^^, и т. д. до по
верхности , ра зделяющей жидкости ( [л—1) и (р.). Элементъ 
поверхности этой пусть будетъ ds^_,,^^ а элементъ поверх
ности , разделяющей в н е трубки жидкости (1) и ( [ л ) , — d s , , ^ . 
Сферическую кривизну въ какой либо т о ч к е для каждой изъ 
этихъ поверхностей назовемъ чрезъ 

- ^ 2 1 ) А.^2 f ^ 1 X 1 1 X ^ 1 И 

считая рад1усъ кривизны положительнымъ тогда, когда онъ 
н а п р а в л е н ъ отъ ж и д к о с т и , обозначенной первымъ индексомъ, 
къ жидкости, обозначенной вторымъ индексомъ. Давлешя и 
плотности внутри этихъ жидкостей назовемъ 

Ри P2''-Pix и р,, Р 2 . . . . р ц . 

На о с н о в а ш и уравнеши параграфа (10) имеемъ 

и 

P\x—Pi=qi^\xAixn, 
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для поверхностей Jcfs^s, ^ds^^ и т. д. , п р и ч е м ъ подъ 
и т . д. слЬдуетъ понимать постоянныя по величинЬ с ц Ь п л е -
н1я въ поверхностныхъ сдояхъ , прилегающихъ къ Jc?5,2, Ĵ ŝ̂ g 
и т. д. Согласно ypaвнeнiямъ того ж е параграфа , имЬетъ 
внутри каждой изъ жидкостей 

гдЬ Cj, С 2 , . . . . С ) и о з н а ч а ю с ь нЬкоторыя постоянныя величи
ны. Поэтому уравнен1я поверхностей , раздЬляющихъ ж и д к о 
сти внутри трубки , будутъ 

(32 ) ^?(p3—Р2)^-+-СЗ —Сз=д2зЛз, 

a у р а в н е ш е поверхности Jcfe^jiu 

(33) 9{9\^-9i >^c^—i =4i 

П р и н и м а я п л о с ш й горизонтальный уровень , принадлежа-
щ1й последней поверхности за плоскость ^г /̂, имЬемъ с,—с^, 
Умножимъ теперь каждое изъ у р а в н е ш и (32) с о о т в е т с т в е н н о на 

csn^^zds,^^ csn^^zds^^y.... cosn^^_,zdSyi^,yy^ 

и проинтегрируемъ каждое на протяжен1и его поверхности . 
Полученныя з а т е м ъ уравнен1я сложимъ . З а м е ч а я , что 

и т. д. , что , кромЬ того 

гдЬ о есть прощадь п о п е р е ч н а г о сЬчен1я трубки, мы полу
чимъ после с л о ж е ш я помянутыхъ интеграловъ у р а в н е ш е : 
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(34) q,jA,,csn,,zds,,-^ 

Назовемъ черезъ dl,^, d\^, и т. д. элементы контуровъ 
поверхностей Jc?5^j, ^ds^^ и т . д., черезъ m^g, ^ т. д. 
B H i n i H i a н а п р а в л е ш я касательныхъ къ этимъ п о в е р х н о с т я м ъ 
и перпендикулярныхъ къ контурамъ линш, чрезъ г,^, г^^ и 
т. д. углы с о п р и к о с н о в е ш я поверхностей со с т а н к а м и труб
ки, черезъ L поперечное с Ь ч е ш е трубки . Тогда 

С8Ш,^Ш,^= —cs i ,^ ,dL , csm^^zdl^^= —csi^^dL и т. д., 

и на основанш уравненш (7) 

1 csn^, zds, 2 = j c s m , 2 zdl, ^ = —Lcsi^ ^, 

JA^^csn^^zds^^=^csm^^zdI^^= —Lcsi^^ и т. д. 

Вставляя эти выражен1я въ уравнеше (34) и полагая 

? i 2 = = — ^ ' i 2 j ^ 2 3 = — ^ 2 3 ' и т. д., получаемъ 

(35 ) 

Уравнен1е это даетъ с о о т н о ш е ш е между объемами жидко
стей въ капиллярной т р у б к * для этого столь общаго случая. 
Оно показываетъ , что общ1й в ^ с ъ поднятыхъ въ трубкЬ надъ 
уровнемъ жидкостей поддерживается капиллярнымъ с ц ^ п л е -
н1емъ, дЬйствующимъ на контуры ихъ поверхностей . 

Обозначая вещество трубки ц и ф р о ю О и называя п о п е 
речныя давлешя поверхностныхъ слоевъ жидкостей 1, 2, [л, 

прилегающихъ къ стЬнкамъ трубки черезъ ^о,4, ^ O , J . . . . 5 O 5 M и '^* ' 
емъ, согласно у р а в н е ш я м ъ п а р а г р а ф а 9-го, 

9 i 2 ^ ^ ? i 2 ^ 9 0 i — ? 0 2 = 0 

(36) 9 2 3 ^ ^ ^ * 2 3 - * - ? 0 2 ~ ? 0 3 = = 0 
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Складывая эти равенства , получаемъ 

qi,('Sh,'+'q,,csh,-^ -^qpi^i,piCsipi_,,^=q,^—q,,. 

всл'Ьдств1е чего уравнешю (35) можетъ быть данъ такой видъ: 

(37) ^(р, Г, Ч - Р 2 . . . . - н р ^ ^, F ^ _ , - ? ^ F ^ ) = ( ( ? o i - 9 о м ) - ^ 

И з ъ последняго уравнешя заключаемъ, что общш вЬсъ под
нятыхъ внутри трубки надъ уровнемъ жидкостей зависитъ 
отъ вещества нижней и верхней жидкости и отъ в е щ е с т в а 
трубки. Е с л и ж е верхняя жидкость ([л), какъ это бываетъ въ 
большинстве случаевъ, представляющихся наблюдешю, о с т а е т 
ся одна и таже (воздухъ) , то единственные факторы, вл1яю-
щ1е на в е с ъ жидкостей , поднятыхъ въ капиллярной т р у б к е , 
суть вещество трубки и вещество нижней жидкости * ) . 

19 . Следуетъ однако заметить , что у р а в н е ш е (37) выве
дено въ предположеши (§ 9 ) , что с т е н к и трубки оказыва-
ютъ на близлежащ1я частицы поверхностнаго слоя , р а з д е -
ляющаго две жидкости , только нормальное действ1е. Прини
мая относительно этой силы б о л е е общ1я допущения (см. § 
12) , положимъ в м е с т о уравненШ (36) , 

q,,csi,,-i-q,,~q,,-i-u,,,=0 

(38) qt3CSh,-^q^,—q,,-^n,,,—0 

где каждый изъ п о с л е д н и х ъ членовъ имеетъ п о с т о я н н у ю в е 
личину на п р о т я ж е ш и всего контура , къ которому относит -

*) Laplace, Мёс . Cel. Supplement au X l ivre, p . 26. Poisson, Nou
velle Theor ie , p . 76; p . 142. Выводъ Пуассона совпадаетъ съ уравне-
н1емъ (37), такъ какъ верхняя жидкость въ пример*, разсматривае-
момъ имъ въ §§ 6 9 — 7 1 , есть воздухъ, котораго плотность и капилляр
ное дЬйств1е полагается равнымъ нулю—Quincke, Pogg . Annal . 1870. 
стр. 45—46. 'Kwhsi въ виду преимущественно cooTHomeHiH, выражаемыя 
уравнен1емъ (34), Квинке утверждаетъ, что упомянутый в-Ьсъ зависитъ 
лишь отъ формы разд-ЬдяющЕхъ поверхностен. 
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ся содержащее его уравнен1е, и зависитъ отъ трехъ ве -
ществъ , указанныхъ цифрами его индекса. Мы допустили 
кромЬ того (§ 12) , что величины эти могутъ быть и з м е н е 
ны вл1яшемъ другихъ неизв-Ьстныхъ причинъ , что вполне 
согласуется съ опытными изсл'Ьдован1ями. Складывая урав 
нешя (38) и обращаясь къ уравнен1ю (35), мы получимъ вза-
мЬнъ у р а в н е ш я (37) новое: 

(39) 

У р а в н е ш е это показываетъ , что общШ вЬсъ нЬсколькихъ 
жидкостей въ капиллярной трубкЬ можетъ зависать отъ 
свойствъ в с Ь х ъ этихъ жидкостей и вещества трубки, а так
ж е отъ нЬкоторыхъ другихъ неизслЬдованныхъ причинъ и 
такимъ образомъ обнаруживаетъ неточность у р а в н е ш я (37) . 

Случай наклонной капиллярной трубки, с о д е р ж а щ е й н Ь 
сколько жидкостей , легко можетъ быть изслЬдованъ съ п о 
мощью пр1емовъ, изложенныхъ въ трехъ посл'Ьднихъ п а р а 
графахъ. Получатся уравнешя , подобныя (35), (37) , (39) , 
только въ лЬвыхъ частяхъ каждаго уравнен1я явится множи
телемъ синусъ угла наклонен1я трубки къ горизонту . 

20 . Вообразимъ каплю жидкости (1) , окруженную ж и д 
костью (2) и лежащую на горизонтальной плоской поверх
ности твердаго тЬла (3) или ж е висящую подъ такою ж е 
поверхностью этого тЬла. У р а в н е ш е поверхности капли та
ково: 

(40) 5^(р2—Р.>-ьс,—c,=?,24i-

ЗамЬтимъ, что сферическая кривизна Ас^, всегда положи
тельна въ высшей точкЬ капли, лежащей на плоскости , а 
также и въ нисшей точкЬ капли висящей. ИмЬя въ виду 
это обстоятельство, заключаемъ изъ у р а в н е ш я (40), что сфе
рическая кривизна А^, положительна во всякой точкЬ п о 
верхности капли, лежащей надъ плоскостью, въ томъ слу-
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ча4 , когда Pi>p2. Точно т а к ж е сферическая кривизна Л^, 
положительна на поверхности капли висящей п р и р,<^р^. 

Остановимся сначала н а случаЬ капли, лежащей надъ п о 
верхностью Т 'Ьла (3) . П р и н я в ъ за плоскость ху какую либо 
горизонтальную плоскость , пересЬкагощую п о в е р х н о с т ь ка 
пли, назвавъ черезъ В сферическую кривизну поверхности 
на этомъ с Ь ч е н ш и полагая < ? i 2 = им-Ьемъ 

( 4 1 ) 9i?-?i)^=<2B-a\,.A,,. 

Умножая обЬ части этого у р а в н е ш я на свщ^зйз^^, инте 
г р и р у я на п р о т я ж е ш и п о в е р х н о с т и капли надъ плоскостью 
ху и называя черезъ V объемъ части капли, отсЬченной 
этою плоскостью, черезъ i i площадь с Ь ч е ш я , получаемъ 

9[?i - р 2 ) F = a ^ 2 {Bil^ fcsmzdl) 

СлЬдовательно BiT>^csmzdL Положимъ т е п е р ь , что по
верхность капли есть поверхность вращен1я и назовемъ че
резъ В рад1усъ кривизны меридшнальнаго сЬчешя , а ч ерезъ 
г рад1усъ круглаго горизонтальнаго сЬчешя въ н е к о т о р о й 
т о ч к * поверхности на плоскости ху. Тогда csmz и м 4 е т ъ на 
всемъ контурЬ постоянную величину; 

^ 2 ^ 1 csmz csmzdl=2T:r.csm0. 

Вставляя эти в ы р а ж е ш я въ вышеприведенное неравенство , 
находимъ, что 

1^ csmz 
В ^ 

а такъ какъ въ правой части посл'Ьдняго неравенства им-Ь* 
емъ величину существенно положительную, *) то заключа-

*) Въ самомъ д^дЬ, еслибы csmz могъ быть отрицательнымъ въ нЬ-
которой ТОЧК 'Ь мерид1анальнаго с4чен1я, то между этою точкою и выс
шею точкою поверхности находился бы рядъ точекъ, въ коихъ csmz 
положителенъ, а В отрицателенъ,—обстоятельство, невозможность ко
тораго доказывается . 
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Поэтому, на основанш (42), имеемъ въ этомъ случае 

В ы р а ж е ш е въ правой части этого неравенства п о л о ж и 
тельно. Поэтому рад1усъ кривизны мерид1айальыаго сЬчен1я 
поверхности висящей капли, при p i<^pj , всегда положите 
ленъ. Е с л и ж е , въ с л у ч а е висящей капли, Pi^^p,, то заклю
ч е ш е , подобное предъидущему, п е имеетъ мЬста . 

Соображен1я эти приводятъ къ слЬдующему выводу. Ка
пля, лежащая па поверхности твердаго тФла и ограниченная 
поверхностью в р а щ е ш я , можетъ представить въ ея мерид1-
анадьномъ сЬчеши изгибъ въ томъ только случаЬ, когда в е -

т. IX, выпЛ11.отд. 1. 31 

емъ, что кривизна мерид1анадьнаго сЬчешя капли въ этомъ 
случае положительна . Е с л и ж е р 4 < р 2 5 то заключеше подоб
ное предъидущему для капли лежащей на плоскости не мо
жетъ быть сдЬлано . 

Переходимъ т е п е р ь къ разсмотр-Ьшю капли, висящей подъ 
плоскою поверхностью пЬкотораго тЬла. Поверхность капли 
имЬетъ по прежнему у р а в н е ш е (41) , если примемъ за пло
скость ху нЬкоторую плоскость , пересЬкающую каплю, и по 
прежнему назовемъ черезъ О площадь, а черезъ В сфери
ческую кривизну этого сЬчен1я. Умножая обЬ части уравне
ш я (41) на cs%,zds,^y интегрируя на п р о т я ж е ш и отсеченной 
части поверхности капли и называя черезъ V объемъ отсЬ
ченной части капли, получаемъ 

9{9i^h)y= —oL\^[Ba-i-fcsmzdiy 

СлЬдовательно, въ предположеши p i < p , , 

(42) Вач-^с8шШ>0, 

Е с л и ж е допустимъ, что капля ограничена поверхностью 
в р а щ е ш я и воспользуемся прежними обозначешями, то 

а=7гг^, В= ^ — jcsmzdl=:2Tircsmz. 
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z=xtg':f. 

У р а в н е ш е поверхности капли^ кадъ и прежде , таково : 

Преобразуемъ координаты, такъ чтобы ось х шла внизъ 
по нормали къ наклонной плоскости , а ось у' оставалась въ 

*) Du Bois-Raymond въ одной изъ своихъ статей о капиллярности 
P o g g . Ann. 1870, 139 стр. 263—265) указываетъ невозможность изгиба 
въ мерид1анальномъ сЬченш тяжелой капли. Онъ не изслЬдуетъ внро
чемъ тЬхъ случаевъ, когда возможна отрицательная кривизна этого ме-
рид1анальнаго cHeni f l , 

щество капли легче окружающей жидкости. Н а п р о т и в ъ , ме-
рид1анальпое с Ь ч е ш е капли висящей можетъ имЬть изгибъ 
только тогда, когда вещество капли тяжелЬе окружающей 
жидкости . Въ этихъ свойствахъ поверхности сказывается 
стремлеше легкой капли подняться и оторваться отъ тЬла , 
къ которому она прилипла, и с т р е м л е ш е тяжелой капли 
упасть * ) . 

Чтобы опредЬлить объемъ всей капли, положимъ плоскость 
ху на поверхности тЬла и назовемъ черезъ L контуръ ка
пли. Изъ уравнешя (41), умножая обЬ части его на csn^,0ds,^ 
и интегрируя по кривой поверхности капли, находимъ 

(43) ^ (р, —р,) Г=а\, {Ba-Lsini) 

для капли, лежащей на твердомъ тЬлЬ, а для капли висящей 

g{p,—^?,)V=%\,{—Ba'-^Lsini), 

понимая попрежнему подъ i постоянный уголъ п р и к о с н о в е ш я . 
2 1 . Вообразимъ каплю жидкости (1) , окруженную другою 

жидкостью (2), лежащую или висящую на наклонной пло
скости. ИзслЬдуемъ услов1я, п р и которыхъ возможно такое 
paBHOBicie. Пусть ср означаетъ уголъ , подъ которымъ пло
скость наклонена къ горизонту. Е с л и выберемъ за ось у 
горизонтальную л и ш ю , лежащую, на наклонной плоскости , 
то у р а в н е ш е послЬдней будетъ 
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направлеши оси у, причемъ z—z'sin(^~\'XCS(!^. З^равнеше по 
верхности въ новыхъ координатахъ будетъ 

Умножимъ об'Ь части этого уравнен1я на cs%^z'ds,^ и про
интегрируемъ на пpoтяжeнiи поверхности капли. ЗамЬтивъ , 
что С8щ^^=^ на наклонной плоскости и что СлЬдовательно 
интегралы, р а с п р о с т р а н е н н ы е на поверхность капли, 

гдЬ F объемъ капли, получаемъ уравнеше: 

Отсюда, па о с н о в а ш и уравнешя (7) , 

9[?i — Рз) V.sin(^~q^2\csm^^z'dl. 

Называя черезъ /г внЬшнее направлен1е лин1и, проведен
ной въ нЬкоторой точкЬ контура Ш перпендикулярно къ 
его элементу по наклонной плоскости, а черезъ i уголъ п р и 
косновешя поверхности капли къ этой плоскости , имЬемъ 
csm,^/==csicskz\ и 

д(р^—Рз) V.sin(jj>=q^ ^ csi, ^cskz'dl. 

А такъ какъ, на о с н о в а ш и уравненШ (7) , jcsJcz'dl—O, то 
СлЬдовательно 

(44) g{p,~p^)r.si^—0. 

Отсюда заключаемъ, что капля жидкости , отличающейся 
своею плотностью отъ плотности окружающаго вещества , 
не м о ж е т ъ находиться въ равнов-Ь^и на гладкой наклонной 
плоскости . Предъидущее у р а в н е ш е можетъ быть удовлетво
рено лишь допущен1емъ 81щ=0, 9 = 0 ; т. е. жидкая капля 
можетъ лежать или висЬть только на горизонтальной пло
скости. 

Выводъ этотъ вытекаетъ изъ допущен1я постояннаго угла 
прикосновешя, что, въ свою очередь, есть слЬдств1е предпо-

31* 
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ложеннаго выше (см. § 9) нормальнаго д']Ьйств1я стЬнки на 
прилегающ1я къ ней частицы поверхностнаго слоя жидко
стей. В ъ самомъ дЬлЬ, въ этомъ п р е д п о л о ж е ш и 

q, 2 csm,/-^{q, ,—q,,) csb'=0, 

q, ^^csm, ^0'dl= {q^ ̂ —q,^ )jcskz'dl=0. 

H o если допустить (§ 12) возможность тангенщальнаго 
дЬйств1я щ^^, которое , по направлешю к, оказываетъ веще
ство наклонной плоскости на прилежащ1я частицы поверх
ностнаго слоя J(?5^2? то 

q, 2 csш^ 2 ^ ' ( ? 1 3 — ? 2 з ) cskZ'^u,^^cskz'=0, 

следовательно 

q,^jcsni/dl= ^^u^^^cskzdl. 

Правая часть этого равенства можетъ не равняться нулю, 
но для этого необходимо, чтобы было величиною п е р е 
м е н н о ю . Называя въ такомъ п р е д п о л о ж е ш и Р— —^u^^^csk/dl^ 
получаемъ у р а в н е ш е 

И т а к ъ , чтобы объяснить р а в н о в е й е капли на гладкой на
клонной плоскости , слЬдуетъ допустить т а н г е н щ я л ь н о е , п е 
р е м е н н о е по в е л и ч и н е , действ1е вещества наклонной пло
скости на прилегающ1я къ ней частицы. Уголъ п р и к о с н о в е -
н1я о п р е д е л я е т с я въ этомъ случае изъ следующаго уравнен1я 

Следовательно , когда жидкая капля находится въ р а в н о -
в е с ш на наклонной плоскости , то уголъ прикосновен1я 
и м е е т ъ по контуру поверхности величину п е р е м е н н у ю . 
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22 . Вообразимъ каплю жидкости (1), находящуюся въ р а в -
HOBicin на боковой поверхности твердаго т'Ьла (3) цилин
дрической формы и окруженную другою жидкостью (2) . Пусть 
н и ж н е е паправлен1е образующей' цилиндра составляетъ с ъ 
отвЬсною лишею уголъ 90̂ —ср. Взявъ въ новой системЬ ко
ординатъ ось у' въ горизонтальномъ направлеши, а ось z 
направивъ внизъ по образующей цилиндра , будемъ имЬть 

z=zsm^'\'Xcs^, 

и, СлЬдовательно, для п о в е р х н о с т и капли, 

9 (р2 - Pi)(/5шср -H^'cscp)-i-c, —с, =q, 2 Л , . 

Умножимъ об'Ь части этого уравнешя на csn^^zds,^ и про
интегрируемъ па п р о т я ж е ш и поверхности ^ds,^. ЗамЬтивъ 
далЬе, что csnz=() на всей боковой поверхности цилиндра 
и обозначивъ объемъ капли черезъ F , найдемъ, что 

9(р1—92)У^^Щ—Ъ21(^^Щ2^'^1. 

Е с л и уголъ i п р и к о с н о в е ш я поверхности капли съ поверх
ностью твердаго тЬла имЬетъ на контурЬ постоянную вели
чину, то интегралъ въ правой части послЬдняго уравпен1я 
равенъ нулю. В ъ самомъ дЬлЬ, назвавъ черезъ к в н Ь ш н е е 
направлеше линiи, касательной къ цилиндру и перпендику
лярной къ контуру въ какой нибудь его точкЬ, имЬемъ 
csm,^z'—csi cskz\ и 

Jcsm, 2 zdl=s csi. Jcskzdl , 

или , на основаши уравнешя (7) , 

^csm, 2 zdl—csi^A, 3 csn^^zds^ 3 , 

гдЬ послЬднш интегралъ р а с п р о с т р а н я е т с я на часть цилин
дрической поверхности , смоченную каплею. Такъ какъ на 
этой поверхности cs?^/=0, то ^A,^csn,.^z'ds,^'=^^. Итакъ , 
при постоянномъ углЬ прикосновешя г, 

(45) Kpi-p2)^-si^?=0-



— 486 — 

Ш . 

Равновес1е плавающихъ т^дъ. 

2 3 . Представимъ себе т р и жидкости (1), (2) и (3), нахо-
дящ1яся въ равновесии, и положимъ, что поверхности , раз -
деляющ1я ихъ, в с т р е ч а ю т с я на одной лиши jdl^^^. Элементы 
поверхностей , разделяющихъ жидкости , назовемъ с о о т в е т 
ственно черезъ ^ ^ 2 3 , ds^^. П р и каждой изъ поверхно
стей jds,2, Ĵ 2̂3j fds^i представляемъ себе слой изъ частицъ 
о б е и х ъ прилежащихъ жидкостей, и м е ю щ ш постоянную тол
щину на заметныхъ р а з с т о я ш я х ъ отъ лиши Вблизи 
последней находится кольцеобразное пространство , напол
ненное частицами в с е х ъ трехъ жидкостей , находящимися въ 
особыхъ ycлoвiяxъ равновес1я. Въ т о ч к е Ш на лшши |cf?i23 
вообразимъ нормальную къ ней плоскость . Пусть фигура 

*) Въ н'Ькоторыхъ сочинен1яхъ о каппллярностп разсматривается 
случай капли, находящейся въ равноБ4с1и между двумя наклонпымн 
плоскостями. Лишя пересЬчешя посл'Ьднихъ принимается горизонталь
ною. Необходимость такаго допущешя, при постоянномъ углЬ г, явству
етъ изъ уравнеи1я (45). См. Poisson, Nonvelle theorie, p. 250. 

Чтобы это уравнен1е было удовлетворено, необходимо, чтр-
бы 9 = 0 , т. е. цилиндръ долженъ быть п о м е щ е н ъ горизон
тально. Н а боковой поверхности наклоненнаго цилиндра жид
кая капля не можетъ удержаться въ paBHOB-bcin. 

Е с л и ж е примемъ дЬйств1е вещества (3) на частицы по
верхностнаго слоя при | c ? 5 i 2 имЬющимъ тангенц1яльную со 
ставляющую, то будемъ въ с о с т о я ш и объяснить и р а в н о в Ь -
cie капли на поверхности наклоннаго цилиндра. Н о величина 

Э Т О Й составяющей должна быть п е р е м е н н о ю по контуру 
капли. Следовательно и уголъ прикосновен1я i к апли , нахо
дящейся въ равновес1и на боковой поверхности наклоннаго 
цилиндра, долженъ иметь на к о н т у р е переменную величину *), 
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BBEQF представляетъ на ней сЬчеше поверхностей, огра -
ничивающихъ помянутое кольцеобразное пространство . ВС^ 

ЕВ, FG представляютъ 
поперечныя сЬчешя, за 
предЬлами которыхъ п о 
верхностные слои и м е 
ютъ уже постоянную 
толщину. Чтобы изслЬ
довать услов1я равно-
вЬс1я тЬхъ частицъ , ко
торыя заключены вну
три кольцевидной ча-

Фиг. 2. сти пространства , коей 

сЬчен1е есть BBEQF, разсмотримъ весьма малый цилиндръ, 
имЬющШ основашемъ эту фигуру, а высотою элементъ dl,^^. 
Согласно основнымъ гипотезамъ теор1и, на стороны цилинд
р а BEXdh,2^ GFXdl,^3^ CBXdl,^, дЬйствуютъ силы q,^, 
?2з? 9з1 направлен1ямъ ш^^, ш^^ ш^, лиши, перпендику
лярныхъ къ dl,^^ и касательныхъ къ поверхностямъ ^ds,^, 
Jtfegs, \ds^,. Что касается другихъ силъ, дЬйствующихъ на 
частицы разсматриваемаго цилиндра , то 1) допустимъ, что 
давлеше на основан1я цилиндра на столько незначительно, 
что не вл1яетъ на его равновЬс1е и 2) позволимъ себЬ пре
небречь вл1яшемъ тяжести вслЬдств1е весьма малой массы 
внутри цилиндра и внЬпхними гидростатическими давлешями 
вслЬдств1е весьма малаго п р о т я ж е ш я лиши ВВ, EG, FG. 
Услов1я равновес1я силъ, дЬйствующихъ на частицы внутри 
цилиндра, выражаются поэтому уравнен1емъ: 

( 4 6 ) ^ 1 2 CSm, 2 ^ -*-g'2 3 S^-^^Sl <^^^3 1 ^ = О J 

гдЬ X означаетъ направлен1е произвольной лин1и . 

Услов1я эти совпадаютъ съ тЬми, коимъ подлежитъ равно-
B b c i e трехъ силъ q,^, 5^23? О'зи Д'Ьйствующихъ на матер1альную 
точку. Е с л и назовемъ углы (ШзJ, {ш^^, mgg), (^ -23» ^ 3 1 ) 
черезъ i,, г^, то услов1я эти представлены будутъ въ ура
в н е ш я х ъ : 
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(46) 4 ^ - = 4 ^ = H-i i,-^-h^uo\ 
\ ^ Q^nn/i С / З / М У Э 0 4 / M « ' ^ 

sim^ Sim, sim^ 

Уравнешя эти показываютъ, между прочимъ, что изъ ли
ш и 5,2, 5«з> 9 з 1 ) можно составить триугольникъ , въ которомъ 
противъ этихъ с т о р о н ъ лежатъ соответственно углы допол-
няющ1е « 3 , г^, г^, до 180^ *) . 

Чтобы paBHOBbcie трехъ жидкостей было возможно, не 
обходимо, чтобы наибольшее изъ т р е х ъ с ц е п л е ш й q,^, ^ g , , 
q^, было м е н е е суммы двухъ остальныхъ. П р и выполнеши 
этого услов1я можно по даннымъ величинамъ q,^, q^^^ q^^ 
определить углы i,, i j , ц изъ уравнеши (46). Мы видимъ, что 
углы эти для каждыхъ трехъ данныхъ жидкостей и м е ю т ъ по
стоянныя величины. Е с л и ж е наибольшая изъ силъ q б о л е е или 
равна сумме двухъ остальныхъ, то равновес1е невозможно. 
Капля одной изъ такихъ жидкостей не можетъ плавать надъ 
поверхностью, разделяющею д в е друг1я жидкости . М о ж е т ъ , 
напротивъ , случиться, что такая капля расплывется надъ этою 
поверхностью и покроетъ ее весьма тонкимъ слоемъ. 

2 4 . Вообразимъ каплю жидкости (1), плавающую надъ по
верхностью, разделяющею жидкости (2) и (3) . Положимъ , 
что поверхность эта на н е к о т о р о м ъ р а з с т о я ш и вокругъ 
капли становится горизонтальною плоскостью, которую и 
примемъ за плоскость ху. Для большей определенности раз -
сужден1я предположимъ что капля вся находится ниже г о 
ризонтальнаго уровня . Н а основан1и уравненшГ п а р а г р а ф а 
10-го , и м е е м ъ 

Pi=9Pi^-^o,, р,=др2^-*-с,, р,=др,^-^с, 

внутри каждой изъ трехъ жидкостей , и 

*) Теорема эта принадлежитъ Neumann'^ и была изложена въ дис-
сертац1и 1)и Bois Raymond'з> („De aequil ibr io f luidorum", 1859, стр. 
16, P rob lema I I I ) . 
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на каждой изъ трехъ разсматриваемыхъ поверхностей jds,^, 
jds,^ и Jc?S2,. Отсюда выводимъ уравнешя этихъ поверхно
стей: 

(47) ^ C P I - P S ) ^ - ^ ^ ! — С з = ? 1 з Л , , 

—Р2 > - * - ^ 3 —^2 = ? 2 3 Л 2 • 

Умноживъ первое изъ этихъ уравнеши на csn^^zds,^, вто
рое на csn^^zds,^, третье ш csn^^zds^^, проинтегрируемъ по
следнее на п р о т я ж е ш и кривой части поверхности ^ds^^, а 
первыя два на п р о т я ж е ш и тЬхъ поверхностей , къ которымъ 
они относятся . Сложивъ полученныя уравнешя, находимъ: 

/ / ( Р 2 — P l ) p ^ S ^ 2 l ^ ^ 5 , 2 + ^ 7 ( p , - P з ) / M l з ^ t ? 5 , 3 - Ь 

' * " ^ / ( p | — Р 2 )pCSW'32^^523-H(C2 ) | c S / ? . 2 , ^ d S , 2 

(48 ) 

П р а в а я часть этого уравнешя на основан1и уравнен1я (7) 
можетъ быть преобразована въ следующее выражен1е: 

j{q,^csm,^z-^q,,csm,,z~h'q,,csm,,z)dl,,,, 

которое вследств1е у р а в н е ш я (46) равно нулю. Р а в н а также 
нулю и сумма трехъ последнихъ членовъ въ л е в о й части ура
внешя (48). В ъ самомъ деле, п р и сделанномъ нами выборе 
плоскости ху, имеемъ ^ 2 = ^ 3 . Остающ1еся два члена изъ чи
сла разсматриваемыхъ будутъ поэтому 

( ^ 2 ^ 1 ) / ^ ^ ^ ' 2 1 ^ds, 2 - ь {с, —c^)jcsn, 3 zds, 3 = 

(^2Ci ) jcsn^,zds ,c^-i-{c^^ Ci)^cs%,zds,^ = 

(^2 —^^ ) [/C5^21 ^ds, 2 H - jcsn^ 1 Zds, 3 ] . 

П о с л е д н е е в ы р а ж е ш е равно нулю потому, что сумма о б о 
ихъ интеграловъ, р а с п р о с т р а н е н н ы х ъ въ совокупности на 



— 490 — 

замкнутую поверхность , уничтожается . Итакъ у р а в н е ш е 
(48) принимаетъ сл'Ьдующ1й упрощенный видъ 

ПеремЬнивъ въ немъ порядокъ членовъ и вспоминая , что 

находимъ у р а в н е ш е : 

дрз{^^С8Щ 2 zdsc^ 3 fzc8n., Ms, 3 ) н - ^ р 1 (fzcsfi, ^ zds,^4~(zcsn, 3 zds, 3 ) — 

(49) 

—9?-2 ij^csn, 2 zds, 2 -i-jzcsn^ 2 ^d^^2 3 ) = 0 • 

Назовемъ объемъ капли (1) черегъ V,^ объемъ той части 
жидкости (3), которая находится ниже уровня, черезъ Г з , и 
наконецъ весь объемъ жидкости (2), вытесненной изъ подъ 
уровня, черезъ V^=V,-^V^. Очевидно, что 

jzcsn,,zds,,'^fzc8n,,zd:s,,= Г з , 

^ZCSn, 2 Zds^ 2 -4-JSCSn, 3 zds, 3 = ^1 , 

jzcsn, ^ z d s , 2 -^-jzcsn^c^zds^^ — . 

Вследств1е этого получаемъ изъ (49 ) . 

(50) 5'p2'^2=i7Pi^i-b-.9P3l^3, 

откуда заключаемъ, что в ^ с ъ жидкости, в ы т е с н е н н о й изъ 
подъ горизонтальнаго уровня, р а в е н ъ сумме в е с о в ъ т е х ъ 
жидкастей, которыми первая з а м е н е н а . 

Хотя въ предъидущемъ было предположено , что капля (1) 
вся лежитъ н и ж е уровня поверхности ^ds^^, но съ помощью 
указанныхъ пр1емовъ легко изследовать каждый изъ ос
тальныхъ случаевъ, к о т о р ы е можетъ представить п о л о ж е -
nie капли относительно горизонтальной плоскости ху. В о 
в с е х ъ этихъ случаяхъ общш в е с ъ жидкостей , в ы т е с н е н 
ныхъ вблизи горизонтальнаго уровня , равенъ общему весу 
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т4хъ жидкостей, которыми прежи1я з а м е н е н ы . С о о т н о ш е ш е 
это представляетъ какъ бы обобщен1е Архимедова закона. 

25 .Умножимъ первое m%'^ip—m{4:7)ESi,ixcsn^,z~zGn^,x)ds,^, 
второе Edb{xcsn,^z—'ZCsn,.^x)ds,s,TipeThe на {xcsn^2Z—zcs.^.2x)ds^^, 
Проинтегрируемъ потомъ каждое уравнеше на п р о т я ж е ш и 
той поверхности къ которой оно относится , ограничиваясь 
для п о с л е д н е й поверхности кривою ея частью, и сложимъ 
полученныя у р а в н е ш я . Находимъ 

9{?2 ^ р1 )J [^'.snc,,z—z^csn^iX)ds, 2 - ь 

~ ^ 9 { ? i ) j i^oocsn, ,z-z^csn, 3 ds,, 

( б * 2 — ) j (хсзщ, z — zcs Щ, x) ds\ ^ 

(51) 4-{c, —c^)j(xcsn,^z—zcsn,.^x)ds,,^'-t-

(C^ — с 2) ({ХС8Щ 2 Z—ZCSn^ 2 ^ ) 2 = 

= ^ 2 1 / ^ 21 (^C'5>^21 zzcsn^, x) ds,, 

^^A, 3 (а̂ с̂ г̂̂  3 <^—zcsn^ 3 ̂ r) (iŝ  3 --§-

• + ^3 2 р 4 з 2 (.^r;s;^ 3 2 0 zcsn, ^ x) ds, ^. 

H a о с н о в а ш и у р а в н е ш я (8) правая часть уравнен1я (51) 
обращается въ выражен1е 

j[x(q2, csm^ ,z~\-q,, csm,, z^q, ^ csm, ,z)— 

z{q,, csm^, x-\- q^ 3 csm, 3 x-i~q, 2 csm, 2 ^ ) ] 2 з' 

которое , вслЬдств1е уравненШ (46) , обращается въ нуль. 

При сделанномъ выше в ы б о р * плоскости ху величина 6 ^ 3 = ^ 2 , 
и потому последнШ членъ л^вой части уравнешя (51) уничто
ж а е т с я . Вспоминая з а т е м ъ , что csn.^z^ — csn^^z и т. д., да
димъ сумме двухъ п р е д п о с л е д н и х ъ членовъ в ы р а ж е ш е 

(C2—Ci)[jxcsn,2,zds,, 'V^^xcs^,zds,^ |— 

{o2—o,)[jzcsn.2,xds^, -^'^zcsn^,xds.^J, 
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(52) 

Назовемъ теперь черезъ , у,, z,, Xc^, y^, z^, x^ y^,z^ к о 
ординаты ц е н т р а тяжести объемовъ F^, F g , F 3 , и з а м е т и м ъ , что 

^zxcsn, 2 zds, 2 -4-^zxcsn, , ^cfs^ ^=V,x,, 

jzxcsn^,zds^,4-jzxcsn^,2^ds^^=V^x^, 

jzXCSn, 2 -2̂ (75̂  2 " ^^ХС8Щ 2 -Ŝ ^̂ Sg 3 = F2 iTg) 

p Vs^i 2 ̂ ^^12 p ^^^^i 3 ^ ^ ^ 1 3 — 0» 

рЪ^гз, xds^, -^jz^csn^ 2 ^ ^ ^ 3 2 = 0 , 

pf 2^^^^! 2 -*-р̂ с8>гз gO ĉfSj 2 = 0 * 

Всл4дств1е этихъ с о о т н о ш е ш и уравнен1е (52) принимаетъ 
сл'Ьдуюш.Ш видъ: 

(53) Р2 F2^2 = Pl у л ^ Р з Уз^2 • 

Умножая первое изъ у р а в н е н ш (47) на {ycsn^^z—^csn2,y)ds,^, 
второе на {ycsn,^z—zcsn,^y)ds,^,T'pe'j:heна iycsn^c^z^zcsn^^y)ds^^, 
интегрируя и пользуясь вышеуказанными п р е о б р а з о в а ш я м и , 
докажемъ, что 

(54) р2^2^2 = р 1 К ^ 1 - * - р з ' ^ ' з ^ З 

изъ котораго усматриваемъ, что сумма этихъ двухъ членовъ 
также равна нулю. У н р о с т и в ъ такимъ образомъ у р а в н е ш е 
(51) , напишемъ его снова , изм-Ьнивъ порядокъ членовъ 

^9 Pa [^^оосзщ i^ds^,-^^zxcsn^ 2 ̂ ds^ 2 ] — 

—5'p2 Ц^хсзщ ̂ zds, 2 -4- ^zxcsn^^zds^^l— 

—9?i {^^^csn,^xds, c^-b-jz^cs^^xds, 3 ] — 

—9 Pi Ф ̂ ^^Щ i ^ds^ 1 p ^<^Щ 2 ̂ ds^ 2]-^ 

-*~9p2 [ p ^csn, 2 xds, 2 -^jz^csn^ 2 ^ ^ ^ 3 2 ] = 0 . 
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(55) 

Е с л и ж е умножимъ у р а в н е ш я (47) с о о т в е т с т в е н н о на 
{хс8щ,у—ус8щ,х)й8,^ И Т . Д . , Т О исполнивъ указанныя вреобра -
зовашя , получимъ только тождество 0=0, но не внведемъ 
никакаго новаго с о о т н о ш е ш я . И з ъ уравнеши (53) и (54) с л е 
дуетъ, что центръ тяжести той части жидкости (2), которая 
в ы т е с н е н а изъ подъ горизонтальнаго уровня , лежитъ на од 
ной вертикальной прямой съ обш,имъ ц е н т р о м ^ т я ж е с т и т е х ъ 
жидкостей , которыми первая з а м е н е н а . 

Въ предъидущемъ было допущено, что капля (1) вся ле
житъ ниже горизонтальнаго уровня . Н о п р и м е н я я в ы ш е п р и 
веденныя преобразован1я ко в с е м ъ случаямъ, которые мо
ж е т ъ представить п о л о ж е ш е капли относительно уровня, 
убедимся, что всегда общШ ц е н т р ъ тяжести жидкостей , вы
т е с н е н н ы х ъ вблизи уровня, лежитъ на одной отвесной ли
ш и съ общимъ центромъ тяжести т е х ъ жидкостей, которыми 
первыя заменены. 

26 . Р а з с м о т р и м ъ действ1е капиллярныхъ силъ на твердое 
т е л о (3), в п о л н е погруженное въ жидкость (1), понимая подъ 
капиллярнымъ дeйcтв ieмъ разность между действующими на 
п о в е р х н о с т ь т е л а силами и гидростатическими давлешями, 
которыя имели-бы м е с т о п р и отсутствш силъ капиллярныхъ. 
Называя черезъ N^, iV^, п р о л о ж е ш я на оси х, 2/, z р а в 
нодействующей силы капиллярнаго действ1я, а черезъ Ж ^ , 
My, Ж5 п р о л о ж е ш я его равнодействующей пары, имеемъ 
(см. § 10): 

N^= —f{p^—p^)csn,,xds,,, 

Ny= —f(p,—Pt)csn,,yds,,, 

Nz= -l{p—Pi)csn,,zds,,, 

^x=^ -S<J>,-PiXycsn,,z-zcsn,,y)ds,, 

My— —j{p,—p,){zcsn,^x—xcsn,^z)ds,, 

M^= ~f{p,—pt){xcsn,,y—ycsn,^x)ds,,. 

Отсюда, на о с н о в а ш и уравненШ (16), 
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Му= —q, , {zcsn,, x—xcsn,, z)ds,,, 

M^— —q^ 3 Jĵ g J {xcsn^ 1 у—ус8Щ ^ x) ds^ 3 . 

Т а к ъ какъ интегралы эти р а с п р о с т р а н е н ы на замкнутую 
поверхность , то всл'Ьдств1е уравнеши (7) и (8) они уничто
жаются . Итакъ 

т. е. капиллярныя силы не оказываютъ никакаго д'Ьйств1я 
на Т'Ьло, ВПОЛН'Ь въ жидкость погруженное . 

2 7 . ОпредЬлймъ капил.зярное дЬйств1е жидкостей (1) и (2 )на 
твердое т-Ьло, погруженное частью въ(1) ,частьюво(2)жидкость . 
Поверхность ,раздЬляющую об'Ь жидкости , на нЬкоторомъ раз 
с т о я ш и отъ разсматриваемаго тЬла, примемъ горизонтальною 
и возьмемъ плоскость этого уровня за плоскость ху. Для 
большей опредЬленности разсужден1я положимъ, что нижняя 
жидкость (1) вблизи поверхности тЬла (3) поднимается надъ 
горизонтальнымъ уровнемъ . Допустимъ т а к ж е , что въ кри
вой части поверхности ^ds^^ около тЬла (3) не погружено 
никакое другое т'Ьло. 

Пусть ч е р т е ж ъ пред
ставляетъ с'Ьчен1е р а з -

_ сматриваемой системы 
вертикальною плоско
стью. Условимся на 
этотъ разъ обозначать 
ч е р е з ъ ds элементъ п о 

верхности тЬла (3), а черезъ п в н е ш н е е н а п р а в л е ш е норма
ли къ нему. Капиллярное дЬйств{е приводится къ одной с и 
ле и одной вращаюш,ей п а р * ; п р о л о ж е ш я первой на оси х, 
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у, z на'^овемъ iV^, Ny, N^^ проложен1я второй—Ж"^, М^^ 
М^, Тогда на основаши уравненш §§ 9 и 1 0 , имЬежъ 

N^= —[(рз — 1 \ )csnxds—|(^з —р^ )csmds—r^ ^ ̂ jcsnxdl^ 2 3, 

(56) Ny= —j{p, —р,)csnyds-f{p,-p,)csnyds-r^csnydl,,,, 

Ж = —J(i?3 —Pi )csnzds—j{p^ —p^ysnzds—r^^^jcsnzdl^ 237 

г д * въ правой части каждаго уравнен1я первый интегралъ 
р а с п р о с т р а н е н ъ на часть поверхности fds^^^ С'Ьчен1е кото
рой на ч е р т е ж * представлено лишею EGF, а второй на ос
тальную часть этой поверхности . Уравнешя (56) можно ви
доизменить слЬдующимъ образомъ: 

~-\{p,~p,)csn,,xds,,~\{p,—p,)csn,^xd^ 

J ( ? > 2 ) csmds—)\ 2 31 csnxdl^ ^ 3, 

Ny= —f(j>3—ft )csn,,yds, ,—\[p,~p,)csn,,yds,,— 
(57) 

—\{P—Pi )csnyds~r,,,IJcsnydl,,,, 

N^= —fip, —p, )cs%, zds, 3 —|(рз —i?2) csn.^zds,, — 

—^(jPa —Pi )CSnzds—^^ 2 ^^CSnzdl^ 2 3 J 

г д* въ правой части каждаго интеграла третьи члены отно
сятся къ той части поверхности твердаго гЬла, сечен1е ко 
торой представлено на ч е р т е ж * лин1ями BF. З а м * ч а я 
дал*е, что Pi^^gpi^-^c^^ Р2~9р2^'^^2 и пользуясь у р а в н е н ь 
ями (16), находимъ 

N^= —q,,JA,,csn,^xds,,—q2,JA,,csn,,xds,,-v~ 

'^g{p2—?^ )j^csnxds—r^ ^^snxdl^^^j 

iVy= —?,3/4l^S^3l2/^S,3—g33j^32CS)*322/^S23 

-i~gf(p2—pi )jzcsnxds—Г123 fcsnydl^^r^, 

—q, ,fA,,csn,,zds,,—q,,fA,,csn,,zds, 

-b g (p2—pi) jzcsnzds—^^jcsnzdl^ 33, 
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гд* третьи интегралы относятся къ упомянутой части jds^^, 
сЬчевге которой представлено на чертеж* лин1ями СЕ, DF. 
Отсюда, всл*дств1е уравнеши (7) 

N^— —J ( g ^ 3 csm^ 3 x-i-q^ 3 csm^ 3 x -\-r^^^csnx)dl^ 33 -f-

•^giPi^Pi)j^csnxds И Т . д., a затемъ, въ силу уравненш (13), 

(58) Ny=q, 2 fcsm,,ydl,ч-д{р^—р, )fzcsnyds, 

^z—ii 2 \csm^^zdl^ 2 3 - * - 5 ' ( p 2 — p i ) l ^ c s n z d s . 

Написавъ теперь уравнеше поверхности ^ds^^ 

9{p—Pi)^—(li2Ai^ 

умноживъ об* части его посл*довательно на 

ст^^ xdSi 2, csn^ ̂  yds^ ^, сзщ ^ zds^, 

и интегрируя на протяжен1и кривой части этой поверхности, 
находимъ, что 

q,фsШ^^xdl^^^=q^JA^^CSЩ^xds^z^g{p^—p^^^^ И Т . Д . 

Поэтому уравнешя (58) могутъ быть представлены въ сл*-
дующемъ В И Д * : 

N^='g{p2—Pi)l^csn,^xds^,4'g{p,—p^)jz^^ 

(59) Ny=g{p,—p^)fzcsn,,yds,,'b-g{p,—p,)fzcsnyd^ 

N,=g(p,—p,)fzcsn,,zds^,-^g{p,—p,)jzcs^^ 

гд* каждый изъ интеграловъ им*етъ выше указанные пре-
д*лы. Называя черезъ V объемъ той части жидкости (1), ко
торая д*йств1емъ капиллярныхъ силъ поднята выше гори
зонтальнаго уровня (с*чеше этого объема представлено на 
чертеж* фигурами АСЕ, BBF), находимъ изъ уравнеши 
(59): 

Я , = 0 , iV^=0, N,=g{p-p,)V. 
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П р и м е н я я къ определенно Ж ^ , М^, с о о б р а ж е ш я , пред-
посланныя у р а в н е ш я м ъ (56) , (57) , находимъ 

— ^ 2 з / Л 2 (ycs7i,,z—zcsn,,y)ds,, - I -

- 4 - ^ ( р 2 ~ p^)j{zycsnz—z^csny)ds—r^^{ycsnz—zcsny)dl^^^ и т. д., 

а отсюда, на ocnoBanin уравнеши (8), 

— f[i/(g^ 3 csm^^z~^q^,€sm.,^z-^rcsnz)— 

—z{q, 3 С8)Щ 3 y-^q^ з <^5^> з̂ 2/ '^^С8пу)Щч-

( р 2 р1) / i^ycsnz—Z^csny)ds , и т. д. 

Вспомнивъ з а т е м ъ уравнешя (13) , получаемъ 

^x=9.i 2 / 0 / ^ 5 ^ 1 ,^~^csm, 2 у) dl, 23 

(61) 

'*^5'(р2—pi)^{zycsnz—Z4cny)ds, и т . д, 

Съ помощью ж е у р а в н е ш я поверхности ^ds,^ заключаемъ 
отсюда: 

M^—g{p,—p,)j{zycsnZ'~z^csny)ds, 

(62) MyZ=g{p^'—p,)j{z^csnx—zxcsr(z)ds, 

M^=g{p^ — p^)^{zxcsny—zycsnx)ds, 

где интегралы р а с п р о с т р а н е н ы у ж е не только на поверх 
ность , сечен1е которой представлено лишями СЕ, DF, какъ 
п о с л е д ш е члены уравненШ (61) , но на всю кривую поверх 
ность , ограничивающую объемъ F . Пусть х, у, z означаютъ 
координаты ц е н т р а т я ж е с т и этого объема. Тогда , вследств1е 
уравненШ (62) , 

(63) М,=д{р,-р,)Гу, Му= ~g(p^^p^)Vx, Ж = 0 . 

Изъ у р а в н е ш и (60) и (63) заключаемъ, что капиллярное 
действ1е испытываемое теломъ м о ж е т ъ быть з аменено одною 

т . IX, вып. III. отд. I. 32 
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Х,, y,,Z,, Х^. 7/2, ''Г,, У,, Z, 

обозначены координаты ц е н т р а тяжести объемовъ F^, Fo? 
Такъ какъ 

Р , = 0 , Р ^ = 0 , Р , = —r/p ,F , -^p2F2, 

о т в е с н о ю силою д{р,—Рз)*^, приложенною къ центру т я ж е 
сти объема поднятой надъ уровнемъ жидкости . 

Е с л и ж е поверхность жидкости (1) вблизи поверхности 
Т'Ьла опускается , то , называя черезъ V объемъ той части 
жидкости (2), которая лежитъ ниже уровня , а черезъ у, z 
координаты ц е н т р а тяжести этого объема, покажемъ , что 

Л ^ , = 0 , М,= ^^g(p^^p,)V.y 

(64) N=0^ ^ 9 ( р ^ _ Р ^ Г л : 

^ . = - 9 ( P i - p j F , Ж , = 0 , 

такъ что въ этомъ случа'Ь капиллярное д'Ьйств1е имЪетъ на-
правлен1е, противуположное силЬ тяжести . 

2 8 . Для о п р е д е л е ш я условШ равповЬс1я твердаго тЬла (3), 
свободно плавающаго надъ п о в е р х н о с т ь ю , которая раздЬля-
етъ двЬ жидкости (1) и (2) имЬетъ плоскую горизонтальную 
часть на нЬкоторомъ разстоян1и вокругъ этого тЬла , назо
вемъ черезъ Р^ , Ру, нролож,ен1я на оси координатъ рав 
нодействующей силы гидростатическихъ давлешй, испыты-
ваемыхъ поверхностью т е л а (3), а черезъ Q^, Qy, про
л о ж е ш я равнодействующей ихъ п а р ы . Обозначая черезъ V., 
объемъ всего т е л а (3), черезъ нижнюю, а черезъ 
верхнюю его часть , о т с е ч е н н ы я п р о д о л ж е ш е м ъ уровня, че 
резъ рз плотность т е л а (3), и м е е м ъ следующ1я услов1я его 
равновес1я: 

(65) Р , - ^ Ж , - 0 , P^~f^iV^=0, Р ^ - н Ж - ^ ,9? з 

(66) ь Ж , н(7рз F J / 3 = 0 , ( ) , ^ . - Ж , - ~ . ^ Р З Т > З , ( ) , - Ь Ж , = 0 , 

если черезъ 
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*) Laplace, Мёс. Cel. Т. IY. Supplement, р . 34. Доказательство, ко
торое даетъ Laplace теоремамъ, выражаемьтмъ уравнен1ямп (63) и (64), 
не им^^етъ математическаго характера . Повторяя это доказательство 
Пуассонъ (Nouvelee theorie , p . 168) указываетъ на важность им1)ть вы
водъ этой теоремы, основанный на общихъ ypaвпeцiяxъ теор1и капил
лярности. Внрочемъ самъ Пуассонъ даетъ такой выводъ только для 
частнаго случая,—предполагая что погружениое тЬло ограничено по
верхностью вращен1я, коей ось пом']зщена вертикально (Nouvelle the
orie, p . 161—168).—Z)ii Бог§-йе^тб?>гб?въ своей диссертад1и(Ве aequil i
brio fluidorum, 1859), касаясь этого предмета, даетъ обпця формулы и 
теоремы, очевидно несправедливыя (р. 17, Theorema IY). 

то изъ уравнен1й (65) первыя два удовлетворяются тожде

ственно. И з ъ третьяго уравнешя 

/ / (?1~р -2) y-fm F , -Hr /p , F - о 

въ с л у ч а е , когда поверхность | & \ . возвышается надъ уров-

немъ, и 

—9(?i-?2)V--9?i V—9P,У.-'^др,^3=0 

въ противномъ случае . Видоизменяя и с о к р а щ а я эти урав -

Hon ia , получаемъ 

(67) У ч - р , F , = p , У ^ р , V\^p, У, 

въ первомъ с л у ч а е , и 

(68) р, F-4^P3 F , = p , F^-^p, F , ^ p , F , , 

BO второмъ. Отсюда следуетъ , что, въ случае равновес1я 

плавающаго тела , сумма массъ, в ы т е с н е н н ы х ъ вблизи г о р и 

зонтальнаго уровня, равна сумме т е х ъ массъ , которыми п е р 

выя заменены. Бредложен1е это есть какъ-бы обобщение 

Архимедова закона *) . 

2 9 . З а м е т и м ъ , что въ уравнешяхъ (66) 

^ . = 0 , Qy-==9piV,x^4~gp.,V2X,, -9р^У1У1—9?2У^У2' 

Поэтому первое и второе изъ уравнен1я (66) даютъ 

3 2 * 
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(69) 

Pi П У , = = Р , F^yi-bp, V^f^ h p, T^, 

въ случае, когда поверхность Jcfe^^ возвышается надъ уров
немъ. В ъ противномъ ж е случае : 

р.̂  Vx-h-p^ К,х.,=р, F i ^ * 4 - - H p , F^^v^-pi Fa;, 
(70) ^ ^ ^ ^ 

Ч т о касается перваго изъ уравнен1й (61) , то оно тожде
ственно удовлетворяется . 

Изъ уравнен1й (69) и (70) заключаемъ, что о б щ и ц е н т р ъ 
тяжести м а с с ъ , выгЬсненныхъ вблизи уровня плавающимъ 
тЪломъ, лежитъ на одной о т в е с н о й лин1и съ общимъ цент
ромъ тяжести т е х ъ м а с с ъ , которыми первыя з а м е н е н ы . 


