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Grundkurs Mathematik I

Vorlesung 16

Auch mit dem Ball spielt sie gern.

Schriftliches Multiplizieren

Die Grundidee fiir das schriftliche Multiplizieren liegt im allgemeinen Distri-
butivgesetz. Fiir zwei natiirliche Zahlen der Form

m = ag+ a;10 + ax10? 4+ - - - + a;10* und n = by + b1 10 + b10% + - - - + b,10°
ist

m-n

= (a0 4 a110 + a210° + -+ - + @, 10%) - (b + b110 + b10° + - - - + b, 10°)

= ) ab100- 10

0<i<k, 0<5<¢

k+L k
= Z CLibj 10i+j:Z (Z aibsi> 10°.

0<i<k,0<j<¢t s=0 \ i=0

Hierbei ist im Allgemeinen der Vorfaktor Z?:o a;bs_; nicht kleiner als 10, aus
diesem Ausdruck ist also nicht unmittelbar die Ziffernentwicklung des Pro-
duktes ablesbar. In einer solchen Situation ist Bemerkung 14.5 anwendbar.
Dies ist aber nicht das Verfahren zum schriftlichen Multiplizieren.

VERFAHREN 16.1. Beim schriftlichen Multiplizieren m - n zweier natiirlicher
Zahlen, die im Dezimalsystem als

m = ag—+ a110 + as10® + - - - + ax10F und n = by + b;10 4 by10% + - - - + b,10°

gegeben sind, geht man folgendermaflen vor.



(1) Man berechnet fir jedes j = 0,1, o , 0 einzeln die Dezimalziffern® ¢;
des Teilproduktes m - b; und die Ubertrige d; 41 (mit dem Startwert
dy = 0) sukzessive iiber die Gleichungen

aibj -+ dz = di+1 -10 + C;
mit
(2) Die zu den j (bzw. b;) gehtrenden Ziffernfolgen schreibt man unter-
einander, wobei jeweils ¢y unterhalb von b; steht.

(3) Man summiert die verschiedenen verschobenen Teilprodukte im Sin-
ne des schriftlichen Addierens.

Das Ergebnis (im Dezimalsystem) dieser Addition ist die Ausgabe des Mul-
tiplikationsalgorithmus.

Das Problem, dass bei der distributiven Multiplikation von zwei natiirlichen
Zahlen im Dezimalsystem die Vorfaktoren zu grof sind, tritt schon dann auf,
wenn die zweite Zahl n = by einstellig ist (sogar wenn beide Zahlen einstellig
sind; dies wird durch das kleine Einmaleins erledigt). Diesen Fall betrachten
wir zuerst.

LEMMA 16.2. Das schriftliche Multiplizieren mit einem einstelligen zweiten
Faktor im Zehnersystem st korrekt.

Beweis. Die linke Faktor sei
m = ap+ a;10 + a10% + - - - + ;10"
und der rechte Faktor sei b = by, wir haben also die schriftliche Multiplika-
tion der Form
ag ...aa10q0 - b

im Sinne von Verfahren 16.1 durchzufiihren. Das Ergebnis ist die Zahl

Ckt+1Ck - - - C2C1Cp -

Wir miissen zeigen, dass dies das wahre Produkt ist. Es ist, wobei wir mehr-
fach die definierende Gleichung a;b 4+ d; = d;;1 - 10 4 ¢; verwenden,

mb = (ag+ ai10 + az10” 4 - - 4 a;10%)b
= agh+ a1b10 + asb10® + - - - + axb10F
= (co + d110) + a1b10 + agb10* + - - - + a;,b10"
= ¢o+ (dy 4+ a10)10 + azb10® + - - - 4 a;,b10"
= ¢o+ (c1 + da10)10 + ayb10? + - - - + ab10"
co + c110 + (dy + agb)10? + - - - + ab10*
co + 110 + (¢ + d310)10% + - - - + a;b10F

IEigentlich miisste man ¢;;j schreiben, da diese Ziffern auch von b; abhéngen; fiir einen
relativ langen Abschnitt ist aber das j fest gewéhlt.



= o+ 110 + 102 + - - - + ¢, 10% 4 ¢ 101
O

Die folgenden Uberlegungen beziehen sich auf die Ubertriige bei der Multi-
plikation mit einer einstelligen Zahl.

LEMMA 16.3. Beim schriftlichen Multiplizieren mit einer einstelligen Zahl b
sind die Ubertrdge stets < b.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.10. O

Der Ubertrag b — 1 tritt in der Tat auf, wie die Multiplikation der 9 mit b
zeigt.

BEISPIEL 16.4. Der Ubertrag bei der Multiplikation mit einer einstelligen
Zahl b wirkt sich im Allgemeinen auf jede Ziffer des Ergebnisses aus, d.h.
Ubertriige setzen sich fort. Daher muss man die einzelnen Ziffern von hin-
ten nach vorne mit b multiplizieren. Beispielsweise ist bei b = 3 und m =
333333333 bzw. n = 333333334 einerseits

333333333 - 3 = 999999999

und andererseits
333333334 - 3 = 1000000002.

Im Gegensatz zur Multiplikation mit der 3 ist die Multiplikation mit den
beiden echten Teilern der 10, also mit 2 und 5, besonders einfach, da hier die
Ubertrige nicht fortgesetzt werden kénnen. Um die i-te Ziffer des Produktes
einer Zahl m mit der 2 (oder der 5) auszurechnen, muss man nur die i-te und
die (i — 1)-te Ziffer der Zahl m kennen.

BEMERKUNG 16.5. Bei der Multiplikation mit b = 2 und mit b = 5 verein-
facht sich das in Verfahren 16.1 beschriebene Verfahren zur Multiplikation

einer Zahl
k
m = Z a; - 10°
i=0

mit einer einstelligen Zahl b. Gemé&fl diesem Verfahren sind die Berechnungen
(Division mit Rest)
a;-b+d; = dig1-10+ ¢
mit
0<¢g <9
durchzufiihren, wobei dadurch die ¢; und die d; rekursiv mit dem Startwert

dy = 0 festgelegt sind und wobei die ¢; die Ziffern des Ergebnisses beschrei-
ben. Wir behaupten, dass man in den beiden Fillen stattdessen nur

ai-b = di+1'10+ri
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berechnen muss und die Ergebnisziffern
C;, = dz +7r i

erhélt. Insbesondere hiangt ¢; nur von a; und a;_; ab. Kurz gesagt: Die i-te
Ziffer eines Produktes ay ...a;a;_1...asajap mit 2 (oder mit 5) ergibt sich,
wenn man die zweistellige Zahl a;a; 1 mit 2 bzw. mit 5 multipliziert und von
diesem Ergebnis die vordere Ziffer nimmt.

Zunéchst sind nach Lemma 16.3 bei der Multiplikation mit einer jeden ein-
stelligen Zahl b die Ubertrige echt kleiner als b. Bei b = 2 kommen also nur
die Ubertrige 0 oder 1 in Frage. Somit stimmen die ganzzahligen Anteile bei
der Division mit Rest von a; - 2 + d; bzw. a; - 2 durch 10 iiberein (wenn man
zu einer geraden Zahl eine 1 addiert, dndert sich die Zehnerziffer nicht), Die
Beziehung ¢; = r; + d; folgt direkt.

Bei b = 5 kommen nur die Ubertrige 0,1,2,3,4 in Frage. Somit stimmen
die ganzzahligen Anteile bei der Division mit Rest von a; - 5 + d; bzw. a; - 5
durch 10 iiberein (wenn man zu einer durch 5 teilbaren Zahl eine Zahl < 4
addiert, &ndert sich die Zehnerziffer nicht). Die Beziehung ¢; = r; 4 d; folgt
wieder direkt.

Als néchstes Hilfsmittel betrachten wir die extreme Situation, wo der rech-
te Faktor eine Zehnerpotenz ist. Das Dezimalsystem verhélt sich bei einer
solchen Multiplikation besonders einfach.

LEMMA 16.6. Die Dezimaldarstellung eines Produktes aus einer im Dezimal-
system gegebenen natiirlichen Zahl

m = apQdr—1...020100

und einer Zehnerpotenz 10° erhdlt man, indem man an diese Ziffernfolge ¢
Nullen anhdngt.

Beweis. Es ist

m - 10¢

(ar10F + -+ a210% + a1 10 + ag) - 10°

aplOFT 4+ 4 45107 + 41101 + 9107

apl0F e 4 4 4102 + 01100 4+ 410 +0- 10+ 4+ 0-10" +0- 10°,

woraus unmittelbar die Dezimaldarstellung des Produktes ablesbar ist. [

SATZ 16.7. Das schriftliche Multiplizieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien
m = ag+ a;10 + ag10% + - - - + a4 10* und n = by + by 10 + by 10% + - - - + b, 10° .
Beim schriftlichen Multiplizieren berechnet man unabhéngig voneinander

a . ..aza1ag - b

fiir j = 0,1,...,¢ und notiert das Ergebnis so, dass die Einerziffer unterhalb
von b; steht. So entstehen ¢ + 1 Zahlen, die versetzt iibereinander stehen.
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Diese Zahlen werden nach hinten mit Nullen aufgefiillt (wobei man dies nur
gedanklich machen muss). Die Summe dieser Zahlen im Sinne des schriftli-
chen Addierens ist das Endergebnis

m-n = m- (010" 4 b1 107" + -+ + 53107 + by 10 + by)
= m-b10° +mbp_y - 101 4+ - 4 m - by10% +m - b110 + m - by.

Nach Lemma 16.2 werden die m - b; im schriftlichen Multiplizieren korrekt
ausgerechnet. Dadurch, dass die Einzelergebnisse unterhalb von b; stehen
und nach hinten mit Nullen aufgefiillt werden, stehen im Algorithmus wegen
Lemma 16.6 die Zahlen m-b;107 korrekt iibereinander, so dass das schriftliche
Addieren nach Satz 15.6 das korrekte Ergebnis liefert. g

BEMERKUNG 16.8. Eine alternative Moglichkeit, zwei im Dezimalsystem ge-
gebene natiirliche Zahlen algorithmisch zu multiplizieren, bietet das Jalousie-
Verfahren (oder Rauteverfahren oder Gitterverfahren), das wir an einem Bei-
spiel erlautern wollen. Es soll die Multiplikation 5183 - 475 durchgefiihrt wer-
den. Dazu legt man ein (mehr oder weniger) rechteckiges Schema der Form

3 . 4
RN
s /7 | N T
V2 N P BN
L/ | ' | N5
A N P N O RN
5/ | : | : |
/;\\/I\|/I\/|/
N e N O N
N | : | /
N s N LS
N | /
N S

an, so dass fiir jedes Ziffernpaar eine Raute entsteht, die durch die vertikalen
Striche in zwei Halften unterteilt wird. Die Produkte der einstelligen Ziffern
gemafl dem kleinen Einmaleins schreibt man in die zugehérige Raute, und
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zwar die Endziffer rechts und die Zehnerziffer links.

3 : 4
VA RN
8 1 | 2 N0 7
V2 I N R BN
1 3 2 2 TN 5
2 T N I R N B BN
5 0 | 4 - 5 | 6 - 1 | 5
2 N I B N G N I
2 | o - o | 7 - 4 | o
N 0N 0N S
N3 | 5 - 0 | 5
N N S
N o2 | 5/
NS
1 2 1
2 i 6 19 2 5

Dann addiert man die entstehenden Spalten aus einstelligen Zahlen zusam-
men, notiert die Endziffer der Summe darunter und verarbeitet den Ubertrag
eine Stelle weiter links. Das Gesamtergebnis steht unter der punktierten Li-
nie. Fiir die Korrektheit dieses Algorithmus sei auf Aufgabe 16.18 verwiesen.
Der Vorteil dieses Algorithmus ist, dass man nur das kleine Einmaleins und
die Addition braucht, man muss keine Ubertriige ,,im Sinn“ haben.



Schriftliches Subtrahieren

L [1[2]3[4][5][6[7[8]9]
1 |0 X | X | X|X|X]|X]|X]|X
21110 X | X|X|X|X]|X]|X
32110 x| x|X|X]|XxX|X
4 131210 |x|xX|Xx]|x|X
5114131210 |x|x]|x|X
6 |5]4(3|2]|1]0|x]|x]|x
7165 1413[2]1|0|x]|x
(716514 |312]1]0|x
9181716543210
1009|8716 [5[413|2]|1
11| x|9 |8 7165|432
12 %[+« |9 |8 |7]6|5|4]3
B *| x| *x|9|[8]7T|6]|5|4
Yl x| x| *|9]8]7]|6]|5
5| *x| x| *|*x|*x|9|&8|7]|6
16| x| x| % | x| x|9]|8]|7
17 * | x| x| * | x| x| %] 9|8
I8 | x| x| * | x| x| *|x|*x]|9

Das kleine Einsminuseins fiir x — y. Diese Tabelle muss man auswendig ken-
nen, um das schriftliche Subtrahieren effektiv durchfiihren zu kénnen. Der
Eintrag x bedeutet, dass diese Operation (wie 3—7) in N nicht durchgefiihrt
werden kann, der Eintrag * bedeutet, dass diese Operation in N ausgefiihrt
werden kann, dass sie aber auf eine Operation in der Einerstelle allein zuriick-
gefithrt werden kann (wie bei 18 — 5).

VERFAHREN 16.9. Beim schriftlichen Subtrahieren m — n zweier natiirlicher
Zahlen mit
m > n,
die im Dezimalsystem als
m = aop+ a110 + a10% + - - - + ax 10 und n = by + b1 10 + by10% + - - - + b 10F

gegeben sind, geht man folgendermafien vor. Man berechnet die Dezimalzif-
fern ¢; des Ergebnisses und die Ubertrage d;;; (mit dem Startwert dy = 0)
sukzessive durch

L az—(bz—f—dz),faHSCLIZbl—f-d“
" Yai+10— (b + dy), falls a; < b; +d; |

und

0, falls a; > b; + d; ,
di+1 =
1, falls a; < b; + d; .

Die Dezimaldarstellung der Differenz m — n ist ¢ . .. cacqco.
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SATZ 16.10. Das schriftliche Subtrahieren von natiirlichen Zahlen ist kor-
rekt.

Beweis. Es sei
m = ap+ a;10 + as10® + - - - + @, 10¥ und n = by + b110 + by 10% + - - - + b 10*

und
m > n.

Wir behaupten, dass fiir jedes © = —1,0,1,...,k der Ausdruck

Sz' _ akl()k S ai—l—l'lOH_l o di+110i+1 + blloz 4.
+6110 + bo + cilOl + -4 0110 + ¢

konstant gleich m ist. Fiir

1= —1
fehlen die b-, die c- und die d-Ausdriicke, so dass dies richtig ist. Wir betrach-
ten den Ubergang von S;_; nach S;, was dem i-ten Rechenschritt entspricht.
Im Fall
ist diy1 = 0, a; —d; = b; + ¢; und somit

Si—1

= ap10F 4+ -+ 4+ q;10" — ;10" + b;_1 10" 4+ - - + 5110 + by
+ci—1 107 4 c110 4+ ¢g

= apl0F 4 o 4 107 (b + ¢) 107 4+ b;_ 107 4 -+ 5110 + by
4ci 1107 - 110 + ¢

= p10F 4+ - 4 ;0 107 — di 1 1077 4 B;10° + -+ -+ 5110 + by
10"+ -+ 4 110 + ¢

Im Fall
a; < b;+d;
ist di+1 = 1, a; = bz +c + dz — 10 und somit
Si_l . . .
= apl0" + - +a;10" — d;10° + b;—110"" + -+ + 5110 + bo
+Ci7110171+~~~+0110+00 _ ) _
= axl0"+ - +ai 1107 4 (b + i + di — 10)10° — d;10° + b; 110" + -+ + 5110+ bo
+Ci7110171+“'+01'10+00 ) _ _ )
= aklok + o —+ ai+1102+1 —10-10" + bi10’ + bi7110171 + -+ 0110+ bg + Cilol
+C¢7110171+~--+0110+Co _ ) )
= ap10" + - +aip1107 = digr 1077 4 510" 4+ 51107 + -+ + 5110 + by
4¢10" + ;11077 - 4 ¢110 + o
= S
Fiir i = k sind die a- und die d-Ausdriicke vollstindig abgebaut ( dx.; = 0)
und es bleiben die vollstdndigen b- und c-Ausdriicke iibrig. Damit ist gezeigt,
dass

m = bpl0F 4 -+ 5,10+ by + 10" + - + 110 + ¢
= n+ck10k—|—---—|—0110+co



ist und somit ist ¢, 10% + - -+ 4+ ¢;10 + ¢ gleich der Differenz m — n.
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