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Lineare Algebra und analytische Geometrie II
Vorlesung 57

Lineare Abbildungen bei Kérperwechsel

DEFINITION 57.1. Zu einer linearen Abbildung
p: V—W

zwischen K-Vektorrdumen V' und W und einer Korpererweiterung X C L
heilt die L-lineare Abbildung

@ - VL:L®KV—>WL:L®KVV, b@Ul—>b®§0(U),
die durch Kdérperwechsel gewonnene lineare Abbildung.
Diese Abbildung ist nicht nur K-linear, sondern, wie in Proposition 56.13 (3)
gezeigt wurde, auch L-linear.

LEMMA 57.2. Es set K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler K -Vektor-

raum mit einer Basis b = vy,...,v, und sei W ein m-dimensionaler K-
Vektorraum mat einer Basis 0 = wq, ..., wWy,. Fs sei
o V—W

eine lineare Abbildung mit der beschreibenden Matriz M = M3 (p) = (aij) -
Es sei K C L eine Korpererweiterung. Dann wird die durch den Kdérper-
wechsel gewonnene lineare Abbildung

Q- VL — WL
beziiglich der Basen 1®uvy,...,1®v, von Vy und 1 @wq,...,1Rw,, von Wi,
ebenfalls durch die Matriz M, aufgefasst tiber L, beschrieben.

Beweis. Wegen Lemma 56.14 liegen in der Tat Basen vor. Das Basiselement
v; von V wird unter ¢ auf

p(v) = Y aw;
=1

abgebildet. Somit wird das Basiselement 1 ® v; von V7, unter ¢, auf

P(1®v;) = 1®e;) =1® (Z az‘jwi) =Y a;(1ow).
i=1 i=1
Die Koeffizienten a;; konstituieren also die beschreibende Matrix von ¢y,.

U



Das Dachprodukt

Unter den multilinearen Abbildungen spielen die alternierenden Abbildungen
eine besondere Rolle, das wichtigste Beispiel ist die Determinante. Wir fithren
hier eine Konstruktion fiir das sogenannte Dachprodukt durch, dass fiir die
alternierenden Abbildungen eine dhnliche Rolle spielt wie das Tensorprodukt
fiir die multilinearen Abbildungen.

Wir erinnern an alternierende Abbildungen.

Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und sei n € N. Eine
multilineare Abbildung

O: V=V x.---xV —W
—_———

n—mal
heifit alternierend, wenn folgendes gilt: Falls in v = (v, ..., v,) zwei Eintrage
ibereinstimmen, also v; = v; fiir ein Paar ¢ # j, so ist
d(v) = 0.

KONSTRUKTION 57.3. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und n € N.
Wir konstruieren das sogenannte n-te Dachprodukt von V mit sich selbst,
geschrieben A" V. Dazu betrachten wir die Menge S aller Symbole der Form
(v1,...,v,) mit v; € V

und die zugehorige Menge der e, . .,). Wir betrachten den Vektorraum

H =K,
das ist die Menge aller (endlichen) Summen

aes, + -+ -+ apes, mit a; € K und s; € S,

die e, bilden eine Basis. Dies ist mit der natiirlichen Addition und der natiirli-
chen Skalarmultiplikation ein Vektorraum, und zwar ein Untervektorraum
des Abbildungsraumes Abb (S, K) (es handelt sich bei H um die Menge der-
jenigen Vektoren, die fiir fast alle Elemente s € S den Wert 0 haben). In H
betrachten wir den Untervektorraum U, der von den folgenden Elementen
erzeugt wird (die man die Standardrelationen des Dachprodukts nennt).

(V1500 0i— 1,0+ W04 150 0n) T (V1,021,004 15000) T C(01,0 v 1w, 041, 0n)
fiir beliebige vy, ..., v;_1,Vi41,...,Up, 0, w € V.
€V, 0i—1,00,0541,50-,00) — AC(v1,..051,0,0i41,...,0n)
fiir beliebige vy, ..., v;_1,Vi11,..., 0, v € V und a € K.
€ (V15 Vim 1 VUi 1 U — 10,0541 5+ 0n )
fir « < 7 und beliebige vy, ..., V-1, Vig1, .- .5, Vi1, Vj41, ..., Up, ¥ € V.,

Dabei ist der Leitgedanke, die Regeln, die fiir eine alternierende multilineare
Abbildung gelten miissen, dadurch zu erzwingen, dass man die obigen Re-
lationen zu 0 macht. Der erste Typ reprisentiert die Additivitdt in jedem
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Argument, die zweite die Vertréglichkeit mit der skalaren Multiplikation, die
dritte die alternierende Eigenschaft.

Man setzt nun

/n\V = H/U,

d.h. man bildet den Restklassenraum von H modulo dem Unterraum U.

Die Elemente e, ... .,) bilden dabei ein Erzeugendensystem von H. Die Rest-
klasse von ey, ...4,) modulo U bezeichnen wir mit?

(R TANPRVANY )
Die Standardrelationen werden dann zu den Rechenregeln?
VA AV AU+ w) Avigr A A,
ANV ANVANV g ANV, ANV AW AV N A Uy,
VA ANV A NAQUANVia AN oA NV, = a0 N NV AUADr Ao ANy

und
'Ul/\-n/\vifl/\U/\UiJrl/\---/\'Ujfl/\v/\vjﬁ»l/\---/\vn = 0.

DEFINITION 57.4. Es sei K ein Koérper und V' ein K-Vektorraum. Man nennt
den (in Konstruktion 57.3 konstruierten) K-Vektorraum A"V die n-te dufle-
re Potenz (oder das n-te Dachprodukt) von V. Die Abbildung

n
V"—>/\V,(vl,...,vn)>—>vl/\.../\vn,

nennt man die universelle alternierende Abbildung.

Rechenregeln fiir das Dachprodukt

LEMMA 57.5. Es set K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann gelten
fiir die dufleren Potenzen folgende Aussagen.

1

Es ist nicht einfach, sich unter den Ausdriicken v, A...Aw, bzw. A etwas vorzustellen.
Wichtiger als die ,Bedeutung® dieser Symbole ist ihr Transformationsverhalten und die
Rechenregeln, die dafiir gelten. Erst der operative Umgang mit diesen Symbolen ldsst die
Bedeutung entstehen. Wenn man aber eine ungefahre Vorstellung haben mdochte, so kann
man sagen, dass v; A...Av, das von den Vektoren vy, ..., v, erzeugte ,orientierte“ Paral-
lelotop in V repriisentiert. Das Dachprodukt A" V besteht dann aus Linearkombinationen
von solchen Parallelotopen.

2Es gilt die Klammerungskonvention ,, Dachprodukt vor Punktrechnung®, d.h. der Aus-
druck avy A...Awv, ist als a(vy A...Av,) zu lesen. Es gelten aber ohnehin die Gleichheiten

a(vy Ao Avy) = (au)) Ao Av, = v AL A (ay).



(1) Die Elemente der Form vy A ... Av, mit v; € V bilden ein Erzeu-

gendensystem von \" V.
(2) Die Abbildung

n
Vn—>/\Va(01,---,vn)r—>v1/\.../\vn,

1st multilinear und alternierend.

(3) Es st
VA AU ANANVAWAVigo N NV, = —UINA AV AWAUVA Va2 AL AU,
(4) Seien uy,. .., uy, €V gegeben und seien
m
Uj = Zaijui
i=1
furj=1,...,n. Dann ist

n
mN...NY, = Z ( aijj>uil/\.../\uin
J=1

(150 yin)E{1L,...,m}"

= Z (Z sgn(m) H aiw(j)ﬂ') (CAATRRRAY 7#
1

1< <..<in<m \7mES, j=

Beweis. (1) folgt direkt aus der Konstruktion. (2). Es liegt die zusammenge-
setzte Abbildung

vt — H=KY"Y 5 H/U

vor, wobei (vy,...,v,) auf eg, . ) und dies auf die Restklasse v; A ... A
vpabgebildet wird. Dabei sichert die Definition des Unterraums U, dass je-
weils die Eigenschaften einer multilinearen alternierenden Abbildung erfiillt
sind. (3) gilt nach Lemma 16.8 fiir jede alternierende Abbildung. (4). Die erste
Gleichung gilt nach Lemma 16.6 fiir jede multilineare Abbildung. Wenn sich
in dem Indextupel (i1, ..., i,) ein Eintrag wiederholt, so ist u;, A...Au;, = 0
wegen alternierend. Wir miissen also nur noch Tupel betrachten, wo al-
le Eintridge verschieden sind. Diese konnen nach Umordnen auf die Form
1 <14 < ... <1, <m gebracht werden. Bei einem fixierten aufsteigenden
Indextupel ist die Summe {iber alle dazu permutierten Indextupel gleich

n n
E H Wiy iWingy N oo N Uiy = E sgn(m) H iy iliy N - N,
i=1

TES, j=1 TESn

g

KOROLLAR 57.6. Es sei K ein Kdrper und V' ein K-Vektorraum der Dimen-
ston n. Es seien vy,...,v, und wy,...,w, Vektoren in V, die miteinander



in der Beziehung
Uy wq
=M
Up Wy,
stehen, wobei M eine n X n-Matriz bezeichnet. Dann gilt in \"V die Bezie-

hung
VI AL A, = (det M)wy Ao A w,,.

Beweis. Mit M = (bjy,) ist v; = > ,_, bjyws und mit der transponierten
Matrix M™ = (a;;) ist v; = > | a;;w;. Damit sind wir in der Notation von
Lemma 57.5 (4) und es gilt

mAN...N\Nv, = < Sgn Haw] )wu oA w;,
1<21< <in<n \mwES,
n
= ngn I_Ia7r jW1 A oA\ Wy,
TESh j=1
da dann i; = j sein muss. Daher folgt die Aussage aus der Leibniz-Formel
fiir die Determinante. O

Die universelle Eigenschaft des Dachproduktes

Die folgende Aussage beschreibt die universelle Eigenschaft des Dachproduk-
tes.

SATZ 57.7. Es sei K ein Kérper, V' ein K-Vektorraum und n € N. Es sei
vV — W

eine alternierende multilineare Abbildung in einen weiteren K -Vektorraum
W. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

@Z): /\ V—W
derart, dass das Diagramm
vr — A"V
N
w

kommutiert.

Beweis. Wir verwenden die Notation aus Konstruktion 57.3. Durch die Zu-
ordnung

€(v1,...,vn) — ,QZ)('UM cee ,Un)
wird nach Satz 10.10 eine K-lineare Abbildung

v H—W
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definiert. Da ¢ multilinear und alternierend ist, wird unter ¢ der Untervek-
torraum U C H auf 0 abgebildet. Nach Satz 48.7 gibt es daher eine K-lineare
Abbildung

v HIU — W,
die mit v vertriiglich ist. Die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, dass die v; A
... A, ein Erzeugendensystem von A"V bilden und diese auf ¢(vy, ..., v,)
abgebildet werden miissen. Il

Es bezeichne Alt"(V, K) die Menge aller alternierenden Abbildungen von V"
nach K. Diese Menge kann man mit einer natiirlichen K-Vektorraumstruktur
versehen, siche Aufgabe 16.27.

KOROLLAR 57.8. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und n € N.
Dann gibt es eine natiirliche Isomorphie

(;\V) — A" (V. K), ¥ — ((v1,...,vn) = (01 A oo Awy)).

Beweis. Die Abbildung ist einfach die Verkniipfung ¢ — 109, wobei d: V x
- x V = A"V die kanonische Abbildung bezeichnet. Die Linearitidt der
Zuordnung ergibt sich aus den linearen Strukturen des Dualraumes und des

Raumes der alternierenden Formen. Die Bijektivitéit der Abbildung folgt aus
Satz 57.7, angewendet auf W = K. U

SATZ 57.9. Es sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum und k € N,.
Dann gibt es eine kanonische surjektive lineare Abbildung

V®"'®VHV/\.../\V,'01®"'®'Uk|—>?}1/\.../\'l}k.

Beweis. Dies ergibt sich aus der alternierenden Abbildung

k
Vk—>/\V,(vl,...,vk)»—>vl/\.../\vk,

gemifl Lemma 55.4 (2). Die Surjektivitdt beruht darauf, dass das Erzeugen-
densystem vy A ... A v im Bild liegt. U

Wenn V' endlichdimensional ist, so ergibt sich aus der vorstehenden Aussage
und Korollar 55.13, dass das Dachprodukt endliche Dimension besitzt. Diese
werden wir in der letzten Vorlesung bestimmen.



