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Biindel, Garben und Kohomologie
Vorlesung 6

Exaktheit

DEFINITION 6.1. Es sei X ein topologischer Raum, es seien F,, Garben von
kommutativen Gruppen auf X und es seien ¢, : F,_1 — F, Homomorphis-
men. Man sagt, dass ein Garbenkomplex vorliegt, wenn

bild p,, C kern ¢, 11
gilt.
DEFINITION 6.2. Es sei X ein topologischer Raum und es sei F, ein Komplex
von Garben von kommutativen Gruppen auf X. Man sagt, dass der Komplex

exakt ist, wenn
bild ¢,, = kern ¢, 11

fiir alle n € Z gilt.
LEMMA 6.3. Es set X ein topologischer Raum und es sei
F—G—H

ein Komplex von Garben von kommutativen Gruppen auf X. Dann ist der
Komplex genau dann exakt, wenn fir jeden Punkt P € X der Komplex

Fp—Gp — Hp

exakt ist.

Beweis. Wir benennen die Situation mit

FeDn.
Nach Korollar 4.11 liegt ein Garbenkomplex genau dann vor, wenn sédmtliche
Halmabbildungen Komplexe sind. Sei der Komplex exakt, also

bild @ = kern 5.
Es sei P € X fixiert und sei s € Gp mit fp(s) = 0. Dann gibt es eine
offene Umgebung U von P auf der s durch einen Schnitt s reprisentiert wird
und eine kleinere offene Umgebung V' C U, worauf By (s|y) = 0 ist. Das
Element (wir nennen die Einschriankung wieder s) s € G(V) gehort also zum

Kern von fy und daher zum (Garben-)Bild von «. D.h. es gibt eine offene
Umgebung P € W C V, auf der s im Bild von

liegt. Daher liegt auch der Keim s im Bild von ap. O
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DEFINITION 6.4. Ein exakter Komplex
0O —F — ¢ —H —0

von Garben von kommutativen Gruppen heifit kurze exakte Sequencz.

Hierbei ist insbesondere die vordere Abbildung injektiv und die hintere Ab-
bildung (Garben)-surjektiv.

LEMMA 6.5. Es sei
0O —F —G—H —0

eine kurze exakte Sequenz von kommutativen topologischen Gruppen (mit ste-
tigen Gruppenhomomorphismen). Es trage F die induzierte Topologie von G
und die Surjektion p: G — H habe die Figenschaft, dass es zu jedem FEle-
ment h € H eine offene Umgebung h € W C H und einen stetigen Schnitt
zu p gibt. Dann ist fiir jeden topologischen Raum X die zugehorige Sequenz
der Garben der stetigen Abbildungen in diese Gruppen, also

0 — C%—,F) — C°(-,G) — C°(—,H) — 0,

ebenfalls exakt.

Beweis. Es ist klar, dass ein Komplex von Garben von kommutativen Grup-
pen auf X vorliegt. Die Injektivitat links ist ebenfalls klar. Zur Exaktheit
in der Mitte: Wenn zu einer offenen Menge U C X eine stetige Abbildung
p: U — G die Eigenschaft besitzt, dass p o ¢ die Nullabbildung ist, so liegt
das Bild von ¢ in F. Da F' die induzierte Topologie von G tréagt, ist auch die
Abbildung ¢: U — F stetig. Zur Garbensurjektivitéit rechts: Es sei P € X
ein Punkt und

v:V—H
eine auf einer offenen Umgebung von P definierte stetige Abbildung nach

H. Es sei ©»(P) = h. Nach Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung
h € W C H und einen Schnitt s: W — G mit pos = Idy . Wir betrachten

U :=Vny {(W).

Dann ist s 01 (eingeschrankt auf U) ein stetiger Schnitt von G, der unter p
auf ¢ abgebildet wird. O

BEISPIEL 6.6. Wir betrachten die kurze exakte Erponentialsequenz

0 — 2miZ — C =5 C* — 0
von topologischen Gruppen. Die Exaktheit in der Mitte beruht auf Satz 21.5
(Analysis (Osnabriick 2014-2016)) (2), die Homomorphieeigenschaft beruht
auf der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion und die komplexe Ex-
ponentialfunktion bildet nach Satz 21.6 (Analysis (Osnabriick 2014-2016))
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surjektiv auf C \ {0} ab (sie ist eine Uberlagerung). Da es lokal einen Loga-
rithmus gibt, sind die Voraussetzungen von Lemma 6.5 erfiillt. Somit gibt es
zu jedem topologischen Raum X eine kurze exakte Garbensequenz

0 — C°—,2) — C°(—,C) — C°(—,C*) — 0,

die die (stetige komplexe) Ezponentialsequenz heifit. Links steht die lokal
konstante Garbe mit Werten in Z, in der Mitte die Garbe der komplexwerti-
gen stetigen Funktionen und rechts die Garbe der nullstellenfreien komplex-
wertigen stetigen Funktionen. Wenn man X = C* setzt, so ist die globale
Auswertung der hinteren Abbildung nicht surjektiv, da die Identitédt nicht
im Bild liegt.

Globale Auswertung

LEMMA 6.7. Es sei X ein topologischer Raum und sei
FLe L
ein Komplex von Garbenhomomorphismen von Garben von kommutativen
Gruppen auf X. Dann ist auch
NX,F) —TI(X,6) — T'(X,H)
ein Komplez.

Beweis. Die Voraussetzung bedeutet einfach, dass d’ o d die Nullabbildung
ist. Dann ist insbesondere die globale Auswertung die Nullabbildung. U

LEMMA 6.8. Es sei X ein topologischer Raum. Es sei
0 —F —GG—H

ein exakter Komplex von Garbenhomomorphismen von Garben von kommu-
tativen Gruppen auf X. Dann ist auch der Komplex

0 —TI(X,F) —=TI(X,G) —T'(X,H)

exakt.

Beweis. Dass ein Komplex vorliegt ist klar nach Lemma 6.7. Die Exaktheit
bedeutet, dass fiir jeden Punkt P € X der Komplex

OH?p—)QPHHP

der Halme exakt ist. Sei s € I'(X,F) und d(s) = 0 in ['(X,G). Dann ist
d(s)p = 0 in jedem Punkt und somit ist sp = 0 fiir jeden Punkt. Also
ist s = 0 und die linke Abbildung ist injektiv. Sei nun ¢ € I'(X,G) mit
d'(t) = 0in I'(X,H). Die Exaktheit in den Halmen bedeutet, dass fiir jeden
Punkt P der Keim tp zu Fp gehort. Daraus folgt Aufgabe 5.5, dass t selbst
zu F gehort. O
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Die vorstehende Aussage bedeutet, dass die globale Auswertung einer Garbe
von abelschen Gruppen ein (kovarianter, additiver) linksexakter Funktor ist.

Riickzug und Vorschub

Bisher haben wir nur Garben und ihre Beziehungen untereinander auf einem
gegebenen topologischen Raum behandelt. Wir betrachten nun den Fall, wo
topologische Raume durch eine stetige Abbildung miteinander verbunden
sind.

DEFINITION 6.9. Zu einer stetigen Abbildung
p: X —Y
und einer Pragarbe F auf X nennt man die durch
() F(U) = F(p™'(V))
gegebene Priagarbe auf Y die unter ¢ vorgeschobene Prdgarbe.
Da zu offenen Mengen V' C W auch ¢~ (V) C ¢ (W) gilt, hat man

natiirliche Restriktionsabbildungen und erhélt somit in der Tat eine Prégar-
be.

LEMMA 6.10. Zu einer stetigen Abbildung
p: X —Y
und einer Garbe F auf X ist die vorgeschobene Prdgarbe p.F eine Garbe.

Beweis. Es sei
vV =|Jv
iel
eine offene Uberdeckung einer offenen Menge V' C Y. Dann bilden die
0 Y (V;), i € I, eine offene Uberdeckung von ¢~ (V). Seien s,t € ¢, F(V)
mit s vinv, gegeben. Dies bedeutet unmittelbar s,¢ € F(¢™'(V))
und

viny; = t

slo=1viyne-1(vy) = Slem1vinyy) = temrwinyy) = te-1vne-1(vy)-

Daher ist (nach der ersten Garbeneigenschaft von F) s = ¢ in F(p 1(V)),
also s = t in . F(V).

Seien nun s; € F(V;) mit
silvinv, = sjlviny;-

Dies bedeutet zuriickiibersetzt nach X unmittelbar, dass kompatible Schnit-
te in F (o 1(V;)) vorliegen, denen ein Schnitt in F(o (V) = ¢, F(V) ent-
spricht. O



LEMMA 6.11. Zu einer stetigen Abbildung
p: X —Y,

einem Punkt Q) € Y und einer Prdagarbe F auf X ist der Halm der vorge-
schobenen Prigarbe ¢.F im Punkt Q gleich

colim QGV-F((P_I(V)) = COhm{UgX\ es gibt eine offene Umgebung QEV mit ¢~ 1(V)CU} ]:(U)

Beweis. Siehe Aufgabe 6.5. U

Der Halm der vorgeschobenen Prégarbe ist also der Halm der Ausgangsgarbe
in einem Filter (ndmlich dem Urbildfilter des Umgebungsfilters U(Q)), aber
im Allgemeinen nicht in einem Punkt.

DEFINITION 6.12. Zu einer stetigen Abbildung
p: X —Y

und einer Priagarbe G auf Y nennt man auf einer offenen Menge U C X
durch

COlimvgy, UCp—1(V) Q(V)
gegebene Pragarbe auf X die unter ¢ zurickgezogene Prdagarbe.

DEFINITION 6.13. Zu einer stetigen Abbildung ¢: X — Y und einer Gar-
be G auf Y nennt man die Vergarbung der zuriickgezogenen Prégarbe die
zuriickgezogene Garbe.

Sie wird mit ¢ ~'G bezeichnet.

LEMMA 6.14. Zu einer stetigen Abbildung p: X — Y und einer Garbe G auf
Y st der Halm der zurickgezogenen Garbe in einem Punkt P € X gleich

dem Halm von G in p(P).

Beweis. Siehe Aufgabe 6.6. O






Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



