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Vorlesung 32

Vorli begleitet dich bei den Vorlesungen. Das hilft sehr, denn Vorli sorgt fiir eine
gute Balance aus Energie und Entspannung.

Wir besprechen in dieser und der néchsten Vorlesung Losungsverfahren fiir
gewOhnliche eindimensionale Differentialgleichungen

y/ = f<t7y)'

wenn das Vektorfeld f(t,y) eine bestimmte Form besitzt. Heute sprechen wir
iiber sogenannte lineare Differentialgleichungen.

Homogene lineare gewdhnliche Differentialgleichungen

DEFINITION 32.1. Eine Differentialgleichung der Form
y =gty
mit einer Funktion (I reelles Intervall)
g: I — R, t— g(t),

heifit gewdohnliche homogene lineare eindimensionale Differentialgleichung.

Wir sprechen kurz auch von linearen Differentialgleichungen. Linear bedeutet
hierbei, dass im (auf I x R definierten) Vektorfeld f(¢,y) = g(t)y der Ort
y linear eingeht, d.h. zu jedem fixierten Zeitpunkt tq ist f(to,y) eine lineare
Funktion in y.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Integra-
tion gelost werden kénnen. Die Nullfunktion ist natiirlich immer eine Losung,
interessant sind daher die Losungen, die noch zusétzliche Eigenschaften (ty-
pischerweise eine Anfangsbedingung) erfiillen.
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SATZ 32.2. FEs sei
y = g(t)y
eine homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit einer stetigen
Funktion
g: I — R, t— g(t),
die auf einem Intervall I C R definiert sei. Es sei G eine Stammfunktion zu
g auf I. Dann sind die Losungen der Differentialgleichung gleich
y(t) = c-exp(G(t)) mit c € R.
Das Anfangswertproblem

y' = g(t)y und y(to) = yo
(mit to € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Zunéchst gibt es eine Stammfunktion G von ¢ aufgrund von Ko-
rollar 19.5, so dass die angegebenen Funktionen existieren. Durch Ableiten
bestétigt man direkt, dass diese Funktionen wirklich Losungen sind. Es sei y
eine beliebige Losungsfunktion. Wir betrachten den Quotienten

( y(t) )' _ YO exp(GR)) —y(t) - (exp(G(t)) - 9(t))
exp G(t) exp? G(t)
y(t)g(t) exp (G(t)) — y(t) - (exp(G(1)) - g(t))
exp? G(t)

= 0,

so dass aufgrund von Lemma 19.6 der Quotient y(t)

exp G(t)
woraus die Behauptung folgt. Die Bedingung y(tg) = o legt den Skalar
eindeutig fest. U

konstant sein muss,

= Y ___
exp(G(to))
BEISPIEL 32.3. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y =0
besitzt genau die konstanten Losungen
y(t) = ¢ mit c € R.
Dies folgt direkt aus Lemma 19.6, aber auch aus Satz 32.2.
BEISPIEL 32.4. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y =1y
besitzt genau die Losungen
y(t) = ce’ mit c € R.

BEISPIEL 32.5. Sei ¢ € R. Die homogene lineare gewdhnliche Differential-
gleichung
y =cy
besitzt nach Satz 32.2 die Losungen
y(t) = ae” mit a € R.
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In den bisherigen Beispielen war die Funktion ¢(t) konstant, und es war
besonders einfach, die Losungen anzugeben. Man spricht von einer homo-
genen linearen gewdohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten. Diese sind insbedondere zeitunabhéngig. Die folgenden Beispiele be-
sitzen keine konstanten Koeffizienten, sondern variable Koeffizienten. Diese
Differentialgleichungen sind sowohl orts- als auch zeitabhéngig.
BEISPIEL 32.6. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung

_ Y
Yy = .
Eine Stammfunktion zu g(t) = % ist der natiirliche Logarithmus. Die Losun-
gen dieser Differentialgleichung sind daher nach Satz 32.2 gleich

c-exp(lnt) = ct
mit ¢ € R

BEispIEL 32.7. Wir betrachten die homogene lineare gewohnliche Differen-
tialgleichung (¢ > 1)

Y = Y
2—1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1 1/2 1/2

-1 - —
I = E T TGS -1 i+l

Aus der Partialbruchzerlegung gelangt man zur Stammfunktion
1 1

Daher sind die Losungen gleich
1 1 exp (3In(t — 1))
. —In(t—1) — =In(t+ 1 =
€ exp (2 n( ) 2 n(t + )) Cexp (In(t + 1))

BEISPIEL 32.8. Wir betrachten die homogene lineare gewohnliche Differen-
tialgleichung

J— Y
2+1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1
) = ——
9(t) = 5 T

eine solche ist (nach Lemma 16.20 (3)) durch
G(t) = arctant
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gegeben. Daher sind die Losungen gleich

¢ - exp(arctant) .

Inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Es gibt homogene lineare Gleichungsysteme, bei denen es darum geht, den
Kern einer linearen Abbildung oder einer Matrix zu bestimmen, und es gibt
inhomogene lineare Gleichungssysteme, wo man das Urbild zu einem Vektor
(Storvektor) unter einer linearen Abbildung bestimmen soll. Auch zu den li-
nearen Differentialgleichungen gibt es eine inhomogene Variante, bei der eine
Storfunktion die Sache verkompliziert. Wie bei linearen Gleichungssystemen
ist es auch hier wichtig, zuerst die zugehorige homogene Gleichung zu 16sen.

DEFINITION 32.9. Eine Differentialgleichung der Form
y = g(t)y + h(t)

mit zwei auf einem Intervall I C R definierten Funktionen ¢ — ¢(¢) und
t +— h(t) heilt inhomogene lineare gewéhnliche Differentialgleichung.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Inte-
gration gelost werden konnen.

SATZ 32.10. Es sei

y' = g(t)y + h(t)
eine inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit stetigen Funk-
tionen g, h: I — R. Es sei G eine Stammfunktion von g und es set

a(t) = exp(G(t))
eine Losung der zugehdrigen homogenen linearen Differentialgleichung. Dann
sind die Losungen (auf I) der inhomogenen Differentialgleichung genau die

Funktionen
y(t) = c(t)a(?),

wobei c(t) eine Stammfunktion zu % ist. Das Anfangswertproblem

y = 9(t)y + h(t) und y(to) = o
(mit to € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Da a(t) keine Nullstelle besitzt, kann man jede (differenzierbare)
Funktion
y: I — R
als
y(t) = clt)a(t)
mit einer unbekannten (differenzierbaren) Funktion ¢(t) ansetzen. Dabei ist
(fiir eine differenzierbare Funktion y)

y(t) = cd(t)alt) + c(t)d'(t).



Daher kann man die Lésungsbedingung

y'(t) = g)y(t) + h(t)
als
d(t)a(t) + c(t)a'(t) = g(t)e(t)a(t) + h(t)

schreiben, und diese gilt wegen a/(t) = g(t)a(t) genau dann, wenn

bzw.
h(t)
/
t) = —=
gilt. D.h. ¢(t) muss eine Stammfunktion zu % sein. Es sei nun noch die

Anfangsbedingung y(ty) = yo vorgegeben. Mit ¢(t) ist auch c(t) + ¢q fiir

jedes ¢y € R eine Stammfunktion zu % Die Bedingung

yo = (c(to) + co)alto)

legt dann ¢y eindeutig fest. O

Die in diesem Satz verwendete Methode heifit Variation der Konstanten. Man
ersetzt dabei die Losungsfunktionen der zugehorigen homogenen Gleichung,
also ca(t) mit konstantem ¢ € R, durch eine variable Funktion ¢(t).

BeispiEL 32.11. Wir betrachten die inhomogene lineare gewhnliche Diffe-
rentialgleichung

y = ay+b
mit Konstanten a,b € R. Die Funktion

2(t) = e

ist eine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz
32.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu be~* bestimmen. Diese sind
durch —%e‘“t + ¢ gegeben. Also haben die Losungen der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung die Form

b b
(__e—at ‘I’ C) . eat = c- 6at _ =
a a

Eine solche Differentialgleichung tritt bei Abkiihlungsprozessen auf. Wenn ein
(heifier) Korper (beispielsweise eine Tasse Kaffee) sich in einem umgebenden
Medium (beispielsweise in einem Straffencafé) mit konstanter Auflentempe-
ratur A befindet, so wird die Temperaturentwicklung y(t) des Korpers nach
dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz durch die Differentialgleichung

y(t) = —d(y(t) — A)
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beschrieben. Dieses Gesetz besagt, dass die Abkiihlung proportional zur Dif-
ferenz zwischen Auentemperatur und Korpertemperatur ist (der Proportio-
nalitatsfaktor d > 0 héngt von der Wirmeleitfahigkeit des Korpers ab). Die
Losungen sind

y(t) = ce™™ + A.
Dabei ist das ¢ durch eine Anfangsbedingung bestimmt, also typischerweise

durch die Anfangstemperatur des Korpers zum Zeitpunkt 0. Fiir ¢ — 400
nimmt der Korper die Aulentemperatur A an.

Lieber den Kaffee trinken, bevor er geméifl einer inhomogenen linearen
gewoOhnlichen Differentialgleichung die Auflentemperatur angenommen hat.

BEISPIEL 32.12. Wir betrachten die inhomogene lineare gewthnliche Diffe-
rentialgleichung

mit der Anfangsbedingung y(3) = 4. Die Exponentialfunktion a(t) = e

ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz
32.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu

Z—i =t
finden. Mit zweifacher partieller Integration findet man die Stammfunktion
(—t* =2t —2)e".

Also haben die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung die Form
e ((—*—2t—2)e " +c) = —t* =2t — 2+ ce".

Wenn wir noch die Anfangsbedingung y(3) = 4 beriicksichtigen, so ergibt
sich die Bedingung

—9—6—24+ce® = —17+ ce® = 4,

also ¢ = z—é Die Losung des Anfangswertproblems ist also

21
y(t) = —t* =2t — 2+ get.
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BEISPIEL 32.13. Wir betrachten fiir ¢ > 1 die inhomogene lineare gewohn-

liche Differentialgleichung

Y
21

mit der Anfangsbedingung y(2) = 5. Hier ist also h(t) = t—1 die Storfunktion

und

Yy +t—1

Yy

2 —1

ist die zugehbrige homogene lineare Differentialgleichung. Eine Stammfunk-
tion von z— 1st

Gt = %m(t_n_%m(tﬂ) = il (;—1) - h{ﬁ).

Dabher ist nach Satz 32.2 (bzw. nach Bespiel 32.7)

() = Vvi—1
a = Vil

eine Losung zur homogenen Differentialgleichung. Zur Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung brauchen wir eine Stammfunktion zu

h(t)  Vt+1 B o
a(t)—m-(t—l)—\/t—l—l Vt—1 = Vtz2 —1.

Eine Stammfunktion dazu ist
1
c(t) = 5 (t\/t2 — 1 — arcosh t).

Die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung haben also die Gestalt

1 (5T o) o)

y =

t+1
Die Anfangsbedingung fiithrt zu

1 1
5 = % (§<2\/§— arcosh 2) +co) =1-

Also ist

1
—— arcosh 2 + ¢g——.
2/3 °V3

1
co = 43 + 3 arcosh 2

und die Losung des Anfangswertproblems ist

t— 1
y(t) = ( <t\/t2 1 — arcosh t) +4v3 + B arcosh 2).

t+1
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