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CURS DE TRIGONOMETRIE

CARTEA I.
STUDIUL FUNCTIUNILOR CIRCULARE

CAP1TOLUL I.

Nofiuni preliminarii si definifiuni.

1. Trigononietria are de obiect a gdsl prin calcul ele-
mentele necunoscute ale unui poligon, plan sau sferic
and se cunoate un numar suficient din aceste ele-
mente. Aceastá operatiune se numete rezolvirea po-
ligonului.

lnsd orice poligon poate sd se descompund in un nu-
mar oarecare de triunghiuri, prin linii duse dintr'un
punct oarecare la toate virfurile lui; rezolvind aceste
triunghiuri, poligonul insu§i va fi rezolvit. Prinurmare,
obiectul trigonometriei se reduce la rezolvirea triun-
ghiurilor, rectilinii sau sferice. De aci ii vine §i nu-
mele, precum §i diviziunea sa naturalà in Trigonometric
pland sau rectilinie §i Trigonometrie sferica._

2. Pentru a rezolvi un triunghiu, este necesar mai
Int Ain a gdsI relatiunile ce existà intre diferitele sale
elemente; astfel cd dacd unele din aceste elernente ar
fi necunoscute, sil le putem aflà prin ni§te simple re-
zolviri de ecuatiuni. Insa elementele unui triunghiu sun-

                     



6 CURS DE TRIGONOMETETE

laturile §i unghiurile lui, cantitati neomogene unele cu
altele, §i de aceea relatiunile ce am puteà gäsi intre
dansele nu pot fi destul de simple §i lesnicioase, pen-
tru a face cu u§urinta o rezolvire de triunghiuri. Din
aceasta cauza, in trigonometric, unghiurile se inlocuesc
prin ni§te linii drepte, numite linii trigonometrice §i
se cauta relatiuni, nu intre laturile si unghiurile triun-
ghiului, ci intre laturi si linille trigonometrice ale nii-
ghiurilor

Cand unghiul varieaza, liniile trigonometrice corespun-
zatoare varieazd de asemenea, prinurmare liniile trigo-
nometrice sunt functiuni ale unghiului corespunzator.
Pe de altd parte, fiindea aceste linii s'au nascut din
consideratiunea cercului pe care se masoara unghiul
Ii s'a dat numirea de functiuni circulare directe.

Principiul lui Descartes.

3. Mai inainte de a intrà in studiul liniilor trigono-
metrice, votn face conventiunea urmatoare, datorata lui
Descartes, care simplified foarte mult formulele trigo-
nometrice, i inlesne.te generalizarea lor.

Fie XY (fig. 1) o linie indefinita dreapta sau curba
§i 0 un punct fix pe dAnsa numit

A' A
§i dela care se milsoara dis-

0

x y tantele. Ludm punctul A pe aceastä
Fig .1

linie, §i insemnam distanta OA cu
.

a. Se admite ca aceastei distantez
sei se considere ca pazitive", si se" se insemneze cu
daca se socoteste dela origina intr'un sells oarecare,
s. ex. la dreapta, in sensul sagetii ; §i ca negative"'
cu semnul dacd se consider() in sensul opus.

Pentruca pozitia punctului A pe linia XY sa fie de-
terminata, trebue sa se cunoasca trei date: 1° pozitia pe
aceasta linie a punctului fix 0, 20 marimea a a dis-

lui.

origiizã,

                     



NOTIUN1 PRELIMINARII I DEFINITIUNI 7

tantei punctului A dela aceastd origind si 30 sen-
sul in care aceastd distanta este socotitd dela origind.
Inadevdr, dacd cunoastem pozitia originii, pentru a
gdsi pozitia punctului A, la distanta + a dela ori-
gina, n'avem decAt pe linia XY, in sensul sdgetii, sd
ludm o distanta OA -= a, §i A va fi pozitia punctului
cdutat. Dacd ni s'ar cere sá gdsim pozitia unui punct,
situat la distanta a dela origind, am lua distanta
OA' --= a, in sens contrae sdgetii, si punctul cdutat ar
fi A'.

De aci urineazd principiul : Dacii considerdm pe o
linie oarecare, dreapta sau cqrbd, diferite distante
indsurate dela o origind comund, fixd pe aceastd Ernie
si dacd voim a le introduce in calcul, vom afectd cu
semnul valorile numerice ale distantelor cari sunt
indreptate intlzaz sens, si cu pe acele cari vor fi
indreptate .in sensul contrar.

Cu toate acestea nu vom pierde din vedere cd acest
principiu este numai conventional, si ca pentru a ad-
mite generalitatea unei formule, tot va trebui a de-
monstrà cu rigurositate, cd ea existd in toate ipotezele
posibile.

Arcele de cerc.

4. Se stie cã un unghiu se mdsoard cu arcul descris
intre laturile sale, cu centrul in vArful unghiului, si cu
o raid arbitrard. Astfel, masura unghiului ABC va fi
arcul AC (fig. 2).

In trigonometrie, in general un-
ghiurile se inlocuesc cu arcele de
cerc cari le mdsoard. Aceste arce
se masoard si ele pe un cerc a cd-
rui razd se ia de ordinar ca uni-
tate (R =-- r); prinurmare lungitnea
unui cerc cu raz a R &Ind 27rR, in trigonometrie, ea

Fig. 2.
2

                     



8 CURS DE TRIGONOMETRIE

va fi totdeauna egaln cu 2 Tr ; un semicerc va fi 7r, §i
Irun sfert de cerc ..
2

Duand in cerc doun diametre perpendiculare AC
*i BD, (fig. 3) acest cerc va fi impiir-
tit in patru WO egale, numite ca-
drane, cari poarta fiecare numele de
intdiul, al doilea, al treilea, al pa-

..

trulea cadran.
Fiecare cadran al cercului se im-

parte in cAte 90 pArti egale numite
grade; fiecare grad se imparte in 6o

minute ; fiecare minutd in 6o secunde. Prinur mare,
un cerc intreg are 360 grade, sau 21.600 minute, sau
1.296.000 secunde.

Aceste diferite sub-impartiri ale cercului, se insem-
neazn respectiv cu °,',"; astfel, un arc de 15 grade 39
minute 51 secunde §i 0,4 din o secundn, se insemneazia:
15°39'51",4.

De cAtva tirnp a inceput sA se in trebuinteze o impartire
centesimalii a cercului, in locul diviziunii sexagesi-
male, expusn mai sus. Dupa aceastn noun diviziune,
un cadran se imparte in 100 grade; un grad in 100 mi-
nute; o minutä in loo secunde; a0 ca cercul intreg
cuprinde 400 grade, sau 40.000 minute, sau 4 000.000
secunde.

Origina dela care vom socoti arcele pe cerc va fi
in general punctul A, la inceputul primului cadran.
Sensul In care vorn considerà arcele ca pozitive va fi
cel at-Mat de sAgeatä, dela primul entre al doilea ca-
dran. Arcele socotite in sensul contrar vor fi privite
ca negative. Astfel, arcul AE va fi pozitiv, iar AF ne-
gativ.

D

Fig. 3.

                     



NOTIUNI PRELIMINARII $1 DEFINITIUNI 9

Arce complimentare ,si suplimentare.

5. Se numesc arce complimentare, dotrA arce a
cAror suma este eaala cu un cadran, sau astfel sunt

arcele AE §i EB, cAci AE EB

Se numesc arce suplimentare douà arce a cAror
sumA este egalA cu douA cadrane, sau Tr; astfel sunt
arcele AE §i EC, cAci AE + EC Tr.

Prinurmare, dacA lungimea unui arc est a, arcul
complimentar va fi a §i arcul suplimentar v a.

2

LINIILE TRIGONOMETRICE

6. Liniile trigonometrice sunt in numAr de sase
sinus, tangenta, secanta, cosinus, cotangenta tsi co-
secanta.

Liniile trigonometrice nu se considerA niciodatA in
valoare absolutA, ci sunt date totdeauna prin raportul
lor cAtre razA : aà când se zice cA tangenta unui arc
este 3, 7, aceasta insemneazA cA raportul intre lungi-
mea absolutA a acelei tangente §i razA este 3, 7.

S in u S.

7. Se numete sinus al unui arc, perpendiculara là-
satà din o extrernitate a arcului pe dia-
metral care trece prin cealalfã extre-
mitate. Astfel sinusul arcului AE (fig.
4) este El, §i se insernneazA : E I = sin AE. c

:DucAnd EK paralel cu AC avem
El = KO, ca paralele cuprinse intre pa-
ralele; prinurmare putern zice cA §i KO
este sinusul arcului AE.

Sinusurile se socotesc pe diametrul BD, dela origina

Fig. 4.

fr
2'

==

--

4-

.

41111

                     



10 CURS DE TRIGONOMETRIE

0 (3). In tot cursul acestei scrieri vom considerA ca
pozitive sinusurile socotite pe raza OB, i ca nega-
tive pe cele considerate pe OD. Astfel se vede pe fi-
gurA ed

sin AE = EI = OK, sin ABG = GM = OP.
insemnAnd cu a §i b lungimile segmentelor OK si

OP vorn aveA:
sin AE + a; sin ABG b

8. CAnd arcul merge crescand dela A pAnAla B, a-

dica dela zero pAnala
'
valoarea sinusului rAmAne tot-

2
deauna pozitiva, si merge si ea crescAnd dela zero in

sus. CAnd arcul este AB sau valoarea sinusului este
2'

BO, adicA raza fnsAs; deci

sin = BO = + 1.
2

Extremitatea arcului trecAnd in al doilea cadran §i
mergAnd dela B OnAla C, valoarea sinusului este tot
pozitivä, Insä merge descrescAnd dela 1 in jos.

. Arcul ABC = are drept sinus pe zero, asA ca

sin z = o.

Cand extremitatea arcului intra in cadranul al trei-
lea, sinusul devine negativ, dupA conventiunea de mai
sus; insä valoarea arcului crescAnd dela ABC pAnAla

ABCD, adicA dela r pAnAla 37r, valoarea absoluki a
2

sinusului creste si ea dela zero pAnAla 1, asA CA

sin = OD = 1.
2

Extremitatea arcului fiind in cadranul al patrulea,

si

7r

z

z

37r

"

                     



NOTIUNI PRELIMINARII I DEFINITIUNI 11

sinusul ramâne tot negativ, insa descreste in valoare
absolutà dela i panala o, adica :

sin 2 Tr 0.

Prinurmare, in rezumat :
In primul ca Iran, sinusul este pozitiv, §i varieaza dela

zero panala + 1.
hz al doilea cadran, sinusul este pozitiv, §i varieaza

dela + i panala zero.
In al treilea cadran, sinusul este negativ, si varieaza

dela zero pAnala 1.
In al patrulea cadran, sinusul este negativ, i va-

rieaza dela a panala zero.
De aci vedem ca toate valorile sinusului sunt cu-

prinse intre limitele i i 1. Orice valoare a sinu-
sului mai mare decat + i sau mai mica deck i este
o valoare absurdci. La o asemenea valoare de sinus
nu corespunde nici un arc reaL

9. Daca ne-am imagina ca arcul, dupa ce a percurs
un cerc intreg, ar trece de punctul A, §i ar percurge
din non cercul in acelas sens de mai multe ori, am
vedea ca sinusul in aceleasi cadrane reia neincetat
aceleasi valori cu aceleasi semne, in mod periodic:
dupa fiecare trecere de un cerc intreg, valorile si sem-
nele sinusului se repeta. Prinurmare, sinusul este o
funcfiune circularci periodica, si perioada sa este un
cerc sau 2 7c.

Putem ex prima aces t principiu prin formula urmatoare :

sin (2 k -f- = sin x,
in care k insemneaza un numar intreg oarecare, po-
ziti v sau negativ.

Ta ng en t a.

10. Se numeste tangenta unui arc, porfiunea tan-
gentei geometrice dusci la una din extremitafile ar-

+

=

                     



12 CURS DE TRIGONOMETRIE

cului cubrins4 Intre aceastli extremitate si diametrict
ce trece prin extremitate.

Astfel, tangenta arcului AE (fig. 5) este AF, §i se
insemneaza

r AF = tg AE.

AA pe tangenta geometrica FK, §i punctul
Tangentele trigonometrice se socotesc

Mr1A este considerat ca origina lor (3).
Se considera ca pozitive tangentele so-

il I cotite dela origina A pe partea AF a
1 tangentei geometrice, §i ca negative cele

considerate pe partea AK. Astfel se vede
Fig. 5. pe figura cd:

tg AE = AF, §i tg AI = AK,
§i insemnand cu a §i b lung imile segmentelor AF ,$i
AK vom aveà:

tg AE = + a, tg AI = b
it. Cand arcul merge crescand dela A pAnala B,

adica dela zero panala 7r, valoarea tangentei ramâne
2

totdeauna pozitiva, §i merge §i ea crescAnd dela zero

in sus. CAnd arcul este AB sau z diametrul ce trece
2'

prin extremitatea B a arcului, find paralel cu tangenta
AF, o intfilne§te la infinit; prinurmare :

Irtcr=co
° 2

Cand extremitatea arcului este in cadranul al doilea,
de ex. arcul AG, diametrul ce trece prin extremitatea G
a lui intalne§te linia tangentelor in partea sa infe-
rioard AK ; prinurmare in acest cadran, tangenta este
negativa. Areul crescand dela B spre C, tangenta des-
cre§te in valoare absolutii;§i cand arcul devine ABC,
sau a., ea devine zero ; deci

tg a .--,- o.

cealaltei

I 1 )

                     



NOTIUNI PRELIMINARII §I DEFINITIUNI 13

Arcul ABH având extremitatea In cadranul al treilea,
tangenta AF se aflä pe partea pozitiva a linii tangen-
telor, i crest& and creste si arcul, si and acesta are

valoarea
37c , tangenta este iariis inflnitA ; adia
2

371;tg co

Indatä ce extremitatea arcului intrà In cadranul al
patrulea, tangenta trece deodatã dela valorile pozi-
tive la cele negative; si and creste arcul, tangenta des-
creste in valoare absolute)", a§à ca, arcul ajungAnd la
valoarea 2 11;, avem :

tg 27/. = 0.

In rezumat :
ln cadramd lntdiu, tangenta este pozitivei,§i varieaz5

dela zero Onala -I- co
in cadranul al doilea, tangenta este negativer, §i va-

rieaza dela co panAla zero.
ln ca Iranul al treilea, tangenta este pozitivei si va-

rieazil dela zero pAnilla 00.
ln ca lranul patrulea, tangenta este negative), §i

varieazA delaco pAndla zero.
Vedem dar cà tangenta poate sd ieà toate valorile

posibile delaco pAnala + co, si prinurmare la orice
valoare realá a tangentei corespunde o valoare reald
pentru arc.

12. Daa am presupune cà arcul, dupá ce a percurs
cercul Intreg ar trece de punctul A si ar percurge din
nou cercul la acela§ sens si de mai multe ori, am ve-
deA cà tangenta, din cloud in cloud cadrane, reieà ne-
incetat aceleasi valori cu aceleasi semne, hz pe-
riodic. Prinurmare, tangenta este o funcfiune circu-
lath oiperioacla sa este un serni-cerc sau r.

=

al

nzo-I

periodicá,

                     



1 4 CURS DE TRIGONOMETRIE

Putem exprirna acest principiu prin formula urmã-
toare:

tg (k z + x) = tg x,
in care k reprezintá un numär intreg oarecare, pozitiv
sau negativ.

Secant a.
13. Se numeste secantil a unui arc distanta dela

centrul acelui arc pdndla extremitatea tangentei sale
trigonometrice. Astfel tangenta arcului AE este AF,
(fig. 5), iar secanta lui este OF, si se noteaza :

OF = sec AE.
Origina secantelor este centrul 0.
Secanta se rnilsoará deci pe dreapta, care trece prin

centrul cercului si extremitatea arcu-
lui. Sensul pozitiv pe aceasta dreapta
este dela 0 spre extremitatea ar-

),A.
cului, sensul negativ este cel con-
trar. Astfel (fig. 6), raportandu-ne
la arcul AM sensul pozitiv pe

a, dreapta X'X este dela 0 spre X
si cel negativ dela 0 spre X' ; ra-

portandu-ne la arcul ABM' sensul pozitiv este dela 0
spre X' si cel negativ dela 0 spre X.

14. Cand arcul este zero, (fig. 5) secanta este OA
sau + 1 ; adica :

,

Fig. 6.

sec o = -I- 1.
Arcul crescand in cadranul intaiu panala B, secanta

creste si ea, ramânând neincetat pozitivA ; si cand ar-

cul devine
Tr sau AB, extremitatea tangentei find la in-
2

finit, dupacum stim (11) avem :
z

sec 2 -=--- + 00

m

                     



NOTIUNI PRELIMINARII DEFINITIUNI 15

Cand extremitatea arcului intra in cadranul al doilea,
secanta trece deodata dela valorile pozitive la cele
negative, §i când cre§te arcul, ea descre§te In valoare
absolute". Când arcul devine ABC sau 7r, secanta este
OA sau adica

sec Ir = 1.

Daca extremitatea arcului este in cadranul al treilea,
secanta este tot negativa, insa merge crescând In va-
loare absolute'', când arcul cre§te, a§a ea dacd arcul
este de 3 cadrane, secanta este iara§ infinita, adica

sec 376 = 00
2

Extremitatea arcului intrAnd In cadranul al patrulea,
secanta trece deodata la valorile pozitive, §i descre§te
dela + 00, pAnacand arcul ajungAnd la valoarea 2 7r, avem :

sec 2 7C = 1.

In rezumat:
primul cadralz, secanta este pozitivii, §i varieaza

dela + 1 pânala
ln al doilea cadran, secanta este negative", §i va-

rieaza dela 00 pAnala 1.

ln al treilea cadran, secanta este negative", §i
rieaza dela i pAnala 00.

In al patrulea cadran, secanta este pozitivci, §i va-
rieaza dela + oc. panala 1.

Vedem dar cd secanta poate sä aibá toate valorile
posibile dela co panala + co afara de cele cuprinse
intre t i 1. Orice valoare a secantei cuprinsa ?titre

1 §i +1 este o valoare absurdii, §i niciun arc real
nu corespunde la o asemenea valoare a secantei.

15. Presupunând ca arcul ar percurge cercul de mai
multe ori §i in acela§ sens, am vedeà Indata ca se-
canta reia neincetat acelea§i valori, cu acelea§i semne
in mod periodic, dupa fiecare interval de un cerc in-

1,

va-

In
+ co. .

+

                     



16 CURS DE TRIGONOME rrtiR

treg. Prinurmare, seccmta este o func(iune circularii
periodicci, si perioada sa este un cerc lntreg, sau 2 a.

Putem exprima acest principiu prin formula
sec (2 k Tr -1- x) = sec x,

In care k reprezinta un numär Intreg oarecare, pozitiv
sau negativ.

Cos in 11 S.

16. Se numeste consinus al unui arc sitzusul arcaui
sail complimentar.

Fie s. ex. arcul AE (fig. 4); arcul complimentar al
acestuia este EB; dupa definitiunea sinusului avem :

EK = sin EB,
prinurmare

EK = cos AE.
Observam ca EK .10; prinurmare putem Inca de-

finI cosinusul a este distant:a dela centru pdnala pi-
ciorul sinusului.

Cosinusurile se socotesc pe diametrul AC, dela ori-
gina 0 (3). Sunt pozitive cosinusurile socotite pe partea
din dreapta, OA, a diametrului, si negative cele soco-
tite pe partea OC. Astfel, se vede pe figura cä :

cos AE = 01, si cos AF .----- OL,
si Insemnând cu a si b lungimile segmentelor 01 si OL
avem:

cos AE . + a; cos AF . b
17. Daca arcul este zero, cosinusul find distanta dela

centru la extremitatea sinusului, avem :
cos o = OA, sau cos o = + 1.

Arcul crescând In primul cadran, cosinusul ramâne ne-
Incetat pozitiv insa descreste, a§à Mat, cand arcul este

Tr
AB sau sinusul BO cAzAnd chiar In centru, avem :

2'
Tr.

COS --= 0.
2

                     



NOTIIINI PRELIMINARII 1 DEPINUIUNI 17

Extremitatea arcului find in cadranul al doilea, co-
sinusul este negativ, §i and crete arcul, cre§te §i el
ln valoare absoluta; and arcul este ABC sau 7r, avem:

cos 9r= OC, sau

Extremitatea arcului find in cadranul al treilea, co-
sinusul este tot negativ ; lima and cre§te arcul, el des-
cre,te In valoare absoluta; a§A ca, daa arcul este
ABCD sau 37r, avem :

2

371;cos -=-0.
2

Extremitatea arcului find in cadranul al patrulea,
cosinusul este pozitiv §i and cre§te arcul, crwe §i
.el ; and arcul este 27r, avem:

cos 271;.----+1.

In rezurnat:
ln cadranul intiiiu, cosinusul este pozitiv, §i varieaza

dela + 1 pAnAla zero.
In cadranul al doilea, cosinusul este negativ, §i va-

rieazd dela zero panala 1.
In cadranul al treilea, cosinusul este negativ, §i va-

rieazA dela 1 pAnMa zero.
In cadranul al patrulea, cosinusul este pozitiv, §i

varieaza dela zero panäla + 1.
Toate valorile cosinusului sunt cuprinse, ca §i ale

sinusului, intre + 1 i 1. Orice valoare a cosinusului
mai mare deck + 1 sau mai mica deck 1 este ab-
surda, §i niciun arc real nu corespunde la o asenienea
valoare de cosinus.

18. Daa arcul, treand de punctul A, ar percurge
cercul de mai multe ori §i in acela sens, am vedeà
cä cosinusul, dupä fiecare trecere de un cerc intreg,
reià acelea§i valori cu aceleai semne, fn mod periolic.

Curs de Trigonometric.. 2

cos o 1.

                     



18 CURS DE TRIGONOMETRIE

Prinurmare, cosinusill este o functiune circular() pe-
riodic() perioada sa este 21r.

Acest principiu se exprimA prin formula:
cos (2k7r-I-x)=cosx,

k fiind un numar Intreg oarecare, pozitiv sau negativ.

Cotangenta.
19, Cotangenta unui arc este tangenta arcului seicr

complimentar. Astfel complimentul arcului dat AE
(fig. 7) este EB, a cArui tangentA este BI, considerAnd
punctul B ca originA; prinurmare:

BI = tg BE, sau BI = cot AE.
Cotangetele se socotesc pe tangeta KI, dusA la in-

i ceputul celui de al doilea cadran,
Origina este punctul B. Cotangen-
tele socotite la dreapta de acest

virNr punct, pe partea BI, sunt pozitive,
il iard cele socotite la stAnga, pe par-

tea BK, sunt negative. Astfel, se-
vede pe figura cA avem:

cot AE = BI si cot AF = BK,
si insemnAnd cu a §i b lungimile segmentelor BI si BK
vom a veA :

I I r

Fig. 7

cot AE a; cot AF = b
20. Arcul dat find zero, avem :

cot o = + oc,

cot o = tg 7C = oo.

Arcul crescAnd in primul cadran, cotangenta rAmAne
pozitiva i descreste neincetat pAnAla zero, adica

cAci

COt = 0.
2

Extremitatea arcului find in cadranul al doilea, co-
tangenta este negativA, i creste In valoare absolute).

B

;

+

lv

ri

                     



NOTIUNI PRELIMINARII I DEFINITIIINI 19

dela zero On Ala 00; aceastä valoare o are când ar-
cul este ABC sau 7r, adicA

cot n 00.

Când extrernitatea arcului trece in cadranul al trei-
lea, de ex. arcul ABG, cotangenta trece deodatá dela
valorile negative la cele pozitive; insA cAnd creste ar-
cul, ea descreste; asA c5, dacii arcul este ABCD sau
37r avem:

2

37r
cm. o.

2

Extrernitatea arcului find in cadranul al patrulea
cotangenta este iarAs negativá, i creste in valoare
absolutd dela zero in sus, VanAcând, arcul find 2 Tr,
avem:

Cot 2 7r = oo.

In rezumat:
In cadranul intdiu, cotangenta este pozitivd, §i va-

rieazA dela + co OnAla zero.
In cadranul al cloaca, cotangenta este negativd, §i

varieaza dela zero panala 00.
in cadranul al treilea, cotangenta este pozitivii,

varieaza dela + 00 pAnala zero.
In cadranul al patrulea, cotangenta este negativa,

§i varieazA dela zero panAla 00
Prinurmare cotangenta, ca tangenta, este suscep-

tibilA de a primi toate valorile posibile delaoc pAnA
la-1-00, si la orice valoare realft a cotangentei cores-
punde un arc real.

21. DacA arcul ar percurge de mai multe ori cercul
in acelas sens, am vedeil ca valorile cotangentei revin
cu aceleasi semne din dowl in douA cadrane in mo
periodic; asA dar cotangenta este o functiune circu-

=

si

--,
si

f
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lard periodica cu perioa4a Tr, principiu ce se poate
exprimA prin formula:

cot (k + x)--= cot x,
unde k este iar5s un num5r Intreg oarecare, pozitiv
sau negativ.

Cosecanta.
22. Cosecanta unui arc se numeste secanta arcului

sau complimentar. Aà secanta arcului BE (fig. 7), corn-
plimentar arcului dat AE, este 01, aceasta este dar co-
secanta arcului AE, si se noteaz5:

01 = cosec AE.
Dup5 figur5, vedern cd cosecanta se poate Inca defini:

distanfa dela centru pánala extremitatea cotangentei.
Origina cosecantelor este centrul 0.
Cosecanta, ca i secanta se masoara tot pe dreapta

care trece prin centrzd cercului extremitatea arcu-
lui, Am vazut acolo cum se fixeaza sensul pozitiv pe
aceastà dreapta.

23. CAnd arcul este zero, extremitatea cotangentei
find la infinit, avem :

cosec 0 = 00.

Insa cand arcul creste In primal cadran, cosecanta
descreste, r5mAnand neincetat pozitiva; i cAnd arcul

este AB sau
2

, avem :

cosec = OB, sau cosec = 1.
2 2

Extremitatea arcului intrAnd in cadranul al doilea,
cosecanta este tot pozitiv5, i creste neincetat, pAna
cAnd arcul ajunge a fi ABC sau Tr; atunci avem :

cosec v = 00.

§i

+
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Extremitatea arcului intrand in cadranul al treilea,
cosecanta trece deodata la valorile negative, si descreste
in valoare absolutei dela oo panala 1, cand arcul
creste dela 7r pana la

2
37r, având :

37rcosec 2 = 1.

Infine, extremitatea arcului find in cadranul al pa-
trulea, cosecanta find tot negativa, creste in valoare
absolute' dela i pAnala cc, având aceasta din urma
valoare and arcul este 2 7r, adica

cosec 2X Oc.

In rezumat :
in primul cadran, cosecanta este pozitivd,§i varieaza

dela -I- co pAnala -I- 1.
In al doilea cadran, cosecanta este pozitivd, §i va-

rieazd dela + t pAnala oo
In al treilea cadran, cosecanta este negative', §i va-

rieazd dela co panala 1.

In al patndea cadran, cosecanta este negative', §i
varieaza dela panala

Prinurmare cosecanta, ca si secanta, primeste toate
valorile posibile dela co panala + co, afara de cele
cuprinse intre 1 i 1. Orice valoare a cosecantei
cuprinsa intre i i t este absurda, si niciun arc
real nu corespunde la o asemenea valoare a cosecantei.

Presupunand ca arcul percurge de mai multe ori cer-
cul In acela§ sens, vedem ca cosecanta reià neincetat
aceleasi valori cu aceleasi semne, in mod periodic, la
fiecare interval de un cerc intreg. Prinurmare cosecanta
este o functiune circularei Periodicei, si perioada sift
este un cerc intreg, sau 2 Tr.

Acest principiu se exprima prin formula :
cosec (2 k Ir + cosec x,

i oo.

x)

2

+
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k find un nurnar Mtreg oarecare, pozitiv sau negativ.
Exercitii. In ipoteza R =1, care este lungimea arcelor de 450,

220 / 3e, 6o°, 135°, 18°, 90, 10?
2. In aceeas ipotezA, de ate grade sunt arcele, cari au respectiv

ca lunghni:

it
2

7C
5

4
7t 7C 7r

6

7C 27C

3
371.

) 5

8 3 5 5

3. Se considerA trei arce, cari au aceeas originA A si extremitAtile
respective in cadranele I, Il si III; sA se construiascA liniile lor tri-
gonornetrice.

4. Cari sunt valorile liniilor trigonometrice ale arcelor de o°, 900,
18o°, 270?

5. SA se arate geometriceste cA tang 450 1; aplicAnd teorema lui
Pitagora sA se gAseascA sec 450. Din considerarea a doul triunghiuri
asemenea sA se gAseascA sin 450 si cos 45°.

6. SA se arate geometriceste cA sec 6o0.--.2 ; aplicAnd teorema lui
Pitagora sA se gAseascA tang 600 ; din considerarea a douA triun-
ghiuri asemenea sA se gAseascA sin 6o0 si cos 600. SA se deducA va-
lorile lui sin 3o° si cos 30°.

Liniile trigonometrice ale arcelor egale ),si de
semne contrare.

25. Teoremii. Arcele egule si de senzne contrare au
liniile trigonometrice egale si
de senzne contrare, afarei de
cosinus si secantd, cari sunt
si de acelas senzn.

Fie arcele AE i AF, (fig. 8)
egale si de semne contrare (4).
Avem:Fig. 8.

sin AE = EG, sin AF = FG,
cos AE = OG, cos AF OG,
tg AE AH, tg AE = AI,

sec AE OH, sec AF = 01,
cot AE = BK, cot AF = 13L,

cosec AE = OK, cosec AF = OL,

'

=

=
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Triunghiurile OEG i OGF sunt egale, cAci OE=OF,
ca raze ; unghiurile EOG i GOF sunt egale, caci AE=AF ;
unghiurile EGO si OGF sunt egale, ca drepte ; prin
urmare :

EG = GF,
adic5, tinând seamA de cele spuse hi paragraful 7 In
privinta sensului sinusurilor :

sin AE = sin AF.
Cele doua" arce AE i AF au acelas cosin OG, deci

cos AE = cos AF.
Triunghiurile OHA i OAI stint egale, cáci OA este

comun la amândouà ; unghiurile HOA i A01 sunt egale
din date, si HA0=0A1 ca drepte; prinurmare :

AH=AI,
tinând searnii de cele spuse la paragraful io In

privinta sensului tangentelor :
tg A E tg AF.

Din aceleasi triunghiuri avem:

OH -= 01, sau sec AE = sec AF.
Semnele ambelor secante sunt aceleasi (13).
Triunghiurile dreptunghiuri OBK i OBL sunt egale,

cad OB este comun, i BOK=BOL, din cauzil ea BOK
=900KOA, BOL=go°LOC--go°KOA. Din ega-
litatea acestor triunghiuri rezultft :

BK BL.

Considerând Insd semnele (19), avern ;

cot AE = cot AF.

Din egalitatea acelorasi triunghiuri deducem :

OK = OL.

§i

=

adict,
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adicA (22)

cosec AE cosec AF
Aà dar, pe baza acestei teoreme, puteM pune rela-

tiunile:
sin x sin (-4, cot X = cot (X),
COS X = COS (X), sec x sec (x),
tg x = tg (x), cosec x =cosec (x).

Tinand searriA, cà liniile trigonornetrice sunt functiuni
periodice, putem scrie urrnätoirele sase relatiuni mai
generale :

sin (2 k x) sin (2 k' x)
cos (2 k x) = Cos (2 k'

tg ( k tg ( k' 7r x)
cot ( k x) cot ( k' x)
sec (2 k x) = sec (2 k' 2v x)

COSCC (2 k x) cosec (2 k' :re x).
Exercitin. Sa se demonstreze teorema, considerând arce mai mari

-de go° in valoare ab3olutd.

Liniile trigonornetrice ale arcelor suplimentare.

26. Teoremii. Dona arce suplinzentare au Thuile tri-
gonometrice egale si de semne contrare, alarii de si-
nus si cosecantii, cari sunt si de aceleasi senzne.

Fie arcele AE i EFC (fig. 9),
astfel cA AE EFC Tr.

.11%ilagry Ducând FE paralel cu AC,
avem:

I I II 0?I

EFC EF FC, AEF=AE+ EF,
si FC=AE; deci:

Fig. g.
EFC AEF.

Asà dar in locul arcelor date
AE i EFC, putem considerà arcele AE i AEF.

=

w
x)

z

=

=

a -4 =
TL

+ x)
a +

=

9
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Dupa figura avem :

sin AE = EG,
cos AE OG,

tg AE = AI,
sec AE = 01,
cot AE . BL,

cosec AE = OL,

sin AEF = FH,
cos AEF = OH,
tg AEF = AK,

sec AEF = OK,
cot AEF = BM,

cosec AEF = OM.
Triunghiurile dreptunghiuri OEG i OFH sunt egale,

cAci OE = OF ca raze, si unghiurile EOG i FOH sunt
egale, din cauzA ca EA = FC ; prinurmare :

EG FH, sau sin AE = sin AEF,

semnele ambelor sinusuri sunt aceleasi (7).
Din aceleasi triunghiuri avem :

OG OH,

si considerand sensul ambelor cosinusuri (16),

cos AE cos AEF.

Triunghiurile dreptunghiuri OAI si OAK sunt egale,.
caci OA este comun, i unghiurile IOA i AOK sunt
egale, pentruca AE = FC = AN ; asa dar :

AI = AK,

considerand sensul ambelor tangente (10),

tg AE = tg AEF.

Din egalitatea acelorasi triunghiuri rezulta:

01 = OK,

si din consideratia sensului ambelor secante (13),
sec AE = sec AEF.

=

=

=
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Triunghiurile OBL §i OBM sunt egale, cdci OB este
comun, §i unghiurile BOL §i BOM sunt egale pentrucd
BOL=90°E0A, §i BOM=go°FOC, iar E0A=FOC,
prinurmare:

BL = BM,

considerand sensul (19),

cot AE = cot AEF.

Din egalitatea ace1ora0 triunghiuri avem

OL = OM, sau cosec AE = cosec AEF.

Semnele sunt ace1ea0 la ambele cosecante (22).
Pe baza acestei teoreme putern dar pune relatiunile:

sin x = sin (ir x), cot x cot (gr
cos x = cos (nr x), sec x sec (rx),

tg x tg (7r x), cosec x = cosec (7r x).

In mod mai general, observAnd cd

2k7r+7rx=(2k+1)7rx
Vi ka+Trx= (k+1)7rx
NOM aveà formulele:

sin (2 k v + x) = sin [(2 k' + 1) 7r x]
cos (2 k + = cos [ (2 k' + t) x]
tg ( k x) = tg [ (k' + 1) x]

cot ( k + cot [ (k' + 1)
sec (2 k 76. + sec [ (2 k' + 1) x]

cosec (2 k + x) = cosec [(2 k' + 1) x]

Exerciliu. SA se demonstreze teorema considerAnd arcul AE mai
'mare deck 18o° dar mai mic de 3600.

x),-

x)
+

76.

yr

si

=

=

. a

= a]
=
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Linille trigonometrice ale arcelor cari clifera
intre ele cu un semicerc.

Teoremii. Arcele cari difera intre ele cu an se
micerc, au linille trigono-
metrice egale si de semne
contrare, afarii de tangentà
si cotangenta, cari au si
acelas semn.

Fie arcele AE §i ABCF
(fig. 'to), astfel cd AB CF AE

avern:

sin ABCF = FH,
cos ABCF = OH,

tg ABCF = AI,
sec ABCF = 01,
cot ABCF = BK,

cosec ABCP = OK.

Fig. i o.

sin AE = EG,
cos AE = OG,

tg AE = Al,
sec AE = 01,
cot AE = BK,

cosec AE = OK,
Triunghiurile dreptunghiuri OEG i OHF sunt egale

cáci OE=OF ca raze i unghiurile EOG §i HOF sunt
egale, ca opuse la vArf; prinurmare:

EG = FH,
§i luemd in consideratie semnele (7)

sin AE = sin ABCF.

Din egalitatea ace1or4 triunghiuri, avem :

OG= OH,

§i din cauza sensului ambelor cosinusuri (16),

cos AE = cos ABCF.
Tangenta arcului AE este AI, i a arcului ABCF tot

AI; prinurmare (10):

tg AE = tg ABCF.

27.

= ECF =-
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Cotangenta arcului AE, precum si a arcului ABCF,
este BK; asA dar (19) :

cot AE =cot ABCF.
Secanta arcului AE este 01, care trece prin extre-

mitatea E a arcului, secanta arcului ABCF este tot 01,
insá nu trece prin extremitatea F a lui; prinurmare (13):

sec AE = sec ABCF.
Asemenea OK este cosecanta si a lui AE, si a lui

ABCF ; 111sä fiindcA trece prin extremitatea primului
arc, iar prin a celui de al doilea nu, avem (22):

cosec AE = cosec ABCF.
Putem dar, pe baza acestei teoreme, sA scriern rela-

tiunile urmAtoare :

sin x = sin (7r x), cot x = cot (7r x),
cos x = cos (7r+ sec x sec (7r + x),
tg x = tg x), cosec x = cosec x).

In mod mai general avern relatiunile :
sin (2 kir sin [(2k' l)
cos (2 kir x) cos [(2k' -I- 1) ir x]

tg (kir x) = tg [ (k' 1) ir x
cot (kir x) = cot [ (k' 1) x]
sec (2 kir x) = sec [(2k' t)

cosec (2 kir x) = cosec [(2k' 1) 7C + .

Reducerea arcelor la prim& cadran.

28. Se Intâmpla de multe ori sä se ceará liniile tri-
gonometrice ale unui arc mai mare decAt Ufi cadran,
uneori cuprinzAnd mai multe cercuri. Cu ajutorul teo-
remelor precedente, putem ins'a totdeauna gasi un arc
mai mic deck un cadran, ale carui linii trig nometrice
sä aibà aceleasi valori absolute ca i liniile trigonome-
trice ale arcului dat.

(7r + (Ir

ir
+

ir
+ +
+

28

x),

4- x) =

+ +
+

z
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Fie, spre exemplu, a gási liniile trigonornetrice ale
arcului de 1953°. Avem:

1953° = 5 X 36o° 1530,

prinurmare .(9, 12, 15, 18, 21, 24):
sin 1953° = sin 153%
cos 1953° = cos 153°,

tg 1953° = tg .153%

cot 1953° = cot 153°,
sec 1953° = sec 153°,

cosec 1953° = cosec 153°;
§i fiindcA 153° = 18o° 27°, avern (26):

sin 1953° = sin 153° = sin 27°,
cos 19530= cos 153° = cos 27°,
tg 1953° = tg 153' = tg 27°,

cot 1953° = cot 153° cot 27°,
sec 1953° = sec 153° = sec 27°,

cosec 19530 = cosec i53°= cosec 27°.

Fieinc5 arcul de 2375°; avem:
23750= 6 X 36o° + 215°

§i 215° = 180° 35°;

prinurmare (27),
sin 2375° =
cos 2375° =

tg 2375°
cot 2375°
sec 2375° =

cosec 23750

sin
cos

215° sin 35°,
215° cos 35°,

tg 215° = tg 35°,
= cot 215° = cot 350,

sec 215° sec 35°,
cosec 215° = cosec 35°,

Fie infine arcul de 13880; avem :
1338" = 4 X 36o° 52°

a§à dar (25),

sin 1388°
cos 1388°

tg 1388°
cot 138S°
sec 1388°

cosec 1333°

= sin ( 52°) = sin 52",
= cos ( 52°) = cos 52°,

tg ( 52°) = tg 52°,
cot ( 52°) = cot 52°,
s ec ( 52°) = sec 520,

= cosec ( 52°) = cosec 520.

-I-

=

+
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Exercitil. 1. SA se reduCA la primul cadran arcele:

1495 :800 85600 235o°.

2. S. se demonstreze urmAtoarele relatiuni:

tg ( 900+ x) cotgx cot ( 90° + x)=. cot x
sec ( 90° + x) cosecx cosec ( 900 +x) sec x
sin (270" x) cosx cos (2700 x) sin x
sin (3600 x) sinx cos (360° x) = cos x.

Arcele cari corespund la o linie trigonome-
Erica data..

29. Când ni se dã un arc nu putem aveA deck o sin-
gura valoare pentru fiecare linie trigonometricil a sa.
Nu este Insã tot asA când ni se drt o linie trigonome-
tria, si se cere sä se g-Aseasa arcul corespunziltor ei. In
adevär, stim ca functiunile circulare sunt toate perio-
dice : prinurmare la o valoare a unei linii trigonome-
trice nu corespunde numai un arc, ci o infinitate de
arce, cari diferd intre dânsele cu eke un multiplu al
perioadei.

Sa se gaseasca, spre exemplu, arcul al arui sinus
are valoarea a; fie / un arc al cilrui sinus are aceasta
valoare. Insa, de oarece sinusul are perioada 2ir, nu
nurnai arcul I va avea sinusul a, ci i arcele 29r + I,
zrr + I, 67-c Prinurmare gasim pentru arcul
cAutat o infinitate de valori cari irnplinesc cererea. Ace-
las lucru se intAmpla i pentru toate celelalte linii tri-
gonometrice.

De ordinar insä, când se da o linie trigonometricA,
dintre toate arcele cari ii corespund nu se iau deck
cele cuprinse intre o° i 36o°, i cu modul acesta se re-
duce numärul arcelor cari raspund la cerere.

30. Exemplul I. Dcindu-se sinusul unui arc, sd se
gaseascd arca. Dacd sinusul dat a este pozitiv, pe

=

+
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raza OB (fig. it) luain OI = a, §i prin I ducem FE
paralel cu CA; arcul cautat este AE sau AF; caci
daca din E i F lasarn EL si FM per-
pendiculare pe AC,

EL = sin AE, si FM =-- sin AF ;
insa EL = FM = 01 = a ; prinurmare
AE i AF sunt inadevar arcele al
caror sinus este + a.

Daca sinusul dat a este negativ,
adica, daca avern a = a', unde a' este un nurnär po-
zitiv, luarn pe raza OD o lungime OK = a' §i ducând
prin K linia GH paralela cu AC, arcul cautat este ABG
sau ABCDH, caci MG = OK = sin ABG, i LH = OK
= sin ABCDH i deci sin ABG = sin ABCDH = a'.

31, Exemplul II. Ddndu-se cosecanta unui arc, set' se
gaseasca arcul. Daca cosecanta data a, este pozitiva, din
centrul 0 (fig. 12) cu o raza egala cu a, descriem un arc
care taie linia cotangentelor in punctele L i M; unind
LO si MO, arcul cautat este AE sau AF.

Daca cosecanta data a este negativa, prelungind pe
LO pana in G i pe MO pana in H, arcul cautat este
ABCG sau ABCDH.

32. R *). Se vede, ca daca sinusul sau cosecanta sunt po-
zitive, la acelas sinus sau aceeas cosecantd corespund
doua arce cu extremitatile in I si al II-lea cadran :

1 §i 1

iar &Lai stint negative, corespund doua arce cu extre-
mitatile in cadranele III si IV :

/ si 2 It (I 7r) = 3 7r

Tinand seama, ca sinusul §i cosecanta sunt functi-
uni periodice §i perioada este 2 7r, vorn aveà, cá toate

Fig. -IL

(") Paragrafele notate cu R sunt destinate numai pentru cursul
real.

/.

a
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arcele corespunzatoare unui sinus sau cosecanta date
sunt cuprinse in formulele:

x, = 2k7r+ I
X2 --= (2 k + 1) Ir I.

Din aceste formule se deduce :
xi 1= 2 k Ir
x2+I=(2k+1) it

adica: pentruca cloud arce sa aiba aceIas sinus san
aceeas cosecanta trebue si este de ajuns ca diferenta
kr sa fie egala cu un numar par de senzicercuri sau
ca sum(' lor sa fie egala cu un numar impar de se-
inicercuri.

Aplicatie. Sa se gaseasca arcul x care verifica e-
cualia:

Vom aveâ

deunde

sau

deunde

sin 3 x = sin (3o0 + x).

3 x (30°+x) = 2 k 1800

x= klSo° -I- 15°

3 x + (3o0 + x) = (2 k + 1) 1800

= (2k +1) ,., 15°x .
4 2

33. Exemplul III. Dan hz-se cosinusul unui arc, sa
se gaseasca arcul. Constructiunea este analoaga cu cea
data pentru sinus. Daca cosinusul a este positiv, luarn pe
raza OA (fig. 11), lungimea OL = a,§i ducând prin L pe
EH paralel cu BD, arcul cautat este AE sau A BCD H. Daca
cosinusul dat a este negativ adica, daca avem
unde a' este un nurnar pozitiv, luam pe OC lungimea
OM = a' §i prin M ducem FG paralel la BD ; arcul
cautat este ABF sau ABCG.

a',
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34. Exemplul 1V. Deindu-se secanta unui arc, sei se
gaseascii arcul. Daca secanta a este pozitiva, din cen-
trul 0 (fig. 12) cu o raza egala cu a, descriem un arc
care tae linia tangentelor in punctele I 1 K ; unind
10 si KO, arcul cautat este AE sau ABCDH; in ade-
var, secantele acestor doua arce sunt 01= + a si
OK = + a.

Daca secanta a era negativa, constructiunea era a-
ceeas; insa prelungind pa 10 pana in G i pe KO
'Ana in F, arcul cautat ar fi fost AF sau ABCG.

35. R. Se vede, ea daca cosinul sau secanta sunt pozitive,
la un acelas cosinus sau aceeas secants, corespund
cloud arce cu extremitätile In prirnul §i al IV cadran:

/ i 27r

iar daca sunt negative, corespund doua arce cu extre-
mitatile in al 11 si al 111 cadran :

/ i 21r /
Toate arcele corespunzAtoare unui cosin sau secante

date sunt cuprinse in formulele :
x = 2 k + I

2 = 2 k7c I
deunde:

1-- I = 2 k
x2 + = 2 k 7r

adica: pentruca doud arce sã aibd acelas eosin san
aceeas cosecantd trebue si e de ajuns ca sumer san
diferenta arcelor sti fie egala cu un nuindr par de
senzicercuri.

36. Exemplul T. Ddndu-se tangenta unniarc,sci se gel-
seascii arcul. Daca tangenta data a este pozitiva, pe
partea pozitiva Al (fig. 12) a liniei tangentelor, luam
AI a i prin I si 0 ducem dreapta IG ; arcul eau-
tat este AE sau ABCG, caci daca vom construl tan-

Curs de Trigonometric. 3
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gentele acestor doua arce, vom gasl ca ambele au drept
tangenta pe AI = a.

Daca a este negativ, adica
m H L daca avern a = a', unde a'

4.
If

este un numar pozitiv, luam
pe partea negativa AK a liniei
tangentelor distanta AK = a',

ducand dreapta KF prin cen-
, tru, arcul cautat este AF sau

Fig. 12. ABCDH, cdci amandouà aceste
arce au drept tangenta pe AK.

37. Exemplul Daniu-secotangenta unui arc sci se
geiseasai arcu1. Cotangenta a fiind pozitiv5, luam pe
partea pozitivá BL (fig. 12) a lin iei cotangentelor segmen-
tul BL =a §i ducand LG, arcul cautat este AE san
ABCG.Daca cotangenta data este negativ5, adica daca
avem a = a', unde a' este un numar pozitiv, luand pe
partea negativa BM = a', ducem MH ; atunci arcul
cAutat este AF sau ABCDH.

38. R. Tangenta sau cotangenta find sau pozitive sau
negative, la o aceeas tangenta sau cotangenta corespund
ate doua arce

I si -I- I.

Toate arcele corespunzatoare unei tangente sau co-
tangente date sunt cuprinse in formulele:

x, k i + I
x (k + .1) + 1

cari in fond fac una singura
x k 4 1

deunde
x I = kz

adica : pentruca douei arce sei aiba aceeas tan yenta sau
aceeas cotangenta trehue si este de ajuns ca diferenfa
/or sit fie egalci cii un nuinär intreg de semicercuri.

,r

si

a

=
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Exereitil. 1. SA se rezolve urmAtoarele ecuatiuni :

sin I o sin x t cos x =
tg x = o tg x = 1 sec x = 2

sin x cos x sin 5 x sin (3 x t o°)
tg x cot x cos 5 x = cos (3 x to")
tg 5 x tg (3 x 100) tg (2 11. x) = cot (it

cot a x cot (3 x t o°) cot x tg (3 7C - x)
sec 5 x sec (n x) cosec x sec (2 x

sin x = 1 4 sin 2x = t
2

2 sin 2.1" - sin x = 0
2 sin 2x 0 sin x = o

sin 2.1" sin x 0

2 sin 2x 3 sin x t 0

I. Pentru ultimele sase ecuatiuni se va tine seamA de exercitille
5 si 6 dela inceputul acestui capitol.

2. Se da sin (a + b)=+; cos (a b)=.+. SA se gAseascA a qi b.

Funcliuni circuPare directe sr inverse.

39 R. Am considerat expresiuni de forma :
sin x a, cos x= a, etc.

Mai general putem pune
y = sin x, y = cos x, etc.

unde la fiecare valoare a arcului x, corespund pentru
sinusul arcului, pentru cosinul lui etc. valori .y unice
pentru fiecare linie §i bine determinate. A§A dar y este
o functiune bine determinata de x.

Se obicinue§te sä se scrie §i expresiuni de forma
= arc sin y, x = arc cos y, etc.,

cari se citesc : x este arcul al carui sinus e y, sau x
este arcul al carui cosin e y, etc.

La o valoare data lui y corespunde o infinitate de

t

=
= 7)

=-
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valori pentru x; deci x nu este o functie bine deter-
minatá de y, adicd expresiunile

arc sin y, arc cos y, etc.
nu sunt complet determinate. Se obicinuevte ca pen-
tru expresiunile:

arc sin y, arc tg y, arc cot y, arc cosec y

sä se considere totdeauna valorile cuprinse intre

§i pentru expresiunile :
2

;rr

2

arc cos y vi arc sec v
numai valorile cuprinse intre o i r.

Cu aceasta restrictiune aceste vase expresiuni pot
fi considerate ca functiuni de y vi au primit numele
de fungiuni circulare inverse, pechnd liniile trigono-
metrice se numesc functiuni circulare directe.

                     



CAPITOLUL IL

FORMULE FUNDAMENTALE

Relatiuni intre linide trigonometrice ale
aceluias arc.

40. Fie arcul AC =a un arc mai mic de go° (fig. 13);
liniile sale trigonometrice sunt:

CD = sin a,
0 D = cos a,
AE = tg a,

BF = cot a,
OE= sec a,
OF = cosec a.

Triunghiul 0 CD fiind dreptun-
ghiu in D, d6:

sau
CD' + OD' = 0C2,

sin' a + cos' a=1, (i)
càci OC este raza. Prinurmare suma patratelor sinu-
sului si cosinusulut unui arc este egald cu unitatea.

Din (1) putem deduce inea
sin2 a= cos' a, sau sin a=4- \I cos2 a, (a)
cos2a= isin2a, sau cos a =-1- V sin' a (b)

0

:

I 1
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Triunghiurile OCD i OEA sunt asemenea, caci au un-
ghiul 0 comun, i pe celelalte egale ca corespondente,
prinurmare :

EA_OA tg a
CD

sauOD sin a cos a
Inmultind ambii membrii cu sin a,

sin atg a= cos a (2)

adica tangenta unui arc este egalei cu raportul sinu-
sului ceitre cosinusul acelui arc.

Din asemänarea acelorasi triunghiuri avem :
OE 0 A
OC OD

deunde:

sau sec a
=-_-

cos a

cos a sec a=1.
Din (3) putem Inca scoate, Impartind cu cos a:

sec a cos a
irnpartind cu sec a:

cos a= sec a

Din aceste cloud formule vedem cd cosinusul si se-
canta unui arc sunt inverse ulna alteia.

Triunghiurile 0 BF si OCD sunt asernenea, caci unghiu
rile din B i D sunt egale ca drepte, i cele din F i 0
ca alterne-interne, prinurmare :

BF OB cot asau0 D CD cos a sin a'
deunde, inmultind ambii membrii cu cos a,

cos acot a= sin a (4)

a

ei

(3)

§i

(c)

(d)

I
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adicA cotangenta tutu arc este egala cu raportuf co-
sinusului catre sinusul acelui arc.

Din asemAnarea acelora§i triunghiuri avem IncA :
0 F OB cosec a -1

sauOC CD -I sin a
deunde

sin a cosec a =1 (5)
Din (5) putem incA deduce, dacA impArtim cu cosec a:

1

cosecsin a = a' (e)

iar impartind cu sin a,
.1

cosec a=-- . .sin a (f)

Din aceste douA fo:-mule se vede cä sinusul si co-
secanta unui arc stint inverse una alteia.

Inmultind (2) §i (4) membru cu membru, avem :
sin a cos atg a cot a= -1,cos a sin a

din care putem scoate urmAtoarele douA formule :

tg a = 1

cot a' (g)

1

tg
cot a a. (h)

Prinurmare tangenta si cotangenta unui arc sunt
inverse una alteia.

Formulele (1), (2), (3), (4), (5), Impreuna cu cele
ce am derivat pAnAacum dintr'Insele, sunt de un uz
foarte des In trigonometrie, din care cauzd se si nu-
mesc formule trigonometrice fundamentale.

RAmAne sä ar5t5m, cA aceste relatiuni sunt adevd-
rate oricare ar fi arcul a. Am vAzut, cA orice arc se
poate reduce la primul cadran, adicA se poate gAs1 un
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arc cuprins intre o° si 90°, ale carui linii trigonornetrice,
abstractie fficAnd de semn, sft fie egale cu ale arcului
dat. Prinurmare, dacA avem in vedere numai valorile
absolute ale liniilor trigonometrice ale arcului dat, re-
latiunile stabilite sunt adevArate. Sa tinem insd seamA
si de semne.

Relatia (1) cuprinde sinusul si cosinusul ridicate la pa-
trat, deci este adevAratA in toate cazurile.

DacA arcul are extremitatea in cadranul al doilea san
al patrulea, tangenta lui este negativA, sinusul si co-
sinusul sunt de semne contrare: egalitatea (2) este ade-
vAratA si in acest caz. DacA arcul are extremitatea in
cadranul al treilea, tangenta lui este pozitivA, sinusul
si cosinusul amAndoud negative : egalitatea (3) este deci
2,aeneralA.

SA ne ocupAm de egalitatea (c). DacA arcul are ex-
trernitatea in cadranul al doilea sau al treilea, secanta
lui, ca si cosinusul, sunt negative : relatia (c) este ade-
vAratA si in acest caz. Ea este generaI5, cAci e adevA-
rata si in cazul cAnd arcul are extrernitatea in cadra-
nul al patrulea, cAci atunci secanta si cosinusul arcului
sunt pozitive.

Tot astfel se aratA cA si celelalte forrnule sunt generale.

sr2Exereitii. I. Din relatia (1) sa se afle a sin 45°=cos 45°= .
2

2. In relatiile (a) si (b), and vom la semnul + Inaintea radica-
lulii si cAnd semnul ?

3. Sä se inlocuiasa printr'un singur termen expresiunile:
1 cos' x, 1 sin' x,

4. SA se verifice egaliVitile:

t + tang" x

sec" a cosec" a = tg2 a + cot2 a + 2
sin 2 a tg a + COS 2 a Cot a + 2 sin a cos a = tg a - F .cot a.
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Formule corelativ3.

41. Sub acest nume se Inte lege o serie de formule
prin cari exprimenn o lime trigonometricci oarecare a u-
nui arc in functiune de o altd linie trigonometricii a
acelui arc. Aceste formule sunt In numAr de treizeci,
se deduc din formulele deja aflate:

sin2 a + cos2 a =1, (t)
sin atg a = cos a'

s2c cos a
cos acot a sin a'

cosec a sin a*

DacA una din liniile trigonometrice ale arcului este
cunoscuta, celelalte cinci vor puteà sA se afie rezolvând
cele cinci ecuatiuni de sus. Prinurmare problema se
poate deslega totdeauna.

Deindu-se sinusul unui arc, sei se gaseascd cele-
lalte hail trigonometrice ale arcului.

Valoarea cosinusului se scoate din (1); avem:
. cos a -=-P v 1 sin2a

Substituind aceastd valoare a cosinusului in (2), (3)
(4), vom aveà valoarea tangentei, secantei i cotan-
gentei In functiune de sinus:

sin a sec a--+
'

cot a+NI 1sin2a
N/1sin2 a sin a

(3)

(4)

(5)

tga+
sin2 a

§i dup. (5),
cosec a= sin a.

a=

1°.

,

1
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Exercitln. SA se recunoasca pe o figurA, cA la un sinus da t, C3-
respunde o singurA valoare pentru cosecantA si ate doug valori
egale si de semne contrare pentru celelalte linii trigonometrice.

2°. Dandu-se cosinusul, sä se afle celelalte linii tri-
gonometrice.

Din (1) avem:
sin a=+ v 1 cos° a,

expresiune a sinusului in functiune de cosinus. Sub-
stituind aceastà valoare in (2), (4), (5), vom aveà
expresiunea tangentei, cotangentei §i cosecantei in func-
tiune de cosinus:

+ \it cos' a,
cos a

dupd (3),

cot a =+
cos a

cos a =+
\I 1 cos2 a \I cos 2 a

sec a =cos a.

3. Ddndu-se tangenta, sd se age celelalte tri-
gonometrice.

Ecuatiunea (2) dit :
sin a cos a tg a, (A)

sau
sin= a= cos= a tg=.a.

Punem aceastä valoare in (t), i avem :

cos= a tg= a + cos= a= 1, sau cos' a (i tg= a) = 1,

deunde :

cos a=-1- -1

v tg= a

PunAnd aceastä valoare in (A), vorn avet valoarea
lui sin a:

tgsin a = a (B)
-1- \/I ±g2a

cos

1

5i

,

.5i

find

+
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Din (3) avem :

sec a = 1

cos a'
substituind in locul lui cos a valoarea sa,

sec a = + V 1+ tg2 a.
Ecuatiunea (5) da :

cosec a =

§i dupd (B)

.1

sin a'

cosec a = + \ I ± tg2 a
tg a

Infine ecuatiunea (h) (40), da:
1cot a .tg a

4°. Drindu-se cotangenta, sir" se afle celelalte linii
trigonoinetrice.

Din (4) avem :
cos a = sin a cot a, (C)

sau
cos' a = sin' a cot' a.

PunAnd aceastd valoare in (1 ), avern :
sin' a + sin' a cot" a = I, sau sin' a (1+ cot" a) = 1 ,

deunde :

sin a = + I

y -1 + cot" a

Aceastá valoare pusd In (C), da :
cot acos a= + ,aV 1 + cot2

§i fiindca : sec a = 1

cos a, avem :

(D)
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sec a = ,_l_

cot a
Din (5) avem :

1cosec a = .sin a'
§i punând in loc de sin a valoara dat5 prin (D)

cosec a = + V 1 + cot2 a
Infine ecuatiunea (g) (40), d5:

1tg a = cot a
5'. thindu-se secanta, .0 se gäseascd celelalte linii

trigonometrice.
Ecuatiunea (b) (40), (15 :

Icos a = .sec a

Punând aceastá valoare in (1), avem succesiv :
1sin2 a+ -= I,

sec2 a

sec' a sin' a A-- 1 = see' a,

sin2 a sec' a i
sec2 a '

sin a = + V sec2 a I
sec a

PunAnd aceste valori ale lui sin a *i cos a in (2), (4)
§i (5) §i fáctind reducerile, avern:

tg a=-i- N./see ai, cot a=A- I cosec a=-r, sec a
Nisec2 a- i' %/sec' a 1

6°, Ddndu-se cose:anta, sa se gdseascd celelalte li-
nii trigonometrice.

cot2 a
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Dupa (e) (40), avern

sin a = cosec d
Punând aceastä valoare in (1), (2), (3), (4), vom aveà

dupa niste calcule analoage cu cele dela cazul trecut:

cosec a2 1cos a V tg a9cosec a cosec2 a

cot a = \rc0sec2 a 1,
cosec asec a ='±

cosec2 a -1
Tabelul alaturat cuprinde toate aceste rezultate. In

prima coloand verticala la stânga, se aflA lnscris nu-
mele liniei trigonometrice ce trebue sd se exprime In
functiune de alta; i In prima coloanil orizontalä, este
numele liniei in functiune de care trebue sá se exprime
linia consideratA. La intAlnirea coloanelor respective
ale ambelor linii trigonometrice se aflà expresiunea
cilutatA.

±

=+
V 1

                     



ct

sin a cos a tg a cot a sec a cosec a

sin a sin a
tg a I+ Isec' a

-1-- \I a1 cos2 t + tg2 a
,

\I 1+ cot" a
+\,1

sec a cosec a

cos a cos a
i cot a+ 1 \I cosec2 ai1 sin a 1 ± tg" a \I i+ cot' a sec a cosec a

tg a
sin a+ tg a 1 1

+CI- cos' a
,

\I 1 sin' a cos a cot a + \1 sec' a I r-v cosec' ai

cot a
cos a 1 cot a

1+ +1\1 -- sin' a-+
sin a 1 cos" a tg a

,

V sec' a 1
\I cosec2 a-1

sec a
1+ 1 sec a

cosec a
\I cosec2 a-1

, 1 + cot" a
V 1 sin' a cos a 4 + tg2 a 1- cot a

cosec a 1 1 sec
sec'

a
a± cosec a1 \/ 1 + tg2 a

+ Coe asin a cos2 a --1- tg a yi 1

4

Ni

,
y

= =

+4
+ V

V

±

--k
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Exercitii. 1. Se da :

sin .r
2

Sa se calculeze celelalte linii trigonometrice.
Avem :

2. Se da

3cos x = + sm2x = + Nit 1 = +
4 2

sin x 2tg x = +__
cos x 3 V a+_V_

Cot x tg x

2
sec x = -r

cos x 3

ccsec x = . = 2.

3x =tg
4

sa se calculeze celelaite linii trigonometrice.
Avem :

sau

§i

sin x 3
cos x 4

sin2 x _
cos2 x 16

Aplicand o proprietate a proportidor, avem :

sin2 COO x 9 + 16
cos2 16

sin2 x cos' x 9 + 16
x 9

sau tinand seama de relatiunea (a)

a 25
cos' x 16

\
t

a

1= =_

= 1

=

sin x
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deunde

Apoi

3. Se dA :

1 25
sin= x

= --.
9

cosx=+
'

4 sinx+A
5 5

cot x =--

sec x =--
cos x

icosec x = .sin x

0sin x =
2

SA se calculeze celelalte linii trigonometrice.
4. Se da :

tg x = I.
SA se calculeze celelalte linii trigonometrice.

5. Se da :

3cot x=.
4

SA se calculeze celelalte linii trigonometrice.
6. Se da :

sin x =
4

SA se calculeze celelalte linii trigonometrice.
7. SA se rezolve ecuatiunile :

a) 2 sin= x 5 cos x 4 = o.

Avem succesiv:

deunde :

2 (1 COS2 X) 5 cos x 4 = o
2 COS' X + 5 cos x + 2 = 0

1 .
COs .7c = *1 COs --= 2.

1 4_
tg x 3 '

4 5

4
i_ 5

3

,

±
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A doua valoare nu poate fi admis, rämAne deci numai prima
careia ii corespund arcele :

xi = 1200 i r, = 2400,

sow in general:

x, = k. 36o° + 1200 i x2 k. 36o^ + 2400.

b) 2 sin2x =--- 3 cos x

c) cot x = 2 COS x

, 1d) sin2x 2 COS X -r = 0
4

e) tg x C01 = 2
sin x + cos x

2 sin2x 5 cos x 4 = 0

,h) si112x 2 COS X
4

1. V0111 c5utà sa avem o singurA linie trigonometria in fiecare
ecua tie.

Despre proiectiuni.

42. Se nume§te proiectiunea unui punct A (fig. 14) pe
o dreaptd XY, picio-
rul A' al perpendicu-
larei ldsate din punc-
tul A pe dreapta XY.
Aceastd dreapta se
chiamd axii de pro-
iectiune. Proiectiu-
nea unei linii oare-
care AB pe XY se Fig. 14.
nume§te portiunea
A'B' a lui XY, cuprinsä intre proiectiunile A' §i B' ale
extremitAtilor A §i B ale liniei AB.

Sa ne inchipuim un mobil care se mi,cd pe linia AB
Curs de Trigonometric

4

+ x

-r =

C' D'

t

o

A
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dela A spre B. DacA considerArn in fiecare moment
proiectiunea rnobilului aceluia pe axa XY, vedem cA,
pecand mobilul depe AB merge din A pAndin B,
proiectiunea lui depe XY merge din A' panAin B'.
Se cuvine a se considerà proiectiunea A'B' ca po-
zitivii, dacA mobilul care o descrie se mi§cá pe axa
XY inteun sens oarecare determinat, spre exemplu In
sensul sAgetii, §i ca negativei, in cazul contrar. Cu
modul acesta, dacA presupunem cA linia AB a fost strA-
bAtutd de mobilul sAu in sensul dela A spre B, pro-
iectiunea sa A'B' este pozitivA; dacA insA mobilul s'ar
fi mi§cat din B spre A, proiectiunea B'A' ar fi fost nega-
tivA, a§A ca A'B' = B'A'.

Proiectiunile pot fi dar considerate CA sunt cantinti
algebrice, susceptibile de a aveà semnul plus sau minus.

43. Teorema I. Proiectiunea pe o axii a unei linii
fornzate din mai multe allele este egalii cu suma al-
gebricii a proiectiunilor piirtilor saTe.

Fie, spre exemplu, linia ABCD (fig. 14), formatä din
liniile AB, BC §i CD. Este evident cä proiectiunea A'D'
a liniei totale se poate considerà ca formatA in modal
urrnãtor: proiectiunea A' a mers mai intAiu In sensul
pozitiv pAnA in B' descriind proiectiunea liniei AB ; pe
urrnã a revenit din B' in C', In sensul negativ, descriind
proiectiunea lui BC ; Infine a mers din C' In D', in sen-
sul pozitiv descriind proiectiunea lui CD. Prinurmare
putem scrie :

A'D' = A'B' B'C'+ C'D';

insa de vreme ce B'C' este In sine negativ, din cauza
modului curn a fost descris, ecuatiunea aceasta se poate
scrie §i a§à :

A'D'= A'B' + B'C'+ C'D',

in cari diferitii ternaeni sunt considerati ca sunt can-
titAti algebrice.
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44. Teorema II. Proiecfiunea pe o axd a unui contur
poligonzd inchis este zero.

Fie conturul poligonal inchis ABCDEF (fig. 15). Daca
consideram un mobil
care strilbate acest con-
tur, mergand din A in
B, din B in C
proiectia pe XY a a-
cestui mobil va merge
din A' in B', din B' in

cand mobilul X
va termina de strAba-
tut dreapta FA si va a-
junge in A, proiectia
sa va ajunge si ea in A', punctul ski de plecare prin
urmare distanta intr. punctul de plecare si punctul de
ajungere al proiectiunii este zero; ceace demonstreaza
teorema.

Corolar. Proiecfiunea pe o axci a unei drepte care
inchide vu contur poligonal este egald cv proiectiunea
acestui contir poligonal.

Dupa teorema II, avem (fig. 15) :

F' B'

Fig. 15.

D'

pr. AB + pr. BC + pr. CD + pr. DE-I-pr. EF+ pr. FA = 0,

deunde

pr. FA = pr. AB + pr. BC pr CD + pr. DE + pr. EF ;

insi deoarece pr. FA = pr. AF (42), aceastil ecuatie
se poate scrie :

pr. AF = pr. AB -1- pr. BC + pr. CD -1- pr. DE + pr. EF.

45. Toorema III. Proiecfiunea pe o axii a unei drepte
este egald cu prolusul lunginul acestei drepte prin

+

:
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co.anusul unghiuhd ce face ea cu axa de proiectiurze
si care se nume$te
unghiu de proiec-
tiune.

Fie AB (fig. 16)
dreapta data $i
XY axa de proiec-

Proiectiunea lui

Fig. 16
AB pe XY este
A"B"; insa dacA du-
cern dreapta AB'
paralelA cu XY,
avern

AB' =
ca parelele cuprinse Intre paralele ; a$A cA

AB' = pr. AB.
Din A, CU o razA AC egala cu 1, sa descriem un arc

$i din C sd lAsAm perpendiculara CD pe AB'; dupa
definitiunea (16), avem ;

AD = cos BAB' = cos a.
Din triunghiurile BAB' si CAD, avem

AB' AB
AD AC

sau :
pr. AB AB
cos a I '

deunde
pr. AB = AB cos a,

ceeace demonstreazA teorema.
46. Pentru a ardtà cd aceasta teorernd este cu tutul

generald, e necesar a se precith bine ce sA intelege prin
marimea unghiului de proiectiune.

titine.

:
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Am spus (42) cd lungimile masurate pe XY se con-
sidera ca pozitive sau negative, dupacum sunt soco-
tite in sensul sagetii, sau in sensul opus. Tot asemenea
daca dreapta AB este considerata ca descrisa de un
mobil care merge din A in B, sensul AB se chiama sen-

pozitiv pecand BA este sensul negativ. Astfel fiind,
se considerd ca unglziu de proiecriune, unghiul format
de partea po.thivii a lid XY cu partea pozitivii a liii A B.

Daca definirn astfel un- B;
ghiul de proiectiune, e
uqor de vazut ca formula
(i) este cu totul gene- 3

rala, adica con vine oricum B'
ar fi aezate dreptele AB XXY una in raport cu
alta.

In fig 17, repetind rationamentul de mai sus, voin
gäsi:

Fig. 17

AB' = AB cos BAB'.

11.10 dupà sensul cum sunt socotite marimile in figura,
proiectiunea AB'
este negativa, iar
ghiul de proiectiune
este a, care este su-
plimentar cu BAB'
deci

X cos a =-- cos BAB' (26).
Fig. i 8 Ecuatia precedenta

devine dar :
AB' = AB cos a

care este chiar ecuatia (1).
In fig. 18, unghiul a difera de BAB' cu i8o° aà ca

avem iar4:

B' A

cos BAB' = cos a

sill

Si

un-
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prinurmare i acl formula

X
Fig. 19

sul ungh:ului pozitiv, (25), si

B'

(1) este aplicabila intozmai.
Infine in fig. 19,

proiectiunea AB'
este pozitivA ; un-
ghiul a e negativ,
fiindca e socotit dela
dreapta AB' in jos ;

Y insa cosinusul sat'
este egal cu cosinu-

prinurmare:

30.

AB cos BAB'. AB cos a.
Formula (1) este dar cu totul generala.

Adunarea arcelor.

47. Sinus si cosinus. Ne propunem a gasi expresiu-
nea sinusului i cosinusului sumei a (Iota arce, cunos-
cAnd sinusul i consinusul arcelor simple.

Fie AB = a si BC = b (fig. 20) cele doua arce date.
Avem, dupa figura.

AC = a + b.

Ducem razele OB i OC, i perpendiculara CD pe OB.
Avem dupa definitiuni, (7, 16):

CD = sin b, OD = cos b.

Sa proiectam pe A'A conturul A
poligonul OCD: avem (44, corolar):

pr. OC. = pr. OD + pr. DC (a).
Insa (45)

pr. OC OC cos COA,
pr. OD = OD cos DOA,
pr. DC = DC cos (CD, OA).

Fig. 20

AB'

A

=
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Aci avem

OC ca razd (4); OD = cos b, DC = sin b,
COA = a + b, DOA = a.

Pentru a evaluà si unghiul (CD, OA), ducem raza OE
paraleld cu DC; atunci

(CD, OA) = ECM EOB + BOA + a.

Substituind succesiv toate aceste valori in (a) gdsim:

cos (a + b)=---- cos b cos a ± sin b cos (z. -I- a)
2

Insa

deci

cos ( + a) = sin ( a) = sin a (16, 25) ;
;'1"

2

cos (a ± b) = cos a cos b sin a sin b. (i)
43. Formula (0 este cu totul generala, de oarece a

fost stabilita cu ajutorul unei teoreme a cdrei genera-
litate a fost stabilita (43); prinurmara ea subsistd ori-
cari ar fi valorite unghiurilor a si b. De aceea putern
inlocul intrInsa pe b prin b, ceeace

cos (ab) = cos a cos (b) sin a sin (b),
sau (25) :

cos (a b) --= cos a cos b + sin a sin b.
Tot asemenea, In (0 i (2) putem Inlocul pe a

Tr a, ceeace
2

(2)
prin

cos b) cos(-7r a) cos b a) sin b,
2 2 2

COS
(Lfa b) ccs(: a) cos b + sin (-76 a)sin b,
2 2 2

sau:

= 1,

-=
2

da:

da:

(±a + =
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cos [ (a b)]. sin a cos b cos a sin b,
2

cos (a + b)]. sin a cos b + cos a sin b.
2

ori infine:
sin (a b) = sin a cos b cos a sin b,
sin (a b) = sin a cos b + cos a sin b.

(3)
(4)

Formulele (1), (2), (3), (4) dau sinusul si cosinusul
sumei sau diferentei a cloud arce In functie de sinusele

cosinusele arcelor simple. Ele sunt cu totul generale.
49. Formulele (1) si (4) ne dau sinusul i cosinusul

sumei a doua arce; insd este lesne a le generaliza
pentru mai multe arce.

Daca in (1) si (4) inlocuirn pe b prin c + d, acele
formule devin :

sin (a + c + d) = sin a cos (c + el) + sin (c + d) cos a,
cos (a + c + el) = cos a cos (c + d) sin a sin (c + d),

sau :

sin (a c + d) = sin a (cos c cos d sin c sin d)
+ cos a (sin c cos d + sin d cos c)

cos (a + c + d) = cos a (cos c cos d sin c sin el)
sin a (sin c cos d + sin d cos c),

deunde:
sin (a + c + d) = sin a cos c cos d + sin c cos a cos d

+ sin d cos a cos c sin a sin c sin d,
cc s (a + c + d) = cos a cos c cos dcos a sin c sin d

sin a sin c cos d sin a sin d cos c
Cu ajutorul acestora putem gasi sinusul i cosinu-

sul sumei a patru arce, i asA mai departe,
5o. Tangenta si cotangenta. Pentru a gas) tangenta

sumei a doua arce, vom recurge la formula (2) (40):

tg (a + b) = sin (a + b)
cos (a + b)'

+

si
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inlocuind pe sin (a + si cos (a + b) cu valorile lor
date prin (i) si (4):

sin a cos b + sin b cos atg (a + b) =
c-os a cos h sin a sin

impArtind arnbii termeni ai fractiunii cu cos a cos b,

sau

tg (a + /2)

sin a cos b sin h cos a
cos a cos b cos b cos a

sin a sin b
cos a cos b

tg (a + b)=tg a + tg h,tg a tg

Daca In aceastA formula' inlocuim pe h cu b, a-
vem (25):

(5)

tg (a --b) =tg a tg h
(6)+ tg a tg b-

Pentru a gäsI cotangeta sumei a douil arce, vorn
avea asemenea :

cot (a+b) cos (a+b) cos a cos b sin a sin h
-= sin (a+b) sm a cos b sin b cos -a

impiirtind ambii termeni cu sin a sin b,
cos a cos b

1

sau

sin a sin bcot (a + b) = sin a cos h sin b
a

cos a
sin a sin b r sin sin b

cot a cot hcot (a + b) = (7)cot b + cot d
llacA aci inlocuim pe b cu/, si schimbilm semnel

ambilor termeni ai fractiunii, avem
+ cot a cot bcot (a b) = (8)cot b cot d

b)

b-

=

+
§i

1
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51. Prin formulele (5) si (7) putem gásl tangenta
cotangenta unei sume de mai molt decAt douä arce.
Inadeviir, punand in aceste formule in loc de b pe

d, avem :
tg a+tg (c+d)tg (a c + d)=-- tg a tg (c+d)'

cot (a + c + = cot a cot (c d)
cot (c + th + cot a '

§i inlocuind pe tg (c+d)§i pe cot (c+d) cu valorile lor,

tg a + tg c + tg d
1 tg c tg dtg (a+c+ d)

d1tg a 1 tg c tg d
tg a + tg c + tg d tg a tg c tg d

tg a tg c tg a tg d tg c tg d'
cot c cot dicot a cot c + cot dcot (a+c+d) =

cot c cot di
,a + cot acot c + cot

cot a cot c cot d cot a cot c cot d
cot a cot c + cot a cot d + cot c cot di

Exerci(ii. SA se verifice identitAtile:

-I) sin (a b) sin (a - b) = sin' a - sin2 b
2) sin (a+ b) sin (a -b)-I- sin (h 4 c) sin (b - c)+ sin (c+ a) sin (c a)=-- o
3) cos (a+ b) sin (a - b)-1- cos (b+c) sin (b -c) + cos (c+a) sin (c a) = o

4) sin a sin (b c) + sin b sin (c a)+ sin c sin (a b)=.
5) cos a sin (b - c)+ cos b sin (c a) + cos c sin (a - b) o

6) sin (b + c a) + sin (a c b) + sin (a + b c)
-sin (a + b + c)= 4 sin a sin b sin c

I. In dezvoltarea lui sin (a-I- b+ c) se va inlocui succesiv a cu a ;
b cu -b; c cu-c.

7) Se (IA sin 300 = sin 450= 2)

2
sl se calculeze sin 75^.

2
8) SA se verifice identitatea :

+

+

o

,

+

tg c+tg

1

-

+ -
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tgia tg2b =
cos2a cos2b

9) cos a + COS (1200 a) + COS (1200 + = 0.
to) SA se verifice cA :

sin (a + b) sin (a b)

1. Fie

1arc sin + arc sin =
2 4 4

.
sina = arc deci sin a =

2 2

.1= .1 -7

b = arc sin b V 2,deci sin b 2

4 4

Relatia de dernonstrat devine

a+b=Th sau sin (a + b) = sin
4 4

sau

sin (a+b)=N .

2

t) SA se verifice in mod analog a :

1a) arc tg + arc tg y +arc tg arc tg
7 8 4

. 3b) arc sin ,= +arc sin `.1. =
3 3 2

3 37rc) arc cot +arc cot =
7 4 4

Th.d) arc tg +arc tg + arc tg
2 a 0 4

p
c') arc sin \I

x
x arc tg+ a N a

x cos a arc tg
x sin a

f) arc tg x sin a cos a

Inmultirea arcelor.

52. Consideram formulele :
sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a, 1
cos (a 4- b) = cos a cos b sin a sin b. .1

59

(A)

a)

Y

1 i i 7r
-4- .,----

3

71

t

1

x

;

a
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Facand a = b , ele devin :
sin 2 a = 2 sin a cos a, (1)
COS 2 a = cos2 a sin2 a. (2)

Aceste formule ne dau sinusul §i cosinusul arcului
SIndoit 2a, In functiune de sinusul §i cosinusul arcului
simplu a.

Daca In (1) §i (2) Inlocuim pe rand pe sin a §i pe
cos a cu valorile lor date prin relatiunile (a) si (b)
dela § go, avem alte formule, destul de des Intrebu-
intate :

sin 2a=-1-2 sin aV 1 sin2a=±2 cos a1---cos2a,
cos 2a=cos2a(1cos2a)=2c0s2a .1,
cos 2a-----1sin2asin2a=1-2sin2a. 1

53 R. Din formulele (1) §i (2) se vede ca pentru sin 2 a
gasim doua valori egale §i de semne contrare, pecand
pentru cos 2 a gAsim o singurd valoare. DacA atAt sin a
sau cos a cat §i arcul a sunt date, vom §ti precis daca
sin 2 a este pozitiv sau negativ i deci vom §t1 ce semn
sa luarn Inaintea formulei care ni-I d.

SA vedem dece pentru sin 2 a corespund doua va-
egale §i de semne contrare, pecand pentru cos 9 a

corespunde o singura valoare.
SA presupunem de ex. cA cunoatem

sin a --=

(f)
(2')

fara a cunoa§te arcul a. tini cA arcul este dat de for-

= 2 k -I-- 1, a2 (2 k 1)

uncle 1 este un arc determinat, care are sinus pe
Prinurmare sin 2 a este dat de formulele:

sin 2a= sin (4k7r-F20=sin2/
sin 2a=sin{(4k+ 2)7r-211 sin(-2/)=--sin2/,

gAsirn deci pentru sin 2 a valoarea dubla + sin 2 I.

lori

mulele:
+ 1,

1

:

III,

tn.

                     



FORMULE FUNDAMENTALE

Cos 2 a e dat de forrnulele :
COS 2 a = cos(4k7v+21)= COS 2 1
COS 2 a = COS [(zik + 2) 7C 2 11 = COS 2 1,

Pentru cos 2 a gAsim deci o singura valoare cos 2 I.
54. Dacä in formulele :

tg (a+b) tga+ tgb cot(a+b) = cot a cotb-1 (3)tga tgD Cot a+cotb '

facem asemenea a = h, avem:

2 ta a cot2a 1tg 2 a COt 2 a = (3)1 tg2a' 2 COt a

55. In formula (A) inlocuind pe b CU 2 a, avem :

sin 3 a = sin a cos 2 a + sin 2 a cos a,
cos 3 a = cos a COS 2 a sin a sin 2 a,

substituind in locul lui sin 2 a §i COS 2 a valorile lor
date prin §i (2),

sin 3 a sin a (c os2 a sine a) + 2 sin a cos a cos a
= 3 sin a cos2 a sine a,

cos 3 a = cos a (cos2 a sin2 a) 2 sin a sin a cos a
= cose a 3 cos a sire a.

Punând In prima relatiune 1 sin2 a in loc de cos2 a,
§i In a doua i cos3 a in loc de s1n2 a, si reducând,

sin 3 a= 3 sin a 4 sine a,
cos 3 a = 4cos3a 3 cos a.

Facând §i in formulele (B) pe b = 2 a, vom avell
asemenea :

2 tg atgatg a + tg 2a 1 to-2 a 3 tg a tg3 atg 3 a r=1te, a to. 2 a 2 tg2
= 3 tg2a 'tga

tg2a

6 t

(1)

1to.
I

11

=

a
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cot2acot a 1
1

cot3acotacot2a--t 2 cot a cot3a -3cota=
cot ad-cot 2a , C0t2 a 1 3 cot= a 1 '

cot a 1--
2 COt a

56. Putem gás1 formule generale cari sd ne dea sinusul
si cosinusul rnultiplului unui arc prin orice numár, intreg

pozitiv. Pentru aceasta considerdin relatiunile cu-
noscute :

sin (a b) = sin a cosb ± sin b cos a,
sin (a b) = sin a cos b sin b cos a.
cos (a b) = cos a cos b sin a sin b.
cos (a b) = cos a cos b + sin a sin b.

Adunand respectiv aceste relatiuni, avem :
sin (a + b) 4- sin (a b) = 2 sin a cos b,
cos (a b) + cos (a b) = 2 COS a cos b.

Punem a = m b; atimci a b = (in + 1)11,
a b= (in b, si ecuati unite devin :

sin (m b = 2 sin nib cos b sin (nz 1) 11,1
cos (In + 1) b = 2cos nzb cos b cos (In 1) b. (4>

Aceste formule, numite formulele lui Thoma Simp-
son, ne dau mijlocul de a calculà sinusul i cosinusul
multiplului unui arc prin un numAr Intreg i pozitiv
in + 1, and se cunosc sinusele i cosinusele multiplilor
acelui arc prin numerele m nz 1.

Exemplu. Fie b =8° 13' 32", m = 5; dupa (4) avem :
sin [(5 i)X8° 13'321 = 2 sin [5 X 8°13'321 cos 8° 13'32"

sin [(5 1) X 8° 13'321,
C0.3 [(5 )X 8° 13'321 = 2 cos [5 X 8°13'321 cos 80 13'32'

cos [(5 1) X 8°13'323
si efectuand Inmultirile,
sin 49° 2112" = 2 Sin 41° 7'40" COS 8° 13'32" sin 32° 54'8",.
cos 49' 21'12" = 2 COS 410 7'40" COS 80 13'32" COS 320 54"8".-

§i

1)

1)

§i

+

+

+
+

I
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3
Exercitii. 1. Se da sin x:= sA se calculeze liniile trigonometrice

4
ale arcelor 2x si 3x.

3
2. Se cla tg x =

4, sA se calculeze liniile trigonornetrice ale arcelor

2 x si 4 x.
3. Se clit sin x sä se calculeze liniile trigonometrice ale

arculai 2 X.

4. SA se verifice identitatile:

a) tg (45^ a) tg (45° a)=- 2 tg za
cos a+ sin a

b) cos a sin a tg 2 a + sec 2a
c) sin 3a cosec a cos 3a sec a ,---- 2

d) 2 5in2 a sin' b + 2 cos.' a cos' b = 1+ cos 2 a cos 2 b
e) tg a +tg (GO + a) + tg (12o° + a) = 3 tg 3a.

5. Se clA tg x = 3, sA se calculeze sin 4x.

Diviziunea arcelor.

57 R. Adunand relatiunile (40, 50),

i= sin= a + cos,
2 2

sin a 2 sin a cos a
2 2

obtinem relatiunea :

deunde

a a± sin a = sin, a + cos' a +2 sin cos
2 2 2 2

( sin -(7 + COS 12,
2 2

asin -a -I- cos = v + sin a
2 2 (1)

Daca, din contra, scadem una din alta relatiunile de
sus, avem

=

I

-I-

-

                     



64 CURS DE TRIGONOMETRIE

1 sin a =---- sin2 a ± cos2 a--2 sin a cos a
2 2 2 2

= ( sin a cos a )
2 2

deunde

sin a cos a = + V 1 sin a (2)
2 2

Adunand relatiunile (t) §i (2) §i impartind cu 2 avem :
_

a _r_V 1+ sin a +V 1 sin a
2 2 2 (3)

Scazand relatiunile (t) §i (2) una din alta i impar-
tind cu 2, avern :

a , V id-sin a__ \lisin a
COS ---= 1- +2 2 2 (4)

Formulele (3) §i (4) ne dau sinusul si cosinusul arcului
pe jurniitate in functiune de sinusul arcului intreg.

In formulele (3) §i (4) semnele superioare sau infe-

rioare se corespund, adica, dacd pentru sin a luam In-
2

naintea primului radical semnul superior + §i innain-
tea celui d'al doilea semnul inferior , va trebul sl
luam pentru cos a tot semnul superior + innaintea pri-

2
mului radical .i tot semnul inferior 4- innaintea celui
d'al doilea.

Se vede astfel,

corespund ate

ale lui sin a sunt
2

acd atat pentru sin a Cat i pentru cos
2 2

patru valori si cd cele patru valori

egale cu cele patru valori ale lui cos
2

sin T ,
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Exercitln. SI se explice dece cele patru valori ale lui sin a sunt
2

aegale cu cele patru valori ale lui cos .
2

58. Consideram relatiunile (52)

cos a 2 sin2a
2

cos a ---- 2 COS2a 1.
2

Rezolvandu-le in raport cu sin -a §i cu cos -a avem:
2 2

a=_+ jicosa (5)
2 V 2

a Iid-cosa ,(6)
COS =---1-

2 2

Impartind (5) prin (6) membru cu membru, obtinem

sin a tft -cosa
2 2

a 11-1-cosacos
2 \ 2

sau, fiincicd In membrul al doilea se Impart numai can-
titatile de sub radical,

(7)
2 1 +cosa

Formulele (5), (6) si (7) ne dau sinusul, cosinusul
,si tangenta arcului pe jumatate In functiune de co-
sinusul arodui intreg.

Obseryare. Daca presupunem ca a < i8o°, atunci

-a < go°, i prinurmare sin -a cos -a §i tg -a sunt pozitive ;

deci, in ipoteza cá a < 1800, nu vom luã cleat semnul
Curs de Trigonometric. 6

sin

/I

a licosa
k=

+

tg
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+ al radicalului din membrul al doilea al relatiunilor
(5), (6) si (7) i atunci aceste relatiuni se scriu:

a acos=
2

iicos 11-I-cosa a 1cosasin ,
2 2 2 2 1-1-cosa

59. Daca In relatiunea

tg a
2 tga

2

tg2 t21

ne scapam de numitor, avem:

au:

atgatga tg2 a2= 2tg-2,

tg a tg2 +
2

2 tg
a
2

tg a o,

deunde, divisAnd peste tot cu tg a,

a 2 a
tg 2 + tga tg 2-1=0, (8)

ecuatiune de gradul al doilea In raport cu tg a2 care ne

da valoarea Ini tg a in functiune de tg a:
2

sau

11-1-tg2 aa I A_ \I 1 +1 + 2tgtga atg--2 tg a tg2a

tg 1 + 171 tg2 a
2 tg a

In acela§ mod, din

a

,

=

4-

                     



FORMULE FUNDAMENTALE 67

tragem :

deunde

cot a

a----1cot2
2

2 cot
2

2 COt a cota = Cot 2a 1,
2 2

cOt2 -e-1 2 COt a cota = 0,
2

ecuatiune din care scoatem :
acot cot a-I-- I Cot 2 a+1.
2

(9)

Aceastä relatiune ne dá valoarea cotangentei ar-
cului pe jumlitate Iii functiune de valoarea cotangen-
tei arcului tntreg.

Din ecuatiunile (8) §i (9) se vede, cä produsul rAdä-

cinilor find 1, cele douä valori gAsite pentru tg a sau
2

acot sunt de semne contrare. Cunoscând deci tg a §1
2

arcul a §tim dacá tga este pozitivä sau negativá §i §tim
2

deci care din cele douà valori trebue luatã.

Acela§ lucru §i pentru cot a.
2

Exercitii. 1. Se da sin 450= sa se calculeze liniile trigonome-

trice ale arcului de 2201/2.
12. S e da sin 300 sA se calculeze liniile trigonometrice ale ar-
2

celor de 150 §i 701/2.
.

sm
a a--3. Se dA cos x sA se calculeze i§ cos arcul a find cu-

9 2 2

prins Intre 270" §i 3600.

=

V:,
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4. Se (IA tg x 24; sA se gäseascl sin x si cos x .
2 2

V-5-15. Se cla cos 4 x ; sA se calculeze cos 2 x si cos x.
4

identitOle:6. SI se verifice

a) (cos a + cos b) 2 + (sin a + sin b) 2 = 4 COO
a b

2

b) (cos a + cos b)' + (sin a sin b) 2 -= 4 sin2 a-2b

sin a
c) sin (21

2
)d-) cos (

4 2
a

4 Nil cos a

Formule calculabile prin logaritmi.

60. Pentru inlesnirea calculelor, este bine totdeauna
pe cat se poate, a inlocul sumele si diferintele ce figu-
reaza in expresiunile algebrice i trigonornetrice, prin
produse i caturi pentruca aceste din urtná, dupactun
§tim, se pot calcula prin fogaritmi, pecand cele din-
taiu nu.

Am gash deja (58), (5) si (6) :

+ cos a = 2 COO 1 - COS a = 2 sin2 a.
2 2

Insa putem gasl i alte expresiuni foarte insemnate
calculabile prin logaritmi.

Consideram relatiunile :
sin (a + b)=--- sin a cos b+ sin b cos a,

sin (a b) = sin a cos b -- sin b cos a.
Adunand mai intaiu aceste doua egalitati, i apoi scA-

zAndu-le membru cu membru, obtinem relatiunile ur-
matoare:

sin (a + b)+ sin (a b) 2 sin a cos b
sin (a b) sin (a b). 2 sin b cos a.f

Punem :

(A)

a+ b= p, a b=q (a)

;

)

t "2,

+
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Aceste doud ecuatiuni, mai intAiu adunate §i apoi scd-
zute, §i pe urmä Impartite cu 2, dau :

P+el b=P-2.q (b)
2

Valorile date de (a) §i (b) le substituim in (A), cari
devin atunci :

-FPsin p + sin q = 2 sin cos P-9 (1)
2 2

-FPsin p sin q = 2 sin Pq cos (2)
2 2

Ecuatiunea (t) exprimä c:1 suma sinusurilor a doua
arce este egala cu de cloud ori sinusul semisumei ar-
celor inmultit prin cosinusul ,semidiferentei lor.

Ecuatiunea (2) aratá cd diferenta sinusurilor a cloud
arce este egala cu de cloud ori sinusul semidiferentei
arcelor tnm!dfit prin cosinusul semisumei for.

61. Relatiunile
cos (a + b) = cos a cos b sin a sin b,
cos (a b) = cos a cos b + sin a sin b,

mai intliu adunate §i apoi scdzute una din alta, dau
cos (a + b) + cos (a b) = 2 cos a cos b,
cos (a b) cos (a + b) = 2 sin a sin b,

§i facând i aci substituirile indicate de ecuatiunile
(a) §i (b),

-
cosp + cos q

h
2 COS r- COS (3)2 2

cos q cosp= 2 sin P-I-q sin p q
(4)2 2

Ecuatiunea (3) exprimä cd suma cosinusurilor a doua
arce este egala cu de cloud ori cosinusul semisumei
arcelor inmultit prin cosinusul semidiferentei Mr.

Ecuatiunea (4) arata cl diferenta cosinusurilor a cloud

'

2

q 2q ,
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arce este egald cu de cloud ori sinusul semisumii ar-
celor lnmultit prin sinusul semidiferenfei lor.

62. Divizand una cu alta relatiunile (0, (2), (3) §i
(4) doua ate douä, obtinem o serie de alte formule
calculabile prin logaritmi:

2 sin osP-Fq Pqc
sin p --I- sin q 2 2 P-I-q p_ci

- t a Cotsin psin q 2 sinPq cosP±q b 2 2

2 2
l +91

tg
,. /1+9 1 2

-- Lg /\
tg' 2/ "el

tg
2

2
sin p -4-- sin q 2 2 p-t-q
COSP + COS q 2 '

2 COS COS
2 2

sin," + sin q .2 sin p 21-q cos/ 1 2q h - eif
----- cot'cos q cOSP

2 sinP+-11 sin -P------(1.
2

2 2

2 SUR COSsin p sin q 2 2 pq
2

--= tgpqcosp -1- cos q p-1-q
9 COS COS

2 2pq
2

+qp
sin cossin p sin q 2 2 =cotP+q

COS q COSP 2 sin P+q sin Pq 2
2 2

P+q Pq2 COS COS
COSP + COS q 2 2 cot P+9 cot P-9.
cos qcosp

2 sin p-I-qsi pq 2 2

2 2

63. Iaca o formula insemnata, care se intrebuinteaza
uneori in calcule.

cos--SIII

P1-q Pq

2 2

= tg
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Inmultim una cu alta egalitätile
sin (a b) = sin a cos b + sin b cos a,
sin (a b) = sin a cos b sin b cos a,

obtinem :

sin (a + b) sin (a b) = sin2 a cos, b sin2 b cos2 a.

Inlocuind in aceastä egalitate mai intAiu pe cos2 a si
cos2b cu i 5i112 a si i sin2b, i apoi pe sin2 a §i
sin2 b cu i cos2 a si i cos2 b, dobAndim relatiile :
sin (a+b) sin (a b)=sin2 a(1sin2 b) sin2b(1sin2 a)
sin(a+b) sin (ab).(1cos2a)cos2 b(1 cos2b)cos2a,

Efectuand inmultirile din membrul al doilea §i fa-
cftrid toate reducerile, ajungem la relatiile:

sin (a + b) sin (a b) sin 2 a sin 2 b,
sin (a + b) sin (a b) = cos2 b cos2 a.

64. Putem face calculabile prin logaritmi §i suma sau
diferenta a douä tangente. Inadevär :

t gad-tgb=sina
+sinb

sinacosb+sinb cosa sin(a+b)
cosa cosb= cosa cosb cosa cosb

sin a sinb sinacosbsinbcosa sin (a b)tgatgb=cosa cosb= cosa cosb cosa cosb

In acela§ mod avem

cosa cosb cosasinb-l-cosb sina sin (a+ b)cota+coto= .sina + . sina sinb sina sinb

cota-cotb=cosa cosb cosa sinbcosb sina sin (b a)
sina sinb sina sinb sina sinb

65. Sä facem calculabile prin logaritmi suma sau di-
ferenta a cloud secante ; avem :

sec a + sec b = cosi a+ cols cosa cosb
cosa cosb

=

cosa

+

§i
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a b
2 COS COS

2 2

cosa cosb

seca secb cosb cosa
cos a cos b cosa cosb

a b . a bsin
2 2

cosa cosb
semenea :

sin b sin acoseca cosecb = sina sinb sina sinb

2 sin a+b ab
COS

2 2

sina sinb
1

.
1 sinb

slob
sina
sinbcosec a cosecb = sina sina

.sin ba a+b
2 COS

2 2
sina sinb

66. Pentru a face calculabild prin logaritmi expre-

siunea sina+cosb, observAm cá cosb = sin (--Ir b)
2

atunci :

sin a + cosb = sina + sin (7-6: b)
2

a + b D a
2 2= 2 sin COS

2 2

sau
a + b).sin a + coslb = 2 sin (76 + a b)

cos
4 2 4 2 )

Asemenea

a+b

1 1

+

§i

(a

+
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sinacosb= sina sin
2

Tr a
b a b + a

.sin
2 2= 2 cos

-) 2

a b)
sin acos b=2 sin ( ir ---a + b)

cos +
4 2 4 2 j.

67. Foarte adesea este necesar a se transformA ex-
presiunile .1 sin a §i 1 + sin a. Pentru aceasta :

1 sina =1 cosr-- a). 2 SIII2Cr- -a
, 2 4 2),

7r
2 C052(-

a-),1 + sin a =-1 +cos(-- a )=
2 4 2

având in vedere formulele aflate (5) si (6) (58).
DivizAnd una cu alta relatiunile aflate si extragAnd

räd5cina patrata, gásim:

irtg , ,(-- a=J iisin a
_ N

4 2
) i-l-sina

68. Expresiunea

sin (-7r a)
1+ tga=l+

d-sin asina cos a + sin a 2

cosa cos a cos a

2 sin 7rcos Cr-- a).
4 4

Asemenea:

1 tg a = 1

cos a

sin a cos a sin a=
cos a cos a

(i-
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Trcos a cos ---a)
2

cos a

2 si lcn sin (Iv a)
4 4

cos a
§i fiindcl

sin Cr a)--= cosr-- a)lh, cos
4 . 2 4

avem:

1 tg a=
2 sin mcos + a)

4 4
cos a

69. Uneori este necesar a transformA expresiunea
sin ad-sinb+ sin c, In care a+ b + C=ir.

Avem mai 4ntaiu : (50)

sin b+ sin c = 2 sinb+ ccos b c (a)
2 2

Insá din relatiunea a + b+ c = 7c, deducem
a = (b + c), i prinurmare (26, 54)

sin a = sin (b + c) = 2 sin b + c
cos b c

2 2

AdAogand aceastã ecuatiune la (a),

sina+sinb+sinc=2sin b+c b+ccos + 2 b+ccos bc
2 2 2 2

+c bcl.= 2 sin b c ( cos b +COS
2 2 2 )

Insá (61)
b+c +cosbc= 2 cos bcos c;

COS
2 2 2 2

a§A dar

(76

(7c

sin

;

(i +

-h

OS
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sin a + sin b + sin c = 4 sin b c cos b cos c
.

2 2 2

Pe Iiingri acestea, din a ± b + c = v avem :
b + c ir a

2 2 2'

§i prinurmare .
n

2 2

b c = cos a deci relatiunea din

urrnA devine :

sin a ± sin b + sin c = 4 cos a cos b cos (b)
2 2 2

70. Fie Inca de transformat expresiunea sina+sinbsinc
in care a+ b+ c=re. Vom avea, ca §i mai sus :

b c b + csinbsinc==2sin cos
2 2

b b + csin a = sin (b + c) = 2 sin cos
2 2

adunând,
b + c ( b + c b c)sina + sin b sin c = 2 COS

2 2 2 J
b + c . b

= 4 cos sin cos c
2 2 2

sau
a .sin bsin a + sin b sin c= 4 sin cos. (c)
2 2 2

71. SA facem calculabilä prin logaritmi expresiunea

cota + cot b + cot in care a + b + c = 7r. Avem (64):
2 2 2

sin b c

cotb + cot c = 2
2 2 .sin b .sin-c'

2 2
b + c a§i fiindca

2 2 2'

c

,

sin
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a
COSb , 2

2 2 .sin b .-sin c
2 2

Insä
acosa 2COt -=

2 sin a'
2

adunând,
a acos cosb , 2

1-
, 2

COt
a + cot --t- cot

c
=-

2 2 2 b csin a sin sin
2 2 2

=
cos a( sin a + sin b sin c)

2 2 2 2

a b csin sin sin
2 2 2

Insl, dupa conditiunea pusa, avem:
a b c

si
+ c b cn = cos b = cos cos sin sin --'2 2 2 2 2 2

atunci
a ,+ b c,

cot cot -1- cot
2 2 2

a cb . b . c
cos cos cos sin sin + sin b sin

2 2 2 2 2 2 2
=.. a .sin b .sin c

sin
2 2 2

a b c
cos cos cos

2 2 2=

sau Infine,

a .sin b .sin c 'sin
2 2 2

Cot cot
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cota + cotb + cotc = cota cotbcotc .
2 2 2 2 2 2

0 demonstratiune identica ne va da, pentru
ad-b+c=2; cä

tg atgb+tgc=tga tg b tg c.
Exereitii. SA se facA calculabile

1. sin 27°+sin 35°
2. sin 14°20'4- cos 15°15'
3. t +sin 38° 40'
4. tg 27° 40'+tg 35" 20'
5. t+tg 42° 8'
6. cot 42° Wtg 42° 8'
7. sec a 4 cosec b

prin logaritmi expresitmile
8. t+sin a+cos a
9. 1+cos a+c0s2 a

sin' a sin' b
10. (cos a+ cosb)'

sin a+cos b
11.sin a cos b

Metode generale pentru a face expresiunile
calculabile prin logaritmi.

72. Panaacum nu am urmat nicio regula fixa in o-
peratiunile ce am facut pentru a transforma expresiu-
nile, ci am autat numai a profità de forma lor parti-
culara pentru a simplifica, peat se poate, calculele.
Sunt insA §i metode generale pentru a face aceasta
transformare.

Fie binomul A B, in care cantitatile A §i B au orice
fel de valori VOITI vol, insa pozitive. Punand pe A ca
factor comun, vom avea

Punem

A + B = A ( + 13)
A

X tg2 99'

99 find un unghiu ajutator oarecare ; §i putem totdeauna
gasi un unghiu 99 care sä satisfaca ecuatiunea (b), caci
§tim cA tangenta unui arc poate sä aibl toate valorile
posibile. Substituind aceasta valoare in (a)

+

(a)

(b)
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A
A + B = A (i + tg2 T)=---7 A see T= cos2v

Unghiul 9) find determinat prin relatiunea (b), expre-
A

,siunea
cos297

calculabilã prin logaritmi, va fi §i ea deter-

minatä.
73. LuAm binomul A B, In care A §i B sunt pozi-

tive insA A>B. Punând iará§ pe A ca factor comun,

AB = A ( 1 -A-B). (c)

BFiindcA A> B, -A- <1; prinurmare putem pune:

B
A- = c0s2 T, (d)

§i aceastä relatiune ne va da totdeauna o valoare realá
.

lui
Bpentru 97. Punând In (c) valoarea data de (d) acea

expresiune se face :
A B = A (i cos2 99) --= A s1n2 g).

Dacä in A B presupunem cä A<B, avem :
Ai),A B = (B A) = B ( 1

A§i punând iarä§ B = cos2 q),

A B = B (1 cos2 (p) = B sin2 T.

74. Fie binomul
m sin a + n cos a,

In care a este un unghiu oarecare, in §i n ni§te mo-
noame oarecari. Punând pe m ca factor comun,

m sin a + n cos a= m (sin a + cos a)
m

Dacä luAm tg go =--1-1-, avem:
m
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msina+ncosa=m(sinad-tgq7cosa)=m(sina+sin glom()
cos99

sau infine,

sin a cos 99+ sin 99 cos am
cos 97

m sin a + n cos a = insin (p+ a)

Asemenea am fi avut
cos 99

msin (ço a)m sin a n sin a =
cos 99

75. Binomul A + B tg a = B (li-tga) devine, daca

Apunem tg 99:

(sin 99 sin a)A±Btga=B(tgp-Ftga)= B k cos ip cosal

= sin (99+a)B
cos 99 cosa

Asemenea se transforma si A + B cot a.
76. Fie Inca expresiunea m+ nsina, In care m

sunt niste cantitati oarecari, Insa nu cuprind nicio
linie trigonometrica ; atunci

m + nsina= cosa cosa + nsina = n (ncosacosa + sina );

punand nz
ncosa = tg p obtinern:

m+ n sin a = n (tg p cos a + sin a)

n(-sin pcos a + sin a) n (sin 99cos a + sin a cos99)
cosy)

n sin (q) + a)
COS T

cos 99

§i :

=

§i n
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77. Pentru a reduce in un monom un polinom
ad-b-+ c±d+..., reducem mai intAi cei doi termeni
a +- b In unul singur in; apoi reducem pe in i c in un
termen n; pe n i d in un termen p, i asà mai departe.

Exemple. 1°. SA se facA calculabilA prin logaritmi for-
mula

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A.
PunAnd ca factor comun pe sin b cos A, avem ;

(cot b cos c + sin c),cos a = sin b cos A
cos A

luAnd ccoostAb tg

cos a = sin b cos A (tg cv cos c + sin c)

= sin b cos A sin cos c sin c cos T.
cos

deci

cos a = sin b cos A sin (q) c)
cos

2°. SA se facA calculabilA prin logaritmi ecuatiunea
cot a sin b = cos b cos C sin C cot A.

Punem pe cot A factor cornun
bcot a sin b = cot A (cos
Acot cos C + sin C

cos b§i luand cot A
= tg avem :

'cot a sin b = cot A (tg cos C + sin C)

= cot A sin q) cos C cos sin C
cos q)

deunde

cot a sin b cot Asin (p C)
cos cp

30. SA transformAm ecuatiunea

=

+

q),

cc

si st,

+

)

-
9)
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sin c cos A = cos a sin b sin a cos b cos C.
Aceastá ecuatiune este identia cu

sin c cos A = cos a sin b sin C sin a cos b cos C,
si n

§i punand ca factor comun pe sin a cos b,

sin c cos A = sin a cos b (cot a tg b suit. cos C)
sin C

cot a ta b§i punând = cot p,
sin C

sin c cos A = sin a cos b (cot q) sin C cos C)

= sin a cos b cos sin C sin Tcos C
sill q)

sau, Infine,
sinb (Csin c cos A = sin a cos

sin q)

78. Regulele pe call le-am dat pentru a face o expre-
siune calculabila prin logaritmi, de multe ori nu se pot
aplia and expresiunea are oarecari forme particulare.
Am dat (60-71) mai multe exemple de acestea. laza
ina o expresiune foarte insemnata, care se poate face
calculabila prin logaritmi nu dupd metoda generala:

cosA = b= + c= a=
2 bc

AddogAnd .1 la ambele membre, avem :

cos A-I-
b2 e2 a2 + = b= + c= a= + 2 bc

I
2 bc 2bC

(b c)2 a=
=- 2 bC

sazAnd i din ambele membre ale acestei din urma
ecuatiuni,

Curs de Trigonometric

C.

q)
,

T)

+

+

i

6
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cos A = (b c) a2
2 bc

1.

Punem tg = (b c)2 a2 (b + c a) (b + c a)
2 bc 2 bc

atunci

cos A = tg

§i fiindcA tg = 1,

Tr 4 4cos A = tg y) tg = .=
4 a cos q)

COS q) COS
4

caci ,
71- V 2 1

COS =
4 2 V 2

Valorile liniilor trigonometrice a calorva arce.

79. SA gAsim valorile liniilor trigonometrice ale ar-
cului AE de 300.

Fig zo.

Latura EF a unui exagon regulat
inscris subintinde un arc EAF de 600;
raza OA, perpendiculara pe aceastA la-
tura, imparte arcul EAF in douA parti,
EA §i AF, fiecare de ate 30°; ase-
menea EG = GF. InsA EF = OE =

prinurmare EG = sin 3o0 = .
2

Gasim cos 30° prin relatia

cos 3o° = sin2 300 = i=
4 2

-1;

V 4_

I

sin (yr 1 22 sin (q,
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Impärtind expresiunea lui sin 3o° cu a lui cos 300
avem :

tg 30°

80. Fie arcul AB = 45° (fig. 21); sin 450 este jumkate
din latura patratului Inscris In cerc ; lun-
gimea acelei laturi fiind V2 avem:

\/2sin 45- = cos 45°.
2

In OAD avem iaräsi AD --= OA,
adicA tg 45°-=- 1.

81. Sin 6o° este jumAtate din latura
triunghiului echilateral inscris, care laturá se stie ci
este VS; prinurmare :

Fig. 21%

S
Go' ,sin cos Go° = \ sine. Go'

2

= 3-=
4

1

2
tg Go' = V3.

82 R. Arcul de 18 este jumkate din arcul de 36",
subintins de latura decagonului regulat inscris,
valoarea acestei laturi se stie din geometrie cd este
V5

; prinurmare, dupd un rationament analog cu
2

cel de mai sus,

V5
sin 180 = = cos 72".

4

Atunci

VS.

=

i

si

11
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§i

cos 18° = V 1 sin218° = \i 1 5 + 1-2/5
16

V 10 + 2 \/5-- sin 72°,
4

tg 18° = V5 1
Vio + 20

83. Dupa formula

sin 2 a = 2 sin a cos a,

avem :

sau

vs _ I Vlo + 2 vy
sin 36° =---- 2 sin 18° cos 18' 2

4 4

=4 (5 + 1 2\15) (10 +- 2 V5) = lo 2V5
162

i
16

deunde

V 10 - 2 r.3sin 36' = = cos 54°.
4

84 R. Dupa formula : sin 3 a = 3 sin a cos2 a sins a,
avem Inca :

deunde

sin 54° = 3 sin 18° cos2 18° sins 18°

10 + 2 V5 8 0-16
4 16 64

4 = cos 36°.
4

3
v5 1

V5 +
sin 54° =
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Combinând prin Impartire formulele aflate la § 83
i 84, avem :

gt 36° =
.,

V lo 20, 0 + 1
__

V5 +1 V lo 2 y 5

85 R. Prin formulele

avem :

sau

ori

sin a
2

= + 1V1 + sin a -I- 1v 1 sin a
2 2

a 1 1cos = + -V1 + sin a + -11 sina,
2 2 2

1 1sin 90= V 1 + sin 18° --V 1 sin 18°,
2 2

1 .1cos 9° = V 1 + sin 180+ V 1 sin 180 ,
2 2

ti90 '

1
V 5-1sn = ± 1

4 2 4

-7-
1 ,

COS 9° L-- V 1 1-- + V 1
2 4 2 7 4

sin 9°. V3 + v5 V5 v5= cos 8t°,
4 4

cos 9°-=1V3 + 15 -I- i V5 v5 = sin 81.

Asemenea

_ , tg ..,4 0 =-

1 \I V 5 1\I

V5 a v 1
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sin 27° ----- 1%5 + \ 5 1V3 \15 = cos 63',
4 4

cos 27° = 1%5 + v5 + 1 V3 V5 = sin 63°.
4 4

Exercitii. SA se demonstreze formulele:

a) sin x = sin (360+ x) sin (360 x) + sin (72° x) sin (72° + x)
b) cos x = sin (54° + 4+ sin (54° x) sin (180 4 x) sin (18° x).

                     



CAP1TOLUL

TABLE TRIGONOMETRICE.

86. Proprietatile pe cari le-am studiat pAnaacum nu
vor puteà aveA niciun uz practic, daca nu vom aveà
mijlocul de a gasl Indata valoarea numerica a liniilor
trigonometrice ale oricarui arc ce ni s'ar da. Insa liniile
trigonometrice stint functiuni transcendente ale arcului,
adica nu se poate stabill nici o ecuatiune algebrica
intreaga care, pentru o valoare a liniei trigonometrice,
sa cuprinda toate valorile corespunzatoare ale arcului.
Din aceastä cauza, calculele prin cari aflam valoarea
liniilor trigonometrice ale unui arc dat sunt peste ma-
sura de lungi i dificile, i ar fi peste putinta a aplia
formulele trigonometriei la calculele practice, daca ar
trebul ca la fiecare moment sa calculam i valoarea li-
niilor trigonometrice ce ar lntrà in acele formule. Din
aceasta cauza se construesc table cari, pentru orice
valoare data a arcului, contin valorile calculate ale tu-
turor liniilor sale trigonometrice.

87. Des) arcele pot sä aiba valori oricAt de mari,
tablele trigonometrice nu se calculeaza deck pentru
arcele dela o° pAnala 900; caci stim (29) cã ()rice arc,
oricat de mare ar fi, se poate reduce la primul cadran.

Pelanga acestea, daca calculam toate liniile trigono-
metrice ale arcelor dela o° pAnala 450, nu mai este ne-
cesar a calcula valoarea lor si pentru arcele dela 45°

111.
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pânala 900; caci aceste din urma arce sunt compli-
mentele celor dinthiu, si prinurmare liniile lor trigo-
nometrice vor fi complimentare cu ale celor dintaiu.
Daca cunoastern, spre exemplu, sin 36°, cos 36°, tg 36°,
cot 36, sec 36, cosec 36°, vom cunoaste si cos 54°
=sin 36°, sin 54°=cos 36°, cot 54°=tg 36°, tg 540= cot 36°,
cosec 54°= sec 36°, sec 54°=cosec 36°, caci 54°=90°-36°.

68. Tab lele trigonometrice nu dau chiar valoarea nu-
merica a liniilor trigonometrice, ci, fiindca mai toate
calculele trigonometriei se fac prin logaritmi, dau numai
logaritmii acelor linii. Pe lânga acestea, tablele nu cu-
prind logaritmii secantei si cosecantei arcelor, caci din
relatiunile :

si n x=
cosec x,cos x=----sec

x,
avem ; logsin x= logcosec x,

log cos x= log sec x. Prinurmare, pentru a gasl loga-
ritmii secantei i cosecantei unui arc, n'avern deck sä
luam logaritmii cosinusului sau sinusului acelui arc cu
semnul contrar.

Logaritmii liniilor trigonometrice se calculeaza prin
niste metode a caror expunere nu poate gasl loc aci.

Vom demonstrà totus urmatoarele doua teoreme,
cari au aplicatiuni si in alta parte.

89. R. Teorenia I. Orke arc cuprins /tare o° Si 90° este :
mai mare decal snuisul sail, si 2° mai ink decal

tangenta sa.
1°. Fie arcul AB = a; avem sin a

-= BC, tg a DA. Ducem coarda BA,
§i avem : BC<BA, sau sin a<BA,
cAci BC este perpendiculara iar BA
oblica. De alta parte BA<arc BA,
sau BA < a, caci arcele mai mici

22. deck 90° sunt mai mari deck coar-
prinurmare a fortiori

sin a <a. (a)

-dele

Fig.

lor ;

1 1

D
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2. Aria sectorului circular OBA este :

OBA = 10A X arc BA = 1 OA X a. Aria triunghiului
2 2

dreptunghiu ODA este:

ODA = 1 OA X AD = 10 % X tg a; insa ODA>OBA;
2 2

prinurmare 1 OA tg a> I OA X a; §i impartind in ambii
2 2

1membri cu OA,
2

tg a>a.
Relatiunile (a) si (b) se pot scrie in sir :

sin a <a < tg a.

(b)

(i)
90. R. Teorema 11. Ceind arcul se micsoreazez peste Ind-

surd, raportul arcului cedre sinusul seiu Elude cirdre 1.

,Punând in (1) in loc de tg a pe sin a avem:cos a
sin< asin a <a cos a

Impartind pe fiecare membru prin sin a, aceste re-
latiuni devin :

1 < a I

sin a cos a.
Insa daca arcul se apropie de zero, cos a se apropie

de 1, asa cA daca arcul este foarte mic, cos a se poate
socoti egal cu 1 ; deci la limitil relatiunea de mai sus
devine :

a
sin a

91 R. Observare. In calcul, unghiurile se exprimä sau
prin gradele, minutele si secundele pe cari le cuprind,
sau prin lungimea absolutA a arcelor cari le masoar5,

-= 1, sau a = sin a. (2)
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aceste arce fiind luate pe un cerc cu raza 1. AO se
poate zice cá un unghiu este de 22°30', sau cd este
m5surat cu un arc de lungimea 0,39269908... Insã de
multe ori este trebuintà ca, cunoscând expresiunea
unui unghiu in un fel, sá gasim expresiunea sa in celalt fel.

Fie a lungimea liniarei a unui arc care mAsoarä tin
unghiu oarecare, §i a" numeind intreg de secunde ce
cuprinde acel arc ; este evident cl arcul a este egal
cu de a" ori arcul de 1"; adicA a -=-- a" X arc 1". Insä ar-
cul de 1" find foarte mic, avem, dupã (2)
arc 1" =-- sin 1"; *i atunci

a == a" sin 1", (3)
deunde

a" .a .
sin 1 (4)

Relatia (3) ne aratä cä pentru a afla lungimea abso-
luta a unui arc, trebue a ininulp numeirul de secunde
ce confine el cu sin 1" ; si (4) cei penttu a afla numdrul
de secunde confinut ln un arc, trebue a impart? fungi-
mea absolutei a arcului C11 sin 1".

, Tablele lui Callet.

92. Tablele trigonometrice cele mai uzitate sunt ta-
blele Itti Lalande, calculate cu cinci zecimale pentru
arcele din primul cadran, din minut in minut, §i ta-
blele lui Callet, calculate cu §apte zecimale, din se-
cund6 in secund5, pentru arcele dela o° pAn5la 5°, qi
din 10 secunde in 10 secunde pentru toate arcele de
la o° pAnala 900.

AmAndou5 aceste table, editate qi perfectionate de
J. Dupuis, prezinth o dispozitiune analoaga. Vom da
descrierea i uzul tablelor lui Callet, §i tot ce vom zice
despre acestea se va aplia *i la ale lui Lalande.

93. Prima parte a tablelor lui Callet, da logaritmii
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sinusului si tangentei arcelor dela o° panala 5', din se-
cunda In secunda. Insä sinusul si tangenta unui arc
find egala cu cosinusul si cotangenta arcului compli-
mentar, aceastä tablA ne dd in acela§ timp si cosinu-
sul si cotangenta arcelor dela go° pAnala 85'.

Aceastá tablã se imparte in cloud : tabla de sinusuri
si tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe verso al
foii, iar tangentele pe recto, aà ca deschizAnd tabla
sinusurile se aflii pe pagina stânga si tangentele pe
pagina dreaptá. Dispozitiunea ambelor pagine este cu
totul analoagA.

Reproducem ad o parte din tabla sinusurilor. Nu-
märul gradelor este inscris d'asupra si dedesubtul ta-

Sinus 3°
a

" 36' 37' 38' 39' 40' 41' "
,

_ -- -- -- -- --
0 2,7978941 2,7999974 2,8018915 2,8038764 2,4058523 2,8078197 60

1 979275 999307 019247 039095 058850 078119 9

2 979610 999640 010578 039495 059189 078846 8

3 979945-2,7999973 019910 039755 059509 079173 7

4 9802798000306 029241 040085 059837 079500 6

5 980614 000639 020573 040414 060166 079827 5

6 980948 000972 020904 040744 060494 080154 4

7 981283 001305 021235 041074 060823 080481 3

8 981617 001238 021567 041404 061151 080808 2

9 981952 001971 021898 041734 061479 081135 1

10 982286 002304 022230 042064 061808 081462 50
1 982620 002637 022561 042394 062136 081788 9

2 982955 002970 022892 042723 062464 082115 8

3 983289 003302 023223 043053 062792 082442 7

4 983624 003635 023555 043383 063121 082769 6

5 983958 003968 023886 043713 063149 083095 6

6 984292 004301 024217 044042 063777 083422 4

7 984626 004633 024538 044373 064105 083849 3

8 984961 004966 024829 044702 064433 084075 2

9 985295 005299 025211 045031 064701 084102 1

y
23' 22' 21' 20' 19' 18' "

Cosinus 86°

9b a h

L
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blei, afarA din cadru. Pagina este impartita in opt co-
loane verticale, dintre cari cele douA dela margini, a
§i h, cuprind numArul de secunde, in coloana a cre-
sand de sus in jos, dela 0 pAnAla 6o, iar in coloana
h de jos in sus; pentru simplicitate, zecimile se scriu
numai odatA, iar incolo se subinteleg. Coloanele dela
mijloc, b, c, d, e, f, g, poartA sus si in jos numArul mi-
nutelor.

CAnd arcul dat este cuprins intre o° si 5°, logarit-
mii siruisului sau tangentei sale se aflä pe pagina ce
poarta in partea de sus, afarA din cadru, numárul de
grade al arcului, in coloana verticald care poart5 in
capAtul de sus numärul de minute al arcului, si pe
linia orizontalA care trece prin numArul de secunde al
arcului, inscris in coloana dela stdnga a.

CAnd arcul dat este cuprins intre 90° si 85°, loga-
ritmii cosinusului sau cotangentei sale se aflä pe pa-
gina ce poartà in partea de jos, afarA din cadru, nu-
marul de grade al arcului, in coloana verticalA, care
poartA in capdtul srui de jos numArul de minute al ar-
cului, si pe linia orizontalA care trece prin numArul de
secunde al arcului, inscris in coloana dela dreapta h.

CAnd mai multi logaritmi succesivi, inscrisi in ace-
eas coloanA, au primele lor cifre comune, de ordinar
se subinteleg cele douA dela inceput, afarA numai de
logaritmii extremi, si de cei scrisi in capul coloanei.
Astfel, cAnd in tablA gäsim numai vase cifre ale unui
logaritm, trebue sd-1 completAm, scriindu-i la stAnga
cifrele exceclente pe cari le contine logaritmul cel mai
apropiat, urcAnd sau coborAnd.

1°. Fie a se cAutà logsin 3°37'12". Deschidem tablele
la o pagina care, in partea de sus are scris : sinus
3', si anume cAutilm pe aceea In care a treia coloanA
verticalA, c, poarta sus titlul 37'. Descindem pe aceastA
coloanA pAnain rAndul orizontal care trece prin nu-
mArul 12, inscris la stAnga In coloana a a secundelor.

                     



TABLE TRIGONOMETRICE 93

Acolo gdsim cifrele 002970. Pentru a completà loga-
ritmul, vom addogl la inceputul acestui numdr cifrele
2,8 cari se afld inscrise la logaritmul cel mai apropiat
urcAnd sau pogorAnd, i atunci

logsin 3'37' 12" =,8002970.
CU totul asemenea se face si pentru a gdsi

logtg 3037' 12",

care este:

logtg 3°37' 12" = 2,8011644.

2' Fie a se cruità logcos 8620'53". Deschidem tabla
la o pagind care in partea de jos sä poarte scris: co-
sinus 86°, si cautarn pe aceea anurne in care a cincea
coloana verticalil e poarta jos titlul: 20'. Ne urcarn
pe aceastä coloand pAndin rAndul orizontal care trece
prin numArul 53, inscris la dreapta in coloana h a
secundelor. Acolo gdsim cifrele 041074; i pentru a
completA logaritmul, addogdm la inceputul acestui
numdr si cifrele 2,8, care se afld inscrise la logaritmul
cel mai apropiat urcAnd sau pogorAnd, i avem :

logcos 86'20'53" --= 2,8041074.

Tot asemenea se face si pentru a gdsl logcot 86'20'53",
care este

logcot 86° 20'53' 2,8049902.

94. A doua parte a tablelor lui Callet cid logaritmii
sinusului, tangentei, cotangentei si cosinusului arcelor
dela o° pAnAla go°, din to" in 10".

Reproducem aci o pagind din a doua parte a table-
lor lui Callet. Numdrul gradelor, daca este mai mic
de 45, este scris in susul paginii, afard din cadru; iar
dacd este mai mare de 45, se scrie in josul paginii.
Numdrul minutelor este scris in coloanele verticale A

----

                     



280

A. 13 (: I) Ir!. F G H IKL Al

506
Sin D. Tang. I).c. (:otg. (:os. D. 11 50.6

2 101.2
3 161.8
4 202.4

10 0
0,2712839 50 5 253.0

712333 0303.6

711827 7 354.2
8 101.8

711321
9 155.4

710816
710310

174739769
740162
740556
740945
741342
741735

I-,7287161

287667
288173
2886'9
289184
289690

//

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

10
20
BO
40
50

0

10

20
30
40
50

0

10

20
30
40

50

0
10
20
30
40
50

0

10
20

30
40
50

10
20
30
40
50

0

10

20

30
40

50

0

10
20
30
40
50

0

10
2.

30
40
50

0

10
20
30
40
50

742128
742521
742914
743306
743699
744092

744485
744877
745270
745663
746055
746448

746840
747232
747625
748017
748409
748801

749194
749586
749978
750370
750762
751154

751546
751937
752529
752721
753113
753504

753896
754287
754676
755070
755492
755853

756245
756636
757027
757418
757809
758200

758592
758983
759394
759764
760155
760564

760937
761328
761718
762109
762500
762890

1,6763281

/ II Cos.

393
394
393
393
393
393

393
393
392
393
393
393

392

393
393
392
393
392

392
393
392
392
392
393

392
362
392
392
392
392

391
392
392
392
391

392

391

392
391
392
391

392

391
390
391

391

391

392

391

391

390
391

391

391

391

390
391

391

390
391

290196
290702
291207
291713
292219
292724

293230
293736
294241
294747
295252
295757

296262
296768
297274
297779
298284
298789

299295
299800
300305
300810
30131:
301820

302325
302830
303335
303840
304345
304850

305354
305859
306364
306869
307373
307878

308383
308887
309392
309896
310401
310905

311410
311914
312418
312923
313427
313931

314436
31494
315444
315948
316452
316956

1:7317460

Cotg.

506
506
506
505
506
506

506
505
506
506
505
606

506
505
506
505
505
506

505
506
505
505
5,5
506

505
505
505
505
505
505

505
505
505
505
505
504

505
505
505
504
505
5051

504
505
504
505
504
505

504
504
505
504
504
505

504
504
504
504
604
504

1,9452609
452496
452383
452270
452157
452045

113
113
113
113
112
113

0

50
40
30
20
10
0

60
40
30
20
10

709804
709298
708793
708287
707781
707276

706770
706264
705759
703253
704748
704243

703737
703232
702726
702221
701716
701211

700705
700200
699695
699190
698685
698180

697675
697170
696665
696160
695655
695150

694616
694141
693636
693131
692627
692122

691617
691113
690608
690104
689599
689095

688590
688086
687582
687077
686573
681069

685564
685060

684556
684052
683548
683044

TT:2682540

451932
451819
451706
451593
451480
451368

451256
451142
451029
450916
450803
450690

450577
450464
450351
450238
450125
450012

449899
449786
449673
449560
449447
149334

449220
449107
448994
448881
448768
448635

448541
448428
448315
448202
448088
447975

447842
447749
447635
447522
447409
447295

447182
447069
446955
446842
446728
446615

446501
446388
446275
446161
446048
445934

1,0443821

Tang. Sin.

113
113
113
113
112
113

113
113
113
113
113
113

113
113
113
113
113
113

113
113
113

113
113
114

113
113
113
113
113
114

113
113
113

114
113

113

113
114
113

113
114
113

113
114
113

114
113
114

113
113
114

113
114
113

0

50
40
30
20
16

0

50
40
30
20
10

0

50
40
30
20
10

0

50
40
30
20
10

0

50
40
30
20
10

0

50
40
30
20
10

0

5

40

30
20
10

0

50

40
3

20

10

49

48

47

46

45

44

43

42

41

40
//

610

505
1
2
3
4

5
6

7

8

9

50.5

101.0
151.5
202.0
232.5
303.0
353.5
404.0
154.5

504
1

2

4

6
7

9

50.4
100.8

151.2

201.6
252.0
302.1
352.8
403.2
453.6

393
1 39.3
2 -8 6

3 117.9
4 157.2
6 196.5
6 235.8
7 275.1
8 314.4
9 363.7

392
1 39.2

2 78.4
3 117.6
4 130.6
5 196.0
6 235.2
7 271.4
8 313.6
9 352.8

391
1 39.1
2 78.2
3 117.3
4 156.1
5 195.5
6 23/.6
7 273.7

312.8
9 351.9

390
1 39
2 78
3 117
1 156

3190
6 234
7 23
6 312
9 331

113

Pag. 94.

1 11.3

2 22.6
3 33.9
4 45.2
5 50.5
6 67.8

7 79.1
8 99.1
9 101.7

'

3
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§i L, la stanga si la dreapta paginii, si merge cre-
scand de sus in jos in A, si de jos in sus in L.

Numarul secundelor se alflá scris in coloanele ver-
ticale B i K, cari vin dupa ale minutelor, i acest
numAr merge crescand de sus in jos in B, si de jos
in sus in K.

Sinusurile, pentru arcele mai midi de 450, se gasesc
in coloana C, intitulata sus sin, iar pentru arcele mai
marl de 45°, in coloana H, Intitulata jos sin.

Tangentele, pentru arcele pdnala 45°, se afla in co-
Ioana E intitulata sus tang, si pentru arcele mai marl
de 45°, In coloana G, intitulata jos tang.

Asemenea cotangentele si cosinusurile arcelor panel
la 450 se vor OA in coloanele G i H, intitulate sus
cotg si cos ; i pentru arcele mai mari de 450, in co-
loanele E i C Intitulate jos cotg si cos.

Coloana cea mai mica D cuprinde diferente tabulare
intre logaritmii consecutivi inscrisi in coloana C. Ase-
menea coloana F contine diferente ,intre logaritmii
consecutivi inscrisi in coloanele E i G, si coloana I
diferentele logaritmilor din coloana H.

Fie acum : 10 a se gasi logsin 28° 13'3o". Considerand
ca arcul dat este mai mic deck 450, vom deschide
tablelele la pagina intitulata sus 28° §i in coloana A
vom cauta numarul minutelor,i3; apoi in B vom cauta
§i numarul de secunde, 30, corespondente la 13'. Atunci,
pe rândul orizontal care trece prin acest numar de se-
cunde, in coloana C, intitulata sus sin, vom gasl cifrele
748017; i adaogAnd la inceput si cifrele subintelese
1,6, avem:

logsin 28° 13' 30" = T.,6748o17.

t2° SA gasim logsin 6t° 46' 40". Arcul fiind mai mare
de 45° pe pagina intitulata jos 61°, vom cauta minu-
tele 46, in coloana dela dreapta L, iar secundele 40,
in coloana alaturata K. Logaritmul cautat ii vom gasi

_
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in coloana H, in dreptul numärului secundelor 40 ;
acest logaritm este:

logsin 61° 46' 40" -1-,9450351.

3° Fie inca a se gasI logtg 28° 15' 20". Vom cautà pa-
gina intitulata sus 28°, i in coloana A, dela steinga
acestei pagine, vom cauta 15'; apoi in coloana alatu-
rata B, 20". Pe linia orizonta!A ce trece prin acest nu-
mar de secunde. 20, vom gasi :

logtg 28015V= 0,7303335.

Tot asemenea vom gas-1:
logtg 61°41'30" = 0,2687077,

locgot 280 14'50" = 0,2698180,

logcot 61°49'10" = 1,7289690,

logcos 28°15'40" = 1,9443768,
logcos 61°44'0 ' -== 1,6753846.

ntrebuinf area table'or.

95. Dona sunt problemele ce se pot prezinta can d voim
a ne servi cu tablele trigonometrice: 1° se da un arc
si se cere sa gasim logaritmul uneia din liniile sale tri-
gonometrice; 2° se da logaritmul unei linii trigono-
metrice a unui arc necunoscut, si se cere a gasi acel
arc.

96. Problema I. Deindu-se un arc, sii gasim logarit-
mul uneia din liniile sale trigonometrice.

Am vazut (93 si 94) cum trebue a proceda pentru a
gasi logaritmul liniei trigonometrice a unui arc care
se gaseste in table. Nu vom mai reveni asupra acestei
probleme, ci ne vom ocupà numai de cazul cand ar-
cul dat nu se afla in table.

1°. Sã se giiseascii logaritmul sinusului unui arc,

=
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Fie a se gasl logsin 28°14'36",5. Fiindcà arcul dat
nu se aflä In table, vorn cauta logaritrnii sinusului ar-
celor ce se aflä In table §i Intre cari este cuprins arcul
dat, adica :

logsin 28°14'30" = 2,6750370

§i

logsin 28°14'40"--= 1,6750762.

In coloana D. vedern cd diferenta A Intre ace§ti doi
logaritmi este 392; de alta parte, diferenta Intre cel
mai mic din aceste arce §i arcul dat este de 6",5. Elsã
pentru intervale foarte mici, ca cele din cazul de fata,
putem considera cre§terile logaritmilor sinusurilor ca fi-
ind proportionate cu cre§terile arcelor insa§i; a§a dar pu-
tern face rationamentul urmator: la o cre§tere de 10"
a arcului, corespunde o adaogire de 392 unitati de al
§aptelea ordin la logaritm ; la o cre§tere de 6",5 a ar-
cului, ce adaogire se cuvine logaritmului? Proportiunea:

lo": 392 = 6",5: x, ne da : x = 392 X 6,5 =254,8,io

valoarea cantitatii cu care trebue crescut logsin 28°14'30",
pentru a avea logsin 28°14'36", 5; prinurmare

logsin 28°14'36",5 =71,67506248,

laca dispozitiunea calculului :

logs i n 28° 14' 3o" =71,6750370 A ..- 392

pentru 6", 5 2548 392X
logsin 28° 14' 36'', 5 = 1,67506248

65,

Observare. Child diferenta gasitd pentru logaritm pre-
zintd o parte fractional* a carei prima zecimald este
mai mica deck 5, toata partea fractional-a se leapada ;
iar dacd prima zecimald e mai mare deck 5, partea
fractionara tot se leapada, marind insd cu o unitate

Curs de Trigonometric. 7

10

n224"
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ultima cifra a intregilor. A§a, in exemplul precedent,
diferenta find 254,8, dupa transformare ea va deveni
255, §i atunci logsin 28°14'36",5 va fi 4,6750625. Daca
diferenta ar fi fost 254,31, spre exemplu, nu am fi in-
trodus in calcul deck partea 254.

Aceastä observare este aplicabila la toate calculele
ce se fac cu logaritmii.

96. Calculul partii proportionale 254,8 se poate face
cu mult mai mare inlesnire, cu ajutorul tablelor de di-
ferinte proportionale, aezate pe marginea paginei afara
din cadru. Aceste table cuprind cre§terile logaritmului
corespunzatoare la fiecare crWere de 1", 2" 9" a
arcului. Sa gasim spre exemplu, care este cre§terea lo-
garitmului ce corespunde la cre§terea 6",5 In arc, dife-
renta tabulara find 392. Tabelul intitulat 392 ne aratä
ca la cre§terea 6" a arcului corespunde diferenta 235,2.
Pentru a gasl §i diferenta corespunzatoare la cre§terea
de o",5, observam ca aceastä diferenta este a zecea
parte din diferenta corespunzatoare la 5", caci §i o",5
este a zecea parte din 5", deci aceasta diferenta va
fi 49,6, pe care adaogandu-o la 235,2 aflam 254,8.

Tot asemenea vom opera §i pentru a gASI logaritnnd
tangentei unui arc oarecare; aà

logtg 61°43'48",3 --= 0,2694055.

97. 20. Sii se giiseascii logaritmul cosinusului unui arc.
Fie a se gasi logcos 61041'37",8. Acest arc este cu-

prins intre 61°41'30" §i 61°41'40", §i tablele dau :

logcos 64041'30" = -7,6759764,

logcos 61041'40" =17,6759374,

cu diferenta tabularä 390. Observam ca
logcos 61°4 l'30">logcos 61°41'4o".

caci §tim ca, in primul cadran, cosinusul descre§te cu
cat cre§te arcul; prinurmare vom rationa in modul ur-
mator : la o descrestere de 10" In arc, corespunde cres-
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terea la logaritm de 390 ; la o descrestere in arc de 2",2
(diferenta intre arcul dat i arcul cel mai mare din
celelalte dotth), ce crestere va corespunde la logaritm ?

Tabela partilor proportionale ne da :

crestere corespunzatoare la 2" = 78
crestere corespunzatoare la 0",2 = 7,8

85,8

Aceasta diferenta, find adaogita la logcos 61°41'40, da

logcos 61°41'37",8 = 1,6759460.

Tot astfel gasim

logcot 28°18'38",4 = 0,2686654.

Observare. Din acestea vedem ea, pentru sinus si tan-
genta, calculul diferentei logaritmilor se face prin exces,
adica se iea In considerare diferenta ?titre arcul dat
un arc mai mic decat dansul. Pentru cosinus i cotan-
genta, acel calcul se face prin lipsä, cdci se iea. dife-
renta Intre arcul dat si un alt arc mai mare dee:It dansul.

Restul calculului este identic In ambele cazuri.
98. In calculele precedente, am presupus ca creste-

rile logaritmilor sunt proportionale cu cresterile arce-
lor. Cand Insa arcele sunt foarte mici, aceasta nu mai
este exact pentru logsin si logtg, i atunci nu mai pu-
tem aplica metoadele ce am dat. latä cum operdm
In cazul acesta :

Fie un arc dat a = h, exprimat prin un numar In-
treg a de secunde, si prin o fractiune h de secunda.
Pentru a gäsl logsin (a + h) §i logtg (a -I- /0, arcele
find foarte mici, putem admite cd raportul intre arcele
a si a + h este egal cu raportul intre sinusurile sau
intre tangentele lor, adica :

sin (a + h) (a+ h) tg (a + h) a + h
sin a a tg a a

ltthnd logaritmii,

:

si

si

'
si
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logsin (a + h) = logsin a + log (a + h) log a. 1

logtg (a -1- h). logtg a + log (a + h) log a. f '

Aci logsin a si logtg a se aflA din prima parte a ta-
belelor trigonometrice, cAci a este un numdr intreg
de secunde; log (a + h) si log a se aflA din tabla lo-
garitmilor nurnerelor. Valorile gasite pentru aceste di-
ferite cantitAti find Introduse In relatiile (1), vom ob-
tine pe logsin (a +h) si logtg (a + h).

1° SA aflAm logsin 0°2'33", 7254. Acest arc, redus in
secunde, este 158",7254. Prinurmare, in acest exemplu
a ----= 158, h = 0,7254, si relatia intaia din (i) devine :
logsin 158",7254 = logsin 158" + log 158,7254 log 153

Insa, dupA table,
_

158"= 4,8842319,logsin

log 158,7254 = 2,2006464,

log 158 = 2,1986571;

prinurmare
_

logsin 0°2'33",7254 ---- 4,8362212.

Asemenea §i
logtg o°2'38",7254 = 4,8862213.

Pentru a gAsi logcot a unui arc foarte
mai intftiu a calcula Jogtg; cAci, din cotx =

logcot x = logtg x. AO :

logcot 0°2' 38",7254 = (z1,8862213) = 3,1137787.

20. SA se afle logaritmul cosinusului unui arc foarte
mic a + h.

Din relatia

mic trebue
1

x,
avem:

h) sin (a + h)tg (a + cos(a + h)'
deducem :

                     



TABLE TRIGONOMETRICE 101

logcos (a + h) = logsin (a + h) logtg (a + h),

formula prin care am putek calcula logcos (a + h),
cunoscand pe logsin (a + h) i logtg (a + h) . Insa daca
vom inlocul pe logsin (a + h) §i logtg (a + h) cu Ira-
lorile lor date prin (i) si vom reduce termenii ase-
meni, vom ajunge la

logcos (a + h) = logsin a logtg a,
sau

logcos (a + h) = logcos a. (a)

Prinurmare, daca arcele a + h si a stint foarte mici
logaritmii cosinusurilor lor sunt aproape egale. Aceasta se
poate vedeà si din table. Arcul 0°2'38",7254 este cuprins
intre 0°2'30" i o°2'40"; insa a doua parte a tablelor
arata ca toate arcele dela 001140" panala 002'50" au
acela§ logcos ; asa dar

logcos o°2'38",7254 = logcos o°2'30".
Observare. Din relatiunea (a) rezulta ca arcele foarte

mici sunt foarte riti determinate prin cosinusurile lor ;
asa, in exemplul precedent, am vazut ca la un acelas
logcos corespundea toate arcele dela l'40" pinala 2'50",
ceeace produce o incertitudine de 1'10".

Pe de alta parte avem :

cos a ---= sin (go° a);

daci a este foarte mic, go° a difera prea putin de
goo; relatiunea aceasta ne arata dar ca arcele vecine
de go° sunt foarte rau determinate prin sinusurile lor,
cari varieaza prea incet.

Nu este tot asa pentru tangenti si cotangenta. Aceste
linii trigonometrice varieaza mult mai repede decat si-
nusul si cosinusul, caci stim ci, in primul cadran, ele
iau toate valorile dela 0 Orfila co. Observand dife-
rentele tabulare ale lor, vedem ca valoarea cea mai
mica a acestor diferente este la 45°; asa dar acolo tan-

                     



102 CURS DE TRIGONOMETRIE

genta i cotangenta varieaza mai incet, i acolo se poate
produce eroarea cea mai mare. Insä cu tablele lui
Ca llet, chiar aceastä valoare maximum a erorii este
asa de neinsemnata (o",03), incftt se poate neglige.
Prinurmare din toate liniile trigonometrice, cele mai
avantagioase pentru a reprezintà arcele cu exactitate
sunt tangenta i cotangenta,

99. Problerna II. Thindu-se logaritmul unei /hill tri-
gonometrice a unui arc .0 se giiseascii arcul.

Fie a se gäsi arcul x al carui logsin este 1,0451480.
Cautam in table la coloana intitulatá sin, pAnacând
darn peste logaritmul dat, i vedem ca acest loga-
ritm se afla In coloana H, Intitulata jos sin prinur-
mare, pentru a OA secundele i minutele arcului, le
vom lua la dreapta, in coloanele L i K, iar gradele
le vom lua dejos. Astfel, arcul cautat este x= 61°48'2o".

Asemenea vom face si pentru a gasi un arc cores-
punzator la un logcos, logtg, logcot dat, ccind acesti
logaritmi se afla in table. Astfel se gaseste :

pentru logtg x = 1,7027779, x = 28013'30",
pentru logcot x = 1,7307373, x = 61 °4320",
pentru logcos x x = 28°15'ro".

100. Dace" logaritmul dat nu se in table, vorn
cautà doi logaritmi intre cari sã fie cuprins logaritmul
dat, i vom gasi arcul corespunzator la acest logaritm
prin o proportie.

Astfel, fie logsin x = 1,6756418. Cautând In table, ye-
dem ca acest logaritm este cuprins intre

§i

1,6756245 = logsin 28°17'o",

1,6736636 = logsin 28°17`lo".

Diferenta tabulara Intre acesti doi logaritmi este

--1,9449107,

allei
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391, iar intre cel mai mic din acestia si logaritmul dat
173. Zicem dar: dacd o diferentd a logaritmilor de 391
unitäti de al saptelea ordin zecimal corespunde la o
crestere In arc de 10", o diferentä in logaritm de 173
unitäti de acelas ordin zecimal, la ce crestere in arc
va corespunde?

Räspunsul este dat prin proportiunea :

173 X 10"
391:1o" == 173: a, deunde 3 391 -=--

AdaogAnd aceastá crestere la arcul cel mai mic, gd-
situ arcul cAutat

x --= 28°17'4"94.

IacA dispozitiunea calcululoi :
_
1,6756418 ---- logsin x A = 36i_
1,6756245 --=: logsin 28)17'0" 8 = 173 X 10"

173 391

x ---, 28°17'o" + 4",4 ---- 28°17'4",4.

101. Cresterea in arc de 4",4 se poate gas! si prin ta-
blele diferentelor proportionale depe margine. Pen-
tru aceasta, in tabelul intitulat 391, cautäm cea mai
mare diferenta care se cuprinde in 173, si aceasta este
156,4, corespunzátoare la 4". ScAzAnd apoi pe 156,4 din
173, gAsim diferenta 16,6. Impartind in minte numerele
din tabel cu 10, vedem ca din toate cAturile obtinute,
cel mai mare care incape in 16,6 este 15,64, corespun-
zãtor la cresterea in arc 0'',4. Oprind aproximatiunea
la partile din 10 ale secundei, cresterea totala in arc
va fi dar de 4",4.

Tot asemenea, dându-se: logtgx --= 1,7297543, gAsim
x =-- 28°13'25",3.

102. Sii gifsim arcul x al cdrui logcos este 1,9447589.
Tablele ne arMA cä acest logaritm este cuprins intre

4
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§i

1,9447635 = logcos 28°17'20",_
1,9447522 = logcos 28°17'30",

a aror diferentä tabulard este 113; diferenta intre lo-
garitmul cel mai mic 71,9447522 §i cel dat este 67. Zicem
dar: dacA la o addogire de 113 unitAti de al §aptelea
ordin zecimal la logaritm, corespunde o descrestere de
10" In arc, la o adifrogire de 67 unitati la logaritm, ce
descrestere tri arc va corespunde? Proportiunea :

113-: 10" --= 67: S, da: a = 67X10 = 5",9.
113

Scäziind aceastd descrestere din arcul 28'17'30", gá-
sim arcul autat : x = 23°17'24",1.

Valoarea descre§terii arcului, 5",9, se poate gasi §i
prin tabla pärtilor proportionale. In tabelul intitulat
> ./.3, vedem cä numärul cel mai apropiat de 67 este
56,5 la care corespunde descre§terea 5". Apoi numärul
din tabel divizat cu 10 care se apropie mai mutt de
diferenta 67 56,5 = io,5 este 10,17, la care corespunde
descre§terea 0",9. Prinurmare descre§terea totala In
arc este de 5",9.

Tot astfel, pentru logcot x = 1,7310740, vom gas!:

x = 6142'12",3.

103. In lucrArile precedente, am presupus cd varia-
tiunile arcelor sunt proportionate cu variatiunile loga-
ritmilor liniilor lor trigonometrice. Insä aceasta nu mai
este adevarat pentru arcele foarte mid, and este vorba
sä le determindm prin logsin sau logtg. In acest caz,
vom cautà In prima parte a tablelor trigonometrice
logaritmul care se apropie mai mult de logaritmul
dat, vom luà arcul corespunzãtor la acest logaritm,
ui-I vom reduce IM secunde. Fie a acest numar in-
treg de secunde, a + lz numarul de secunde i frac-
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tiune de secunda al arcului necunoscut ce corespunde
la logaritmul dat. Relatiunile (i) (98) ne dau:

log (a + h)=logsin (a+ h) logsin a+ log al (2)log (a + h)=Iogtg (a + h) logtg a + log a f

Acl logsin (a + h) sau logtg (a + h) sunt cantitätile
date, logsin a se afld in prima parte a tablelor trigo-
nometrice, §i loga in tabla de logaritmi a numerelor.
Prinurmare log (a + h) este determinat precum si
a + h, arcul cAutat.

Fie a se determinA, spre exemplu, arcul al cärui log
sin este 3,3325473.

Prima parte a tablelor trigonometrice ne aratà cä
logsin cel mai apropiat de acesta este 3,3319783, co-
respunzator la arcul 0°7'23" = 443". Prinurmare, In
prima din formulele (2), avem : a = 443, logsin (a + h)
=3,3325473, logsin a=----S,3319783, si tablele ne dau : log a
..--= log 483 --= 2,6464037. Prima din formulele (2) devine
dar:

log (a -1-- h) =3,3325473 3,3319783

+ 2,6464037 = 2,6469727,

si calculãnd pe a + h, gAsim : a + h = 443",5807
== 0°4'23",5807. Aceasta este valoarea arcului cAutat.

Asemenea vom gas!: a + h= 03'w",4995, pentru
logtg (a + h)--=-- 3,3762143.

Tot asà se opereazA and se cere a se gasl un arc
mic, cunoscând logaritmul cotangentei sale; cad acest
logaritm este egal si de semn contrar cu al tangen-
tei (100).

Dacã Insa se cere a se calculà un arc mic cunos-
and logaritmul cosinusului säu, acest calcul nu se poate
face cu preciziune. Fie spre exemplu, a se gas! arcul
al cärui logdos este T1,9999998. Tabelul aratä cl acest
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logcos corespunde la toate arcele cuprinse Intre o03'o"
§i o°3'4o"; prinurmare determinarea ce ni se Cere nu
se poate face decAt cu o nesiguranta de 40".

Exercitli. I. SA se gAseascA logaritrnii expresiunilor;

1) sin 50 7) cos 145°23'12"
2) sin 35°24' 8) tg 37°20'
3) sin 45°27'4o" g) tg 143°8'
4) sin 35°0'7" 10) cot 7'°32'
5) cos 83°25' it) sec 57°2'
6) cos 175°2'30" 12) cosec 35'8"

11. SA se gAseascA unghiurile corespunzAtoare la:

1) log sin x=1,64184
2) logtg x=1--,69677
3) log sin x Y,7468o

4) log cos x = 1,78468
5) log tg x =1,62188
6) log tg x = 2,78863
7) log tg x= 2,57612

8) log cot x= 0,78543
g) log sin x= o

lo) log sin x = oo ;
11) log tg x = o;
12) log tg oo;
13) log tg x= + co.
14) log cot x= + oo

III. SA se gAseascA arcele x cuprinse intre o° i 36o° date de e-
cuatiunile:

a) sin x=-1 26) cos x=--3
3

2) sin x= 0,72 7) sec x=-9
\fT 73) sin x=
5 8) sec' x= 3

4) sin2x =0,34 16g) tg x=
5) sin x= 8

J 7 1 0) co_ x =
9

1. Se iau In arnbii membrii logaritmii, se gAseste arcul mai mic
de go° corespunzAtor acelui logaritm si apoi se deduc i celelalte
arce mai mari ca go°, dar mai mici ca 3600.

DacA membrul al doilea al ecuatiunilor propuse este negativ, se
gAseste arcul corespunzAtor, and luAm membrul al doilea pozitiv si
apoi deducem arcul cerut.

IV. SA se ggseasca valorile lui ;

=
0=
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1) sin 170
2) sin 15°27'
3) sin 1450 28' 30"
4) tg 85° 27'

5) sin2 25° :5' tg 70 6'
6) tg2 23° 8'tg2 85° 6'
7) sec 25° 8'
8) cosec to°.

1. LuAin logaritrni expresiunilor date, apoi cautám la acei lo-
garitmi nurnerele corespunzAtoare.

Mentiteifi ci ecuafiuni trigonometrice.

104. Insemnarea cuvintelor identitate §i ecuatiune este
cunoscuta din algebra. 0 egalitate Intre una sau mai
multe din liniile trigonometrice ale unuia sau mai
multor arce, poate fi o identitate sau o ecuatiune.

Va fi o identitate, and acea egalitate este adevaratã
pentru orice valoare a arcului sau arcelor, cari inträ
acolo; va fi o ecuatiune, and egalitatea este adevarata
numai pentru anumite valori ce trebuesc date arcelor,
cari intra acolo.

Egalitatile:

sin° x cos° x =--
sin (x + y) = sin x cos y --I- cos x siny

sunt identitati.
Egalitatile :

b .
sin°tg x 4 sin 2 = 0, sin x + cos x = 0,5

sunt ecuatiuni.
Am vazut panaacum exemple de identitati si am

rezolvit ecuatiuni trigonometrice, ale caror solutiuni
se aflau usor. De multe ori pentru a rezolvi o ecuatie
trigonometrica avem nevoe de table de logaritmi.

Iata curn procedam :
Daca unghiul nu figureaza In ecuatiune deck prin una

singura din liniile sale trigonometrice, aceastä linie se
considera ca necunoscuta, si se rezolvä ecuatia Irt ra-

i

+

                     



o8 CUES DE TRIGONOMETEIE

port cu dAnsa. Dacd InsA mai multe linii trigonome-
trice ale unghiului figureazA in ecuatie, se inlocuesc
mai Int Ain toate acele linii prin valoarea lor in functie
de una singurä, prin ajutorul formulelor corelative (41).

105. Exemple. 1°. SA se rezolve ecuatia :
sin2 x 4 sin x 2 = o.

De vreme ce unghiul necunoscut x nu figureaza aci
deck numai prin una din liniile sale trigonometrice,
rezolvAm ecuatia In raport cu dansa i avem :

sin x = 2 -4-

Cele douA rAdAcini sunt 2 + V-6 §i 2
Cea dintAiu, nu dA nicio valoare realA pentru x,

pentru cA este mai mare deck 1. Cea de a doua, cal-
culatA In zecimale, este 0,449. AceastA valoare find
negativA, corespunde ori la un unghiu negativ care se
terminA in primul sau in al doilea cadran, ori la un
unghiu pozitiv care se terminA in al treilea sau al pa-
trulea cadran.

SA autAm pe primul din acestea.
Avem :

log sin x log 0,449 = 1,6522463,

si tablele aratA cA unghiul care are acest log sin, este
unghiul de 26° 40' 46". Prinurmare

x = 26° 40' 46".

Dar, fiindcA unghiurile suplimentare au acela§ sinus,
avem Inca

x 153° 19' 14'.

Acestea sunt solutiile negative din prirnul si al doilea
cadran.

Unghiurile pozitive din al treilea si al patrulea ca-
dran, cari au acelas sinus, sunt apoi :

x= 333° 19' 14" §i x 206° 4o' 46".

V6.

=
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In mod general vorn avea solutiunile:
x = k . 36o° + 333° 19' 14''
x = k . 36o0 + 2060 40' 46"

106. R. 2°. SA se rezolve ecuatia
m sin (a x) = n sin (b x).

Punând in loc de sin (a x) §i de sin (b x) valo-
rile lor, ecuatia devine:

m (sina cosx sinx cosa) = n(sinb cosx sinx cosb),

care contine pe sin x si pe cos x. S'ar putea substitul
in locul lor valorile lor in functie de una oarecare din
liniile trigonometrice ale lui x. Dar fiindcA ecuatia este
omogenA in raport cu sin x si cos x, e de ajuns sA o
impArtim cu cos x, ceeace dA :

m sin a m cos a tg x = n sin b -- n cos b tg x,

si aceastA ecuatie, rezolvitA in raport cu tg x, da:
n sin b m sin at

g
x = n cos b m cos a.

3° SA se rezolve ecuatia
a sin x + b cos x = c. (1)

Prirnul membru se poate Inlocul prin o expresie cal-
culabilA prin logaritmi (74), dacA se introduce unghiul
ajutAtor cp, dat prin ecuatia

b
tg cp = a.

Atunci ecuatia data se inlocueste prin

a sin (cp + x)
cos cp

din care scoatem

C,

c cos cp,sin (cp + x) = a

-
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care ne da unghiul cp x, §i prinurmare chiar unghiul
x, de oarece cp este deja determinat prin formula

tg cp = T7.

Pentruca problema propusil sa fie posibila, trebue
sa avem pe

c cos cp
a

cuprins Intre 1 si +1, adica trebue sä avem
c2 cos' cp

< 1.a'
Din

deducem:

tg cp = a

a2
cos2 cp

prinurmare conditiunea precedenta devine :

c2 < a2+

Dacá aceastä conditiune este Indeplinita, vom gásI
cu ajutorul tablelor un unghiu x0, care sä verifice ecua-
tiunea (2); o a doua solutie va fi 1800 xo. Vorn avea
deci:

99 + X = xo
§i x =i8o° x0

deunde x xo cp
&uncle x = 1800 xo cp.

Solutiunile generale ale ecuatiunei (i) vor fi deci
date de formulele :

x.k.3600+xo cp
x= k . 360° +1800 ro

cP

=

ci%
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Rezolutia prin logaritini a ecuatiei de gradul

107 R. Ecuatia de gradul II de forma
+px+q= o,

are dota radacini, date prin formula:
(1)

p I p2
(2)

2 4

Aceste cloud rAdacini SC pot calcula cu ajutorul ta-
ble lor trigonometrice.

10. Daca q > 0, §i daca q este pozitiv, vom de-
4

terminA un unghiu ajutator 9 prin formula

z/q
sin

P (3)

care ne da pentru çü o valoare realA, deoareceP find
2

2 Vq.fractiamai mare deck Vq, este subunitarA. Unghiul

e astfel determinat se poate calcula prin logaritmi, cAci
formula (3) (IA:

log ( sin T) = log 2 + 112 log q - log p

dacA p este pozitiv,

log sin cp = log 2 log q - log (p),

(4)

(5)

dacA p este negativ. In ambele cazuri logaritmii din
membrul al doilea sunt reali, caci numerele sunt pozi-
five, ji formulele (4) sau (5) vor da pentru cp o valoare
reala, cuprinsä intre go° si go°.

Din (3) deducem :

II.

T=

§i

+ 12

+

x-

1=1

                     



112 CURS DE TRIGONOMETRIE

p 1.4 p 2

2 sin cp' 4 sin2 cp

a§a cd ecuatia (2) devine

_ 1 + cos cp
x Vg sin cp

Insä

.c'2 2 Sind'1+coscp 2 cp 01C SCp

.
2 cp=C0t,

sin cp p p 2 sm so . cp cp b 2
2 S10COS 2 sin-

2
COS

22 2

Prinurmare solutiile ecuatiei (i) sunt :

CP j CP2.X 1 v q cot x2= y q tg (I)

Dacd q este negativ, vorn determinA unghiul ajutdtor
cp prin formula :

2s,1 q
tg cp =

P

din care deducem

log (tg cp) = log 2 +1 log ( q) log p.

dacd p este pozitiv, §i

log tg cp = log 2 + log ( log (p)

dacd p este negativ. Ambele aceste formule dau pentru
cp ate o valoare reald, cuprinsd ?Litre go° 0 + go°. Sco-

tând din (6) valoarea lui P § i sub stituind-o in (2), aceastd
2

ecuatie devine :

=

q)

q

                     



TABLE TRIGONOMETRICE

cos cp +1x=V q
sin cp

din care scoatem, ca §i mai sus,

V-04 x2= +V q coti.

2°. Daca P-2 q <o, adica daca radacinile ecuatiei (i)
4

sunt imaginare, vorn determina unghiul p prin ecuatia
h2

cos2 cp =
49 (7)

din care scoatern

log cos cp = log (+ p) log q log 2

formula care ne va da pe cp. Substituind in (2) valoarea

data de (7) avem:

sau

p2
q= 4 cos° cp

P P 1=
2 2 cos2cp

x = tg cp
2 2

108 R. Exemplu. Sa se rezolve ecuatiunea :
10,84 x + 26,69 o

Cantitatea
2

p 5,422 26,99

Curs de Trigonometric..
8

t3

x, =
2

1

.r2 =

4
-
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fiind pozitivA, §i q = 26,99 deasemenea, vorn determina
unghiul ajutAtor cp cu formula (3):

2V 26,99 V 26,99.
sin 10,84 5,42

Lu And logaritmii, avem;

loc.- 26,99log sin log 5,42
2

log sin 99= 0,71560 0,73400
log sin q) = 1,98160.

CAuthnd in table arcul corespunzAtor gäsim :
la 1,981544 corespunde arcul 73°26'
la 1,98162 » 73°27'

la cre§terea 3 cre§terea 60"

la cre§terea i 60"
3

=-- 20

deci = 73°26' 20.

Solutiile ecuatiunei sunt, cornform formulelor (I):

x, = V 26,99 cot 36°43'10'

x2 = V 26,99 tg 36°43'10".

LuAnd logaritmii avem:

log x, = log 26,99+ log cot 36°43'1o"
2

log x2 = log 26,99+
log tg 36°43'10"

2

san

log x, = 0.71560 + 0.12732 = 0.84292
log x2 = 0.71560 + 1.87268 = 0.58828

CAutAnd In table numerele corespunzAtoare, gasirrt :

= 6,965 §i x2 = 3,875.

T =

_

»

D

» »

xi
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Exerci0i. SA se verifice urmAtoarele identitAti

4) sin 3 x sin, x + cos 3 x cos3 x= cos32x

cos' x sin 3 x
+ sin3 x cos 3 x2) =-- sin 4 x

3 3

2
3) sec, sec x (cot, -- cot2-3) = 8 ( + cot'

2 2 2
sin a sin p

(/3y)sin(0
sin y = o.4)sin (afl)sin(a-7)+ sin a) -1 sin (ya)sin(y-13)

5) 1 tg2 (45' x)
+ cot= (45"+x) sin 2 x

3 +cos 4 x
6) tg2x + cot' x = 2 cos
7) tg 3 xtg2 xtgx=tg3xtg 2 xtgx.
SA se rezolve urmAtoarele ecuatiuni

1) cos x tg x = O.
2) tg (45° x) + cot (45° x) 4 = co.
3) 3 sec4 x sec' x 8=o.
4) tg2 x + cot2 := 2.

5) cos x + sin x %/T.

6) cos x sin x = \It/.

7) \/5sin x cos x 17.
8) 6 sin (4o° x)= 5 sin (15° x).
9) tg x + tg (45° + x)=.. 2.

10) x2 87,56 x o.
-I I) x' + 375,86 x + 28,436 o.

Sisteme de ecualiuni Cu cloud necunoscute.

109. R. Sistemele de ecuatiuni propuse mai jos se obtin
tratand chestiunile cuprinse in urmiltorul enuntiu general :

Cunoscdnd sumo sau diferenfa a cloud arce sisuma,
sau diferenfa, sau produsul, san ccitul a Ilona' un tri-
gonometrice de acelas fel a acestor cloud arce, sa se
giiseascii arcele.

1. Se da:
x y = a

sin x 4- sin y b

=

-I-

x

=

14,2

=

o
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Inlocuim membrul tntAiu al ecuatiunii a doua prin-
tr'o formula calculabila prin logaritmi. Vorn gas! ast-

fel pe cos x y
,

. dect. dt
.ferenta xy.

2

SA se aplice la cazul cAnd a . 90°, b.-3
4

2. Se da:
x y .-- a

sin x+siny=b

Procedeu analog. SA se faca aplicatia a =-- 27°, b = 3
4

3. Se da:

x+y a
sin x siny = b

Procedeu analog. Aplicatie: a = go°, b =
7

4. Se da:

x = a
sin x siny =b

Procedeu analog. Aplicatie: a 27°, b =
7

5. Se da :

x = a
sin x siny = b

Ecuatia intaia da
cos (x y) = cos a,

desvoltAnd In membrul intAin §i tinand searnA de ecua-
tia a doua, gasim produsul cos x cosy, care combinat

=

=

                     



TABELE TRIGONOMETRICE 117

cu ecuatiunea a doua da cos (x y) i deci pe x y.
3Aplica fie: a = go°, b =

6. Se da :
y-=-10°

sin x siny =
8

Procedeu analog.
7. Se da :

x+y--= a
sin x
siny

bin ecuatiunea a doua se deduce
sin x sin y m
sin x + sin y m ± 1

si se Inlocue§te membrul intaiu printr'o formula sal-x.culabila prin logaritmi ; se gase§te tg § t dectxy.
Aplicafie: a =-- go°, m = 2 .

8. Se da :
x y= 10°

sin x
-= 2siny

Procedeu analog.
g. Se da:

x = go°

COS X= 2cos y
Procedeu analog.
10. Se da:

8

x

2
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x y= 10°
COS X= 2cos y

Proceden analog.
Se cla:

x +y = a
tgx+tgy= b

Se inlocue§te membrul intAiu al ecuatiunei a doua
printeo formula calculabild prin logaritmi ; apoi se in-
locue§te numitorul obtinut cos x cos y prin

[cos (x y) + cos (x y)]
2

§1 tinand seama de prima ecuatiune, gasim pe cos (xy)
§i deci pe xy.

Aplicatie : a = 45°, b = 8.
12. Se (la:

x y= 10°
tg x + tg y . 3

Procedând in mod analog ajungern la o ecuatie de
forma

A sin (x +y) B cos (x y) = C
care ne va da pe x +y .

13. Se :

x y =-- 10°
tg x tgy = 2

Se procedeaza ca in 11.
14. Se da :

x -I-y 120°

tg x tgy = 2
Se procedeaza ca in 12.
15. Se (la:

ii.

1 +

+ -1-
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x + y = a
tg x tg x= b

Din ecuatia a doua, pusä forma

sin x sin y bcos x cos y

se deduce.

cos (xy) _.1 4- b
cos (x+y)-1 b

deunde gAsim pe cos (x y) §i deci pe xy.
Aplicatie.

3a = 600; b = 5.
16. Se dA:

Procedeu analog.
17. Se da:

x y =10
3tg x tg y =

x +y= a
tg x
tg y

Ecuatiunea a doua pusá sub forma.

sin x cos y. m
cos x sin y .1

dà:
sin (x y) m I
sin (x + y) ni+1

=
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s,i tinAnd seamA de prima ecuatiune, gasim pe sin (xy)
§i deci arcul xy.

Aplicatie: a=120°; b=2.
18. Se a.:

Procedeu analog.
19, 20, 21, 22, 23 §i 24. SA se rezolve sistemeleobtinute

Inlocuind linia ty prin cot In exemplele 12, 13, 14, 15,
16 qi 17.

xy=5°
x = 3

tg y
_tg

                     



CARTEA II.
TRIGONOMETRIA RECTILINIE

CAPITOLUL I.

Proprieta file triunghiurilor rectilinii.

lio. Voin insemnh cele trei unghiuri ale unui triun-
ghiu cu literele majuscule A, B, C, iar laturile cu literele
minuscule a, b, c, corespunzAtoare la unghiurile opuse.
Daca triunghiul este dreptunghiu, unghiul drept se va
insemna cu litera A §i ipotenusa cu a.

Triunghiuri drefttunghe.

ill. Teorema I. In orice triunghiu dreptunghlu, o
laturii a unghiului drept este egala cu ipotenusa in-
mulfitei cu sinusul unghiului opus.

Relatiunea ce trebue demonstrata este
b.a sin B.
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Din vArful unghiului B (fig. 23) cu o raza BD = 1,
descriem arcul DF, i ducem DE per-
pendiculara pe BA. Triunghiurile ase-
meni BCA i BDE dau :

CA BC
DE BD'

Insä CA = b, D E = sin DF = sin B,
BC = a, BD = 1 ; prinurmare relatiunea se reduce la

E F
Fig. 23

sau

=a,
sin B

b=asin B.
C.C.T.D

Asemenea vom avea si
c= a sin C.

(1)

Teorema II. in orke triunghiu dreptunghiu, o M-
iura a unghiului drept este egad cu ipotenusa in-
multitä cu cosinusul unghiului aleiturat.

Trebue a demonstrà relatia
c= a cos B.

Triunghiurile asemeni BCA i BDE, de rnai sus, dau :

BA BC
BE BD'

s, i Inlocuind pe BA, BE BC, BD, prin valorile lor,

sau
cos B a

c = a cos B.
C.C.T.D.

Asernenea afläm si :
b = a cos C.

(2)

(2')

c

c

A

lir.

c
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Observarea I. Relatiunile (1) §i (2) se pot deduce una
din alta. Inadevär, In orice triunghiu dreptunghiu a-
vern : B+C=go° sau B=go°C , a§Aclar : sin B=cos C.
Punând aceastá valoare In (i), dobAndim :

b =a cos C,
care este una din relatiile (2).

Tot asemenea vom deduce §i formulele (i) din (2)
Observarea II. Ridicând la patrat formulele :

b = a sin B,
c= a cos B,

§i adunând membru cu membru, obtinem :

b2 + c2 = a2 (sin= B + cos' B) = a2;

prinurmare peitratul ipotenusei este egal cu suma
trateler ambelor catete, rezultat pe care-I cunoa§tem
deja din geometrie.

Trebue Insa O. observám ca aceasta nu se poate con-
siderà ca o demonstratiune nourt a teoremei patratului
ipotenusei, ci ca o simpki verificare, cAci formula

sin' B + cos, B = 1,
cu care ne-am servit aci, a fost chiar ea stabilita pa
baza teoremei patratului ipotenusei.

113. Teorerna III. in orice triunghiu dreptunghiu, a
laturei a unghiului drept este egalii cu cealaltii laturci
inmultitei cri tangenta unghiului opus.

Relatia ce trebue demonstratá este

b =c tg B
Asemanarea triunghiurilor BCA §i BGF de mai sus

ne (IA :

CA GF b tg B
BA= BF' sau c 1 '

deunde

pa-
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c tg B.

C.C.T.D.

(3)

Asemenea vorn avea

c=btgC. (4)

114. Observarea I. Fiindca B C = 900, avem :

B 90° C, §i C = go9 B;
prinurmare : tg B = cot C, §i tg C = cot B. Punând
aceste valori In (3), avern :

b = c cot C,1
(4)c =b cot B,J

adica intr'un triunghiu dreptunghiu, o laturei a un-
ghiului drept este egalei cu cealaltã laturez inmulfitd
cu cotangerzta unghiului alaturat.

115. Observarea II. Relatiunile (3) §i (4) se pot de-
duce din (1) *i (2) prin ni*te simple impartiri. Inade-
var, divizAnd ecuatiunile (1) §i (2) respectiv una prin
alta, avern:

b s'n B c sin C
c cos B' b cos C'

sau :

c tg B, c= btgC;
§i facând diviziunea In sens contrariu,

deunde

c cos B b =
c

cos C
1,- sin B' sin C '

b cot B, b= c cot C.

§i

17=

c=
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Triunghiuri oarecari sau oblicung he.

116 Teorema I. lntr'un triunghiu rectiliniu oarecare
laturde sunt proportionale cm sinusurile
opuse.

Relatiunea ce se cere a se demon-
strà este :

a b c
sin A sin B sin C.

unghiurilor

Din vArful C (Fig. 24), lAsAm per- Fig. 24.

pencliculara CD pe AB. In triunghiul ACD, avem (1il):
CD = AC sin A. sau : CD =- b sin A.

In CDB avem asemenea
CD = CB sin B, sati : CD = a sin B

ComparAnd aceste douri ecuatiuni, vedem CA:
a sin B = b sin A,

si divizAnd ambii membri cu sin A sin B
a b

sin A sin B
Vorn demonstrà asemeaea cA

b c
sin B sin C

Putern dar scrie sirul de rapoarte egale:
a b c

sin A sin B sin C. (1)

C C.T.D.

SA vedem dacA aceste relatiuni sub-
sistA si cAnd triunghiul are un unghiu

Fig. 25. A obtus. In acest caz, din triunghiul
CDB (fig. 25), avem :

CD = CB sin B, sau: CD = a sin B ;
din CDA avem asemenea :

e DA

=

), A
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sau

fiinda

a§à dar

deunde

CD = CB sin CAD

CD = b sin (180° A),
sin (1800 A)=-- sin A (26).

CD --= b sin A ;

a sin B = b sin A,

a
sin A

Prinurmare relatiunile (1) sunt generale.
117. Teoretna 11. /a orice triunghiu rectiliniu oarecare

laturei este egalei cu suma celor-
lalte cloud, inmulfite fiecare respec-
tiv cu cosinusul unghiului ce aceastei
laurel face cu latura consideratii.

Dupg. figura 28 avem :
Fig. 28. c AD + DB.

Insá in ACD
AD=b cos A,

§i in CDB,
DB = a cos B.

Punfind aceste valori in ecuatia de sus,
c=a cos B+1, cos A.

C.C.T.D.

Dacä triunghinl este obstusunghiu
avern (fig. 29):

c=BDDA,
§i fiindcA Fig. 29.

DB=a cos B §i DA=bcos (18o0A)
avem:

§i

o

sin B

=
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c = a cos B b cos (180-- A),

lnsa cos (180° A) --= cos A ; prinurmare
c. a cos B + b cos A.

Ricând asemenea pentru celelalte laturi, vom ga'sI
valori analoage ; avem dar cele trei ecuatiuni urmatoare ;

a = b cos C + c cos B,
b = a cos C + c cos A,
c= a cos B + b cos A.

(2)

118. Teorema HI. Intr'un triunghiu rectiliniu oare-
care, patratul unei laturi este egal cu sumer pcitrate-
lor celorlalte cloud laturi, minus de cloud ori produsul
acelor laturi prin cosinusulunghiului cuprins intre ele.

S:1 fnrnultim pe prima ecuatiune din (2) cu a, pe a
doua cu b, pe a treia cu --c, si sá le adundm :

a2 + b2 c2 -= ab cos C + ac cos B + ab cos C
+ b c cos A ac cos Bbc cos A

0 fácând toate reducerile, obtinem :

O. a2 -I- b2 .2ab cos C.
In mod analog vom obtine pe 1,2 §i a2, a.,a ca vom

avea urnifitoarele trei ecuatiuni :

a° = b° + c° 2 bc cos A
b2 -- c2 + a2 2 ca cos B
c2 -, a2 -I- b2 2 ab cos C

Sistemul de ecuatiuni (3) fiind dedus din sistemul (2)
cele douä sisteme sunt echivalente.

119. R. Aceste trei ecuatiuni se pot deduce 0 direct.
Stim din geometrie, cà patratul laturii opuse la un

unghiu ascutit este egal cu sinna patratelor celorlalte
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laturi, minus de cloud ori produsul uneia din ele prin
proiectia celei de a doua pe cea din-
thiu, ceeace se exprimä prin relatiu-
nea (fig. 26):

BC2 =AC2+ AB2 - 2 AB X AD.

Ins5. CB -= a, AC = b, AB = c, iIii
Fig. 26 triunghiul dreptunghiu CDA avem :

AD = AC cos A,

asa dar relatia de sus devine :
a2 = b2 c2 2bc cos A.

Daca latura consideratà se opune
la .un unghiu obtuz, relatiunea geo-
metricA este (fig. 27) :

CB2 -= CA2+ AB2+ 2AB X DA.

Insà in triunghiul drepunghiu CD A
avern :

A

Fgi. 27.

DA== CA cos CAD = b cos (1800A) b cos A (26) ;
punând in relatia de mai sus aceastá valoare, i into-
cuind pe CB, CA, AB, cu a, b, c, avem :

a2 b2 c2 2bc cos A,

care este identiat cu ecuatiunea gAsità mai inainte.
Tot astfel vorn gdsi §i expresiunea valorii lui b2

c2. Obtinem astfel cele trei ecuatiuni (3).
'120. R. Sistemele de ecuatiuni (1), (2) §i (3) se pot

deduce uncle din altele.
Pentru a deduce ecuatiunile (2) din (3), adundm pri-

mele douil ecuatiuni (3); avem :
a2 b2 = b2 2C2 2bC cos A + a2 2 ac cos B,

§i fAccmd toate reducerile,

c = a cos B b cos A

=

E

+

=

8i

+

+
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care este una din ecuatiunile (2). Tot a semenea vom
obtine i pe celelalte douä.

SA demonstrAm acum ea sistemele (2) si (3) se pot
deduce din ecuatiunile fundamentale

A + B C 180°,

a
sin A sin B sin C

Relatiunea (a) (IA :
C i 8o° (A -I- B),

(a)

(b)

deunde
sin C = sin (A -F B) = sin A cos B + sin B cos A.

Daa. InsemnAm cu in valoarea raportului constant

vom aveà :

deunde

a
sin A sin B sin C'

a
771

sin A sin B sin C

a = sinA, h sinB, c = sitC.in ni in

Punk' d aceste valori In (c) i fAcAnd reducerile,

c = a cos B h cos A,

care este una din ecuatiunile (2).
SA scoatem relatiunea (b) din (3). Prima din aces

ecuatiuni da:

1,2 c2
cos A 2 bc

ridicAnd la patrat,

Curs de Trigonometrie 9

+ =
b c

-=--

b c

b c

..=

-i--

i a2
.

si
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cos2A =--
b4 -I- c4 4- a' + 2 b2c2 2 a2b2 -- 2 a2c2

4 b2 c2
,

scazand aceasta ecuatiune din 1 = I si reducAnd,

I cos2A ----- sin2A .=--
4 b2 c2

2b2 c2+2a2b2+.2a2c2_a4_.b4_0

divizAnd arnbii rnernbrii cu a'',

;

sin2A 2 1,2 c= -I- 2 a2 b2 + 2 a2 c2alb4-0
a= 4 a2 b2 c2

Daca din a doua ecuatiune (3) vom scoate valoarea lui
sin3B . din a treia pe a lui sin2C
bi

, vow gasl tot aceeas
c=

valoare ca si pentrusin2A;
a=

prinurmare :

sin2A sinoB sin3C
=_- ,

a= b2 c2

si extragAnd radacina patrata,

sin A sin B sin C
a b c '

cari sunt chiar ecuatiunile (1).

AO dar cele trei sisteme de ecuatiuni (0, (2), (3)
se pot deduce unele din altele ; prinurmare ele sunt
equivalente. Tot asemenea si ecuatiunea

A+B-FC -= 1800

se poate deduce din acele trei sisteme de ecuatiuni.
Pentru aceasta, hisemnfind iar55 cu m raportul con-
stant al laturei care sinusul unghiului opus, avem :

a b c
= 171,

si a A sinB sin C

din cari :

a = nz sinA, b = m sin B, c ---= in sinC,
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si puniind aceste valori in una din ecuatiunile (3),
spre exemplu in cea dinthin si impartind cu m, avem :

sinA sinB cosC sinC cosB,
sau

sinA = sin (B +C);

deci, fiindcA arcele A si B C au acela§ sinus cu ace-
la§ semn, trebue sá avem :

A = B C, : A = 1800 (B C).

Prima ipotezd nu se poate admite; cad, de vreme
ce noi n'arn facut pAnaacurn nicio supositiune asu-
pra valorii relative a unghiurilor A, B, C, unghiul A
s'ar puteA sa fie si cel mai mic din toate, si atunci
ecuatiunea

A B + C

ar fi absurda. Vorn admite dar nurnai pe a doua

A = 18o° (B + C), sau: A + B + C = -18o°,

care este chiar ecuatiunea (a) din formulele funda-
mentale.

Unghhuri in funcliune de laturi.

m. Din ecuatiunea fundamentala

a
sin A sin B

deducem, dupá teoria proportiilor :

sin A sin B a b
sin A + sin B a+ b

sau, inlocuind prin formule calculabi le prin logaritmi
in membrul Intâiu

+

+

sau +

=

b
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InsA din

deducem :

A+B . A B
2 cos sin

2 2 a b
A+B A B a + b

2 Sill COS
2 3

Ad-B-1-C-,1800

A -1- B
°

C
2 2

prinurmare
.

sin
A + B C A -I- B . C

=--- cos ; CoS
2 2 2

si deci vom avea:

sin-2

. C . A Bsin sin
2 2 a b

==
C A B a -Eb

COS COS
2 2

deunde deducem :
A B a 1, Ctg cot 2 .

Operand asemenea, vom gasi Inca doua relatiuni :
asa cä vorn aveà un nou sistem de ecuatiuni calcula-
bile prin logaritmi, earl cuprind fiecare eke cioua laturi
§i toate unghiurile :

tg A B a b Ccota +h2 2 '

A C a c Btg == cot,
2 a + c 2

BC bc Atg == Cot
C
.

2 b + 2

122. Relatiunea

=_-
.

=--

a +b 2

--

2
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:

cr= b= + c= 2 h c cos A,

b= + c= a=cos A = 2 h c

insä avern (58):

A . cos A A Nit + cos Asin =, COS
2 2 2 2

Punând in aceste ecuatiuni, in loc de cos A valoarea
sa, vom avea:

a=
A 2 b csin
2 2 4 b c

/a2 (b2 c2 2 h c) (b c)2

4 c = 4h c
al(a+hc)(a--h+c)

4 h c

, h= c= a=
A 2 h c hc+ b2+ c2a2cos 2 == =2 4 h c

il(b + c)2 a= ti(a b c) (1) c a)
4bc 4 b c

Pentru inlesnire punem :

2p = a -I- c;

scázAnd perând din arnbii membri 2a, 2b, 2c, vom
avea:
2(i." a)=b fca, 2(pb)=a+cb,2(p-- c)=a+hc;

substituind toate aceste valori in ecuatiunile de
mai sus,

h= + c=
12 b cb2_c2+a2

tia2
=N

----

\II

+

+

+ + +
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A 12 (p b) 2 (p c) l(p b) (p -- c)sin =-y
4 b c b c

A 12 p . 2 (p a) j p (p a)
COS = \if

2 4bc ----N b c '

ecuatiuni cari dau sinusul i cosinusul junliliatii unui
unghiu in functiune de laturile triunghiului. FAciAnd
asemenea §i pentru celelalte douil unghiuri, obtinem
cele dou e'. sisteme de ecuatiuni urrnatoare :

.(p c)
si n

A= N
1 b)(p cos A Nip(pbe a),

2 b c 2

sin -1
\t/ 02 a) (p c) (4) cos B = \IP(P -b). (5)

2 a c ' 2 a C

c)C I(p a)(p b) C lp(p
sin cos = \

2
NI

1 a b b a j

Daca dividern fieca re ecuatiune din sistemul (4) prin
ecuatiunea corespondenta din sistemul (5), obtinem un
non sistern de formule :

A l(p b) (p c) 1tg -i = \if (p

B il(p a) (p -- c)
tg 2= N p (p b)

C l(p a) (p b)
tg \I I' (/' c)

(6)

In toate formulele (4), (5), (6), trebuie sa luilm pentru
radical semnul + ; caci unghiurile triunghinlui find
toate mai mici dedit 1800, jumiltatile lor vor fi mai
mici de 900, §i prinurmare liniiie lor trigonometrice
vor fi pozitive.

c

---=

2

2

'

2

,

2
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Suprafata triunghiuhd.

123. Se stie cä suprafata unui triunghiu este egala cu
jumatatea produsului bazei prin inaltimea sa. Astfel in
triunghiul ABC (fig. 3o),

suprafata s= AB X CD.
2

1
= 2 c X'CD.

Insa in triunghiul dreptunghiu AL
C D

Fig. 3o.ACD avem :

DC = AC sin A = b sin A.

Prinurmare

Fig. 31.

bcsnAS =
2 (0

formula care da suprafata triun-
giduhd in functiune de cloud laturi

unghiul cuprins intre ele.
Daca triunghiul este obtusunghiu,

avem Inca (fig. 31) :

CD = CA sin CAD = b sin (18o° A) = b sin A,
valoare pe care punând-o in

s= 1 cXCD,
2

obtinem :
bcsin A.s =

2

Prinurmare formula (i) este genn-al.l.
124. Dia relatiunea

=1

Bc
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sin B . sin C,
b c

scoatem :
b sin C,

c sin B

pe care purand-o in (a), avem:

b2 sin A sin C,s
2 sin B

§i fiindca

B =180° (A+C)

= b2sin A sin Cs
2 sin (A + C)

formula care da suprafata triunghiului in functiune
de o laturd si cele cloud unghiuri aldturate.

125. Daca in
. A Asin A = 2 sin cos

2 2

. A . A .inlocuim pe sin
2

cos prim valorile lor date prin
2

ecuatiunile (4) §i (5) (122), avem :

N b--c) tip ( p a)
sin A ----- 2 hc l' bc

---= 2 b c

Punând aceasta valoare a hii sin A In (1) §i facând
reducerile, obtinem formula :

s = v p (p a) (p -- b) (p c)

tare ne da suprafata triunghiului in funcflune de cele
trei laturi ale sale.

i

NI (p

p(pb)(pc)(pa)
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126. R. Inmultind tntre etc membru cu membru re-
latiunile (4), (5), (6) dela paragr. 122 gAsim:

. A . B . C (pa) (p b) (pc)sin p abcsin sin
2 2 2 abc

s 2

ABC P P
COS COS COS = --e-bc Nip (pa) (pb) (pc)=abcS

2 2 2

A B Ctg 1 (p--a) (pb) (pc) s
tg tg = \

P3 p2

Fiecare din aceste trei relatiuni ne da o nouA expre-
siune pentru s.

127. Exemple. 1°. SA calculAm suprafata unui tri-
unghiu In care cunoastem: b=234m,504; c=203nn,17;
A=41°43'56",8.

Dupa (1), avem:

s 23411',504X203m,17Xsin_
2

deunde

41°43'56",8
,

log s=log 234m,504+log 203'11,17
+log sin 41°43'56",8log 2

= 2,3701502+2,3078596.+1,8232479 0,3010300=4,2002277
prinurmare

5=15857mp,244.

2°. SA calculAin suprafata unui triunghiu, In care se
cunoaste: b=234',504; A=41°43'56",8; C=58°29' 48",6

Dupa formula (2), avem:
log 5=2 log 234'11,504+ logsin 41°43'56%8

+log sin 58°29' 48",6log 2log sin 100°13'45",4.
---= 4,7403004+ 1,8232479+1,9307511-0,3010300

1,9930414=4,2002280,
adicA

.5 =-- 15857m P ,255.

a
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3°. SA se afle suprafata unui trhinghiu in care se cu-
noaste a ---- 158m,62 ; b = 234'11,504 ; c

Formula (3)

logs ---logp
+ log (p a) + log (p b) + log (pc)

2

Insä in cazul de fatã avem: p = 298m 48 ; p a
=-139',527 ; p-b = 63'1,643; P c=94m,977.

Prinurmare
2,4744304 + 2,1446583 + 1,8037506 + 1,9776154loos=

2

sau

4,2002283,

s --=-15857mp,284.

128. In acelas mod se poate gdsi expresiunea su-
prafetei unui patrulater oarecare ABCD (fig. 32), in
functiune de diagonalele sale AC si BD si de unghiul

a ce fac ele una cu alta. Avem :

Fig. 32

§I adunAncl,

ABCD=A0B+BOC+COD-FD0A.
Insd In cele patru triunghiuri,

considerând i cd:
sin (1800 a) -= sin a,

avem :

AOB= -10 X OB sin a,
2

BOC= 1-0B X OC sin a,
2

COD= OC X OD sin a,
2

DOA=1 OD X AO sin a,
2

cid:

71

= 2030,17.

=
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ABCD =1 sin a(A0X0B+OBX0C+OCX0D+OD><A0)
2

. a(AO ( OB + OD) + OC (OB + OD)
2

. a(AO X BD-FOC X BD)
2

.=-sm a X BD (AO OC)
2

= AC X BD sin a;
2

adicã supraiata unui atrulpater oarecare este egalii
cu jumeitatea produszdui diagonalelor prin sinusul un-

ce fac ele una alta.
Exemplu. Date : AC =117m, 13; B D = 98'1'956 ;

a= 63°14'36" 3.
Necunoscuta : ABCD = 5154°T,124.

Raza cercului circuinscris.

129. Fie triunghiul ABC (fig. 33), la care circumscriem
un cerc, a cdrui razA o insemntim cu R. Ducem dia-
metrul CD = 2R, i unim D cu B.

Unghiul CBD este drept, caci este in-
scris intr'un semicerc i prinurmare tri-
unghiul dreptunghiu CBD ;

CB = CD sin D ;
insd CB -= a, CD = 2R, D = A ; formula
d.ar se va scrie :

a= 2R sin A,
deunde

R asin2 A;

inmultind ambii termeni ai fractiunii cu bc,

-=--sin

giwelni

da

Fig.

si
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abcR= 2 bc sin A

Lusa dupA formula (i) (123),

deunde

asA dar

bc sin A = s,
2

2 bc sin A = 4 s :

a b c
4 s 4v p (pa) (pb) (pc)

Exemplu. Date : a = 158'n, 62 ; b = 234.m504; c = 203m, 17.

Necunoscuta : R = 119m,1458.

Raza cercului inscris.

130. Fie triunghiul ABC (fig. 34). Pentru a construl
cercul inscris, dupa cum §tim, ducem bisectritele celor
trei unghiuri, cari se Intidnesc toate In un punct 0,

centrul cercului inscris ; dacA din
acest punct läsam perpendicularele
OD, OE, OF pe laturile triunghiu-
lui, aceste perpendiculare sunt ra-
zele cercului inscris. Cunosand

F
Fig. 3 4. darA centrul §i lungimea razei cer-

cului Inscris, va fi lesne a descrie
acel cerc.

SA gAsim o expresiune a acestei raze r. Dupa figura,

ABC = AOB + B0C+COA;

R= abc
-=---
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1 1
AOB ---,- ABXOF = cr,

2 2

BOC =I CBXOD = I ar,
2 2

COA = 1 ACX OE = I br,
2 2

§i adunând aceste trei egalit54i membru cu membru,

A BC = 1 r (a -I- b -I- c) ;
2

si punând
ABC = s, a + b -1- c= 2 P.

s

sau
s

r =---
P.

Duca substituim in locul lui s valoarea sa

vp (p a) (pb) (pc),
r \I (it, a) (p b) p c).

P
Exemplu. Date: a=158m,62 ; b=234n1,504: c=203m,17:

Necunoscuta : r = 53'1'0861.

Razele cercurilor exinscrise.

131. Ceri exinscris la un triunghiu se numeste un
cerc tangent la o latura a triunghiului si la prelungirea
celorlalte douä.

Pentru a construl cercul exinscris tangent la o la-
tura BC=--a a triunghiului (fig. 35), ducem bisectritele
BO si CO ale unghiurilor exterioare CBD si BCF; in-

--- pr,

=
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tersectiunea lor 0 este centrul cercului cAutat ; din acest
A. punct lasând perpendicu-

larele OD, OE, OF, pe
latura BC si pe prelungi-
rile celorlalte douii, aceste
perpendiculare vor fi egale
cu raza cautatä a a cer-
cului exinscris tangent
la latura a

Pentru a gäsI o expre-
0 siune a acestei raze, ob-

serväm caFig. 33.

ABC = ABO + ACO BCO

si dacd in triunghiurile ABO, ACO, BCO, considerarn-
respectiv ca haze pe AB ==. c, AC =b, BC =a, §i ca
InAltimi pe OD = OF = OE = a, avem :

1 1s = c a +b a 1a a =1a (b + c a) = a (p a),
2 2 2 2

deunde
Sa=

I} a'
Punând in loc de s valoarea sa si reduccmd,

c)
.... \

In acelas mod vom g5s1 §i expresiunea razelor cer-
curilor exinscrise tangente la laturile b §i c:

-

t9 = \p (I, a) (p c)
p b

1p= (p a) (p b)
Y \ p c

132. Formulele (6) (122) dau :

_ I p (p b)(p

.
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A tl p (p b) (p c) t Ip(pb)Ct'--c)
tg 2 P20 p a

deunde

b) (p c) Ap tgP a 2

§i punand aceasta valoare in formula care da pe
avem :

Asemenea

Aa = ptg
2

=

7=ptg .
2

Exemple. 1°. Date :

a = i58m,62; b = 234- , 504 ; c = 2033'07.

Necunoscute :
a = it3"),65o3; = 249m,1600; = t66m,9592.

20. Date :

P=482 m,356;A=52°16'35",4; B=76°25'57"4 ; C 5147 '27",2

Necunoscute :

a = 236m ,7031; # 379m,7990 ; 7 = 231m,5768.

133. Din formulele cari dau pe R, r, a, #, 7, se pot
deduce mai multe altele cari de i nu au mare impor-
tanta prin ele insa§i, pot insA servi ca verificatiuni.
Iaca- cAtevA din acele formule :

10. Fäcând inversa ecuatiunilor

r---- a Pd P-11"pc'
se obtiune :

a) P14

fi

p'

a

ptg,T,

=

s s s s_
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1 p 1 P---C1 i p-1, 1 pc_= . , --. .,
I" s

,
a s # s T s '

Adunând pe cele trei din urrna din aceste ecuatiuni,
avem:

1+1 +1 pa-Lpb+pc 3/2 (a+b+c) p
a # Y s s s

sau

1 1 I 1.± + =a # 1 r
2°. Inmultind intre ele form nick :

s s s sr . a= , # ---- v ,pb" pc'
obtinem:

deunde

s4

h) (pP

s --=Irce#7.
3°. Adunând una cu alta pe cele trei din urinA din

formulele (a) si scazAnd pe cea dintAiu, avem :

SI= , s2
c) S2

(-0

(a)

(2)

a-1-#-Hr= + +pa p---1, pc p
po NO 0-1-po ayp od-p('p a)(0 b) (p a)(1,--b)(p c)...5 p(p- a) (p b)(p-c). 1s{p01-0[(P-11)+(Pa)]4- (Pa)03- b)[P (1,-01).

Insá
pb-Fpa=2p(a+ b)c,

p(pc)=c;
prinurrnare

P' p-a

s s s s
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cc-1-19+7-r=cs{p(p-c)+(/i-a)(P-b)}
c f (a+ b)+ c x(a + b) c +c + (b a) xc-( b a )==

C f (a -I- b ) 2c' +c2 (b (7)2

si 4 4

c , L abc
--=

4 s
A 4 av = .s

7InsA avem:

R
abc
4 s

a§à dar:

-H3+7 r = 4R. (3)
134. In caz când triunghiul este dreptunghiu, putem

<obtine alte formule, §tiind cã in cazul acesta

a- c2 ; s 2 (A)

10. Inmultind una cu alta ecuatiunile

r = IPP
a)(p---b)(P c)

avem:

a= p (p- b)(p -c)
p a

/ p (p a) by
r a = v p ( p -a)

a+c-b a+b-c
= (p-b) = X ;

efectuAnd produsele §i fácând toate reducerile, având
in vedere §i ecuatiunile (A), obtinem :

ra=s.
Asemenea vom avea:
Curs de Trigonometric to

= +

(p c)2

c)

1

I

'

2
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-Vp2 (pa)2(pb)(p--c)
167 b) (p c) = p(p s.

Prinurmare
r a

20. Scazand una din alta ecuatiunile

a

vom aveA :

s s 1
=---

1)
p)a r --=-- s (papa psp(pa) s a

P (p a) P (I, a)
PunAnd in kc de p valoarea sa

a 1 b -I- c
2

(4)

fAcAnd toate reducerile posibile, avAnd In vedere re-
latiunile (A), ajungem la :

a r = a
AdunAnd intre dAnsele ecuatiunile

avem :

§i

= pb pc
16+1=st- -1

sa
s (p N(pc) (pb)(pc)

facAnd reducerile,

A darA
It? + 7 = a.

ar = p 4- 7 (5)

a) =

= 7

rpa' P

;;i

,

lpbm
pb--1-pc

V

s
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Exemple. 4°. VerificAnd prin formula (3) (133), valo-
rile gäsite mai sus :

R = 119m, 1458; r --= 53m, 1861 ; a =113'n, 6503

/9 = 149m, 1600; y =166m, 9592,

gäsim numai diferenta Om, 0002, care provine din mi-
cile cantitilti cari se neglijeaza touleauna in calculele
logaritmice.

20. Aceleasi valori, verificate prin formula

s= V raRr,
nu dau nicio diferentA de valoarea lui s gilsitä la
exempla 3° (125).

3°. Intr'un triunghiu dreptunghiu, in care avem :

Ea =3o2m, 752; b --= 185', 121 ; C -=--- 139m, 56,

s'a gilsit pentru valoarea razelor cercurilor inscris
exinscrise valorile urmdtoare :

r= 60m, 9645 ; a = 363m, 7165; /3 = 1241'1,1565 ;

y ----- 178', 5955.

Aceste valori, verificate prin ambele relatiuni :
a r = /9 + y, si a r =

nu dau nicio diferentà.
7,

si

                     



CAPITOLUL II.

REZOLUTIUNEA TRIUNGHIURILOR

Triunghiurile dreptunghe.

135. La rezolutiunea triunghiurilor dreptunghe se-
prezinta patru cazuri CAnd se chi ipotenusa i un
unghiu ascutit, si se cer cele doua laturi ale unghiu-
lui drept i celalt unghiu ascutit. 20. CAnd se da ipo-
tenusa i o laturd a unghiului drept, i se cere cea-
laltrt laturd i cele douà unghiuri ascutite. 3°. CAnd se
dà o laturà a unghiului drept si un unghiu ascutit,
se cere cealaltà laturá a unghiului drept, ipotenusa
celalt unghiu ascutit. 4°. CAnd se dau cele doua laturi
ale unghiului drept, si se cere ipotenusa i cele cloud
unghiuri ascutite.

136. Cana I. Ddndu-se ipotenusa a si unghiul as-
cutit B al ulmi triunghiu dreptunghiu, se/ se calculeze
cele cloud' laturi, b si c, ale unghiului drePt, si un-
ghiul asculit C.

Vom deterrninA unghiul C prin relatiunea cunoscuta
din geometric :

B C go°, din care : C. go"- B.
Luturile b i c se vor determinA prin formulele cu-

noscute (111).
b = a sin B, c= a sin C.

1°.:

si
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Exemplu. Se dei a = Jo nz si B = 300; sa se rezolve
triunghint

Vom avea :
C = 90° B =90° 30° = 6o°

b = a sin B = 10 sin 3o' = 10 X = 5 m.
2

c= a cos B=10 cos 30(1= 10X !LI . 5 v3 m.
2

137. Cazul II. Sa rezolvinn un triunghiu dreptunghiu
ln care se cunoaste ipotenusa a si o latura b a un-

drept.
Elementele necunoscute sunt c, B, C. Pentru a le

determina avem formulele :
b =a sin B = a cos C,

din care deducem :

sin B=cos C= a,
cari dau valoarile liii B §i C. Pentru a aflà pe c, in-
trebuintam relatiunea :

1)2,c--a-
din care

c2 =-- (a + b) (a b), sau: c= v(a b)(a b).

138. Unghiul C, dupa aceasta metoda, se deterrnina
prin cosinusul ;sau insa cand b difera prea putin de a,

bcantitatea diferAnd §i ea putin de 1, unghiul C este

niic,
a

§i fiindca. §tim (98) ca unghiurile mici se deter-
mina rau prin cosinusul lor, ecuatiunea precedenta nu
ne va de pe C cu destulii preciziune. In acest caz, cal-
culam mai fritaiu pe c, §i atunci formula

c = b tg C
ne da :

ghiului
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t g C = c-b-

§i unghiul C, determinat acum prin tangenta sa, va fi
calculat cu mai multä exactitate.

Putem Inca intrebuintA, pentru calculul lui C, §i for-
mula urmatoare cunoscuta (58):

Lg C 171 co-C
2 1 + COS C'

bin care, punAnd in loc de cos C valoarea sa si in-a '
multind ambii termeni ai fractiunii cu a, obtinem :

C abtg = v a+b

Calculul fAcAndu-se prin logaritmi, aceasta din urma
formula are avantagiul cà cuprinde numai logaritmii lui
ab §i a+b, care intra in valoarea lui c.

139. Cazul 111, in un triunghiu dreptunghiu dunes-
cand lahira b a unghiului drept si unghild ascutit B, sa
se calculeze ipotenusa a, latura c ci unghiul C.

Unghiul C se determind direct prin formula :
C = go°B ;

iar a §i c se vor aflA prin formulele §tiute (111, 113):

a = .sin c=bcot B.
B

Exemplu. Se da b= 8 in si B=60', sa se rezolve
triunghild.

Vom aveA :
C = 90° B = 90° 60 = 30°

b 8 16 160
S1nBV3 V3 3

2
8 V3c = b cot B=8 X =

V3 3

2 a

1-

V
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140. Cazul Dr. Ddndu-se cele cloud laturi b si c ale
unghiului drept, sii se calculeze ipotenusa a si un-
ghiurile ascufite B si C.

Deterrninam mai Intaiu unghiurile B §i C prin for-
mulele

b=c tg B, b=c cot C,

din cari
btg B=cot C =--c

Ipotenusa se deterrnina in urrna prin una din for-
mulele :

deunde

b= a sin B, c= a cos 13,

h ca=sin B cos B

Observare. Am fi putut calculà pe a deadreptul prin
a'=b2+ c2.

Insa acasta formula nu este calculabila prin logaritmi_
Pentru a o face calculabill prin logaritmi, vom pune
pe c2 ca factor comun, §i atunci

b2
a2 =c2(1 + c2).

Punem
b =tg T ;

atunci

sin'T cos2fp+sin2p c2a2=c2 (1+ tg3 0= 41+
cos2T cos2T cos2T,

deunde
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ca = ,cos q)

formula calculabila prin logaritmi, care ne ar da pe a.
Insa pentru aceasta trebue sd cunoastem mai intli pe q)
§i daca comparam formula (a) cu (b), vedem cd

adicd

tg B = tg (Jo = ac,

B = T.

Prinurmare, chiar dupa aceasta metocla, determinarea
lui a depinde tot de calculul lui B.

Verificatiuni.

141. Pentru a fi siguri de rezultatele obtinute prin cal-
culele ce am expus, trebue sa avem mijloace de a le ve-
rifica.

Mijloacele cele mai ordinare pentru a face aceste veri-
ficatiuni constau In a calcuhl unul din elementele
date cu ajutorul elementelor calculate. Daca valoarea
aflata astfel nu difera deck prea putin de valoarea data,
calculul este exact. Spre exemplu, daca am calculat
pe a, c, C, clandu-ni-se b, B, cu valorile Visite prin
calcul pentru a §i c vom calculà pe b, prin formula

b = V (a + c) (a c)

§i daca valoarea aflata nu va diferl de valoarea data a
lui b, calculul va fi exact.
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Date

5836'11,43 ;

B = 54°14 ' 28",6

Exemple.
Cazul I

Formule

C = go° B,

b= a sin B,
c = a cos B,

Calculul lui C. Calculul lui b.

go°

B=54°14'28", 6
C=35°45'31", 4

Date

a =574"1,35,

b = 38411',o8.

loga=3,7661473
log sin B=1,9o928o5 log

logb=3,6754278
b=4736'11,1758

Cazul

Necunoscute

C = 35°45'31", 4 :

b=4736m,1758:

c= 3410'6535.

Calculul lui c.

loga=3,7661473 .
cosB=1 ,76669o3
logc=3,5328376

c=3410"1,6535,

Formule Necunoscute

sin B ----- cos C = ba

c =\1(a+b)(ab).

Calculul lui BO C.

log b= 2,5844217
log a= 3,2408234(0

log sin B =log cos C=1,8252451
°58'6"41

C=48T53",5g

B = 41' 58'6'41.

C = 48'1 53",59.

c = 4271110369.

Calculul lui c.

log (a+b)=2,9815604
log (ab)=2,2793703.

2 log c=5,26043o7
log c=2,6304655

c=427m,0369

(9 Se §tie din algebra ca, in loc de a scadea un logaritm din
altul, putem adaogi acestui din urmä complitnentul celui
adica diferenta intre acel logaritm i o. Aceasta s'a facut aci, §i in
toate exemplele urmatoare,unde au fost a se sada logaritmi.

=

B----41

d'intaiu,

1 1

1

1
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Verificare.

C
2 V a-F-b

log (ab). 2,2793703
log (a+b) = 3,0184396

2 log tg = 1,2978099
2

loa tg
2

1- ,6489050

C = 48°1'53",64(dif.

Cazul

o",o5).

Date Formule Necunoscute

b= 7536'1%14,

B = 56°24'1"3,7.

C = 9o° B,

a= .sin B

c=b cot B.

Calculul lui C.

C = 33°35'46",3,

a= 90471'4437,
c = 5006n-1,2782.

900
B =-- 56°24'13",7.
C = 33°35'46",3.

Calculul lui a.

log b= 3,8771490

log sin B = 0,0793769
log a= 3,9565259

a= 9047'4437

Calculul lui c.

log b =3,8771490

log cot B =-1,8223660
log c 3,699515o

c =-- 5oo6m,2872

=

C =

III.
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Cazul IV.

Date Formule Necunoscute

b=2236m,34, b B= 3o °22'54",85tg B = cot C .c,c = 3814n1,51. C = 59°37'5",15,
b a= 44201,7305.a : sin B

Calculul lui B §i C

log b = 3,3495379

log c = 4,4185613
log tg B = log cot C .1,7680992

B = 30022154",85,

C = 59°37'5",15.

Calculul lui a

log b= 3,3495379
log sin B = 0,2960544

log a= 3,6455923

a --.. 4421m,7306

Rezolufiunea triunghiurilor oarecari oblicunghie.

142. La rezolutiunea unui triunghiu oblicunghiu se
pot prezentA patru cazuri : 1°. CAnd se dau o laturA §i
dotiA unghiuri, §i se cer celelalte doug laturi §i al trei-
lea unghiu. 2°. CAnd se dau douA laturi §i unghiul cu-
prins intre ele, §i se cere a treia laturA §i celelalte
cloud unghiuri. 3'. CAnd se dau douà laturi §i unghiul
opus la una din ele, §i se cere a treia laturA §i cele
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'lake cloud unghiuri. 4°. Cand se dau cele trei laturi §i
se cer cele trei unghiuri.

143, Cazul I. Intlun triunghiu oarecare deindu-se la-
tura a si unghiurile B si C, sir se determine al treilea
unghiu A si laturile b si c, precum 2ci suprafata s.

Unghiul A se obtine direct cu formula
A+ B+C 1800,

deunde
A 1800 (B -F-C).

Apoi din relatiunile
a

sin
b

sin
a

sin
c

sinA B' A C

deducem

b a sin B a sin C
.sm c = .smA ' A

Suprafata este data prin formula cunoscuta :
a°. sin B sin Cs =
2 sin (B C).

144. Cazul 11. Deindu-se laturile a si b si unghiul
.cuprins intre ele C ale unui triunghiu oarecare, sä
.calculam a treia laturd c, si unghiurile A si B, pre-
cum si supralata s.

Suma A+B a unghiurilor cautate este cunoscuta din
xelatiunea :

B =180"C.
Diferenta lor o vom calculà prin formula (3) (121) :

tg
A B a b Ccot --

2 a+ b 2

Vom avea dar prin aceste formule :
A±B = M,
AB = N,

A+
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M si N find niste cantitati cunoscute. Adunând si
apoi scázAnd aceste egalitati una din alta, si Impartind
cu 2, avem :

A -=
M ± N

,2
M NB =

2 '

Unghiurile A si B find astfel determinate, vom cal-
culà pe c prin formula :

a sin Cc =
sin A

145. R. llacã in loc de a se dà chiar laturile a si b
s'ar dà log a si log b calculul diferentei A B se face
astfel :

fractiunea
a b
a±b

-se scrie
a
I, 1

a

si se determinii un unghiu auxiliar q), asA ca
a

tg go

,deunde

log tg 99= log a log b.
Mernbrul al doilea find cunoscut, allam pe yo. Vom

aye' ab tg p 1
a-h-b tgp+1

sau

b+
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deci

ab tg 99 tg 45°
I + tgTtg 45° tg (7 45°)

AB
tg --tg( 7 45°) cotc-

2 2

Suprafata este data. prin formula :
absin Cs =

2

146. Cazul III. Sii se rezolve un triunghiu oarecare,
in care se cunosc cloud' laturi a si b, Isi unghiul A
opus laturii a.

Se cautd c, B, C. Vom calculà mai IntAiu pe B prin
formula

sin B = b sin A
,a

si apoi pe C prin
C =1800 (A + B);

infine vom aflA asemenea

a sin C
c =-- sin A

Suprafata s se va OA prin formula
absin C

S
2

147. R. Fiindca un unghiu se calculeazA cu mai multä
preciziune prin tangenta sa, putem calculà pe.B astfel:

In formula :

x _r_ \/ 1 COS xtg 2 = --r.
1 + cos x

sA inlocuim pe x cu go° + B ; avem

a + b
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sau

tg (450+ _B ),_
2 ---N 1 +cos (900+B)

B
tg (45o+

) 11 + sin B
2 )== + \ 1 si n B

si inlocuind pe sin B cu valoarea gasita, avem :

B
-A=----'-

_Lt\ la+b sin A
tg (45°1- ab sin A

Aceasta formula' da pentru unghiul (450+ B) cloud
2

valori suplimentare, caci este mai mic deck 180,
Valorile corespunzatoare pentru B sunt deasemenea
suplimentare. Inadevar, insemnand cu M unghiul as-
cutit a ciirui tangenta este

+\I

a-Vb sin A
ah sin A

§i prin 131 valoarea corespunzatoare lui B, avem

Bi45°-1- ---= M deci B12=-2 Mgo°.
2

InsemnAnd cu B. valoarea corespunzatoare lui B.
cAnd luäin unghiul obtus 180° M, a cArui tangentil
este

\la+h sin A
ah sin A

avem

B243°-1-----18o°M, deci B2=270°-2M.
2

Avem deci
B, + B2 =-18o".

iicos (90°±B)

+
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148. Discutfune. Mai Intaiu vom reaminti In cateva
cuvinte constructiunea geometrica a triunghiului pen-
truca discutiunea pe formule sa fie mai bine inteleasä.

Pentru a construi triunghiul cu elementele a, b, A,
In un punct al unei drepte indefi-
nite AB' facem unghiul dat A, §i
pe dreapta AC ham lungimea AC
= b (fig. 36); din C, cu o raza egala
cu a, descriem un arc, care ne da
pe dreapta AB' punctele B' si B",
pe cari le unim cu C. Triunghiul
cdutat este ACB' sau ACB".Fig. 36.

Formula

sin B = b si a A
a

ne va dà pe B. Fractiunea din membrul al doilea tre-
bue sd fie subunitara sau cal mult egala cu i deci tre-
bue sa avem

a b sin A;

prinurmare numai cand datele problemei vor satisface
aceasta conditie, problema este posibila. Aceasta con-
ditie rezulta si din figura. Pentru a obtine punctul B
pe dreapta AB' trebue ca latura CB = a sä fie mai
mare deck perpendiculara CD = b sin A sau cel pu-
tin egala cu ea.

SA presupunem cd aceasta conditiune este indepli-
nita. In table stim a nu se gäsesc deck unghiurile
mai mici decat 900, adica unghiurile ascutite. Fie M

unghiul ascutit al carui sinus este egal cu h sin A
a

se stie insa (26) c i arcul suplimentar 18o0M, care
este obtus, va aveA acela§ sinus ; prinurmare trebue
sa vedem care din aceste doua unghiuri, M si 18o°M,
este adevarata solutiune a chestiunei.

,

,.>.

'
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Pentruca M sa fie o solutiune a ecuatiunei, trebue
sa avem :

A+M < iSo". (a)
cdci

A-FM-EC ---- 1800.

Asemenea, pentruca 1800 M sa fie o solutiune, va
trebui ca

A +1800 M<1800,

sau
A G M (b)

SA vedem cari sunt cazurile in cari aceste conditiuni
pot fi implinite.

10. llacd A>go°, valoarea iScoM mi convine pentru
B, caci Intr'un triunghiu nu pot fi doua unghiuri ob-
tuse ; rdmAne dm- numai M, care trebue Inca sd se su-
puna conditiunii (a), din care se deduce:

M<1800A.
Aci M este ascutit ; .18co°A asemenea ; prinurmare

putem pune :

sau

Insa

prinurmare

deunde

*sin M < sin (1WA),

sin M < sin A.

sin M = b sin A;
a

b sin A .<sina A,

b< a. (i)
Curs th? Trigonometric li
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Daca aceasta conditiune nu este implinitä, nu avem
nicio solutiune.

2°. Daca A =-- go°, valoarea 18o° M, fiind mai mare
de go°, tot trebue lasata, si atunci (a) ne da:

90°--1---M < 18o, sau: M < go°, sau : sin M< 1,
si pun:And valoarea lui sin M si a lui A,

b sin go°
a- < 1, sau : b <a.

Conditiunea este aceeas ca si In cazul and A>go°.
In rezumat dar, dacd unghiul dat este obtus sau

drept, triunghiul are o singurd solutiune cu condi-
!lune !nth- ca latura opusd la unghiul dat sd fie mai
mare decdt cealaltd; dace" este egald cu ddnsa, san
dacd este mai midi, triunghiul nu are nicio solutiune.

3°. Daca A < go°, trebue sd distingern cazurile cand
bsinA este mai mic, sau egal cu a.

Daca

formula

b sin A <a,

sin B=b sin A
a

da o valoare reala, M, pentru B. Aceasta valoare, M,
se poate priml totdeauna, cdci conditiunea (a) se poate
totdeauna satisface; Insa pentru a puteil admite si so-
lutiunea 180° M, dupa (b), trebue sä avem :

M > A;
si fiindca si M si A sunt ascutite,

b sin A .>sinsin M > sin A, sau a A,

deunde

b->a.
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in acest caz dar se poate sã fie cloud solutiuni, M
si 1800M; masã cecz din urnzd convine numai cdnd
latura opusd unghiului dat este nzai mica decdt cea-

Daca bsinA = a, valoarea
b sin Asin M = a

se reduce la
sin M =1, sau:

si in cazul acesta, cele cloud solutiuni M si 1800 M,
se reduc ía una singurd.

Iaca un tabel care contine rezultatul tuttdor acestor
discutiuni :

a > b 1 solutiune, B < 900;
1A>90° a =,-- b

a < b
a

1 a
> b

A=9o° = b
a < b

o solutiuni;

1

1

solutiune, B < go° ;

o solutiuni ;

b>
A<a

a

A<9o° ib sin b = a . 1 solutiune, B < 90';

2 solutiuni, B' < 900;
B" =180° B',

b <a 1 solutiune, B < go";

1 b sin A = a 1 solutiune, B = 90°
Cu ajutorul acestui tabel, se va puteA recunoaste

chiar din date daca problema are doua solutiuni, o
solutiune sau nicio solutiune, ceeace este foarte im-
portant, pentru a evità de multe ori calcule inutile.

Verificiri. Cand sunt douà solutiuni, putem aveA doua
verificatiuni foarte simple. Fie AB' = c', AB" = c';
ACB' = C', ACB" = C". Dui:4 figura

1
1 1

M go°;

. .
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AD B"D c", AD + DB'=. c'.
Adunând aceste egalitati, i avand In vedere cl

B"D B'D, vom avea :

AD
d+c"

2

Lusa In triunghiul dreptunghiu ACD avem :

AD = AC cos A b cos A.

Vom calculà dar pe AD prin aceasta formula, *i daca
c'+c"valoarea aflata va fi identica cu calculul va fi exact.

2

Asemenea, daca am scadeà una din alta ceb doua
ecuatiuni de sus, am aveâ :

DBI==C 'e"
2

De alta parte
DCB' =ACB'ACD =C'ACD
DCB"=ACB ACB"=ACDC".

Adunand,

C'(""DCB'
2

In CDS' avem :

C'C"DB'=CB' sin DCB'= a sin
2

Aà dar, calculând pe DB' prin aceasta ecuatiune,
daca calculul este exact, valoarea aflata va trebui sa fie

I/
Cidentica cu

2

149. Casul IV. Ddndu-se cefe trei laturi a, 1), c, ale
unui triunghiu oarecare, sii aflam unghiurile liii, A, B, C,
precum si suprafata s.

=

.

=
=
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Unghiurile se pot calculà prin ecuatiunile (4), sau (5),
sau (6) (122), toate calculabile prin logaritmi ; vom pre-
fer) insã ecuatiunile (6), cáci daca am Intrebuinta for-
mulele (4), ar trebul sä cautam vase logaritmi, vi a-
nume pe ai lui a, b, c, pa, pb, pc; daca ne-am
servi cu (5), am aveà necesitate de sapte logaritmi: ai
lui a, b, c,p,pa,pb,pc. Cu formulele (6) Insä nu
avem necesitate a cautà decat patru : pe ai lui p, fta,
p b, pc. Afara de aceasta, formulele din urma de-
terminand unghiurile prin tangenta lor, dau o preci-
ziune mai mare.

Formulele ce vom intrebuinta vor fi darà acestea:

tg pb(p) 02a)c)

B (pa) (pc)
(pb)

tg C = (p_ (p_b)
2 p (pc)

Observare. Pentru ca triunghiul sa se poate rezolva
este necesar i deajuns ca oricare din laturile date O.
fie mai mica deck surna celorlalte douä. Inadevar,
daca am aveà, spre exemplu:

a>b+c,
ar rezultà ca

pa=--
2

ar fi negativ, pecand p, pb, p c, ar fi pozitive.
Atunci cantitatile de sub radicalele ce dau pe tg

2

tg B tg fiind negative, valorilor unghiurilor ar fi
2 2

ginare.

=

t

I'

h+ c

A
2 (P-0

2

a

,
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E x e in p I e.

Date

a-58161'1,35

B=54°37'12"i4i

C=78°19'45"i7.

Cazul 1.

Formule

A=180°(B-1-C),
a sin B

b =--- sin A
a sin Cc = .sin A
a2sinBsinCs =
2 sin (B-1-C

Necunoscute

A=47°3'1",9,

b.6478111,885,

c=7782111,048

s=18452216mP

Caculul lui A.

18o°

B 4- C 132°56'58",1

Calculul lui b.

A = 47°3'1",9

log a=3,7646506

log sin B--T,911334o
log sin Ao,1355157_

log b=3,8115oo3
b=6478111,885

Calculul lui c.

log a
log sin C=1,99o9276

log sin A= o,i355157

=3,7646506

log c=3,89w939
c=7782,n,048

=
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Calculul lui S.

2 log = 7,5293012

log sin B = 1,9113340

log sin C = 1,9909276

log 2 = 1,6989700
log sin (B+C) = 0,1355157

log s = 7,2660484
s =18452216"T*

Cazul II.
Date Formule

a =578 rn,312,

b =345 m,1049

C ------ 48118'35"94.

A-1-B=180°C.
AB a b A-1-B

tg 2 a -Fb tg 2

c= a sin C
sin A

ab sinC
5

2

Necunoscute

A = 95°13'49",25,

B = 3627'35",35,

c =--- 433m,6615,

s = 74517 inp,586.
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Calculul lui A-FB

i8o°
C = 48°18'35",4

A-I-B=131°41'24 ',6.

Caleulul lui AB

log (ab)=-- 2,3677435
A + Blog tg =0,3482643

log (a+b)=-S,o346o26
,
log tg

AB
2 1,7D00104

AB_
29

o
2.3 up ',9J,

2
A B=58°46'13",00.

Calculul lui c

log a=2,7621622

log Sin C=1,8731766

log sin A=o,0018107
log c 2,6371495

Calculul lui s

log a=2,7621622

log b=2,5379500

log sin C=1,8731766

log 2=1,609700
Calculul Iui A §i B

A+B=131°41'24",6
A B= 58°46'13",9

95°13'49",25

13= 36)27`35",35.

Cazul I 11.

Date

a = 21 m ,324,

b. 26'n ,715,
A = 45°32.16",4.

log s= 4,8722588

"T,586.

Formula

b sin A
sin B a

C = i8o° (A+B).
a sin C.
sin A

a b sin C

C --=

S
2

c.--433m,660.

s=74517
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Necunoscute

1-a solutie 2-a solutie

B' = 63023'53",29,

C' = 710 3'45",32,
c' = 24m,260,
.s' = 269n1P,4183.

B" =1 i6°36' 1",71,
C" = 17°51'41"88,
c" = 9'064,

.87inp,3645.

Calculul lui b sin A

log b = 1,4267552

lOg sin A = -.7,8535241

log b sin A = 1,2802793

b sin A = ir,0668
Fiindca b > a > b sin A, avern douä solutiuni (148).

Cnlculul liii B

log b --= 1,4267552

log sin A =1,8535241

log a= 2,6711313

log sin B = 1,9514106

B' = 63°23'58",29

B" =116°36' 1",71.

1-a solutie

Calculul lui C'

180°

A + B' = 108 56'14",69
C' = 71° 3'45 ',31

2-a solutie

Calculul lui C"

180°

A + B" = 162" 8'.18",ii
C" = 1751'41",89
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Calculul lui c'

log a = 1,3288687

log sin C' = 1,9758332

log sin A = 0,1464759
log c' = 1,4511778

c' = 28m,260

Calculul lui s'

log a = 1,3288687

log h = 1,4267552

log sin C' = 1,9758332

log 2 = 1,6989700
log s' = 2,4304271

s' = 260mP,4183

1'. Formula

Calculul lui c"

log a = 1,3288687

log sin A =1,4866412

-- log sin A =0,1464759
log c" = 0,9620859

c" =-- 9',164

Calculul lui s"

log a = 1,3288687

log a = 1,4267552

log sin C" = i,4867412

log 2 = 1,6989700

Verificari (148).

b cos A = d ± e
2

log s" =1,q413351

s" -= 871"P ,3645

Cakulul lui h cos A

log h = 1,4257552

log cos A .------1,8452693

.lui c'+ c"Calculul --
2

cI = 28-,260
C-= 9'1'464log b cos A = 1,2721245

b cos A = 18"1,712 18,n,712 (dif. 0).
2

Cl C" c i c"2°. formula: a sin = .
2 2

-

C'+C"
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CIC"Calculul lui a sin
2j

log a= 1,3288587
ClC''

log sin 1,6510516
2

loo-asi
clC"

n
2

0,9799203

a sin
C' C"

= 9nt$548.2

clc"

c'--c1
Calculul lui

2

28n1,260

e= 9'464

2 = 9:n548 (dd. ()).

Cazul JV .

Date

a = 87m,510,

b = 36m ,927,

c = 64m 529,

Formull)

A (1(p b) (p
tg2 N p (p a)

B tl(p a) (p
tg N p (p b)

C I(p a) (p b)
vg 72-=

s =vp (p a) (pb) (p

Necunoscute

A = 116°33'11"A

B = 22°10'36",3,

C = 41°16'12",7,

s =1065 mp,76.

-
I

-
2

,

0'=

o)

7 p (./7
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Calculul lui A

log b) = 1,7600906
log (p c) = 1,4764548

log p =2,0246463
10g(pa)=:t4565803.

,
logtg A

2 =0,4177720
2

Alogtg -y.0,268860

A=116°33'111,0.

Calculul lui C.

log (p a) = 0,8434197
log (p b)=1,76009oct

log p = 2,0226463
lag (pc) =2.5235452.

C2 logtg 1,1517018

Clogtg= 1,5758509
2

C = 41°16'12",7.

Verif

Calculul lui B.

log (p a) = 0,0434197
log (p c) 1,4764548

log p = 2,0246463
log (pb) = 2,2399094

; B ,
2,Do44.1022 iogtg

, B
2

1,2922151

B 22°10'36",3.

Calculul suprafatei s.

log p = 1,9753537
log (pa) = 0,8434197
log (pb) 1,7600906
log (pc) --== 1,4764548

2 log s = 6,0553188
log s= 3,0276594

S =1065'1'9,76.

icare.
A+ B C=i8o°o'o ',o (dif. o",o).

Exerciiii. I. In mice triunghiu dreptunghiu avem relatiunile

cot B =c-Fa1.
2

2.

3.

B C 2 (a2bc)tg2 + tg (a+b)(a+c)

B Ctg 2+tg-2. cot
B + cot
2 2

11, SA se arate, cA un triunghiu este dreptunghiu, dacA intre
ghiurile lui existA una din relatiunile urmAtoare :

2=

2

I

nfl-

=
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1. sin C=cos A-Fcos C
sin B-Fsin C

2. sin C cos B-I-cos C
cos (CB)

3. tg B sin A-F sin (CB)
1. TransformAm membrul al doilea in formule calculabile prin lo-

garitmi.
DacA 29, 30,49 sunt unghiurile opuse respectiv laturilor a, b, c,

ale unui triunghiu oarecare, sa se demonstreze, cA avem :

2 b )2_1.
c+a

1. Din relatia cA sinusurile unghiurilor sunt proportionale cu la-
turile opuse, bazati pe proprietAtile rapoartelor egale si pe formule
calculabile prin logaritmi se gAseste cos 9 in functie de laturi, apoi
sin 0 si deci tg 0.

IV. SA se demonstreze relatiunile urmAtoare inteun triunghiu
oarecare :

1. B-1-sin2 C=2+2 cosA cosB cosC
2. cos2A+cos2 B+cOs2 C=I 2 cosA cosB cosC

I. Pleciirn dela relatia A-I-B=1800C, luAm cosinurile in ambii
rnembrii, ridicArn la patrat etc.

3. a (b cosCc cosB)=b2 c2

1. Se inlocuesc cosinusurile in functie de I ituri.

4. (a+b) cosC-1-(b+c) cosA-F(c+a) cos13=a+h-Pc.
1. Se considerA relatiunile : a=b cosC-Ec cosB etc., cari se adunA.
V. DacA inteun triunghiu avem rel ilia

+1 _2 +2rabc
triunghiul este dreptunghiu (r raza cercului inscris, a a celui exinscris).

1. Se inlocuesc r i a cu valorile lor si se gAseste sinA=t.

III.

sin2A+sins

t

(

                     



CAPITOLUL III.

EXERCITII $1 APLICATIUNI.

Cdteva cazuri de rezohifiuzzi de triunghiuri
in can" se dau, nu trei elemente, ci trei combina-

mini ale acestor elemente.

Sei se rezolve un triunghiu dreptunghiu, dein-
du-se ipotenusa a si sunza b+c a celorlalte cloud laturi.

Se cautd B, C, b, c.
Adunând relatiunile

avem :

b=---a sin B,

c=a sin C,

b+c=a (sin B+sin C)

=---2a sin
BH-C BCcos

2 2

§i fiindca B+C=go°,
B Cb+c=2a sin 45° cos

2

din care

i5o.

,
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COS
BC h+c

2 2a sin 45°'

ecuatiune care ne d pe BC; fiindca cunoastem §i
pe B+C, vom putea afla valoarea fiecaruia din unghiu-
rile B §i C. Atunci laturile se vor calcula prin formulele

b=a sin B,
c=a sin C.

Exemplu. Date : a=2416.1,34; b+c=3238",51.
Necunoscute: B=61°5'5 t",5 ; C=28°55'8",5 ;

b=2115m,o3 ; c=1168"1,48.

151. Sei se rezolve ma triunghiu dreptunghiu, cu-
noscdnd un unghiu ascu fit B i diferenfa bc a ce-
lor dond laturi ale zmghiului drept.

Necunoscutele stint a, h, c, C.
Unghiul C se dctermina indatä prin formula

C=90°B.
Relatiunile

h=a sin B,
c=a sin C,

clau prin scadere :
.sm BC B-f Cbc=a (sinBsin C)=2a cos

2 2

.smBC=2a cos 450
2

din care deducem :
bc

13
2c0s45° sin

2

formula ce da ipotenusa in functiune de cantitati cu-
noscute.

a=--
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Laturile b i c le vorn determinA apoi prin formu-
idle de mai sus.

Exemplu. Date: B=46°18'5",7 ; bc=om,7542.
Necunoscute : C=43°41'54 ',3 ; a---23"1,48o3;

b=16m,9764; c=i6m,2222.

152. Sti se rezolve un triunglau dreptunghiu, cu-
bnosceind ipotenusa a si raportul al celorlalte (loud

laturi.
Avern

btgB=cotC=--

care ne da unghiurile ascutite; cu ajutorul lui si al ipo-
tenusei, vorn calcuhl §i laturile.

Exemplu. Date : a=13111,152;-c = 1,5324.

Necunoscute : B=56"52'21",69 ; C=33°73'8",31;
b = l'n,o143 ; c=7m,1876.

153. Sã se rezolve un triunglziu oarecare, canosceind
unglaurile A, B, C, si perimetrul 2 p.

Se cautä a, b, c §i s.
Formulele

a
sin A sin B sin C

dau:

a 2 p
sin A sin A-F sin B-Fsin C.= sin A-Fsin B-Fsin C

sau :

a=
sm Ad-sin A-Fsin C

2p sin A

6 c

a+b+C
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inlocuind pe sin A si sin Ad-sin Bd-sin C cu valo-
rile (52, 69),

a
. A A . ASill-4p smcos p

2 2 2

A
4 cos cos cos cos COS

2 2 2 2 2

Asernenea

b
A B'

cos cos
2 2

. Bp s n
2

. Cp sin
2c= Acos cos

2 2

Pentru suprafap avem :
absinCS =

2

esi Inlocuind pe a i b cu valorile lor de mai sus si pe
.

sin
Csin C zu 2 cos ,
2 2

.A. B.0
m

2 2
r 2 sin stn

22 A B C
_s p' tg

2
tgA B Ccos cos cos--

2 2 2

Eiemplu. Date: 2 P=1336'11,24; A=36)14"56",2;

13=73°28'231,6 ; C=7e16'40",2.

Necunoscute: a=435m,8163; b--=-7o6111,6043;

c=693m,8188; s=144942',74.
Cur.s de Trigonometric 12

B C B C

bur

T-

:7

C

C

tg
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154. Sd se rezolve un triunghiu oarecare,cunoscdnd
o laturd c, unghnd adjacent A, si siima a+b a celor-
lalte cloud laturi.

Se caut5. B, C, a, b.
Din relatiunile

a
sin A sin B sin C'

se deduce :
a+b±c a+bc

sin A + sin B+ sin C sin A+ sin B sin C'

Inlocuind pe a+b-fc cu 2 p, pe a+bc Cl.1 2 (p-c),
pe sin A+sin C §i sin A+sin Bsin C cu valorile
lor (69, 70), obtinem :

2

. A . B4 cosA cosB cos 4 sin sincos
2 2 2 2 2 2

Reduand i scotand valoarea lui B,
B p-c Atg-2 cot .

2

Cunoscand pe B, C se aflii imediat. Laturile a si b
se vor determinA prin formulele fundamentale.

Exemplu. Date: c=215m,31; a+b=49',07
A=81°2413",8.

Necunoscute B=48°54'55",52; C=49°4o'5o",68 ;
a=279m,2196 ; b=212m,8502.

155. Sei se rezolve un triunghiu, cunoscdnd supra-
fala s si unghiurile A, B, C.

Necunoscute sunt a, b, c.
Relatiunea

d5 imecliat

=
2 sin A

a2 sin B sin C

B+sin

p 2 (PC)
==

:

s

b c

C C
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Asernenea avem :

2 S sin A
sinB sin C

b= 2 s sin B
sinA sin B'

I 2 S sin Cv
sinA sin B

Exemplu. Date : s=--98n1P, 125; A=3404S'12",3;

B =66°38'53",2 ; C=78°32'54",5 :

Necunoscute : a=11m,1572 ; b=-17m,9467; c=19m0588.

156. Sà se rezolve iuz triunghiu oarecare, cunosceind
raza cercului inscris, r, si unghiurile A, B, C.

Trebue a se calculà a, b, c, s.
Triunghiul AOF (fig. 37) clA :

AF = Arcot;
2

triunghiul OFB da asemenea :

FB r.;ot
2

C.

Fig. 37

Adunând aceasta relatiune cu cea precedenth, avern :

(COS A COS B_2)2A ,--rcot)(Cot
2 2 2 sin

cos sind-sincos --B sinA
B

2 2 2 2 2r r
. A . Bsinsin sinsin--

2 2 2 2

§i fiindcA

si

,

= r A -1- 13--

-1-

. A . B

st

=

C=
\nin
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A+B= 9o° ,
2 2

C =
. A . Bsin sin-

2 2

Asemenea se gAsesc §i :

a =
A

r COS
2

. B . Csin sin-
2 2

B
r COS

2b
. A .sin sm-

2 2

Suprafata este data prin formula

ab.sin C5.=
2

in care inlocuim pe a §i b cu valorile lor i pe sinC cui

atunci

S

sau

. C
2 Sin COS ,

2 2

A B C . C2 r2 COS COS COS sin-
2 2 2 2.A.B. C2 sin sins1n2

2 2 2

A..S=i 3 C tC t t ---
2 2 2

C

COS
2

C"

C

B
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Exemplu. Date: r--=-4"),371; A=58°34'13"4;

B=.97°15'26",2 ; C=24010'20",4.

Necunoscute: a=24T",2626; b=28m,2o66; r=11m,6434_

s = 140nv,t180.

157. Sã e rezolve un triunghiu oarecare,cunoscdnd
o laturei a, suma b+c a celorlalte douei, si perpendi-
culara h leisata din A pe latura a.

Se cere b, c, A, B, C.
Avem:

a§à dar

sau

ori

bc sin A . ahs. §i s ;
2 2

ah = bc sin A,

ah=ye,sin A

. A A ah2 sin cos
2 2 DC

Avem apoi:

a2 --=-112-j-c2-2bc cos A

bc 2 bc cos A
----(b+c)2-2bc (1 +cos A)

bc eos2 A2

deunde
A (b r12cos.--
2 4 bc

Impartind (b) prin (c), obtinem:

(a)0

(b),

(c),

,

_-= 0+02-4

c) 2
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A 2ah
tg' 2 (b+c)2a2

-care chi unghiul A. Atunci (a) ne va dà pe bc In func-
'Orme de cantitati cunoscute

insa din date avern

a
.

hbc ;sin A

b c= in,

find o cantitate cunoscuta. AvAnd dar suma si pro-
dusul cantitatilor b §i c, aceste cantitati, dupacum
stim din algebra, vor fi radacinele ecuatiunii de gra-
dul al doilea :

:

a hx2nzr+ osin A '

b x '
ihn2 sin A 4 ah

\i/
2 4 sin A

C =--
171 in/2 sin A 4 alz.
2 \41 4 sin A

CunoscAnd astfel toate laturile, am ajuns Ia un caz
icunoscut.

Exemplu. Date :

a=-12m,514; b+c---19m,325; h=6'n,142.

Necunoscute: b--=--13m,1133; c=6'n,2117;

A:=70039'47",7o; B=81024'27",41; C=---2755'45",13.

m

in

--=
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158. Sei se rezolve un triunghiu oarecare, cunoscdnd
o laturd c, unghiul opus C si per-
pendiculara h Idsatd din C pe c.

Se cauta a, b, A, B.
In ACD i CDB (fig. 38) avem :

AD =h cot A,

AB = h cot B;

si aduniincl,

Figi 38.

c=h (cot A-Hot B) = h(cos A + cos 131
sin A sin B)

sin (A+B )
nsi

h sin C=h . .
A sin B sm A sin B

;

Insa (61)

cos (A B) cos (A + B)=-- 2 sin A sin B ;

asA dar

2 h sin C 2 h sinCc =
cos (A B) cos (A+ B) cos (AB)+cosC

din care

2h .sulcos (A B)=c C cos C

Aceasta formula o vom face calculabila prin logaritmi
2h(74), punand c = cotT, i atunci ea devine :

cos (A B) sin (Ccp),
sin q)

care da diferenta AB, si astfel vom puteà calculà
unghiurile A si B. Atunci cunoscând o latura c si un-
ghiurile, revenim la un caz cunoscut (133).
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1hceiuplu. Date: c==534m,59; C

h 217"1,38.

Necunoscute: A =9.4.°8'9",35; B= 21°33'17"925 ;

a = 591'1'96878; b 217'99482.

159. Sci se rezolve un triungihu oarecare,cunosceind
laturei c, inalthnea corespunzlitoare h si diferenta

AB, a unghiurilor a/at/irate.
SA se afle a, b, A, B, C.
Unghiul C se va deterrninA prin ecuatiunea gsitA

'mai sus :

sau

§i

cos (AB)= 2h
sin C cos C,

2

cos (AB) sin (C-99),
sing)

2/1
CO1T =

c

Atunci, cunoschnd pe c, C i h, revenim la chestiu-
nea precedenta.

Exemplu. Date: c=13m,251; h =-- 8'434;
A B = 23023'48",3

Necunoscute: A = 680395o",o4 ; B = 40016'1'1,74;

C = 7-104'8",22; a = 13m,o486; b = 9m,o545.

iflo. Sei se rezolve un triunghiu cunosceind cele trei

Fie a, 3, y mnàltiniile can corespund respectiv la la-
turile a, b, c. Avem:

= 64°18'33",4 ;

==

o
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an. bji cy
2 2 2

relatiuni din cari scoatern :
28 , 2S 28a--=a, LI=

Punând aceste valori Ir

185,

A b) (pc) ,(a+cb) (a+bc)
tg 2 p (pa) \I(a±1,-1c) (b+ca)

vom aveà:

/(2S 2S 2S) (2S_L2S 2S )
A a m ytg [3 cc -7 P Y
2 (2 S_L2 Si_28) (28 _t_2 S 2s)

si impArtind ambii termeni ai fractiunei de sub radical
CU 2 sX2 S,

A
j( 1 _i_ 1 1

)' P

2 \41(1 1 1 1 1 I

inmultind iara's ambii membri cu ocPyXccjiy,

A /Or + aP (h+ai aid)tg
2 \' + Gq+ aP) 01'

Asemenea gilsim :

B I(ni3 crr Ely) (c&i+ Pr ceY)

t° 2 (PT + c413) (mP + ccr>

tg C + (PT+ ay)

2 (Pr + ay+ aP) (Pi+ 04i acP)'

Cunoscând astfel unghiurile, relatiunile

c=---.

1

p

Y P r )

my)

f
1- ay Pr

\/(ceR ay RI') ccP

S

\
a r

tg
)

+ h)

\,/
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Aau :

Ain care :

Asemenea:

a2sinBsinC am
2sinA. 2

a2sinB sinC aa
2sinA 2

asin A
sinB sinC

p sinB
sinA sinC'

y sinC
sinA sinB

Exemplu. Date : a=15m,324; y=-18'n,to2

Necunoscute : A=---3o°49'32",42; B--=-123°2757",94;

C=25°42'29"68; a--21n1,6996 ; b=---351n,3257;

16r. R. Sei se rezolve un triunghiu, cunosaind cele
-trei mediane (numind tnediand, linia care uneste un
Varf al triunghiului cu mijlocul laturii opuse).

Fie a, p, y, medianele cari trec
respectiv prin vArfurile A, B, C,
ale triunghiului.

Unind extremitalile E i D ale
medianelor [3 § i a, linia ED este
paralela cu AB, cáci imparte la-

Fig. 39. turile AC si BC In parti egale.
Ash dar triunghiurile AFC,

EGC sunt aserneni, i dau :

EG EC
AF AC 2

A

(a)

(3--91n,143;

_1

c=t8m,3693.

                     



EXERCITII 1 APLICATIUNI -187

Triunghiurile FBH si EGH sunt iarAsi asemeni, si
prinurmare

EG EH
BF BH

(b)

In FI3 -= AF: si prinurmare, comparAnd ecuatiunek
(b) cu (a), avem:

Deci

sau

EH_ -I
BH 2.

EH -t

1+2El-1+BH

EH_ 1
P 3

AsA dar punctul de IntAlnire al celor trei mediane,
imparte pe fiecare clintr'lnsele in cloud pArti, dintre
cari partea despre bazd este jumAtatea celei despre
vArf, sau a treia parte din mecliana IntreagA.

Triunghiul BHC da, dupA o teorernA din geometriez_

Insã

BH2+HC2 = 2 FID2+ 2 BD2.

2P
BI-1=---

yBD = a
, HD -.=

3i 3, HC--=2T
2

asA dar:

4 . 4 2 a2y2,
9 9 9 2

sau

8p2+81,2=4 2+9a2,

deunde

-

m2+
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2 ,
a --=--sv 2p2-1- 212 aI,

Vom g5s1 asemenea :
2b =3 V2a2+ Tr 02,

2c =JV2c3c2 +42 V.,

Laturile ffind calculate, ajungem dar la un caz cu-
moscut (149).

Exempla: Date: a =-- om,143 ; p = om,115; y = om,083.

Necunoscute : a = om,o93758 ; b = or" 03573 ;

c =--- om,16392; A = 34°53'3",72; B = 55°53'19",62;

C = 89013'36",72.

Operatiuni pe paincint.

162. Trigonometria gaseste aplicatiuni variate si de
cea mai mare importanta in toate operatiunile ce au
de scop a determinft dimensiunile unei figuri oarecare,
prin cunostinta cAtorva din elementele sale. Astfel, se
intrebuinteaza calculul trigonometric la ridicarile de
planuri, la m5suratorile de distante, de inältimi, de un-
ghiuri, etc. Toate aceste operatiuni se pot efectuà
prin metoade grafice ; insA nesiguranta acestor metoade

chiar dificultatea intrebuintarii lor, fac ca sl se pre-
fere calculul.

In aplicatiunile practice ale trigonometriei, este ne-
cesar sa se stie a mãsurà liingiini §i unghiuri.

Lungimile se masoara cu lanful de agrirnensurii, sau
cu niste rigle de lungimi cunoscute. Acest lant sau
aceste rigle, se pun pe dreapta ce voim a In5surà, de
ate ori incap i numärand de cAte ori am pus lantul
sau riglele pe aceastã dreapa, cunoastem lungimea ei.

si
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Unghiurile se milsoaril cu niste instrumente cari
poarta diferite numiri : grafonzetrul, cercul repetitor
sau teodolitul sunt cele mai uzitate. Toate aceste apa-
rate, reduse la cea mai simplä expresiune a lor, se
.compun din un limb sau cerc gradat de metal, 0, care
poarta cloud alidade, adicá douil
rigle de metal (fig. 40), AB si
CD, cari tree prin centrul cer-
.cului. Una din aceste rigle, AB,
.este fixà, si cealalta, CD, se poate
Invarti in jurul centrului 0. Pen-
tru a masura un unghiu, se a-
seazil centrul cercului in vArful
,0 al unghiului EOF ce trebue
sá se mAsoare, se indrepteaza alidada fixA AB in di-
rectiunea uneia din laturile unghiului OE si alidada
mobil5. CD se Invarteste In jurul centrului, pana se
aduce in directia celei de a doua laturi a unghiului, OF.
Atunci arcul DB, cu care s'a miscat aceasta
ni5soarA unghiul.

In instrumentele moderne, alidadele sunt inlocuite
prin lunete, cari dau o directiune mai precisA, i cu
cari se pot vedea obiectele la o mai mare depArtare
decat cu ochiul liber.

In cele mai multe din operatiunile depe pàmânt,
dacil terenul nu este cu totul
orizontal, nu se mAsoard liniile
§i unghiurile cum sunt in na-
tura, ci proiectiile lor pe un
plan orizontal. Asa, in loc de

A a m5sura dreapta inclinat4 AB,
Fig. 41. se masoara proiectia sa AC

pe o linie orizontaki (fig. 41).
Aceasta se cheamá a reduce liniile si unghiurile la

vrizont.

Fig. 40

alidad5,

c
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Sunt diferite metoade a se reduce liniile §i unghiu-
rile la orizont. Teodolitul, intre altele, dà deadreptul
unghiurile reduse la orizont.

rriunghiulatiune.

163. Pentru a se executà cu preciziune un plan al
unei mo§ii, al unui ora§ sau altceva, trebue a se de-
terminA distantele respective Intre diferitele sale puncte
principale, reduse la orizont. Aceste distante nu se ma-
soard toate direct, din cauzã cá este foarte lung a se
mAsurà o dreaptii pe pilmAnt ; ci pentru aceasta, se for-
meazá un numär indestulAtor de triunghiuri, cari aco-
per partea de loc consiclerat5, §i ale cil.ror vArfuri se
atl5. tn punctele principale ale locului. In aceste tri-
unghiuri, se rn5soarä cu instrumente toate unghiurile
si numai o latur5, nurnit5. bath; §i apoi prin calcul
se determiná toate celelalte laturi ale triunghiurilor.
Aceast5 operatiune se nume§te triunghiulagune.

Iaca un exemplu de triunghittlatiune (fig. 42). Cam in
centrul locului considerat,
se alege un punct 0, din
care sá se poatä vedea toate
punctele principale ale lo-
cului. Sa aleg apoi cAteva
puncte insemnate, A, B, C,
D, E, F, astfel ca unind a-
ceste puncte intre ele i cu
0 prin linii drepte, triun-

F ig. 42. ghiurile AO B, B 0 C, etc., cari
vor rezultà, sá nu Oã niciun unghiu prea ascutit sau.
obtus. Se mdsoarä toate unghiurile din aceste triun-
ghiuri, §i se alege o laturà oarecare, spre exemplu AB,
care s5. se poatil másura direct, ha conditiunile cele
mai avantagioase. Aceast 5. laturà va fi baza triunghiu-
latiunii.

n
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In triunghiul AOB, cunoscându-se AB si unghiurile
ABO, BAO, mdsurate direct, se vor puteA calculà
laturile AO si BO.

Triunghiul BOC, in care se cunoaste BO din triun-
ghiul precedent, si toate unghiurile din mdsurAturi, ne
va da lungirnea laturilor BC si OC.

Tot asemenea mergand mai departe din triunghiu in
triunghiu, vom deterrninA laturile CD, OD, DE, EF,
FO, FA, AO.

Determinarea acestei din urma laturi ne poate servl
verificare ; cáci dacA valoarea g5sitA acum va fi iden-

ticA, sau prea putin diferita de cea aflatà la inceput din
triunghiul ABO, aceasta va fi o proba cá operatiunile
au fost exacte.

Triunghiurile formate astfel numai cu punctele prin-
cipale se numesc triunghiuri de intilia

Pentru a determina in urmã pozitiunea punctelor mai
putin insemnate, G, H, I, K, se leaga aceste puncte
prin drepte cu punctele principale considerate mai Ina-
inte, si se mdsoard. toate unghiurile triunghiurilor FGE,
DHD, BIC, FKO, astfel formate. Aceste triunghiuri, in
eari se cunoaste ate o laturä, din triunghiurile de in-
taia mdrirne, §i toate unghiurile din másurdturi, ne vor
da i distantele FG, GE, OH, HD, BI, IC, FK, KO,
cad deterrninä pozitiunea punctelor G, H, I, K.

Calculul distantelor.

164. Sei se gaseascii distanta dela un punct pánei
la un alt pzmct inaccesibil.

Fie A punctul unde stationeaza observatorul, i B
punctul vizibil, insA inaccesibil (fig. 43); se cere dis-
tanta AB.

Se mdsoard pe pdinânt o baza AC, care sd treacd
prin punctul A ; apoi, cu un instrument de mAsurat

ca

marime.

si
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unghiurile, se ridicii unghiurile A si C ; atunci triun-
ghiul ABC, in care se cunoaste
o laturd i douà unghiuri, ne va
da prin un calcul cunoscut (143))
distanta cdutatd. AB.

Exemplul. Date :
AC--=315',74

A=72013'24",1
C=47°37'18"5.

Necunoscuta: AB=----268m,904.

165. Sä se geiseasai distanta dintre doua puncte
vizibile, insd inaccesibile.

Fie A si B punctele inac-
cesibile a cAror distantd este A

cerutd (fig. 44).
Se rnäsoaril o bazd CD, si

apoi. unghiurile ACD si ADC,
triunghiul ACD, in care se
cunoaste o laturd i cloud un-
ghiuri, ne va da prin calcul
latura AC. Mdsurdm apoi
ghiurile BCD si BDC, i tri-
unghiul BCD, in care se cu-
noaste latura DC, m5surath, §i cele doud unghiuri
adiacente, ne va da pe BC. Atunci triunghiul ABC, in
care cunoastem pe AC i pe BC prin cele doud tri-
unghiuri precedente, precum i unghiul ACB=--ACD
BCD, ne va da latura AB, care este distanta cdutatd.

Fig. 43.

Fig. 44.

Exemplul. Date: CD--=14321n,16;

ACD-=---79°13'2S",4; ADC-=-35051'l2",3;

BCD=46°25'56",8; BDC=---64°36'5"9.

Necunoscuta : AB--=787m,848.
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Calculul inaliiiziIor

166. Sa calculciin inciltitnea unui turn, al ccirui pi-
cior accesibil este pe un plan orizontal.

Asezam un instrument de masurat unghiurile intr'un
punct C, la oarecare de-
p5rtare de piciorul tur-
nului, §i masuram
ghiul BDE ce face raza
vizualä dusa la vArful tur-
nului cu linia orizontald
ED. Masuram apoi pe pa-
mânt distanta AC. In tri-
unghiul dreptunghiul BED se cunoate latura ED--=-AC

unghiul ascutit BDE ; vorn putea. dar (139) sà cal-
culam pe BE ; adaogind la aceasta mArime §i pe EA=DC
care este inaltimea h a instrumentului, vorn avea inal-
timea AB a turnului.

Exemplu. Date : AC= 40,35 ; BDE 39015'49",6 ;
h= 0,25.

Necunoscuta : AB .-----35m.o5

167. Sir" calculihn ineiltimea unui turn, al ciirui pi-
cior accesibil nu este pe un plan orizontal.

Asezam un instrument de masurat unghiurile In D,
§i apoi insemnIim pe turn
un punct E astfel cà EB sà
fie egal cu DC (fig. 46). Ma-
surAm peurma unghiul ADE
precum i unghiul ADZ, pe
care il face dreapta AD .cu
verticala DZ ; masuram In
fine baza BC=ED. Triun-

Fig. 46, ghiul AED In care cunoas-
latura ED si unghiurile ADE si EAD=ADZ,.ne.

va da pe AE (143). Adaogind la aceastä cantitate pe
Curs de Trigonometric. 13

F.g. 45.

tern

si

IZ

no-

=
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EB= DC= h. inaltimea insti umentului, vom aveil inal-
timea AB a turnului.

Exemplu. Date: BC=52',36; ADE=36024'17",3;
ADZ=4058'12",2; h=e,982.

Necunoscuta: AB=48'n,183.

168. Sii calculdm tnàltirnea unui turn, al cdrui pi-
cior este inaccesibil inset asezat peun plan orizontal.

A§ezam in C un instrument de masurat unghiurile
luám unghiul ACE, ce face raza vizuala dusa la vAr-

ful turnului, cu directia
orizontala CE. Mutarn a-
poi instrumentul in D, tot
pe linia EC, i mAsurAm
unghiul ADE; Infine ma-
surArn §i pe FG=CD (fig.
47). In triunghiul ACD
se cunoasce latura CD §i

unghiurile ADC §i ACD=--1800ACE; prinurmare din
acel triunghiu vom puteA calculA pe AC (143). Atunci
triunghiul dreptunghiu ACE, In care se cunoa§te AC
§i ACE, ne va da (136) pe AE, la care adaogAnd pe
EB=h, Inaltimea instrumentului, vom aveA inãltimea
cAutata AB.

Fig. 47.

Exemplu. Date: FG=12m,15; ACE=44°27'42",o;
A D E= 32°5 i'13",5 ; h= fn,51.

Necunoscuta: AB=34r",264.

169. Sã se calculeze indltimea unui inunte.
Alegem doua puncte C §i D, astfel ca sa putern ma-

sura cu inlesnire §i precisiune o baza CD. A§ezam
apoi un instrument de masurat unghiurile In D, §i
masuram unghiul AFE, format de raza vizuala dusa la
vArful muntelui cu cea dusa la punctul E (fig. 48);
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mutrun pe urma instrumentul in C, i masuram
ghiul AEF, facut de ra-
zele vizuale duse la var-
ful rnuntelui §i la punc-
tul F. Triunghiul AEF,
in care se cunoa§te EF
=CD §i unghiurile a- \\
laturate, ne va da (143) \ \ k
pe AE. Attmci, daca \ \
masuram §i unghiul
AEG, facut de raza vi-
zuala dusa din E la
varful muntelui cu orizontala EG, triunghiul drep-
tunghiu AEG, In care se cunoa§te ipotenusa AE din
triunghiul precedent, *i unghiul ascutit AEG, va da pe
AG. Inaltimea totala a muntelui se va aila, adaogAnd
la AG pe inaltimea instrumentului.

Exempin. Date : CD =--248m,36 ; AFE=58°13'25",3 ;

AEF=72°15'2o,9; AEG ----30°37'14",5 ;

Necunoscuta : AB=142"1,564.

A

195

un-

C.

Fig. 48.

Cestiuni diverse.
170. Sei prelungim o dreaptii pe plimánt Nina din-

colo de un obstacol care opreste vederea.
A

Fie dreapta AB,
4;;St1 E pe care trebue sd o

prelungim dincolo
de obstacolul 0, care
impiedica v ederea
(fig. 49).

Masuram o porti-
une AB din dreapta
data; apoi, alegAnd

\radii §i dreapta AB, §i obsta-
colul, §i partoa locului unde trebue prelungita dreapta,
un punct

Fig. 49.

C, din care sa se

GB

o

.N.N.

8=4.08.
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masuram unghiurile BAC si ABC; atunci triunghiul
ABC ne va da pe AC. Dupa aceasta, ducern o dreapta
dupa voie CD, in partea locului unde trebue prelungita
dreapta, i masurarn unghiul ACD ; triunghiul ACD In
care se cunoaste AC si unghiurile A si C, ne va da pe
CD si ungbiul ADC. Luand dar pe dreapta indefinita
CD o lungime egala cu distanta calculata astfel, si du-
cand prin D o dreapta DE care sä faca cu CD un
unghiu egal cu cel gasit prin calcul, aceasta dreapta
DE va fi chiar prelungirea cautata a dreptei AB.

Exemplu. Date: AB=87m, 34; BAC=5o°13'25",4;

ABC=107°38'9",3; ACD=61°29132",8.

Necunoscute: ADC=68°17'1",8; CD=182m,284.

171. Trei puncte depe plinuint A, B, C, sunt insem-
nate pe o chartil; sá çjãsiin pe aceastii cliartei si po-
zifinnea punctului P. care este astfel situat cii distanta
AB, privitii din P, se vede sub unghiul si distanta
BC sub unghia [3.

Este evident cA punctul
P. din care dreapta AB se
vede sub unghiul a, se afla
pe segmentul de cerc de-
scris pe AB, si capabil de
unghiul a ; de alta parte P
trebue sa se afle §i pe seg-

Fig. 50 mentul de cerc descris pe
BC si capabil de unghiul p.

Asa dar punctul P se va AA la intersectia acestor
dotiä segmente.

Se cere insä a determinA prin calcul pozitia punc-
tului P.

Punern AB=a, BCb, BAP=x, BCP=y, ABC=to,
Triunghiul ABP da:

a,
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BP AB
sin x sin a'

a sin x
sin a

Triunghiul BCP da asemenea :
b sin yBP ;
sin /4

wdar
a sin x b sin y
sin a sin /3

deunde

sin x b sin a
sin y a sin (3

§i dupd propriet6tile proportiilor,
sin xsin y b sin aa sin (3
sin x-l-sin .y b sin aa sin p

InsA (71)

a§a dar:

sau

xytasin xsin y 2

sin x+sin YtOr x-hy'

xy
tg

2 b sin aa sin (3
x-hy b sin a -1- a sin [3

tg

xy_b sin aa sin [3 x +ytg ta2 -b sin oc+a sin p 2
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Pentru a face calculabil prin logaritmi mernbrul al
doilea al acestei ecuatiuni, irnpartim ambii termeni ai
fractiunii cu b sin a, si avem :

a sin (31_
tgx y b sin a +y

2
1 +a sin [3

tg
2

b sin a

Punand

a sin [3
a
=b sin tg

observand c 1=tg 45°, relatiunea aceasta d evine

xy,_ tg 450tg 99 x +y,
tg 2 1+tg 450tg 2

sau

xytg , x +ytg (450 tg
2 2 (i)

Pe de altA parte, suma unghiurilor din patrulaterul
ABCP flind de 360°, avem

a-Fp x+y-Pco =3600,

deunde

x+r c&H3+ (!).180. (2)
2 2

Ecuatiunile (1) si (2) ne vor da pe x si y, cari de-
terminá pozitia punctului P pe harta.

Cunoscand pe x i y, vom putea determinA i pe BP,
prin vreuna din relatiunile.

a sin x
nsi a

sau BP=b sin yBP =
sin p

=

§i

v,,r

g
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Exeinplul. Date ; a=53943'27"4 ; 3=42°1853",3 ;

(,) = 11203432",3 ; a=2456',13; b 1934"1,25.

Necunoscute x=69°8'27",78 ; y=8214'39",22 ;

BP=28461",9 IS.

Observare. In caz and
a-Hi-F(1)=18o',

avern din (2) :

x+ vsau : tg
2 2

199

De alta parte, fiindca unghiurile opuse, a+13 or,

din patrulaterul ABCP, sunt suplimentare, patrulaterul
este inscriptibil; prinurmare §i unghiurile x §i y vor
fi suplimentare, §i vom aveà :

sin x=sin y
at unci relatiunea (a) devine

sau

§i prinurmare

a
sin a

= ,

f.isin

a sin 13=b s'n a,

tg q).= §i 9=45°.

Formula (r) se face In cazul acesta

t,g tg o° tg 90°----=0X 00 =90-.

In caz dar and cele patru puncte A, B, C, P, sunt
pe acelas cerc, probleina este nedeterininatii.

172. Sei se reducii o dreaptii la orizont.

go

:

00.

si

it
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Fiind data dreapta. AB §i inclinarea sa 9 pe orizont,

se cere dreapta AC, redusi la

orizont (fig. 51).

Triunghiul dreptunghi u ABC
da imediat:

Fig. 51.
AC=AB cos O.

Aa dar o dreapta redusa
la orizont este egald cu dreapta din natura, inmul-
Oa en cosinusul hzclindrii ei pe orizont.

Exempluli Date AB=193m,37;

Necunoscuta AC-=-191m,381.

FINE

e9=843'25",5.

s

                     



                     




