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GURS DE TRIGONOMETRIE



CURS DE TRIGONOMETRIE

CARTEA L

STUDIUL FUNCTIUNILOR CIRCULARE

CAPITOLUL 1.

Notiuni prefiminarii si definifiuni.

1. Trigonometria are de obiect a gisi prin calcul ele-
mentele necunoscute ale unui poligon, plan sau sferic
caAnd se cunoaste un numir suficient din aceste ele-
mente. Aceasti operafiune se numeste rezolvirea po-
ligonului.

Insa orice poligon poate si se descompuni in un nu-
mar oarecare de triunghiuri, prin linii duse dintr'un
punct oarecare la toate virfurile lui; rezolvind aceste
triunghiuri, poligonul insusi va fi rezolvit. Prinurmare,
obiectul trigonometriei se reduce la rezolvirea triun-
ghiurilor, rectilinii sau sferice. De aci ii vine s§i nu-
mele, precum si diviziunea sa naturali in 7rigonometrie
pland sau rectilinie si Trigonometrie sfericd.

2. Pentru a rezolvi un triunghiu, este necesar mai
intadiu a gisl relatiunile ce existi intre diferitele sale
elemente; astfel ¢3 daci unele din aceste elemente ar
fi necunoscute, si le putem afld prin niste simple re-
zolviri de ecuatiuni. Insi elementele unui triunghiu sun-
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laturile si unghiurile lui, cantititi neomogene unele cu
altele, si de aceea relatiunile ce am puted gisi intre
dinsele nu pot fi destul de simple si lesnicioase, pen-
tru a face cu usurinti o rezolvire de triunghiuri. Din
aceasti cauzi, in trigonometrie, unghiurile se inlocuesc
prin niste linii drepte, numite /inii trigonometrice si
se cauti relatiuni, nu intre /aturile si unghiurile triun-
ghiului, ciintre laturi si liniile trigonometrice ale un-
ghiurilor lui.

Cand unghiul varieazi, liniile trigonometrice corespun-
zitoare varieazi de asemenea, prinurmare liniile trigo-
nometrice sunt functiuni ale unghiului corespunzitor.
Pe de alti parte, fiindci aceste linii s’au niascut din
consideratiunea cercului pe care se miisoari unghiul
li s’a dat numirea de functiuni circulare directe.

Principiul Iui Descartes.

3. Mai inainte de a intra in studiul liniilor trigono-
metrice, vom face conventiunea urmitoare, datorati fui
Descartes, care simplifici foarte mult formulele trigo-
nometrice, si inlesneste generalizarea lor.

Fie XY (fig. 1) o linie indefiniti dreapti sau curbi

> si O un punct fix pe dansa numit
origind, si dela care se misoara dis-
« — ., tantele. Luam punctul A pe aceast:
linie, si insemnam distanta OA cu
a. Se admite ca aceasta distanta
sd se considere ca pozitivd, si sa se insemneze cu -+,
daca se socoteste dela origind intrun sens oarecare,
s. ex. la dreapta, in sensul sagetii; si ca nregativa
cu semnul —, daca se considera in sensul opus.

Pentruca pozitia punctului A pe linia XY si fie de-
terminati, trebue si se cunoasci trei date: 1° pozitia pe
aceastd linie a punctului fix O, 2° mirimea a a dis-

Fig. 1.
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tantei punctului A dela aceasti origina si 3° sen-
sul in care aceastd distanti este socotitd dela origini.
Inadevir, dacid cunoastem pozitia originii, pentru a
gisl pozitia punctului A, la distanta + a dela ari-
gind, n’avem decit pe linia XY, in sensul sigetii, si
luam o distantd OA = a, si A va fi pozitia punctului
ciutat. Daca ni s’ar cere si gisim pozitia unui punct,
situat la distanta — a dela origini, am lua distanta
OA’ = a, in sens contrar® sigetii, si punctul ciutat ar
fi A,

De aci urmeazi principiul: Dacd considerdm pe o
linie oarecare, dreaptd sau curbd, diferite distante
mdsurate dela o origind comund, fixd pe aceasta linie
st dacd voim a le introduce in calcul, vom afecta cu
semnul -+ valorile numerice ale distantelor cari sunt
indreptate intr'un sens, si cu — pe acele cari vor fi
indreptate in sensul contrar.

Cu toate acestea nu vom pierde din vedere ci acest
principiu este numai conventional, si ca pentru a ad-
mite generalitatea unei formule, tot va trebui a de-
monstra cu rigurositate, ci ea existd in toate ipotezele
posibile.

Arcele de cerc.

4 Se stie cd un unghiu se masoard cu arcul descris
intre laturile sale, cu centrul in varful unghiului, si cu
© razi arbitrari. Astfel, misura unghiului ABC va fi
arcul AC (fig. 2).

In trigonometrie, in general un- A
ghiurile se inlocuesc cu arcele de
cerc cari le misoari. Aceste arce
se masoarid si ele pe un cerc a ci-
rui razi se ia de ordinar ca uni-
tate (R =1); prinurmare lungimea
unui cerc cu raza R fiind 22R, in trigonomctrie, ea

B c
Fig. 2.
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va fi totdeauna egalid cu 2 7; un semicerc va fi =, si

T
un sfert de cerc >

Ducénd fn cerc doui diametre perpendiculare AC
si BD, (fig. 3) acest cerc va fi impir-

[

E tit in patru parti egale, numite ca-

Y. drane, cari poarti fiecare numele de

¢ 2 Intdd, al gloz'lea, al treilea, al pa-
trulea cadran.

F Fiecare cadran al cercului se im-

D

Fig. 3 parte in cate 9o pirti egale numite

grade; fiecare grad se imparte in 60
minute ; fiecare minuti in 60 secunde. Prinurmare,
un cerc intreg are 360 grade, sau 21.600 minute, sau
1.296.000 secunde.

Aceste diferite sub-impartiri ale cercului, se insem-
neazi respectiv cu °’,”; astfel, un arc de 15 grade 39
minute 51 secunde si 0,4 din o secundi, se insemneazi:
15°39'51" 4.

De catva timp a inceput si se intrebuinteze o impirtire
centesimald a cercului, in locul diviziunii sexagesi-
male, expusi mai sus. Dupi aceasti nouid diviziune,
un cadran se imparte in 100 grade; un grad in 100 mi-
nute; o minuti in 100 secunde; asd ca cercul intreg
cuprinde 400 grade, sau 40.000 minute, sau 4000.000
secunde.

Origina dela care vom socoti arcele pe cerc va fi
in general punctul A, la inceputul primului cadran.
Sensul in care vom considerd arcele ca pozitive va fi
cel aritat de sigeatd, dela primul citre al doilea ca-
dran. Arcele socotite in sensul contrar vor fi privite
ca negative. Astfel, arcul AE va fi pozitiv, iar AF ne-
gativ.
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Arce complimentare §i suplimentare.

5. Se numesc arce complimentare, doua arce a

7T
ciror sumi este egali cu un cadran, sau E;astfel sunt

arcele AE si EB, cici AE 4 EB =7—;.

Se numesc arce suplimentare douid arce a ciror
sumi este egali cu douid cadrane, sau ; astfel sunt
arcele AE si EC, cici AE + EC =,

Prinurmare, daci lungimea unui arc est a, arcul

complimentar va fi 7—;— a si arcul suplimentar = — a.
LINIILE TRIGONOMETRICE

6. Liniile trigonometrice sunt in numir de sase:
sinus, tangenta, secanta, cosinus, cotangenta si co-
secanta.

Liniile trigonometrice nu se consideri niciodati in
valoare absoluti, ci sunt date totdeauna prin raportul
lor catre razi: asa cand se zice ci tangenta unui arc
este 3,7, aceasta insemneazi ci raportul intre lungi-
mea absolutd a acelei tangente §i razi este 3,7,

Sinus.

7. Se numeste sinus al unui arc, perpendiculara la-
satd din o extremitate a arcului pe dia- .
metrul care frece prin cealaltd extre- ¢
mitate. Astfel sinusul arcului AE (fig. /]/
4) este EI, si se insemneazi : El=sin AE, c[-lt

Ducand EK paralel cu AC avem:
El = KO, ca paralele cuprinse fntre pa- ¢ ]
ralele; prinurmare putem zice ci si KO
este sinusul arcului AE.

Sinusurile se socotesc pe diametrul BD, dela origina

M o 1

~

Y
Fig. 4.
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O (3). In tot cursul acestei scrieri vom considerd ca
pozitive sinusurile socotite pe raza OB, §i ca nega-
tive pe cele considerate pe OD. Astfel se vede pe fi-
gurd ca

sin AE = EI = OK, sin ABG = GM = OP

si insemnand cu a si b lungimile segmentelor OK si
OP vom avea:

sin AE=+a; sin ABG= - b
8. Cand arcul merge crescind dela A panila B, a-
dica dela zero panaila 7;, valoarea sinusului riméine tot-
deauna pozitivd, §i merge §i ea crescind dela zero in
sus. Cand arcul este AB sau 7;, valoarea sinusului este

BO, adici raza insis; deci
sin =BO =+1.

Extremitatea arcului trecind in al doilea cadran si
mergind dela B panila C, valoarea sinusului este tot
pozitiva, insi merge descrescand dela 1 in jos.

. Arcul ABC == are drept sinus pe zero, asa ci

sin @ = o.

Cand extremitatea arcului intrd in cadranul al trei-
lea, sinusul devine negativ, dupd conventiunea de mai
sus; insa valoarea arcului crescand dela ABC panila

ABCD, adici dela = panila 3:, valoarea absolutd a

sinusului creste si ea dela zero panila 1, asa ci
3

. T
sin ~_ =0D = — 1.

Extremitatea arcului fiind in cadranul al patrulea,
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sinusul rimine tot negativ, insi descreste in wvaloare
absoluta dela 1 panila o, adica:

sin 2 @ = 0.

Prinurmare, in rezumat:

In primul ca Iran, sinusul este pozitiv, si varieazi dela
zero pinila 4 1,

In al doilea cadran, sinusul este pozitiv, si varieazi
dela 4 1 panila zero.

In al treilea cadran, sinusul este negativ, $i varieazi
dela zero panala — 1,

In al patrulea cadran, sinusul este negativ, si va-
rieazi dela — 1 panila zero.

De aci vedem ci toate valorile sinusului sunt cu-
prinse intre limitele — 1 si 4+ 1. Orice valoare a sinu-
sului mai mare decit 4 1 sau mai mici decit — 1 este
o valoare absurda. La o asemenea valoare de sinus
nu corespunde nici un arc real.

9. Daca ne-am imagina ca arcul, dupa ce a percurs
un cerc intreg, ar trece de punctul A, §i ar percurge
din nou cercul in acelas sens de mai multe ori, am
vedea ci sinusul in aceleasi cadrane reid neincetat
aceleasi valori cu aceleasi semne, in mod periodic:
dupa fiecare trecere de un cerc intreg, valorile si sem-
nele sinusului se repeti. Prinurmare, sinusul este o
functiune circulara periodicd, si perioada sa este un
cerc sau 2,

Putem exprimaacest principiu prin formula urmitoare :

sin (2k7 4+ x) =sin x,
in care k¥ insemneazi un numar intreg oarecare, po-
zitiv sau negativ.

Tangenta.

10. Se numeste fangenta unui arc, portiunea tan-
gentel geometrice dusa la una din extremitatile ar-
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culut cuprinsi infre aceasti extremitate si diametrul
ce trece prin cealalti extremitate.

Astfel, tangenta arcului AE (fig. 5) este AF, si se
insemneaza;
e AF =tg AE.

Tangentele trigonometrice se socotesc
pe tangenta geometrici FK, si punctul
A este considerat ca origina lor (3),
Se considerd ca pozitive tangentele so-
0 Kcotite dela origina A pe partea AF a
| tangentei geometrice, si ca negative cele

considerate pe partea AK. Astfel se vede

pe figura ca:

tg AE=AF, si tg Al = AK,
si insemnand cu a §i b lungimile segmentelor AF si
AK vom avea:

tg AE= 44, tgAl= -b
11, CAnd arcul merge crescind dela A panila B,

Fig. 5.

. 7 .
adicd dela zero pﬁnﬁlaz, valoarea tangentei rimane
totdeauna pozitivi, si merge si ea crescind dela zero
T .
tn sus. Cand arcul este AB sau o diametrul ce trece

prin extremitatea B a arcului, fiind paralel cu tangenta
AF, o intAlneste la infinit; prinurmare :

n ——
tg 2 o0
Cand extremitatea arcului este in cadranul al doilea,
de ex. arcul AG, diametrul ce trece prin extremitatea G
a lui intdlneste linia tangentelor in partea sa infe-
rioard AK; prinurmare in acest cadran, tangenta este
negativda. Arcul crescAnd dela B spre C, tangenta des-

creste in valoare absoluta; si cind arcul devine ABC,
sau 7, ea devine zero; deci

tgw = o,
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Arcul ABH avaAnd extremitatea in cadranul al treilea,
tangenta AF se afli pe partea pozitivd a linii tangen-
telor, si cresté caAnd creste si arcul, si cAnd acesta are

valoarea 3”, tangenta este iardg infinitd; adica
2

Indati ce extremitatea arcului intrd in cadranul al
patrulea, tangenta trece deodatd dela valorile pozi-
tive la cele negative; si cAnd creste arcul, tangenta des-
creste in valoare absolutd, asa ca, arcul ajungind la
valoarea 2 7, avem:

tg 2n = o.

In rezumat:

In cadranul intdiu, tangenta este pozitivd, si varieazi
dela zero panila 4 oo.

In cadranul al doilea, tangenta este negativd, $i va-
rieazi dela oo panila zero.

In ca lranul al treilea, tangenta este pozitivd si va-
rieazd dela zero péanila 4 co.

In calranul al patrulea, tangenta este negativd, §i
varieazi dela—oco panila zero.

Vedem dar ci tangenta poate si ied toate valorile
posibile dela—oo panila 4 oo, si prinurmare la orice
valoare reald a tangentei corespunde o valoare reala
pentru arc.

12. Dacd am presupune ci arcul, dupi ce a percurs
cercul intreg ar trece de punctul A si ar percurge din
nou cercul in acelas sens i de mai multe ori, am ve-
ded ci tangenta, din doud in doud cadrane, reied ne-
incetat aceleasi valori cu aceleasi semne, iz mod pe-
riodic. Prinurmare, fangenta este o functiune circu-
lard periodicd, si perioada sa este un semi-cerc sau .
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Putem exprima acest principiu prin formula urma-
toare:

tg (k w+x)=1tg x,

in care k reprezinti un numir intreg oarecare, pozitiv
sau negativ.

Secanta.

13. Se numeste secantd a unui arc distanta dela
centrul acelui arc pandla extremitatea tangentei sale
trigonometrice. Astfel tangenta arcului AE este AF,
(fig. 5), iar secanta lui este OF, si se noteazi:

OF = sec AE.

Origina secantelor este centrul O,

Secanta se misoara deci pe dreapta, care trece prin -
centrul cerculuisiextremitatea arcu-
lui. Sensul pozitiv pe aceastd dreapta
este dela O spre extremitatea ar-
A A cului, sensul negativ este cel con-

trar. Astfel (fig. 6), raportindu-ne
xS la arcul AM sensul pozitiv pe

dreapta X'X este dela O spre X
si cel negativ dela O spre X'; ra-
portaindu-ne la arcul ABM’ sensul pozitiv este dela O
spre X' si cel negativ dela O spre X

14. Cand arcul este zero, (fig. 5) secanta este OA
sau 4 1; adica:

Fig. 6.

sec 0 = 4 1,

Arcul crescand in cadranul intdiu paAnila B, secanta
creste si ea, riminind neincetat pozitivi; si cAnd ar-

. T . e .
cul devine , sau AB, extremitatea tangentei fiind la in-

finit, dupicum stim (11) avem:

T
sec 2=} oo
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CAnd extremitatea arcului intrd in cadranul al doilea,
secanta trece deodati dela valorile pozitive la cele
negative, si cind creste arcul, ea descreste in wvaloare
absoluti. Cand arcul devine ABC sau 7, secanta este
OA sau—1, adici

sec Tt = — 1.

Daci extremitatea arcului este in cadranul al treilea,
secanta este tot negativd, insi merge crescand in va-
loare absolutd, cAnd arcul creste, asa ca daca arcul
este de 3 cadrane, secanta este iards infinitd, adica

T
SEC — = — o0
2

Extremitatea arcului intrAnd in cadranul al patrulea,
secanta trece deodati la valorile pozitive, si descreste
dela -+ oo, pAniacand arcul ajungind la valoarea 2 @, avem :

sec 27 =4 1.

In rezumat:

In primul cadran, secanta este pozitivd, si varieazi
dela -+ 1 panila 4 oo.

In al doilea cadran, secanta este negativd, i va-
rieazi dela — oo panila — 1.

In al treilea cadran, secanta este negativd, si va-
rieazi dela — 1 panila — oo.

In al patrulea cadran, secanta este pozitivd, si va-
rieazi dela - oc panila 1+ 1.

Vedem dar ci secanta poate si aibd toate valorile
posibile dela — oo panitla + oo afari de cele cuprinse
intre — 1 si -+ 1. Orice valoare a secantei cuprinsi intre
— 1 §i |+ 1 este o valoare absurda, $i niciun arc real
nu corespunde la o asemenea valoare a secantel.

15. Presupunand ci arcul ar percurge cercul de mai
multe ori §i in acelas sens, am vedea indati ci se-
canta reia neincetat aceleasi valori, cu aceleasi semne
in mod periodic, dupi fiecare interval de un cerc in-
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treg. Prinurmare, secanta este o functiune circulard
periodicd, si perioada sa este un cerc intreg, sau 2 m.
Putem exprima acest principiu prin formula
sec (2 k7w -+ x) = sec x,
fn care k reprezintid un numir intreg oarecare, pozitiv
sau negativ.

Costnus.

16. Se numeste consinus al unui arc sinusul arcului
sau complimentar.

Fie s. ex. arcul AE (fig. 4); arcul complimentar al
acestuia este EB; dupa definitiunea sinusului avem:

) EK =sin EB,
prinurmare

EK = cos AE.

Observim ci EK=10; prinurmare putem inci de-
finl cosinusul ci este distanta dela centru pdndla pi-
ciorul sinusului.

Cosinusurile se socotesc pe diametrul AC, dela ori-
gina O (3). Sunt pozitive cosinusurile socotite pe partea
din dreapta, OA, a diametrului, si negative cele soco-
tite pe partea OC. Astfel, se vede pe figurd ca:

cos AE = O, si cos AF=OL,
gi insemnand cu a $i b lungimile segmentelor OI §i OL
avem: '

cos AE=+4a; cos AF =~ 5

17. Daca arcul este zero, cosinusul fiind distanta dela
centru la extremitatea sinusului, avem :

cos 0 = OA, sau cos 0 = + 1.

Arcul crescand in primul cadran, cosinusul riméne ne-
incetat pozitiv insi descregte, asd incit, cAnd arcul este

T . .
AB sau > sinusul BO cizind chiar in centru, avem:

T
cos — = 0.
2
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Extremitatea arcului fiind in cadranul al doilea, co-
sinusul este negativ, si cind creste arcul, creste si el
in valoare absoluta; cand arcul este ABC sau 7, avem:

cos 7= 0OC, sau cos w=—1.

Extremitatea arcului fiind in cadranul al treilea, co-
sinusul este tot negativ; insid cAnd creste arcul, el des-
creste in valoare absolutd; asa ci, dacid arcul este

ABCD sau ?;n, avem:

Extremitatea arcului fiind in cadranul al patrulea,
cosinusul este pozitiv si caAnd creste arcul, creste si
el; cand arcul este 2w, avem:

cos 2w=-1.

In rezumat:

In cadranul intdiu, cosinusul este pozitiv, i varieazi
dela 4 1 panila zero.

In cadranul al doilea, cosinusul este negativ, $i va-
rieazi dela zero panila — 1,

In cadranul al treilea, cosinusul este negativ, si va-
rieazi dela— 1 panila zero.

In cadranul al patrulea, cosinusul este pozitiv, §i
varieazd dela zero panila + 1.

Toate valorile cosinusului sunt cuprinse, ca si ale
sinusului, intre + 1 $i — 1. Orice valoare a cosinusului
mai mare decAt + 1 sau mai mici decAt — 1 este ab-
surd, si niciun arc real nu corespunde la o asemenea
valoare de cosinus.

18. Dacid arcul, trecAnd de punctul A, ar percurge
cercul de mai multe ori §i in acelas sens, am vedea
cd cosinusul, dupi fiecare trecere de un cerc intreg,
reia aceleasi valori cu aceleasi semne, f2 mo perio lic.

Curs de Trigonometrie. 2
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Prinurmare, cosinusul este o functiune circulara pe-
riodica st perioada sa este 2.
Acest principiu se exprimi prin formula:
cos (2km—+x)=cosx,
k fiind un numir intreg oarecare, pozitiv sau negativ.

Cotangenta.

19, Cotangenta unui arc este tangenta arcului s
complimentar. Astfel complimentul arcului dat AE
(fig. 7) este EB, a carui tangenti este BI, considerind
punctul B ca origini; prinurmare:

BI = tg BE, sau BI=cot AE.

Cotangetele se socotesc pe tangeta KI, dusa la in-
ceputul celui de al doilea cadran.
Origina este punctul B. Cotangen-
tele socotite la dreapta de acest
punct, pe partea BI, sunt pozitive,
iara cele socotite la stAnga, pe par-
tea BK, sunt negative. Astfel, se

Fig. 7 vede pe figurd ci avem:
cot AE = Blsi cot AF = BK,
si insemnind cu a si b lungimile segmentelor BI §i BK
vom avead:
cot AE=+a; cot AF=—5
20. Arcul dat fiind zero, avem:
cot 0 = oc,

cici
cot 0 =tg T =+ oo.
Al;cul crescand in primul cadran, cotangenta rimane
pozitivi si descreste neincetat panila zero, adica

Extremitatea arcului fiind in cadranul al doilea, co-
tangenta este negativa, si creste in wvaloare absoluta
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dela zero panila — oo; aceastd valoare o are cand ar-
cul este ABC sau =, adica

cot @ = — oo,

Cand extremitatea arcului trece in cadranul al trei-
lea, de ex. arcul ABG, cotangenta trece deodati dela
valorile negative la cele pozitive; insa cind creste ar-
cul, ea descreste; asa ca, daca arcul este ABCD sau

avem:

3z

cot — == 0.
2

Extremitatea arcului fiind in cadranul al patrulea
cotangenta este iards negativd, si creste in wvaloare
absolutd dela zero in sus, pAnicand, arcul fiind 2 7,
avem:

cot 2w = — oo,

In rezumat:

In cadranul intdiu, cotangenta este pozitivd, si va-
rieazd dela -+ oo panila zero.

In cadranul al doilea, cotangenta este negativa, si
varieazd dela zero panila — co.

In cadranul al treilea, cotangenta este pozitivd, si
varieazd dela 4+ oo panila zero.

In cadranul al patrulea, cotangenta este negativa,
§i varieaza dela zero péanila — oo,

Prinurmare cotangenta, ca si tangenta, este suscep-
tibila de a primi toate valorile posibile dela—oco pana
la+oo, gi la orice valoare reala a cotangentei cores-
punde un arc real.

21. Daca arcul ar percurge de mai multe ori cercul
in acelas sens, am vedea cd valorile cotangentei revin
cu aceleasi semne din doud in doud cadrane in mo !
periodic; asd dar cotangenta este o functiune circu-
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lara periodica cu perioada m, principiu ce se poate
exprima prin formula:

cot (£ w+ x)=cot ax,

unde 4 este iaris un numir intreg oarecare, pozitiv
sau negativ,

Cosecanta.

22. Cosecanta unui arc se numeste secanta arcului
sdu complimentar, Asa secanta arcului BE (fig. 7), com-
plimentar arculvi dat AE, este OI, aceasta este dar co-
secanta arcului AE, si se noteazi:

OI = cosec AE.

Dupa figurd, vedem ci cosecanta se poate inci defini:
distanfa dela centru pdndla extremitatea cotangentei.

Origina cosecantelor este centrul O.

Cosecanta, ca s§i secanta se misoari tot pe dreapta
care trece prin centrul cercului si extremitatea arcu-
lui. Am vizut acolo cum se fixeazi sensul pozitiv pe
aceasti dreapti.

23. Cand arcul este zero, extremitatea cotangentei
fiind la infinit, avem:

cosec 0 = -+ oo,
Insi cAnd arcul creste in primul cadran, cosecanta

descreste, raimanind neincetat pozitivi; si cAnd arcul

7T
este AB sau S avem:

' T 7T
cosec | = OB, sau cosec , = + 1.

Extremitatea arcului intrAnd in cadranul al doilea,
cosecanta este tot pozitivd, si creste neincetat, pand
cind arcul ajunge a fi ABC sau =; atunci avem:

cosec 7T = - oo,



NOTIUNI PRELIMINARII $I DEFINITIUNI 21

Extremitatea arcului intrAnd in cadranul al treilea,
cosecanta trece deodati la valorile negative, i descreste
in valoare absolutd dela — oo panila—1, cand arcul

creste dela # panila 3:, avand:

3
cosec — = — 1.
2

Infine, extremitatea arcului fiind in cadranul al pa-
trulea, cosecanta fiind tot negativi, creste in wvaloare
absolutd dela — 1 pAnila — o<, avind aceasti din urmi
valoare cAnd arcul este 2 7, adici:

CosecC 27w = — o<,

In rezumat:

In primul cadran, cosecanta este pozitivd, si varieazi
dela 4 oo panila + 1.

In al doilea cadran, cosecanta este pozitivd, si va-
rieazii dela 4 1 pénila - oo,

In al treilea cadran, cosecanta este negativd, si va-
rieazd dela — oo panila — 1.

In al patrulea cadran, cosecanta este negativd, si
varieazi dela — 1 panila — oo,

Prinurmare cosecanta, ca si secanta, primeste toate
valorile posibile dela —co panila 4+ oo, afari de cele
cuprinse intre —1 si + 1. Orice valoare a cosecantei
cuprinsi intre — 1 §i + 1 este absurdi, si niciun arc
real nu corespunde la 0 asemenea valoare a cosecantei.

Presupunind ca arcul percurge de mai multe ori cer-
cul in acelas sens, vedem ci cosecanta reid neincetat
aceleasi valori cu aceleasi semne, in mo.d periodic, la
fiecare interval de un cerc intreg. Prinurmare cosecanta
este o functiune circulara periodica, si perioada sa
este un cerc intreg, sau 2,

Acest principiu se exprimi prin formula:

cosec (2 4w + x) = cosec x,
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k fiind un numir intreg oarecare, pozitiv sau negativ.

Exercitii. In ipoteza R =1, care este lungimea arcelor de 453
2201/,, 30°% 60°% 135°% 18° g9 10?

2. In aceeas ipotezs, de cite grade sunt arcele, cari au respectiv
ca lungimi:

n w 9w w 7w =® 2% 3=n
27 47 8 376 5 3 5

3. Se consideri trei arce, cari au aceeasorigind A §i extremititile
respective in cadranele I, II si IIl; si se construiasci liniile lor tri-
gonometrice.

4. Cari sunt valorile liniilor trigonometrice ale arcelor de 0% 90°,
180°, 270°?

5. S# se arate geometriceste ci tang 45° 1;aplicind teorema lui
Pitagora si se giseasci sec 45° Din considerarea a doui triunghiuri
asemenea sii se giiseascd sin 45° §i cos 43

6. Si se arate geometricejte ci sec 60°==2; aplicAnd teorema lui
Pitagora si se giseascd tang 60°; din considerarea a doui triun-
ghiuri asemenea si se giiseascd sin 60° §i cos 60°. Si se deduci va-
lorile lui sin 30° si cos 30°.

Liniile trigonometrice ale arcelor egale st de
semmne contrare.

25. Teoremi. Arcele egale si de semne contrare au

3 K linitle trigonometrice egale st
Eq de semne contrare, afarda de
cosinus st secantd, cari sunt
¢ oNR_<[]* st de acelas semn.
ij Xl Fie arcele AE si AF, (fig. 8)
L egale si de semne contrare (4).
Fig. 8. Avem:

sin AE =EG, sin AF = FgG,
cos AE =0G, cos AF = OgG,
tg AE = AH, tg AE = Al,
sec AE =O0OH, sec AF == Ol,
cot AE= BK, cot AF=BL,
cosec AE = OK, cosec AF = OL,
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Triunghiurile OEG si OGF sunt egale, cici OE=OF,
caraze;unghiurile EOG si GOF sunt egale,cici AE=AF;
unghiurile EGO si OGF sunt egale, ca drepte; prin
urmare :

EG = GF,

adica, tindnd seami de cele spuse la paragraful 7 in
privinta sensului sinusurilor:

sin AE = —sin AF.

Cele doua arce AE si AF au acelas cosin OG, deci
cos AE = cos AF.

Triunghiurile OHA si OAI sunt egale, cici OA este
comun la amindoui; unghivrile HOA si AOI sunt egale
din date, si HAO=O0AI ca drepte; prinurmare:

AH=AI,

adici, tinAad seami de cele spuse la paragraful 10 in
privinta sensului tangentelor :

tg AE =—tg AF.
Din aceleasi triunghiuri avem:
OH = OI, sau sec AE=sec AF.

Semmnele ambelor secante sunt aceleasi (13).

Triunghiurile dreptunghiuri OBK si OBL sunt egale,
cici OB este comun, si BOK=BOL, din cauzi ca BOK
=g90'—KOA, si BOL=9g0o*—LOC=90*—KOA. Din ega-

litatea acestor triunghiuri rezulta:
‘BK = BL.
Considerand insi semnele (19), avem:
cot AE = — cot AF.
Din egalitatea acelorasi triunghiuri deducem:

OK = OL.
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adica (22)
cosec AE = — cosec AF

Asa dar, pe baza acestei teoreme, putem pune rela-
tiunile:

sin x =—sin (—x), cot x = —cot (—x),
cos x = cos (—x), sec x = sec (—x),
tg x =—tg (—x), cosec x =—cosec(—x).

TinAnd seami, ci liniile trigonometrice sunt functiuni
periodice, putem scrie urmitoarele sase relatiuni mai
generale:

sin 247+ x) =— sin 2k 7 —x)
cos (2knm+x) = cos (2K w—x)
tg ( kot x) =— tg( Kon—x)
cot ( km+x) =— cot( Kan—x)
sec (2kn+x) = sec (2k'm— x)
cosec (2 kw4 x) = —cosec (2 k'w— x).

Exercitin. Si se demonstreze teorema, consideriand arce mai mari
de 90° in valoare absoluti.

Liniile trigonometrice ale arcelor suplimentare.

26. Teoremi. Doud arce suplimentare au liniile tri-
gonometrice egale si de semne contrare, afara de si-
nus si cosecantd, cari sunt si de aceleasi semne.

Fie arcele AE si EFC (fig. 9),

M B L astfel cd AE+ EFC=wx.
B AL Ducand FE paralel cu AC,
. . avem:
Heooo ¢ EFC=EF + FC, AEF=AE+EF,
N3 si FC=AE; deci:
. EFC= AEF.
Fig. 9.

Asa dar in locul arcelor date
AE si EFC, putem considera arcele AE si AEF.
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Dupia figura avem:

sin AE = EG, sin AEF = FH,
cos AE = OG, cos AEF = OH,
tg AE = Al, tg AEF = AK,
sec AE = OI, sec AEF = OK,
cot AE = BL, cot AEF = BM,
cosec AE =O0OL, cosec AEF =OM.

Triunghiurile dreptunghiuri OEG si OFH sunt egale,
cici OE=OF ca raze, si vnghiurile EOG si FOH sunt
egale, din cauzi ca EA=FC; prinurmare:

EG = FH, sau sin AE = sin AEF,

si semnele ambelor sinusuri sunt aceleasi (7).
Din aceleasi triunghiuri avem:

OG = OH,
si considerind sensul ambelor cosinusuri (16),
cos AE =—cos AEF.

Triunghiurile dreptunohiuri OAI si OAK sunt egale,.
cici OA este comun, si unghiurile IOA si AOK sunt
egale, pentruci AE = FC = AN; asa dar:

Al=AK,
si considerand sensul ambelor tangente (10),
tg AE=— tg AEF.
Din egalitatea acelorasi triunghiuri rezulta:

OI = OK,

si din consideratia sensului ambelor secante (13),

sec AE = —sec AEF.
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Triunghiurile OBL si OBM sunt egale, cici OB este
comun, si unghiurile BOL si BOM sunt egale pentruci
BOL=90"—EOA, si BOM=90*—FOC, iar EOA=FOC,

prinurmare:
BL = BM,
si considerand sensul (19),
cot AE = — cot AEF.
Din egalitatea acelorasi triunghiuri avem
" OL = OM, sau cosec AE = cosec AEF.

Semnele sunt aceleasi la ambele cosecante (22).
Pe baza acestei teoreme putem dar pune relatiunile:

sin x= sin (m —x), cot x = -— cot (& —x),
cos x = —cos (7 —x), sec x = — sec (m—ux),
tg x =— tg (w-—x), cosec x= cosec (T—x).

In mod mai general, observand ca

2knt+nm—x=0kFk+1)7—x

si kn+nmn—x= (k4+1)nr—x
vom avea formulele:
sin (krn+x)= sin[(2k+ 1) 7w —x]
cos (2knm 4+ x)=—cos[(2X + 1) n—x]
tg (k4 x)=— tg[ (K+1)7—x]
cot ( kntx)= —cot][ (K +1)rm—ax]
sec (2kmw + x) = ——-sec[(2 4+ 1) n—x]

cosec (2 k7w - x) = cosec[(2 &+ 1) #— x]

Exercilin. Si se demonstreze teorema consideriand arcul AE mai
mare decit 180° dar mai mic de 360°
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Liniile trigonometrice ale arcelor cari diferd
intre ele cu un semicerc.

27. Teoremd. Arcele cari diferd intre ele cu un se
micerc, au liniile trigono-
metrice egale si de semne
contrare, afard de tangenta
sl colangentd, cari au si
acelas sernn.

Fie arcele AE si ABCF

Fig. 10. (fig. 10), astfel ci ABCF —AE
= ECF =x; avem:
sin AE = EG, sin ABCF = FH,
cos AE = OG, cos ABCF = OH,
tg AE = Al, tg ABCF = Al,
sec AE = O], sec ABCF = Ol,
cot AE = BK, cot ABCF = BK,
cosec AE = OK, cosec ABCF = OK.

Triunghiurile dreptunghiuri OEG si OHF sunt egale
cici OE=OF ca raze si unghiurile EOG si HOF sunt
egale, ca opuse la varf; prinurmare:

EG = FH,
si luand in consideratie semnele (7)
sin AE =— sin ABCF.
Din egalitatea acelorasi triunghiuri, avem :
OG=0O0H,
si din cauza sensului ambelor cosinusuri (16),

cos AE =— cos ABCF.

Tangenta arcului AE este Al, si a arcului ABCF tot
Al; prinurmare (10):

tg AE = tg ABCF.
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Cotangenta arcului AE, precum si a arcului ABCF,
este BK; asa dar (19):
cot AE=cot ABCF.
Secanta arcului AE este OI, care trece prin extre-

mitatea E a arcului, secanta arcului ABCF este tot OI,
insd nu trece prin extremitatea F a lui; prinarmare (13):

sec AE=-— sec ABCF.

Asemenea OK este cosecanta si a lui AE, si a lui
ABCF; insa fiindca trece prin extremitatea primului
arc, iar prin a celui de al doilea nu, avem (22):

cosec AE = — cosec ABCF.

Putem dar, pe baza acestei teoreme, si scriem rela-
tiunile urmaitoare:

sin x =— sin (7 + x), cot x= cot (7~ x),
cos x =—cos (7 +x), sec x=— sec (7 +x),
tg x= tg (x + x), cosec x =—cosec (7w +x).

In mod mai general avem relatiunile:

sin (2k7 +x)=— sin [(2&' 4 1) 7w+ x]
cos (2kn+ x)=-- cos[(2&' + 1) = + x]

tg (kx4 x)= tg[ (K +1)7 4+ x|
cot (km+ x)= cot[ (& +1) 7+ x]
sec (2kn+x)=— sec[(2k + 1) n+ a]

cosec (2 k7w 4 x) = — cosec [(2&' 4+ 1) © + x].
Reducerea arcelor la primul cadran.

28. Se intdmpld de multe ori si se ceard liniile tri-
gonometrice ale unui arc mai mare deciat un cadran,
uneori cuprinzind mai multe cercuri. Cu ajutorul teo-
remelor precedente, putem insi totdeauna gisl un arc
mai mic decAt un cadran, ale cirui linii trig nometrice
sa aibd accleasi valori absolute ca si liniile trigonome-
trice ale arcului dat.
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Fie, spre exemplu, a gisi liniile trigonometrice ale
arcului de 1953°, Avem:

1953°=5 X 360° + 153°,
prinurmare (9, 12, 15, 18, 21, 24):

sin i953°= sin 153, cot 1933° = cot 133",
cos 1933° = cos 153", sec 1933° = sec 153",
tg 1933° = tg 153°, cosec 1933° = cosec 153%;

si filndcid 153°=180°— 27°% avem (26):

sin 1953°=  sin 133°= sin 27°,
cos 1933°= cos 133°= — cos 27°,
tg 1933° =  tg 1533°=— tg 27°
cot 1933°=  cot 133°= — cot 27°,
sec 1953° = sec 133" = — sec 27",

cosec 1953° = cosec 133° = cosec 27",
Fieinca arcul de 2373°; avem:
2375°=6 X 360° -} 215°

si 215° = 180° + 35°;
prinurmare (27),
sin 23735°= sin 215°= — sin 33°,
cos 2375°= cos 213°= —cos 35°,
tg 2375° = tg 213°=tg 35°,
cot 2375° = cot 215" = cot 33°,
sec 2375°= sec 215° = —sec 33",
cosec 23750 = cosec 213° = — cosec 35°,

Fie infine arcul de 1388°; avem:
1388" = 4 X 360° — 52°
asa dar (25),

sin 1388° =  sin (— 52°) = — sin 52°
cos 1388° = cos (— 52°) = cos 52°,
tg 1388° =  tg (—52°) = —tg 52°,
cot 1383° = cot (— 52%) = — cot 52°,
sec 1388° = szc (—52°) =  sec 52°,

cosec 1388¢ = cosec (— 52°) = — cosec 52°.
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Exercitil. 1. Si se reduci la primul cadran arcele:
1495  80° 8560° — 23500

2. S se demonstreze urmitoarele relatiuni:

tg ( 90°-}-x) — cotgx cot ( 90® 4+ x) = —cot x
sec ( 90° + x) — — cosecx cosec ( 90°+x) secx
sin (270" — x) — — cosx cos (270°+ ) sinx
sin (360° — x) = — sinx cos (360° — x) =cosx.

Arcele cari corespund la o linie trigonome-
tricd data.

29. CAnd ni se di un arc nu putem avea decit o sin-
gurd valoare pentru fiecare linie trigonometrici a sa.
Nu este insd tot asa cand ni se di o linie trigonome-
tricd, §i se cere sa se giseasci arcul corespunzitor ei. In
adevar, stim ci functiunile circulare sunt toate perio-
dice: prinurmare la o valoare a unei linii trigonome-
trice nu corespunde numai un arc, ci o infinitate de
arce, cari diferd intre dansele cu ciAte un multiplu al
perioadei.

Si se gaseascd, spre exemplu, arcul al cidrui sinus
are valoarea a; fie / un arc al cirui sinus are aceasti
valoare. Insi, de oarece sinusul are perioada 27, nu
numai arcul / va aved sinusul 4, ci si arcele 27w + /,
4 + 1, 67 4 I,.... Prinurmare gisim pentru arcul
ciutat o infinitate de valori cari implinesc cererea. Ace-
lag lucru se intimpla §i pentru toate celelalte linii tri-
gonometrice.

De ordinar ins3, cind se di o linie trigonometrici,
dintre toate arcele cari ii corespund nu se iau decat
cele cuprinse intre 0° si 360° si cu modul acesta se re-
duce numirul arcelor cari riaspund la cerere.

Jo. Exemplul 1. Ddndu-se sinusul unui arc, sa se
gaseascd arcul. — Daca sinusul dat a este pouzitiv, pe
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raza OB (fig. 11) luam Ol = q, si prin I ducem FE
paralel cu CA; arcul cautat este AE sau AF; cici

dacd din E si F lasam EL si FM per- B
pendiculare pe AC, ; 1 .
EL =sin AE, si FM =sin AF; c
w0 ks
insi EL = FM = Ol = «; prinurmare o /
. " K
AE si AF sunt inadevar arcele al ;
ciaror sinus este -+ a. Fig.Dn.
Daca sinusul dat a este negativ,
adicd, daci avem a = — ', unde &’ este un numir po-

zitiv, luam pe raza OD o lungime OK = &' si ducand
prin K linia GH paralela cu AC, arcul ciutat este ABG
sau ABCDH, cici MG = OK = sin ABG, si LH = OK
= sin ABCDH si deci sin ABG =sin ABCDH = — <.

31, Exemplul 1. — Ddndu-se cosecanta unui arc, sd se
gaseascd arcul. Daci cosecanta dati a, este pozitiva,din
centrul O (fig. 12) cu orazi egali cu a, descriem un arc
care taie linia cotangentelor in punctele L si M; unind
LO si MO, arcul cautat este AE sau AF.

Daca cosecanta dati a este negativi, prelungind pe
LO panid in G si pe MO pani in H, arcul ciutat este
ABCG sau ABCDH.

32. R*).Sevede, ci daci sinusul sau cosecanta sunt po-
zitive, la acelag sinus sau aceeas cosecantd corespund
doui arce cu extremitidtile in I si al lI-lea cadran:

[ $i T — [ .
tar daci sunt negative, corespund doua arce cu extre-
mitétile in cadranele III si IV:

lsi2n—({—n)=3mw—1

Tinind seam3, ci sinusul si cosecanta sunt functi-
uni periodice §i perioada este 27, vom avea, ci toate

(*) Paragrafele notate cu R sunt destinate numai pentru cursul
real.
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arcele corespunzitoare unui sinus sau cosecantd date
sunt cuprinse in formulele:

x,=2kn+41

x,=0Qk+1)m — 1L

Din aceste formule se deduce:

x,—[I=2%knxn

xo+I=0k+ )=
adicd: pentruca doud arce sd aiba acelas sinus sau
aceeas cosecantd trebue si este de ajuns ca diferenta
lor sa fie egala cu un numdir par de semicercuri sau
ca suma lor sa fie egala cu un numar impar de se-
micercurl.

Aplicatie, — Sa se gdseasca arcul x care verifica e

cuatia:

sin 3 x = sin (30° 4+ x).

Yom avea
3x —(30°+x) =2k 180°
deunde
x = k1S0° + 15°
sau
3x+4+ (30 +x) = (244 1) 180°
deunde
r— (2k4-1) 1800 — 15"-
4 2

33. Exemplul IHl. — Ddn lu-se cosinusul unui arc, sé
se gdaseascd arcul. Constructiunea este analoagi cu cea
dati pentru sinus. Daci cosinusul a este positiv, luim pe
raza OA (fig. 11), lungimea OL = 4, si ducand prin L pe
EH paralel cu BD, arcul ciutat este AE sauABCDH. Daci
cosinusul dat a este negativ adici, daci avem a=—d/,
unde &' este un numir pozitiv, luim pe OC Jungimea
OM=4a"si prin M ducem FG paralel la BD; arcul
ciutat este ABF sau ABCG.
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34. Exemplnl 1V, — Ddndu-se secanta unui arc, sdi se
gaseascd arcul. Daci secanta a este pozitivi, din cen-
trul O (fig. 12) cu o razd egald cu «, descriem un arc
care tae linia tangentelor in punctele I si K; unind
IO si KO, arcul cdautat este AE sau ABCDH; in ade-
vir, secantele acestor doud arce sunt Ol= + a si
OK = 4 a.

Daca secanta a erd negativdi, constructiunea era a-
ceeag; insd prelungind pz IO pani in G si pe KO
pani in F, arcul ciutat ar fi fost AF sau ABCG.

35.R.Se vede, cidaci cosinul sausecanta sunt pozitive,
la un acelas cosinus sau aceeas secanti, corespund
doui arce cu extremititile in primul si al IV cadran:

lsi2n—]/

iar daca sunt negative, corespund doui arce cu extre-
mitatile in al II si al 11l cadran:

Isi2n—1

Toate arcele corespunzitoare unui cosin sau secante
date sunt cuprinse in formulele:

X 1=2k”+l
xyg=2ka—1

deunde:

x,—I=2kn
.t‘2+1=2/{7v

adica: pentruca doud arce si artba acelas cosin sau
aceeas cosecantd trebue si e de ajuns ca suma sau
diferenta arcelor sia fie egald cuun numar par de
semucercuri.

36.Exemplal Y.— Ddndu-se tangenta unuiarc, sa se ga-
seasca arcul. Daci tangenta dati a este pozitivd, pe
partea pozitivi Al (fig. 12) a liniei tangentelor, luam
Al = a si prin I si O ducem dreapta IG; arcul ciu-
tat este AE sau ABCG, cidci daci vom construl tan-

Curs de Trigonometrie. 3
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gentele acestor doud arce, vom gasl cd ambele au drept
tangenti pe Al=a.
Daci a este negativ, adici
N daci avem a=—d’, unde a’
este un numir pozitiv, ludm
pe partea negativi AK a liniei
tangentelor distanta AK = da’,
si ducand dreapta KF prin cen-
] tru, arcul ciautat este AF sau
Fig. 12. ABCDH, cici amandoui aceste
arce au drept tangenti pe AK.

37. Exemplul YI.— Ddn du-se catangenta unui arc sa se
gdseascd arcul. Cotangenta a fiind pozitiva, luaim pe
partea pozitivd BL (fig.12) a liniei cotangentelor segmen-
tul BL =a si duciAnd LG, arcul ciutat este AE sau
ABCG.— Daci cotangenta dati este negativi, adici daca
avem a=—ada’, unde &’ este un numir pozitiv, ludnd pe
partea negativi BM = a’, ducem MH; atunci arcul
ciutat este AF sau ABCDH.

38. R. Tangenta sau cotangenta fiind sau pozitive sau
negative, la o aceeas tangenti sau cotangenta corespund
cite doui arce

lsim4 1L
Toate arcele corespunzitoare unei tangente sau co-
tangente date sunt cuprinse in formulele:

x,=ka-+1/
xo=(k+41) v +1
cari in fond fac una singuri
x=km 1
deunde
x—[]=Fkn
adicd : pentruca doud arce sd aibd aceeas tangentd sau

aceeas cotangentd trebue si este de ajuns ca diferenta
lor sa fie egala cu un numir intreg de semicercuri.
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Exercitii. 1. Si se rezolve urmitoarele ecuatiuni:

sin x —0 sinx 1 cos v=—1

tg r=0o0 tgr=1 sec x = 2

sin ¥ cosx sin5 x sin 3.x—10%

tg x=cotx cos5 x =-cos (3 x — 10")

tg 5x tg Bxr—10°) tg (2n—x)=cot (v — x)
cot S3x=cot (3x — 10°) cotx tg 3n—ux)
sec 5x sec(m— x) cosec x =sec(2x — )

. 1 s 9
sinxy= — 4 sin 2x =1
2

2 sin 2y —sin.x==0

2 sin2r—y3 sinxyr=0
sin%y —sinx O

2 sin2r —3 sinx41=0

1. Pentru ultimele sase ecuatiuni se va tine seami de exercitiile
5 si 6 dela inceputul acestui capitol.

2. Se di sin (a—1'—1))=%; cos (a—b):—-%. Si se giseasci a §i b.

Funcfiuni circulare directe st inverse.

39 R. Am considerat expresiuni de forma:
sin x = q, cos x=a, etc.
Mai general putem pune
y=sin x, ¥ =cos x, etc.

unde la fiecare valoare a arcului x, corespund pentru
sinusul arcului, pentru cosinul lui etc. valori y unice
pentru fiecare linie §i bine determinate. Asa dar y este
o functiune bine determinati de x.’

Se obicinueste si se scrie §i expresiuni de forma

Xx==arc sin y, X =arc cos ¥, etc.,

cari se citesc: x este arcul al cirui sinus e y, sau x
este arcul al cidrul cosin e y, etc.
La o valoare data lui y corespunde o infinitate de



36 CURS DE TRIGONOMETRIE

valori pentru x; deci x nu este o functie bine deter-
minatd de y, adica expresiunile

arc sin y, arc cos y, etc.

nu sunt complet determinate. Se obicinueste ca pen-
tru expresiunile:

arc sin y, arc tg y, arc cot ), arc cosec y

sd se considere totdeauna valorile cuprinse intre —
: 7r . . .
si -l-;, si pentru expresiunile:

arc cos Yy $l arc sec v

numai valorile cuprinse intre o si 7.

Cu aceastd restrictiune aceste sase expresiuni pot
fi considerate ca functiuni de y si au primit numele
de functiuni circulare inverse, pecand liniile trigono-
metrice se numesc functiuni circulare directe.



CAPITOLUL 1L

FORMULE FUNDAMENTALE

Relafiunid intre liniile trigonometrice ale
aceluias arc.

40. Fie arcul AC =a un arc mai mic de 90° (fig. 13);
liniile sale trigonometrice sunt:

CD =sin a, BF =cot a, B F
OD =cos a, OE = sec a, C A%
AE =tga, OF = cosec a.
Triunghiul OCD fiind dreptun-
ghiu in D, da :—— B o A
CD?® 4 OD*= 0C, Fig. 13.
sau
sin?a + costa=1, (1)

cici OC este raza. Prinurmare suma padtratelor sinu-
sului si cosinusulur unui arc este egald cu unitatea.
Din (1) putem deduce inci:
e e s . -
sin*a=1—cos?*q, sau sin a=+ 1 —cos? g, (2)
cos*a=1—sin*a, sau cos a=-+ 1 _ sin2 ¢ (b)



38 CURS DE TRIGONOMETRIE

Triunghiurile OCD si OEA sunt asemenea, cici au un-
ghiul O comun, si pe celelalte egale ca corespondente,
prinurmare:

EA OA tg a 1

A= An sau S —
CD OD sina cos a
si inmultind ambii membrii cu sin a,
to sina
a=
S cos a (2)

adica tangenta unui arc este egald cu raportul sinu-
sului cdtre cosinusul acelui arc.
Din aseminarea acelorasi triunghiuri avem:
OE OA seca__ 1

O—C = ﬁ) sau 1 cos a

deunde:
cosa seca=1. 3

Din (3) putem inca scoate, impirtind cu cos a:

1
seca=
cos a (o)
si tmpirtind cu sec a:
1
cos a=-
seca (d)

Din aceste dou# formule vedem ci cosinusul si se-
canta unui arc sunt inverse una alteia.

Triunghiurile OBF i OCD suntasemenea, cici unghiu
rile din B si D sunt egale ca drepte, si cele din F si O
ca alterne-interne, prinurmare:

BF_% cota 1
oD~ CD " Cosa sind

deunde, inmultind ambii membrii cu cos a,

cota = sin a (1)
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adicd cotangenta unui arc este egald cu raportul co-
sinusului citre sinusul acelui arc.

Din aseminarea acelorasi triunghiuri avem inca:

OF OB cosec a 1
OC~ CD sau 1 ~sina
deunde
sin a coseca=1 (6))

Din (3) putem inci deduce, daci impirtim cu cosec a:

1

sina=———— e
cosec a’ (e)
iar impartind cu sin q,
1
cosec a = ———, ()
sin a

Din aceste douid formule se vede ca sinusul si co-
secanta unui arc sunt inverse una alteia.
Inmultind (2) si (4) membru cu membru, avem:

sin @ cos a__

tga cota= - =
cos a sin a

din care putem scoate urmitoarele doui formule:

1
tg a= cot o’ (8)
1
cot a= tg pa (h)

Prinurmare #fangenta si cotangenta unui arc sunt
inverse una alteia.

Formulele (1), (2), (3), (4), (3), impreuna cu cele
ce am derivat pandacum dintr’insele, sunt de un uz
foarte des in trigonometrie, din care cauzi se si nu-
mesc formule trigonometrice fundamentale.

Raméine si aritam, ci aceste relatiuni sunt adeva-
rate oricare ar fi arcul a. Am vizut, ci orice arc se
poate reduce la primul cadran, adici se poate gisl un
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arc cuprins intre o’ §i 90’, ale carui linii trigonometrice,
abstractie ficand de semn, si fie egale cu ale arcului
dat. Prinurmare, daci avem in vedere numai valorile
absolute ale liniilor trigonometrice ale arcului dat, re-
latiunile stabilite sunt adevirate. Si tinem insi seami
si de semne.

Relatia (1) cuprinde sinusulsi cosinusul ridicate la pa-
trat, deci este adevirati in toate cazurile.

Daci arcul are extremitatea in cadranul al doilea sau
al patrulea, tangenta lui este negativd, sinusul si co-
sinusul sunt de semne contrare: egalitatea (2) este ade-
viratd §i in acest caz. Dacd arcul are extremitatea in
cadranul al treilea, tangenta lui este pozitivi, sinusul
si cosinusul amandoui negative: egalitatea (3) este deci
generala.

SAa ne ocupadm de egalitatea (c¢). Daci arcul are ex-
tremitatea in cadranul al doilea sau al treilea, secanta
lui, ca si cosinusul, sunt negative: relatia (c) este ade-
varatd si in acest caz. Ea este generali, cici e adevi-
ratd $i in cazul cAnd arcul are extremitatea in cadra-
nul al patrulea, cici atunci secanta si cosinusul arcului
sunt pozitive.

Tot astfel se aratd cisicelelalte formule sunt generale.

w

Exercitii. 1. Din relatia (1) si se afle cii sin 43%=cos 43°= i .
2. In relatiile (a) si (b), cAnd vom lud semnul - inaintea radica-
lulai si cand semnul — ?

3. Si se inlocuiascd printr'un singur termen expresiunile:

1 —cos?x, 1 —sin’ux, 1+ tang®x

4. Si se verifice egalititile:

sec’a cosecta =tg*a -+ cot?a -} 2
sin*a tga - cos?a cot a4 2 sina cosa=tga- cota.



FORMULE FUNDAMENTALE 41

Formule corelativ:z.

41. Sub acest nume se intelege o serie de formule
prin cari exprimdm o linie trigonometricd oarecare a u-
nui arc in functiune de o altd linie trigonometricd a
acelui arc. Aceste formule sunt in numir de treizeci, si
se deduc din formulele deja aflate:

sin? @ + cos* a =1, (1)
sin a
tg a= cos a (2
1
S:C 4= os a 3
cos a
=& 4
cot a sin @' 4
cosec a = ! 3)
sin a’

Daca una din liniile trigonometrice ale arcului este
cunoscuti, celelalte cinci vor putea si se afie rezolvand
cele cinci ecuatiuni de sus. Prinurmare problema se
poate deslegad totdeauna.

1°. Ddndu-se sinusul unui arc, sd se gdseascd cele-
lalte linii trigonometrice ale arcului,

Valoarea cosinusului se scoate din (1); avem:

.cosa==*y 1 —sin’a
Substituind aceastd valoare a cosinusului in (2), (3)

(4), vom avea valoarea tangentei, secantei i cotan-
gentei in functiune de sinus:

: sin a 1 —
tga=+———=—, sec =t ————, cot a:i\/i_ﬁz
y1—sin? a yi—sin?a sin a
$i dupi (5),
1
coseCca— ———

sina-
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Exercitiu. Si se recunoasci pe o figurs, ci la un sinus dat, co-
respunde o singurd valoare pentru cosecanti §i cite doui valori
egale §i de semne contrare pentru celelalte linii trigonometrice.

2%, Ddndu-se cosinusul, sia se afle celelalte linii tri-
gonometrice.

Din (1) avem:
sina=+ V 1—cos?a,

expresiune a sinusului in functiune de cosinus. Sub-
stituind aceasta valoare in (2), (4), (3), vom avea si
expresiunea tangentei, cotangeantei si cosecantei in func-
tiune de cosinus:

{ —cosa Ccos a 1

, cota=+= , cosa=F
cos a \/1—cosza \t—cos*a

si dupa (3),

tg a= i‘/

1
cosa

S€C a =

3. Ddndu-se tangenta, sa se a'le celelalte linii tri-
gonometrice.
Ecuatiunea (2) da:

sin @ == cos a tg a, (A)
sau
sin? a = cos® a tg*a.
Punem aceastid valoare in (1), si avem:!
costatg®a + cos?a =1, sau cos*a (1+tga)=1,
deunde:
1
v1+tgia
Punind aceasti valoare in (A), vom aved valoarea
lui sin a:

cosa=

I+

_ . tga (B)
“V1+ttgta
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Din (3) avem:

1
Cos a

sec a =

)
substituind in locul lui cosa valoarea sa,
seca=+vy 1+ tg2a.
Ecuatiunea (5) da:

1
sin o

cosec a =
si dupa (B)

cosec a = +V 1T t3%a
tg a

Infine ecuatiunea (/) (40), da:

4’. Ddndu-se cotangenta, si se afle celelalte Ilinii
trigonometrice.

Din (4) avem:

cos a=sin a cot a, (C)
sau
cos’a =sin?a cot?a.
Punind aceasti valoare in (1), avem:
sin? @ 4 sin?a cot?a = 1, sau sin® @ (1 + cot*a) =1,
deunde:
. 1
simg=+———— (D)
v 1+ cot2a
Aceasta valoare pusi in (C), da:

cota
cosa=+——— |
V14 cot?a
< e 1
si fiindca: sec a= , avems:

cos a
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seca= i_—\/ 1+ cotia
cot a

Din (5) avem:

cosec a = — ,
sin a

si punand in loc de sin a valoarea datd prin (D)
coseca=++ 1y 1+ cotta

Infine ecuatiunea (g) (40), da:

1
to a=
> cot a

5. Ddndu-se secanta, si se gdseasca celelalte linii
trigonometrice.

Ecuatiunea (b) (40), da:

1
COS a= .
sec a

Punand aceastd valoare in (1), avem succesiv:

. 1
sin? a —_— =
+ sec? a '

sec?a sin*a + 1 =seca,

secla —1
sec? a

sin® a = ,
sing=-+Yysecta—1
~ seca

Punand aceste valori ale lui sin a si cos a in (2), (3)
si (3) si facaAnd reducerile, avem:

1 sec a
tg a="tysec*a—1, cota=+ — , cosec a=* " 7
sec’a-1 \/sec-a —1

6] Ddndu-se cosecanta, si se gdseascdi celelalte Ii-
nii trigonometrice.
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Dupa (e) (40), avem:

1

sina=———,
cosec a

Punind aceasti valoare in (1), (2), (3), (4), vom avea
dupa niste calcule analoage cu cele dela cazul trecut:

EYpy - 1
cosa=iw 1 tg a=+ —m———r7y
cosec a y cosecta—1
— cosec a
cot @a = +\cosec?a—1, seca=71T —

y cosec? a— 1

Tabelul aliturat cuprinde toate aceste rezultate. In
prima coloand verticald la stinga, se afla inscris nu-
mele liniei trigonometrice ce trebue si se exprime in
functiune de alta; si in prima coloani orizontali, este
numele liniei in functiune de care trebue si se exprime
linia considerati. La intalnirea coloanelor respective
ale ambelor linii trigonometrice se afli expresiunea
cidutata,
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sin a cos a tg a cot a sec a cosec a
sina sin a + 1 "costa | 8¢ + . S— Vsecta —1 !
TVt—costa | T 1+tg2a |~V 1-}+cotza seca cosec a
. 1 cota 1 \/?o;mza_i
FJ 1 —sint cos a = ycosec®a—1
cosal TVi1—sina V 1+tg*a | —V 1+ cot?a sec a — coseca
sin @ y1—cos’a 1 P 1
teg a tg a ! s . —I——:_—
& —V 1—sinza i cos a 8 cota i v secta—1 | — \/:osec" a—1
1 —sin’a cos a4 1 1 —_—
ot a ) + — cot a —|+ sect g —
¢ —  sina —V 1—cos’a tg a —V secta —1 Vcosecta—1
1 1 o vi1+ cot’a cosec a
sec a + —: 3 e seca —_—
¢ —y 1—sin?a cos a Tv iFwa |t cota —y cosecta—1
1 iy 2 sec a
1 1-+tg’a ——
cosec a —_— 2 — coseca
sin @ —V 1—cos?a i_ tg a —l—_‘/ 1+cot'a — secta—1
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Exercitii. 1. Se di:
1

sin r=—.
2

Si se calculeze celelalte linii trigonometrice.

Avem:
+ 3 + ’ 1 _+\3
cOS.t’=_\/l—blll.r=_V1._T—__T,
1
sin x 2 1
Y=o = =+,
- VI )
+ Y
t ! +y3,
0 'r= —i
¢ tgx TN
1 2
sec x = =+
cos x 3
ccsec .y = =
sinx
2. Se da.
3

Si se calculeze celelalte linii trigonometrice

Avem:
sinxy_ 3
cos v 4
sau
sinfx 9

costyx 16

Aplicind o proprictate a proportiilor, avem :
sin® x4 cos’x 9-+16

cos*.x 16
; sin®x -+cos’x 9416
¥ sin? x )
sau tinind seami de relatiunea (1):
15
16

cos?.x
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L _»
sinlxr g
deunde
cosa=+g; qina=i%.
Apoi
N S
cotr= tg x 3’
secx=— =ii.
cos x 4
cosec ¥ = — =i2.
sin x 3
3. Se da:
. V3
sin x = .
2

Si se calculeze celelalte linii trigonometrice.
4. Se da:

tg r=1,
Si se calculeze celelalte linii trigonometrice.
5. Se da:

cot x = —,
1

Si se calculeze celelalte linii trigonometrice.
6. Se di:

. V6 —y2
smxr=———"—"

4

S se calculeze celelalte linii trigonometrice.
7. S4 se rezolve ecuatiunile:

a) 2sin®x—5cosx —4=0.
Avem succesiv;

2(1—cos?x)— 5cosxr—4=0
2cos*xr—+3cosx+42=0

deunde:

L
COs x==——- §i cos = — 2.
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A doua valoare nu poate fi admisi, rimine deci numai prima
cireia ii corespund arcele ;

x, ==120° §i x, = 240"
sau in general:

x, = k.360°+ 120° §i x, = 4. 360" }- 240°.

b) 2 sin%r = 3 cos x

<) cotxr=2cos.x
. 1

d) sm-x—zcosx—l—;=0

e) tgx +cot r=2

/) sinx+cosx=1

<) 2sin2r —5cosx—4=o0
. 1

) sin®x — 2 cos x +T= 0

1. — Vomciiutd si avem o singuri linie trigonometrici in fiecare
ecuatie,

Despre protecfiuni.

42. Se numeste prorectiunea unui punct A (fig. 14) pe
o dreapta XY, picio-
rul A’ al perpendicu-
larei ldsate din punc-
tul A pe dreapta XY.
Aceastd dreapti se
chiami axa de pro-
iectiune. Proiectiu-
nea unei linii oare-
care AB pe XY se
numeste portiunea
A’'B’ a lui XY, cuprinsi intre proiectiunile A’ si B’ ale
extremititilor A si B ale liniei AB.

S ne inchipuim un mobil care se migcd pe linia AB

Curs de Trigonometrie
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dela A spre B. Daci considerim in fiecare moment
proiectiunea mobilului aceluia pe axa XY, vedem c43,
pecind mobilul depe AB merge din A paniin B,
proiectiunea lui depe XY merge din A’ panidin B’
Se cuvine a se considerd proiectiunea A'B’ ca po-
zitiva, daci mobilul care o descrie se misci pe axa
XY iatr'un sens oarecare determinat, spre exemplu in
sensul sigetii, $i ca negativd, in cazul contrar. Cu
modul acesta, dacd presupunem ci linia AB a fost stri-
biatutd de mobilul siu in sensul dela A spre B, pro-
iectiunea sa A’B’ este pozitiva; dacid insi mobilul s’ar
fi miscat din B spre A, proiectiunea B’A" ar fi fost nega-
tivi, asd ca A'B'=—B'A".

Proiectiunile pot fi dar considerate ci sunt cantititi
algebrice, susceptibile de a avea semnul plus sau minus.

43. Teorema 1. Proiectiunea pe o axd a unel linii
formate din mai multe altele este egald cu suma al-
gebrica a proiectiunilor pdrtilor sale.

Fie, spre exemplu, linia ABCD (fig. 14), formati din
liniile AB, BC si CD. Este evident ca proiectiunea A’'D’
a liniei totale se poate considera ca formati in modul
urmitor: proiectiunea A’ a mers mai intiiu in sensul
pozitiv pAndin B’ descriind proiectiunea liniei AB; pe
urmi a revenit din B’ in C’, in sensul negativ, descriind
proiectiunea lui BC; infine a mers din C' in D', in sen-
sul pozitiv descriind proiectiunea lui CD. Prinurmare
putem scrie:

A'D'=A'B'— B'C'4 C'D’;
insi de vreme ce B'C’ este in sine negativ, din cauza
modului cum a fost descris, ecuatiunea aceasta se poate
scrie §i aga:

AIDI=AlB’ + B’C’+ CID’,

in cari diferitii termeni sunt considerati ci sunt can-
titati algebrice.
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44 Teorema I1. Proiectiunea pe o axd a unui contur
poligonul inchis este zero.

Fie conturul poligonal inchis ABCDEF (fig. 15). Daca
consideraim un mobil B
care strabate acest con-
tur, mergind din A in
B, din Bin C..... , A
proiectia pe XY a a-

[} ST "'A""—-"

>
|-
o | Ty S

cestui mobil va merge \ :

din A’ in B, din B’ in A O : E

C'..., si cand mobilul y_! : ! .
LI Y ~ 4 D' ’ Ev 3’

va termind de strabi-

tut dreapta FA si va a- Fig. 15.

junge in A, proiectia

sa va ajunge si ea in A’, punctul siu de plecare: prin
urmare distanta intrz punctul de plecare si punctul de
ajungere al proiectiunii este zero; ceace demonstreazi
teorema.

Covolar. Proiectiunea pe o axd a unei drepte care
inchide un contur poligonal este egala cu proiectiunea
acestut contir poligonal.

Dupa teorema II, avem (fig. 13):

pr.AB+pr.BC+ pr. CD 4 pr. DE4-pr.EF4 pr. FA= 0,
deunde
—pr. FA=pr.AB+pr. BC 4 pr CD + pr. DE+ pr. EF;

insi deoarece pr.FA=—pr.AF (42), aceasta ecuatie
se poate scrie:

pr. AF = pr. AB -+ pr. BC + pr.CD 4 pr. DE 4 pr.EF.

43. Teorema 1I1. Prorectiunea pe o axa a unei drepte
este egald cu produsul lungimii acestei drepte prin
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cosinusul unghiului ce face ea cu axa de proiectiune
i care se numeste
unghiu de proiec-
tiune.

Fie AB (fig. 16)
dreapta data si
XY axa de proiec-
tiune.

.y Proiectiunea lui
AB pe XY este
A"B”;insidacadu-
cem dreapta AB’
paralela cu XY,
avem :

AB' = AIIBII,
ca parelele cuprinse intre paralele; asa ca
AB’ = pr. AB.

Din A, cu o razi AC egala cu 1, sd descriem un arc
si din C si lasim perpendiculara CD pe AB’; dupa
definitiunea (16), avem:

AD =cos BAB’ =cosa.
Din triunghiurile BAB’ si CAD, avem:

AB’ AB
AD AC
sau:
pr. AB __AB
cos a 1°
deunde

pr. AB = AB cos g,

ceeace demonstreazi teorema.

46. Pentru a aritd ci aceastd teoremi este cu totul
generald, e necesar a se preciza bine ce si intelege prin
mirimea unghiului de proiectiune.



FORMULE FUNDAMENTALE 53

Am spus (42) ci lungimile misurate pe XY se con-
siderd ca pozitive sau negative, dupidcum sunt soco-
tite in sensul sigetii, sauin sensul opus. Tot asemenea
dacd dreapta AB este considerati ca descrisi de un
mobil care merge din A in B, sensul AB se chiami sen-
sul pozitiv pecind BA este sensul negativ. Astfel fiind,
se considerd caunghiu de protectiune, unghiul format
de partea pozitivi a lui XY cu partea pozitivid a lui AB.

Daca definim astfel un- B
ghiul de proiectiune, e
usor de vizut ci formula
(1) este cu totul gene-
rala, adici convine oricum B
ar fi agezate dreptele AB <
si XY una in raport cu
alta.

In fig 17, repetind rationamentul de mai sus, vom
gasi:

s

—_— Y
Fig. 17

AB = AB cos BARB".

Insd dupi sensul cum suntsocotite mirimile in figura,
«. proiectiunea AB’

B —= ™ este negativi, iar un-
ghiul de proiectiune

| / este a, care este su-

plimentar cu BAB’

B deci
X — Y cos a= — cos BAB' (26).
Fig. 18 Ecuatia precedenta
devine dar:
— AB'= — AB cos a

care este chiar ecuatia (1).
In fig. 18, unghiul & diferi de BAB' cu 180° asa ci
avem ilaris:

cos BAB'= — cos a
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prinurmare §i aci formula (1) este aplicabild intocmai.
B Infine .i‘n fig. 19,
Ala proiectiunea AB’

\ | este pozitivd; un-
|
|
i

ghiul @ e negativ,
fiindci e socotit dela
dreapta AB’ in jos;
insd cosinusul siu
este egal cu cosinu-
sul ungh'ului pozitiv, (25), §i prinurmare:

AB'= AB cos BAB’'= AB cos a.

Formula (1) este dar cu totul generali.

X B ¥
Fig. 19

Adunarea arcelor.

47. Sinus si cosinus. Ne propunem a gisi expresiu-
nea sinusului §i cosinusului sumei a doui arce, cunos-
cAnd sinusul si consinusul arcelor simple.

Fie AB =a si BC=b (fig. 20) cele doui arce date.

Avem, dupa figura.

AC =a-b. _

Ducem razele OB si OC, si perpendiculara CD pe OB.

Avem dupia definitiuni, (7, 16): gS
B
CD =sin b, OD = cos b.

Si proiectim pe A’A conturul A 0 D | A
poligonul OCD: avem (44, corolar):

pr. OC. = pr. OD - pr. DC (a).

Insa (45) Fig. 20

pr. OC = OC cos COA,
pr. OD = OD cos DOA,
pr. DC = DCcos(CD, OA).
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Acl avem:

OC =1, ca razi (4); OD =cos b, DC =sin b,
COA=a+ b,DOA=a0a

Pentru a evalua si unghiul (CD, OA), ducem raza OE
paralela cu DC; atunci
(CD, 0A) =EOA=EOB + BOA=" 4 a.
Substituind succesiv toate aceste valori in (a) gidsim:
cos (a@a-+ b) == cos b cos a + sin b cos (Z—I— a)
Insa
cos (: 4 a) =sin (— a) = — sin a (16, 25);
deci

cos{(a + b)=cosacosb —sinasin b. (1)

43. Formula (1) este cu totul generald, de oarece a
fost stabiliti cu ajutorul unei teoreme a cirei genera-
litate a fost stabilitd (48); prinurmare ea subsistd ori-
cari ar fi valorile unghiurilor a §i 5. De aceea putem
inlocuil intr'insa pe b prin — b, ceeace da:

cos (a—b) = cos a cos (—b) — sin a sin (—b),
sau (25):
cos (a—b) =cosacos b + sin asin b. (2)
Tot asemsnea, in (1) si (2) putem inlocul pe a prin

7r ~
, — @ ceeace da:
. T . (= .
cos (——a—l—b) = cos(—— a) cos b — sm( —a)sm b,
2 2 2
T . ’ . (7 .
cos (;—a — b) = cos(;— a) cos b + sm(;—— a)sm b,

sau:
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b . .
cos [; —(a— b)] =sina cos b —cosasin b,

cos [Z —(a+ b)] = sin a cos b + cos a sin b.
ori infine:

sin (@ — b) = sin acos b — cos a sin b, 3
sin (@ + b) = sin acos b - cos a sin b. (1)

Formulele (1), (2), (3), (4) dau sinusul si cosinusul
sumei sau diferentei a doui arce in functie de sinusele
si cosinusele arcelor simple. Ele sunt cu totul generale.

49. Formulele (1) si (4) ne dau sinusul si cosinusul
sumei a doud arce; insd este lesne a le generaliza si
pentru mai multe arce,

Daci in (1) si (4) inlocuim pe b prin c-d, acele
formule devin:

sin (@} ¢+ d) = sin a cos(¢ + d) + sin (¢ 4+ d) cosa,
cos (a 4 ¢ + d)=cos acos (¢ + d) — sin a sin (c + d),

sau:

sin (a 4 ¢+ d) = sin a (cosc cosd — sin ¢ sin d)
~+ cos a (sin ¢ cosd -+ sind cosc)

cos (a4 ¢+ d) = cos a (cosc cosd— sin ¢ sin d)
—sin a (sinc¢ cos d+ sind cosc),

deunde:

sin (a+ c+ d)=sinacosc cosd-+}sinc cosacosd
~+sind cosa cosc-—sina sincsind,

ccs (a + ¢ -+ d) = cos a cos c cos d—cos a sin csin d
—sin a sin ¢ cos d—sina sind cosc

Cu ajutorul acestora putem gisi sinusul si cosinu-
sul sumei a patru arce, §i asa mai departe,

50. Tangenta si cotangenta. Pentru a gisi tangenta
sumei a doui arce, vom recurge la formula (2) (40):
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inlocuind pe sin (@ + b) si cos (a+ b) cu valorile lor

date prin (1) si (4):
sin a cosb-sin b cos a
tg (a+4-b)=- .
cosa cosb—sina sinb
si impartind ambii termeni ai fractiunii cu cos a cos b,

sin a cos b 1 sinb cos a
cosacos b ' cos b cosa

tglatb)= — o siiasinb-
cosacos b
sau
tglat+b)="82T8L )

1—tgatgb
Dacd in aceastd formula inlocuim pe b cu-— b, a-
vem (25):
tg a--tg b (
6)

) = gag s

Pentru a gisi cotangeta sumei a doud arce, vom
avea asemenea:

__cos(a+tb) _cosa cos b—sina sin b
cot (a+b)—sin (a+b)  sin a cos b+ sin b cosa

si impirtind ambii termeni cu sin a sin b,

cosacosb _
} sin asin b
cot (@ + b) = sin @ cos b, sinbcosa
sina sin & ' sinasin b
sau
cota cot b —1
cot (a+b) = (7N

cot b+ cot a

Daca aci inlocuim pe b cu—b si schimbim semnele
ambilor termeni ai fractiunii, avem:

14 cota coth (8)

cot (a — b) = cot b—cot a
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51. Prin formulele (5) si (7) putem gisl tangenta si
cotangenta unei sume de mai mult decat doui arce.
Inadevir, punand in aceste formule in loc de b pe
c+d, avem:

tg (a+c+ dy= Bt (c+d)

1—tgatg (c+dy

__cotacot(c+d)—1
cot(a—’rc-f-d)_cot (c+dV+cota’

si inlocuind pe tg (c+4d)si pe cot (c+d) cu valorile lor,

tg c4tg d
wat it
tg (a+c+d) = S
1—tg a tg cttg d

1—tg ctg d
_tga+ttgcttgd—tgatgctgd
T 1—tgatgc—tgatgd—tgctgd

cot ¢ cot d—1 .
cot ¢ +cot d
cot ¢ cot d—1

L

cot a

cotc+cotd !
cot a cot ¢ cot d —cota— cot c—cot d
cot @ cot ¢ +-cot @ cot 4+ cot c cot d—1 °

cota

cot(atc+d)=

Exercitil, Sa se verifice identititile:

1) sin (@~ b) sin (@ — b) =sin? a —sin? b
2) sin (@+b) sin (@ —b)+sin (b + &) sin (b ~¢) + sin (ca) sin (c—a)=0
3) cos (a+b) sin{a—b)+ cos (b+-c) sin (b—c)+cos{c3-a)sin(c—a)=0
4) sin a sin {b —c¢)-+}sin b sin (c —a)-}sincsin{ga —Db)=o0
5) cos a sin (b — ¢)+cos b sin (c — a) +coscsin(a— b)=0o
6) sin(b+c—a) +sin(la+c—b) +sin(a+b—c)
—sin (@+ b +4¢) =4 sin a sin b sin ¢
1 In dezvoltarea lui sin (@} b-}c) se va inlocui succesiv a cu-a;
b cu—b; ccu—c.

. . 2 N
7) Se da sin 30° = - sin 450 = \/2 » s se calculeze sin 75"

8) Si se verifice identitatea :



FORMULE FUNDAMENTALE 59

sin (@ + b) sin (@ — b)
tgla—tg'h= 2
gla—tg’h cos’a cos?b

9) cos a -} cos (120° — a) +} cos (120° + a) =o.

10) Si se verifice ci:

.1 . vb —y2 b1
arc sin— -} arc sin ¥ © V2 =_.
2 4
1. Fie

.1 .. 1

a = arc sin—, decising = —

2 2
b=arc sin\/b—'\/z,decisinb="_b—'\2

4 4
Relatia de demonstrat devine

a+b=Z sau sin (a—l—b)=sin$

sau
sin (a+b) =\[2;.

11) Si se verifice in mod analog ci:

1 1 1
a) arc tg ; + arc tg 5—+arc tg; +arctg & =;i
.3 .
b) arc sin = +arcsin ‘}— ==
5 5 2
1 3 3=
c¢) arc cot— —rarc cot =—
/ 7 T 4 4
1 1 =
d) ave tg tarctg = +arctgg =
- —
. ] x Ix
e¢) arcsiny, — — =arct —
) V x+a g V a
J —sin a
f) arc tg__r_cos_a_ —arc tgx_—._: a

1—x sin a cos a
Inmultirea arcelor.
.

52. Consideram formulele:
sin(a+ b)=sina cos b4 sinb cosa,} (A)
cos (@ 4 b) = cos a cos b — sin asin b.
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Fiacaind a= b, ele devin:

sin 24 =2sina cosa, (1)
cos 2a=cos*a—sin’a. (2)

Aceste formule ne dau sinusul §i cosinusul arcului
indoit 24, in functiune de sinusul si cosinusul arcului
simplu a.

Daci in (1) si (2) inlocuim pe rand pe sin a si pe
cosa cu valorile lor date prin relatiunile (a) si (6)
dela § 40, avem alte formule, destul de des intrebu-
intate:

sin 2a=--2sinay1— sinta=-}+2cos ay1-—cosa, (1)
cos 2a=cos?a—(1—cos’a)=2cos’a—1, | @)
cos 2a=1—sin®a—sin’a=1—2sina. I

53 R. Din formulele (1) 5i (2') se vede ci pentru sin 2 a
gisim doud valori egale si de semne contrare, pecand
pentru cos 2 @ gisim o singuri valoare. Daci atat sin «
sau cos a cat §i arcul @ sunt date, vom sti precis daci
sin 2 @ este pozitiv sau negativ §i deci vom sti ce semn
sd luiam inaintea formulei care ni-1 da.

Si vedem dece pentru sin2a corespund doui va-
lori egale i de semne contrare, pecAnd pentru cos 2 a
corespunde o singurd valoare.

Sa presupunem de ex. ci cunoastem:

sin a = m,
fard a cunoaste arcul @. $tim cia arcul este dat de for-
mulele:
ay =2k +1, a=2k+1)a—1,

ande / este un arc determinat, care are sinus pe .
Prinurmare sin 2 a este dat de formulele:

sin 2a=sin (4kn-}2/)=sin2/
sin 2a=sin[(44+2)7—2/]=sin(—2/)=—sin2/,

gisim deci pentru sin 2 @ valoarea dubli + sin2/
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Cos 2a e dat de formulele:

cos 2a=cos(4km-+2[)=cos2/
cos 2a = cos [(4k + 2)wr— 2/] = cos 2/,

Pentru cos 2a gisim deci o singurd valoare cos 2 /.
54. Daca in formulele:

tg (a+b) =

cota coth—1

tga+tgh
cot a+coth’ (B)

1—tga tgh’

cot(a+b) =

facem asemenea a =5, avem:

tg2a=-—2—
o 1 —tg2@ 2 cota

55. In formula (A) inlocuind pe » cu 24, avem:

sin 3a=sin a cos 2 a -+ sin 2 a cos a,
cos3a=cosacos2a — sin asin 2 a,

si substituind in locul lui sin2a si cos 2 a valorile lor
date prin (1) si (2),

sin 3a = sin a(cos* a—sin®a) -} 2 sin acos acosa
= 3sina cos?a—sind a,

cos 3 a =cos a (cost a — sin?a) — 2 sin a sin a cosa
= cos’a— 3 cos asin’a.

Punind in prima relatiune 1—sin?a in loc de cos? a,
si in a doua 1 —cos*a in loc de sin?a, si reducand,

sin 3a = 3sin a — 4 sin% a,
cos 3 a = 4cos*a — 3 cos a.

FiacAnd si in formulele (B) pe 5=2a, vom avea
asemenea:

tga -+ 2tga
to3 tg a + tg2a © 1—tga 3tga—tgla
goa=_— P 2 = — 2
1—tgatg2a 1__tgaztga 1—3tg%a

1—tga
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cot:a—1
cota———— —1
cotacot2a--1 2c0ta cotda-3cota
cotdg="—"-——"" = . =—
cota-cot 2a cot?a—1 3cotia—1
cota+
2cota

56. Putem gisi formule generale cari si ne dea sinusul
si cosinusul multiplului unui arc prin orice numir, intreg
si pozitiv. Pentru aceasta considerim relatiunile cu-
noscute:

sin (@ 4+ b) = sina cosbh -+ sin b cos a,
sin (a—b) = sina cosb —sin b cos a.
cos (a+ b) = cosacos b —sin a sin b.
cos (a—b) = cosa cos b + sin a sin b.

Adunind respectiv aceste relatiuni, avem:

sin (a -+ b) + sin (a— b) = 2sin a cos b,
cos (a+ b) + cos(a— b) =2cosacosb.

Punem a =m b; atunci a+ b=(m+1) b,
a — b= (m — 1) b, si ecuatiunile devin:
sin (m + 1) b = 2sin mb cos b — sin (m—1) b,
cos(m + 1) b = 2cos mb cos b— cos (m—1) b. | (4)

Aceste formule, numite formulele lui 7/oma Srmp-
son, ne dau mijlocul de a calculd sinusul ¢i cosinusul
multiplului unui arc prin un numir intreg si pozitiv
m + 1, cAnd se cunosc sinusele si cosinusele multiplilor
acelui arc prin numerele m $i m— 1.

Exemplu. Fie b=28°13 32", m=5; dupid (4) avem:
sin [(5 4+ 1) X8° 13'32"] = 2sin [5 X 8°13'32"] cos 8° 13'32"
—sin [(5 — 1) X 8°13'32"],
cos [(5 4 1)X8°1332"] =2 cos [5 X 8°13'32"] cos 8° 13'32"
—cos[(5—1) X 8 1332"],
si efectuind inmulgirile,
sin 49°21'12"” = 2 sin 41° 740" cos 8°13'32" — sin 32° 548",
cos 49’ 21'12" = 2 cos 41° 740" cos 8° 13'32” — cos 32° 548"
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. 3 NI .
Exercitii. 1. Se di sin x= v si se calculeze liniile trigonometrice

ale arcelor 2x §i 3x.

3 e .
2, Se di tgx = g s se calculeze liniile trigonometrice ale arcelor
2x sl 4ax
3. Se di sin x =y2—1, si se calculeze liniile trigonometrice ale

arcului 2 x.

4. Sa se verifice identititile:

a) tg (45" +a)—tg (43" —a)=2tg2a
cosa-| sina
b) cosa —sina
¢) sin 3a cosec a — cos 3a sec a=2
d) 2 sin?a sin?b 42 cos*>a cos*h =1--cos 2acos 25
e) tg attg (60°+ a) +tg (120°+ a) = 3 tg 3a.

5. Se di tg »r =3, si se calculeze sin 4x.

= tg 2 a-+ sec 2a

Diviziunea arcelor.

57 R. Adunind relatiunile (40, 50),

. .a a
1 == sin? COS? —
2 + 2
. . a a
sin @ = 2 sin , €08
obtinem relatiunea:
. . .a a . a a
1 1+ sin @ = sin? cos? 2sin — cos
‘ 2 + 2 + 2 2
.. a a\?
=| sin — -} cos —
( 2 + 2) !
deunde
. a a Po——
sin ;—l—cos 2=+V1—{--sma (1)

Daci, din contrd, scidem una din alta relatiunile de
sus, avem:
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1 — sin a = sin?

NI

! cos2(—1 2sina cos a
B 2 2

. a a )‘-’
={( sin — cos
( 2 2
deunde

. a a P a—
sin  — cos ;=iV1—sma (2)

Adunind relatiunile (1) si (2) si impargind cu 2 avem:

sin a=i\/_1—|—sinai\/_1 —sina. 3)
2 2 2

Scizand relatiunile (1) si (2) una din alta si impir-
tind cu 2, avem:

a 1+4sina__y1—sina
cos;=+v +2 v .

9 (€))

Formulele (3) si (4) ne dau sinusul si cosinusul arculur
pe jumdtate in functiune de sinusul arcului intreg.
In formulele (3) si (4) semnele superioare sau infe-

. . N
rioare se corespund, adicd, dacd pentru sin R ludm in-

naintea primului radical semnul superior 4 si innain-
tea celui d’al doilea semnul inferior —, va trebui si

a . . .
luim pentru cos 2 tot semnul superior 4 innaintea pri-

mului radical si tot semnul inferior 4 innaintea celui
d’al doilea.
a

.a .
Se vede astfel, cid atAt pentru sin ) cAt si pentru cos 2

corespund cite patru valori si ci cele patru valori

..o a . . a
ale lui sin , sunt egale cu cele patru valori ale lui cos >
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Exercifin. Si se explice dece cele patru valori ale lui sin;i sunt

egale cu cele patru valori ale lui cos —;i.
58. Consideram relatiunile (52)

I
cosa=1—2 sin?
2
,a
cosa=2 cos-;—- 1.

. .oa . a
Rezolvandu-le in raport cu sin 5 §i cucos_avem:

. a4 [1—cosa )
sin =+ \}_2
cos ‘7=i_ \/1—{-cosa .(6)
2 2
Impartind (5) prin (6) membru cu membru, obtinem
. a 1 —cosa
sin \/___2__
=+
cos? \/1-|-cosa
2 2

sau, fiindcd in membrul al doilea se impart numai can-
titagile de sub radical,

te? +\/1—cosa ©))
1+4cosa

Formulele (5), (6) si (7) ne dau sinusul, cosinus:l
si tangenta arcului pe jumadtate in functiune de co-
sinusul arcului intreg.

Observare. Daci presupunem ca a << 1809 atunci
a — . a a .,  a "
2 << 90% si prinurmare sin Py cos;$1 tg—z-. sunt pozitive ;

d
deci, in ipoteza cid a << 180% nu vom lua decit semnul

Curs de Trigonometrie. 5
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-+ al radicalului din membrul al doilea al relatiunilor
(5), (6) si (7) si atunci aceste relatiuni se scriu:

. a [1—cos a cos —_
sin —=\/1ﬂ, cos—=V1+_°2, ___\/1 cosa
2 2 2 2 14-cosa
59. Daci in relatiunea

a

2 tg—

83

tg a= —
1 — tg?

ne scipim de numitor, avem:
tga—tga tg’ =2tg—,
au:
tga tg? Z-\— 2 tgz —tga=o,

deunde, divisind peste tot cu tg a,

a

2 {—Eg—a s 1=0 8)

ecuatiune de gradul al doilea in raport cu tgz care ne

da valoarea lui tg—g fn functiune de tga:

a__ 1 \/ 1 _ 1 /1+tgza
83 tga:t tg2a+1— tgaiV tgla
sau
tga_——1+l/1+tg2a
2 tga

In acelag mod, din
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a
cot? ——1
2
cota = ’
a
2 cot —
2
tragem :
a a
2 cot a cot—=cot? —1,
2 2
deunde

a a
cot? — —2 cotacot;— 1=0, (9)

=

ecuatiune din care scoatem :
a _—
cot 3= cota+ ycotzati.

Aceastid relatiune ne di waloarea cotangentei ar-
cului pe jumdtate in functiune de valoarea cotangen-
tei arcului intreg.

Din ecuatiunile (8) si (9) se¢ vede, ci produsul ridi-

.. . . . a
cinilor fiind —1, cele doui valori gisite pentru tg 5 sau
a . .
cot , sunt de semne contrare. Cunoscand deci tg a si

arcul a stim daca tg%’ este pozitivi sau negativi si stim
deci care din cele doui valori trebue luata,

. a
Acelag lucru s§i pentru cot >

Exercitil, 1,Se di sin 45°=

2 . .
\/2 » sii se calculeze liniile trigonome-
trice ale arcului de 229/,
2. fe di sin 3o°=—;, si se calculeze liniile trigonometrice ale ar-
celor de 150 gi 7%/,
1 .oa a .
3.Sedicos x== 3 si se calculeze sin - sicos arcul « fiind cu-

prins intre 270" si 360°,
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4, Se ditgx=— Z_i; si se giseascd sin %— sicos %
7

5

5. Se da cos4x=\/ 1; sd se calculeze cos 2 x si cos x.

6. Si se verifice identititile:

a) (cos a- cos b)?-4-(sin a -+ sin b) 2 =4 cos? -

b) (cos a-}cos b)2-} (sin @ — sin p)? = 4 sin? -
. (F__a m_ay__sina
¢) sin (4 2 )+ cos(4 2 ) Vi—cosa

Formule calculabile prin logaritmi.

60. Pentru inlesnirea calculelor, este bine totdeauna
pe cat se poate, a inlocul sumele §i diferintele ce figu-
reazi in expresiunile algebrice §i trigonometrice, prin
produse si cAturi pentrucid aceste din urmi, dupicum
stim, se pot calculd prin logaritmi, pecand cele din-
tdiu nu.

Am gisit deja (38), (5) si (6):

. ,a
1+cosa=zcos‘3%, 1 — cos a=2sin? o

Insd putem gasi si alte expresiuni foarte insemnate
calculabile prin logaritmi.

Consideram relatiunile :

sin (@ + b) =sina cos b + sin b cos a,
sin (@ — b) =sina cos b -~sin b cos a.
Adunand mai intdiu aceste doux egalititi, si apoisca-

zandu-le membru cu membru, obtinem relatiunile ur-
matoare:

sin (@ + b) 4 sin (a —b) = 2sin acos b (A)
sin (@ + b) — sin (@ — b) = 2sin b cosa.}
Punem :

a+b=p, a-—-b=g (a)
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Aceste doui ecuatiuni, mai intdiu adunate si apoi sci-
zute, §i pe urmi impirtite cu 2, dau:

p+‘7 b= p;q (b)

a="——-—
2’ 2

Valorile date de (a) si (b) le substituim in (A), cari
devin atunci:

sinp+sinq=2sin£_2l_—q cos PT-—q’ (1)
sin p — sin ¢ = 2 sin p:q cos P;I—q' (2)

Ecuatiunea (1) exprima ci suma sinusurilor a doud
arce este egald cu de doud ori sinusul semisumer ar-
celor inmultit prin cosinusul semidiferentei lor.

Ecuatiunea (2) aratd ci diferenta sinusurilor a doud
arce este egald cu de doud ori sinusul semidiferentei
arcelor inmulfit prin cosinusul semisumer lor.

61. Relatiunile

cos (@a+ b)=cosa cos b —sina sin b,
cos (a—b) =cosa cos b 4 sina sin b,
mai intdiu adunate §i apoi scizute una din alta, dau:
cos (a-+ b) + cos (a — b)=2cos a cos b,
cos (a— b)—cos (a + b) =2 sin a sin b,

si faicAnd si aci substituirile indicate de ecuatiunile

(a) si (b),
p +'q p—zq’ (3)

cosptcosg=2cos —~*

4 -
cosg —cos p=2sin 'bz;qsinp 24. (4)
Ecuatiunea (3) exprimi ci suma cosinusurilor a doud
arce este egald cu de doud ori cosinusul semrsumei
arcelor inmultit prin cosinusul semidiferenter lor.
Ecuatiunea (4) arati ci diferenta cosinusurilor a doud
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arce este egald cu de doud ori sinusul semisumii ar-
celor inmultit prin sinusul semidiferentei lor.

62. DivizAnd una cu alta relatiunile (1), (2), (3) si
(4) dous cate douid, obtinem o serie de alte formule
calculabile prin logaritmi:

. ptg P—q
sinptsing o0 2 o0 2 _ . ptg . p—g
sin p—sin ¢ 2SinP;7 cosp—_l_q g, 2

! 4¢
ptq 1 "5
=tg"/—~L X =
S, 2

2 O el A
sinp+sillq=.2sm 5 Cos —tg pPtq
cosp +cosg 2COSP_%-_7_COSP:2‘_Q_ 2

. btg p—q
sinp sing _*T0 2 T p—y
cos g —cos p 2sinp+isinp————z 2

2 2

' : 2sin? " LeosPTI
siap—smgqg — 2 2 =tg p-q
Cosp+L05q 2COSp_,2_qCOSP—Tq 2

. p—q  p+gqg
Sinp_sinq_ 2 sin -——‘2 COS . _COtp+q
cosg —cosp 2sinpj}—q sin p;q 2

ptg  p—q
cosp+005‘/=2 R e 2 _—cot p+q00tp—q
cos (I——(‘.OSP 2 sin P;’r‘q sin P;‘q 2

63. laci o formuli insemnats, care se intrebuinteazi
uneori in calcule,
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Inmul{im una cu alta egalitigile:
sin (@ + b) = sin a cos b + sin b cos a,
sin (@ — b) = sin a cos b — sin b cos a,
si obtinem :
sin (@ 4 b) sin (@ — b) = sin® a cos® b — sin? b cos? a.
Inlocuind in aceasti egalitate mai intaiu pe costa si
cos!h cu 1—sin®a §i 1—sin?b, si apoi pe sinta si
sin?h cu 1— cos?asi 1 —cos?b, dobandim relatiile :
sin (a-b)sin (a—b)=sin? a(1—sin%b) —sin® b(1—sinq)
sin(a@-+b) sin (a—b)=(1—cos*a) cost h—(1—cos? b)cos?a.
Efectuand inmultirile din membrul al doilea si fi-
cind toate reducerile, ajungem la relatiile:
sin (a+ b) sin (a— b)=sin?*a—sin? b,
sin (@ + b) sin (a—- b) = cos* b — cos? a.
64. Putem face calculabile prin logaritmi si suma sau
diferenta a doui tangente. Inadevir:

i sind sinacosb+sind i
tga+tgb=sma—|— inb__sing +sin cosa_ sin(a+5)

cosa ' cosbh cosa cosbh cosa cosbh
tga—tgb=Sina sinb_sinacosb—sinbcosa_sin (a—b)

cosa cosbh cosa cosbh cosa cosh

In acelas mod avem:

cosa cosb_ cosasinb+cosbsina _sin (a+b)
. il . -_ . . = . .
sinag sinb sina sinb sinasinb

cota+coth=

cosa cosb_ cosasinb—cosbsina_ sin(b—a)
sinag sinb sina sinb sinasind

cota—coth=

65. Sa facem calculabile prin logaritmi suma sau di-
ferenta a douii secante; avem:

1 + 1 cosa -+ cosbh

seca-t+sech= =
+ cosa  cosb cosa cosb
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a+b a—b
2 cos cos
_ 2 2
cosa cosbh
1 1 cosh — cosa
seca — sech = — =
cosa cosb cosa cosbh
. a+b . a—b
2 sin + sin
_ 2 2
cosa cosh
Asemenea :
coseca - cosech 1 + 1 sinb + sina
a = — == -
sina ' sinb sina sinb
. a+b a—b
2 sin cos
_ 2 2
sina sinb
1 1 sinb —sina
coseca—cosech—= — — ——=— .
sina sinb sina sinb
. b—a a+t+b
2 sin cos
_ 2 2
sina sinb

66. Pentru a face calculabila prin logaritmi expre-

siunea sina-}cosbh, observim ci cosb =sin (E -—b) si

atunci:
. . . (7
sin @ + cosb = sina } sm(z— —b )
7T 7T
aty; b 3 bma
== 2 sin cos
2 2
sau
. . (m  a—b 7T b
sin @ + cosjb= 2 sin (—-}———-——) cos (__5_"}'_).
4 2 4 2

Asemenea
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. . ] T
sina— cosb = sing — sin (;— b)

Z_b—a Z—b4a
=2 sin 5 cos 3
sau
—b
sina—cosb=2 sin(z—ib) cos (g_l_a )
4 2 4 2

67. Foarte adesea este necesar a se transformi ex-
presiunile 1 —sina §i 1+ sina. Pentru aceasta:

. T . (T a
1—sina= 1—cos(——- a =2sm2(———),
\ 2 4 2

a

1+ sin a=1-—l—cos(§2—— a )=2cos‘-’(§——),

2

avand in vedere formulele aflate (5) si (6) (58).
Diviziand una cu alta relatiunile aflate §i extrigand
radicina patrati, gisim:

T a [t—sina
T =+ - = .
tg (4 2) - \(1—{—sina
68. Expresiunea

. .
sin (3 — a) +sina

sing __ cosa-sina__

1+tga=1
& +cosa cosa cosa
.o T
2 sin —cos (—— a).
— 4 4
cosa
Asemenea:
sina cosa—sina
1—tga=1— =

cos a cos a
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T
COSs d — COSs (;—a)

cosa
in%sin (3—a)
2sin=sin|—-—a
— 4 4 .
cosa ’
si fiindca
sin (i—i—a)= cos [%— (%—a)]: cos (%—Fa)
avem:
2 sin Zcos (7—t —l—a)
1—tga= 4 4 .
cosa

69. Uneori este necesar a transforma expresiunea
sina~4sinb-+}sing, in care a+ b+ c=m.
Avem mai intaiu: (50)

b—c
>

(2)

[+
CcoSs

sinb -+ sinc=2sin
Insa din relatiunea @+ b+ c ==, deducem:
a=n— (bt c), si prinurmare (26, 5%)

b + CCOSEj-—C.
2 2

sina=sin (6 + ¢) = 2sin

Adiogand aceastid ecuatiune la (a),
b4c  b+c b+c h—c

cos—— +2sin cos
2 2 + 2 2

. b+c( b+c b—c
=2sin— —| cos — ~+cos 3 )

Insa (61)

sina-sinb-+sinc=2sin

b+c b—c b ¢
cos + ~+cos =2C0S—=COS _;
2 2 22

asa dar
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. . ; . c b c
sin @ + sin b+sin ¢ = 4sin cos - cos _.

Pelangi acestea, din a 4- b4 c == avem:

btec nn a
2 22
§i prinurmare sin b—l—c = cos Z deci relatiunea din
urmi devine:
sinag + sinb 4 sinc =4 cos: cos f cos.;i ~(b)

70. Fie inca de transformat expresiunea sina-+sinb—sinc
in care a+ b+ c¢c== Vom avea, ca §i mai sus:

b—c b+c

sin b — sin ¢ =2 sin 5 oS

2
b+ccosb+c,
2 2

1

sin @ = sin (b 4+ ¢) = 2 sin

adunind,

sina -+ sin b — sin¢c = 2 cos !

b—|—c( sin bte Lsinb_ )
2 2 2

c. b c

= 4cos sin —cos =

2 2

sau
. . . .a . b c
sin a—l—smb—smc=4sm§ sin —cos . (c)
71. Sa facem calculabila prin logaritmi expresiunea
a b

CO!‘.2 ~+ cot §+ cotg in care a-+ b+ c=n. Avem (64):

. b+c

sin

b c
cot cot ——= ———
, Tcots —5 o’
sin —sin—
2 2

si fiindca bte =z —(—1,

2 2 2
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cos a
b c 2
cot — cot — =
2 + 2 . . C
sin —sin —
2 2
Insa
a
cos
a 2
cot —= H
2 . a
sin
2
adunind,
cos a @
- COSs —
a b c 2 2
t cot — cot ——
, T ot | cot - -+

. . . C
sin — sin —sin —
2 2 2

al . a . b . ¢
cos —| sin— - sin_—sin=
2 2 27 2

.a. b . c
sin—sin —sin —
2 2 2

Insi, dupa conditiunea pusii, avem:

b+

. a c b c
sin— = cos = coSs — cos— — sin— sin =;
2 2 2 2 2’

atunci
a b c
cot —+ cot — 1 cot
2 + 2 + 2

a b c .. b . c . b . c
cos —| cos = cos— —sin —sin =+ sin = sin—
2 2 2 27 2 27 2

[y

. a. b .
sin = sin —sin <
2 2 2

o

a b
COS — COS— COS —
2 2 2

.a . b . c’
sin _ sin — sin —
2 2 2

sau finfine,
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a b c a b ¢
— —_ s . t —.
cot2+cot 2 + cot_ = cot_co ,€0t5
O demonstratiune identici ne va da, pentru
a-t+btc=n, ca
tgattghbttgc=tgatghtgec.

Exercitii. Sa se faci calculabile prin logaritmi expresiunile:

1. sin 27%}sin 35° 8. 1}sin atcosa
2. sin 14°20’+cos 15°15' 9. 1-}cos a-tcos2 a
3. 1+sin 38° 40’ sin® @ — sin® b

4. tg 27° 40'-+tg 35" 20 1o (cos a-} cosh)®

5. 1-}tg 42° 8§ sin a-}cos b

6. cot 42°8'—tg 42° 8’ Sina — cos b

7. sec a+ cosec b

Metode generale pentru a face expresiunile
calculabile prin logaritmi.

72. PAnfacum nu am urmat nicio regula fixia in o-
peratiunile ce am ficut pentru a transforma expresiu-
nile, ci am ciutat numai a profitd de forma lor parti-
culara pentru a simplifici, pecat se poate, calculele.
Sunt insi i metode generale pentru a face aceasta
transformare.

Fie binomul A 4 B, in care cantititile A si B au orice
fel de valori vom vol, Insi pozitive. Punand pe A ca
factor comun, vom avea:

A+B=A(1+§). (a)

Punem

B
A= (b)

¢ fiind un unghiu ajutitor oarecare; si putem totdeauna
gasi un unghiu ¢ care si satisfaca ecuatiunea (b), cici

stim ca tangenta unui arc poate si aibi toate valorile
posibile. Substituind aceasti valoare in (a)
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A
cos?p’

A+B=A(1+tg*p)=Asectp=

Unghiul ¢ fiind determinat prin relatiunea (b), expre-
siunea —AZ—, calculabili prin logaritmi, va fi si ea deter-
cos2p

minati,
73. Luim binomul A — B, in care A §i B sunt pozi-
tive insi A>B. Punind iaris pe A ca factor comun,

A_B=A(1—§— . ©

Fiindca A>B, B <{1; prinurmare putem pune:

A P P P
T’i— = cos? g, (d)
si aceasti relagiune ne va da totdeauna o valoare reali
pentru @. Punind in (c) valoarea lui % dati de (d) acea

expresiune se face:

A—B=A (1 — cos?¢p)=A sin?g.
Daci in A — B presupunem ci A<<B, avem:

A—B=—@B—A=—8B(1—2),

si punind iaris % = cos? @,
A—B=—B (1—cos?¢) =— B sin? ¢.
74. Fie binomul
msin a - ncos a,

in care a este un unghiu oarecare, m $i n niste mo-
noame oarecari. Punind pe m ca factor comun,

. . n
msin a+ncosa==m (sm a+—cosa)
m

Daca luim tg ¢ =%, avem:
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msina-+ncosa=m(sina-}tge cosa)=m(sina+zlonszcosa)

msin acos ¢ - sin g cos a

cos @ ’

sau infine,

m sin a + n cos a=m+—a).
cos
Asemenea am fi avut si:
msin (p — a)
cosgp

msina-—nsin a =
. A .
75. Binomul A+ Btga=B (E-l-tga) devine, daci
unem é—t :
p B gQ:

cos ¢ —cosa

_psin(@ta)
" " cosgcosa

Asemenea se transformi si A+ B cota.

76. Fie inci expresiunea m + nsina, in care m §i n
sunt niste cantititi oarecari, insi# nu cuprind nicio
linie trigonometrici; atunci

m . m .
- cosa-t nsina = n o508 + sina |;
n

m=+ nsina=
c osa

I
ncosa

punind =tg ¢ obtinem:

m~+ nsina= n(tg ¢ cos a+ sin a)

— (sin % cos a+ sin a) __ n(sinpcosatsina cosyp)
cosQp cos g

_nsin(p+a)
o cosp
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77. Pentru a reduce in un monom un polinom
at+b+ c+d+ ..., reducem mai intai cei doi termeni
a + b in unul singur mz2; apoi reducem pe 72 §i ¢ in un
termen 72; pe 7 §id inun termen p, si asa mai departe.

Exemple. 1°. Sa se faci calculabila prin logaritmi for-
mula

cos a = cos b cos ¢ } sin b sin c cos A.

Punand ca factor comun pe sind cos A, avem;

cot bcos c + sin c)
cos A ’

cosa=sinbcosA(

si luand

cot b_t
CosA 8%

cos a = sin b cos A (tg g cos ¢ + sin ¢)

. sin @ cos ¢ 4 sin ¢ cos .
=sin b cos A ¢ + qJ,
. cos @

deci

cos a =sin b cos A MJ———Q
cos ¢
2°. Si se facd calculabilid prin logaritmi ecuatiunea
cot a sin 6 = cos b cos C + sin C cot A.
Punem pe cot A factor comun ;

cot a sinb = cot A (zgficos C-+sinC )

si luand zTotS—[é& =tg @,avem :

"cot a sin b=cot A (tg ¢ cos C + sinC)
sin ¢ cos C + cos ¢ sin C

= cot A )
cos ¢
deunde
cot a sin b = cot Aw.

cos ¢
3% Si transformim ecuatiunea
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sin ¢ cos A= cosa sinb— sina cos b cos C.
Aceastd ecuatiune este identici cu

) cosasinb . .
sinccosA=-"—"—"s5inC —sinacos b cos C,

sin C

si punand ca factor comun pe sina cos b,

sinc cos A = sina cos b (%g—b sin C — cos C)

. cota tg b
unand . S2—=cot
sl punan sin C @,

sinc cos A =sina cos b (cotg sin C —cos C)

. cos ¢ sin C —sin pcos C
=sinacosb d - d ,
sin ¢

sau, infine,

sin (C — qo)

sinc cos A =sina cos b —
sin ¢

78. Regulele pe cari le-am dat pentru a face o expre-
siune calculabila prin logaritmi, de multe ori nu se pot
aplica cand expresiunea are oarecari forme particulare.
Am dat (60—71) mai multe exemple de acestea. Taci
inca o expresiune foarte insemnat3, care se poate face
calculabild prin logaritmi nu dupa metoda generali:
be +c2— a?

2bc )

COosA =

Adiogand 1 la ambele membre, avem:

_bte—a b4 c2—a*+ 2 bc
1+cosA  2bc +1= 2 bc
_(btc)yp—a
T 2 bc

si scazind 1 din ambele membre ale acestei din urmi
ecuatiuni,

Curs de Trigonometrie 6
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cos Ao toyr—a
2 bc
b+¢):— a? bt+c+a) (b+c—a
Punem tgtp=( 2)bc _@tet 2)b(c )
atunci

cosA=tgp—1

si fiindca tg$= 1,

sin( —Y—E) V2 sin( —'Y—E)
Y% "%

A=tgg—tg "= = =
cosA=tgey g4—co‘ T cos ¢
S ¢ cos

cici

Valorile lintilor trigonometrice a cdtorva arce.

79. Sa gasim valorile liniilor trigonometrice ale ar-
cului AE de 3o°.
] Latura EF a unui exagon regulat
inscris subintinde un arc EAF de 60°;
raza OA, perpendiculari pe aceasti la-
tur3, imparte arcul EAF in doui parti,
F EA si AF, fiecare de cate 30’; ase-
B menea EG = GF. Insia EF=0E =1;

Fig 20. 1

prinurmare EG = sin 30° = 2"

Gisim cos 30° prin relatia

cos 30" =y 1—sin230" = \/1— Z=
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Impiartind expresiunea lui sin 30° cu a lui cos 30°
avem :

1
tg30'= _.
g0 V3

80. Fie arcul AB = 45° (fig. 21); sin 45° este jumiitate
din latura patratului inscris in cerc; lun-

gimea acelei laturi fiind y2 avem: B 2

V2

sin 45° = , = cos 4>°,

o A
C

In OAD avem iardsi AD = OA, Fig. 21.
adica tg 43'=1.

81. Sin 60" este jumitate din latura
triunghiului echilateral inscris, care laturd se stie ci

este V3; prinurinare:

- 3 —_— % o .0
sin 60" = \2 » cos60’=1\ 1 —sin260

— 3_1 0— 3
_\/1— Z— '51 tg 60 —\/3

82 R. Arcul de 18’ este jumitate din arcul de 36
subintins de latura decagonului regulat inscris, si
valoarea acestei laturi se stie din geometrie ci este
V5 —1

2
cel de mati sus,

; prinurmare, dupi un rationament analog cu

1 Ul
= cos 72",

sin 18° =

VS —
4

Atunci
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_— - TP =
cos18°=\/1—sm218°=\/1_3 F1—2V5

16
=\/ 10+ 25 sin 720
4
si
tg 18°= ﬂ__1_
y10 + 2y5

83. Dupi formula
sin2a=2sinacos a,
avem:
V5 —1V10 + 25
4 4

sin 36°= 2 sin 18°cos 18’ =2

sau

sin%36° =4 G+1— 2\/5)2(10 + 2 \/5)= 10 — 2y5
'16 16

deunde

Vie—2y5

sin 36’ = = cos 54"

84 R. Dupi formula : sin 3 @ = 3sin @ cos®a — sin®a,
avem fnca:

sin 54° = 3sin 18° cos? 18° — sin* 18°

_3v5_—~1 1o+2v§__8v§— 16
o 4 16 64

deunde

sin 54° =
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Combinand prin impartire formulele aflate la
si 84, avem:

tg 360 = Vio—2¢5

| -

,tg 340 = f_+_
V3 +1 Vio—2y

85 R. Prin formulele

(9

. a 1 — . 1 ——
sm§=-_}-2—\/1—|—smai§v1—sma

a 1 < 1 o
cos —==+ —y1 + sin a+ —y1 — sing,
2 —2 —2
avem:
. 1 . 1 —
sin 9°=;\/ 14} sin 18° —;\/ 1 — sin 18",
1 = 1 - 5
cosg°=§\/ 1 + sin 18°—|—5\/ 1 — sin 18",
sau

Sin90=%\/’1+v54—1 _%V1_\%T_1

-

cos == \/ 1 42 \/ LA

ori

sin 9°=%\/3 + v5— i\/S — v5 = cos 81°,

cosq’'= i\/.’)—l— V5 + %\/5 — y5=sin 81",

Asemenea

§ 83
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sin 27° = 37\5 £+ \5—“?\/3— V5 = cos 63",

cos 27°= i\S +v54+ i\/3 — y5 =sin 63",

Exercitii. Si se demonstreze formulele:

a) sin x =sin (36° -} x) — sin (36° — x) -+ sin (72° — x) — sin (72° 4+ x)
b) cos x =sin (54" + x) 4 sin (54° — x) — sin (18° 4} 1) — sin (18" — x).



CAPITOLUL IIl.

TABLE TRIGONOMETRICE.

86. Proprietitile pe cari le-am studiat pindacum nu
vor puted aved niciun uz practic, daci nu vom aved
mijlocul de a gisl indati valoarea numericd a liniilor
trigonometrice ale oricirui arc ce ni s’ar da. Insi /iniile
trigonometrice sunt functiuni transcendente ale arcului,
adicd nu se poate stabili nici o ecuatiune algebrici
intreagi care, pentru o valoare a liniei trigonometrice,
sid cuprindi toate valorile corespunzitoare ale arcului.
Din aceastd cauzi, calculele prin cari aflim valoarea
liniilor trigonometriceale unui arc dat sunt peste mi-
surd de lungi si dificile, i ar fi peste putintd a aplica
formulele trigonometriei la calculele practice, daca ar
trebul ca la fiecare moment sa calculam i valoarea li-
niilor trigonometrice ce ar intra in acele formule. Din
aceastdi cauzii se construesc fable cari, pentru orice
valoare dati a arcului, contin valorile calculate ale tu-
turor liniilor sale trigonometrice.

87. Desi arcele pot sia aiba valori oricit de mari,
tablele trigonometrice nu se calculeazi decat pentru
arcele dela 0° panila 90°; cici stim (29) ca orice arc,
oricit de mare ar fi, se poate reduce la primul cadran.

Pelangi acestea, daci calculam toate liniile trigono-
metrice ale arcelor dela 0° panila 45° nu mai este ne-
cesar a calculd valoarea lor si pentru arcele dela 45°
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panila go’; cici aceste din urmi arce sunt compli-
mentele celor dintiiu, si prinurmare liniile lor trigo-
nometrice vor fi complimentare cu ale celor dintiiu.
Daca cunoastem, spre exemplu, sin 36°, cos 36° tg 36°,
cot 36, sec 36°, cosec 36°, vom cunoaste si cos 54°
=sin 36°, sin 34°=cos 36°, cot 54°=tg 36°, tg 54°=cot 36°,
cosec 54°=sec 36°, sec 54’=cosec 36°, cici 34°=90°—36°.

88. Tablele trigonometrice nu dau chiar valoarea nu-
mericd a liniilor trigonometrice, ci, fiindci mai toate
calculele trigonometriei se fac prin logaritmi, dau numai
logaritmii acelor linii. Pelangd acestea, tablele nu cu-
prind logaritmii secanteisi cosecantei arcelor, cici din
relatiunile:

sinxy= ‘1 ,COS x=—1—,avem; logsin x=-logcosec x,
cosec x sec x

log cos y=—Ilog sec x. Prinurmare, pentru a gisi loga-
ritmii secantei $i cosecantei unui arc, n’avem decat si
luim logaritmii cosinusului sau sinusului acelui arc cu
semnul contrar.

Logaritmii liniilor trigonometrice se calculeazi prin
niste metode a ciiror expunere nu poate gisi loc aci.

Vom demonstrd totus urmitoarele doui teoreme,
cari au aplicatiuni si in alti parte.

89. R. Teorema 1. Orice arc cuprins intre o° si 9o° este :
1, mai mare decat sinusul sdau, si 2° mai mic decdt

b fangenta sa.
1°, Fie arcul AB=a; avem sin a

5 = BC, tga=DA.Ducem coarda BA,
si avem: BC<{BA, sau sin a<<BA,
cici BC este perpendiculari iar BA

0 A oblici. De alti parte BA<larc BA,
Fig (932 sau BA < a, ciaci arcele mai mici

decAt 9o° sunt mai mari decat coar-
dele lor; prinurmare a fortiori

sin a<la. (a)
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2. Aria sectorului circular OBA este:
OBA = %o,\ X arcBA= OA X a. Aria triunghiului
dreptunghiu ODA este:
ODA =7 OA X AD = 0\ X tg a; insa ODA>OBA;

prinurmare ;OA tg a> ;— OA X a; si impartind in ambii

] 1
membri cu 2 OA,

g a>a. (b)
Relatiunile (@) si (/) se pot scrie in sir:
sina<<a<tga. (1)

90. R. Teorema 11. Cdnd arcul se micsoreaza peste -
surd, raportul arcului citre sinusul sdn tinde cdtre 1.

Punand in (1) in loc de tg a pe

sina
, avem :
o

cos a
sina

sinaa<<——

Cos a

Impartind pe fiecare membru prin sin a, aceste re-
latiuni devin:

a 1
sina ~cos a

1<

Insd daci arcul se apropie de zero, cos a se apropie
de 1, asa ca daci arcul este foarte mic, cos a se poate
socoti egal cu 1; deci /a limitd relatiunea de mai sus
devine: '

a
sin a

=1, sau a=sina. (2)

91 R. Observare. In calcul, unghiurile se exprima sau
prin gradele, minutele §i secundele pe cari le cuprind,
sau prin lungimea absoluti a arcelor cari le masoari,



90 CURS DE TRIGONOMETRIE

aceste arce fiind luate pe un cerc cu raza 1. Asa se
poate zice ci un unghiu este de 22°30', sau ca este
misurat cu un arc de lungimea 0,39269908.. Insa de
multe ori este trebuinti ca, cunoscand expresiunea
unui unghiu in un fel, si gisim expresiunea sa in celalt fel.

Fie a lungimea liniard a unui arc care misoari un
unghiu oarecare, §i a" numadrul infreq de secunde ce
cuprinde acel arc; este evident ci arcul a este egal
cu de a” ori arcul de 1”; adici a = a” X arc 1", Insa ar-
cul de 1” fiind foarte mic, avem, dupi (2)

arc 1" =sin 1”; si atunci
a=d' sin 1", (3)
deunde
a
a"= = (4)

Relatia (3) ne arati ca pentru a afla lungimea abso-
luta a unui arc, trebue a fnmulf) numdrul de secunde
ce contine el cu sin 1"; si (4) ca pentru a afla numarul
de secunde confinut in un arc, trebue a impart} lungi-
mea absolutd a arcului cu sin 1",

. Tublele lui Callet.

92. Tablele trigonometrice cele mai uzitate sunt fa-
blele lui Lalande, calculate cu cinci zecimale pentru
arcele din primul cadran, din minut in minut, §i fa-
blele Iui Callet, calculate cu sapte zecimale, din se-
cundi In secundi, pentru arcele dela o° panila 5°, si
din 10 secunde in 10 secunde pentru toate arcele de
la o° panila 9o°.

Amandoui aceste table, editate si perfectionate de
J. Dupuis, prezintd o dispozitiune analoagi. Vom da
descrierea §i uzul tablelor lui Callet, si tot ce vom zice
despre acestea se va aplica si la ale lui Lalande.

93. Prima parte a tablelor lui Callet, da logaritmii
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sinusului si tangentei arcelor dela o’ panila 5’, din se-
cundi in secundi. Insa sinusul si tangenta unui arc
fiind egald cu cosinusul §i cotangenta arcului compli-
mentar, aceasti tabli ne di in acelas timp §i cosinu-
sul si cotangenta arcelor dela 90° paAnila 85°.

Aceastd tabli se imparte in doui: tabla de sinusuri
si tabla de tangente. Sinusurile sunt date pe wverso al
foii, iar tangentele pe recfo, asa ca deschizind tabla
sinusurile se afli pe pagina stingi si tangentele pe
pagina dreapti. Dispozitiunea ambelor pagine este cu
totul analoaga.

Reproducem aci o parte din tabla sinusurilor. Nu-
mirul gradelor este inscris d’asupra si dedesubtul ta-

Sinus 3°

a b c d e f g h
"1 36 37 38 39’ 40’ 41 |
0 |2,7978941] 2,7999974| 2,8018915| 2,8038764| 2,4058523| 2,8078197 60'
1| 979275| ' 999307 019247/ 039095 058830, 078119 g
2| 979610] 999640 010578| 039495 069189 078846 8
3| 9799452,7999978| 019910 039755 059509 079173 7
a| 980279(3,8000306) 029241| 040085 059837 079500| 6
5| 930614 000639| 020573| 040414| 060166 079827
6| 980948| 000972| 020904 040741 060494 080154| 4
7| 981283 001305 021235 041074 ©060823| 080481| 3
8| 981617| 001238| 021567| 041404 061151] 080808 @
9| 981952 001971| 021898 041734] 061479 081135 1
10| 982286| 002304 022230 042064/ 061808 081462 50
1| 982620 002637 022561 042394 062136 081758 9
2| 982055 002970 022892 042723| 062464 082115 8
3| 983280 003302| 023223] 043053| 062792) 082442| 7
4| 983624| 003635| 023555 043383| 063121 082769 6
5| 983958 003968 023886| 043713| 063449| 083095| B
6| 981292 004301| 024217| 044042| 063777 083422| 4
7| 981626| 004633| 024538 044373| 064105 083849 3
8| 984961| 004966 024829 044702| 064433| 084075 ¢
9| 985295| 005299 025211] 045031] 064701 084402) 1
”| 23 22/ | 2t 20 | 19 18 |

Cosinus 86°
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blei, afard din cadru. Pagina este impirtiti in opt co-
loane verticale, dintre cari cele douia dela margini, a
si &, cuprind numairul de secunde, in coloana a cre-
scand de sus in jos, dela o panila 6o, iar in coloana
h de jos in sus; pentru simplicitate, zecimile se scriu
numai odati, iar incolo se subinteleg. Coloanele dela
mijloc, b, ¢, d, e, f, g, poarti sus §i in jos numarul mi-
nutelor.

Cand arcul dat este cuprins intre o® si 53°, logarit-
mii sinusului sau tangentei sale se afli pe pagina ce
poartd in partea de sus, afara din cadru, numirul de
grade al arcului, in coloana verticali care poarti in
capitul de sus numirul de minute al arcului, §i pe
linia orizontald care trece prin numirul de secunde al
arcului, inscris in coloana dela stdnga a.

Cand arcul dat este cuprins fintre 9o’ si 85% loga-
ritmii cosinusului sau cotangentei sale se afli pe pa-
gina ce poarti in partea de jos, afari din cadru, nu-
mirul de grade al arcului, in coloana verticali, care
poartd in capitul siu de jos numirul de minute al ar-
cului, si pe linia orizontali care trece prin numirul de
secunde al arcului, inscris in coloana dela dreapta h.

Cand mai multi logaritmi succesivi, inscrisi in ace-
eas coloani, au primele lor cifre comune, de ordinar
se subinteleg cele doud dela inceput, afari numai de
logaritmii extremi, si de cei scrigi in capul coloanei.
Astfel, cand in tabli gisim numai sase cifre ale unui
logaritm, trebue si-l completim, scriindu-i la stinga
cifrele excedente pe cari le contine logaritmul cel mai
apropiat, urcind sau coborand.

1’. Fie a se cautd logsin 3°37'12". Deschidem tablele
la o pagini care, in partea de sus are scris: sinus
3, si anume ciutim pe aceea in care a treia coloani
verticald, ¢, poarta sus titlul 37". Descindem pe aceasti
coloani panidin randul orizontal care trece prin nu-
mirul 12, inscris la stinga in coloana a a secundelor.
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Acolo giasim cifrele 002970. Pentru a completa loga-
ritmul, vom adiogi la inceputul acestui numir cifrele
2,8 cari se afla inscrise la logaritmul cel mai apropiat
urcand sau pogorand, si atunci

logsin 3’37 12" = 2,3002970.

Cu totul asemenea se face §i pentru a gasi
logtg 3°37" 12",

care este:

logtg 3°37 12" = 2,8011644.

2" Fie a se cautd logcos 86°20'33"”. Deschidem tabla
la o pagind care in partea de jos si poarte scris: co-
sinus 86°, si cautim pe aceea anume in care a cincea
coloana verticala e poarti jos titlul: 20. Ne urcim
pe aceastd coloand panidin rindul orizontal care trece
prin numirul 53, inscris /a dreapta in coloana /1 a

secundelor. Acolo gisim cifrele 041074; si pentru a
completd logaritmul, adidogam la inceputul acestui

numir si cifrele 2,8, care se afla inscrise la logaritmul
cel mai apropiat urcAnd sau pogorind, §i avem:

logcos 86°20'53" = 2,8041074.

Tot asemenea se face si pentru a gisi logcot 86°20'53",
care este

logcot 86°20°33” = 2,8049902.

94. A doua parte a tablelor lui Callet da logaritmii
sinusului, tangentei, cotangentei i cosinusului arcelor
dela o° panila 90°, din 10” in 10"

Reproducem aci o pagind din a doua parte a table-
lor lui Callet. Numairul gradelor, daca este mai muc
de 45, este scris in susul paginii, afard din cadru; iar
dacd este mai mare de 45, se scrie in josul paginii.
Numairul minutelor este scris in coloanele verticale A



28°

A B C D E F G H I K L M
. D " 14 510§06
11 Sin | D.| Tang. |D.c| Cotg. | Cos. . 1) so.0
3/151.8
_ _ j 4[20274
10| gl 16789769 goq) 17287U6T) 5o 0,27189) 10452609 151 O) 50| §20
10| 740162 goq 287667 5oq|  712838) 452496 13| 50 7[354.2
20|  T40556| g0l 288178 goq  T11827) 452883 5 40 8/104.8
80| 740045 o 2886 9 gogl|  7U82L|  452ET0| g 30 9ls554
40| 14134z goy| 289 ol TIOBIG)  BRIST Ly B 505
50| 741785 393| 289690 5og 710210 45204) 11| 10 so| 1303
0| 74128 290196 5 709804 451933 | g4 21010
b I ey 3981 2s0r0d| 205| 709298 451819| 73| 50 glota
20| M2014} 5o 212070 5og| 0BT 451706| g5 4 5|22.5
30| 743306 g3 291713 5qg| 7082 451598 113| 50 6(308.0
401 743699 gog| 292219 go5 7078l 451480 15| 1) 71858.5
50 744092 393 202724 gl 7072176 451368 118 0 3 4(_)1(_)
12| o 744485 g9ell 208230 g5og| 7087700 451256| qqg| .o 48] 9leLs
10 744877 393 293736/ 505 706264 451142 149 40 50§
9. 705759 451029 1| 50.4
20 745270| 393 2942411 504 2o M 113| 39 2/100.8
30| 745663| gogf  204747)| 5osll 7092583 450916| 14| 50 31513
40| 746053| o3| 299252 5|  TO4TABY 450803} 33| I 4(2016
50 746448 | ggo|| 295757 5og| 704248  450690) g o 5(252.0
13| of 746840| sgo 206264 505 203737 450577) yyg) ol 47) 3024
10| 747232| g3g3|  296768| 5ge| 103282 450464| g3 o 8l103.2
20 747625 | 392 297274 505 702326 4503511 113 g9 9|453.6
30 748017| 309 207779\ 5g5| 702221 450238\ qy3) o 393
40 748409| 39| 298284 55|  TOITL6|  450125| 1y5) To 1] 39.
50| 748801| 393 208789/ 506 701211 450012¢ 149 0 %
14| o T49194| 392 299203| gos ;Og;gg 449392 113} 5 46 3
10) 749586 | 362 299800\ 505 00200 4497861 113] o 5
20 749978| 399 300305 | £os 699695  449673| 33| 5o 6
30| 750370 399 300810| 505 6991‘/(’] 449560| 143 20 7
40 0762|392 3013151 ggs 698685 4494471 qq5| 20 g,
50| 51154 3ge| 301820 nqp  G981SUI  449334| 13y a .
15| of 751546| g9y 3023%|| go5) 6976 4492201 qq5) Of 45| 39
10 751937 392 3028301 505 697170 449107 | 15| 20 1
20| 752:29| 399 303385| 505 696665 448994| 1qq 30 3
30 152721] 392 303840l 505 696160 448’?:81 113| 29 1
40 753113| go1| 304813 5o 69565  adsTes)| qy3) T 5
50 753504| 392 304850 504 695150 448635 | 114 . (7;‘
16| ol 73896 sor| B05354| pop|  G464G|  dasbd1| 450 O 44) T
1o 754987| 32| 305859 jq5|  O94lALl  adBdes) qyy) T 9
20|  754676| 391|  800364| pop| 693636 44B315| 5] 3
80| 755070 sgy|  3C689| gop|  BILBIL  adBR0zi 14| S0 1
0 755492| goy|  B078T3) go5| 092627 4dB0SB| yyy) [ 2
50 755853 | 392 3078781 505 692122 4795|113 ol 18 i"
17| of  7se24n| 91| 308383| 54| O91617)  4478G2| 45| O 47| L
10| 756636| ago|  308887| g5op| GILILY 447749| g9y T 6
20|  757027| 3g1| 309892f pgoq| 690608 447685) jy5) o 7|:
80|  757418| 3g9| 809896 g5p5) 690104 447522 y43) o slat
40|  757809| 31| 310401 gop| 689099 44Ta09) 441 T
50| 758200 g9p| 810905 o] 689095 447295 1y ol 1c 3130
18| o os02| ggr| BIIAI0) poql  SB0L  aarimR) g49| Of 42 I %
19 758983 | 391 311914]| 504 68§03§ 447068 1141 S0 3|7
5 759294| 390 312418|| 505 687582 446955| 113 30 156
30 759764 | 391 312923 g4l 687077 446842) 114} o) 1%
40/ T60155| ggy| 313427 5o 68633 4467e8| 93| 7 7|28
50|  76u564| 39| 313981 5og E‘ﬂ“_z 4466151 114| © 4| s
19 0 760937 314436/ 504 68?56 446501 1131 . 91351
10| 761828 ggé 314940/ 504 685060 446388\ 43 Z?} 113
201 761718) 3gq| 810444 goq|  OIOOCH  adeans| yy) 40 1] 1.3
80| 762109| ggy|  315948) poqg)  S8406Z  4dGi6l) qq5) B 2| 226
40| 7e2500] 39| 516458 g4l 6885 4460481 114| T AR
50|  762890| ag1| _ 816956|| pogf _ 683044  445984) 113 wl 4%
20! o] 1,6763281 1,7317440) 0,2682340(| 1,9443821 0 gl o3
=Y 79.1
. " 14
t o]l Cos. Cotg. Tang. Sin. ‘ HIE
610
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si L, la stinga $i la dreapta paginii, si merge cre-
scand de sus in jos in A, $i de jos fn sus in L.

Numirul secundelor se afla scris in coloanele ver-
ticale B si K, cari vin dupd ale minutelor, si acest
numir merge crescand de sus in jos in B, si de jos
In sus in K.

Sinusurile, pentru arcele mai mici de 43°, se gisesc
in coloana C, intitulati sus sin, iar pentru arcele mai
mari de 45°, in coloana H, intitulati jos sin.

Tangentele, pentru arcele pdndala 45° se afla in co-
loana E intitulatd sus tang, si pentru arcele mai mari
de 45° in coloana G, intitulati jos tang.

Asemenea cotangentele si cosinusurile arcelor pdnd
Ja 45° se vor gasi in coloanele G si H, intitulate sus
cotg si cos; si pentru arcele mai mari de 45°, in co-
loanele E si C intitulate jos eotg si cos.

Coloana cea mai micd D cuprinde diferente fabulare
intre logaritmii consecutivi inscrisi in coloana C. Ase-
menea coloana F contine diferente ,intre logaritmii
consecutivi inscrigi in coloanele E si G, si coloana I
diferentele logaritmilor din coloana H.

Fie acum: 1° a se gisi logsin 28° 13’ 30”. Considerand
ci arcul dat este mai mic deciAt 45°, vom deschide
tablelele la pagina intitulatid sus 28° si in coloana A
vom ciutd numirul minutelor,13; apoi in B vom ciuta
si numirul de secunde, 30, corespondente la 13, Atunci,
pe randul orizontal care trece prin acest numir de se-
cunde, in coloana C, intitulati sus sin, vom gisi cifrele
748017; si adiogand la inceput si cifrele subintelese

1,6, avem:
logsin 28° 13’ 30" =1,6748017.
2° Sa gisim logsin 61° 46’ 40”. Arcul fiind mai mare
de 45° pe pagina intitulatd jos 61°, vom cautd minu-
tele 46, in coloana dela dreapta L, iar secundele 4o,
In coloana aliturati K. Logaritmul cautat il vom gisi
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in coloana H, in dreptul numirului secundelor 40;
acest logaritm este:

logsin 61° 46’ 40" = 1,9450351.

3¢ Fie inca ase gasl logtg 28° 15 20”. Vom cauta pa-
gina intitulata sus 28° si in coloana A, dela stinga
acestei pagine, vom ciutd 15; apoi in coloana alitu-
rati B, 20”. Pe linia orizonta!i ce trece prin acest nu-
mir de secunde. 20, vom gisi:

logtg ~ 2815'F9 —0,7303335.
Tot asemenea vom gisi:

logtg 61°41'30” = 0,2687077,

locgot 28°14'50"” = 0,2698180,

logcot 61°49'10” = 1,7289690,

logcos 28"15'40" = 1,9443768,

logcos 61°%410" = 1,6753806.
Intrebuinfarea tableor.

95. Doui sunt problemele ce se pot prezintd cAnd voim
a ne servi cu tablele trigonometrice: 1° se dia un arc
§i se cere si gisim logaritmul uneia din liniile sale tri-
gonometrice; 2° se da logaritmul unei linii trigono-
metrice a unui arc necunoscut, si se cere a gisi acel
arc.

96. Problema 1. Ddndu-se un arc, sa gdasim logarit-
mul uneta din linitle sale trigonometrice.

Am vazut (93 §i 94) cum trebue a proceda pentru a
gasi logaritmul liniei trigonometrice a unui arc care
se giseste in table. Nu vom mai reveni asupra acestei
probleme, ci ne vom ocupa numai de cazul cind ar-
cul dat nu se afla in table.

1°. 8a se gdseasca logaritmul sinusului unui arc,
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Fie a se gisi logsin 28°14'36",5. Fiindci arcul dat
nu se afli in table, vom ciutd logaritmii sinusului ar-
celor ce se afli in table §i intre cari este cuprins arcul
dat, adici:

logsin 28%14'30" = 2,6750370

logsin 28°14'40" = 1,6750762.

In coloana D, vedem ci diferenta A intre acesti doi
logaritmi este 392; de alta parte, diferenta intre cel
mai mic din aceste arce si arcul dat este de 6”,5. Insi
pentru intervale foarte mici, ca cele din cazul de fatj,
putem considera cresterile logaritmilor sinusurilor ca fi-
ind proportionale cu cresterile arcelor insisi; asa dar pu-
tem face rationamentul urmitor: la o crestere de 10”
a arcului, corespunde o adiogire de 392 unititi de al
saptelea ordin la logaritm; la o crestere de 6”,5 a ar-
cului, ce adiogire se cuvine logaritmului? Proportiunea:

10”:392=16"5:x,nedd: x = éng#: 254,8,
valoarea cantititii cu care trebue crescut logsin 28°14'30",
pentru a aveld logsin 28°14'36",5; prinurmare

logsin 28°14'36",5 = 1,67506248,
Iaca dispozitiunea calculului:
logsin  28°14'30” = 1,6750370 A= 392

pentru 6,5 2548 392 X 65,
logsin 28'14' 36”,5 = 1,67506248 10

=254,8.

Observare. Cand diferenta gisitd pentru logaritm pre-
zintd o parte fractionari, a cirei primi zecimali este
mai micd decat 3, toatd partea fractionard se leapadi;
iar daci prima zecimali e mai mare decat 5, partea
fractionard tot se leapidi, mirind insi cu o unitate

Curs de Trigonometrie. 7



98 CURS DE TRIGONOMETRIE

ultima cifrd a intregilor. Asa, in exemplul precedent,
diferenta fiind 254,8, dupi transformare ea va deveni
255, si atunci logsin 28°14'36",5 va fi 1,6750625. Daca
diferenta ar fi fost 254,31, spre exemplu, nu am fi in-
trodus in calcul decit partea 254.

Aceastd observare este aplicabild la toate calculele
ce se fac cu logaritmii.

96. Calculul partii proportionale 254,8 se poate face
cu mult mai mare inlesnire, cu ajutorul tablelor de di-
ferinte proportionale, asezate pe marginea paginei afari
din cadru. Aceste table cuprind cresterile logaritmului
corespunzitoare la fiecare crestere de 17, 2”..... 9" a
arcului. S gisim spre exemplu, care este cresterea lo-
garitmului ce corespunde la cresterea 6,5 in arc, dife-
renta tabulari fiind 392. Tabelul iatitulat 392 ne arati
ci la cresterea 6” a arcului corespunde diferenta 235,2.
Pentru a gasi si diferenta corespunzitoare la cresterea
de 0”,5, observim ci aceasti diferenti este a zecea
parte din diferenta corespunzitoare la 5”, cici si 0”,5
este a zecea parte din 5", deci aceastd diferentd va
fi 19,6, pe care adiogAndu-o la 233,2 aflam 254,8.

Tot asemenea vom opera si pentru a gisi logaritinul
tangentel unui arc oarecare; asi

logtg 61°43'48",3 = 0,2694055.
97. 2°. 8a se gaseascd logaritmul cosinusului unui arc.

Fie a se gisi logcos 61°41'37",8. Acest arc este cu-
prins intre 61°41'30” si 61°41'40", si tablele dau:

logcos 61°41'30” = 1,6759764,
logcos 61°41'40"” =1,6759374,
cu diferenta tabulard 39o0. Observim ca
logcos 61°41'30">logcos 61°41°40".

cici stim ci, in primul cadran, cosinusul descreste cu
cit creste arcul; prinurmare vom rationd in modul ur-
mitor: la o descrestere de 10" in arc, corespunde cres-
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terea la logaritm de 390; la o descrestere in arc de 27,2

(diferenta intre arcul dat §i arcul cel mai mare din

celelalte doui), ce cresfere va corespunde la logaritm ?
Tabela pirtilor proportionale ne di:

crestere corespunzitoare la 2" =178
crestere corespunzitoare la 0”,2 = 7,8

85,8
Aceasti diferenti, fiind adiogita la logcos 61°41'40, da:

logcos 61°41'37",8 = 1,6759460.
Tot astfel gisim si

logcot 28°18'38",4 = 0,2686654.

Observare. Din acestea vedem ci, pentru sinus §i tan-
gentd, calculul diferentei logaritmilor se face prin exces,
adici se ied in considerare diferenta intre arcul dat si
un arc mai mic decat dansul, Pentru cosinus si cotan-
genti, acel calcul se face prin lipsd, cici se ied dife-
renta intre arcul dat si un alt arc mai mare decat dansul.

Restul calculului este identic in ambele cazuri.

98. In calculele precedente, am presupus ci creste-
rile logaritmilor sunt proportionale cu cresterile arce-
lor. Cand tnsid arcele sunt foarte mici, aceasta nu mai
este exact pentru logsin si logtg, si atunci nu mai pu-
tem aplicdA metoadele ce am dat. Iati cum operim
in cazul acesta:

Fie un arc dat ¢ =/, exprimat prin un numir fin-
treg a de secunde, si prin o fractiune % de secunda.
Pentru a gisl logsin (@ /) si logtg(a-17), arcele
fiind foarte mici, putem admite ci raportul intre arcele

a si a-+h este egal cu raportul intre sinusurile sau
intre tangentele lor, adici:

sin(@+h)_(at+h) tg(ath) _ a—|—/1-

sin a a '’ tg a a

si luand logaritmii,
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logsin (a+ &) =logsina +- log (a 4 &) — log a. (1)
logtg (a + h)=Ilogtg a + log (a + k) —log a.

Aci logsin a silogtg a se afli din prima parte a ta-
belelor trigonometrice, cici a este un numir intreg
de secunde; log (a4 /) si log a se afli din tabla lo-
garitmilor numerelor. Valorile gisite pentru aceste di-
ferite cantititi fiind introduse in relatiile (1), vom ob-
tine pe logsin (a 4/) si logtg (a + h).

1" Si aflim logsin 0°2'38", 7254. Acest arc, redus in
secunde, este 158”,7234. Prinurmare, in acest exemplu

= 158, 7 = 0,7254, si relatia inthia din (1) devine:

logsin 138”,7254 = logsin 158" - log 158,7254 — log 153

Insd, dupi table,

logsin 158" = 4,8842319,
]og. 158,7254 = 2,200064064,
log 158 = 2,1986571;
prinurmare
logsin 0°2'38”,7254 = 4,8862212,
Asemenea si
logtg 0°238",7254 = 4,8862213.

Pentru a gisi logcot a unui arc foarte mic trebue
mai intdiu a calcula logtg; cici, din cotx = t—1—~’ avem:
logcot x = — logtg x. Asa:

logcot 02’ 38”7254 = — (4,8862213) = 3,1137787.

2%, Sa se afle logaritmul cosinusului unui arc foarte
mic a + 4.
Din relatia

sin (a+ 1)
tglat+i)= cos(a + h)’

deducem:
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logcos (a + /&) = logsin (a + &) — logtg (a + A),
formuld prin care am puted, calculd logcos (a + k),
cunoscand pe logsin (a 4 %) si logtg (a + 4). Insi daca
vom inlocul pe logsin (a + %) si logtg (a + /&) cu va-
lorile lor date prin (1) si vom reduce termenii ase-
meni, vom ajunge la

logcos (a 4 /) = logsin a — logtg a,
sau
logcos (a+- k) =logcos a. (a)

Prinurmare, dacd arcele a4 %2 si a sunt foarte mici
logaritmii cosinusurilorlor sunt aproape egale. Aceasta se
poate vedea si din table. Arcul 0°2'38",7254 este cuprins
intre 0°2'30” §i 0°2'40”; insi a doua parte a tablelor
aratid ci toate arcele dela 0°1'40” panila 0°2'50” au
acelas logcos; asa dar

logcos 0°2'38",7254 = logcos 0°2'30".

Observare. Din relatiunea (@) rezulti ci arcele foarte
mici sunt foarte riu determinate prin cosinusurile lor;
as3, in exemplul precedent, am vizut ci la un acelas
logcos corespundea toate arcele dela 1'40” panila 250",
ceeace produce o incertitudine de 110",

Pe de alti parte avem:

cos @ = sin (90° — a);

daci a este foarte mic, 9o° — a diferid prea putin de
90°; relatiunea aceasta ne arati dar ci arcele vecine
de 90° sunt foarte riu determinate prin sinusurile lor,
cari varieazi prea incet.

Nu este tot asd pentru tangenti si cotangenti. Aceste
linii trigonometrice varieazi mult mai repede decat si-
nusul si cosinusul, cici stim c4, in primul cadran, ele
iau toate valorile dela o panila co. Observand dife-
rentele tabulare ale lor, vedem ci valoarea cea mai
mici a acestor diferente este la 45°; asa dar acolo tan-
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genta §i cotangenta varieazi mai incet, i acolo se poate
produce eroarea cea mai mare. Insi cu tablele lui
Callet, chiar aceastd valoare maximum a erorii este
agd de neinsemnati (0”,03), incat se poate neglige.
Prinurmare din toate liniile trigonometrice, cele mai
avantagioase pentru a reprezintd arcele cu exactitate
sunt tangenta §i cotangenta,

99. Problema 1. Ddndu-se logaritmul unei linii tri-
gonometrice a unui arc sd se giseascd arcul.

Fie a se gisi arcul x al cirui logsin este 1,0451480.
Ciutim in table la coloana intitulati sin, pAnicand
dam peste logaritmul dat, si vedem ci acest loga-
ritm se afla in coloana H, intitulati jos sin prinur-
mare, pentru a gisi secundele §i minutele arcului, le
vom lua la dreapta, in coloanele L si K, iar gradele
le vom lua dejos. Astfel, arcul ciutat este x = 61°4820".

Asemenea vom face §i pentru a gisi un arc cores-
punzitor la un logcos, logtg, logcot dat, cdnd acesti
logaritmi se afld in table. Astfel se giseste:

pentru logtg ¥ = 1,7027779, x = 2813’30,
pentru logcot x == 1,7307373, x = 61°43"20",
pentru logcos x = 1,9449107, x = 281510,

100. Daca logaritmul dat nu se afid in table, vom
ciutd doi logaritmi intre cari si fie cuprins logaritmul
dat, si vom gisi arcul corespunzitor la acest logaritm
prin o proportie.

Astfel, fie logsin x = 1,6756418. Ciutind in table, ve-
dem cd acest logaritm este cuprins intre

1,6756245 = logsin 28°17%0",
si
1,6736636 = logsin 28°17'10",

Diferenta tabulari intre acesti doi logaritmi este



TABLE TRIGONOMETRICE 103

391, iar intre cel mai mic din acestia si logaritmul dat
173. Zicem dar: daci o diferentd a logaritmilor de 391
unitifi de al saptelea ordin zecimal corespunde la o
crestere in arc de 10”, o diferentd in logaritm de 173
unititi de acelas ordin zecimal, la ce crestere in arc
va corespunde ?

Rispunsul este dat prin proportiunea:

173 X 10”

391:10” =173:3, deunded = 391

=4"4

Adiogind aceastd crestere la arcul cel mai mic, gi-
sim arcul ciutat

x=28"174"1.
Taca dispozitiunea calculului:
1,6756418 = logsin x A=361
1,6756245 = logsin 28'170” 5 173 X10" .,
173 - 391 =4,4:

x=28170"+ 4",4=28"17'4" 4.

101. Cresterea in arc de 4”,4 se poate gisi §i prin ta-
blele diferentelor proportionale depe margine. Pen-
tru aceasta, in tabelul intitulat 397, ciutim cea mai
mare diferen{d care se cuprinde in 173, si aceasta este
136,4, corespunzitoare la 4”. Scizand apoi pe 156,4 din
173, gasim diferenta 16,6. Impirtind in minte numerele
din tabel cu 10, vedem ci din toate citurile obtinute,
cel mai mare care incape in 16,6 este 15,64, corespun-
zitor la cresterea in arc 0”,4. Oprind aproximatiunea
la piartile din 10 ale secundei, cresterea totald in arc
va fi dar de 4",4.

Tot asemenea, dindu-se: logtgx=1_,7297543, gisim
x = 28"13'25",3.

102, Sa gdsim arcul x al carui logcos este 1,9447589.
Tablele ne ariti ci acest logaritm este cuprins intre
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59447635 = logcos 28°17'20",
si 1,9447522 = logcos 28°17'30",

a ciror diferentd tabulari este 113; diferenta intre lo-

garitmul cel mai mic 1,9447522 si cel dat este 67. Zicem
dar: daci la o addogire de 113 unititi de al saptelea
ordin zecimal la logaritm, corespunde o descrestere de
10” in arc, la o addogire de 67 unititi la logaritm, ce
descrestere in arc va corespunde? Proportiunea:

67X10” __ 57 9.

113: 10" =67:83,da:8 = 3

Sciazand aceastd descrestere din arcul 28°1730”, gi-
sim arcul ciutat: x = 2%°1724",1.

Valoarea descresterii arcului, 5”,9, se poate gisi si
prin tabla pirtilor proportionale. In tabelul intitulat
773, vedem ci numirul cel mai apropiat de 67 este
56,5 la care corespunde descresterea 5”. Apoi numirul
din tabel divizat cu 10 care se apropie mai mult de
diferenta 67 — 56,5 =10,5 este 10,17, la care corespunde
descresterea 0”,9. Prinurmare descresterea totali in
arc este de 5,9,

Tot astfel, pentru logcot x = 1,7310740, vom gisi:

Q
x = 61242"12" 3.

103. In lucririle precedente, am presupus cid varia-
tiunile arcelor sunt proportionale cu variatiunile loga-
ritmilor liniilor lor trigonometrice. Insi aceasta nu mai
este adevirat pentru arcele foarte mici, cAnd este vorba
si le determiniam prin logsin sau logtg. In acest caz,
vom c3utd in prima parte a tablelor trigonometrice
logaritmul care se apropie mai mult de logaritmul
dat, vom lud arcul corespunzitor la acest logaritm,
si-1 vom reduce in secunde. Fie a acest numir in-
treg de secunde, @ + /£ numirul de secunde si frac-
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tiune de secundi al arcului necunoscut ce corespunde
la logaritmul dat. Relatiunile (1) (98) ne dau:

log (a+ A)=logsin (a+ &) — logsin a -+ log a) @)
log (a+ h)=logtg (a + /&) — logtg a--logaf

Aci logsin (a + 4) sau logtg (a+ /&) sunt cantititile
date, logsin a se afld in prima parte a tablelor trigo-
nometrice, $i loga in tabla de logaritmi a numerelor.
Prinurmare log (a 4 /&) este determinat precum §i
a - h, arcul cautat.

Fie a se determina, spre exemplu, arcul al cirui log
sin este 3,3325473.

Prima parte a tablelor trigonometrice ne arati ci
logsin cel mai apropiat de acesta este 3,3319783, co-
respunzitor la arcul 0°723” = 443". Prinurmare, in
prima din formulele (2), avem: a = 443, logsin (a + %)
= 3,3325473, logsin a=3,3319783, si tablele ne dau: log a
=log 483 = 2,6464037. Prima din formulele (2) devine
dar:

log (a - &) = 3,3325473 — 33319783
~+ 2,6464037 = 2,6469727,

si calculand pe a4 /A, gisim: a + & = 443",5807
== 04'23",5807. Aceasta este valoarea arcului ciutat.

Asemenea vom gisi: a + /&= 0'8'10",4995, pentru
logtg (a + &)= 3,3762143.

Tot agd se opereazi cind se cere a se gisl un arc
mic, cunoscand logaritmul cotangentei sale; cici acest
logaritm este egal si de semn contrar cu al tangen-
tei (100).

Dacid insdi se cere a se calculd un arc mic cunos-
cand logaritmul cosinusului siu, acest calcul nu se poate
face cu preciziune. Fie spre exemplu, a se gisl arcul

al carui logcos este 1,9999998. Tabelul arati ci acest
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logcos corespunde la toate arcele cuprinse intre 0°3'0”
si 0°3'40”; prinurmare determinarea ce ni se cere nu

se poate face decit cu o nesiguran{i de 40".
Exercitii. I. SA se giseascd logaritmii expresiunilor:

1) sin5° 7) cos 145%2312"
2) sin 3524’ 8) tg 37°20’

3) sin 45°27'40"” 9) tg 143°8’

4) sin 35%'7"" 10) cot 7'%32°

5) cos 83%25 11) sec 57%’

6) cos 175%2"30" 12) cosec 358"

11, Si se giseascd unghiurile corespunzitoare la:

1) log sin x = 1,64184 8; :og cot x=0,78543
_ og sSin xY=o

2) logtgl T 1—'69677 1?)) log sin y=— o0 ;

3) log smx=3,74680 1) log tg x=o;

4) log cos xr =1,78468 12) log tg x=— o0;

5) log tg x=1,62188 13) log tg x= -+ oo.

6) log tg x= 2,78863 14) log cot xr=-+ o0

7) log tg x=2,57612

11I. Sa se giseascd arcele . cuprinse intre o° §i 360° date de e-
cuatiunile:

. 1 2
1) sin r== 6) cos r=—3

2) sin x=0,72 9

i3 7) sec x=7

3) sin rT="5" 8) sec? x=3

4) sin2x =°\’/?ﬁ 9) tg x= g

5) sin x= —i 8
V7 10) cotx=—?,

1. Se iau in ambii membrii logaritmii, se giseste arcul mai mic
de 9o® corespunzitor acelui logaritm i apoi se deduc si celelalte
arce mai mari ca 9o% dar mai mici ca 360°.

Daci membrul al doilea al ecuatiunilor propuse este negativ, se
giseste arcul corespunzitor, cind Iuim membrul al doilea pozitiv §i
apol deducem arcul cerut.

1V. SA se giseasci valorile lui:
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1) sin 17° 5) sin225°5'tg 7°6
2) sin 13027/ 6) tg* 2308 —tg®85°6'
3) sin 145° 28’ 30" 7) sec 2508

4) tg 85°27 8) cosec 10°.

I. Luam logaritmi expresiunilor date, si apoi ciutim la acei lo-
garitmi numerele corespunzitoare.

Identitafi st ecuafiuni trigonometrice.

104. Insemnarea cuvintelor identitate $i ecuatiune este
cunoscuti din algebri. O egalitate intre una sau mai
multe din liniile trigonometrice ale unuia sau mai
multor arce, poate fi o identitate sau o ecuatiune.

Va fi o identitate, cAnd acea egalitate este adevirata
pentru orice valoare a arcului sau arcelor, cari intri
acolo; va fi o ecuatiune, cAnd egalitatea este adevirati
numai pentru anumite valori ce trebuesc date arcelor,
cari intrd acolo.

Egalitatile:

sin?x + cos?xr=1

sin (x 4 y) =sin xcos y 4 cos xsiny

sunt identititi.

Egalititile:

tgx=;, sin?x— 4sinx—2=0, sinx 4 cosx=0,5
sunt ecuatiuni.

Am vizut pAndacum exemple de identititi si am
rezolvit ecuatiuni trigonometrice, ale ciror solutiuni
se aflau usor. De multe ori pentru a rezolvi o ecuatie
trigonometrici avem nevoe de table de logaritmi.

Iati cum procedam:

Daca unghiul nu figureazi in ecuatiune decéat prin una
singurad din liniile sale trigonometrice, aceasti linie se
considerd ca necunoscuti, §i se rezolvi ecuatia in ra-



108 CURS DE TRIGONOMETRIE

port cu diansa. Dacid insi mai multe linii trigonome-

trice ale unghiului figureazi in ecuatie, se inlocuesc

mai intdiu toate acele linii prin valoarea lor in functie

de una singuri, prin ajutorul formulelor corelative (41).
105, Exemple. 1°. Si se rezolve ecuatia:

sin®x — 4sin x —2 =o.
De vreme ce unghiul necunoscut x nu figureazi aci

decAt numai prin una din liniile sale trigonometrice,
rezolvim ecuatia in raport cu dansa si avem:

sin x =2+ y6.

Cele doui radicini sunt 246 si 2 — y6.

Cea dintdiu, nu di nicio valoare reali pentru wx,
pentru ci este mai mare decit 1. Cea de a doua, cal-
culati in zecimale, este — 0,449. Aceasti valoare fiind
negativd, corespunde ori la un unghiu negativ care se
termind in primul sau in al doilea cadran, ori la un
unghiu pozitiv care se termini in al treilea sau al pa-
trulea cadran.

S3d ciutim pe primul din acestea.

Avem:

log sin x = log 0,449 = 1,6522463,

si tablele arati cd unghiul care are acest log sin, este
unghiul de 26° 40’ 46”. Prinurmare

x = — 26° 40" 46".
Dar, fiindci unghiurile suplimentare au acelas sinus,
avem Inci
xr=—15319' 14".
Acestea sunt solutiile negative din primul si al doilea
cadran,

Unghiurile pozitive din al treilea si al patrulea ca-
dran, cari au acelas sinus, sunt apoi:

x=333°19" 14" si x=206°40"46".
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In mod general vom avea solufiunile:

x=/k.360°+ 333° 19’ 14"
x = k. 3b0° 4+ 206° 40’ 46"

106. R. 2°% Si se rezolve ecuatia
msin(a—x) = nsin(b — x).

Punind in loc de sin (¢ — x) si de sin (b — x) valo-
rile lor, ecuatia devine:

m (sina cosx — sinx cosa) = n(sind cosx — sinx cosb),

care confine pe sinx si pe cos x. S’ar putea substitui
in locul lor valorile lor in functie de una oarecare din
liniile trigonometrice ale lui x. Dar fiindci ecuatia este _
omogeni in raport cu sinx si cos x, e de ajuns si o
impartim cu cos x, ceeace di:

msina— mcosatgx=nsinb -—ncos b tgx,
$i aceastid ecuatie, rezolviti in raport cu tgx, di:

_nsinb—msina

tox= .
g ncos b—imcosa

3» Si se rezolve ecuatia
asinx 4+ b cosx =c. (1)

Primul membru se poate inlocul prin o expresie cal-
culabili prin logaritmi (74), daci se introduce unghiul
ajutitor @, dat prin ecuatia

b
thP=;l‘

Atunci ecuatia dati se inlocueste prin

asin (p+x) c
cos ¢ ’
din care scoatem
) € CcOoSs
sin (¢ + x) = ccos g

a
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care ne dia unghiul ¢ 4 x, §i prinurmare chiar unghiul
x, de oarece ¢ este deja determinat prin formula

b

Pentruca problema propusd si fie posibild, trebue

sd avem pe

€CcosQ
a

cuprins intre — 1 si | 1, adica trebue si avem:

2 2
c cccz)zs cp<1.
Din
to o =2
gP=7
deducem:

cos? @ = _a

CP aﬂ + b2

prinurmare conditiunea precedentd devine:
c? < at + be.

Daca aceasti conditiune este indepliniti, vom gas)
cu ajutorul tablelor un unghiu x,, care sa verifice ecua-
fiunea (2); o a doua solutie va fi 180° — x;,. Vom avea
deci:

P+ x=ux deunde x=x,—¢
si ¢+xr=180"—x, deunde x=180"—x,—¢.

Solutiunile generale ale ecuatiunei (1) vor fi deci
date de formulele:

x=k.3600+x,—¢
x=k,360°+} 180° — x, — o.
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Rezolufia prin logaritmi a ecuafiei de gradul 11.

107 R. Ecunatia de gradul II de forma
¥+px+g=o, (1)

are doui ridiicini, date prin formula:

AN

=—C4+\yit-—gq. 2

*=—FENT 9 (2
Aceste doud ridiacini se pot calculad cu ajutorul ta-

blelor trigonometrice.

b

1°, Daca 1 vom de-

’ 9
termind un unghiu ajutitor ¢ prin formula

sin (p——% 3

care ne di pentru ¢ o valoare reali, deoarecee fiind

\q

mai mare decat \/_q_, fractia —= este subunitari. Unghiul

e astfel determinat se poate calcula prin logaritmi, cici
formula (3) di:
log (—sin ¢) =log 2+ — log g—log p 4)

daci p este pozitiv, si

loz sinp=1log 2} % log g — log (—p), (5)

daci p este negativ. In ambele cazuri logaritmii din
membrul al doilea sunt reali, cici numerele sunt pozi-
tive, si formulele (4) sau (5) vor da pentru ¢ o valoare
reald, cuprinsi intre — go® si 4 go°.

Din (3) deducem:
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b__Jg p__g
2 sing’ 4 sin? ¢
asd ci ecuatia (2) devine:
—14cosg
=Vg T sing
Insd
2(9 1 zip
1+costp 2cos 2 —cotcP 1—cosyp - 2sm 2 _totp
= ? . = =%,
sing 2 sinFcost Z sn?  Hsinfeos? 2
2 2 2 2
Prinurmare solutiile ecuatiei (1) sunt:
x; =g cot c_2p’ Xy =\/atg§. (D

Dac# g este negativ, vom determina unghiul ajutitor
¢ prin formula:

2 —_—
tg¢=—¥’

din care deducem
1
log (—tg¢)=Ilog 2+ log (— g) —log p.

daci p este pozitiv, si

1
logtg g =log 2 + ~log (— g) —log (— p)
dacd p este negativ. Ambele aceste formule dau pentru
¢ cate o valoare reala, cuprinsi intre — 90° si -} 90°. Sco-
tand din (6) valoarea lu1'b$1subst1tumd-o in (2), aceastd

ecuatie devine:
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cosp-+1

F=N— sin ¢

4
din care scoatem, ca $1 mai sus,
—— . ® —
X, = —\— qtg—é, Xo=-FV—gq cot(—;
2 [ . . [ [
2%, Daca 79 <0, adici daci riadicinile ecuatiei (1)
sunt imaginare, vom determina unghiul ¢ prin ecuatia
p2
cos? @ = — @),
49
din care scoatem

log cos ¢ =1log (+p) ——;logq——log 2

formuli care ne va da pe ¢. Substituind in (2) valoarea

R 2

q_4cos2<p
dati de (7) avem:

p P 1
rET s 2 V1= cos?p
sau
x=_£i‘./_’\/—1tgtp
2 2

108 R, Exemplu. S se rezolve ecuatiunea :
x? — 10,84 x -} 26,69 =0
Cantitatea

2
% — p = 5,42* — 26,99

Curs de Trigonometrie.
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fiind pozitivad, si ¢ = 26,99 deasemenea, vom determina
unghiul ajutitor ¢ cu formula (3):

__2y26,99 _y 26,99
— 10,84 5,42 °

Luand logaritmii, avem;

log 26,99
2

singp =

log singp = — log 5,42

log sin ¢ = 0,71560 — 0,73400
log sin ¢ = 1,98160.

Cautand in table arcul corespunzitor gisim:
la 1,98150 corespunde arcul 73°26'

la 1,98162 » »  73%7
la cresterea 3 » cresterea  60”
60" "
la cresterea 1 » » 3 =20
deci ¢ = 73°26" 20".

Solutiile ecuatiunei sunt, comform formulelor (I):
x, =V 26,99 cot 36°43'10
x, =1y 26,99 tg 36°43'10".

Luind logaritmii avem:

log x, = @?94— log cot 36°43'10”

__log 26

log x, > ’99+ log tg 36°43'10”

sau

log x, = 0.71560 4~ 0.12732 = 0.84292
log x, = 0.71560 + 1.87268 = 0.58828

Cautand in table numerele corespunzitoare, gisim:

x; =6,965 s1 x, = 3,875.
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Exercitii. Si se verifice urmitoarele identititi:

1) sin 3 x sin® x 4~ cos 3 x cos?® x=cos? 2x
2) cos®x sm33 T4 sintx ——00533 L —singx
3) sec2:— sec x (cot2 ;1— cotg%p) =8 ( 1 + cot? %p_)
\ sin o sin B sin ¥ _
Ve e prsin(a—y) T sin (I—p)sinE=e) T sin G a)sinGy—p)
1—tg2(45" —x)
5) T —f——coﬁ (45“—{-:)—5‘" 2 x
3+ cos4x
2 2 f— —_—_—
6) tg? x -+ cot x—21—cos4x
7) tg3xr—tg2xr—tgxr=tg3xtg2xtgaxr.
Si se rezolve urmiitoarele ecuatiuni:
1) cosx —tg x=o.
2) tg (45° — x)+ cot (45° — x) —4=o0.
3) 3sectxr-—10sec’xr+ 8 =o.
4) tg?x -+ cot?x =2,
5) cos x - sinx =2,
6) cos x — sin x = — 2.
7) y3sin x — cos x = 2.
8) 6 sin (40° — x) = 5sin (15° — x).
9) tg x| tg (45" 4 x) =2.
10) x?— 87,56 x — 14,2 = o,
11) x4+ 373,86 x 4 28,436 = o.

Sisteme de ecuafiuni cu doud necunoscufte.

109, R. Sistemele de ecuatiuni propuse mai jos se obtin
tratand chestiunile cuprinsein urmitorulenuntiu general:

Cunoscdnd suma sau diferenta a doud arce sisuma,
sau diferenta, sau produsul, sau cdtul a doud linii tri-
gonometrice de acelas fel a acestor doua arce, sa se
gdseasca arcele.

1. Se di:

x+y=a
sin x4 siny=2»5
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Inlocuim membrul intdiu al ecuatiunii a doua prin-
tr’'o formula calculabili prin logaritmi. Vom gasi ast-

—— si deci diferenta x — y.

fel pe cos ad

Si se aplice la cazul cind @ =90, b=%
2. Se da:
x—y=a

sin x-bsiny=»5

- w

Procedeu analog. Si se facid aplicatia @ =27°, b=

3. Se da:

x+y=a
sinx —siny=2»
Procedeu analog. Aplicatie: a=90° b= —;—
4. Se da:
x—y=a
sinx —siny=25b
Procedeu analog. Aplicatie: a = 27°% b =_—17—

5. Se di:
x+y=a
sinxsiny=>5b
Ecuatia intiia da
cos (x -} y) = cos a,

desvoltind in membrul intiiu §i tinAind seami de ecua-
tia a doua, gisim produsul cos x cosy, care combinat
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cu ecuatiunea a doua di cos (x — ) si decipe x —y.

Aplicatie:a=90°, b= %
6. Se da:

x—y=10°

ol W

sin xsiny =
Procedeu analog.
7. Se da:
xfy=a

sin x
siny

Din ecuatiunea a doua se deduce

sinx—siny m—1
sinx+siny m+41

si se inlocueste membrul intdiu printr’o formuld  cal-
xX—y
2

culabild prin logaritmi; se giseste tg sidecix—y.

Aplicatie: a = 90°, m=2,

8. Se da:
x —y=10°
sinx _
sin y
Procedeu analog.
9. Se da:
x +y =90
cosx__
cos y

Procedeu analog.
10. Se di:
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x — y=10°

cos x
=2
cos y
Procedeu analog.
11. Se di:
x+y=a

tgx-+tgy=>~0
Se tnlocueste membrul tntAiu al ecuatiunei a doua
printr’o formula calculabild prin logaritmi; apoi se in-
locueste numitorul obtinut cos x cos y prin

3 Leos G Foos =2 ]

si tinAnd seami de prima ecuatiune, gisim pe cos (x—y)
si deci pe x—y.

Aplicatie: a=45° b =8.

12. Se dai:

x—y=10"
tgx+tgy=3

Procedand in mod analog ajungem la o ecuatie de

forma

Asin (x+v)+Bcos(x+y)=C

care ne va da pex 4 y.
13. Se da:

x—y=10°
tgxr—tgy=2
Se procedeazi ca in 11.
14, Se da:
x4y =120
tgx—tgy=2

Se procedeazi ca in 12.
15. Se da:
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x+y=a
tg ¥ tg x=>b

Din ecuatia a doua, pusi forma

sin x sin y b
COS X COS ¥y

se deduce.
cos(x—y) _1--b
cos (x+y) 1—b
deunde gisim pe cos (x—y) si deci pe x—y.
Aplicatie.

a=60"; b= :;
16. Se da:
x —y=10°"

3
tgxtg}':s

Procedeu analog.
17. Se da:

x+y=a

tg x _

tg y
Ecuatiunea a doui pusi sub forma.

sin ¥ cos y__m
cos x sin y 1

sin(x —y) m—1

sin(x+ ) m+41
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si tinAnd seami de prima ecuatiune, gisim pe sin (x—y)
si deci arcul x—y,
Aplicatie: a=120°; b=2.

18. Se di:
x—y=5"°
gx_ 5
tg y

Procedeu analog.

19, 20, 21,22, 23 5i 24. Si se rezolve sistemeleobtinute
inlocuind linia fg prin cof in exemplele 12, 13, 14, 15,
16 §i 17.



CARTEA IL

TRIGONOMETRIA RECTILINIE

CAPITOLUL I.

Proprietdafile triunghiurilor rectilini.

110. Vom insemna cele trei unghiuri ale unui triun-
ghiu cu literele majuscule A, B, C, iar laturile cu literele
minuscule a, b, ¢, corespunzitoare la unghiurile opuse.
Daci triunghiul este dreptunghiu, unghiul drept se va
insemna cu litera A si ipotenusa cu a.

Triungliur! dreptunghe.

111, Teorema Y. /nn orice triunghiu dreptunghiu, o
latura a unghiului drept este egald cu ipotenusa in-
multitd cu sinusul unghiului opus.

Relatiunea ce trebue demonstrati este

b=asinB.
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Din varful unghiului B (fig. 23) cu o razi BD =1
¢ descriem arcul DF, si ducem DE per-

G pendiculari pe BA. Triunghiurile ase-
o Y ¢ meni BCA si BDE dau:
A CA_ BC,
PE Y DE BD’
Fig. 23

tnsi CA= b, DE =sin DF =sin B,
BC = a, BD = 1; prinurmare relatiunea se reduce la

b

n =a
sin B ’

sau
b=asin B. (1)

C.C.T.D
Asemenea vom avea si
c=asinC. (1)
111. Teorema II. /n orice triunghiu dreptunghiu, o la-
turd a unghiului drept este egala cu ipotenusa in-

multita cu cosinusul unghiului alaturat.
Trebue a demonstra relatia

c=acos B.

Triunghiurile asemeni BCA si BDE, de mai sus, dau:

BA_BC
BE ~ BD’
si inlocuind pe BA, BE BC, BD, prin valorile lor,
C —
cosB~_ 4
sau
c=acosB. (2)
C.C.T.D.

Asemenea aflam si:
b =acosC. (2)
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Observarea I. Relatiunile (1) si (2) se pot deduce una
din alta. Inadevar, in orice triunghiu dreptunghiu a-
vem: B4+C=90° sau B=9go°—C, asadar: sin B=cos C.
Punand aceastd valoare in (1), dobindim :

b=uacos C,

care este una din relatiile (2).
Tot asemenea vom deduce si formulele (1) din (2)
Observarea II. RidicAnd la patrat formulele:

b = asin B,
c= acos B,

si adunind membru cu membru, obtinem:
b +- ¢? = a? (sin? B + cos? B) = a?;

prinurmare pdtratul ipotenusei este egal cu suma pd-
trateler ambelor catete, rezultat pe care-l cunoastem
deja din geometrie.

Trebue insd si observim ci aceasta nu se poate con-

sidera ca o demonstratiune noui a teoremei pitratului
ipotenusei, ci ca o simpla verificare, cici formula

sin? B 4+ cos? B =1,

cu care ne-am servit aci, a fost chiar ea stabiliti pe
baza teoremei pitratului ipotenusei.

113. Teorema I1I. /n orice triunghiu dreptunghiu, o
latura a unghiului drept este egala cu cealalta laturd
inmultitd cu tangenta unghiului opus.

Relatia ce trebue demonstratd este

b=ctgB

Aseminarea triunghiurilor BCA si BGF de mai sus
ne da:

deunde
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b=ctgB. (3)
C.C.T.D.

Asemenea vom avea §i
c=btgC. 4

114. Observarea I. Fiindci B 4+ C=90?, avem:

B =90"—C, si C=g0">— B;

prinurmare: tg B =cot C, si tg C = cot B. Punand
aceste valori in (3), avem :

b= ccot C,} “@)

c =bcot B,

adica fntr'un triunghiu dreptunghiu, o latura a un-
ghiului drept este egald cu cealaltd laturd inmultita
cu cotangenta unghiului alaturat.

115. @bservarea 1I. Relatiunile (3) si (4) se pot de-
duce din (1) si (2) prin niste simple tmpartiri. Inade-
vir, divizAnd ecuatiunile (1) si (2) respectiv una prin
alta, avem:

b _snB

c _sinC
c cosB b cosC

sau:
b=ctgB, c=btgC;

si ficand diviziunea in sens contrariu,

cosB b__cosC
sinB’ ¢ sinC’

€ _
5=

deunde
c=bcot B, b=ccotC,
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Triunghiuri oarecart sau oblicunghe.

116 Teorema I. Intr'un triunghiu rectiliniu oarecare

laturile sunt proportionale cu sinusurile unghiurilor
opuse.

Relatiunea ce se cerz a se demon- c
stra este: \
C @
a _ b __ ¢ N
sin A~ sin B~ sin C A
T p B -
Din varful C (Fig. 24), lisam per- Fig. 24.

pendiculara CD pe AB. In triunghiul ACD, avem (111):
CD = AC sin A, sau: CD =5 sin A.
In CDB avem asemenea
CD = CB sin B, sau: CD =« sin B
Comparand aceste doui ecuatiuni, vedem ca:
a sin B=05, sin A,
si divizind ambii membri cu sin A sin B

a b
sin A~ sin B

Vom demonstrd asemenea ca

b c

sin B~ sin C
Putem dar scrie sirul de rapoarte egale:
C a b c
sinA~ sinB~™ sin C’ O
a C C.T.D.

Sia vedem daci aceste relatiuni sub-
sistd si cAnd triunghiul are un unghiu
Fig. 25. A obtus. In acest caz, din triunghiul
CDB (fig. 25), avem:
CD = CB sin B, sau: CD =« sin B;
din CDA avem asemenea:

D A [3 B
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CD = CB sin CAD

sau
CD = b sin (180°—A),
si fiindca sin (180° — A) =sin A (26).
CD=5sinA;
asa dar
a sin B= 5/ sin A,
" deunde

a b
sin A~ sinB
Prinurmare relatiunile (1) sunt generale.
117. Teorema 1. /nz orice triunghiu rectiliniu oarecare

A o latura este egald cu suma celor-
lalte doua, inmultite fiecare respec-

¢ o o cu cosinusul unghiului ce aceastd
latura face cu latura considerata.
A ¢ B Dupi figura 28 avem:
Fig. 28. c=AD 4| DB.
Insa in ACD
AD=b cos A,
si in CDB,
DB = a cos B.
Punind aceste valori in ecuatia de sus,
c=a cos B+b cos A. ¢
C.C.T.D.
Daci triunghinl este obstusunghiu o
avem (fig. 29):
c=BD—DA, b a °© B
si filndca Fig. 29.

DB=a cos B si DA=bcos (180°—A)
avem:
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¢ = a cos B — b cos (180 —A),
insd cos (180° — A) = — cos A ; prinurmare
c=acos B + b cos A.

Ficand asemenea pentru celelalte laturi, vom gisi
valori analoage ; avem dar cele trei ecuatiuni urmaitoare ;

a=bcos C + ¢ cos B,
b=acosC -+ c cos A, (2)
c=acos B} b cosA.

118. Teorema YII. /ntrun triunghiu rectiliniu oare-
care, patratul unei laturi este eqal cu suma pdtrate-
lor celorlalte doua laturi, minus de doud ori produsul
acelor laturi prin cosinusul unghiului cuprins intre ele.

Sa inmul{im pe prima ecuatiune din (2) cu a, pe a
doua cu b, pe a treia cu —c, §i si le adunim:

a4 b*—ct=abcosC + ac cos B+ ab cos C
—+bccos A—ac cos B—bccos A

§i ficAnd toate reducerile, obtinem :
c? = a?+ b* —2ab cos C.

In mod analog vom obtine pe 5% si a3 asa ci vom
avea urmittoarele trei ecuatiuni:

at = p*+4 c?—2bccos A
b*=c?*ta*—2cacos B

ct=gqg*+ bt—2abcos C

Sistemul de ecuatiuni (3) fiind dedus din sistemul (2)
cele doua sisteme sunt echivalente.

119. R. Aceste trei ecuatiuni se pot deduce si direct.

Stim din geometrie, cd patratul laturii opuse la un
unghiu ascutit este egal cu suyma pitratelor celorlalte
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laturi, minus de doui ori produsul uneia din ele prin

c proiectia celei de a doua pe cea din-
tAiu, ceeace se exprimi prin relatiu-
b « nea (fig. 26):
BC:=AC:*+ AB2—2 AB X AD.
A © b ® yus4 CB=a, AC=b, AB=q, siin
Fig. 26 triunghiul dreptunghiu CDA avem :

AD = AC cos A,

asa dar relatia de sus devine:
a* = b* 4 ¢* — 2bccos A.

Daci latura considerati se opune ¢
la un unghiu obtuz, relatiunea geo-
metricd este (fig. 27) :

CB: =CA:®{ AB:4 2AB X DA.

Insi tn triunghiul drepunghiu CDA®
avem : Fgi. 27.

DA = CA cos CAD = b cos(180°—A) =— b cos A (26);

punand fin relatia de mai sus aceasti valoare, §i inlo-
cuind pe CB, CA, AB, cu a, b, ¢, avem:

Y @?*=b2+}ct—2bc cosA,

care este identici cu ecuatiunea gisitdi mai inainte.

Tot astfel vom gisi §i expresiunea valorii lui b? si
c®. Obtinem astfel cele trei ecuatiuni (3).

120. R. Sistemele de ecuatiuni (1), (2) si (3) se pot
deduce unele din altele.

Pentru a deduce ecuatiunile (2) din (3), adunam pri-
mele doud ecuatiuni (3); avem:

at+ b= b2+ 2c*— 2bc cos A 4+ a*—2accos B,
si ficand toate reducerile,
c=a cos B+ bcos A



TRIGONOMETRIA RECTILINIA 129

care este una din ecuatiunile (2). Tot asemenea vom
obtine si pe celelalte douai.

Si demonstrim acum ci sistemele (2) si (3) se pot
deduce din ecuatiunile fundamentale

A +B + C = 180", (a)
a b c
sinA_ sinB__ sinC (5)

Relatiunea (@) da:
C =180°— (A + B),
deunde
sin C =sin (A 4+ B) =sin A cos B +sin B cos A.
Daca insemnidm cu m valoarea raportului constant

) a b c

sin A~ sinB  sinC’

vom avea:

a b c
< = — = — = nm
sin A  sinB ™~ sin C
deunde
a . b . c )
— = sinA, — = sinB, — = sinC.
m m m

Punind aceste valori in (¢) si ficAnd reducerile,
c=a cos B+ b cos A,
care este una din ecuatiunile (2).
Sa scoatem relatiunea () din (3). Prima dinaces
ecuatiuni da:
b2 i c2— a2

CosA = > be

si ridicand la patrat,

Curs de Trigonometrie 9
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bt + ¢t 4- a* 4 2 bc? — 2 a?h? — 2 ac?

4 b2 2 ’
scizind aceasti ecuatiune din 1 =1 si reducind,
2b c*+-2abt-2a%ct —a*— bt—c!

4 bt et ’

COS?A =

1 — cos?A =sinA =

divizAnd ambii membrii cu a2,

sinlA  2b:ct+2a*br 4242t —a—bt—ct

a? 4 a2 b c?
Daci din a doua ecuatiune (3) vom scoate valoarea lui
sin’B . di . 1 . sin*C asl
5t §t din a treila pe a lu PR vom gaslitot aceeas

sin%A

a?

valoare ca si pentru ; prinurmare :

sintA  sin*B __sin?C

a: b

si extrigind riadicina pitrati
(=] ]

sinA sinB sinC
. a b T ¢

y

cari sunt chiar ecuatiunile (1).

Asa dar cele trei sisteme de ecuatiuni (1), (2), (3)
se pot deduce unele din altele; prinurmare ele sunt
equivalente. Tot asemenea si ecuatiunea

A+B+C = 180°

se poate deduce din acele trei sisteme de ecuatiuni.
Pentra aceasta, insemnind iaris cu m raportul con-
stant al laturei catre sinusul unghiului opus, avem:

a b c
sin A~ sinB 7 sin C

=,

din cari:

a=m sinA, b=m sin B, ¢= m sinC,
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si punind aceste valori in una din ecuatiunile (3),
spre exemplu in cea dintdiu si impartind cu m, avem:

sinA =sinB cosC —+sinC cosB,
sau
sinA = sin (B 4-C);

deci, fiindca arcele A si B |- C au acelas sinus cu ace-
las semn, trebue si avem:

A=B -+ C, sau: A=180"— (B + C).

Prima ipotezi nu se poate admite; cici, de vreme
ce noi n‘am ficut pandacum nicio supositiune asu-
pra valorii relative a unghiurilor A, B, C, unghiul A
s'ar puted si fie si cel mai mic din toate, si atunci
ecuatiunea

A=B+C
ar fi absurdi. Vom admite dar numai pe a doua
A =180"— (B + C), sau: A 4 B 4 C = 180",

care este chiar ecuatiunea (a) din formulele funda-
mentale.

Unghiurt in funcfiune de laturi,

111. Din ecuatiunea fundamentali
a b
sinA  sin B
deducem, dupi teoria proportiilor:

sinA—sinB_ a—5b
sinA+sinB a-+b

sau, inlocuind prin formule calculabile prin logaritmi
in membrul intAiu
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A4+B . A—B
s sin — a—b

2Co

2sinA_'l_BcosA_B a+b
2 2
Insia din
A+ B+ C= 180"
deducem:
AtB_ .. C
2 2
prinurmare
. A+B C. A+ B .
sin = CO0S — Cos = gin—
2 2 2

si deci vom avea:

sin — sin
2

COS —CO0S

deunde deducem:

¢ A—B a—b ¢ C
= cot—
8§ a-tb
Operand asemenea, vom gisi inci doud relatiuni:
aga cid vom avea un nou sistem de ecuatiuni calcula-
bile prin logaritmi, ¢ari cuprind fiecare cate doua laturi
si toate unghiurile:
A—-B a—b C

€ —a—}-bCOtz’
¢ A—C a—c t—li
8§72 _a—}—cco 2’
¢ B—C_b—c t;A—
8% Thycot

122. Relagiunea
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ar=b*+c*—2bccosA,

. b2+ c:— a°
COSA-—"—sz—.

Insd avem (58):
. A \/1—cosA A \/1—|—cosA
sin—=\——"""— cos—=\——7——
2 2 2 2

Punand in aceste ecuatiuni, in loc de cos A valoarea
sa, vom avea:

=\/a-—(b2 +ct—2bc)  Ja2—(b—c)

4bc =V 4bc
/(a—l—b—c)(a—b—{—c)
=V 4bc
b +ct—a
_ 2bc _ l2bc—+ b2+ c2—a?
°°S——\’ e By ¥:

b Foyr—a /(a—{—b-l—c)(b—l—c—a)
=N =V 4bc

Pentru inlesnire punem:
2p=a-t+b 4 c;

scizind perind din ambii membri 2a, 25, 2¢, vom
avea:

2(p —a)y=b+c—a, 2(p—b) =a+c—b,2(p— c)=a+b—c;

si substituind toate aceste valori in ecuatiunile de
mai sus,
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A_ =BG _JG=BG—0
sin—-=Y¥ Abc “=N e
A_ 2p.2(p—a) _Jp(p—a)
cos 5 = The —NTho

ecuatiuni cari dau sinusul si cosinusul jumititii unui
unghiu in functiune de laturile triunghiului. Ficand
asemenea si pentru celelalte doui unghiuri, obtinem
cele douid sisteme de ecuatiuni urmitoare :

A_ =B =0 A_Jp—a)
sing =Ny | eosT=NTETS

I(p — —_ B Ip(p -b)
Sl 2 V(p aggb C) (4) COS—E= p—(‘pa_c—) (5)
. C_ J(p—a)(p—10) C_\plp—9
sin - = aab . cos - =\N—"—7F" ba

Daca dividem fiecare ecuatiune din sistemul (4) prin
ecuatiunea corespondenti din sistemul (5), obtinem un
nou sistem de formule :

VP b)(p—o)
FG—a)
B_ = -9

=N S —b ©
9_\1 —a)(p —b)
2 pp—c

tg

In toate formulele (4), (3), (6), trebuie sa luim pentru
radical semnul--; ciaci unghiurile triunghiului fiind
toate mai mici decat 180°% jumititile lor vor fi mai
mici de 90°, si prinurmare liniiie lor trigonometrice
vor fi pozitive.
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Suprafata triunghiului.

123. Se stie ca suprafata unui triunghiu este egali cu
jumitatea produsului bazei prin iniltimea sa. Astfel in
triunghiul ABC (fig. 30),

suprafata s =21 AB X CD. <
= 1 c X‘CD ¢ [
2
Insa in triunghiul dreptunghiu 4 T B
ACD avem: Fig. 3o.

DC = AC sin A == bsin A.

Prinurmare

5 __bcs'nA

2 0
formula care da suprafata triun-
ghiului in functiune de doua laturi
s? unghiul cuprins intre ele.
5 . B Daci triunghiul este obtusunghiu,
[f}ig. 3. avem inca (fig. 31):
CD = CA sin CAD = b sin (180°— A) = bsin A,

valoare pe care puniand-o in
1
s=_cXCD,

obtinem:
__bcsin A,
2
Prinurmare formula (1) este gencrali.
124. Din relatiunea
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sin B _ sinC,

b c

scoatem :

b sin C,
~ sin B

pe care punind-o in (1), avem:

= btsinA sinC,
2 sin B

si fiindca
B = 180"— (A4 C)

__ b*sinAsinC
*= 2sin(A+C)

formulid care da suprafata triunghiului in functiune
de o latura si cele doua ungluuri aldturate.
125. Daca in

. . A A
sin A = 2sin — cos —
2 2

. . A A, . .
inlocuim pe sin_-si cos _-prin valorile lor date prin
ecuatiunile (4) si (5) (122), avem :

(p— b) b-—c) le (p—a)
bc bc

sin A =2

_NPP—bj(h—J(p—a)
bc ’

Punind aceastd valoare a lui sin A in (1) si ficAnd
reducerile, obtinem formula :

s=NPGP—a)(p—b) (p— o)

tare ne da suprafata triunghiului in functiune de cele
trei laturi ale sale.
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126. R. Inmultind intre ele membru cu membru re-
latiunile (4), (3), (6) dela paragr. 122 gisim:

C_(p—a) (p_b) (p—c) s

sin _ sin — sin — b =% abe
A B C
C0S—-COS—-COS—~ = Zbc \/P (p—a) (p—>b) (/J—C)—abc's

g Be C_ [ =) p—9 s
g 2 o 2 V pa - /,2

Fiecare din aceste trei relatiuni ne di o noui expre-
siune pentru s.

127. Exemple. 1°. Si calculim suprafata unui tri-
unghiu in care cunoastem: b=234M504; c=203m,17;
A=4143'56" 8.

Dupi (1), avem:

234™,504 X 203™,17Xsin 41°4356",8
2

deunde
log s=log 234™504-+}log 203m,17
+log sin 41°43'56",8—log 2
=2,3701502+}2,307859 6:}—7,8232479 --0,3010300=4,2002277
prinurmare
s=15837"P 244.
2°. Si calculim suprafata unui triunghiu, in care se
cunoaste: b=234m504; A=41°4356",8; C=58"29" 48”,6
Dupi formula (2), avem:
log s=2 log 234™,504+ logsin 41043’56’8
+log sin 38°29" 48", 6—log 2—log sin 100°13'45",4.
= 4,7403004 -+ 1,8232479 + 1,9307511 — 0,3010300
— 1,9930414 = 4,2002280,
adicia
= 15857™P,253.
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3°. Sa se afle suprafata unui triunghiu in care se cu-
noaste @ =158",62; b= 2342,504; c = 203™,17.

Formula (3) di:

logs — 282 log (p—a) + log (p=b) +log (p—c)

2

Insi in cazul de fata avem: p=298"148; p —a
=139™,527; p—b =63"643; p — c=94™,977.

Prinurmare

loos— 2,4744304 + 2,1446383 -+ 1,8037506 + 1,9776154
ST 2

= 4,20022883,
saun
s =13857"P,28.

128. In acelas mod se poate gisi expresiunea su-
prafetei unui patrulater oarecare ABCD (fig. 32), in
functiune de diagonalele sale AC si BD si de unghiul

B a ce fac ele una cu alta. Avem:

‘ ABCD=A0OB+BOC+COD-+DOA.
A Insa in cele patru triunghiuri,
c considerand si ca:

sin (180° — @) = sin a,

Fig. 32 avem:
AOB=:;‘O X OB sin g,
BOC=;—OB X OC sin a,
COD= OC X OD sin 4,
DOAz;—OD % AO sin a,

si adunind,
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ABCD =;sina(AOXOB+OB><OC+OC><OD+OD><AO)
=%sin a{AO (OB + OD)+ OC(OB+OD)}
=%sina(AOX BD+OC X BD)
=%sin a X BD (AO 4 OC)

= ACXBD sin a;

adicd suprafata unui atrulpater oarecare este egald
cu jumdtatea produsului diagonalelor prin sinusul un-
ghiului ce fac ele una cu alta.

Exemplu. Date: AC=117™, 13; B D = 987,56 ;
a=163%14'36" 3.

Necunoscuta : ABCD = 3154™,124.

Raza cercului crrcumscris.

129. Fie triunghiul ABC (fig. 33), la care circumscriem
un cerc, a cirui razi o insemnam cu R. Ducem dia-
metrul CD = 2R, si unim D cu B.

Unghiul CBD este drept, cici este in-
scris intr'un semicerc $i prinurmare tri-
unghiul dreptunghiu CBD da; N
B
CB = CD sin D; Ye—
insi CB = q,CD =2R, D = A; formula Fig. 33-
dar se va scrie:

a= 2R sin A,

deunde
— a *
2 sin A’

si inmultind ambii termeni ai fractiunii cu bc,
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. abc
" 2bcsin A

Insi dupa formula (1) (123),

bc sin A _
— )
deunde
2 bc sin A =4s:
asa dar

R — abc — abc
45 gp(p—a) (p—b) (p—c)
Exemplu. Date: a=158",62; b = 234."504; c = 203", 17.

Necunoscuta : R = 119™,1458.

Raza cercului inscris.

130. Fie triunghiul ABC (fig. 34). Pentru a construi
cercul inscris, dupd cum stim, ducem bisectritele celor
trei unghiuri, cari se intilnesc toate in un punct O,
centrul cercului inscris; daci din
acest punct lasim perpendicularele

‘$ OD, OE, OF pe laturile triunghiu-
‘\ lui, aceste perpendiculare sunt ra-

p Zzele cercului inscris. Cunoscand

dari centrul si lungimea razei cer-
cului inscris, va fi lesne a descrie

acel cerc.
S4 gisim o expresiune a acestei raze r. Dupai figura,

ABC=A0B+4 BOCH COA;
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1 1
AOB = Py ABXOF = 5 €D

BOC=%CBXOD=;an

COA =7 ACXOE =) br,
si adunind aceste trei egalititi membru cu membru,

ABC=;r(a+b+ch

si punand
ABC=s, a+b+c=2p.
s = pr,
sau
s
r=;.

Daci substituim in locul lui svaloarea sa

vp (ﬁ—(l) (/b—b) (p_c)’

re=\Jp—a) (p—5) p—0o
V p *

Exemplu. Date: a=158™,62; 5b=234™504: c=203",17:

Necunoscuta: r=53",1861.
Razele cercurilor exinscrise.

131. Cerc exinscris la un triunghiu se numeste un
cerc tangent la o laturi a triunghiului i la prelungirea
celorlalte doua.

Pentru a construi cercul exinscris tangent la o la-
turdi BC=a a triunghiului (fig. 35), ducem bisectritele
BO si CO ale unghiurilor exterioare CBD si BCF; in-
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tersecfiunea lor O este centrul cercului ciiutat ; din acest

0
Fig. 35.

punct lisind perpendicu-
larele OD, OE, OF, pe
latura BC si pe prelungi-
rile celorlalte doua, aceste
perpendiculare vor fiegale
cu raza ciutatid « a cer-
cului exinscris tangent
la latura a,

Pentru a gisi o expre-
siune a acestei raze, ob-
servim ca

ABC = ABO + ACO — BCO

si dacid in triunghiurile ABO, ACO, BCO, consideram
respectiv ca baze pe AB=c, AC =b, BC=q, si ca
fnaltimi pe OD = OF = OE = ¢, avem:

1 1 1 1
s=ce —l—;ba—;aa—aa (b+c—a)=ea(p—a),

deunde

p—a

Punand in loc de s valoarea sa si reducand,

=N

lp(p—bY(p —o)
p—a

In acelas mod vom gisl si expresiunea razelor cer-
curilor exinscrise tangente la laturile & si c:

3=

\w@

pPo—a(p—0o
p—b
a)(p—b)

— C

p
132. Formulele (6) (122) dau:
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AL =D P =9 _1, [P —5E=0)
52 P —a b —a

deunde

Jpw;ﬁg—d=p%%

si punidnd aceasti valoare in formula care di pe «
avem:

o= t<TA
= ptg 2"
Asemenea
B
B=ptg—-
C
y=ptg 2"

Exemple. 1°. Date:

a=158"62; b= 234", 504; c = 203",17.

Necunoscute :

= 113",6303; § = 249™,1600; y = 166™,9592.
20, Date :

P=482m356;A=52°16"35" 4; B=76"25'57"4; C 51°17'27" 2

Necunoscute :

a=236m7031; 8= 379™,7990; ¥ =231™,5768.

133. Din formulele cari dau pe R, #, ¢, 8, 7, se pot
deduce mai multe altele cari de §i nuau mare impor-
tanti prin ele finsdsi, pot insd servi ca verificatiuni.
Iaca: cAteva din acele formule:

1°. FacAnd inversa ecuatiunilor

s s s
r = g = — ——;‘=

p T =2 T T p—2

se obtiune :



144 CURS DE TRIGONOMETRIE

r o s 8 s 'y s
Adunind pe cele trei din urma din aceste ecuagiunt,
avem:

Lty Lpmatpo b p e 3po(athtd s

S S S

1_p 1_p—a 1_p—>b 1 _ p—c
S

sau
1,1 1 1,
e (1)
2°, Inmultind intre ele formulele:

S S S S
ry = a4 = ﬂ:—— A =

/)’ p—_—a"v p_b, / /)—C’ (a)

obtinem:

rafly= st =‘g=s2
TPy b—B)(p O s

deunde

s =yrapy. )

3°. Adunand una cu alta pe cele trei din urmi din
formulele (a) si scizAnd pe cea dintdiu, avem @

T e i e T
L B)(p _c)+p(p al)p c)+p(p al(p b) (p a)(p-b)(p c)
b(p-a)(p b)(p-c)

= pr=c) =)+ (p—a)it (p=a)p=-D)lp (p=c)l).

S S S

Insa
p—btp—a=2p—(a+ b)=c,
p—p—0c)=c;

prinurmare
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atpty—r="{p(p—c)+(p—a)p—b))

c(la+b)+c (a+b)—c ,ct+(b—a) c—(b—a)
e I L G
_c (a+b)*—¢c | —(b—a)?

5{ 4 + 4 }

_c abc
—4 X4ab——s.

Insa avem:
abc
R= 45;
asa dar:
a+pB+r r=4R. (3

134. In caz cand triunghiul este dreptunghiu, putem
obtine alte formule, stiind ca in cazul acesta

b

a"=b"-|—c2;.s=—2 . (A)
1°. Inmultind una cu alta ecuatiunile
(p—a)(p—b)(p —c), ‘//p (p— b)(p —o)
p

avem:

/p(p—a)(p— by (p—c)

re= p(/)—a)
— p—bp—="TT et

efectuand produsele §i ficand toate reducerile, avand
in vedere si ecuatiunile (A), obtinem :

ra=—s.

Asemenea vom avea:

Curs de Trigonometrie 10
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o g\ —b _
ﬂ7=]/p (p—ay (p—>b) (p—c)

= —a)=s.
(p—b)(p—0) pp—a)
Prinurmare
re=_gy (4)
2%, Sciziind una din alta ecuatiunile
o= ° r=°
p—a’ p
vom avea:

a——r=s __s___s( 1 1
p—a p p--a p

. p—(p—-a)= _ sa '
p (p—a) p(p—a)
Punand in loc de p valoarea sa
a-+ b +c,
2
si ficAnd toate reducerile posibile, avind in vedere re-
latiunile (A), ajungem la:
«—r=a
Adunand intre dinsele ecunatiunile
s s

—b 7" p=c

g =
aven :
1 1
‘8+7=s(ptl;+p-—c)'
_ p—hb+p—c _ sa
= - bp—c) Pp—Bp-d)’

si ficand reducerile,

B+r=a.
Asa dara
ao—r=f+7 (&)
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Exemple. 1°. VerificAind prin formula (3) (133), valo-
rile gisite mai sus:

R = 119™, 1458; r =53", 1861 ; ¢ = 113™,63503
g = 149™, 1600; y =166™, 9392,
gisim numai diferenta o™, 0002, care provine din mi-
cile cantitiati cari se neglijeaza totdeauna in calculele

logaritmice.
2°. Aceleasi valori, verificate prin formula

s=yrafy,

nu dau nicio diferenti de valoarea lui s gasiti la
exemplul 3° (125).

3°. Intr'un triunghiu dreptunghiu, in care avem :
fa=302™, 752; b = 185, 121 ; ¢ = 139™, 56,
s’a gisit pentru valoarea razelor cercurilor inscris si
exinscrise valorile urmatoare :
r= 60", 9645 ; a = 363", 7165; 8 = 124™,1565;
T=178", 5955.
Aceste valori, verificate prin ambele relatiuni:
¢« —r=Ff+ysiar=4y,

nu dau nicio diferenti.



CAPITOLUL II.

REZOLUTIUNEA TRIUNGHIURILOR

Triunghiurile dreptunghe.

135. La rezolutiunea triunghiurilor dreptunghe se-
prezintd patru cazuri: 1°. Cind se di ipotenusa s§i un
unghiu ascutit, si se cer cele doua laturi ale unghiu-
lui drept si celalt unghiu ascutit. 2°. Cand se da ipo-
tenusa si o laturd a unghiului drept, §i se cere cea-
lalta laturad si cele doud unghiuri ascutite. 3°. Cand se
da o laturi a unghiului drept si un unghiu ascutit, st
se cere cealaltd laturd a unghiului drept, ipotenusa si
celalt unghiu ascutit. 4°. Cind se dau cele doui laturi
ale unghiului drept, si se cere ipotenusa si cele doui
unghiuri ascutite.

136. Cazul 1. Ddndu-se ipotenusa a si unghiul as-
cutit B al unui triunghiu dreptunghiu, sdi se calculeze
cele doud laturi, b si ¢, ale unghiului drept, si un-
ghiul ascutit C.

Vom determina unghiul C prin relatiunea cunoscuti
din geometrie :

B -+ C = 90", din care : C=go’— B.

Luturile » si ¢ se vor determind prin formulele cu-
noscute (111).
b= asin B, c¢=asin C.
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Exemplu. Se did a= 70 m si B = 30°; sa se rezolve
triunghinl.
Vom avead :

C =90'— B =90’ — 30’ =60"
b=a sin B=10 sin 30’ =10 X %=5m.
c=acos B=10 cos 30" = 10X v3 =5 y3m.
2

137. Cazul II. 8a rezolvam un triunghin dreptunghiu
in care se cunoaste ipotenusa a st o latura b a un-
ghiului drept.

Elementele necunoscute sunt ¢, B, C. Pentru a le
determina avem formulele :

b=asin B=a cos C,

din care deducem :
. b
sin B=cos C= ,
a
cari dau valoarile lui B §i C. Pentru a afla pe ¢, in-

trebuintim relatiunea:
EC=at — bz’
din care
&= (a+b) (a—b), sau: c= y(a+ b)(a— b).

138. Unghiul C, dupi aceasti metodi, se determini
prin cosinusul siu; insd cand b diferd prea putin de a,

. b .. . . .
cantitatea diferand si ea putin de 1, unghiul C este

mic, §i fiindca stim (98) ca unghiurile mici se deter-
mind riu prin cosinusul lor, ecuatiunea precedenti nu
ne va de pe C cu destulid preciziune, In acest caz, cal-
culam mai intdiu pe ¢, si atunci formula

c=btg C
ne di:
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c
si unghiul C, determinat acum prin tangenta sa, va fi
calculat cu mai multi exactitate.

Putem inca intrebuintd, pentru calculul lui C, sifor-

mula urmitoare cunoscuti (58):

b .
in care, punind in loc de cos C valoarea sa =, siin-
a

multind ambii termeni ai fractiunii cu g, obtinem :

Calculul ficandu-se prin logaritmi, aceasti din urma
formula are avantagiul ci cuprinde numai logaritmii lui
a—>b si a--b, care intra in valoarea lui c.

139. Cazul 1L /n un triunghiu dreptunghiu cunos-
cand latura b a unghiului drept si unghiul ascutit B, si
se calculeze ipotenusa a, latura c si unghiul C,

Unghiul C se determina direct prin formula :

C = QOO—B H
iar @ si ¢ se vor afla prin formulele stiute (111, 113):
b
=B’ c=bcot B.

Exemplu. Se da b=8 m si B=60", sa se rezolve
triunghiul. ’
Vom avea:
C=90"— B=9o"—60=30"
b 8 16  16y3
a—sinB_?_\ly,_ 3
2 8vy3
1
c=b cot B=8X 03 3
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140. Cazul 1V. Ddndu-se cele doud laturi b si ¢ ale
unghiului drept, sa se calculeze ipotenusa a si un-
ghiurile ascutite B si C.

Determinim mai intdiu unghiurile B si C prin for-
mulele

b=ctg B, b=c cot C,

din cari
b
tg B=cot C ==

Ipotenusa se determind in urmi prin una din for-
mulele :
b=asin B, c¢=a cos B,

deunde

b c

—_— A= —
sin B cosB

Observare. Am fi putut calcula pe a deadreptul prin
a’ = b2

Insa acastd formuld nu este calculabild prin logaritmi.
Pentru a o face calculabild prin logaritmi, vom pune
pe ¢? ca factor comun, si atunci

a® =c? (1 + bci)

Punem
b
Z=189;
atunci
sin? cosp-+sin¥ c?
a=ct(1tigrg) =c 1o 0 |me o =
cosp cos?g cosip,

deunde
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c
a = ’
cos@

formula calculabila prin logaritmi, care ne ar da pe a.
Insa pentru aceasta trebue si cunoastem mai intii pe ¢
si dacd comparam formula (@) cu (b), vedem ci

a
tg B—tg (p—cs

adica
B =¢.

Prinurmare, chiar dupa aceasti metod3i, determinarea
lui @ depinde tot de calculul lui B.

Verificatiuni.

141. Pentru a fi siguri de rezultatele obtinute prin cal-
culele ce am expus, trebue si avem mijloace de a le ve-
rifica.

Mijloacele cele mai ordinare pentru a face aceste veri-
ficatiuni constan in a calculd unul din elementele
date cu ajutorul elementelor calculate. Dacd valoarea
aflati astfel nu diferd decét prea putin de valoarea dat3,
calculul este exact. Spre exemplu, daci am calculat
pe a, ¢, C, dandu-ni-se b, B, cu valorile gisite prin
calcul pentru @ si ¢ vom calcula pe b, prin formula

b= V(a+c)(a—c)

si daca valoarea aflati nu va diferi de valoarea dati a
lui b, calculul va fi exact.
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153.

Necunoscute

Exemple.
Cazul 1
Date Formule
a = 5836m,43 ; C = ¢go°— B,

B =54"14"28",6 b = asin B,

¢ = a cos B,

Calculul lui C. |
90° \

Calculul lui 5.

loga=3,7661473
B=54"14'28",6| logsin B=1,9092805

C =3545'31",4:
b = 4736™,1758;
c = 3410™6335.

Calculul lui ¢,

loga:§,7661473v
log cosB=1,7666903

C=35"3531",4

Cazul 1.
Date Formule
= 574™,33,
“ 74 sin B =cos C =
b = 384m,08.

¢ =V(a+b)(a—b).
Calculul lui Bsi C.

log b =2,5844217
— log a = 3,2408234)

logh=3,6754278
b=—4736™m,1758

b
a

logc=3,5328376
c=3410™,6535

Necunoscute
B = 41°58'6"41.
C = 48"1'53" 5q.
¢ = 427™,0369.

Calculul lui e.

log (a+5)=2,9815604
log (a—b)=2,2793703

log sin B=log cos C=1,8252451
B=41%8'6"41

C=48"1'53",59

2log ¢=5,2604307
log ¢=2,6304655
c=427",0369

(?) Se stie din algebri ci, in loc de a scidea un logaritm din
altul, putem adiogi acestui din urm3 complimentul celui d’intiiu,
adici diferenta intre acel logaritm §i o. Aceasta s’a ficut aci, siin
toate exemplele urmitoare, unde au fost a se scided logaritmi.
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Verificare.

log (a—b) = 2,2793703
—log (a+b) = 3,0184396
2 log tg%=7,2978099
log tg % = 1,6489030

C = 48°1'53" 64 (dif. 0",05).
Cazul 1lI.

Date Formule Necunoscute

b="7536m14, C=900—B, C=33°3546"3,

14 —_ b —_— m
B =56%241"3,7., a= SinB a == 9047™,4437,
¢ = 5006™,2782.
c=>b cot B,

Calculul lui C.

0°
B =56°24'13",7.
C =333546".3.

Calculul lui a. Calculul lui c.

log b= 38771490
— log sin B = 0,0793769

log b =3,8771490
log cot B = 1,8223660

log a = 3,9565259

a = 9047™,4437

log ¢=3,6995150
c == 5006™,2872
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Cazul 1V.

Date Formule Necunoscute
b= 2236™ 34, TR — _b B=30"22"54",85
c = 3814™51. (gB=cotC= c’ C =59°37'5",15,

_ b a = 4121™,7305.

"sinB
Calculul 1ui B 5i C

log b = 3,3493379
— log ¢ = 4,4185613
log tg B =log cot C=1,7680992
B = 30°22'54",85,
C =59"37'5",15.

Calculul lui @

log 6 == 3,3495379

— log sin B = 0,2960544
log a = 3,6435923

a == 4421™,7306

Rezolufiunea triunghiurilor oarecari oblicunghie.

142. La rezolutiunea unui triunghiu oblicunghiu se
pot prezenta patru cazuri: 1% Cind se dau o laturi si
doui unghiuri, si se cer celelalte dous laturi si al trei-
lea unghiu. 2°. Cand se dau doui laturi i unghiul cu-
prins intre ele, si se cere a treia laturi si celelalte
doui unghiuri. 3’. Cand se dau doui laturi si unghiul
opus la una din ele, i se cere a treia laturi si cele
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Talte doua unghiuri. 4°. Cind se dau cele trei laturi si
se cer cele trei unghiuri.

143, Cazuwl 1. /ntr’un triunghiu oarecare ddindu-se la-
tura a si unghiurile B si G, sa se deterinine al treilea
unghiu A si laturile b si ¢, precum si suprafata s.

Unghiul A se obtine direct cu formula

A+B+4+C = 1809,
-deunde

A = 180° — (B+-C).

Apoi din relatiunile
a b a ¢
sinA sinB  sinA sinC

deducem

a sin B a sin C

~sinA’ °T sinA

Suprafata este dati prin formula cunoscuta:
J_a“-’sin Bsin C
2 sin (B+C)

144. Cazul 1. Ddndu-se laturile a si b si unghiul
cuprins intre ele C ale unui triunghiu oarecare, si
calculam a treia latura c, si unghiurile A si B, pre-
cum st suprafata s.

Suma A+4B a unghiurilor cautate este cunoscuti din
relatiunea :

A+B =180"--C.

Diferenta lor o vom calcula prin formula (3) (121):

o co .
S 2 a+t b 2
Vom avea dar prin aceste formule:

A+B =M,
A—B =N,
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M si N fiind niste cantititi cunoscute. Adunand si
apoi scizand aceste egalititi una din alta, §i impirtind
cu 2, avem:

A_MAN
2

B=M_N,
2

Unghiurile A si B fiind astfel determinate, vom cal-
culd pe ¢ prin formula:

_asin C
" sin A
143. R. Daci in loc de a se da chiar laturile a si b

s’ar da loga si log b calculul diferentei A— B se face
astfel :

fractiunea
a—b
a+b
'se scrie
a
71
b
a
51
$i se determind un unghiu auxiliar ¢, asa ca
_a
tg @ —b

deunde
log tg ¢ = log a — log b.

Membrul al doilea fiind cunoscut, aflam pe ¢. Vom

avea
a—b tgp—1

at+b~ tgp+1

sau
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a—b tgp—tg45°
ai-b~ 14tgptg4>

tg(7—45°)
deci

A—
to

B C
g =tg (7—45") cot—-

Suprafata este datd prin formula:

146. Cazul III. Sa se rezolve un triunghiu oarecare,
in care se cunosc douda laturi a si b, si unghiul A

opus laturii a.
Se cauta ¢, B, C. Vom calcula mai intAiu pe B prin

formula
bsin A

a

sinB =

si apoi pe C prin
C =180"— (A + B);

infine vom afla asemenea

a sin C
sin A~
Suprafata s se va afld prin formula
__absinC
ST T2

147. R. Fiindcd un unghiu se calculeazi cu mai multi
preciziune prin tangenta sa, putem calcula pe B astfel:

in formula:
\/1 — cos x
— + cos x

si inlocuim pe x cu 90° + B; avem
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. cos (90°+4-B)
(4” ) *\ 1T cos (30 B)

sau
14 sin B
8 (450+ )_ N —sin B
si inlocuind pe sin B cu valoarea gisitd, avem:

B a+b sin A
g(450+ 2) +\ a—bsin A

Aceasti formuld da pentru unghiul (45"—{—?) doui

valori suplimentare, cici este mai mic decat 1809,
Valorile corespunzitoare pentru B sunt deasemenea
suplimentare. Inadevir, insemnind cu M unghiul as-
cutit a cidrui tangentd este

a+bsin A
T /a—b sin A

si prin B, valoarea corespunziitoare lui B, avem
0 B, 3 0
45+ 2= M deci B,=2 M—qgo°.
Insemnand cu B, valoarea corespunzitoare lui B.

cand luim unghiul obtus 180° — M, a cirui tangenta
este

a+bsin A
a—bsin A
avem
B, .
450—{—7: 180°—M, deci B.,=270°—2M.
Avem deci

B, + B, = 180",
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148. Discutiune. Mai intdiu vom reaminti in citeva
cuvinte constructiunea geometrica a triunghiului pen-
truca discutiunea pe formule si fie mai bine inteleasa.

Pentru a construi triunghiul cu elementele a, b, A,
fn un punct al unei drepte indefi-
nite AB’ facem unghiul dat A, si
pe dreapta AC luam lungimea AC
= b (fig. 36); din C, cu o razi egali
cu a, descriem un arc, care ne da
pe dreapta AB’ punctele B’ si B”,
pe cari le unim cu C. Triunghiul

Fig. 36. ciutat este ACB’' sau ACB”,
Formula

b sin A
a

sin B =

ne va da pe B. Fractiunea din membrul al doilea tre-
bue si fie subunitard sau cel mult egali cu 1 deci tre-
bue si avem

az=bsinA;

prinurmare numai cand datele problemei vor satisface
aceastd conditie, problema este posibili. Aceasti con-
ditie rezulta si din figurd. Pentru a obtine punctul B
pe dreapta AB’ trebue ca latura CB=a si fie mai
mare decit perpendiculara CD = 5 sin A sau cel pu-
tin egala cu ea.

Sa presupunem ci aceasti conditiune este indepli-
nitd. In table stim cA nu se gisesc decit unghiurile
mai mici decat 90° adici unghiurile ascutite. Fie M

. . Ce b sin A
unghiul ascufit al carui sinus este egal cu —

H
se stie insi (26) ca si arcul suplimentar 180°—M, care
este obtus, va aved acelas sinus; prinurmare trebue

si vedem care din aceste doud unghiuri, M si 180°—M,
este adevirata solutiune a chestiunei.
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Pentruca M si fie o solutiune a ecuatiunei, trebue
sd avem:
A4+M < 180". (a)
cici
A+M+4C = 180"
Asemenea, pentruca 180° — M si fie o solutiune, va
trebui ca

A+180°—M<<180°,

sau
A<M (b)

Sa vedem cari sunt cazurile incari aceste conditiuni
pot fi implinite.

1°, Dacid A>>90°, valoarea 180'—M nu convine pentru
B, cici intr'un triunghiu nu pot fi doud unghiuri ob-
tuse ; raimane dar numai M, care trebueinci si sesu-
puni conditiunii (a), din care se deduce:

M<C180°—A.

Aci M este ascutit; 180°—A asemenea; prinurmare

putem pune:

sin M < sin (180°—A),

sau
sin M < sin A,
Insa )
sin M — b sin A;
a
prinurmare
bsin A _ .
— 4 <sin A,
deunde
b<a. (1)

Curs de Trigonometrie 11



162 CURS DE TRIGONOMETRIE

Daci aceasti conditiune nu este impliniti, nu avem
nicio solutiune.

2°, Daca A = 90°, valoarea 180° — M, fiind mai mare
de g0° tot trebue lisatd, si atunci (a) ne di:

90*-+M << 180, sau: M < 90°% sau: sin M <1,

si pundnd valoarea lui sin M si a lui A,

bsingo’®
a

<1, sau; b<<a.

Conditiunea este aceeas ca si in cazul cAnd A>go®

In rezumat dar, dacid unghiul dat este obtus sau
drept, triunghiul are o singurd solutiune cu condi-
fiune insd ca latura opusa la unghiul dat sd fie mai
mare decdt cealalta; daca este egala cu ddnsa, sau
daca este mai mica, triunghiul nu are nicio solufiune.

3°. Daca A < 90°, trebue si distingem cazurile cAnd
bsinA este mai mic, sau egal cu a.

Daca
b sin A <<a,
formula
sin B=M
a

di o valoare reali, M, pentru B. Aceasti valoare, M,
se poate primi totdeauna, cici conditiunea (a)se poate
totdeauna satisface; tnsi pentru a puted admite §i so-
lutiunea 180° — M, dupi (b), trebue si avem:

M>A;

si fiinded si M si A sunt ascutite,

sin M > sin A, sau b—sg#ﬁ>sin A,

deunde

b>a.
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In acest caz dar se poate sd fie doud solufiuni, M
st 180'—M ; insd cea din urmd convine numai cdnd
latura opusd unghiului dat este mai micd decdt cea-
lalta.

Daci bsinA = g, valoarea

b sin A
a

sinM =

se reduce la
sin M =1, sau: M =— g0°;

si in cazul acesta, cele doud solufiuni M si 180°— M,
se reduc la una singura.

Iaca un tabel care contine rezultatul tutulor acestor
discutiuni :

a>b...... .. 1 solutiune, B < 90°;
A>90° « a==Db........ L.
} o solutiuni;
a<b........
a>b........ 1 solutiune, B << 90°;
A=90" { a=b........ } ..
o solutiuni;
a<<b....... .
b>a.. 2 solutiuni, B’ << 90’;
. B” = 180"— B’,
bsin A<a .
A<9o’ b=a .. 1 solutiune, B <<9o°;
b<a.., 1 solutiune, B<<go’;
bsinA=a ...... 1 solutiune, B = g0’

Cu ajutorul acestui tabel, se va puted recunoaste
chiar din date daci problema are doua solutiuni, o
solutiune sau nicio solutiune, ceeace este foarte im-
portant, pentru a evitd de multe ori calcule inutile.

Verificiri. Cand sunt doui solutiuni, putem aved doui
verificatiuni foarte simple. Fie AB'= ¢, AB" = ¢';
ACB' = C/, ACB”" = C". Dup4 figura
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AD —B"D=(¢", AD+DB'=¢.
Adunand aceste egalititi, si avind in vederz ci
B”"D = B'D, vom avea:

c+c”

AD =

Insad in triunghiul dreptunghiu ACD avem:

AD=AC cos A=b5b cos A,

VYom calculd dar pe AD prin aceasta formuli, si daci

4 "
P calculul va fiexact.

valoarea aflati va fiidentici cu

Asemenea, daci am scided una din alta celz doui
ecuatiuni de sus, am avea:
c—c"
2

DB’ =

De altd parte
DCB’'=ACB'—ACD =C'—ACD
DCB"=ACB —ACB”"=ACD-C".

Adunand,

pcp=S—C¢"

In CDB’ avem:

DB'=CPB’ sin DCB’=asiuT

Asa dar, calculaind pe DB’ prin aceastd ecuatiune,
daca calculul este exact, valoarea aflatd va trebui si fie

¢ "

. . c'—c
identici cu —,

149. Casul IV. Ddndu-se cele trel laturi a, b, c, ale
unui triunghiu oarecare, sa aflam unghiurile lui, A, B, C,
precumn si suprafata s.
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Unghiurile se pot calculd prin ecuatiunile (4), sau (3),
sau (6) (122), toate calculabile prin logaritmi; vom pre-
ferl insa ecuatiunile (6), cici daci am intrebuinta for-
mulele (1), ar trebui si ciutim sase logaritmi, §i a-
nume pe ai lui a, b, ¢, p—a, p—b, p—c,; daci ne-am
servi cu (5),am aved necesitate de sapte logaritmi: ai
lui a, b, ¢, p, p—a, p—>b, p—c. Cu formulele (6) insi nu
avem necesitate a ciiutd decat patru : pe ai lui p, p—a,
p -b, p—c. Afara de aceasta, formulele din urmi de-
terminand unghiurile prin tangenta lor, dau o preci-
ziune mai mare.

Formulele ce vom intrebuintd vor fi dard acestea:

to A [ (p—0) (p—0)

2\

to E_—— l (ﬁ-—a) (/J_C)

° 2 p (p—b)

tg E_\/ (p—a) (p—b)
2 p (p—o)

Observare. Pentru ca triunghiul si se poate rezolva
este necesar si deajuns ca oricare din laturile date si
fie mai mica decat suma celorlalte doui. Inadevar,
daci am avea, spre exemplu:

a>b+tc,
ar rezulta ci

p_a=b_+cz_a_
ar fi negativ, pecand p, p — b, p—¢, ar fi pozitive.
Atunci cantititile de sub radicalele ce dau pe tg %,
tg %, tg (2: fiind negative, valorilor unghiurilor ar fi: n»-

ginare.



166 CURS DE TRIGONOMETRIE

Exemple

Date
a=5816™,35
B=54"37"12" 4,
C=178"19'45",7.

Cazul 1.

Formule

=180"—(B-+}C),

asinIi

sin A’

__asinC

~ sin A’
a?sinBsinC

¥ =2 sin (B+CY

Necunoscute

A=47"3'1"9,
D=6478m,885,
=7782m048
s=18452216mP

Caculul lui 4.

180°

B + C = 132%56'58"1

A = 473179

Calculul 1u 5.

log a=3,7646506
log sin B=1,9113340

— log sin A=0,1355157

Calculul lui ¢
log a =3,7646506
log sin C=1,9909276

—log sin A=0,1355157

77 log b=3,8115003
b=6478" 885

log ¢=3,8910939
c="7782m,048



REZOLUTIUNEA TRIUNGHIURILOR 1 6‘7

Calculul lui s.

2 log=17,5293012
log sin B=1,9113340
log sin C == 1,9909276

—log 2=1,6989700

—log sin (B-+C) = 0,1355157
log s="17,2660434

s = 18452216 ™p-

Cazul Il
Date Formule

a=578™,312, A+4B=180"—C.
b=1345" 104, A-B_a—b _A+LB
C= 48)18l35ﬂ’4 ) a+b tg 2

__asinC

T osin A

__absinC

= :

Necunoscute

A = 95°13'49",25,
B == 36°27'35",35,
c = 433™,6615,
s = 74517 ™P,586.
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Calculul lui A+B

180°
C= 48"1835"4
A+B=131"41"24"6.

Calculul lui A—B
log (a—b)=2,3677435

logtg =0,3482643

—log (a+b)=3,0346026

log tgA_B =1,7506104
A—B

— = 2923 6”,95,
A— B=58"46"13",00.

Calculul lui A si B
A-+B=13141"24",6
A—B= 58'46'13",9

A= 95°13'49",25
B=3627'35",35.

Cazul
Date

a=21"324,
b=26™,715,
A =43"3216" 4.

Calculul Iui ¢
log a=2,7621622
log sin C=1,8731766

—logsin A=0,0018107

logc=2,6371495
c=433™,660.

Calculul lui s
log a=2,7621622
log b=2,5379500
log sin C=1,8731766
—log 2=1,69%9700

111.

log s=4,8722588

s=74317"?,586.

Formule

bsin A

a

sin B=

C=180"—(A+B).
a sin C.
sin A
a bsin C
s§= —
2
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Necunoscute

1-a solutie

B’'=6323'53",29,
C'=171° 3'45",32,
< = 237,200,
s'=2069"P,4183.

2-a solutie

B’ =116°36' 1",71,
C'= 17°51'41"88,

c'=9™164,
s =87™P,3645.

Calculul lui 4 sin A

log b = 1,4267332

log sin A = 1,8535241

log b sin A = 1,2802793
b sin A =19™,0668

Fiindca b > a > b sin A, avem doud solutiuni (148).

Calculul lui B
log b = 1,4267552
log sin A =1,8535241 °

—log a=2,6711313

log sin B =1,9314106
B'= 63"23'58",29
B”"=116°36" 1”,71.

1-a solutie 2-a solutie

Calculul lui C’ Calculul Tui C”

180° 180"
A 4+ B'=108'56"14",69 A+ B"=162" 8'18",11

C'= 71" 345,31 C'= 17°1°41",89
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Calculul lui ¢

log a =1,3288687
log sin C'= 1,9758332

— log sin A = 0,1464759
log ¢’ = 1,4511778

¢’ = 28™ 260
Calculul lui s’
log a = 1,3288687
log b= 1,4267552
log sin C’' =1,9758332

— log 2 = 1,6989700
log s’ = 2,4304271

s' = 260™P,4183

Calculul lui &”
log a =1,3288687
log sin A =1,4866412
-—log sin A =0,1464739

log " =0,9620859
c'=9" 164
Calculul lui s”

1,3288687
1,4267352

log a=
log a=
log sin C’"=1,4867412

—log 2 =1,6989700

log s” = 1,9413351
s"'=87"r,3645

Verificar: (148).

1°. Formula bcos A=

Calculul lut b cos A

log b=1,4257552

log cos A =—1,8432693
log b cos A =1,2721245

b cos A=18m 712

CI+CII
2
4 17
Calculul 1ui €T
¢ = 28™ 260
c’'= 9m,164
7 7 -
€T 1m712 (dif. o).

CI_ CII— cl___cll

2", formula: asin— 3

2
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Calculul lui a sin

cr=gr

2
J

log a=1,3288687

’ "

log sin——

logasin

’ 1"

asin

¢’ = 28,260
c'= 9m154
€ gn 548 (dif.
Cazul 1V.
Date
a = 87™,510,
b = 36™,927,
c = 64™,529,
Formul ¢
=\ l(p—b) (p—0) )
pp—a)
V(b—a)(/)— )
pp—2>)
c\w—@@ B)
2 =T

7 14

5 — 09799203

s =\p (p—a) (p—B) (p—0).

=1,6510316

= 9",348.

N

Calculul 1ui £=

Necunoscute

A =116°3311")0,
B = 22"10'36",3,
C= 41"1612"7,
s = 10653 f“P,76.
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Calculul Iui 4 Calculul lui B,

log (p — 5) = 1,7600906
log (p — ) = 1,4764548
— log p = 2,0246463

— log(p—a) =1,1565803.

log (p — a) =0,0434197
log (p — c) = 1,4764548
— log p = 2,0246463
—log (p—b) = 2,2399094

2 logtg %=0,4177720 2 iogtg %:— 2,584.4302

logtg = —o,2088860

A=116"33'11",0.

logtg D 5
ogtg=1,2922151

B =22"10'36",3.

Calculul fui C.

log (p—a)=0.8434197
log (p— b)=1,7600900
— log p = 2,0226463

— log (6 —c) =2.5235452.

Calculul suprafatei s.

log p =1,9733537
log (p—a)=0,8431197
log (p—5)=1,7600906
log (p—c) =1,4764548

2 log s = 6,0553188

C —_
2 logtg - =1,1517018 log s ==3,0276594
S )
logtg%=?,5758509 S TR,
C=41"16"12"7.

Verificare
A+ B+ C=180%'0",0 (dif. 0",0).

Exercitii, I. In orice triunghiu dreptunghiu avem relatiunile :

1. cotB=fj:‘—
2 b
.B ,C_ 2(a*-bo)
2 g, ,= (a-fb)(atc)
1 _ 1 —
3. B C B c—
:g2+tg—2— co.2-§—cot2

II, Si se arate, ¢ un triunghiu este dreptunghiu, dacd intre un-
ghiurile Iui existd una din relafiunile urmiitoare :
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1. sin C=cos A+cos C
C C sin B4sin C

2. S &= Cos Bf-cos C
C—B

3, tg B= o (C—B)

sin A+sin (C—B)

1. Transformam membrul al doilea in formule calculabile prin lo-
garitmi.

III. Daci 28, 36, 48 sunt unghiurile opuse respectiv laturilor @, 5, c,
ale unui triunghiu oarecare, si se demonstreze, ci avem:

tg2 8 = 2 b )2—1.
g (c-i—a

L Din relafia ci sinusurile unghiurilor sunt proportionale cu la-
turile opuse, bazati pe proprietitile rapoartelor egale si pe formule
calculabile prin logaritini se giseste cos @ in functie de laturi, apoi
sin O si deci tg 6,

IV. Si se demonstreze relatiunile urmitoare intr’'un triunghiu
oarecare :

1. sin?A}sin? B-}-sin? C=2-4-2 cosA cosB cosC
2. cos?A+cos? B-fcos? C=1—2 cosA cosB cosC

1. Plecim dela relatia A+B=180°—C, luim cosinurile in ambii
membrii, ridicim la patrat etc.

3. a (b cosC—c cosB)=5h? — ¢c?
1. Se finlocuesc cosinusurile in functie de Iituri.
4. (a+b) cosCH(b+4c) cosA-+(c+a) cosB=a-+h+-c.

1. Se consider relatiunile: a=»b cosC-}-¢ cosB etc., cari se aduna.
V. Daci intr’un triunghiu avem relitia

1122

r e b ¢

triunghiul este dreptunghiu (» raza cercului inscris, @ a celui exinscris).
1. Se inlocuesc 7 §i a cu valorile lor 3i se giseste sinA=1.



CAPITOLUL III.

EXERCITII SI APLICATIUNL

Citeva cazuri de rezolufiuni de triunghiuri
in cari se dau, nu trei elemente, ci trei combina-
suni ale acestor elemente.

150. S se rezolve un triunghiu dreptunghiu, ddn-
du-se ipotenusaa si suma b+c a celorlalte doud laturi.
Se cauti B, C, b, c.
Adunind relatiunile
b=a sin B,
c=a sin C,
avem:
b+c=a (sin B+sin C)
B4-C B—C

=2asin cos )
2 2

si fiindca B4+C=qo°,

b+c=2a sin 43° cos

din care
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B—C  b4c
2 2asin 45"

CcOs

ecuatiune care ne di pe B—C; fiindcd cunoagtem si
pe B-4C, vom puted afla valoarea fieciruia din unghiu-
rile B si C. Atunci laturile sevor calcula prin formulele

b=a sin B,
c=a sinC,
Exemplu. Date: a=2416m,34; b+c=3238m,51.
Necunoscute: B=61°551",5; C=28°558"5 ;
b=2115",03; c=1168™48.

151. 8@ se rezolve un triunghiu dreptunghiu, cu-
noscdnd un unghiu ascutit B si diferenta b—c a ce-
lor doud laturi ale unghiului drept,

Necunoscutele sunt a, b, ¢, C.

Unghiul C se dctermina indatd prin formula

C=g0°—B.
Relatiunile

b=a sin B,

c=a sin C,

dau prin scidere:

B—C oSB—I—C

b—c=a (sinB—sin C)=2a sin 5 —¢ 2

=2a coSs 45" sin i

.

din care deducem:
b—c

a—=

—C

2c0s45°sin

formuld ce di ipotenusa in functiune de cantititi cu-
noscute.
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Laturile 4 31 ¢ le vom determina apoi prin formu-
lele de mai sus.

Exemplu. Date: B=46°185",7; b—c=0",7542.
Necunoscute : C=43°41'54",3; a=23",4803;
b=16™m,9764; c=16“’,2222
152. Sa se rezolve un trum_q/uu dreptunghiu, cu-

. b
noscdnd ipotenusa a si raportul z al celorlalte doud

laturi,

Avem:

to'B COtC—‘l—:

care ne di unghiurile ascutite; cu ajutorul lui si al ipo-
tenusei, vom calcula si laturile.

Exemplu. Date: a=13“’,152;€= 1,5324.

Necunoscute : B=56"52"21",69 ; C=33°738",31;
b=11",0143 ; c=7m,1876,
153. Sa se rezolve un triunghiu oarecare, cunoscdand

unghiurile A, B, C, st perimetrul 2 p.
Se cautd a, b, c si s.

Formulele
a b c
sinA_ sinB _ sinC
dau:
a a+t+b-+c 2 p

sinA_ sin A+sin B+sin C  sin A-+sin B4sin C
sau:

. 2p sin A
"~ sin A+sin A+sin C
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si inlocuind pe sin A si sin A4sin B+sin C cu valo-
rile lor (52, 69),

. A A . A
o 4p sm—2—cos 2 _ P 51117
- A B C B C
4cos R coS N COS— COS _ COS

2 2 2

Asemenea :

psn B
h = 2
A B’
cOs —Ccos -
2 2
psin —
c= A
cos _ cos —
2
Pentru suprafati avem:
__absinC,
2 ,

si fnlocuind pe a si & cu valorile lor de mai sus si pe

. . C C
sin Ccu 2 sin cos >
2 2
2sinisin B sin— cos
J_'P 2 2 2 2 _pot At B C
- A B _C =g, 858,
COS  COS _ cOs:i—
2 2 2

Exemplu. Date: 2 p=1836",24; A=36"14'56",2;
B=173%2823",6; C=70"16"40",2.
Necunoscute: a=435",8163; 5b=1706",6043;
c=693",8188; s=144942"7,74.

WCurs de Trigonometrie 12
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154. Sa se rezolve un triunghiu oarecare, cunoscdnd
o laturda c, unghiul adiacent A, si suma a+b a celor-
lalte doua laturi,

Se cauti B, C, a, b.

Din relatiunile

a -
sin A~ sinB  sinC

se deduce:
a+b+c . at-b—c
sin A +sinB+sinC~ sinA-tsinB—sinC’
Inlocuind pe a+b+c cu 2 p, pe at+b—c cu 2 (p—c),
pe sin A-+sin B-}sin C i sin A4-sin B—sin C cu valorile
lor (69, 70), obtinem :
2 p _ 2(p—0)

A B C . .
4 COS—COS—COS—— 4 sin —sin—cCos
2 2 2 2 2

Reducand si scotAnd valoarea lui B,
tg—lzi = %cot ‘:
Cunoscand pe B, C se afli imediat. Laturile @ si &
se vor determind prin formulele fundamentale.
Exemplu. Date: ¢=215",31; a-+b=49™,07;
A=381°24"13"8.
Necunoscute : B=485455",52; C=49°40"50",68;
a=279",2196; b=212m8502.
135. 8d se rezolve un triunghiu, cunoscdnd supra-
fata s si unghiurile A, B, C.
Necunoscute sunt a, b, c.
Relatiunea
_a*sinBsinC
2sinA

di imediat
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a—+ 2ssin A
\ sinB sinC
Asemenea avem §i:

b— I'2 ssin B
\sinA sin B’

= \garsh B
Exemplu. Date: s=98™P, 125; A=34"48'12",3;
B=66°38'533",2; C=78'32'54",5:
Necunoscute : a=11",1572; b=17m,9467; c=19™,1588.

156. Sd se rezolve un trizuzg/u'u oarecare, cunoscdnd

raza cercului inscris, r, st un_q/uurtle A B, C.
Trebue a se calcula a, b, ¢, s

Triunghiul AOF (fig. 37) da:

A
AF = rcot—; N
2 )
triunghiul OFB di asemenea: °
B .
FB= r.:ot?- Fig. 37

Adunand aceasti relatiune cu cea precedenté,avem:

B cos 3 cos —
p=r(cot %—I—cot;) =r A+
B

sin By sin

cos Asml“)’——l— sin—cos — A +

. 2 2 2 2 2
- sinisinE B rsinésin—
2 27 2

si fiindca
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’ﬁE=goo_9,
2 2

C

ry COS—

_ 2
‘=7A . B
Sin— Ssin—
2 2

Asemenea se gisesc §i:

A

Y COS—

a= 2

. B .

Sin— Ssin—

2 2

B

r COS';‘
b=—7F—v
sin— Sin—

2 2

Suprafata este datd prin formula

absin C
§=—,
2

in care inlocuim pe a $i b cu valorilelor si pe sinC cu

. C
2 Slﬂ—2—COS ’

2
atunci
A B C .
2 r?2 coOS— COsS— cos—sSIin—
2 2 2 2
5=
. A . B. .
2 sin— sin—sin?2—
2 2 2
sau

A B C
§=1? cot—cot—cot—:
2 2 2
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Exemplu. Date: r=4"371; A=>58"3413"4;
B=97°1526",2 ; C=2410"20"4.
Necunoscute : a=24™,2626; b=28",2066; r=11"6434;
s = 140™,1180. :

157. S& se rezolve un triunghiu oarecare, cunoscdnd
o latura a, suma b~+c a celorlalte doud, si perpendi-
culara h lasatd din A pe latura a.

Se cere b, ¢, A, B, C.

Avem:
bcsinA . ah,
s = S = —
2
asa dar
ah = bc sinA, (a):
sau
. ah
sin A ——b—C;
ori
. A A ah
2sin—cos—=, - (b)

Avem apoi:
a* =b*+}c*—2bc cos A
=bt-c242bc—2 be—2 bc cos A
=(b+c)*—2bc (14cos A)

=(b+c)*—4 bc cos? —2—

deunde

_btor—a®

4 bc ().

A
cos?—
2

Impirtind (b) prin (c), obtinem:
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toé—— 2ah
52  (bto)y—az’

«care di unghiul A. Atunci (@) ne va da pe bcin func-
tiune de cantitiiti cunoscute

ah
bc —=— ;
sin A
insd din date avem
b+ c=m,

s fiind o cantitate cunoscuti. Avind dar suma si pro-
dusul cantititilor 6 si ¢, aceste cantititi, dupicum
stim din algebra, vor fi ridicinele ecuatiunii de gra-
dul al doilea:

xz—mx—{—sgl/;:ol
adici:
inA—4ah
b v [mm? sin
* 2 TV 4sin A
_ ., m _ |msinA—4ah
=TT, \ 4sin A '

Cunoscind astfel toate laturile, am ajuns la un caz
cunoscut,

Exemplu. Date:

a=12"514; b+4+c=19"325; h=6m142,
Necunoscute: 6=13"1133; c=6m",2117;

A=170"39'47",70; B=81%24'27",41; C=27°33'45",13.



EXERCITII §I APLICATIUNI 183

138. Sa se rezolve un triunghiu oarecare, cunoscdnd
o laturda c,unghiul opus C st per-

pendiculara h lisatd din C pe c. :
Se cauti a, b, A, B. p
In ACD si CDB (fig. 38) avem: ¢
AD=/cotA, AT  F
AB=/1cotB; Figi 38.

si adunind,
cos A cos B)
c=h(cot Atcot B)=1 (s in ‘\ sin B

sm(A—I—B) h sinC |

" ]
smA sinB~ sinAsinB

insa (61)
cos (A—B)—cos (A-+B)=2 sin Asin B;
asa dar

. 2/ sinC . 2/ sinC
" cos(A—B)—cos(A+B) cos (A—B)-+cosC

din care

cos (A—B)=27h sinC —cosC

Aceastd formuli o vom face calculabili prin logaritmk

(74), punz‘lnd%z=cotq), si atunci ea devine:

sin (C— cp)

cos(A—B)= sin ¢

care di diferenta A—B, si astfel vom puted calculd
unghiurile A si B. Atunci cunoscand o laturi ¢ si un-
ghiurile, revenim la un caz cunoscut (133).
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Exemplu. Date: ¢=534™59; C=64°1833"4;

= 217™,38,

Necunoscute: A = 94'8'9”,35; B =21°33'17",25;

a =591™,6878; b= 217",9482.

159. Sa se rezolve un triungihu oarecare, cunosccind
-0 laturd c, indaltimea corespunzdtoare h si diferenta
A—B, a unghiurilor alaturate.

Sa se afle a, b, A, B, C.

Unghiul C se va determind prin ecuatiunea gisiti
'mai sus:

cos (A——B)=22h sinC—cos C,

‘sau

sin (C—¢)

cos (A—B)= sing

cotp = —

Atunci, cunoscind pe ¢, C si /i, revenim la chestiu-
nea precedenta.

Exemplu. Date: c¢=13",251; /& =8"434;
A — B =2%234%"3
Necunoscute: A = 68°39'50",04; B =40°16"1",74;
C=17148",22; a=13",0486; b =9g™,0545.

160. 8 se rezolve un triunghiu cunoscind cele trei
inaltimi.

Fie «, §, v inaltimile cari corespund respectiv la la-
turile a, b, c. Avem:
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bf_
2 2 2
relatiuni din cari scoatem :
28 2s 28
a= > b::—~, C———-
® B Y

Puniand aceste valori in

tog — (p—b) (p—c)  (a+c—b) (a+b—c)
£ \/ p(p-ay _ \(a+bTe) (bre—a)

vom avea:

WA TR G-
T e e

si impdr{ind ambii termeni ai fractiunei de sub radical
cu 2s5X2s,

tg == 3
VE G

inmultind iaris ambii membri cu «fyXafy,

tci_ (B +of—ar) Br+or —ap)
\(ﬁY+“Y+a§) (o + B —Er)

Asemenea gisim si:

o B J(eBtar—py) (ar+PBr—oy)
° 2 By +ar+of) (@B+By —ar)

te o [@BAar—By) (Br+af—oy)
Z 2 (By+ar+eaf) Brtor—of)

Cunoscand astfel unghiurile, relatiunile

t
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__a?sinBsinC__ qa

?

2sinA 2
dau :

a’sinB sinC __ aa
T v A — T

2sinA 2
din care:

_ asinA
sinB sinC

Asemenea:
B sinB
sinA sinC’
_ Y sinC _
sinA sinB
Exemplu. Date: a=15m,324; B=9™,143; y=18™,102
Necunoscute : A=30°9'32",42; B=123°27'57",94;
C=2542"29"68; a=21™,6096 ; b=35™3257;
c=18m,3693.

161. R. S se rezolve un triunghiu, cunoscdind cele
trei mediane (numind mediand, linia care uneste un
‘varf al triunghiului cu mijlocul laturii opuse).

Fie 2, B, v, medianele cari trec
respectiv prin varfurile A, B, C,
ale triunghiului.

Unind extremititile E si D ale
medianelor § si «, linia ED este
paralela cu AB, cici imparte la-
Fig. 39. turile AC si BC in parti egale.

Asa dar triunghiurile AFC,
EGC sunt asemeni, si dau:

EG_EC_1
AF AC 2 ()
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Triunghiurile FBH si EGH sunt iarisi asemeni, st
prinurmare
EG EH
BF ~BH' (b)
In FB=AF; si prinurmare, comparand ecuatiunea
(b) cu (a), avem:

EH_ 1

BH 2
Deci
EH 1
EH+BH = 1-}2
sau

EH 1

B~ 3

Asd dar punctul de intilnire al celor trei mediane
imparte pe fiecare dintr'insele in douid pirti, dintre
cari partea despre bazi este jumitatea celei despre
varf, sau a treia parte din mediana intreagai.

Triunghiul BHC di, dupid o teoremi din geometrie:

BH*+4- HC2=2HD2 4 2BD>?,

fnsi
= -2 2P _2r
BD—2 HD 3 BH—3, HC—3
asa dar:
4 2.3 4 2_—:2“2 ﬂ2’
93 Tor'= +,
sau

8p2+8sr2=4“2+9a2’
deunde
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a =§\/ 2f% 4 272 —

Vom gisi asemenea:

b=3V2a oy —B,

2
=3vaa 2=,

Laturile fiind calculate, ajungem dar la un caz cu-
noscut (149).

Exemplu: Date: a=o0m,143; p = o™,113; v = 0™,083.
Necunoscute : a=0™093738; b = 0™,13573;
c=0"16392; A =34°533"72; B =55°53'19",62;
C = 89°13'36”,72.

Operafiuni pe pamdrt.

162. Trigonometria giseste aplicatiuni variate si de
cea mai mare importantd in toate operatiunile ce au
de scop a determina dimensiunile unei figuri oarecare,
prin cunostinta catorva din elementele sale. Astfel, se
intrebuinteazi calculul trigonometric la ridicidrile de
planuri, la misuritorile de distante, de inaltimi, de un-
ghiuri, etc. Toate aceste operatiuni se pot efectud si
prin metoade grafice; insid nesiguranta acestor metoade
si chiar dificultatea intrebuintirii lor, fac ca si se pre-
fere calculul.

In aplicatiunile practice ale trigonometriei, este ne-
cesar si se stie a miasurd lungimi §i unghinri,

Lungimile se misoara cu lantul de agrimensurd, sau
cu niste rigle de lungimi cunoscute. Acest lant sau
aceste rigle, se pun pe dreapta ce voim a misurd, de
cate ori incap si numirind de cAte ori am pus lantul
sau riglele pe aceasti dreapi, cunoastem lungimea ei.
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Unghiurile se misoari cu niste instrumente cari
poartd diferite numiri: grafometrul, cercul repetitor
sau feodolitul sunt cele mai uzitate. Toate aceste apa-
rate, reduse la cea mai simpli expresiune a lor, s=
compun din un /rmb sau cerc gradat de metal, O, care
poartd doud alidade, adici doua
rigle de metal (fig. 40), AB si ST

CD, cari trec prin centrul cer-
cului. Una din aceste rigle, AB, m
este fixa, si cealalti, CD, se poate

invarti in jurul centrului O. Pen-

tru a misurd un unghiu, se a- ¢
seazd centrul cercului in varful Fig. 40

‘O al unghiului EOF ce trebue

si se masoare, se indrepteazi alidada fixa AB in di-
rectiunea uneia din laturile unghiului OE si alidada
mobila CD se invarteste in jurul centrului, pani se
aduce in directia celei de a doua laturi a unghiului, OF.
Atunci arcul DB, cu care s'a miscat aceastd alidads,
misoard unghiul.

In instrumentele moderne, alidadele sunt inlocuite
prin lunete, cari dau o directiune mai precisi, §i cu
cari se pot veded obiectele la 0o mai mare depirtare
decat cu ochiul liber.

In cele mai multe din operatiunile depe pimant,

daci terenul nu este cu totul

® orizontal, nu se misoari liniile

si unghiurile cum sunt in na-

turd, ci proiectiile lor pe un

— - plan orizontal. Asa, in loc de

a misura dreapta inclinati AB,
se masoari proiectia sa AC
pe o linie orizontald (fig. 41).

Aceasta se cheami a reduce liniile si unghiurile la
orizont.

Fig. 4t.
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Sunt diferite metoade a se reduce liniile §i unghiu-
rile la orizont. Teodolitul, intre altele, di deadreptul
unghiurile reduse la orizont.

Triunghiulafiune.

163. Pentru a se executd cu preciziune un plan al
unei mosii, al unui oras sau altceva, trebue a se de-
termind distantele respective intre diferitele sale puncte
principale, reduse la orizont. Aceste distante nu se ma-
soard toate direct, din cauzi cd este foarte lung a se
misurd o dreapti pe pimaint; ci pentru aceasta, se for-
meazi un numir indestulitor de triunghiuri, cari aco-
per partea de loc consideratd, si ale ciaror varfuri se
afla in punctele principale ale locului. In aceste tri~
unghiuri, se misoari cu instrumente toate unghiurile
si numai o laturd, numiti bazd; §i apoi prin calcul
se determind toate celelalte laturi ale triunghiurilor.
Aceastd operatiune se numeste friunghiulatiune.

Iacd un exemplu de triunghiulatiune (fig. 42). Cam in
centrul locului considerat,
se alege un punct O, din
care si se poatd vedea toate
punctele principale ale lo-
cului. Se aleg apoi cateva
puncte insemnate, A, B, C,
D, E, F, astfel ca unind a-
ceste puncte intre ele si cu
. O prin linii drepte, triun-

Fig. 42. ghiurile AOB,BOC, etc.,cari
vor rezulta, si nu aibd niciun unghiu prea ascutit sau
obtus. Se maisoarid toate unghiurile din aceste triun-
ghiuri, si se alege o laturi oarecare, spre exemplu AB,
care si se poati misurd direct, in conditiunile cele
mai avantagioase. Aceastid laturd va fi baza triunghiu~
latiunii.




EXERCITII $I APLICATIUNI 191

In triunghiul AOB, cunoscindu-se AB si unghiurile
ABO, BAO, misurate direct, se vor puted calcula si
laturile AO si BO.

Triunghiul BOC, in care se cunoaste BO din triun-
ghiul precedent, si toate unghiurile din masurituri, ne
va da lungimea laturilor BC si OC.

Tot asemenea mergiand mai departe din triunghiuin
triunghiu, vom determina laturile CD, OD, DE, EF,
FO, FA, AO.

Determinarea acestei din urmai laturi ne poate servi
«ca verificare; cici dacid valoarea gisitiacum va fi iden-
ticd, sau prea putin diferiti de cea aflati la inceput din
triunghiul ABO, aceasta va fi o probd ci operatiunile
au fost exacte.

Triunghiurile formate astfel numai cu punctele prin-
cipale se numesc triunghiuri de intdia mdrime.

Pentru a determina in urmai pozitiunea punctelor mai
putin insemnate, G, H, I, K, se leagd aceste puncte
prin drepte cu punctele principale considerate mai ina-
inte, si se misoari toate unghiurile triunghiurilor FGE,
OHD, BIC, FKO, astfel formate. Aceste triunghiuri, in
cari se cunoaste cate o laturd, din triunghiuriie de in-
tdia mairime, si toate unghiurile din misurituri, ne vor
da si distantele FG, GE, OH, HD, BI, 1C,| FK, KO,
cari determind pozitiunea punctelor G, H, I, K,

Calculul distantelor.

164. Sa se gaseascd distanta dela un punct pdnd
la un alt punct inaccesibil.

Fie A punctul unde stationeazi observatorul, si B
punctul vizibil, insi inaccesibil (fig. 43); se cere dis-
tanta AB,

Se misoard pe pimint o bazi AC, care si treaci
prin punctul A; apoi, cu un instrument de misurat
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unghiurile, se ridici unghiurile A si C; atunci triun-
ghiul ABC, in care se cunoaste
o laturd si doui unghiuri, ne va
da prin un calcul cunoscut (143)
= distanta ciutati AB.

Exemplul. Date:

AC=315",74
A=172"13"24",1
C=47°37'18",5.

Necunoscuta: AB=268",904.

Fig. 43.

165. Sd se gdseascd distanta dintre doud puncte
vizibile, insa inaccesibile.

Fie A si B punctele inac-
cesibile a ciror distanti este
ceruta (fig. 41).

Se masoard o bazi CD, si
apoi unghiurile ACD si ADC;
triunghiul ACD, in care se
cunoaste o laturd si douda un-
ghiuri, ne va da prin calcul . .
latura AC. Misurim apoi un- ¢ [
ghiurile BCD si BDC, si tri- CEi ‘

. g. 44
unghiul BCD, in care se cu- ..
noaste latura DC, maisurati, si cele doud unghiuri
adiacente, ne va da pe BC. Atunci triunghiul ABC, i}1
care cunoastem pe AC si pe BC prin cele doud tri-
unghiuri precedente, precum si unghiul ACB=ACD
—BCD, ne vada latura AB, care este distanta ciutata.

Exemplul. Date: CD=1432m,16;
ACD=79°13"2%",4; ADC=3551'12",3;
BCD=46°2556",8; BDC=64"36'5"9.

Necunoscuta: AB=7877,848.
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Calculul indglfimilor

166. S@ calculam inaltimea unui turn, al cdrui pi-
cior accesibil este pe un plan orizontal.

Asezim un instrument de misurat unghiurile intr'un
punct C, la oarecare de-
partare de piciorul tur-
nului, si misurim un-
ghiul BDE ce face raza
vizuald dusi la varful tur- | | Bfeeememe ﬁixm
nului cu linia orizontali - -

ED. Misurim apoi pe pia-
mant distanta AC. In tri-

unghiul dreptunghiul BED se cunoagte latura ED=AC
si unghiul ascutit BDE; vom putea dar (139) si cal-
culim pe BE ; adiogind la aceasti mirime si pe EA=DC
care este indltimea /2 a instrumentului, vom avea inal-
timea AB a turnului.

F.g. 45.

Exemplu. Date: AC=41™35; BDE = 39°15'49" 6 ;
h= 1725,

Necunoscuta: AB=35".05

167. Sa calculdam indltimea unui turn, al cdrui pi-
clor accesibil nu este pe un plan orizontal.

Asezim un instrument de maisurat unghiurile in D,
. si apoi insemniam pe turn
un punct E astfel ci EBsa
fie egal cu DC (fig. 46). M-
surim peurmi unghiul ADE
precum s§i unghiul ADZ, pe
care il face dreapta AD .cu
verticala DZ; misurim in
fine baza BC=ED. Triun-
ghiul AED in care cunoag-
tem latura ED si unghiurile ADE si EAD=ADZ, ne.
va da pe AE (143). Adiogind la aceasti cantitate pe

Curs de Trigonometrie,

Fig. 46,

13
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EB=DC=/. iniltimea instrumentului, vom aved inil-
timea AB a turnului.

Exemplu. Date: BC=52,36; ADE=36°24'17",3;
ADZ=40"8'12",2; h=0"982.
Necunoscuta: AB=48",185.

168. Sa calculam inaltimea unui turn, al cdarui pi-
cior este inaccesibil insa asezat pe un plan orizontal.

Asezim in C un instrument de misurat unghiurile
si luam unghiul ACE, ce face raza vizuali dusi la var-
ful turnului, cu directia
orizontald CE. Mutim a-
poi instrumentul in D, tot
pe linia EC, §i misurim
unghiul ADE; infine ma-
surim si pe FG=CD (fig.
47). In triunghiul ACD
se cunoasce latura CD si
unghiurile ADC si ACD=180"—ACE; prinurmare din
acel triunghiu vom puted calculd pe AC (143). Atunci
triunghiul dreptunghiu ACE, in care se cunoagste AC
~si ACE, ne va da (136) pe AE, la care adiogind pe
EB=#, iniltimea instrumentului, vom avea iniltimea
ciutati AB.

Exemplu. Date: FG=12",15; ACE=44°27'42",0;
ADE=32°51"13",5; A=1"51.
Necunoscuta: AB=34",264.

169. Sa se calculeze inaltimea umu munte.

Alegem dous puncte C si D, astfel ca si putem mi-
sura cu iInlesnire g§i precisiune o bazi CD. Agsezim
apoi un instrument de misurat unghiurile in D, si
misurdm unghiul AFE, format de raza vizualid dusi la
varful muntelui cu cea dusi la punctul E (fig. 48);
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mutim pe urmi instrumentul in C, si misurim un-
ghiul AEF, facut de ra-
zele vizuale duse la var-
ful muntelui i la punc-
tul F. Triunghiul AEF,
in care se cunoaste EF
=CD si unghiurile a-
laturate, ne va da (143) .
pe AE. Atunci, daci OB
misurim §i  unghiul "\X/"/
AEG, ficut de raza vi- ¢
zuali dusi din E Ia
varful muntelui cu orizontala EG, triunghiul drep-
tunghiu AEG, in care se cunoaste ipotenusa AE din
triunghiul precedent, si unghiul ascutit AEG, va da pe
AG. Inaltimea totali a muntelui se va afla, adiogand
la AG pe GB=EC=#, iniltimea instrumentului.
Exemplu. Date: CD=248",36; AFE=>58°13'25",3;

AEF=72°15"20,9; AEG=30"37"14",5; h=1",18.
Necunoscuta: AB=142",564.

Cestiunt diverse.

170. Sa prelungim o dreapti pe pdmdnt pdnd din-

eolo de un obstacol care opreste vederea.
i Fie dreapta AB,
pe care trebue si o
prelungim dincolo
de obstacolul O, care
impiedici vederea
(fig. 49).

Misuram o porti-
une AB din dreapta
’ dati; apoi, alegand
un punct C, din care si se vada si dreapta AB, si obsta-
colul si partea locului unde trebue prelungitd dreapta,

&
Fig. 49.
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méisurdm unghiurile BAC §i ABC; atunci triunghiul
ABC ne va da pe AC. Dupa aceasta, ducem o dreapti
dupi voie CD, in partea locului unde trebue prelungiti
dreapta, si misurdm unghiul ACD ; triunghiul ACD in
care se cunoaste AC si unghiurile A si C, ne va da pe
CD si unghiul ADC. Luind dar pe dreapta indefiniti
CD o lungime egali cu distanta calculati astfel, si du-
cind prin D o dreapti DE care si faci cu CD un
unghiu egal cu cel giisit prin calcul, aceastd dreapti
DE va fi chiar prelungirea ciutati a dreptei AB.

Lxemplu. Date: AB=87™, 34; BAC=50°13'25"4;
ABC=107°389",3; ACD=61°29'32",8.
Necunoscute: ADC=68°17'1",8; CD=182",284.

171. 7rel puncte depe pdmdint A, B, C, sunt insem-
nate pe o chartd; sa gdsim pe aceasta charta si po-
zitiunea punctului P, care este astfel situat ca distanta
AB, privitd din P, se vede sub unghiul a, si distanta
BC sub unghiul .

Este evident ci punctul
P, din care dreapta AB se
vede sub unghiul «, se afld
pe segmentul de cerc de-
scris pe AB, si capabil de
unghiul «; de alta parte P
trebue sa se afle si pe seg-

Fig. 5o. mentul de cerc descris pe

BC si capabil de unghiul §.

Asa dar punctul P se va afld la intersectia acestor
dous segmente.

Se cere insi a determina prin calcul pozitia punc-
tului P,

Punem AB=a, BC=5, BAP=x, BCP=), ABC=uo,

Triunghiul ABP di:
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BP _ AB

) " el
Sin x¥ sin «

sau

a sin x
BP = ———=.
sin o

Triunghiul BCP da asemenea:

gp =2siny,
sin
agadar
asinx__bsiny
sine  sinp
deunde

sin x__ b sin o
sin y asin

si dupa proprietitile proportiilor,

sin x—sin y b sin a—asin 8
sin x4sin y b sin a—asin §

Insa (71)

r—y
sin x—sin y £ ]
sin x+sin y to x+y’

(=]

asa dar:
x—y
2 b sina—a sin§

x+y bsinatasinp
tg 2)' B

tg

sau

x—y bsin a—a sin [3 x+y

tg 2 bsmoa-l—asmﬁg 2
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Pentru a face calculabil prin logaritmi membrul al
doilea al acestei ecuatiuni, impartim ambii termeni ai
fractiunii cu b sin «, si avem:

4—asinp
x—y bsinatyx—f-y
2 ,asinf 85
1_‘_bsiuzz

tg

unand

asinf
-~ =to

bsna 8%

si observand cd 1=tg 45° relatiunea aceasta d evire

x—y_ tg 43°—tg @ tg x—i—y

tg 2 14-tg 45°tg o ° 2

sau

=tg ('~ 9) tg Z—= x+y (1)

x___
to:
S 2

Pe de alti parte, suma unghiurilor din patrulaterul
ABCP fiind de 360°% avem:

a+f-Fx-ty+o=360',

deunde

x+y

2

= 180" —

ﬂ@ziﬁ, (2)

Ecuatiunile (1) si (2) ne vor da pe x si y, cari de-
termind pozitia punctului P pe harti.

Cunoscind pe x §i y, vom puted determina si pe BP,
prin vreuna din relatiunile.

asin x b sin
, sau BP——-—-—)(.

BP = — -
sinos sin §
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Exemplul. Date: «=53°43"27"4; B=42"1853",3;
o= 112°3432"3; a=2456M13; b= 1934™,25.

Necunoscute: x=69"827",78; y=82"14'39",22;
BP=2846™,918.

Observare. In caz cind
a+B+w=180°
avem din (2):

x+y

2

x
= g0°, sau: tg

De alti parte, fiindca unghiurile opuse, «4f §i o,
din patrulaterul ABCP, sunt suplimentare, patrulaterul
este inscriptibil; prinurmare i unghiurile x si y vor
fi suplimentare, §i vom avea:

sin x=sin y

atunci relatiunea (a) devine:

sau
asinffi=bsna,
si prinurmare
tg g=1, si p=45".

Formula (1) se face in cazul acesta:

x— 0
tg —; Y— tg o' tg go'=o0X 0 =_-

In caz dar cand cele patru puncte A, B, C, P, sunt
pe acelas cerc, problema este nedeterminata.
172. 8d se reduca o dreaptd la orizont.
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Fiind data dreapta’ AB si inclinarea sa 6 pe orizont,
B se cere dreapta AC, redusi la
orizont (fiig. 51).
Triunghiul dreptunghiu ABC
da imediat:

4 ¢ AC=AB cos 6.
Fig. 51.

Asa dar o dreapta redusdi
la orizont este eqald cu dreapta din naturd, inmul-
tita cn cosinusul inclindrii el pe orizont.

Exemplul, Date AB=193m,37; 6=8"13"25"5.

Necunoscuta: AC=191™381.

FINE
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