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Analysis 1

Vorlesung 11

Nachdem wir das Grenzwertverhalten von Folgen und Reihen fiir die beiden
Korper R und C zur Verfiigung haben, wenden wir uns in den néchsten Vor-
lesungen dem Grenzwertverhalten von Funktionen zu. Die einfachsten Funk-
tionen (abgesehen von den linearen Funktionen, die in der linearen Algebra
im Mittelpunkt stehen) sind die Polynomfunktionen.

Der Polynomring iiber einem Korper

DEFINITION 11.1. Der Polynomring iiber einem Korper K besteht aus allen
Polynomen

P=ay+a X +aX*+ - +a,X"

mit a; € K, n € N, und mit komponentenweiser Addition und einer Multi-
plikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

X" X" = X

definiert ist.

Ein Polynom

P = ZaiXi =ay+a X +--+a, X"
i=0

ist formal gesehen nichts anderes als das Tupel (ag, a1, ...,a,), die die Ko-
effizienten des Polynoms heiflen. Zwei Polynome sind genau dann gleich,
wenn sie in allen ihren Koeffizienten iibereinstimmen. Der Korper K heif3t
in diesem Zusammenhang der Grundkorper des Polynomrings. Aufgrund der
komponentenweisen Definition der Addition liegt unmittelbar eine Gruppe
vor, mit dem Nullpolynom (bei dem alle Koeffizienten 0 sind) als neutralem
Element. Die Polynome mit

a; = 0
fiir alle ¢« > 1 heilen konstante Polynome, man schreibt sie einfach als ag.

Die fiir ein einfaches Tupel zunéchst ungewohnliche Schreibweise deutet in
suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt X" -
X™ ist ndmlich durch die Addition der Exponenten gegeben. Dabei nennt
man X die Variable des Polynomrings. Fiir beliebige Polynome ergibt sich die
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Multiplikation aus dieser einfachen Multiplikationsbedingung durch distribu-

tive Fortsetzung geméf; der Vorschrift, ,,alles mit allem® zu multiplizieren. Die
Multiplikation ist also explizit durch folgende Regel gegeben:

n+m

(i a,-Xi> . (i ijj> = Z e X mit ¢, = ZaTbk_r.
i=0 j=0 k=0 r=0

Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ, distributiv und besitzt das
konstante Polynom 1 als neutrales Element, sieche Aufgabe 11.2.

k
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Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

In ein Polynom P € K[X] kann man ein Element a € K einsetzen, in-
dem man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer

Abbildung
K — K, a— P(a),
die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heifit.

DEFINITION 11.2. Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms

P=ay+aX+aX+ - +a, X"

mit a, # 0 ist n.
Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad

n des Polynoms gehort, heilt Leitkoeffizient des Polynoms. Der Ausdruck
an, X™ heillt Leitterm.

Division mit Rest

SATZ 11.3. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K. Es
seien P,T € K[X] Polynome mit T # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmite

Polynome Q, R € K[X] mit
P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =0.
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Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T grofler als der Grad von P ist, so ist Q = 0
und R = P eine Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (T'P) = 0, also ist
T ein konstantes Polynom, und damit ist (da 7" # 0 und K ein Korper ist)
() = P/T und R = 0 eine Losung. Sei nun grad (P) = n und die Aussage fiir
kleineren Grad schon bewiesen. Wir schreiben P = ¢, X"+ - -4+a; X +ag und
T =b, X+ +b,X +by mit a,, b, #0, k <n. Dann gilt mit H = Z—:X"*k
die Beziehung

P = P-TH

= 0X"+ (apoy — by )X et (ang — by ) X
bk bk

—i—an_k_lX”_k_l + -+ ap.

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf konnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt Q" und R’ mit

P'=TQ + R mit grad (R') < grad (T') oder R' = 0.
Daraus ergibt sich insgesamt
P=P+TH=TQ+TH+R =T(Q +H)+ R,

so dass also Q@ = @+ H und R = R’ eine Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P =TQ+ R = TQ' + R’ mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q—Q') = R'— R. Da die Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (7')
besitzt, ist aufgrund der Gradeigenschaften diese Gleichung nur bei R = R’
und Q = @’ losbar. d

Der Beweis des Satzes ist konstruktiv, d.h. es wird in ihm ein Verfahren be-
schrieben, mit der man die Division mit Rest berechnen kann. Dazu muss
man die Rechenoperationen des Grundkorpers beherrschen. Wir geben dazu
zwei Beispiele, eines iiber den rationalen Zahlen und eines iiber den komple-
xen Zahlen.

BEISPIEL 11.4. Wir fithren die Polynomdivision
P=6X%+X+1durch T =3X*+2X — 4

durch. Es wird also ein Polynom vom Grad 3 durch ein Polynom vom Grad
2 dividiert, d.h. dass der Quotient und auch der Rest (maximal) vom Grad 1
sind. Im ersten Schritt iiberlegt man, mit welchem Term man 7' multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
2X. Das Produkt ist

2X(3X% +2X —4) = 6X° 4+4X? —8X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist

6X°+ X +1— (6X°+4X*—8X) = —4X*+9X + 1.
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Mit diesem Polynom, nennen wir es P’ setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7" mit %4
multiplizieren. Dies ergibt

4 4 8 16
—T = ——(3X%*+2X —4) = 4X* - X+ —.
3 3(3 N ) 3703

Die Differenz zu P’ ist somit

3 3 3 3

Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt

1 1
—4X?+9X +1— (—4X2—§X+—6> _ By B

4 35 1
x-2
3 3

6X*+X+1 = (3X2+2X—4)(2X—g

BEispIEL 11.5. Wir fithren die Polynomdivision
P=4+3)X"+X*+5idurch T = (1 +i)X?+ X —3+2i

aus. Das Inverse zu 1 +1 ist % — %i und daher ist

1 1
(A+3)(1+1)"" = (4+3i) (5—51)
= 2+§—2i+%i
71
= ——-i
2 2

Daher beginnt () mit (% — i)X und es ist

1
2

1
(L+1)X*+ X —3+2i) ;—51 X

7 01 19 17
= (4+3)X° — ——i)X? -4+ )X
(4 + 3i) +(2 21) +( 5 + 21)

Dies muss man nun von P abziehen und erhalt

P— ((4+3i)X3 + (Z — 11))(2 + (—? + gi)X)

Auf dieses Polynom (nennen wir es P’) wird das gleiche Verfahren angewen-
det. Man berechnet

5LV (1oL _ L8,
VAV Y ot

Daher ist der konstante Term von () gleich —1 + %i und es ergibt sich

1
(1+1) X+ X —3+2i) <—1+ ;1) = (—g + 5i)X2+ (—1+ —i)X——i.



Dies ziehen wir von P’ ab und erhalten

5 1 3 13 21 23
P-4+ X+ -1+3 )X ——=i) == —10i | X + =i
(( 2+21) —i—( —1—21) 21) <2 1) +21

Dies ist der Rest R, die vollstdndige Division mit Rest ist also
(4 + 31)X° 4+ X? + 5i
7
= ((1+1)X2+X—3+21)(<5 — —i)X— 1+§i)

21 23
+(? — 10i>X + ?i.

Nullstellen

Unter einer Nullstelle eines Polynoms P versteht man ein ¢ € K mit
P(a) = 0. Ein Polynom muss keine Nullstellen besitzen, ferner hangt dies
vom Grundkérper ab. Das Polynom X2 + 1 hat keine reelle Nullstelle, dage-
gen gibt es die komplexen Nullstellen i und —i. Als Element in R[X] kann
man X2+ 1 nicht als Produkt von einfacheren Polynomen schreiben, in C[X]
hingegen hat man die Zerlegung X2 +1 = (X —i)(X +1).

LEMMA 11.6. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K.
Es sei P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine
Nullstelle von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a 1ist.

Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X-a)Q
mit einem weiteren Polynom () schreiben. Einsetzen ergibt
Pla) = (a—a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P =(X—-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad 0 besitzt, also so oder so eine Konstante
ist. Einsetzen ergibt

P(a) = R.
Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet,
dass P = (X —a)Q ist. O

KOROLLAR 11.7. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber
K. Es sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P
mazimal d Nullstellen.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P (falls P kei-
ne Nullstelle besitzt, sind wir direkt fertig), Dann ist P = Q(X — a) nach
Lemma 11.6 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf () die Induktions-
voraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also maximal d — 1
Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b— a). Dies kann nach Lemma 3.4
(5) nur dann 0 sein, wenn einer der Faktoren 0 ist, so dass eine Nullstelle
von P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von () ist. Es gibt also maximal
d Nullstellen von P. O

Der Interpolationssatz

-1 -

Eine stiickweise lineare und eine polynomiale Interpolation.

Der folgende Satz heifit Interpolationssatz und beschreibt die Interpolation
von vorgegebenen Funktionswerten durch Polynome. Wenn ein Funktions-
wert an einer Stelle vorgegeben wird, so legt dies ein konstantes Polynom
fest, zwei Funktionswerte an zwei Stellen legen ein lineares Polynom fest
(eine Gerade), drei Funktionswerte an drei Stellen legen ein quadratisches
Polynom fest, u.s.w.

SATZ 11.8. Es sei K ein Korper und es seien n wverschiedene FElemente
aiy...,a, € K undn Elemente by,...,b, € K gegeben. Dann gibt es ein
eindeutiges Polynom P € K[X] vom Grad < n — 1 derart, dass P(a;) = b;
fiir alle i ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.19. U

BEMERKUNG 11.9. Wenn die Daten a4, ...,a, und by,...,b, gegeben sind,
so findet man das interpolierende Polynom P vom Grad < n— 1, das es nach
Satz 11.8 geben muss, folgendermaflen: Man macht den Ansatz

P = Cp —I— ClX + 62X2 + e —f- Cn_QXn_2 —I— Cn_an_l
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und versucht die unbekannten Koeffizienten cy, . .., ¢,_1 zu bestimmen. Jeder
Interpolationspunkt (a;, b;) fithrt zu einer linearen Gleichung

2 -2 -1
co + cra; +coa; + -+ cp0a] " Fcpra; = b;

iiber K. Das entstehende lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung
(coy...,Cn_1), die das Polynom festlegt.

Lineare Gleichungssysteme werden in der linearen Algebra systematisch be-
handelt, das Eliminationsverfahren oder ein anderes Losungsverfahren sollte
aber aus der Schule bekannt sein.

Rationale Funktionen

Die nach den Polynomfunktionen einfachsten Funktionen sind die rationalen
Funktionen.

DEFINITION 11.10. Zu zwei Polynomen P,Q € K[X]|, Q # 0, heifit die

Funktion b,
D— K, z+— ﬂ,
Q(z)
wobei D C K das Komplement der Nullstellen von () ist, eine rationale
Funktion.

Fiir uns ist der Fall K = K = R oder = C wichtig.

1/x

Man kann Briiche P/@Q von Polynomen als Funktionen auffassen, die auerhalb
der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den Graph der
rationalen Funktion 1/X.

Der Polynomring K[X] ist ein kommutativer Ring, aber kein Kérper. Man
kann aber mit Hilfe der rationalen Funktionen einen Kérper konstruieren, der
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den Polynomring enthélt, &hnlich wie man aus Z die rationalen Zahlen Q kon-

struieren kann. Dazu definiert man K(X) = {g | P,Q € K[X], Q # O}.

. . . .. /! . . . . .
wobei man wieder zwei Briiche g und % miteinander identifiziert, wenn

PQ' = P'Q ist. Auf diese Weise entsteht der Kdrper der rationalen Funk-
tionen (iiber K).
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