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Algebraische Zahlentheorie

Vorlesung 28

Der Dirichletsche Einheitensatz

Es sei R der Ganzheitsring zur endlichen Kérpererweiterung Q@ C K. In Satz
25.2 haben wir gesehen, dass das Bild der reellen Gesamteinbettung

™(R) =T'p C R" x C?

ein Gitter in R" x C® ist, wobei r die Anzahl der reellen Einbettungen und s
die Anzahl der Paare von komplexen Einbettungen bezeichnet. Zu jedem von
0 verschiedenen Element f € R ist 7%(f) in jeder reellen Komponente und
in jeder komplexen Komponente von 0 verschieden (Real- oder Imaginérteil
kann aber 0 sein). Um die Einheitengruppe von R zu verstehen, betrachten
wir die Abbildung

(RX)T X (CX)S —— R (1, T Za 1y e e Zrps)
(hl |ZL‘1| 3t ,lIl |$7"| ;hl (|Zr+1|2> Yot >1n <|Zr+s|2>)'
In|z;Z5] = In(|2]%) = 2In|z]

heranzieht. Insgesamt haben wir die Verkniipfung der folgenden Abbildungen

R

K75 (R x (€)1 (R¥) x (R)

P2 e Re
wobei die funktionalen Ausdriicke komponentenweise zu verstehen sind. Da
die Einbettungen und der Betrag multiplikativ sind und der Logarithmus die
Multiplikation in die Addition iiberfiihrt, liegt insgesamt ein Gruppenhomo-
morphismus

(KX> 17 ) — (RT+S7 07 +>

vor. Wir sprechen von der logarithmischen Gesamtabbildung und bezeichnen
sie mit L. Diese ist insbesondere fiir die Einheitengruppe R* C K* wichtig.

LEMMA 28.1. Es sei R der Ganzheitsring zu einer endlichen Kdrpererwei-
terung Q C K mit r reellen Einbettungen und s Paaren von komplexen
FEinbettungen. Dann besitzt die logarithmische Gesamtabbildung

L: K* — R"™*
die folgenden Figenschaften.

(1) Der Kern von L eingeschrdinkt auf R* ist die Gruppe der Einheits-
wurzeln p(R) und insbesondere eine endliche zyklische Gruppe.
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(2)

(3)

Beweis.

Das Bild L(R*) liegt in der Hyperebene

r+s
H = {(vl,...,vr+s) 1> v, :0} C R,
j=1
Das Bild L(R*) ist eine diskrete Untergruppe von H C R™*.

(1) Fiir L liegt die Faktorisierung
R* TS5 T\ {0} 5 R

vor. Ein Element f € K* wird genau dann unter L auf den Null-
vektor abgebildet, wenn 7(f) in jeder reellen oder komplexen Kom-
ponente den Betrag 1 besitzt. Diese Elemente liegen somit alle in
einer beschrénkten Teilmenge von R” x C® aber ja auch im Gitter I'.
Daher ist diese Menge endlich und daher ist wegen der Injektivitét
von 7 auch die zugrunde liegende Menge in R endlich. Also haben
diese Elemente endliche Ordnung und sind Einheitswurzeln. Umge-
kehrt ist ein Torsionselement der Einheitengruppe von R in jeder
Einbettung ein Torsionselement und hat daher den Betrag 1, wird
also unter L auf 0 abgebildet.

Sei f € R* eine Einheit und sei

(Pl(f)> s apr(f);ar-i-l(f)am(f)a s 70r+s<f)aUT+S(f)

das totale komplexe Einbettungstupel. Nach Lemma 7.14 ist die
Norm von f gleich

pr(f) e £)oria(f) - Tora(f) - - oras(f) - Trs(f)
= p1(f) ol D)o (O lors (£ -

Nach Lemma 10.1 ist der Betrag davon gleich 1. Unter der kompo-
nentenweise genommenen Abbildung

In(|—)): (R¥)" x (C*)* — R" x R*
wird dieses Produkt auf die Summe abgebildet, somit gilt

> o (N + D Inlo ()l + > InfFm(f)]
Jj=1 i=1 i=1

- Zln|pj(f)|+2zlﬂ|0r+i<f)|
j=1 =1
= 0.

Die letzte Gleichung bedeutet gerade, dass L(f) auf der Hyperebene
H liegt.

Es ist zu zeigen, dass das Bild L(R*) mit jeder beschrénkten Teil-
menge von H einen endlichen Durchschnitt besitzt. Das Urbild einer
beschrankten Teilmenge unter ¢ ist aber auch beschrinkt, und der
Durchschnitt mit dem Gitter I' ist endlich.
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Die Hyperebene im vorstehenden Lemma hat die reelle Dimension r 4+ s — 1,
und darin ist das Bild eine diskrete Untergruppe. Es wird sich herausstellen,
dass das Bild in dieser Hyperebene sogar ein Gitter ist, also von r+s—1 linear
unabhéngigen Vektoren erzeugt wird. Wir erlautern die Situation anhand von
Beispielen kleinen Grades.

BEISPIEL 28.2. Zu quadratfreiem D < 0 und zugehorigem imaginér-qua/-
dratischen Zahlbereich Ap C C (vergleiche Beispiel 25.3) ist die logarithmi-
sche Gesamtabbildung durch

Ap\ {0} — R, (a+bi/|D]) — In (a* + 1*|D]),

gegeben. Der minimale Wert von a® + b? |D| ist 1 und das Bild der logarith-
mischen Abbildung liegt in R>(. Hieran sieht man erneut, dass es in Ap nur
Einheitswurzeln als Einheiten gibt, vergleiche Lemma 27.7.

BEISPIEL 28.3. Zu quadratfreiem D > 2 und zugehorigem reell-quadrati-
schen Zahlbereich Ap mit der Gitterrealisierung

Ap — R% (a+bVD) —s (ngg)

(vergleiche Beispiel 25.4) ist die logarithmische Gesamtabbildung durch

In|a+bvD
Ap\ {0} — R xR, (a+bVD)+— ,
In|a — bV D

gegeben. Diese induziert fiir die Einheiten den Gruppenhomomorphismus

In |a 4+ bvD
Inla —bv/D

wobei das Bild (wegen Lemma 28.1 (2) oder direkt) auf der Gegendiagonalen
landet. Somit liegt ein Gruppenhomomorphismus (AE, : 1) — (R, +,0) vor.
Der Kern besteht aus {1, —1} und das Bild ist eine diskrete Untergruppe von
R. Wir werden gleich sehen, dass das Bild die Form Zv mit v # 0 besitzt.

A — R xR, (a+bV/D) —s

BEISPIEL 28.4. Wir kniipfen an Beispiel 25.5 an, also
R = Z[X]/(X3 —3X + 1).

Unter der logarithmischen Gesamtabbildung wird das Ringelement a + b +
ca? auf
In |a + ba + ca?|
Inja+ b(a? — 2) + c(—a? — a + 4)|
In|a+b(—a? — a+2) + c(a +2)|
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bzw. a + ba + df auf

In|a + ba + df|
Inja+ b8+ d(—a — B)|
Inja+ b(—a — ) + da|
abgebildet. Die Einheiten o bzw. g werden auf
In |
In 5]
In|—a - f

bzw.

In |3
In|—a—

In |af

und diese Vektoren liegen auf der durch = + y + 2 = 0 definierten Ebe-
ne. Die lineare Unabhéngigkeit dieser beiden Vektoren kann man iiber die
Determinante zeigen.

Die numerischen Werte der Nullstellen des Polynoms sind ungefihr
a~ 1,532, f~0,347, v~ —1,879.
Die Determinante der oberen 2 x 2-Untermatrix ist ungefahr
In|o|lnja+ 8] —In(|8])° ~ 0,426-0,631 — (—1.058)>
~ 0,89
# 0.

Die Bilder der beiden Einheiten o und g sind also linear unabhéngig und
daher besteht zwischen den Einheiten selbst in R keine Beziehung der Form

am — /Bn
fir (m,n) # (0,0).
BEMERKUNG 28.5. Zu einem Koérperautomorphismus ¢ der Ordnung k #

1,2 auf einer endlichen Korpererweiterung Q C K mit einer reellen Einbet-
tung K C R und einem Element o € K mit

pla) # *a

sind o und ¢(«) exponentiell unabhéngig, d.h. es besteht keine Relation der
Form

mit (m,n) # (0,0). Aus
p(a) = o
mit einem positiven rationalen Exponenten ¢ = ™ folgt ja
a = o) = ol
woraus sich wegen der reellen Einbettung ¢* = 1 ergibt, was ausgeschlossen
ist. Daher sind auch die Logarithmen der Betrdge von o und ¢(«) linear
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unabhéngig iiber Q. Wenn die Einheitengruppe den Rang 1 besitzt, so muss
bei rein reellen Erweiterungen zwischen den Einheiten o und ¢(«) bis auf
das Vorzeichen eine exponentielle Relation bestehen. Im reell-quadratischen
Fall sind in der Tat fiir eine Einheit a + bv/D wegen

(a4 bVD)(a —bVD) = a> —=b*D = +1
die beiden zueinander konjugierten Elemente auch bis eventuell auf das Vor-

zeichen zueinander invers.

LEMMA 28.6. Es sei R ein Zahlbereich mit der zugehorigen reellen Ge-
samteinbettung

™ R— R xC°
und der Teilmenge
U = {(xl,...,xr;zgﬂ, . ,ZT;S) eR" x C° | |z
sz |z s = 1} :
Dann gibt es eine beschrdnkte Teilmenge T C U mit

U = U T - 7%(u).

ueRX

Beweis. Es sei d = r + 2s der Grad der Korpererweiterung. Nach Lemma
7.14 gehort 7 (u) zu einer Einheit u € R* zu U. Ferner ist U mit kompo-
nentenweiser Multiplikation abgeschlossen in R?. Es seien cy, ..., cq positive
reelle Zahlen mit ¢; = ¢;4; fiir die komplex-konjugierten Stellen und mit

2 S
C = Cp - Cq > (;) VIAK].
Wir betrachten die durch ¢ definierte beschrinkte Teilmenge
A= {(z1,...,2q) ER?| |zj] < ¢ alle j}.

Zu einem Element y = (yi,...,ys) € R? ohne Nulleintrag ist die mit y
multiplizierte Menge gleich

yA = {(nzy, ... yazq) €R? | |z5] < ¢ alle j}
= {(z1,...,20) € R | |z <|y;] ¢; alle j}.

Nach Lemma 10.9 gibt es in R fiir jede vorgegebene Norm bis auf Assozi-
iertheit nur endlich viele Elemente mit dieser Norm. Da als Norm nur ganze
Zahlen auftreten, gilt dies auch fiir die Elemente unterhalb einer fixierten
Norm. Deshalb gibt es von 0 verschiedene Elemente fi,..., f, € R derart,
dass jedes Element ¢ € R mit N(g) < ¢ zu einem der f; assoziiert ist.

Wir betrachten nun

T :=Un (O TR(fi_l)A)
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und behaupten
U= U T - %(u),
u€ERX
wobei die Inklusion D klar ist. Zum Beweis der anderen Inklusion sei y € U.
Wir betrachten y='A. Wegen |y1]---|ys| = 1 gilt, dass das Produkt der
Grenzen in y~' A wieder gleich c ist und damit die eingangs fixierte Bedingung
erfiillt. Nach Korollar 26.3 gibt es ein von 0 verschiedenes f € Rmit 7%(f) €
y LA, sagen wir
) =yl
mit z € A. Da die 7%(f) komponentenweise durch die ¢; beschréinkt sind,
ist der Betrag der Norm von f durch ¢ beschrankt. Daher gibt es ein f; aus
unserer endlichen Auswahlmenge und eine Einheit v mit f = wuf;. Somit ist

y =2 = e

und

e (u) € A

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)
Der folgende Satz heiflt Dirichletscher Einheitensatz.

SATZ 28.7. Es sei R ein Zahlbereich mit r reellen Einbettungen und s Paaren
von komplexen Finbettungen. Dann ist

R>< — ZT+S—1 X U

mit einer endlichen zyklischen Gruppe p.

Beweis. Die logarithmische Gesamtabbildung

L: R* — R"*®



hat nach Lemma 28.1 den Kern

p= p(R)
und das Bild L(R*) ist eine diskrete Untergruppe von

r+s
H = {(vl,...,vr+s) 1> v, :0} c R

j=1
Unter der Faktorisierung

TR

R* T (R) x (C*)° 5 R" x R®
mit { = (In|—|,2In|—]) ist die Menge
U = {(Q}‘l,. o ,SET;ZB+1, R 72713,5) € R" x C*? | |$1|
SN 2% [ Y R AN e 1}

aus Lemma 28.6 das Urbild von H. Die Uberdeckung

mit einer beschréinkten Teilmenge T C U, die es nach Lemma 28.6 gibt,
iibersetzt sich zu

H= (] «T)+L(u).

Da ¢(T) ebenfalls beschrankt ist, folgt aus Aufgabe 28.4, dass die Bildgruppe
L(R*) ein Gitter in H ist.

Es liegt also eine kurze exakte Sequenz
0 — u(R) — R* — L(R*) =271t — 0

vor. Indem man fiir die Standardvektoren rechts Urbilder in R* wéhlt, erhalt
man auch eine Darstellung

R* = p(R) x Z"s1,
O

DEFINITION 28.8. Eine Familie von Einheiten w,...,u,, € R in einem
Zahlbereich R heifit ein System von Fundamentaleinheiten, wenn man jede
Einheit © von R in eindeutiger Weise als

u = Cuyt---upm

mit einer Einheitswurzel ¢ und ganzzahligen Exponenten n; schreiben kann.

BEMERKUNG 28.9. Satz 28.7 besagt insbesondere, dass es Systeme von Fun-
damentaleinheiten gibt, und dass stets

m=r+s—1
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ist, wenn wieder r die Anzahl der reellen und s die Anzahl der Paare von
komplexen Einbettungen bezeichnet. Bei einer Zerlegung
R* = u(R) xZ™

kann man eine Basis von Z™ und insbesondere die Standardbasis als System
von Fundamentaleinheiten nehmen. Man beachte, dass weder die Zerlegung
noch die dazu dquivalente Auswahl von Fundamentaleinheiten in irgendeiner
Form kanonisch ist. Es liegt eine natiirliche Untergruppenbeziehung

n(R) € R”
vor und damit gibt es auch einen natiirlichen Restklassenhomomorphismus
R* — R*/u(R),

und der Satz besagt eben, dass diese Restklassengruppe eine freie kommuta-
tive Gruppe vom Rang r + s — 1 ist, also isomorph zu Z"*~!, es gibt aber
keine natiirliche Identifizierung dieser Restklassengruppe mit Z"™ =1 Aus
einer surjektiven Gesamtabbildung

R* — RX//L(R) i) grts—1

erhélt man eine freie Untergruppe von R*, indem man jedem Element der
Standardbasis rechts ein Urbild aus R* zuordnet und von dieser Abbildung
das Bild nimmt. Dies fiihrt dann zu einer Zerlegung

R* = pu(R) x Z™.
KOROLLAR 28.10. Es sei D eine quadratfreie Zahl und R = Ap der zu-
gehorige quadratische Zahlbereich.

(1) Wenn D positiv ist, so ist die Finheitengruppe isomorph zu {1, —1} x
7.
(2) Wenn D negativ ist, so ist die Einheitengruppe endlich.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 28.7 in Verbindung mit Lemma 27.3.
OJ
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