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Maf3- und Integrationstheorie
Vorlesung 23

Fourierreihen

Unter den periodischen Funktionen spielen die trigonometrischen Funktionen
cosx und sinz bzw. die komplexe Exponentialfunktion e* eine besondere
Rolle, die die Periode 27 haben. Neben diesen enthélt man weitere peri-
odische Funktionen, indem man das Argument z bzw. z durch ganzzahlige
Vielfache nx bzw. nz ersetzt. Diese haben die kleineren Perioden 27”, aber 2w
bleibt eine Periode. Im Rahmen der Fourieranalysis (man spricht auch von
harmonischer Analysis) mochte man periodische Funktionen als Reihen von
trigonometrischen Funktionen darstellen. Eine periodische Funktion mit Pe-
riode T ist vollstandig bestimmt durch ihren Verlauf auf dem Intervall [0, T7[.
Wir arbeiten im Kontext von Hilbertriumen und insbesondere in L*([0, T7),
der Ubergang vom halboffenen zum abgeschlossen Intervall ist fiir diesen
Funktionenraum unerheblich. Besonders wichtig sind die Periodenléngen 1
und 27, wir werden zumeist eine beliebige Periodenlénge T' zulassen und

dann w = 2% setzen.

Die Funktionen e 7™ sind auf [0, 7] quadratintegrierbar, wie sofort aus der
Beschranktheit folgt. Daher sichert Lemma 21.3, dass die folgenden Defini-
tionen sinnvoll sind. Insbesondere kann man sie auf messbare beschriankte
periodische Funktionen und auf stiickweise stetige Funktionen auf [0, 7] an-
wenden.

DEFINITION 23.1. Es sei T > 0 und sei f: R — C eine auf [0,7] quadra-
tintegrierbare T-periodische Funktion. Dann nennt man (zu n € Z)

= i e
den n-ten (komplexen) Fourierkoeffizienten.

Bis auf den Vorfaktor ist dieser Koeffizient gleich dem L?-Skalarprodukt
<f7€2%nt> = fon<t)e_2%ntdt~

DEFINITION 23.2. Es sei T > 0 und sei f: R — C eine auf [0,7] quadra-
tintegrierbare T-periodische Funktion. Dann nennt man (zu n € N bzw.
n € Ny fir die b-Koeffizienten)

T
a, = %/0 f(t) cos (?nt) dt

1



und

b, = %/OTf(t) sin (%Tnt) dt

die n-ten (reellen) Fourierkoeffizienten.

Nur wenn f reellwertig ist sind die Koeffizienten a,, bzw. b, reell, die Koeffi-
zienten c,, sind auch in diesem Fall nicht reell.

LEMMA 23.3. Es sei T > 0 und sei f: R — C eine auf [0,T] quadratinte-
grierbare T'-periodische Funktion. Dann besteht zwischen den reellen und den
komplexen Fourierkoeffizienten von f die Beziehungen

Qo

Co = 2a

Cpn = §(an —iby,),

1
-n — Z\Un ‘bna
c 2(& +iby,)
apg — 200,
n = Cp+ Cop,

b, = (e, — c_p).

Beweis. Unter Verwendung von Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))
(1) ist

1 T _2mi
G = 3 f(t)eT™dt
1 /OT o 27
— f/ ft) (cos (—Tnt) +1isin (—Tnt>)dt
0
— %/Tf(t) cos (—?nt) dt + % /T f(t)sin (—%Tnt) dt
0 0

= %/OTf(t) cos (2%7125) dt — %/OT f(t)sin (?nt) dt.

Bein > 0ist dies %an—k %ibn, bein < 0 muss man zum Negativen iibergehen
und noch einmal Satz 15.10 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) (3) verwenden.
O

LEMMA 23.4. Esser T > 0 und w = ZT’T Dann bildet die Familie

f _ 1 ewin:r
n = ——

VT

zun € Z ein Orthonormalsystem im Hilbertraum L*([0,T], C).



Beweis. Es ist

T
<fm7fn> = fmfndx
0
_ wlmm de
L
1 T
_ T 0 ewimz o—winz 7.
1

T
— T\/O ewl(m nacdl,

Bei m = n ist dies

Bei m # n ist dies

l /T ewi(mfn):pdx — 1 (ewi(mfn)m) |T
T Jo Twi(m —n) 0

1 o
_ wi(m—n) _ 0
27i(m — n) (e <)
1 .
_ : (e2m(m—n) . 60)
27i(m — n)
1
- (1-1
2mi(m — n)( )

= 0.

LEMMA 23.5. EsseiT > 0 und w = 2?” Dann besteht die von den

1 winx
fa 77
zun € Z erzeugte C-Algebra aus allen endlichen Summen ) 1, f,. Diese
Algebra enthdlt mit jeder Funktion auch ihre komplex-konjugierte Funktion
und trennt die Punkte aus [0,T].

Beweis. Wegen
J 1 1

o wimx winr __ wi(m+n)x
Jmfn —F=¢€ : — e )

VT VT T

ist die Familie (bis auf den skalaren Vorfaktor) unter Multiplikation abge-
schlossen. Daher sind die endlichen Linearkombinationen der f, auch mul-
tiplikativ abgeschlossen und bilden eine C-Algebra, der Fall n = 0 sichert,
dass auch die Konstanten dazu gehéren. Wegen

ﬁ - f -n
ist die Algebra auch unter komplexer Konjugation abgeschlossen. Die Tren-
nung ist allein schon durch die Funktion e“* gesichert. O
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Ausdriicke der Form

Z Tnfn _ zn: %ewinz

n
zu einer endlichem Indexmenge nennt man auch trigonometrische Polynome.

. . . N rn winz
Zumeist schreibt man sie als > ' e,
SATZ 23.6. EsseiT > 0 und w = 2% Dann bildet die Familie
]' winx
fn = =

VT

zun € Z ein vollstindiges Orthonormalsystem im Hilbertraum

L*([0,77],C).

Beweis. Die Orthonormalitdtsrelationen wurden in Lemma 23.4 gezeigt.
Nach Lemma 23.5 ist die von den e“'™® erzeugte Algebra punktetrennend
und stimmt mit dem erzeugten Vektorraum iiberein. Nach dem komplexen
Satz von Stone-Weierstrass gibt es zu jeder stetigen Funktion

h: [0,T] — C
und jedem € > 0 ein trigonometrisches Polynom p mit
Ih(z) — p(a)] < ¢
fiir alle . Die entsprechende Approximationseigenschaft gilt dann auch in

der L?>-Norm. Die beschriebene Algebra ist also dicht in C([0,T],C) C
L*([0,T],C). Nach Korollar 20.10 ist die Algebra dann auch dicht in

L*([0,77],C).
0O

Aus Satz 23.6 folgt mit Satz 22.10, dass jede quadratintegrierbare Funktion
f:10,7T] — C
eine konvergente Darstellung
1

) 1 :
f — <fn7 _ewmt> _ewmt

besitzt, die Konvergenz ist dabei im Sinne der L?-Norm zu verstehen. Im
Allgemeinen liegt keine punktweise Konvergenz vor. Es ist

1 wint _ g 1 —wint
<fn,—ﬁe >— /0 f(t)—_Te dt
1 g —wint

1/ [" . . .
f — ZT<A f(t)e_wmtdt) 6wmt — chewmt

nez neL

und somit



5

mit den komplexen Fourierkoeffizienten c¢,. Diese beziehen sich also nicht
unmittelbar auf das Orthonormalsystem, sondern auf eine skalierte Version
davon. Die Darstellung > _, ¢, ™ nennt man die Fourierreihe zu f, auch
wenn iiber Z aufsummiert wird. Man spricht auch von der Fourierentwick-
lung. Die Umformung

E cnewmt _ CO+ 2 (Cnewlnt+c_n€—w1nt)

neZ neN
= ¢o+ Z (cn(coswnt + isinwnt) + c_,(coswnt — isinwnt))
neN
= ¢+ Z ((cn + c—p) coswnt +i(c, — c_y,) sinwnt)
neNL
_ + Z ay, cos wnt + b, sin wnt
2 neNL

unter Verwendung von Lemma 23.3 ergibt die Darstellung mit den reellen
Koeffizienten.

SATZ 23.7. Es sei f: R — C eine periodische stetige und stiickweise stetig
differenzierbare Funktion. Dann konvergiert die Fourierreihe von f gleich-
mdafig und insbesondere punktweise gegen f.

Beweis. Es sei 21 die Periodenlédnge. Die stiickweise existierende Ableitung
von f ist stiickweise stetig und ebenfalls periodisch, daher gibt es eine Fou-

rierentwicklung
f/ — Zdnelnt

nez

Dabei ist
dn _ / f —1tndt
— <f( —1tn| + m/ f —1tn>
2
= 1inc,.
Es ist

Sl = S < 55 (1l 55)

n#0

wobei die Abschétzung rechts summandenweise auf (|d,| — %)2 > 0 beruht.

Nach der Besselschen Abschitzung sind die Betragsquadrate |d,,|> summier-
bar und nach Beispiel 9.12 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)) sind die Qua-
drate der Stammbriiche summierbar und somit sind die Betréige der Fourier-
koeffizienten zu f summierbar. Da die Betrige der Exponentialfunktionen e™
auf [0, 27] durch 1 beschriankt sind, ergibt sich die gleichméflige Konvergenz
aus Satz 16.6 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)). O
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Auch wenn f nur stiickweise stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist,
liegt auf jedem Teilintervall ohne Sprungstellen gleichméflige Konvergenz vor.

Bernoulli-Polynome

Jedes Polynom kann man auf [0, 1] einschrinken und dann 1-periodisch fort-
setzen. Wir wollen verstehen, wie die zugehorigen Fourierreihen aussehen.
Die Bernoulli-Polynome B,,, n € N, bilden eine Familie von normierten Po-
lynomen vom Grad n mit vergleichsweise iibersichtlichen Fourierreihen. Aus
diesen kann man die Fourierreihe zu jedem Polynom linear berechnen.

Bernoulli polynomials

lemlmlmlm Im
o oA WN

-0.051+

0.1+

-0.15¢+

DEFINITION 23.8. Die Bernoulli-Polynome B, fiir n € N sind Polynome
vom Grad n, die rekursiv definiert werden: By ist das konstante Polynom mit
dem Wert 1 und Polynom B,,,; ist durch die beiden Bedingungen festgelegt:
By, 41 ist eine Stammfunktion von (n + 1)B,, und es ist

1
/ By (x)dz = 0.
0

Die ersten Bernoulli-Polynome lauten.
By(t) = 1,
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LEMMA 23.9. Die Identitit auf dem Einheitsintervall (die Sagezahnfunktion )
besitzt die Fourierreihe
1 i sin 27mt
T

n=1

N[ —

Beweis. Mit partieller Integration ist fiir n # 0

1
cn = /te_%mtdt
0

i b
— t€—27rint 1 / e—?wintdt
2mn 0 0 2mn

i
2n’
da der hintere Integrand eine periodische Stammfunktion besitzt. Ferner ist

co = % Somit ist geméafl Lemma 23.3 a,, = ¢, + c¢_, = 0 und

i i 1
n = e =) 1(27m 27r(—n)) ™m

Die Fourierreihe ist also

1 I orine 1 = sin (27nt)
2 + HZ#O 2’ N T ; n '

DO | —



O

SATZ 23.10. Die Bernoulli-Polynome besitzen auf dem Finheitsintervall die
folgenden Darstellungen als Fourierreihen.

Boi(t) = 2 (=1)*! ((227:“))2!,6 Zl cos g;mt)

im geraden Fall (k > 1) und

B o (2k + 1) X sin (27nt)
Bopyi(t) = 2 (=1) (27 )2k+1 Z n2k+1
n=1

1m ungeraden Fall.

Beweis. Esseien Fyp bzw. Fyy o1 die rechten Seiten der Gleichung. Wir zeigen,
dass diese die gleichen Rekursionen wie die Bernoulli-Polynome erfiillen und
daher mit diesen iibereinstimmen miissen. Zunéchst ist

1 < sin (27nt) 1 <= sin (27nt) 1
Fi) =2 (-1)=) ——~ = =N _ ¢y — = Bt
1(®) ( )27r ; n T ; n 2 1®)
nach Lemma 23.9. Es ist
/
B w1 (2K)! [ = cos (27nt)
Fy = 2-(-1) (272 Z n2k
n=1
B L (2K — 1)1 N sin (27nt)
= 2-(=1) (27)2k—1 Z n2k—1
n=1
= (2]€)F2k_1.
und
(o] . /
B wq (2k + 1)! sin (27nt)
F2/k+1 = 2-(-1) (27)2k+1 Z n2k+1
n=1
B o1 (2K + 1)1 K cos (2mnt)
= 2-(-1) (2)2F Z n2k
n=1
= (2k+1)Fy.
Ferner ist F5(0) = For(1) und For1(0) = Fory1(1) = 0, woraus die Nor-
mierungseigenschaft iiber das Integral folgt. U

KOROLLAR 23.11. Es ist
n2 6

n=1

Beweis. Satz 23.10 fiir k = 1 besagt

1 1 <= cos (2mnt
By(t) = t* —t+= = _Zﬁ

)
6 2



wobei Konvergenz im Sinne der L2-Norm vorliegt. Wegen

By(0) = By(1)
kann man Satz 23.7 anwenden, die Konvergenz liegt also auch punktweise
vor. Fiir ¢ = 0 ergibt dies

n=1
also
oo
Z : T
— = —
n
n=1 6
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