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Biindel, Garben und Kohomologie

Arbeitsblatt 27

AUFGABE 27.1. Es sei A = R[X] iiber einem kommutativen Ring R. Be-
stimme den Cech-Komplex zur Strukturgarbe und zur einelementigen Uber-
deckung bestehend aus D(X) der punktierten Geraden. Welche Homologie
ergibt sich dabei?

AUFGABE 27.2. Es sei A = R[X,Y] iiber einem kommutativen Ring R. Be-
stimme den Cech-Komplex zur Strukturgarbe und zur Standardiiberdeckung
der punktierten Ebene zu den Monomen

(1) X?Y3,

(2) X5y —4.

(3) X3y S,

Welche Homologien ergeben sich jeweils dabei?

AUFGABE 27.3. Es sei A = R[X,Y, 7] iiber einem kommutativen Ring
R. Bestimme den Cech-Komplex zur Strukturgarbe und zur Standardiiber-
deckung des punktierten Raumes zum Monom X3Y ~2Z7. Welche Homologien
ergeben sich dabei?

AUFGABE 27.4. Es sei A = R[X,Y,Z] iiber einem kommutativen Ring
R. Bestimme den Cech-Komplex zur Strukturgarbe und zur Standardiiber-
deckung des punktierten Raumes zum Monom X —5Y Z~%. Welche Homolo-
gien ergeben sich dabei?

AUFGABE 27.5. Es sei A = R[X,Y, Z W] iiber einem kommutativen Ring
R. Bestimme den Cech-Komplex zur Strukturgarbe und zur Standardiiber-
deckung des punktierten Raumes zum Monom X —3Y Z3W ~2. Welche Homo-
logien ergeben sich dabei?

AUFGABE 27.6. Es sei K[X7, ..., X4| der Polynomring iiber einem Korper K
und H der von allen Monomen X" in den Variablen X, ..., Xy mit v; < —1
fiir alle j erzeugte K-Vektorraum, also

H = K(X" - X" v < —1).
Definiere eine natiirliche K[X7, ..., Xy4-Modulstruktur auf H.
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AUFGABE 27.7. Es sei K[Y1,...,Yy| der Polynomring iiber einem Kérper K
und H der von allen Monomen X" in den Variablen Xj, ..., Xy mit v; < —1
fiir alle j erzeugte K-Vektorraum, also

H = K{X[! ---Xd”d, v; < —1).
Zeige, dass durch
K[Yi,...,Yy — H Y +— X (le1),

ein K-Isomorphismus von K-Vektorrdumen gegeben ist.

AUFGABE 27.8. Es sei K[Y7,...,Yy] der Polynomring iiber einem Kérper K
der Charakteristik 0 und H der von allen Monomen X" in den Variablen
Xy, ..., Xgmit v; < —1 fiir alle j erzeugte K-Vektorraum, also

H = K(Xi’l...Xd’jd’ v; < _1>.
Zeige, dass durch
0: K[Y,...,Yy — H, Y* — pl X~ LLenl)

ein K-Isomorphismus von K-Vektorrdumen gegeben ist.

AUFGABE 27.9. Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und es seien
K[Xy,...,Xq], K[Y1,...,Yy] und K[Dy,..., Dy Polynomringe in d Varia-
blen. Es sei H der in Aufgabe 27.6 beschriebene K-Vektorraum mit der
natiirlichen K[Xy,..., Xy]-Modulstruktur. Der Polynomring K[Dy, ..., Dg]
wirke auf dem Polynomring K Y7, ..., Y,] dadurch, dass die D; die Wirkungs-
weise der i-ten partiellen Ableitung iibernehmen, also D; = 0; = BiYi' Zeige,
dass mit der Zuordnung D; — X; und der Zuordnung 6: K[Yi,...,Y;] - H
aus Aufgabe 27.8 ein Modulisomorphismus vorliegt.

Fiir die folgende Aufgabe beachte man, dass in ihr im glatten Fall wegen
Korollar 19.12 die Dimension des Raumes der globalen Differentialformen
ausgerechnet wird.

AUFGABE 27.10. Essei C' = V. (f) C P% eine ebene projektive Kurve iiber
einem Korper K vom Grad d. Zeige unter Verwendung der langen exakten

Kohomologiesequenz zur kurzen exakten Garbensequenz (vergleiche Aufgabe
13.23)

0 — Op (—3) L Opa (d— 3) — Oc(d —3) — 0
auf der projektiven Ebene und Satz 27.4, dass die Dimension von
H°(C, Oc(d — 3))

(d-1)(d-2) .

gleich 5 ist.



Fiir die beiden folgenden Aufgaben vergleiche Satz 22.12.

AUFGABE 27.11. Berechne den Cech-Komplex zur Einheitengarbe Op zur
K

affinen Standardﬁberdeokqng auf der projektiven Geraden Pl iiber einem
Korper K sowie die erste Cech-Kohomologie H'(D4(X), D (Y), Oy, ).
K

AUFGABE 27.12. Berechne den Cech-Komplex zur Einheitengarbe Op, zur
K

affinen Standardﬁberdgckung auf der projektiven Ebene P iiber einem Kor-
per K sowie die erste Cech-Kohomologie H'(D(X), D.(Y), D, (Z), Oy ).
K

AUFGABE 27.13. Es sei R ein kommutativer Ring und M;, i € N, seien
R-Moduln mit fixierten R-Modulhomomorphismen
0t My — M.
Die Sequenz
oo — My — My —> Miig — My — ...
heiflt exakt, wenn fur alle ¢ gilt, dass Kern (p;) = Bild (p;_;) ist.

(1) Zeige, dass diese Definition im Falle einer kurzen exakten Sequenz
mit der Definition . {ibereinstimmt.

(2) Sei nun R = K ein Korper, die M; seien endlich erzeugt, My = 0
und alle M; = 0 fiir 7 > n fiir ein gewisses n. Zeige, dass

n

> (=1)'dimg M; = 0.

=0

AUFGABE 27.14. Berechne die Euler-Charakteristik fiir die getwisteten
Strukturgarben Opa (n) auf dem projektiven Raum ]P’f( iiber einem algebra-
. K

isch abgeschlossenen Kérper K.






Abbildungsverzeichnis

Erlduterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz.

Lizenzerkldarung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt.



