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Elliptische Kurven

Vorlesung 21

Die Hohenfunktion auf dem projektiven Raum

Im projektiven Raum iiber einem Korper ist jeder Punkt gleichberechtigt,
es gibt stets einen Automorphismus, der den einen Punkt in einen anderen
Punkt iiberfiihrt. Im projektiven Raum iiber Q unterscheiden sich aber den-
noch die Punkte hinsichtlich ihrer arithmetischen Eigenschaften oder arith-
metischen Komplexitét. Da ist zum einen die Frage, {iber welchem Korper ein
Punkt definiert werden kann. Da es nur endlich viele Koordinaten gibt und
diese algebraische Zahlen sind, gehort jeder Punkt P = (zg, x1, ..., Tp) €
Pm (@) bereits zu P € P"(K) fiir eine endliche Erweiterung Q C K, bei-
spielsweise kann man

K = Q(zo,z1,...,Tm)

nehmen, was aber im Allgemeinen nicht der Korper von minimalen Grad
sein muss, man denke an (\/5, V2, ..., \/5), der bereits iiber Q definiert
ist. Natiirlich gibt es im projektiven Raum unendlich viele Punkte mit ratio-
nalen Koordinaten. Daher erhebt sich die Frage, wie man bei einem fixier-
ten Zahlkorper die Punkte sinnvoll in zunehmend groflere endliche Teilmen-
gen anordnen kann. Es bezeichnet |—| , v € Mg, die Standardbetrége eines
Zahlkorpers K.

DEFINITION 21.1. Es sei K ein Zahlkorper und sei P € P} ein K-Punkt

mit den homogenen Koordinaten P = (xq, 1, ..., ;). Dann versteht man
unter der Hohe (iiber K) von P die reelle Zahl
HK(P> = H maX{|xU|ZU7|x1|2v7"'7|xm‘gu}
vEMK
= I max{lizollo. lz1llu:- -, llzmlle}-
UEMK

Dieser Ausdruck existiert, da bis auf endlich viele Ausnahmen zu jedem nicht-
archimedischen Betrag der Faktor gleich 1 ist. Durch die Potenz mit dem lo-
kalen Grad n, als Exponenten wird aus dem Standardbetrag der natiirliche
Betrag, siehe Bemerkung 20.8.

BEISPIEL 21.2. Betrachten wir den rationalen Punkt (8, £, ) € P. Wir
miissen fiir die verschiedenen Betrige das Maximum bestimmen und die Er-
gebnisse miteinander multiplizieren. Fiir den archimedischen Betrag |—|; hat
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man direkt 8, gehen wir also die Primzahlen durch. Dabei wird das Maxi-
mum des Betrages im Minimum der zugehorigen Bewertungsordnung ange-
nommen. Die 2 kommt in der mittleren Koordinate mit Ordnung —1 vor, was
zum maximalen 2-Betrag 2! = 2 fiihrt. Die 3 kommt in der dritten Koordi-
nate mit Ordnung —2 vor, was zum maximalen 3-Betrag 32 = 9 fiihrt. Die 5
kommt in der dritten Koordinate mit Ordnung —1 vor, was zum maximalen
5-Betrag 5' = 5 fiihrt. Die 7 kommt in der zweiten Koordinate mit Ordnung
1 vor, was fiir diese Komponente zum 7-Betrag 7! fiihrt, der aber irrelevant
ist, da ja das Maximum mit 1 genommen wird. SchliefSlich kommt die 13 in
der zweiten Koordinate mit Ordnung —1 vor, was zum maximalen 13-Betrag
13 fiihrt, die anderen Betrdge haben den Wert 1. Die Hohe des Punktes ist
somit

8-2-9-5-13.

BEISPIEL 21.3. In P*(Q) besitzen die Punkte (1,0),(0,1),(1,1),(1,—1) die
Hohe 1. Wir beschranken uns nun auf Punkte der Form (x,1) mit

(51 A
_ (%1 @ pl o pk

r = :lzpl ...pn” - — Q41 —any,
k1 . .pn

und o; € Z (n > 1, die Exponenten seien bis zum k-ten Term positiv,
danach negativ). Ein solcher Punkt hat die Hohe

Ho(P) = max{|z|, 1} - max{p;*, 1} ---max{p, ", 1}

max{|z|, 1} - pkakﬂ"'p; )

wobel alle Faktoren > 1 sind. Das hintere Produkt ist einfach der Nenner der
rationalen Zahl z, die Hohe ist nach Aufgabe 21.2 eine natiirliche Zahl. Be-
stimmen wir die Punkte (z,1), deren Hohe gleich 2 ist. Thre z-Koordinate ist
+2 oder :I:%. Die Punkte der Hohe 3 haben die x-Koordinate +3, :I:%, :I:%, :I:%.
Die Punkte der Hohe 4 haben die z-Koordinate 44, i%, :I:%, :I:%. Die Punkte
der Hohe 5 haben die z-Koordinate £5, £1,+2, +3 +3 42 +3 42 etc.

LEMMA 21.4. Es sei K ein Zahlkérper und P der projektive Raum iiber K.
Dann ist die Hohe eine wohldefinierte Funktion

Hy: P"(K) — Rsy, P— Hy(P).

Beweis. Es sei P = (zg, 21, ..., Ty) und ¢ € K*. Aufgrund der Multipli-
kativitat der Betrage ist
lcail, = lel, [zl

fiir jeden Betrag v € Mp. Das iibertréigt sich auf die Maxima und auf die
Potenzen derart, dass zwischen der mittels (xg, x1, ..., ;) und der mittels
(cxo, cxy, ..., cTy) berechneten Hohe der Faktor [, ¢ besteht. Dieser ist
aber nach Satz Anhang 4.3 gleich 1. Da wir eine Koordinate gleich 1 setzen
konnen, und die 1 unter sémtlichen Betrdagen aus My den Wert 1 besitzt, ist
das Maximum jeweils > 1 und daher ist die Hohe > 1. O
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me endliche Korpererwei-

LEMMA 21.5. Es sei K ein Zahlkorper, K el
C ). Dann gilt fir die Héhen

terung vom Grad d und sei P € P™(K)
die Beziehung

C L
P (L
Hp(P) = Hg(P)"

Beweis. Es sei
P = (zg, 21, ..., ) € K™ C LM

Dann gilt fiir einen Betrag w € M), die Einschrédnkung |z|, = |z|, mit
einem Betrag v € My und unter Verwendung von Satz Anhang 4.2 ergibt
sich

Hp(P)
= H max{|$o|zw , |ZE1|Zf“ e |$m|Zw}
weMp,

— H H max{|zol,” , [1] ..., [Tmly }

vEMy weMj, iiber v
nw}

- H H max{ |zl
= H max{ H o]0 H EZR S H Tl }

Nw Nw

|x1 ) ’xm

vEM K weMy, iiber v

vEME weM, iiber v w€e My, iiber v weM, iiber v
_ H maX{|x0|UZwEML iiber v "'w |.T1|UZMEIML iiber v "'w |xm‘vszML ﬁbervnw}
s yee ey
vEME
= H max{ |z, a1 )", )}
’UGMK
= Hg(P)
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Die im vorstehenden Lemma ausgedriickte Abhéngigkeit vom Korper wird
durch die folgende Definition iiberwunden.

DEFINITION 21.6. Es sei P € P™(Q) und sei K ein Zahlkorper, iiber den
der Punkt P definiert ist. Dann nennt man

H(P) = HK(P)W = egradg¥ HK<P)
die absolute Hohe von P.

Wegen Lemma 21.5 und der Gradformel gilt fiir eine Korperkette Q@ C K C
L und einen Punkt P € P™(K)

H(P) — HK<P)1/grad@K
(P)gradK L/(gradg K)(grad L)
)gradK L) 1/(gradQ K)(gradg L)

-

k(P
— (P)l/grad@
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also ist die absolute Hohe in der Tat unabhéngig vom Koérper. Zur Berech-
nung der absoluten Hohe eines Punktes P € P2 wihlt man eine beliebige

endliche Korpererweiterung Q C K, iiber den der Punkt definiert ist, und
bestimmt

1
H(P) =[] max{|zol}”, |za}" ..., [z} } 0k
veEMK N
v
_ H max{|aj0 gradQK ‘xl gr'deK ‘xm gradQK}.
vEMpg

BEISPIEL 21.7. Wir betrachten in P'(Q[+/2]) den Punkt (+/2,1). Der Grad
der Korpererweiterung Q C Q[v/2]) ist d. Fiir einen Betrag |—|, auf Q[+/2]
oberhalb des archimedischen Absolutbetrages ist |2|, = 2 und das ist auch
die absolute Hoéhe (die man ja in diesem Fall direkt iiber Q ausrechnen kann).
Die absolute Hohe von (v/2,1) ist /2 wegen der Potenzierungseigenschaft,
siche Lemma 21.8 (1). Ohne Gradbeschréinkung gibt es also unendlich viele
Punkte in IE% mit einer absoluten Hohe < 2.

LEMMA 21.8. Die absolute Hohe besitzt auf
8 _ Al 1
Q= A@ c Pg
es wird also v € Q als (x,1) € PL aufgefasst) folgende Eigenschaften.
ird al Q al 1 IP’%D lgende E h

(1) Esist H(z*) =

(2) Esist H(zy) < H(z)H(y).
(3) Esist H(x +y) <

(4) Esist H(z) = H(x™") fiirx # 0.

Beweis. Die Elemente seien jeweils aus einem Zahlkérper K mit der Stan-
dardbetragsmenge M.

(1) Man macht fiir jeden Betrag v € Mj die Fallunterscheidung, ob
zf, = 1

N/ gradg K

I

ist oder nicht. Dies gilt dann auch fiir |xk‘v und fiir ‘x
woraus die Aussage folgt.

(2) Es sei v ein Betrag. Bei max{|z|)", 1}, max{|y|'",1} > 1 ist die
Aussage klar, ebenso wenn die beiden v-Faktoren < 1 sind. Sei also

||l > 1 > |y|”. Dann ist
max{|zy|*,1} = max{|z|]"|y[", 1}
< max{faf 1}
= |z’

el - max{ly[," 1}
= max{|z[,", 1} - max{]y[,", 1}.
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(3) Dies folgt durch eine Fallunterscheidung fiir die archimedischen und
die nichtarchimedischen Betrége. Fiir die archimedischen Betrige
verwendet man die Subadditivitéit des Potenzierens mit dem Expo-

nenten
Ny <1
o= ——- .
gradg K —
Eine Fallunterscheidung entlang dem Vergleich zu 1 ergibt

max{le +y[7,1} < max{|2]® + [yl 1}
< max{jal®, 1} + max{lyl® , 1}.

(4) Wir vergleichen die Hohe beziiglich K. Nach Satz Anhang 4.3 ist

U= 1kl = II telr- IT l=l
v

v, |z|,>1 v, |z], <1

Somit ist

Hy(a) = [[maxlal, 1}
= I =l

,U, |:ll|’l)>1

Der Schrankensatz

LEMMA 21.9. Es sei P = a,T% + -+ a,T + ag € Q[T] ein Polynom vom
Grad d mit einer Faktorzerlegung

P = ay(T —x1) - (T — )
mit T; € Q. Dann gelten fiir die absolute Hohe die Abschitzungen

d d
2 [ H(xj) < Hlao, ... aq) < 27" [] H(=).
j=1

j=1
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Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Der folgende Satz besagt, dass man mit Hilfe der absoluten Hohe und dem
Grad der Korpererweiterung endliche Punktmengen beschreiben kann.

SATZ 21.10. Zu jeder vorgegebenen Gradschranke d € N, und jeder Hohen-
schranke S € R st die Menge

{P e P (Q) | P besitzt Koordinaten in K und grady K < d und H(P) < S}
endlich.

Beweis. Wir miissen nur Punkte der Form (x,1) betrachten. Es seien die
Schranken d und S fixiert und sei (z, 1) unterhalb der Schranke. D.h. dass x
in einer Korpererweiterung Q C K liegt, deren Grad < d ist, und H(z) < S.
Essei P = T+ ac 7'+ -+ a;T + ap € Q[T] das Minimalpolynom
zu x, dessen Grad e < d sei. Es liegt dann in Q die Faktorzerlegung (mit
T = )
P=(T-x)(T—x) (T —z)

vor. Nach Aufgabe 21.14 stimmt die Hohe der z; mit der Hohe von z {iberein.
Nach Lemma 21.9 ist

H(ag, ... ac1,1) < 27 [[ H(z;) = 27 H(x)® < (29)"
j=1
Nach Aufgabe 21.13 unterbieten nur endlich viele Q-rationale Punkte (ao,
...,Ge_1,1) eine vorgegebene Hohenschranke. Somit kommen nur endlich

viele Polynome als Minimalpolynome in Frage und diese haben jeweils nur
endlich viele Nullstellen. U

Der Satz gilt auch fiir hoherdimensionale projektive Rédume.
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