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1 Kongruensseista

1.1 Eulerin-Fermat’n lause

Maaritelma Joukko {ry,rs,...,r,} on taydellinen jadnndssysteemi modulo m, jos

r; Zr; (mod m) aina, kun i # j.

Esimerkki 1.1.1 Joukot {0,1,...,m—1}ja {1,2,...,m} ovat tdydellisid jadnndssys-

teemeja modulo m.

Lause 1.1.1 Olkoon {ry,7q,...,rm} taydellinen jiinndssysteemi modulo m, olkoon a

sellainen kokonaisluku, ettd (a,m) =1, ja olkoon b mikd tahansa kokonaisluku. Silloin
{ary +b,ars +b, ..., ar, + b}

on tdaydellinen jaannossysteemi modulo m.

Todistus Joukossa {ar;+b,ars+0, ..., ar, +0b} on m alkiota, joten riittda todistaa,
etta sen alkiot ovat pareittain epakongruentteja modulo m. Tehdaan vastaoletus, etta

on olemassa sellaiset i ja j (i # j), ettd
ar; +b=ar; +b (mod m).

Silloin ar; = ar; (mod m). Koska (a,m) = 1, niin algebran monisteen lauseen 1.8.4
mukaan 7; = r; (mod m). T&mé& on ristiriidassa sen kanssa, ettd {ry,72,...,7,} on

taydellinen jaannossysteemi modulo m. Siis vastaoletus on véaara. O
Maaritelma Fulerin funktio ¢ maaritellaan kaavalla

dn)=Hr: 1<r<n,(r,n)=1}, ne Z".
Huomautus Funktio ¢ toteuttaa muun muassa kaavan
1
p(n)=n]]|1--].
pln p
Erityisesti ¢(p*) = p* — p*~!, kun p on alkuluku ja k € Z™.

Maaritelma Joukko {ry,ra, ..., 74um)} on supistettu jidnnossysteemi modulo m, jos
1) (r;,m)=1,kuni=1,2,...,¢(m),
2) r; #r; (mod m), kun i # j.



Esimerkki 1.1.2 Joukot {r: 0 <r<m—1,(rym)=1}ja{r: 1 <r<m,(r,m)=

1} ovat supistettuja jadnnossysteemeji modulo m.

Huomautus Supistetun jaannossysteemin modulo m kasite on analoginen algebran

kasitteen alkuluokkaryhma modulo m kanssa.

Lause 1.1.2 Olkoon {ry,ra, ... ,T¢m)} supistettu jiainndssysteemi modulo m, ja olkoon

a sellainen kokonaisluku, ettd (a,m) = 1. Silloin

{ari,ary, ... argm)}

on supistettu jaannossysteems modulo m.

Todistus Joukossa {ari,ars, ..., arym)} on ¢(m) alkiota, joten riittéd todistaa, ettd
supistetun jaannossysteemin maaritelman kohdat 1 ja 2 ovat voimassa.

Kohta 1. Tehddan vastaoletus, ettd on olemassa sellainen i € {1,2,...,¢(m)}, ettd
(ar;;m) > 1. Siis on olemassa sellainen alkuluku p, ettd plar; ja p|m. Siis pla ja
plm, tai p|r; ja plm. Jos pla ja p|m, niin (a,m) > 1, mikd on ristiriidassa oletuksen
(a,m) = 1 kanssa. Jos taas p|r; ja p|m, niin (r;,m) > 1. Siis {r,rs,...,7¢m)} €
ole supistettu jaannossysteemi modulo m, mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. Nain
ollen vastaoletus on vééré, joten (ar;,m) = 1 aina, kun i = 1,2,...,¢(m).

Kohta 2. Tehdéén vastaoletus, ettd on olemassa sellaiset i ja j (i # j), ettd ar; = ar;
(mod m). Koska (a,m) = 1, niin algebran monisteen lauseen 1.8.4 mukaan r;, =
r; (mod m). Té&mé on ristiriidassa sen kanssa, ettd {ri,rs,...,74um)} on supistettu

jadnnossysteemi modulo m. Siis vastaoletus on védrin eli ar; # ar; (mod m), kun
i# 7.0
Lause 1.1.3 (Eulerin-Fermat’n lause) Jos (a,m) =1, niin
a®™ =1 (mod m).
Todistus Merkitaan
R={ri,ry....19m} ={r: 0<r<m—1,(r,m) =1}
ja
aR = {ary,ary, ..., argm)}
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Silloin joukot R ja aR ovat supistettuja jaannossysteemejia modulo m. Lisaksi jokaista
lukua ar; € aR kohti on olemassa sellainen yksikasitteinen luku r; € R, etta r; =
(ar;) mod m. Siis jokaista lukua ar; € aR kohti on olemassa sellainen yksikésitteinen
luku r; € R, etté r; = ar; (mod m). Néin ollen

ariary -« Arg(m) = 12+ - Tem) (mod m)

eli

a® ™y - “Tg(m) = T1T2* To(m) (mod m).
Koska (1173« - * Tg(m), m) = 1, niin supistamalla saamme, etti a®™ =1 (mod m). O
Seuraus 1.1.1 (Fermat’n pieni lause) Jos p on alkuluku ja p | a, niin
a’ ' =1 (mod p).
Todistus Seuraus saadaan lauseesta 1.1.3, koska ¢(p) = p — 1.

Seuraus 1.1.2 Jos p on alkuluku, niin
a’ = a (mod p).

Todistus Jaetaan tarkastelu kahteen osaan: pla, p J a. Jos pla, niin a =0 (mod p) ja
a? =0 (mod p), joten a”? = a (mod p). Jos p | a, niin Fermat’n pienen lauseen mukaan
a?~' =1 (mod p). Kertomalla kongruenssi puolittain luvulla a saadaan haluttu tulos.
O

Huomautus Tarkastellaan kongruenssia ax = b (mod m), missd (a,m) = 1. Ker-
tomalla kongruenssi puolittain luvulla a®™~! saadaan a®™'az = a®™~1'b (mod m).

Eulerin-Fermat'n lauseen perusteella saadaan ratkaisuksi
z = a®™71h (mod m).
Erityisesti jos p on alkuluku ja p [ @, niin kongruenssin ax = b (mod p) ratkaisu on

= a’?b (mod p).

Esimerkki 1.1.3 Koska ¢(10) = 4 (totea!), niin kongruenssin 3z = 7 (mod 10)
ratkaisu on
z = 3%10-17 =337 = 9 (mod 10).

Esimerkki 1.1.4 Fermat’n pienen lauseen perusteella 3'® = 1 (mod 11). Naiin ollen
3201 = (319293 = 3 (mod 11). Siis 3*** mod 11 = 3.



1.2 Wilsonin lause

Maaritelma Olkoon (a,m) = 1. Silloin kongruenssin ax = 1 (mod m) ratkaisua x

sanotaan luvun a kddanteisluvuksi modulo m. Merkitain ¢ = a~".

Huomautus Kun (a,m) = 1, niin luvun a kédénteisluku modulo m on olemassa ja on

yksikésitteinen modulo m. (Ks. algebran monisteen lause 1.11.1.)

Huomautus Kaanteisluvun modulo m kasite on analoginen kaanteisalkion kasitteen

kanssa alkuluokkaryhmassa modulo m.

Huomautus Kun (a,m) = 1, niin kongruenssin ax = b (mod m) ratkaisu on z = a™'b
(mod m). (Toteal)

Esimerkki 1.2.1 Luku 9 on luvun 7 kdénteisluku modulo 31, silld 7-9 = 1 (mod 31).

Huomaa, etta vastaavasti luku 7 on luvun 9 kaanteisluku modulo 31.

Esimerkki 1.2.2 Kongruenssin 7z = 22 (mod 31) ratkaisu on

r=9-22=198=12 (mod 31).

Huomautus Kun p on alkuluku ja p [ a, niin Fermat’'n pienen lauseen perusteella

luku @?~2 on luvun a kidnteisluku modulo p. (Toteal!)

Lause 1.2.1 Olkoon p alkuluku. Silloin luku a on itsensa kadnteisluku modulo p, jos

ja vain jos a =1 (mod p) tai a = —1 (mod p).

Todistus Jos a = 1 (mod p) tai a = —1 (mod p), niin a> = 1 (mod p). Siis a on
itsensa kaanteisluku modulo p.

Jos a on itsensi kadnteisluku modulo p, niin a? = 1 (mod p). Siis p|(a® — 1). Koska
a*—1=(a—1)(a+1), niin p|(a—1) tai p|(a+1). Niin ollen a = 1 (mod p) taia = —1
(mod p). O

Lause 1.2.2 (Wilsonin lause) Jos p on alkuluku, niin (p — 1)! = —1 (mod p).



Todistus Lause on selvésti voimassa, kun p = 2 tai p = 3 (toteal!). Oletetaan, ettd p on
lukua 3 suurempi alkuluku. Olkoon a € {2,3,...,p—2}. Koska (a,p) = 1, niin luvulla
a on kaanteisluku modulo p. Lauseen 1.2.1 mukaan luvun a kaanteisluku modulo p on
erisuuri kuin luku a itse. Siis luvut 2,3, ..., p — 2 voidaan jakaa erillisiin pareihin niin,
ettd jokaisen parin tulo on = 1 (mod p). Kertomalla ndmé parit keskenédén saadaan,
etta

2:3---(p—2)=1 (mod p).

Koska (p — 1) = —1 (mod p), niin
2:3--(p—2)(p—1) = -1 (mod p)
eli (p—1)!'=—1 (mod p). O

Huomautus Wilsonin lauseen tulos pitdd paikkansa myos kddntéen (ks. lause 1.2.3).

Siis sita voi kayttaa alkulukutestina.

Lause 1.2.3 Josn on sellainen positiivinen kokonaisluku, ettd (n—1)! = —1 (mod n),

nitn n on alkuluku.

Todistus Oletetaan, ettd (n — 1)! = —1 (mod n), ja viitetdén, ettd n on alkuluku.
Tehdédan vastaoletus, etta n on yhdistetty luku. Siis n = ab, missd 1 < a,b < n. Nain
ollen a|(n — 1)!. Koska (n — 1)! = —1 (mod n), niin n|((n — 1)! 4+ 1). Nyt koska a|n,
niin a|((n — 1)!+1). Siis a|(n — 1)! ja a|((n — 1)!+ 1), joten a|((n — 1)! +1— (n—1)!)

eli a1, mikd on mahdotonta, koska a > 1. Niin ollen vastaoletus on védra. O

Esimerkki 1.2.3 Koska (6 —1)! =120=0# —1 (mod 6), niin 6 ei ole alkuluku.

1.3 Kiinalainen jaannoslause

Lause 1.3.1 Olkoot my,ms,...,m, (> 2) pareittain suhteellisia alkulukuja. Silloin

kongruenssiryhmalld
r = a; (mod my),
r = ay (mod my),
r = a, (mod m,)
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on yksikasitteinen ratkaisu modulo M = myms - - - m,.

Todistus Jaetaan todistus kahteen osaan: konstruoidaan ratkaisu ja todistetaan
ratkaisun yksikésitteisyys. Konstruoidaan ensin ratkaisu. Merkitdan My = M/my, =
Mmimsa -+ - Mp_1Mpy1 - --m,. Koska luvut mq,mo, ..., m, ovat pareittain suhteellisia
alkulukuja, niin (Mg, my) = 1. Néin ollen luvulla M} on kddnteisluku modulo my.

Merkitaan kdanteislukua symbolilla yg, jolloin My, =1 (mod my,).

Todistetaan nyt, etta kongruenssiryhman ratkaisu on
r = a1 My, + aoMsys + - - - + a,. M.y,

Koska my|M;, kun j # k, niin M; = 0 (mod my), kun j # k. Néin ollen z =
ar My, (mod my). Koska My, = 1 (mod my), niin z = a; (mod my). Siis x on
kongruenssiryhman ratkaisu.

Todistetaan, etta ratkaisu on yksikasitteinen modulo M. Olkoot xg ja x; kaksi kon-
gruenssiryhméan ratkaisua. Silloin jokaista lukua & = 1,2,...,r kohti g = 21 = ay
(mod my), joten jokaista lukua k = 1,2, ..., r kohti my|(zo—z1). Néin ollen M |(xo—x1)
eli g = x1 (mod M). O

Esimerkki 1.3.1 Ratkaistaan kongruenssiryhma

r = 1 (mod 3),
r = 2 (mod 5),
xr = 3 (mod?7).

Koska luvut 3,5,7 ovat pareittain suhteellisia alkulukuja, niin kiinalaisen jaannoslau-
seen mukaan kongruenssiryhmalla on yksikasitteinen ratkaisu modulo 3 -5 -7 eli mod-
ulo 105. Sovelletaan kiinalaisen jaannoslauseen todistusta. Silloin M =3-5-7 = 105,
M, =105/3 = 35, My = 105/5 = 21, M3 = 105/7 = 15. Lukujen M, on kaanteisluvut
yr modulo my toteuttavat ehdot 35y; = 1 (mod 3), 21y, = 1 (mod 5), 15y; = 1
(mod 7). Nain ollen y; = 2 (mod 3), y» = 1 (mod 5), y3 = 1 (mod 7). (Toteal)
Siis

r=1-35-2+2-21-14+3-15-1= 157 =52 (mod 105).



1.4 Polynomikongruensseista

Tarkastellaan polynomikongruenssin f(z) = 0 (mod m) ratkaisemista, missd m =

pitps? - - - pin. Kirjoitetaan se kongruenssiryhméné
f(z) =0 (mod pj*), i =1,2,...,n,
jaratkaistaan ryhman jokainen kongruenssi. Lopuksi sovelletaan kiinalaista jaannoslausetta.
Esimerkki 1.4.1 Kongruenssin
22° + 72 —4 =0 (mod 200)
ratkaiseminen palautuu kongruenssiryhman

22 4+ Tx — 4 0 (mod 8),
22° +Tx —4 = 0 (mod 25)

ratkaisemiseksi, silld 200 = 23 - 52. Lauseen 1.4.1 periaatteella voidaan todistaa, ettd

tama palautuu kongruenssiryhméan

r = 4 (mod 8),
r = 16 (mod 25)

ratkaisemiseksi. Kiinalaisen jaannoslauseen periaatteella saadaan ratkaisuksi x = 116
(mod 200). (Toteal)

Kongruenssi

f(x) =0 (mod p%)
ratkaistaan niin sanotulla nostoperiaatteella. Ensiksi kongruenssi f(z) = 0 (mod p)
ratkaistaan kokeilemalla. Oletetaan sitten, ettd kongruenssin f(z) = 0 (mod p*)

ratkaisut tunnetaan. Silloin kongruenssin f(x) = 0 (mod p**!) ratkaisut saadaan seu-

raavan lauseen avulla.

Lause 1.4.1 Olkoon f(z) kokonaislukukertoiminen polynomi, p alkuluku ja k (> 1)

kokonaisluku. Silloin xx 1 on kongruenssin
f(z) =0 (mod pF+h) (1.4.1)

10



ratkaisu, jos ja vain jos Ty, = xi + tp*, missd xy, 0 < x5, < p*, on kongruenssin
f(z) =0 (mod p") (1.4.2)

ratkaisu ja t, 0 <t < p, on kongruenssin

f(xr)

f(xp)t = — (mod p) (1.4.3)

ratkaisu.

Todistus Olkoon z,; kongruenssin (1.4.1) ratkaisu. Silloin x4, on myds kongru-
enssin (1.4.2) ratkaisu. Néin ollen on olemassa sellainen kongruenssin (1.4.2) ratkaisu
Tp, ettd 25 = 25 (mod p*), missd 0 <z < pk. Téten x4, = zp + tp*, missi t € Z.
Koska

zp + (t +1p)p* = a5 + tp* (mod p™), kun [ € Z,

niin riittad, ettd 0 < ¢ < p. Todistetaan vield, ettd t toteuttaa kongruenssin (1.4.3).

Binomikaavan avulla voidaan todistaa (harj.), ettd

fl@ren) = flay + ") = flan) + 0" ' (zi) + %Fp%f”(a:k) +oe (1.4.4)
Koska 2k > k + 1, niin
faria) = flaw) + " () (mod pHh).
Koska f(zj1) =0 (mod p"*1), niin
tp* f'(w) = —f(ax) (mod p*).

Edelleen koska f(x3) =0 (mod p*), niin p¥|f(x;). Niin ollen ¢ toteuttaa kongruenssin
(1.4.3). Olemme siis todistaneet, ettd jos xp41 on kongruenssin (1.4.1) ratkaisu, niin
Tpy1 = T +1p*, missi 2y, 0 < 2, < p*, on kongruenssin (1.4.2) ratkaisu jat, 0 <t < p,
on kongruenssin (1.4.3) ratkaisu. K&anteinen puoli voidaan todistaa yhtélon (1.4.4)

avulla. O
Esimerkki 1.4.2 Ratkaistaan kongruenssi
23 + 2% 429 =0 (mod 25).
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Merkitdan f(z) = 2® + 22 + 29. Kokeilemalla havaitaan, ettd kongruenssin f(z) = 0
(mod 5) ainoa ratkaisu on z; =3 (mod 5). Etsitddn kongruenssin f(z) =0 (mod 25)

ratkaisu muodossa xo = 3 + 5t, missa t, 0 < t < 5, toteuttaa kongruenssin

eli kongruenssin
33t = —13 (mod 5).

Siis t = 4, joten kongruenssin f(z) =0 (mod 25) ratkaisu on o = 23 (mod 25).

Esimerkki 1.4.3 Ratkaistaan kongruenssi
2 +r+7=0 (mod 27).

Merkitaan f(z) = 2? + z + 7. Kokeilemalla havaitaan, ettd kongruenssin f(z) = 0

(mod 3) ainoa ratkaisu on z; =1 (mod 3).

Etsitdan kongruenssin f(z) = 0 (mod 9) ratkaisu muodossa xs = 1 4 3t, missa ¢,

0 <t < 3, toteuttaa kongruenssin

1
(Ot = —% (mod 3)
eli kongruenssin
0t = —3 (mod 3).

Kaikki luvut ¢, 0 < t < 3, toteuttavat kongruenssin, joten kongruenssin f(z) = 0
(mod 9) ratkaisut ovat zo = 1,4,7 (mod 9).

Etsitdén kongruenssin f(z) = 0 (mod 27) ratkaisu muodossa x3 = x5 + 9¢, missi

ro=1,4,7Tjat, 0 <t <3, toteuttaa kongruenssin

I (xo)t = —@ (mod 3). (1.4.5)

Olkoon z5 = 1. Silloin kongruenssi (1.4.5) tulee muotoon 3t = —1 (mod 3), jolla ei
ole ratkaisua. Siis kongruenssin f(z) = 0 (mod 9) ratkaisu xo = 1 (mod 9) ei tuota

yhtédédn kongruenssin f(z) =0 (mod 27) ratkaisua.
Olkoon x5 = 4. Silloin kongruenssi (1.4.5) tulee muotoon 9t = —3 (mod 3). Kaikki

luvut ¢, 0 < ¢ < 3, toteuttavat tdmén kongruenssin, joten saadaan kongruenssin f(z) =0
(mod 27) ratkaisut z3 = 4, 13,22 (mod 27).
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Olkoon xo = 7. Silloin kongruenssi (1.4.5) tulee muotoon 15t = —7 (mod 3), jolla ei
ole ratkaisua. Siis kongruenssin f(z) = 0 (mod 9) ratkaisu xo = 7 (mod 9) ei tuota

yhtéaédn kongruenssin f(z) =0 (mod 27) ratkaisua.

Siis kaiken kaikkiaan kongruenssin f(z) = 0 (mod 27) ratkaisut ovat z3 = 4,13,22
(mod 27).

1.5 Julkisen avaimen kryptausjarjestelma RSA

Julkisen avaimen jarjestelma

Henkil6lld A on julkinen kryptausfunktio E 4 (salausfunktio) ja salainen dekryptaus-
funktio D4 (purkufunktio). Oletetaan, ettd henkilo B lahettdd viestin henkillle A.
Merkitaan lahetettavan viestin selvatekstimuotoa kirjaimella w ja kryptotekstimuotoa
kirjaimella c. Henkil6 B kryptaa viestin w funktiolla E4, jolloin siis ¢ = F4(w), ja
lahettad viestin muodossa c. Henkilo A purkaa viestin funktiolla D4, jolloin hén saa
viestin w. Siis Da(c) = w. Téssé funktiot F4 ja D4 ovat toistensa kiédnteisfunktioita
eli

Da(c) = Da(Ea(w)) = w. (1.5.1)

RSA-jarjestelma

Julkinen kryptausfunktio F4 ja salainen dekryptausfunktio D, laaditaan RSA-jar-
jestelméssd seuraavalla tavalla. Valitaan kaksi (suurta) alkulukua p ja ¢ (p # q).
Lasketaan n = pg ja m = ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1). Valitaan sellainen luku e, ettéd
(e,m) = 1. Luku d olkoon luvun e kéénteisluku modulo m, ts. de =1 (mod m). (Siis

on olemassa sellainen kokonaisluku k, ettd de = km + 1.)

Henkilon A julkinen kryptausfunktio £4 on

Ei(w) = wmodn
ja salainen dekryptausfunktio D4 on

D4(c) = ¢* modn.

Talloin kaava (1.5.1) toteutuu, silld



missé viimeinen pééttely perustuu Eulerin-Fermat'n lauseeseen. (Todenndkéisyys, etté
Eulerin-Fermat'n lauseessa vaadittava ehto (w,n) = 1 ei ole voimassa, on dérimmaisen
pieni.)

Henkilé voi vapaasti jakaa kryptausfunktionsa FE4, jonka pohjalta on darimmaéisen

vaikea 10ytdaa dekryptausfunktio D4. (Perustelu sivuutetaan.)

Esimerkki 1.5.1 Olkoon p = 7 ja ¢ = 11. (Alkuluvut ovat pienié yksinkertaisuuden
vuoksi.) Silloin n =pg =77 jam = ¢(n) = (p—1)(¢ — 1) = 60. Olkoon e = 13 (missé
siis (e,m) = 1). Silloin henkilén A julkinen kryptausfunktio on

E4(w) = w' mod 77.

Luku d toteuttaa kongruenssin de = 1 (mod m) eli kongruenssin 13d = 1 (mod 60).
Témén kongruenssin ratkaisu on d = 37 (mod 60). (Totea!) Siis henkilén A salainen

dekryptausfunktio D4 on
D(c) = ¢ mod 77.

Oletetaan, ettd viesti on w = 3. (Silloin (w,n) = 1.) Koska
w'? =38 =3%(3)? =243-812=12-4> =192 =38 (mod 77),
niin viestin w kryptotekstimuoto on
c= B (w) = w”mod 77 = 38.
Puretaan ¢ funktiolla D4(c) = ¢*” mod 77. Koska
382 = 1444 = —19 (mod 77),
38 = (-19)2=1361=—-24 (mod 77),
38% = (-24)2=576=37 (mod 77),
381 = 37°=1369 = —17 (mod 77),
382 = (=17)*=289=—19 (mod 77),
niin
AT = 3837 =38%.38".38=-19-(-24)- 38
= 456-38=—6-38=—-228=3 (mod 77).

Nain ollen

Da(c) = mod 77 = 3 = w.
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Allekirjoitus

Viestin allekirjoitus voidaan toteuttaa julkisen avaimen jarjestelmasséa. Oletetaan taas,

etta henkilo B lahettaa viestin henkilolle A. Silloin B laskee muunnokset
Dp(w) =s, E4(s) =c.

Viesti ldhetetadn muodossa c. Henkilo A purkaa sen laskemalla
Dy(c) =s, Ep(s) =w.

Siis A saa parin (s, w), jota voidaan pitda viestin allekirjoitettuna muotona. Nimittéin
B ei voi kiistdd lahettdneensé viestid (s, w), silld Dp on B:n salainen funktio ja téten

vain B on voinut laskea luvun s luvusta w.
2 Primitiiviset juuret

2.1 Kokonaisluvun kertaluku

Olkoot a ja m (> 1) keskendén jaottomia kokonaislukuja. Silloin FEulerin-Fermat'n
lauseen mukaan a®™ = 1 (mod m). Niin ollen on olemassa ainakin yksi sellainen

positiivinen kokonaisluku z, ettd a® =1 (mod m).

Maaritelma Olkoot a ja m (> 1) keskendén jaottomia kokonaislukuja. Silloin luvun
a kertaluku modulo m on on pienin sellainen positiivinen kokonaisluku z, etta a” = 1

(mod m). Merkitddn = = ord,,a.

Esimerkki 2.1.1 Etsitdan ord;2. Selvasti
2'=2 (mod 7), 22 =4 (mod 7), 2° =1 (mod 7),

joten ord;2 = 3. Vastaavasti voidaan perustella, ettd ord;3 = 6. (Toteal)

Lause 2.1.1 Olkoot a ja m (> 0) keskenddn jaottomia. Silloin

a® =1 (mod m) <= ord,alz.
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Todistus Jos ord,,alz, niin z = (ord,,a)k, missd k € Z*. Néiin ollen
a® = (a®" ") = 1 =1 (mod m).

Oletetaan kddnteisesti, ettd a® =1 (mod m). Jakoalgoritmin mukaan
x = (ordua)g +r, 0<r <ordp,a.

Nain ollen

T _ a(ordma)q—f—r _ a(ordma)q

a a" =a" (mod m).

Koska a* = 1 (mod m), niin " = 1 (mod m). Téten epayhtilon 0 < r < ord,,a ja
luvun ord,,a mééritelmén perusteella » = 0. Néin ollen z = (ord,,a)q + r = (ord,,a)q

eli ordp,alz. O

Esimerkki 2.1.2 Koska ord;2 = 3 (ks. esim. 2.1.1), niin esimerkiksi x = 9 on kon-
gruenssin 2* = 1 (mod 7) ratkaisu mutta x = 10 ei ole kongruenssin 2* = 1 (mod 7)

ratkaisu.
Seuraus 2.1.1 Jos a ja m (> 0) ovat keskenddn jaottomia, niin ord,,alp(m).
Todistus Seuraus saadaan suoraan Eulerin-Fermat'n lauseesta ja lauseesta 2.1.1.

Esimerkki 2.1.3 Etsitddn ordg7. Koska ¢(9) = 6, niin lauseen 2.1.1 perusteella luvun
ordy7 mahdolliset arvot ovat 1,2, 3 ja 6. Selvasti

7' =7 (mod 9), 77 =4 (mod 9), 7 =1 (mod 9),
joten ordg7 = 3.

Lause 2.1.2 Olkoot a ja m (> 0) keskenddn jaottomia ja i,j5 > 0. Silloin
a'=a’ (mod m) <= i=j (mod ord,a).

Todistus Oletetaan, ettd i = j (mod ord,,a). Menettdmétta yleisyyttd voidaan olet-
taa, ettd 0 < j < 4. Silloin ¢ = j + k(ord,,a), missd k on ei-negatiivinen kokonaisluku.
Nain ollen

a' = gItklerdma) aj(aord"”“)k =d (mod m).
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Oletetaan kidnteisesti, ettd a' = a/ (mod m), missd 0 < j <. Silloin
a7 =a’ (mod m).

Koska (a,m) = 1, niin (a¢’,m) = 1. Naiin ollen supistussiannon perusteella o'/ = 1

(mod m). Téten lauseen 2.1.1 mukaan ord,,a| (i —j) elii = j (mod ord,,a). O

Esimerkki 2.1.4 Esimerkin 2.1.3 mukaan ordy7 = 3. Nain ollen lauseen 2.1.2 perus-
teella esimerkikisi
?=7=7 (mod 9), 7*# 7 (mod 9).

Lause 2.1.3 Jos ord,,a =t ja u on posititvinen kokonaisluku, niin

ord,,(a") = )

Todistus Lause seuraa lauseesta 2.1.1 ja kaavasta [t, u] = tu/(t,u).

Esimerkki 2.1.5 Esimerkin 2.1.1 mukaan ord;2 = 3. Nain ollen lauseen 2.1.3 perus-
teella ord;2° = 3/(3,5) = 3.

2.2 Primitiivinen juuri

Maaritelma Olkoot r ja m (> 1) keskenéén jaottomia kokonaislukuja. Jos ord,,r =

¢(m), niin sanotaan, ettd r on primitiivinen juuri modulo m.

Esimerkki 2.2.1 Koska ¢(9) = 6 ja 22 = 4, 22 = 8 ja 2 = 1 (mod 9), niin 2 on

primitiivinen juuri modulo 9.

Esimerkki 2.2.2 Koska ¢(7) = 6, niin esimerkin 2.1.1 perusteella 3 on primitiivinen

juuri modulo 7, mutta 2 ei ole primitiivinen juuri modulo 7.

Huomautus Kaikilla kokonaisluvuilla ei ole primitiivisia juuria. Esimerkikisi ei ole
primitiivisia juuria modulo 8. Voidaan nimittain osoittaa, ettd ordgl = 1 ja ordg3 =
ordgh = ordg7 = 2, missé 1, 3, 5 ja 7 ovat luvun 8 kanssa suhteelliset alkuluvut (< 8),
mutta ¢(8) = 4. Voidaan todistaa, ettd on olemassa primitisvinen juuri modulo m, jos

ja vain jos m = 2,4, pt, 2pt, missd p on pariton alkuluku ja t posititinen kokonaisluku.
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Lause 2.2.1 Olkoot r jam (> 1) keskenddn jaottomia, ja olkoon r primitiivinen juuri

modulo m. Silloin

on supistettu jaannossysteemi modulo m.

Todistus Oletuksen mukaan (r,m) = 1. Niin ollen (r*;m) = 1 aina, kun k =
1,2,...,¢(m). Vield pitds osoittaa, ettd luvut r', r2, ... r®(™ pareittain epikongruent-
teja modulo m. Oletetaan, ettd r* = 7/ (mod m). Lauseen 2.1.2 mukaan i = j

(mod ¢(m)). Koska 1 < i,j < ¢(m), niin 4 = j. Nain ollen luvut r*, 72, ..., r®m

ovat pareittain epakongruentteja modulo m. O

Esimerkki 2.2.3 Esimerkin 2.2.1 ja lauseen 2.2.1 perusteella joukko {2!,22, ..., 291

eli joukko {2,4,8,7,5,1} on supistettu jadnnossysteemi modulo 9.

Lause 2.2.2 Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Silloin r* on primitiivinen juuri

modulo m, jos ja vain jos (u,p(m)) = 1.

Todistus Lauseen 2.1.3 perusteella

ord, (") — ordpr (m)

(ordy,ryu)  (p(m),u)
Néin ollen ord,, (") = ¢(m) (eli r* on primitiivinen juuri modulo m), jos ja vain jos

(4, 6(m)) = 1. O

Esimerkki 2.2.4 Esimerkin 2.2.1 mukaan luku 2 on primitiivinen juuri modulo 9.
Koska ¢(9) = 6, niin lauseen 2.2.2 perusteella luvut 2 ja 2° ovat primitiivisid juuria

modulo 9.

Lause 2.2.3 Jos on olemassa primititvinen juuri modulo m, nitn primitivisten juur-

ten modulo m kokonaislukumddrd on ¢(p(m)).

Todistus Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Silloin lauseen 2.2.1 perusteella

2 .., Lauseen 2.2.2 mukaan

ehdokkaat primitiivisiksi juuriksi modulo m ovat 7!, r
r* on primitiivinen juuri modulo m, jos ja vain jos (u,¢(m)) = 1. Téaten Eulerin
funktion maaritelman nojalla primitiivisten juurten modulo m kokonaislukuméaara on

¢(¢(m)). O
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Esimerkki 2.2.5 Lauseen 2.2.3 ja esimerkin 2.2.4 perusteella luvut 2 ja 25 ovat ainoat

primitiiviset juuret modulo 9.

2.3 Diskreetti logaritmi

Olkoon 7 primitiivinen juuri modulo m. Silloin lauseen 2.2.1 mukaan {r*, 72, ... r?(™}
on supistettu jaannossysteemi modulo m. Siis jos a on suhteellinen alkuluku luvun m

kanssa, niin on olemassa sellainen yksikasitteinen luku z, ettd 1 < z < ¢(m) ja

r® = a (mod m).

Maaritelma Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Olkoon a suhteellinen alku-
luku luvun m kanssa. Silloin lukua x, joka toteuttaa ehdot 1 < 2 < ¢(m) ja r* = a
(mod m), sanotaan luvun a r-kantaiseksi diskreetiksi logaritmiksi (eli indeksiksi) mod-
ulo m. Silloin merkitddn x = ind,a.

Huomautus 1) Luku ind,a riippuu modulista m.

2) rindre =g (mod m).

3) Olkoon (a,m) = (b,m) = 1. Silloin a = b (mod m), jos ja vain jos ind,a = ind,b,

jos ja vain jos ind,a = ind,.b (mod ¢(m))

Esimerkki 2.3.1 Olkoon m = 7. Esimerkissa 2.2.2 on todettu, etta luku 3 on pri-
mitiivinen juuri modulo 7. Voidaan laskea, ettid 3' = 3 (mod 7), 32 =2 (mod 7), 3* =6
(mod 7), 3* = 4 (mod 7), 3° = 5 (mod 7), 3° = 1 (mod 7). Niin ollen ind3zl =
6,ind32 = 2,ind33 = 1,ind34 = 4,ind3b = 5, ind36 = 3.

Lause 2.3.1 Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Olkoot a ja b suhteellisia alku-

lukuja luvun m kanssa. Silloin
(i) ind,1 =0 (mod ¢(m)),
(ii) ind,(ab) = ind,a + ind,b (mod ¢(m)),

(iii) ind,(a*) = k - ind,a (mod ¢(m)).
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Todistus (i) Eulerin-Fermatn lauseen mukaan 7™ = 1 (mod m). Koska r on
primitiivinen juuri modulo m, niin mikaan luvun r alempi potenssi ei ole kongruentti

luvun 1 kanssa modulo m. Néin ollen ind,. 1 = ¢(m) =0 (mod ¢(m)).

(ii) Diskreetin logaritmin mééritelmén perusteella

rindr(ab) = gh (mod m)

ja

pindrapindeb — ) (mod m).
Koska

Tindrarindrb — Tind,«a—l-indrb?
niin

Tlndr(ab) = dera—s—mdrb (HlOd m)

Nyt lauseen 2.1.2 perusteella kohta (ii) on voimassa.

(iii) Kohta (iii) seuraa induktiolla kohdasta (ii). O

Esimerkki 2.3.2 Olkoon m = 7. Esimerkissi 2.3.1 on todettu, ettd ind;2 = 2, ind33 =
1, ind36 = 3. T&amA sopii yhteen lauseen 2.3.1 kanssa, silld ind36 = ind3(2 - 3) =
inds2 4+ ind33 =2+ 1 =3 (mod ¢(7)).

Esimerkki 2.3.3 Ratkaistaan diskreettien logaritmien avulla kongruenssi 622 = 11
(mod 17). Voidaan todistaa, ettd 3 on primitiivinen juuri modulo 17. (Totea!) Taulukos-

sa 1 on esitetty 3-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 17.

a (|12 |3]/4(5]6|7|8]9|10|11]12|13]14]15]16

indga || 16 |14 |1 |12 |5 |15 |11 |10|2| 3 | 7 |13 4| 9 | 6 | 8

Taulukko 1: 3-kantaiset diskreetit logaritmit modulo 17.

Otetaan kongruenssin kummastakin puolesta 3-kantainen diskreetti logaritmi modulo

17, jolloin saadaan, etta
inds(62'?) = ind311 = 7 (mod 16).
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(Huomaa, ettd yo. kongruenssissa moduli on nyt ¢(17) eli 16 mutta 3-kantaisessa

diskreetissé logaritmissa inds moduli on 17.) Lauseen 2.3.1 kohtien (ii) ja (iii) pe-

rusteella
inds(62'?) = ind36 + inds(2'?) = 15+ 12 - indsz (mod 16).
Siis
15+ 12 -indgz = 7 (mod 16)
eli

12 - indgz = 8 (mod 16).
Taman lineaarisen kongruenssin ratkaisu on
indsx =2 (mod 4).

(Totea!) Néin ollen
indsx = 2,6, 10,14 (mod 16).

Diskreetin logaritmin maaritelman nojalla
r = 323% 39 3" (mod 17)

eli
x=9,15,8,2 (mod 17).

Koska yo. laskennan jokainen vaihe on voimassa myos kaanteisesti, niin on saatu kon-

gruenssin 6z = 11 (mod 17) ratkaisu.

Esimerkki 2.3.4 Ratkaistaan diskreettien logaritmien avulla kongruenssi 7% = 6 (mod 17).
(Moduli on sama kuin esimerkissé 2.3.3.) Otetaan kongruenssin kummastakin puolesta

3-kantainen diskreetti logaritmi modulo 17, jolloin saadaan, etti
ind;(7*) = ind36 = 15 (mod 16).
Lauseen 2.3.1 kohdan (iii) perusteella
ind3(7) = x - ind37 = 11z (mod 16).

Siis

11z =15 (mod 16)
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Taman lineaarisen kongruenssin ratkaisu on
x =13 (mod 16).

(Toteal) Ta4m& on kongruenssin 7* = 6 (mod 17) ratkaisu, silld yo. laskennan jokainen

vaihe on voimassa myos kaanteisesti.

2.4 Potenssin jaannos

Diskreettien logaritmien avulla voidaan tutkia kongruenssia ¥ = a (mod m), missi m

on positiivinen kokonaisluku, jolla on primitiivinen juuri, ja missa (a,m) = 1.

Maaritelma Olkoot m ja k positiivisia kokonaislukuja ja olkoon a suhteellinen alku-
luku luvun m kanssa. Silloin sanotaan, ettd a on k. potenssin jaainnos modulo m, jos

kongruenssi
¥ = a (mod m) (2.4.1)

on ratkeava.

Lause 2.4.1 Olkoon m positiivinen kokonaisluku, jolla on primititvinen juuri, ja olkoon
a suhteellinen alkuluku luvun m kanssa. Silloin kongruessi (2.4.1) on ratkeava, jos ja
vain Jos

o(m)
a®sm) =1 (mod m).

Jos kongruessi on ratkeava, niin ratkaisuja modulo m on tdsmdlleen (k,(m)) kap-

paletta.

Todistus Olkoon r primitiivinen juuri modulo m. Kongruenssi (2.4.1) on voimassa,
jos ja vain jos

k -ind,x = ind,a (mod ¢(m)). (2.4.2)
Merkitédén y = ind,z. Jos (k, ¢(m)) [ ind,a, niin lineaarisella kongruenssilla

ky = ind,a (mod ¢(m)) (2.4.3)

ei ole ratkaisua y. Siis ei ole sellaista lukua z, ettd kongruenssi (2.4.2) toteutuisi.

Jos (k,¢(m)) | ind,a, niin lineaarisella kongruenssilla (2.4.3) on tésmélleen (k, p(m))
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ratkaisua y modulo ¢(m). Koska z = r¥ (mod m), niin lauseen 2.1.2 nojalla kongru-
enssin (2.4.2) toteuttaa tdsmélleen (k, ¢(m)) lukua z modulo m.

Olemme siis todistaneet, ettd kongruenssi (2.4.1) on ratkeava, jos ja vain jos (k, ¢p(m)) |

ind,a. Tama jaollisuus on voimassa, jos ja vain jos

p(m) .
Wmdra =0 (mod ¢(m))
eli jos ja vain jos
a(kﬁ%) =1 (mod m)

O

Esimerkki 2.4.1 Tutkittava, onko kongruenssi 2 = 5 (mod 17) ratkeava eli onko
luku 5 kuudennen potenssin jainnos modulo 17. Selvisti 5'6/(6:16) = 58 = —1 (mod 17),

joten 5 ei ole kuudennen potenssin jaannos modulo 17.

3 Nelionjaannokset

3.1 Maaritelma

Maaritelma Olkoon m positiivinen kokonaisluku (> 2) ja a sellainen kokonaisluku,
ettd (a,m) = 1. Silloin a on nelidnjiinnis modulo m, jos kongruenssi 2 = a (mod m)
on ratkeava, ja a on nelionepdjiinndos modulo m, jos kongruenssi > = a (mod m) ei

ole ratkeava.

Esimerkki 3.1.1 Etsitdan nelionjdannokset modulo 9. Asetetaan x kaymaan lapi
supistettu jaannossysteemi modulo 9. Esimerkiksi x kay lapi luvut 1, 42, +4. Talloin
2% on vastaavasti kongruentti lukujen 1,4, 7 kanssa modulo 9. Siis luvut 1,4,7 ovat

nelionjaannoksia modulo 9 ja luvut 2,5, 8 ovat nelionepajaannoksia modulo 9.
Jatkossa rajoitutaan tapaukseen, jossa m on pariton alkuluku p.

Esimerkki 3.1.2 Etsitdan nelionjaannokset modulo 11. Asetetaan x kdyméan lépi
supistettu jaannossysteemi modulo 11. Esimerkiksi x kay lapi luvut +1, +2, £3, +4, 45.
Talloin 2% on vastaavasti kongruentti lukujen 1,4, 9,5, 3 kanssa modulo 11. Siis luvut
1, 3,4,5,9 ovat nelionjaannoksia modulo 11 ja luvut 2,6, 7, 8, 10 ovat nelionepajaannoksia

modulo 11.
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Lause 3.1.1 Olkoon p pariton alkuluku ja r primitiivinen juuri modulo p. Olkoon a
sellainen kokonaisluku, etti p [ a. Silloin a on nelionjidnniés modulo p, jos ja vain
jos ind,a on parillinen, ja a on nelionepajainnos modulo p, jos ja vain jos ind,.a on

pariton.

Todistus Riittaa todistaa nelionjaannoksia koskeva vaite. Olkoon a on nelionjaannos
modulo p, ts. olkoon kongruenssi > = a (mod p) ratkeava. Silloin 2 - ind,x = ind,a
(mod p—1). Koska p—1 on parillinen, niin edellinen kongruenssi on voimassa modulo 2.
Nain ollen ind,a on parillinen.

indy
2

Oletetaan kidnteisesti, etté ind,a on parillinen. Merkitédén z = r 2 . Silloin z toteut-

taa kongruenssin 22 = a (mod p), joten a on nelitnjidnnés modulo p. O

Seuraus Nelionjaannoksia ja nelidnepdjaannoksia modulo p on kumpiakin (p — 1)/2

kappaletta modulo p.

Lause 3.1.2 (Eulerin kriteeri) Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoon a sellainen koko-

naisluku, ettd p | a. Silloin a on neliénjidinnds modulo p, jos ja vain jos
a? Y2 =1 (mod p),
ja a on nelionepajainnos modulo p, jos ja vain jos
a? /2 = _1 (mod p).
Todistus Todistetaan aluksi lauseen ensimmainen osa. Oletetaan, ettd a on nelion-

jaannos modulo p. Silloin kongruenssilla 22 = a (mod p) on ratkaisu, sanokaamme ;.

Koska (a,p) = 1, niin (z1,p) = 1. Néin ollen Fermat'n pienen lauseen perusteella
a®P V2 = (pHP=D/2 = 2771 =1 (mod p).

Oletetaan kiinteisesti, ettd a? /2 = 1 (mod p). Olkoon r on primitiivinen juuri
modulo p. Koska (a,p) = 1, niin @ = 7* (mod p) jollakin luvun %k arvolla, missi
1<k<p—1. Siis

pRe=1/2 = =D/2 = 1 (mod p).

Téaten lauseen 2.1.1 mukaan (ord,r)|k(p—1)/2eli (p—1)|k(p—1)/2. Siis k on parillinen,
sanokaamme k = 2j. Nyt

(Tj)Q =rk=¢ (mOd p)7
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joten 77 on kongruenssin 2 = a (mod p) ratkaisu. Niin ollen a on nelionjainnos

modulo p.

Todistetaan nyt lauseen toinen osa. Fermat'n pienen lauseen perusteella
(P D2 —1)(@® V2 4 1) =a?"' —1=0 (mod p).

Siis

a®? Y2 = 41 (mod p).
Nyt lauseen ensimmaisen osan perusteella saadaan lauseen toinen osa. O
Esimerkki 3.1.3 Olkoon p = 11. Silloin
2UI=D/2 — 95 — 39 = —1 (mod 11)

ja
3M=1/2 — 35 — 943 = 1 (mod 11).

Siis 2 on neliénepajaannos modulo 11 ja 3 on nelionjaannos modulo 11.

3.2 Legendren symboli

Maaritelma Olkoon p (> 2) alkuluku ja a sellainen kokonaisluku, ettd p fa. Legendren

symboli (%) maaritellaan kaavalla

a\ 1, jos a on nelionjaannos modulo p,
p) | —1, jos a on nelidnepdjaénnés modulo p.

Esimerkki 3.2.1 Esimerkin 3.1.2 mukaan
()= (1) = (70) = (&) = (57) =
11/ \11/ \11/ \11 11/ 7
()= ()= ()= () = () =
11/ \11/) \11/) \11/) \11/)

Lause 3.2.1 Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja, etta

p[ajap|b. Siloin

(i) jos a =0 (mod p), niin (%) = (9>,

p
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(i) (%) = a2 (mod p),
(i) (<) = () (%)

Todistus (i) Jos a = b (mod p), niin kongruenssilla z* = a (mod p) on ratkaisu, jos

ja vain jos kongruenssilla 22 = b (mod p) on ratkaisu. Néin ollen (%) = (%)
(ii) Kohta (ii) seuraa lauseesta 3.1.2.

(iii) Kohdan (ii) perusteella

(a_b> = (ab)P=D/2 = gD/ 1)/2 = (E) (ﬁ) (mod p).

p p) \p
), niin 1 = —1 (mod p) eli p|2,
b

) (5)- o
Esimerkki 3.2.2 Tutkitaan, onko kongruenssi x> = —5 (mod 17) ratkeava. Las-

ketaan (=2 Koska —5 = mod 17), niin lauseen 3.2.1 kohdan i) perusteella
17
12

(I—?) = (17) Lauseen 3.2.1 kohdan iii) perusteella

®)-EE -6 -@Eer-(5),

Lauseen 3.2.1 kohdan ii) perusteella

N———

Legendren symboli saa arvot +1. Siis jos (

G“\/
e
SRS

P
mika on mahdotonta, koska p > 2. Taten (%) =

/~
SR
/~

(137> =302 =38 = (81)° = (—4)” = 1 (mod 17).

Néin ollen (I—?) = —1 eli kongruenssi 22 = —5 (mod 17) ei ole ratkeava.

3.3 Nelionjaannosten resiprookkilaki

Lause 3.3.1 (Gaussin lemma) Olkoon p pariton alkuluku, ja olkoon a sellainen koko-
naisluku, etti p | a. Olkoon s joukon {a,2a,...,((p — 1)/2)a} sellaisten alkioiden

lukumddrd, joiden jakojadannds modulo p on suurempi kuin p/2. Silloin (%) = (—1)%.

Esimerkki 3.3.1 Lasketaan ( ) Gaussin lemman avulla. Lukujen 5,2-5,3-5,4-5,5-5
jakojédénnokset modulo 11 ovat 5, 10,4, 9, 3, joista kaksi on suurempaa kuin 11/2. N&in

ollen (%) = (—1)?> = 1. (Toisin sanoen kongruenssi > =5 (mod 11) on ratkeava.)
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Lause 3.3.2 (Resiprookkilaki) Olkoot p ja q erisuuria parittomia alkulukuja. Sil-

() -

Esimerkki 3.3.2 Lasketaan (}—‘;) Resiprookkilain nojalla
(13) B (17>
17)  \13/)°
Lauseen 3.2.1 perusteella

()= 8) - (B -eor-n

Siis G—?) = 1. Vastaus nahdaan helposti myos lauseen 3.1.1 ja taulukon 1 avulla.

loin

4 Aritmeettisia funktioita

4.1 Maaritelma

Maaritelma Reaaliarvoista (tai kompleksiarvoista) funktiota, jonka méaarittelyjoukko

on positiivisten kokonaislukujen joukko, sanotaan aritmeettiseksi funktioksi.

Esimerkki 4.1.1 Olkoon a € R. Symbolilla N® merkitaan sellaista aritmeettista
funktiota, ettd N®(n) = n®, kun n € Z*. Erityisesti merkitiain N!' = N ja NY = (.
Siis N(n) =nja{(n) =1, kunn € Z*.

Esimerkki 4.1.2 Kirjaimella v merkitéén sellaista aritmeettista funktiota, ettd y(n) =

[1pn p, kun n > 1. Lisdksi sovitaan, ettd (1) = 1.

Esimerkki 4.1.3 Kirjaimella w merkitéén sellaista aritmeettista funktiota, ettd w(n) =

>pin 1, kun n > 1. Liséksi sovitaan, ettd w(1) = 0.

Esimerkki 4.1.4 Kirjaimella Q2 merkitaén sellaista aritmeettista funktiota, ettd Q(n) =
Spinn(p), kun n > 1, missid n = [, p™®) on luvun n kanoninen esitys. Lisiksi sovi-
taan, ettd (1) = 0.

Esimerkki 4.1.5 Liouvillen funktio A on sellainen aritmeettinen funktio, ettd \(n) =
(—=1)¢™ kun n € Z+.
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4.2 Binaarioperaatioita

Maaritelma Aritmeettisten funktioitten f ja g (tavallinen) summa f+ g on sellainen
aritmeettinen funktio, ettd (f + ¢)(n) = f(n) + g(n), kun n € Z™.

Maaritelma  Aritmeettisten funktioitten f ja g (tavallinen) tulo fg on sellainen
aritmeettinen funktio, ettd (fg)(n) = f(n)g(n), kun n € Z*.

Maaritelma Aritmeettisten funktioitten f ja g Dirichlet’n tulo (eli Dirichlet’n kon-

voluutio) f * g on sellainen aritmeettinen funktio, etté

(fxg)(n)=>_ f(d)g(n/d), ne€Z".

dn

Lause 4.2.1 Dirichlet’n tulo on assosiatitvinen.

Todistus Dirichlet’n tulon maaritelman perusteella

(fxg)xh)(n) = > (f*g)d Z Zf

_ i Fa)g(B)h(c) = z f(a) g g(b)h(c)
= Z F(a)(g * h)(D) = (f % (g% h))(n) ¥n € Z*.

Néin ollen (fxg)+xh = f*(g*h) aina, kun f, g, h ovat aritmeettisia funktioita. Olemme

siis todistaneet lauseen 4.2.1. O
Lause 4.2.2 Dirichlet’n tulo on kommutatitvinen.

Todistus Kun d kdy ldpi luvun n tekijat, niin myo6s n/d kay ldpi luvun n tekijit.
Téasta voimme paatella lauseen 4.2.2. O

Maaritelma Kirjaimella 6 merkitdén sellaista aritmeettista funktiota, ettd 6(1) =1
ja 6(n) = 0 muulloin.

Lause 4.2.3 Aritmeettinen funktio 6 on ykkdsfunktio Dirichlet’n tulon suhteen.
Todistus Koska 6(n/d) =0, kun d # n, ja koska 6(n/d) = 1, kun d = n, niin

=Y f(d)b(n/d) = f(n) Vn € Z*.
dln
Kommutatiivisuuden nojalla (6 * f)(n) = f(n) Vn € Z*. Nédin ollen fx6 =06 f = f

aina, kun f on aritmeettinen funktio. Olemme siis todistaneet lauseen 4.2.3. O
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Lause 4.2.4 Dirichlet’n tulo on distributiivinen yli tavallisen summan.

Todistus Harjoitustehtava.

Merkinta Kirjaimella A merkitdan kaikkien aritmeettisten funktioitten joukkoa.
Lause 4.2.5 Pari (A, %) on kommutatiivinen monoidi.

Lause 4.2.6 Kolmikko (A, +,*) on kommutatiivinen ykkdsrengas.

Lauseet 4.2.5 ja 4.2.6 seuraavat lauseista 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3 ja 4.2.4.

Lause 4.2.7 Aritmeettisella funktiolla f on kddnteisfunktio f=* Dirichlet'n tulon suh-

teen, jos ja vain jos f(1) # 0. Kddnteisfunktio f~' saadaan rekursiivisesta kaavasta

1

f71<1) = m7

o Z f(d)f(n/d), n>1. (4.2.1)

d>1

Todistus Oletetaan, ettéd aritmeettisella funktiolla f on kéanteisfunktio. Silloin (f *
f7H(n) = é(n) aina, kun n € Z™. Siis erityisesti (f* 1) (1) = 6(1) eli f(1)f7(1) = 1.
Néin ollen f(1) # 0.

Oletetaan kadnteisesti, ettd f(1) # 0. Olkoon g sellainen aritmeettinen funktio, etta
g(1) =1/f(1) ja
Z f(d)g(n/d),

d|n
d>1

kun n > 1. Silloin selvésti (f % g)(n) = 6(n) aina, kun n € Z*. Kommutatiivisuuden

nojalla funktio g on funktion f kaanteisfunktio Dirichlet’n tulon suhteen. O

Merkinta Symbolilla Ay merkitdan kaikkien sellaisten aritmeettisten funktioitten f
joukkoa, jotka toteuttavat ehdon f(1) # 0.

Lause 4.2.8 Pari (Ag,*) on Abelin ryhmd.
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4.3 Multiplikatiiviset funktiot

Maaritelma Aritmeettista funktiota f sanotaan multiplikatiiviseksi, jos f(1) =1 ja
f(mn) = f(m)f(n) aina, kun (m,n) = 1.

Esimerkki 4.3.1 Aritmeettiset funktiot N, v, A ja ¢ ovat multiplikatiivisia.

Lause 4.3.1 Olkoon f sellainen aritmeettinen funktio, ettd f(1) = 1. Silloin f on

multiplikatiivinen, jos ja vain jos

fn) =1 f(p"?) ¥n € Z*,

p

missa n =[], p"?) on luvun n kanoninen esitys.
Todistus Harjoitustehtava.
Lause 4.3.2 Jos f ja g ovat multiplikatiivisia, niin f * g on multiplikatiivinen.

Todistus Selvésti (f * g)(1) = 1. Oletetaan, ettd (m,n) = 1. Jos nyt d|mn, niin d
voidaan esittdd muodossa d = ab, missi a|lm ja bn. Silloin (a,b) = (m/a,n/b) = 1.

Nain ollen

(fxg)(mn) = > f(d)g(mn/d) =} f(ab)g((m/a)(n/b))

d|mn alm
bjn

= > fla)f(b)g(m/a)g(n/b) =" f(a)g(m/a)>_ f(b)g(n/b)

alm alm bln
bln

= (f*xg)(m)(f*g)(n).

Nain olemme todistaneet lauseen 4.3.2. O
Lause 4.3.3 Jos f on multiplikatiivinen, niin £~ on multiplikatiivinen.

Todistus Selvasti f~!(1) = 1. Oletetaan, ettd (m,n) = 1. Jos mn = 1, niin

fYmn) =1= f~1(m)f~(n). Oletetaan, etti mn # 1jaettd f~L(m'n’) = f~1(m')f~1(n')
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aina, kun (m’,n’) = 1 ja m'n’ < mn. Jos m = 1 tai n = 1, niin f~'(mn) =
f~Ym)f~(n). Oletetaan, ettd m,n # 1. Kaavan (4.2.1) nojalla saadaan

f7Hmn) = = 37 f(d)f T (mn/d) = = > f(ab)f~ ((m/a)(n/b))

d|mn alm
d>1 bln
ab>1

= = > f)f @) (m/a) [ (n/b)

al|lm
bin
= m) Y f(0)f T (n/b) = f7H(n) X fla)f~ (m/a)
b|n alm
= > fla)f~(m/a) > f(0)f~(n/b)
alm b|n

= ) )+ ST m) ) = fH(m) f T (n)
= [T m)f~ (n).

Nain olemme todistaneet lauseen 4.3.3. O
Merkinta Kirjaimella M merkitaan kaikkien multiplikatiivisten funktioiden joukkoa.

Lause 4.3.4 Pari (M, *) on Abelin ryhmd.

Todistus Harjoitustehtava.

4.4 Mobiuksen funktio

Maaritelma Mobiuksen funktio p on sellainen multiplikatiivinen funktio, etta

(p*) = —1, kun p on alkuluku ja a =1,
Hp) = 0, kun p on alkuluku ja a > 1.

Lause 4.4.1 Mobiuksen funktio p on funktion ¢ kddanteisfunktio Dirichlet’n konvoluu-

tion suhteen, ts. (Tt = p.

Todistus Harjoitustehtava. Vihje: Kommutatiivisuuden nojalla riittaa todistaa, etta
(¢ * u)(n) = 6(n), kun n € Z*. Multiplikatiivisuuden nojalla riittaa tutkia tapausta,

jossa n on alkuluvun potenssi.
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Lause 4.4.2 (Mobiuksen kaanteiskaava) Olkoot f ja g aritmeettisia funktioita. Sil-

loin

=Y g(d)VneZt < g(n)=>_ f(d)u(n/d) Vn € Z". (4.4.1)
dln dln

Todistus Yhtilo f(n) = X4, g9(d) Vn € ZT voidaan kirjoittaa Dirichlet’n tulon avulla
muodossa f = g % (. Kertomalla jalkimmainen yhtalo oikealta puolittain Mobiuksen
funktiolla p saadaan yhtélo f * u = (g * ¢) * p. Lauseiden 4.2.1 ja 4.4.1 perusteella
saadaan yhtdlé f* pu = g, joka on sama kuin yhtdlo g(n) = >4, f(d)u(n/d) Vn € Z*.
(I

4.5 Eulerin funktio

Maaritelma Fulerin funktio ¢ maaritellaan kaavalla
dn)=Ha: 1<a<n, (a,n) =1}, ne€ Z".
(Ks. §1.1.)
Lause 4.5.1 FEulerin funktio ¢ toteuttaa kaavan ¢ = N * .
Todistus Olkoon n € Z™. Eulerin funktion mééritelma voidaan kirjoittaa muodossa
6(n) = 3" 8((a,n)).
Lauseen 4.4.1 nojalla

:i > u(d)

a=1 d|(a,n)

Muuttamalla summausjarjestysta saadaan

Selvasti



(Totea!) Néin ollen

= S uldynfd = (j1x N)(n) = (N % p)(n).

dn
Siis ¢ = N % u, joten olemme todistaneet lauseen 4.5.1. O

Seuraus Kun p on alkuluku ja a € Z™", niin ¢(p*) = p* — p*~1
Lause 4.5.2 Fulerin funktio ¢ on multiplikatiivinen.

Todistus Lause 4.5.2 seuraa suoraan lauseista 4.5.1 ja 4.3.2. O

Seuraus FEulerin funktio ¢ toteuttaa kaavan

n)an(l—%), neZt.

pln

4.6 Tekijafunktio

Maaritelma Olkoon o € R. Tekijafunktio o, on sellainen aritmeettinen funktio, etta
= Z d®,
dln
ts.

0a =N %x(.

Huomautus Tekijafunktion arvo og(n) ilmaisee luvun n positiivisten tekijéiden
lukuméérén, ja tekijafunktion arvo oy (n) ilmaisee luvun n positiivisten tekijoiden sum-

man. Joskus merkitaan lyhyesti oy = d ja 0y = o, vrt. luku 5.
Lause 4.6.1 Tekijifunktio o, on multiplikatiivinen.

Todistus Lause 4.6.1 seuraa suoraan tekijafunktion méaaritelmasta ja lauseesta 4.3.2.
O
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4.7 Mangoldtin funktio

Maaritelma Mangoldtin funktio A maaritellaan kaavalla

| logp, kun n = p® missa a > 1,
A(n) = { 0 muulloin.

Lause 4.7.1 Kunn > 1, nun

logn =Y A(d). (4.7.1)

dn

Todistus Lause on voimassa, kun n = 1. (Toteal) Oletetaan, ettd n > 1, ja kirjoite-

taan n = [],_; pp*. Silloin

logn = Z ay log pg.
k=1

Tarkastellaan yhtélon (4.7.1) oikeaa puolta. Nollasta poikkeavat termit saadaan, kun

d on muotoa pj*, missa k =1,2,...,r jam =1,2,...,a,. Nain ollen
T ag T ag r
D AD) =33 AW =] D logpr =) alogpy = logn.
dln k=1m=1 k=1m=1 k=1

Naiin olemme todistaneet lauseen 4.7.1. O
Lause 4.7.2 Kunn > 1, nuin

= log(d)u(n/d) =Y pu(d)log(n/d) = =Y u(d)log(d (4.7.2)

dn dln din
Todistus Lause 4.7.2 seuraa lauseesta 4.7.1 Mobiuksen kaanteiskaavan avulla. O

Huomautus Mangoldtin funktio A ei ole multiplikatiivinen. (Totea!)

4.8 Taydellisesti multiplikatiiviset funktiot

Maaritelma Aritmeettista funktiota f sanotaan tdydellisesti multiplikatiiviseksi, jos
f(1)=1ja f(mn) = f(m)f(n) aina, kun m,n € Z™.

Huomautus Taydellisesti multiplikatiivinen funktio on multiplikatiivinen.

Esimerkki 4.8.1 Aritmeettiset funktiot N*, ¢ ja A ovat taydellisesti multiplikatiivisia.
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Lause 4.8.1 Multiplikatiivinen funktio f on taydellisesti multiplikatiivinen, jos ja vain
708
f?) = f(p)* (4.8.1)

aina, kun p on alkuluku ja a > 1.
Todistus Harjoitustehtava.

Lause 4.8.2 Multiplikatiivinen funktio f on taydellisesti multiplikatiivinen, jos ja vain
708

ft=uf. (4.8.2)
Todistus Oletetaan, ettd f on taydellisesti multiplikatiivinen. Silloin

(uf * £)(n) = >_p(d) f(d) f(n/d) = f(n) D u(d) = f(n)s(n) = é(n).
dln din

Niin ollen f=1 = uf.
Oletetaan kadnteisesti, ettd yhtalo (4.8.2) on voimassa. Todistetaan, etta silloin yhtalo
(4.8.1) on voimassa. Yhtdlon (4.8.2) nojalla

> ud)f(d)f(p"/d) =0
d|p®
eli
P FDF (") + pp)f () ") = 0.
Nain ollen
F") =) f" ).
Jatkamalla induktiivisesti todetaan, ettd yhtalo (4.8.1) on voimassa. Koska funktio f

on multiplikatiivinen, niin lauseen 4.8.1 perusteella funktio f on taydellisesti multip-

likatiivinen. O

Lause 4.8.3 Multiplikatiivinen funktio f on tdydellisesti multiplikatitvinen, jos ja vain
jos
flgxh) = (fg)*(fh) (4.8.3)

aina, kun g ja h ovat aritmeettisia funktioita.

Todistus Harjoitustehtava.
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4.9 Muodollinen potenssisarja

Lukujonon (ay)$2, muodollinen potenssisarja on lauseke

> apat (4.9.1)
k=0
Joskus jonon (ay)g2, muodollista potenssisarjaa merkitédén lyhyesti symbolilla a(z), ts.
a(z) =Y apa® = ag + arx + agz® + -+ (4.9.2)
k=0

Kaavassa (4.9.2) symbolille x ei anneta lukuarvoja, vaan symbolin x potenssi ilmaisee
kertoimensa paikan lukujonossa. Muodollinen potenssisarja on siis itse asiassa luku-
jonon uudenlainen esitysmuoto, jota on helppo kasitella joissakin tilanteissa.

Jos lukujonon jokin jisen aj on = 0, niin termi apz® jitetiiin kaavan (4.9.2) oikean-

puoleisesta lausekkeesta pois, ja jos a; = 1, niin silloin merkitdin ayz® = 2%, Esi-

merkiksi jonon (3, 2, 1, 0, 0, ...) muodollinen potenssisarja on 3+ 2z + 2. Aérellinen
jono (ag, a1, as, . . ., a,) samaistetaan darettoméan jonon (ag, a1, asg, - . ., a,, 0,0, . ..) kanssa.
Selvasti
a(z) =b(z) @ ar=by, k=0,1,2,... (4.9.3)
Muodollisten potenssisarjojen summa ja tulo maaritellaan kaavoilla
a(z) +b(z) = > (ar + by)z", (4.9.4)
k=0

a(x)b(z) = i(z aibp_;) k. (4.9.5)

k=0 i=0
Tuloa kutsutaan myos Cauchyn tuloksi. Abstraktin algebran kielelld voidaan sanoa,
ettd muodolliset potenssisarjat muodostavat kommutatiivisen ykkosrenkaan summan
ja tulon suhteen. Renkaan ykkosalkio on sarja 1 eli sarja 140z 40224 - - -. Silld on omi-
naisuus a(x)1 = la(z) = a(z) aina, kun a(z) on muodollinen potenssisarja. Muodolli-
nen potenssisarja b(z) on muodollisen potenssisarjan a(z) inverssi, jos a(x)b(x) =
b(z)a(z) = 1. Silloin merkitdin b(z) = a(z)™' = 1/a(x). Voidaan todistaa, etta

muodollisella potenssisarjalla a(x) on inverssi, jos ja vain jos ag # 0.

Esimerkki 4.9.1

> 1
Z akxk - 1 )
k=0 — ax
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a5 (2)

k=0

Maaritelma Olkoon p alkuluku. Aritmeettisen funktion f Bellin sarja f,(z) modulo

p on muodollinen potenssisarja, joka méaaritellaan kaavalla
fo(z) =3 f(pF)a". (4.9.6)
k=0
Esimerkki 4.9.2 Mobiuksen funktion p Bellin sarjan modulo p antaa kaava
pp(z) =1—x.

Esimerkki 4.9.3 Funktion N Bellin sarjan modulo p antaa kaava

1

(Toteal)

Esimerkki 4.9.4 Funktion ¢ Bellin sarjan modulo p antaa kaava

(Toteal)

Lause 4.9.1 Olkoot f ja g multiplikatitvisia funktioita. Silloin f = g, jos ja vain jos
fp() = gp(x) aina, kun p on alkuluku.

Todistus Harjoitustehtava.

Lause 4.9.2 Olkoot f ja g aritmeettisia funktioita. Silloin (f * g),(z) = fp(z)gp(2)

aina, kun p on alkuluku.

Todistus Muodollisen potenssisarjan (f*g),(x) potenssin z* kerroin on Y-, f(d)g(p*/d)
eli X8 o f(p')g(pF~?), joka on mySs muodollisen potenssisarjan f,(z)g,(z) potenssin z*

kerroin. O
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Esimerkki 4.9.5 Eulerin funktion ¢ Bellin sarjan modulo p antaa kaava

1—=x

op(x) = 1—pz’

Huomautus Olkoot f, ¢ ja h sellaisia multiplikatiivisia funktioita, ettd h,(z) =

fp(x)g,(x) aina, kun p on alkuluku. Silloin h = f * g. (Toteal!)

Esimerkki 4.9.6 Olkoon 6(n) = 2¢(™_ Silloin # on multiplikatiivinen ja

_1+x
C1l—z

Op(z)

aina, kun p on alkuluku. (Totea!) Niin ollen

Op(z) = (lﬁ)p(x)gp(x)

aina, kun p on alkuluku. Koska funktiot 8, u? ja ¢ ovat multiplikatiivisia, niin
6 = p* (.

Lause 4.9.3 Olkoon f sellainen aritmeettinen funktio, ettd f(1) # 0. Silloin (f~1),(z) =

aina, kun p on alkuluku.

Ip(2)

Todistus Harjoitustehtava.

Esimerkki 4.9.7 Mobiuksen funktion p kaénteisfunktion Bellin sarjan modulo p an-

taa kaava .
(1™ H)p(2) = (= Gp(@))-

11—z

Huomautus Olkoot f ja g sellaisia multiplikatiivisia funktioita, ettd f,(z)g,(z) =1
aina, kun p on alkuluku. Silloin g = f~!. (Totea!)

Esimerkki 4.9.8 Koska (1°),(z) = 14z ja A\y(z) = 15 aina, kun p on alkuluku

(toteal), ja koska funktiot u? ja A ovat multiplikatiivisia, niin

p? ="t
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4.10 Identiteetteja

Kaksi luontevaa tapaa todistaa aritmeettisia identiteetteja on kayttaa apuna multip-

likatiivisuutta ja Dirichlet’n tuloa. Havainnollistetaan asiaa kahdella esimerkilla.

Esimerkki 4.10.1 Todistetaan, etta

(4.10.1)

Merkitédén L(n) = ﬁn) ja R(n) = X, lfb(d(? Silloin L ja R ovat multiplikatiivisia
funktioita. Téten lauseen 4.3.1 nojalla yhtalo (4.10.1) riittda osoittaa oikeaksi, kun n
on alkuluvun potenssi p®, a > 1. Selvasti

a

p p
L pa = =
( ) pa _ pa—l p— 1
ja
1 p
R =14 ——=—.
(r*) = A
Néin ollen yhtélo (4.10.1) on voimassa.
Esimerkki 4.10.2 Todistetaan, etta
=Y ¢(d)og(n/d). (4.10.2)
din

Merkitdan R(n) = X4, ¢(d)oo(n/d). Silloin

R(n) = (¢ x00)(n) = (N * px CxC)(n).

Koska p * ¢ = 6, missa ¢ on ykkosfunktio, niin

R(n) = (N *¢)(n) = a1(n).

Néin ollen yhtdlo (4.10.2) on voimassa.
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4.11 Analogioita ja yleistyksia

Maaritelma Luvun n tekijdd d sanotaan luvun n unitaaritekijiksi, jos (d,n/d) = 1.

Jos d on luvun n unitaaritekija, niin merkitdén d||n.

Esimerkki 4.11.1 Olkoon n = p%’, missi p ja ¢ ovat erisuuria alkulukuja. Silloin
luvun n unitaaritekijit ovat 1, p®, ¢ ja n. Yleisesti, jos luvun n kanoninen esitys on

n = p{'ps? - - pp*, niin mitka ovat luvun n unitaaritekijat?

Maaritelma Aritmeettisten funktioitten f ja g unitaaritulo (eli unitaarikonvoluutio)

f @ g on sellainen aritmeettinen funktio, etta

(f@g)(n)=>_ f(d)g(n/d).

d||n

Lause 4.11.1 Pari (Ao, ®) on Abelin ryhmd.
Todistus Harjoitustehtéva. (Pitka.)
Lause 4.11.2 Pari (M, ®) on Abelin ryhmd.

Todistus Harjoitustehtéva. (Pitka.)

Maaritelma Mobiuksen funktion unitaarianalogia u® on funktion ¢ kaanteisfunktio

unitaaritulon suhteen.

Maaritelma Merkintd (m,n)® tarkoittaa luvun m suurinta (tavallista) tekijaa, joka

on luvun n unitaaritekija.

Esimerkki 4.11.2 Olkoon m = p%¢? jan = p3q, missi p ja g ovat erisuuria alkulukuja.

Silloin (m,n)® = q.
Maaritelma Fulerin funktion unitaarianalogia ¢® maaritellaan kaavalla
¢°(n) =Ha: 1<a<n, (a,n)% =1}
Lause 4.11.3 Eulerin funktion unitaarianalogia toteuttaa kaavan ¢® = N & u®.
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Todistus Harjoitustehtava.

Maaritelma Olkoon u € Z*. Jordanin funktio J, mairitellaan kaavalla

Ju(n) = [{(ay,a9,...,a,) : 1 <aj,ag,...,a, <n, syt(ay,as,...,a,,n) =1}

Huomautus Kun v = 1, niin J, = ¢. Siis J, on Eulerin funktion yleistys.
Lause 4.11.4 Jordanin funktio toteuttaa kaavan J, = N* x p.

Todistus Harjoitustehtava.

Maaritelma Olkoon K (n,d) reaaliarvoinen (tai kompleksiarvoinen) funktio sellaisten
jarjestettyjen parien (n,d) joukossa, missé d|n. Silloin aritmeettisten funktioitten f ja

g K-tulo (eli K-konvoluutio) f xx g on sellainen aritmeettinen funktio, etta

(f *x 9)(n) =D _ f(d)g(n/d)K(n,d).

din

Esimerkki 4.11.3 Dirichlet’n tulo ja unitaaritulo ovat K-tulon erikoistapauksia. (Totea!)

Siis K-tulo on Dirichlet’'n tulon ja unitaaritulon yleistys.

Maaritelma  Aritmeettista funktiota f sanotaan additiiviseksi, jos f(1) = 0 ja
f(mn) = f(m) + f(n) aina, kun (m,n) = 1. Aritmeettista funktiota f sanotaan
taydellisesti additiiviseksi, jos f(1) =0 ja f(mn) = f(m) + f(n) aina, kun m,n € Z*.

Huomautus Taydellisesti additiivinen funktio on additiivinen.

Esimerkki 4.11.4 Funktio logn on taydellisesti additiivinen.

5 Aritmeettisen funktion keskiarvo

5.1 Maaritelma

Maaritelma Olkoon f aritmeettinen funktio. Olkoon g sellainen reaalimuuttujan
funktio, etta

X f(n)
e



Silloin sanotaan, ettd funktion f(n) keskiarvo on g(n).

Maaritelma Olkoon f aritmeettinen funktio. Jos

niin sanotaan, ettd osasumman Y. f(n) asymptoottinen arvo on g(x). Erotusta
n<x

> f(n) —g(x)

n<x
sanotaan virhetermiksi ja merkitdédn symbolilla E(z).

Virhetermi esitetdan usein kayttamalla apuna O-merkintdd, joka maéaritellaan seu-

raavassa.

Maaritelma Olkoon g(z) > 0, kun > 1. Merkinta

tarkoittaa, ettd on olemassa sellaiset vakiot M ja a, etta

|f(z)] < Mg(x),kun z > a.

Merkinta

tarkoittaa, etta

Esimerkki 5.1.1 Dirichlet’n kaavan mukaan

> d(n)=zlogz + (2C — )z + O(Vx), z>1, (5.1.1)

n<x

missa C' on Eulerin vakio, joka méaaritellaan kaavalla

1 1 1
C = lim (1—{——+—+---+——10gn>.

Néin ollen tekijafunktion d(n) keskiarvo on logn, osasumman Y d(n) asymptoottinen
n<x

arvo on zlogx ja kaavan (5.1.1) mukainen virhetermi on

E(z) = (2C — 1)z + O(v/3).
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Dirichlet’n kaavan virhetermia voidaan parantaa. Toistaiseksi paras arvio on Iwaniecin
ja Mozzochin (1988) tulos

E(z) = (2C — 1)z + O (z27°)
aina, kun € > 0. Tassa monisteessa todistamme Dirichlet’'n kaavaa heikomman tuloksen

> d(n) = zlogz + O(z),

n<x

ks. lause 5.4.1.

5.2 Abelin identiteetti

Abelin identiteetin erikoistapauksena saadaan Eulerin summakaava, jota kaytetaan

apuna joidenkin asymptoottisten kaavojen johtamisessa.
Lause 5.2.1 (Abelin identiteetti) Olkoon a(n) aritmeettinen funktio. Merkitddin

n<x

missd A(x) =0, kun x < 1. Olkoon f funktio, jolla on jatkuva derivaatta vdlilla [y, z],
missa 0 <y < x. Silloin

y<n<z Y

Todistus Merkitdédn [z] = k ja [y] = m, jolloin A(x) = A(k) ja A(y) = A(m). Silloin

> s = %aw(n) - %{A(n) A 1D} (n)
- :éHA(n) F(n) - :E;A(n)f(n +1)
_ EHAW{ F(0) = F(n+ 1)} + A(R)f(k) — A(m) f(m +1)
. gm; AW | £@)at+ AR ®) — Am)sm+ )
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Nain lause 5.2.1 on todistettu. O

Lause 5.2.2 (Eulerin summakaava) Olkoon f funktio, jolla on jatkuva derivaatta

valilld [y, x], missi 0 <y < x. Silloin

S ) = [ r@de+ [ 1)@ de+ F@)] - ) - FE) 0 - 0.

y<n<z
Todistus Harjoitustehtdava. Vihje: Asetetaan Abelin identiteetissa a = (.
Seuraavat perustulokset ovat Eulerin summakaavan seurauksia.

Merkintd Riemannin zeta-funktio ((s), s € R1, méaaritellddn kaavalla
>on?, kun s > 1,
n=1

Cs) =19
9}&&(2 n_s—xl_s/(l—s)> , kan 0 <s < 1.

n<x

Riemannin zeta-funktiolle kiaytetaan samaa merkintaé kuin aritmeettiselle funktiolle ,

missé ((n) = 1 aina, kun n € Z™.
Lause 5.2.3 Olkoon x > 1. Silloin

(a) S nt=logz+C+O(x™).

n<x
S

(b) Y n®= “il__s +((s)+O(z™*), kun s >0, s # 1.

n<z

() ¥ n*=0(x"%), kun s > 1.

n>x
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(d) ¥ n*= f:ll + O(z%), kun a > 0.

n<x

Todistus (a) Asetetaan Eulerin summakaavassa y = 1 ja f(t) = 1/¢. Silloin

T

1 1 t— [ x — [z]
L —a—/ dt+1—
n§<:x” 1/t / 12 + T

zl%x—/tlm&+l+0(g
/ t T

mt_mdv+7t_ﬁhh+0<1)

— 1 1—/
08T+ /e Iz -

On tunnettua, etti epaoleellinen integraali [ =2 dt on olemassa. Téten majoranttiperi-
1

aatteen nojalla epioleellinen integraali [ (¢ — [t])t~2dt on olemassa. Lisiksi
1

og/t[mhg/E&:<

12 x
Naéin ollen -
1 t— 1t 1
Z—:logﬂc—i—l—/ 2“dt+(’)(—>. (5.2.1)
n<lz t z
< 1
Kun z — oo, niin saamme
Tt—[t] _
1—/ >—dt = lim Z——logw =C
/ot =00 \ = n

Siis yhtélo (5.2.1) todistaa kohdan (a).

(b) Asetetaan nyt Eulerin summakaavassa y = 1 ja f(t) = ¢t=°, missd s > 0, s # 1.
Silloin

z — [a]

xs

1 r1 rt— 1]
ZE = I/Edt—sl/ t5+1 dt+1—

= xl_s— ! +1—37t_[t]dt+(’)<xs).

1—-s 1—s J s+l
Siis
! xks+0(y+o(—ﬁ (5.2.2)
— = S T /N
ns 1l—s ’



missa, -
1 t— [t]
— 5

dt.
1—s / terl

C(s)=1-

S

Jos s > 1, niin yhtélon (5.2.2) vasen puoli lihestyy lukua ¢(s) ja termit x'~* ja z~
lahestyvét lukua 0, kun x — oo. Néin ollen C(s) = ((s), kun s > 1. Jos 0 < s < 1,
niin z7° — 0 ja (5.2.2) osoittaa, etté
1 ol

I L. = O(s).

xljglo (nz<::c ns 1 — S) (S)
Néin ollen C(s) = ((s), kun 0 < s < 1. Siis C(s) = ((s) aina, kun s > 0, s # 1, ja
taten yhtalo (5.2.2) todistaa kohdan (b).
(c) Olkoon s > 1. Silloin

1 1

1;6 P ((s) — %;C s

Kohdan (b) mukaan
1 ot
_ i O (=
C(S) n<x n° —1 i <x )
Koska 7% < 2!'7%, niin
xl—s

—s\ __ 1—s
S_l—i—(’)(x )-(’)(m )
Yhdistdmalla yo. yhtélot saamme kohdan (c).

(d) Asetetaan Eulerin summakaavassa y =1 ja f(t) =t%, o > 0. Silloin

T

don* = /to‘dt+a/t°‘_1(t—[t])dt+1—(x—[m])xo‘

n<x 1

a+1 z
B L +(’)(a/ta_1dt) + 0 (z%)
1

a+1 a+1
$a+1
— O (z*

miké todistaa kohdan (d). Néin lause 5.2.3 on todistettu. O

5.3 Dirichlet’n tulon osasumma

Téssd pykéldssd esitetdadn aputulos (lause 5.3.2), joka auttaa sellaisten aritmeettisten
funktioiden asymptoottisen kiyttaytymisen tutkimisessa, jotka ovat kahden sopivan

funktion Dirichlet’n tuloja.
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Maaritelma Olkoon F' reaalimuuttujan x (> 1) funktio ja olkoon f aritmeettinen

funktio. Silloin maaritellaan

Zf F(z/n), x>1.

n<x

Huomautus Jos F(z) = 0, kun x ei ole positiivinen kokonaisluku, niin

(f o F)(m) = (f = F)(m),

kun m € Z7T.

Lause 5.3.1 Jos f ja g ovatl aritmeettisia funktioita, niin
fo(goF)=(fxg)o
Todistus Harjoitustehtava.

Lause 5.3.2 Olkoon h = f x g ja merkitdan

=D h(n), F(z)=3_ f(n), Gx)=>_g(n)

n<lx n<x n<lx
Silloin

=2 f()G(z/n) = > g(n)F(x/n).

n<x n<x

Todistus Merkitadn U(x) =1, z > 1. Silloin
H=hoU=(fxg)oU, F=folU G=gol.
Taten lauseen 5.3.1 nojalla

H=(frg)oU=fo(gol)=foG
eli

= f(n)G(z/n).

n<x

Koska f* g = g = f, niin
H=(gxf)oU=go(folU)=goF

eli

=Y g(n)F(z/n).

n<x

Naiin olemme todistaneet lauseen 5.3.2. O
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5.4 Tekijafunktion keskiarvo

Lause 5.4.1
> d(n) =zlogz + O(x).

n<zx

Todistus Asetetaan lauseessa 5.3.2 f = g = (, jolloin A = d. Néin ollen

ddn)=> > 1

n<z n<z m<z/n

Lauseen 5.2.3 kohtien (d) ja (a) nojalla

Sdn) = X (Z+om)

n<x n<x

= J]Z%—i—()(l’)

n<x
1
=z <10gx +C+0 (—)) + O(x)
T
= zlogz + O(x).
Olemme siis todistaneet lauseen 5.4.1. O

Huomautus Funktion d(n) keskiarvo on logn.
Lause 5.4.2 Kun x > 1,

> oi(n) = %C(Q)xQ + O(zlog z).

n<x

Todistus Asetetaan lauseessa 5.3.2 f = N ja g = (. Silloin

Yoon)=>_ > m.

n<z n<zr m<z/n
Lauseen 5.2.3 kohtien (d) ja (b) nojalla
1

S o) = ¥ {5/m?+0w/n)}
n<lx n<x

1

= =Y n?+0 |z n!
2 n<lz n<lz

= 3o {7+ 6@+ 0 (e} + Olaloga)

= %C(Z)ﬁ + O(xzlog x).
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Nain olemme todistaneet lauseen 5.4.2. O

Huomautus Voidaan todistaa, etta ¢(2) = 7%/6. Néin ollen funktion o(n) keskiarvo
on wn/12.
Lause 5.4.3 Josx > 1jaa >0, a# 1, niin

n<zx

missd f = max{l, a}.
Todistus Harjoitustehtava.

Lause 5.4.4 Olkoon 8 > 0 ja merkitiin 6 = max{0,1 — G}. Jos z > 1, niin

B+ +0O(20), kunp#£1,
2. 7-s(n) _{ C(2)x+0(10g3:<), ) kun B = 1.

n<x

Todistus Harjoitustehtava.

5.5 Eulerin funktion keskiarvo

Apulause 5.5.1

i pn) 16
= n*  ((2) n
Todistus Sivuutetaan.
Lause 5.5.1 ;
> p(n) = —2332 + O(zlogz).
n<x m

Todistus Asetetaan lauseessa 5.3.2 f = u ja g = N, jolloin h = ¢. Néin ollen lauseen
5.2.3 kohtien (d) ja (a) nojalla

doen) = D opm) > m

n<z n<z m<z/n
- Suw (3(2) +o ()



=§fEJWWM+OG§xg

n<z n<zx

= 13;2 > u(n)/n* + O(zlogz).

2 n<x

Apulauseen 5.5.1 ja lauseen 5.2.3 kohdan (c) avulla saadaan

) ) s o)

n<lz n2 n=1 TL2 n>x n2
6 1
- 5ro(Sh)
™ i
Siis
1,76 1
= 222 (—=+0(=))+0@]
S = 3 (S0(2)) rotwiss
3

= ﬁxz + O(zlogz).

Néin olemme todistaneet lauseen 5.5.1. O
Huomautus Funktion ¢(n) keskiarvo on 3n/m?.
Huomautus On tunnettua, etta

lim Y u(n) = 0. (5.5.1)

T—00
Z n<x

Télloin sanotaan, ettd Mobiuksen funktion p(n) keskiarvo on = 0.

Voidaan todistaa, ettd (5.5.1) on yhtdpitdva ns. alkulukulauseen kanssa. Alkuluku-

lauseen mukaan
lim 7(z)logx -
T—00 T

Y

missé 7m(z) = [{p: p <z, palkuluku}|. Alkulukulauseen todistus on vaikea.
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