Prof. Dr. H. Brenner Osnabriick SS 2018

Lineare Algebra und analytische Geometrie II

Arbeitsblatt 43

Ubungsaufgaben

AUFGABE 43.1. Multipliziere in Z/(5)[x, y] die beiden Polynome
ot + 20%y% — 2y + 2y° und 2ty + 42’y + 3zy® — 22y + 297

AUFGABE 43.2. Multipliziere in Q|z, y, z] die beiden Polynome

25 4 322y? — 2y2® und 223yz + 2% + bay’z — 2%y .

AUFGABE 43.3.*%

Zeige, dass im Polynomring K[X, Y] iiber einem Korper K das Ideal (X,Y)
kein Hauptideal ist.

AUFGABE 43.4. Skizziere im R? die Losungsmenge der folgenden Gleichun-
gen.

(1) x2_y2_1: )

(2) 22+ 2y +y* =0,

(3) 2> +y*+1=0,

(4) 2* + 9% =0,

(5) 2% +y*> =0,

(6) x3_y5: P

(7) 2% — 23 =0,

(8) z* +y* =1,

(9) ' +y' =1,

(10) =5+ 3z +4a? + 23 —y* =1

In den folgenden Aufgaben ist Standardform im Sinne von Satz 43.9 zu ver-
stehen. Es muss die neue Basis, die Variablentransformation (Koordinaten-
transformation) und das vereinfachte quadratische Polynom angegeben wer-
den.



2

AUFGABE 43.5.%*
Bringe das reelle quadratische Polynom
X?—4Y?+6XY —3X +Y +2

auf eine Standardgestalt.

AUFGABE 43.6. Bringe das reelle quadratische Polynom
5X%—2Y? —6XY —5X —3Y — 7

auf eine Standardgestalt.
In der folgenden Aufgabe geht es um zwei Definitionen fiir eine Ellipse.
AUFGABE 43.7.%

Es seien Q1, Q2 € R? zwei Punkte, ¢ > 0 und es sei
E = {PeR’d(P,Q:)+d(P,Qs) =c}.

Zeige, dass F die Nullstellenmenge einer quadratischen Gleichung in zwei
Variablen ist. Wie sieht die Standardgestalt aus? Was sind die Hauptachsen?

Tipp: Fiihre die beschriebene Situation auf den Fall zuriick, wo @1 = (e, 0)

und Q2 = (—e,0).

Unter normierter Standardgestalt verstehen wir eine quadratische Form, bei
der die nichtkonstanten Koeffizienten nur den Wert 0,1, —1 haben diirfen.
Dies kann man durch Verzerrungen stets erreichen (wobei aber die Orthogo-

nalitéit verloren geht).

AUFGABE 43.8. Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Quadrik

Tx? — 11y* + 152y .

AUFGABE 43.9. Welche der unten skizzierten Quadriken kann man (in wel-

chem Sinne) mit weniger als drei Variablen beschreiben?
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AUFGABE 43.10. Bestimme, welche Quadriken aus Beispiel 43.12 sich als
Graph und welche sich als Rotationsfliche beschreiben lassen.

AUFGABE 43.11.*
Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Quadrik

327 + 2% + 2xy — 2y

AUFGABE 43.12. Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Qua-
drik

2

2 4 y? — 22% — day + 62y — 2yz.

AUFGABE 43.13. Es sei V ein Minkowski-Raum der Dimension n. Wir be-
trachten die Menge

T ={veV]|{vv)=1}.
Fiir welche n ist T' wegzusammenhéngend, fiir welche zerféllt es in verschie-
dene Komponenten?

AUFGABE 43.14. Es sei V' ein Minkowski-Raum der Dimension n. Wir be-
trachten die Menge

T ={veV|{(vv) =1}.
Es sei w der Beobachtervektor eines Beobachters B und es sei Vp seine Raum-
komponente. Welche Gestalt besitzt TN Vg?
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AUFGABE 43.15. Das Bild der durch
R — R* t— (£, ),

definierten Kurve heiit Neilsche Parabel. Zeige, dass ein Punkt (z,y) € R?
genau dann zu diesem Bild gehoért, wenn er die Gleichung 23 = ¢? erfiillt.

AUFGABE 43.16. Sei
[ R— R t—s (2, 17).

Bestimme die Punkte t, € R, fiir die der Abstand der zugehorigen Kurven-
punkte f(t) = (3, t3) zum Punkt (1,0) minimal wird.

AUFGABE 43.17. Wir betrachten die Kurve
R— R? t+— (2 — 1,5 —t).

a) Zeige, dass die Bildpunkte (z,y) der Kurve die Gleichung
2= o+ 2
erfiillen.

b) Zeige, dass jeder Punkt (x,y) € R* mit y? = 2? + 2* zum Bild der Kurve
gehort.

c) Zeige, dass es genau zwei Punkte #; und ¢, mit identischem Bildpunkt
gibt, und dass ansonsten die Abbildung injektiv ist.

AUFGABE 43.18. Es sei C' C R? das Bild unter der polynomialen Abbildung
R— R t— (£ —1,8—1).

Bestimme ein Polynom F' # 0 in zwei Variablen derart, dass C' auf dem
Nullstellengebilde zu F' liegt.

AUFGABE 43.19. Es sei T der Graph der Standardparabel
= x‘z
und M C R? die Rotationsfliche zu 7" um die x-Achse.

(1) Zeige, dass M durch keine Quadrik beschrieben wird.
(2) Zeige, dass M die Nullstellenmenge eines Polynoms in drei Variablen
ist.

AUFGABE 43.20. Es sei ¥ eine hermitesche Form mit der Gramschen Matrix
G (beziiglich einer Basis). Zeige, dass die Determinante von G reell ist.
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AUFGABE 43.21. Es sei ¥ eine hermitesche Form mit der Gramschen Matrix
G (beziiglich einer Basis). Zeige, dass das charakteristische Polynom von G
reelle Koeffizienten besitzt.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 43.22. (3 Punkte)

Wie viele Monome vom Grad d gibt es im Polynomring in einer, in zwei und
in drei Variablen?

AUFGABE 43.23. (4 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Kreisgleichung
4yt =1
fur die Korper K =7Z/(2), Z/(3), Z/(5) und Z/(7).

AUFGABE 43.24. (6 Punkte)
Bringe das reelle quadratische Polynom
3X2—5Y?+7XY +4X —2Y +5

auf eine Standardgestalt.

AUFGABE 43.25. (10 (446) Punkte)
Wir betrachten den Kegel
K = {(:z:,y,z) € R 2? + 9% = 22} C R?

und es sei £ C R? eine affine Ebene. Der Durchschnitt K N E heiit Kegel-
schnitt.

(1) Zeige, dass jeder Kegelschnitt
KNE CE ¥R

in geeigneten Koordinaten u,v des R? als Nullstellenmenge eines
quadratischen Polynoms in u, v beschrieben werden kann.

(2) Bestimme, welche der Quadriken aus Beispiel 43.8 sich als Kegel-
schnitte realisieren lassen.

AUFGABE 43.26. (4 Punkte)
Bestimme die normierte Standardgestalt der reellen Quadrik

52% — 4y* + 2% — xy + 32z
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