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Die triniiven Zakiformen wnd Zahlheerthe.

Yon W. Simerk 1,

suppl. Gymnasiallelrer zu Budweis.
(Vorgelegt in der Sitzung vom 12. Mai 1859.)

Der Gegenstand dieser Abhandlung hat, als eine interessante
Partie der Zahlentheorie, hald die Aufmerksamkeit der Mathematiker
wie Fermat, Gauss und Legendre ervegt. Auch ich hefasse mich
schon eine geraume Zeit mit demselben, und fand, nachdem ieh die
Periodicitiit der guadratischen Zahlformen ) entdeckt hatte, zwischen
diesen heiden Theorien einen wichtigen Zusammenhang, so dass
ich in den Stand gesetzt wurde, aus einer Losung der Gleichung
x® + y2 + 22 = D alle iibrigen abzuleiten. Hiedureh erlitt aber anch
dieser Theil der unbestimmten Analytik eine solche Verinderung,
dass ieh ihn ganz neu iiberarbeiten musste, was ich hier mit moglichst
kurzer Fassang der bereits hekannten Sitze der Offentlichkeit iiber-

gebe.

I[. Von den triniren Verhiltnissen bei einer ein-

zigen Determinante,
1. Bezeiehnung und Beneunung der triniiren Grossen.

Dem Ausdrucke

(mxe + ny)r + (w'e 4+ w'y)r + (m"v + 2"y)?

kann nach dem jetzigen Stande der unbestimmten Analytik statt des
Legendre’sechen lu forme rinaive du diviseur quadratique de la
Jormule 2 4+ Du* — der zweckmiissigere Name eine trinire Zahl-
form« (d. i. eine trindire Gestalt einer quadratischen Zahlform) bei-

1) XXXI. Bd., Nr. 18, 1. 1838 dieser Silzungshervichte.
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1

gelegt werden: die Grissen a, n', 2, n. n', 0" mogen dann triniore
Coéfficienten heissen.
Diese triniven Zahiformen sind von zweierlei Art, nimlich

eigentliche, wenn die drei Warzel

me -+ ny. m'ae + 'y, m'a + 'y

keinen gemeinsamen Theiler haben kinnen, migen die relativen
Primzahlen @, y was immer fiir Werthe besitzen. I entgegenge-
setzten Falle heisst die Form eine uncigentliche,

Zur Bezeichnung dieser Formen kann man sieh in Fillen, wo
an den Werthen von @, y niehts gelegen ist, des Symbols

{ ' "
) m m m

. ’ . "

{2 n n

bedienen; wird daher der Kiirze wegen

p = m: 4+ m'r 4 m"™*
g = mn ++ w'n’ 4+ wm'"a" §))
ro= n* 4 ' 4 W

gesetzt, so ergibl sich

ym m’ m')
ln "~ w T oa

= prt + 2 2y + vy = (p. 20, 1) €]

Eine gunz besondere Bedeutung haben bei diesen Untersu-
chungen die Grissen

"

a=mn" —m'w, o =m'n—mn', " =mn' —mn (3)

Ihr Bau als Differenzen von Querproducten wird ersichtlich,
wenn man die trindren Coéffieienten unter der Gestalt

’ 1 ’
m m m m

’ . " . . ’

n n n n

ansetzt; nimmt man ibrigens "', m'’, 0’ fir «, m, n an, so entsteht
aus jeder der Grissen o, o', ', « die nichst folgende durch Erho-
hung der Striche.

Die Gleichungen (3) geben

2% 2 4 gt = (e o2 o) (w4 w4 a)
— {mn 4 wm'n’ + ')
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oder nach (1)
D= pr—qg=a*+4 a4 o

Die Grossen «, 2/, « heissen die Griniiren Zahlwerthe oder
kurz triniire Werthe von D; man nennt sie eigentlieh, wenn sie
keinen gemeinsamen Theiler besitzen, sonst sind sie uncigentliel.
Statt des Ausdruckes ,eine Art triniirer Werthe« d. h. eine Art die
Determinante D in die Summe dreier Quadrate zu zerlegen, kann
man kurz .cine trindire Avt* gebrauchen. Den Zusammenhang der
triniiren Werthe z, &, " mit der triniiven Form, ans der sie ent-
standen sind, kann man der Ubersieht halber mit

"

( ’
b e
andenten, welcher Bezeichnungsweise man sich bei allen anf gleiche
Art gebildeten Grissen wirld hedienen konnen.
Stelit in einer (riniiven Zahlform ein Coéflicienlenpaar auf der
eben so vielten Stelle, dic in << a, o', 2/ > ein triniirer Werth ein-
nimme, so kann nin offenbar diese zwei Grissen gleichstellig nennen.

m . g o g m . g
so dass etwa o Mt gleichstellig, hingegen w mit o und &’ ungleich-

stellig sein wird.

1. Anmerkung. Weil Legendret) bei den quadratischen
Zahlformen die Vorzeichen der Mittelglieder nieht beriicksiehtigte, so
hatte er aneh keinen Geund bei den triniiren Zahlformen streng auf die
Vorzeichen za achten, wnd desshalb nimmt er in seiner V1. Tabelle
alle Werthe vou m, ', m” positiv, indem er statt (— my 4 nz)?
dem mathematischen Sehreibegebranche entsprechender (my — nz)®
selzt. Aus diesem Grunde war es ihm einerlei, oh die trindren Zahl-
werthe positiv oder negativ zum Vorsehein kamen. So hat er z. B.

bei D = 90
9y* + byz + Mz = 2y 4 32) + 2y — ) + (g — =)
oder nach der hier eingefiihrten Bezeichnungsweise

(2
(9,6, 11) = I E '

3 -1 —1

1) Essai sur la theorie des nembres. 2. edil.
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so dass man

erhilt; will man e, «', «” positiv haben, so muss
2 —2 1
(9,6,11):%3 ST _1%
gesetzt werden.

2. Anmerkung. Lisst sich die Form pa® + 2¢2y + 1y
in die Summe dreier Quadrate zerlegen, d. . kanu man ilir eine
trindre Gestalt geben, so ist kein Grund vorhanden, warum man sie
nicht der Kiirze wegen eine triniire nennen diirfte.

2. Negative Siitze iiber die Existenz der triniiren Formen und Werthe.

Nach 1. lassen sieh nachstehende zum Theil bereits bekannte
(Legendre Nr. 263 ete.), zum Theil leicht ersichtliche Siitze auf
folgende Art stylisiren:

«) Alle Zahlen einer trindren Form haben trinire Werthe; und
kommt in ciner quadratisehen Zahlform eine Grisse vor, der sich
keine triniiren Werthe geben lassen, so kann diese Form keine
triniire sein.

) Erseheint in einer guadratischen Form eine Zahl, die nur
uneigentliche triniire Werthe Dbesitzt, so ist diese Form entweder
keine trinéire oder hichstens eine uneigentliche.

c¢) Eine Determinante, die keine triniiren Werthe hat, kann
anch keine trindven Formen Desitzen. Dass uneigentliche trindire
Werthe nur bei uneigentlichen triniiren Formen und umgekehrt vor-
kommen, lehrt der Verfolg dieser Abhandlnng.

d) Keine Zaht von der Gestalt 4% (84 — 1), wobei auch =9
sein kann, hat trinire Werthe; cben so kaun auch eine durch 4
theilbare Zahl keine eigentlichen trindren Werthe hesitzen. Daher
kann keine quadratische Zahlform, worin cine Grisse von der Gestalt
8k — 1 oder allgemein 4% (84 — 1) vorkommt, nach «) trinir sein.
Ebenso kiinnen wuch Determinanten von der Gestalt 4* (Sk — 1)
keine trindren Formen haben,

¢) Determinanten von der Gestalt 4% kinnen nur uneigentliche
trinéice Formen haben, Jda in jeder ihrer quadratischen Zahlformen
Grossen von der Gestalt 4% vorkommen.
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e

/) Es lisst sich keine quadratische Zahlform mit einem unpaaren
miltleren Coéfficienten in eine triniive verwandeln.

¢) Cueigentliche teindre Werthe komen nur Zallen von der
Gestalt kf* besitzen.

h) Keine eigentliche quadratische Zahlform der Determinaute
8% -+ 3 kamn triniiv seiu, soudern nur eine uneigentliche von der
Gestalt (2p, 2¢, 2r), wobei p, ¢, » ungerade sind.

¢) Bei der Determinante 44 -+ I kivunen nar jene quadratischen
Iormen teindie sein, welehe Zalilen von der Gestalt 4o -4 1 enthalten;
kommt in ciner Form die Zabl 4¢ — 1 vor, so enthilt ein solcher
Ausdruck auch Grissen von der Gestalt So — 1, und kanu desshalb
nieht trinéir sein. Chrigens muss noch nicht jede Form, welche
Zahlen von der Gestalt 4¢ -+ 1 enthilt, schon desswegen zu den
trindiren gehoren.

k) Eigentliehe trindre Zablformen konuven daher nur bei den
Determinanten 44 + 1, 4% + 2 und S8k + 3 vorkommen; und dass
sich dieser Fall bei jeder Determinante wirklich ereignet, lehrt der
Verfolg dieser Theorie.

3. Umwandlung der {riniiren Formen.

Hat man

Pt 2qay vy = (e - ny)* b (nde A wy) 4 (e 4 0y)e
daun
a = m'n'" — m'"n, P m'n — o', 2 = mn' — m'n,
il wird
= [ty y=/[24 gy,

wobel fy' — [y = 1 st gesetzt. so crhiillt man die newe Gleiching

P 2y Ay = (wd by ) A (d by
A ST N I
worin

) == m— gt = ])';" §'

und
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a=mf +nf', o =w'f +0f. " =m'f 4 a’f )
’ t '3 v, I i " o1
b=mg 4+ ng'. b =mw'g - ng, b’ =m'y+ a"y
sich ergibt. Bezeiehmet man die triniiren Werthe, welche diese so

7’ '
; « « : N MRve .
veriinderte Form bbb nach Gleichung (3) licfert, mit

B, B B, so ist

B = db’ — 'Y = m'mfy + n'fy - g A D n 'y

—w'm'fy — m'w'fy — 'y — u 'y
also
B = (v — ") (fy —[g) =a

hen so findet man 2’ = 2" und 5” = «”. Durch die Umwand-
E} findet g “und £
lung der quadratischen und trindren Zahlform erleidet daher weder
die Grisse der triniren Werthe, noeh ihre Anordnang oder ithr Vor-
zeichen irgend eine Verinderung.

Bei diesem Verfahren gewihrt die im Crelle'schen Journul
iibliche Bezeichnung der Ubergangsgleichungen

v=f+gy. y=/[2+gY

: ( . S
durch das Symbol (;, 5 ;,) . wic uus der Gleichung (6) erhellet,
viel Bequemlichkeit.

Die Kiirzung dieser Formen wird auf cine dhuliche Art vorge-
nommen, wie die der quadratisehen; ist nimlich in

’ oy
o9, ) . im m m
) % noon T uy

. 24 > p,

. : .4 7 -
und heisst 1 die grosste in — enthaltene ganze Zahl, so kiivzt mn

1)
nittelst des Aunsdruckes ! = ire jedoch 2>, so suel
mittelst des Aunsdruckes (0 . |), wiire jedoch 2¢ >, so suclht
man A aus A und operirt mittelst ( 1 ; ?) Wollte man die
7 — A

vberen trinéiren Coéfficienten mit den unteren, somit auch p mit r
. . . 0 1 0 — 1

ertauschen, s 3 s]s ( . P .

vertauschen, so ist dies mittelst 5 0) oder (l 0)

vorzunelmen, wo also bei einer dieser Coéfficientenclassen die Vor-

zeichen geiindert werden miissen.
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Nicrdurch ist man in den Stand geselzt, jeder triniiren Form
die cinfachste Gestalt zu geben. und braucht in vielen Fillen die
zugehirigen quadratischen Formen gar wicht zu verrechnen, So
ibergeht z. B.

%:g . Z : :,i} mittelst ((l) S - ?) in
4 — & . . . .
g: -: " ‘[j . 2} dies wieder bei (} . (l)) in
{: ‘; . 3 N ;% woraus man dureh (__? . (l)) 7
L_é - :%§==<ﬂ.u,m>)=(&z3wgmmg

Anmerkung. Die Gleichungen

= +gy . y=[V+gY
iibergehen, wie man leicht erschen kann, in

’

¥=gr—ygy , y=—[Fv+ [y
Wird demnach die Transformation vou

7 "y ! 17
§m m m L " 17
Lo = w7 a b=y

’ ( . B
durch (; . ’j,) angedeutet, so ist umgekehrt der Ubergang letzterer

0
5 - . . { — (j o

FForm in die erstere mit ( '//., . //) vorzunchimen, Dass dies
aneh von den uadratischien Zalilformen gilt, bedarf wohl keines

Beweises.

1. Permutation und Zeicheniinderung bei den trindiren Grossen,

@) Das Krste, was in dieser Bezichung in die Augen (QllL ist.
dass man bei dew triviiven Formen die Vorzeichien aller Coéfficienten
in die enlgegengesetzten verwandeln, d. h.

m wm’ m'’") f— m — —

"

. . o ==

) " n'’ |—n  —a " —
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setzen kann, indem dadureh nach den Gleichungen (1) und (3)
weder die Werthe noch die Vorzeichen von p, ¢, # und o, o, «’
eine Veriinderung erleiden.

Dieses Verfahrens wird man sich bedienen, um unter den
trinéiren Coéflicienten die wenigsten — Zeichen zu erhalten, oder
falls die Zeiehen in gleicher Anzahl erscheinen wiirden, um s, und

wenn dieses = 0 wiire, um 2 positiv zu machen; so dass etwa statt
9 1o g—1 — 11 by
1—1'—3’14’(( 2'—2'15’%—«3'0' 1
bezichungsweise
2 —1 U 1 —12 {0 — 2 1
;1' 8 ==l Ui ) R[] 0— 1f
zu schreiben sein wird.
4) Ferner kann man in dem Ausdrucke
m m om 0
§7l . ”I . 76”% = < %, d, & >

simmftliche Glieder um einen Strich erhohen oder gegen links ver-
schicben, so dass derselbe in
” ~.

’ 1"
m m ne ,
. . = <d, 4 u
{ W 2w’ N} S B

oder weiterhin in

w' e oad|
| n " i\

- ‘e

= <a' o o>

ibergebt, wobei keine Grisse ihre frithere Stellung belidlt. Dabui
evleidet p, ¢, 7 keine Verdnderung, und «, &/, 2" werden nur verselzt.
Diese Verschichung werden wir eine gerade nenuen. Sie dient dazu,
um die triniiven Werthe e, «', 2”7 so zu vrduen, dass sie numeriseh
betrachtet entweder steigen vder fallen.

So iibergeht z. B.

02— .. {1y N
‘!__‘1.2. 3\ = (b,]..),/‘, '(__2.3. “\ = <_dJ, <, O
o =l W e« f—1 P ) = < 5.8.2>

m 2 3._15»._‘ f,2,8>, % 0~2.3§
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¢ Yor-

S . m
¢) Audert eines der Coéfficientenpaare il

zeichen, so werden hiedureh aneh bei zwei mit ihm ungleichstelligen
trinéiren Werthen die Vorzeiehen geiindert, da man offenbar

r 1
— m m m
| =<u,—a,—a" >

’ A "
| — n n n

erhiilt, was aueh in den ibrigen zwei Fillen geschieht. Kommen
daher unter den Grossen e, o, o zwel negative vor, so konnen sie
positiv gemacht werden. Auf diese Art iibergeht z. B.

1 2 92 ; Q
%u I e e
i
— 1 L .
% [ R :;(“\S"”"”

d) Dureh die Versetzung von zwei Paaren der Grossen
bl

P e
mom'om ! 5
s o G ho durch eine der unter 4) angefihrten entgegenge-

n’on
setzte older verkehrte YVerschichung, werden auch die gleichstelligen
triniiren Werthe o, o', o versetzt, unl es dndern iiherdies alle drei
ibre Vorzeichen; was unter obiger Voraussetzung aus

T m
.
n n n

/ m{ " / .

erhellet.

Mittelst dieses Satzes kann man, wenn «, o, «” simmtlich
negativ sind, dieselben positiv machen, ohue dass hiedureh die qua-
dratische Zahlform (pr, 24, r) eine Veriinderung erleidet. Aus

4 __‘)
jé R SN £ G, [ SN
erhilt man
1 — 2 i -~ e
T R

die quadratische Zahlform ist in beiden Fillen (6. 2, 14).

e
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Wire von den triniren Werthen blos ciner negativ, so ist er
leieht positiv zu machen; man verschieht die Grossen verkehrt und
andert beim gleichstelligen Paare der trindren Coéfficienten die
Zcichen. So iibergeht

|
b

¢) Der Ausdruck

o ) —1 :
..)§ = < 1-_'7,6> m }(—415:1}' 2;’ = <15 ba7>

o

00—

(0. 2. 1) =

ithergeht in

’ i
n mn m
(p. — 2q.7) = % w M} =< —a —a,—d'>

oder nach ) in

" 4
7 m n ’
(p— 2¢.7) = g D o ;o i = < a',d, a>.

- —n —n

’

Gehort demnach < «, o', > einer positiven quadratischen
Form an, so wird << «". &/, 2> ihrer negativen zukommen. Bei
Sehluss- und Mittelformen braueht man daher weder auf die Stellung
noeh aut die Yorzeichen von «, «/, « Riicksicht zu nehmenr.

[) Hicbei wirft sich auch die Frage auf: wie viele Versetzungen
mit Zciclmuiindemng man bei < «, ', «’ > vornchmen kann, oline

dass (p, 2¢, r) geindert wird? Dahei sind drei Fille zu unter-
scheiden, u. z.

a. wenn o, ¢, « simmtlich von emander versehieden sind,
und weder einer Mittelform noeh einer Schlussform zugehiren, so
kann die Anordnung derselben wunf cine 24fache Art stattfinden. Ist
vimlich « am ersten Platze und alle Zeichen positiv, so hat man
blos die Versetzung < «, o/, 2 >. Bleibt ¢ am ersten Platze und
wird bei einer der Grissen das Zeichen geindert, so muss «’ mit o
verselzt werden; dies gibt

” ’ S
<— g, d >, <u,—d,d >, <a,a’, — o >.

Ferner kann man o, o', o« an ihren Stellen belassen, und bei
Je zweien die Zeichen verindern; dies liefert
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. !
< — g, — o %

’

1" ’
S, < —ad,—d'> <a, — o, = a'>

Endlich kann ' mit «” versetzt und bei allen drei Grissen das
Zeichen geiindert werden, was <<— «, —o”, —a’'> gibt. Man findet
also aus << e, o/, &’ > acht Versetzungen, bei denen « stets die
erste Stelle cinnimmt. Eben so geben <o, &, a> und <’ a, o/ >,
wenn bezichungsweise die erste Stelle stets mit o’ und «” besetzt
wird, je zu acht Versetzungen, so dass man die obangesetzte Zahl
erhilt.

2. Es sind oft z, &, «” simmtlich von einander verschieden,
und gehioren einer Mittelform an, Dann kann die Versetzung offenbar
auf 48fache Art vorgenommen werden, da man hier das Yorzeichen
von 2¢ in (p, 2¢, ») nicht zu heachten braucht. Dieses kann sich,
wie die Folge lehren wird, blos bei Formen von den Gestalten
@2p.2p, 7). (p,2¢, p) md (p, ), wenn p> 2 und <3 D ist,
crcignen.  Weil diese Formen aueh andere Eigenthiimlichkeiten
besitzen, und da die Determinante mittelst derselben in zwei Factoren
zerlegt (gespalten) wird, so legt ihuen Legendre den Namen
bifid bei. Es zerfallen daher die Mittelformen in bifide und nieht
bifide; zu den letzteren gehirt (2, 2, ) und (2, d).

5. Was die trindiven Werthe < 0, «, &' >, <, o, &' > anbe-
langt, gehiren sie bezichungsweise zu
b 2} — (1. D), gl N B O PRSP

und der Verlanf wivd zeigen, dass guadratische Formen von der
Gestalt (1, D), (2,d), (2.2, d) keine anderen trindren Formen nnd
Werthe haben kinuen. Die Anzahl der Verscetzungen heirigt hier
24, da eines Theils das Vorzeichen von O nicht in Auschlag gebraeht
werden kann, uud andern Theils e mil sich selbst versetzt werden
darf, so dass immer zwei Versetzungen cinander gleich werden.

[. Anmerkung. Mittelst dev hier angefiihrten Regeln wird es
leicht zu trindiven wice imwer geordneten wnd mit was immer fiir
Vorzeichen verschenen Werthen einer Determinante mit Hilfe einer
Tabelle, worin diese Grissen wollgeordnet vorkommen, die Anord-
ning der (ringiren Coéflicienten zu finden. So hiitte maun z. B, zu

< 3, — B, 2> die Coiflicienten anzagehen. tn der Tabelle wiire bei
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-} « (3
E=<I).n},2>

|
o
SO =

— 1
D = 38 g 0
was
{1 1 I
|—2 "0 " 3
gibt.

2. Anmerkung. Bei der Veriinderung der (riniiren Arten hat
man daher drei besondere Beztehuugen zu beachten. Die erste der-
selben kaun man Zeichnung (Zeicheuninderung) neunen; sie findet
Statt, wenn die triniren Werthe dieselbe Stellung behalten und nur
in zwei Vorzeichen von einander verschieden sind. Hier gehirt jede
trindive Art zu ciner Gruppe von vier Complexionen. Eine zweite
dieser Beziehungen ist die Verschiebung (Pkt. 4), mittelst
welcher < o, o, " >, <o, &, a >, < o, «, «' > cine Gruppe
bilden.

Die dritte kann fiiglich Verrvitekung (statt verkehete
Verschiebung) heissen, und um systemmiissig zn verfahren, kann
man annehmen, dass < «, o', «” > in dieser Hinsicht hlos in
< — &', — o/, — a > iibergehe.

3. Anmerkunng. Die weitere Entwicklung der hier angefiihrten
Gedunken fithrte wich zor Losung hestimmter Gleichungen des
ersten Grades mit 2 Unbekannten mittelst der Permutationslehre
(XXXIIL Band, S. 277 dieser Sitzungsherichte).

3. Verhiiltnisse zwischen den guadratischen Coéfficienten und den
triniiren Gréssen,

@) Aus der Gleielumg (3) folot
mx A w'a A om"d = m (m'n— w0y 4 owm’ (w0 — mn”)

+ w" (' — w'n)

d. i. aueh
mo 4+ m'a + w''a" = 0.
Eben so findet man ne + 2/« 4 2"« = 0. Daher besitzt jede

in der Form (n- 2q. ) enthaltene Zaht N = «® 4 «'* + «’' nach
Gleichung (6) die Eigenschaft, dass bei derselben
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(8) ac 4 a'a + d'd’ =0
wird.

) Die Gleichungen (3) zeigen, dass diejenigen Theiler, die m
mit 2, 2 mit 2" nnd 2 mit 2”7 gemeinschafilich haben. heziehungs-
weise auel die Paare o'«”, ao”, az’ haben miissen. Eben so ist
umgekebrt ans den Gleichungen (7) ersichtlich, dass die gemein-
schaftlichen Factoren von ao!, ao’. «'«" hezichungsweise auch

0o o . . 1 . o
m"' 0", w'n', ma theilen werden. voransgesetzt. dass man es hier mit
cigentlichen trindiren Formen und Werthen zu thon hat,

c) Aus den Gleichungen (3) folgt ferner

a4 o't = (m'n" —w ") A (" n—amn )2 = (m*  m'2 - m2) a"*
— 2 Gun ++ w'n’ 4 w0y d'm” A= (nr - 0 A 0 e,
so dass man

(9 at 4 o't = pu't — 2qn"'m" 4 '

erhilt. was hei

o =a ., « = de¢,
somit nach )
w' = p'e , W =v'¢
n
(10) at @'t = ' — 2y p 4 rp'

ihergeht. Ahnliches ergibt sich auch fiir o® 4 «”2 nud 22 4 &2,
so wie bhei @2 4 @2 und «'* 4 "2

d) Ferner erhilt man anch

!
m'a" — m''a = m' (mn — m'n) — m" (mn— mn'")
= m (0 4 w0y — n (M 4 ')
was in Folge der Gleichmg (1) in m'e” — m"2 = qgm — pn
{ibergeht, so dass man mittelst hisherer Streichung aueh zu
m'e — ma — g — pi's mz — 'z = gm’" — pn”

gelangt. Wird nun der Kiirze halber
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n=w'a —m's, v =mw'a —wma'. " =mid —wz (11)

gesetzt, so hat man

"

o= qm — pn. 7 = qm' — pu'. " = qu" — pn" (12)

und es kann iiberdies nach Analogie der Gleichung (5) und in Folge
der Gleichung (7)

P o fm m w”

> == ) .,

’
/N /’—‘(a- o

} = (p. D) 13)
genommen werden, so dass sieh nach Gleichung (4)

pD = 72 4 92 4 9" (14)

ergibt.
Ist.wie es sichimVerlaufe einmal ereignet, p, g, m,m',m"", o, o', &'
bekannt, so findet man
my — 7 m'qg — ' m'qg—q"

N=—= —— ., W=—->--—, = — . 15
P r ? ( )

¢) Aus dem eben Angefithrten ergibt sich weiterhin
o’ 4 ad'p = — mm'D. (16)
Setzt man nimlich rviicksichtlich des Beweises v7' 4 ax’p = X,
so hat man nach Gleichung (11)
X = (w'a" —wm'a") (m'a — ma") + az' (m> 4 w't 4+ m'?)
= (ma + w'a) m'od" — mw'a"* 4 ez o't ad

Die Gleichung (7) liefert jedoeh

o

(mz' 4 w'z) m'a’ = — (mz' 4+ w'a) (ma + w'a'),
so dass

o

X = — om'a”? — mw'a’> — mada? = — mm'D

wird, woraus der obige Satz hervorgeht.

[) Es wire zu wiinschen, dass man einer jeden quadratischen
Zahlform (p, 2¢. ), bei der dies iberhaupt moglich ist, leicht die
trinfire Gestalt gehen kinnte. Bis jetzt gehirt aber diese Aufgabe zu
den schwierigeven in der unbestimmten Analytik. Ist jedoch p eine
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nicht gar grosse Zahl. so dass es entweder nur eine oder einige
wenige trindive Avten, die hier fiir m, 22, m”" zu nehmen sind, besitat,
so kann man 2, 2/, 2" auf folgende Weise ermitteln: Nach Gleichung
(9) hat man

D — a* = pn* — 2qum + rm?
also

ar = D — rm® — (pu — 2qm . n),

woraus mittelst Reihen des zweiten Grades die Unbekannten 7. « zn
ermitteln sind, Ist dies gesehehen. so ergibt sich

, m' (g — mu) — w2 I w' (g — mn) + m'a
n o= md 2" =

p— w3 P — m*

wobei das Vorzeichen von « so zu nehmen ist, dass 2, 2 ganze
Zahleu werden.
Es folgt niimlich aus den Gleichungen (11) (12)
wp— g = ma" — w'a = m (mn' — m'n) — '«
oder
w(p—m2) = (¢ —mn) — w'z,
was 2 gibt. Eben so lisst sich aueh die Gleichung fiiv 2" erweisen.

Es wiire z. B. bei D = 734 die Form (22. 12, 35); so hat man
hiev m = 3, m' = 3, m” = 2 und die zu loscude Gleichung ist

x? = 419 — (22n2 — 36n),

der bei n = 5 und « = £ 7 Ceniige geleistet wivd; daher findet
man = — 1, 7/ = — 3 und & = — 7, so dass
0 3 3 2 . ]
(22,12, 38) = 1% | R SR ST T S
J - l = !}S )
|
oder georduet
— 2 =
g :1’ S 4 B TR T

zum Vorschein kommt.
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6. Methoden, aus den triniiren Werthen die triniiren Formen zu finden.

Hier handelt es sich davum, aus den Gréssen «, o, «" die
Coéfficienten 2z, m/'s m” und 2.2/, #” zu bestimmen. Sind, wie es
wmeistens geschicht, von den drei Grissen m, m', m" zwei etwa
m', m'" prim zu einander, oder kann man sie prim macheu, so
reicht hiezu die Gleichung (7) und eine der Gleichungen (3)

etva w2’ — m''#n = « aus; man erhilt nidmlich hieraus

« = wn', am + «m’ = 0 (Mod. m"), dies gibt ferner

mm'n’ 4 «m’ = 0, und da w', m” relative Primzahlen sind,
. p " o 4 mn'’ .

mn' 4+ o« = 0 (Mod. m"") was n —= e als eine ganze Zahl

liefert, wie es die zweite der Gleichungen (3) fordert. Substituirt
man die Werthe von «, o' in die Gleichung (7), so gibt sie
& =mn' —m'n, und eben so zeigt essich, dass an 4 a'n'+4a"'n"=0
blos cine Folge der obigen zwei Gleichungen ist.

Nur dann wiirden die zwei angefiihrten Gleichungen zur voll-
stindigen Bestimmung der trindiven Coéfficienten nicht ausreichen,
wenn man etwa m' = cp', m”" = ¢p” also aueh « = ce erhalten
wiirde. In diesem Falle ibergeht die Gleichung m'n” — m’n’ = « in
pu’ — p'n' = @, was etwa 2’ = p't + v, "’ = p’¢t + V' liefert,
wobei ', v’ sich als bekannt crgeben, ¢ aber noch zu bestimmen ist.
Dies geschieht mittelst &’ = m/"n — mn”, woraus man «' = — mn"’
(Mod. ¢) oder &' = — mp"t — mn” oder mp't = — (« + m"
zur Berechnung von ¢ erlangt. Es wird daher am gerathensten sein,
m', m'" als prim zu einander zu nehmen.

Da nun fiinf Griossen blos dureh zwei Gleiehungen zu bestimmen
sind, so kaun man einer dieser Gleichungen durch Annahme Geniige
leisten, die zweite muss hingegen als diophantiseh verrechnet
werden. Den sechsten Coéfficienten findet man aus einer der Glei-
chungen (3).

Dies vorausgeschickt kann man die gegebene Aufgabe nach
folgenden Methoden losen:

I. Methode. Diese ist der Legendre'schen (Nr. 270, 271)
ihnlich, und beruht im nachstehenden Verfahren: Sind =, p, ¢ bezie-
hungsweise die grissten gemeinsamen Theiler von

a'ad!, az’, ax

Silzh. d. mathem.-matvrw. Cl. XXXVIII. Bd. Nr. 25. 28
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so kann man

$ ==

s

g, o = T"i. o = Tpl

setzen; in Folge dessen ist nach 5. 6)

m = wp, w = pp, w =’
Der Gleichung mn’ — m'n = & leistet man dadurch Geniige,
duss n = 0, 2 = pa”’, p = 1 geselzt wird. Die Gleichung (7
{ o D

iihergeht in
a+ dp + d'p" =0

und liefert die Werthe von p/, p”. Was 2" anhelangt, findet man es
aus der zweiten der Gleichungen (3) = — ga’. Man gelangt
daher zu

O ap” }

— ’ ”
LUy Sy % > = . .
) s - % U Pal/ Ga:

So sind z. B. bei D = 2569 die triniren Werthe < 12, 20, 45 >,
folglich hat man

r=08.p =3, 0 =4
daher auch

a=1.d =1 d" =3,
und es gibt die Gleichung 1 4 ' 4 3p" = 0. p’' = — 1. p" = 0.
Somit ist die trindre Form 38 - :); . 2% . welehe gekiivezt
die Gestalt

(34, 14,77 = {5 . T3 ‘,'} — 12,20, 45>
b ) = 4}

erhilt.

Diese Methode wird dann von Vortheil sein, wenn «. &', «”
etwas grissere gemeinsame Theiler hesitzen.

I Methode. Der Gleichung (7) kanu dadureh Geniige geleistet

werden. dass man

o (73
= — === g/t =)
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setzt, wo h den grissten gemeinschaftlichen Theiler von o, o' vor-
stellt, so dass also a, ' prim zu einander sind. Bestimmt man

hierauf 22, 2" aus mn' — m'n = 1. so ist
v i~ — { ' 09
S, ad, e > =1 a0 0, . ]
’ 1o'n = a' "~ by

Wollte man auch zugleich die quadratische Zahlform hahen, so
ist dieselhe, wenn ¢ = mn + w'n/, dann »r = n2 4 #'* gesetst
wird

= (m* + w2 24"q, h* 4 ra"?).

Bei D = 286 ist z. B. die triniire Art < 6.9, 13>, daher bei
2a=06, & =9 h=3 m=—3, W =2, n=1, w=—1
also die trindre Form

— 2 0
13 ° — 13 ° 39
oder gekiirzt
\3 _2 0 € B R
<6,9,13>=«(2 : 3 — 3 = (13, 22).

Am brauchbarsten ist diese Methode dann, wenn «, «" entweder
klein sind, oder einen grossen gemeinsamen Theiler besitzen.

II. Methode. Ist i der grisste gemeinschaftliche Theiler von
"

o — o, «
bel

— a, 2 — o, so wird der Gleichung (7) entsprochen

o —oa , 2 — o o — o'
m=—, M = ——- m == ~ 5
h ’ Lo

zwei von den Coéfficienten a, »'. 2" gibt eine der Gleichungen

(3) und den dritten findet man aus 2 4 »' 4 »’ = — h: aus
2 — o % — o
0= —un" — ——
h h
folgt nimlich «h = o«'n’ + o' — z (0 + u"). da wan aber
nach Gleichung (7) a/n' 4 «"n" = — an hat, so ist

ah = — o (u+ n + a"):

o
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was den obigen Ausdruck liefert. So erhilt man bei D = 819 aus

m=—1,m = 3,m' = — 2
<13, 17,19> h = 2
n=—25, 0 =—4, 3 = 7
was gekiirzt
1 — 3 2
A G9) — _
(14,14, 62) = - . 5 . g =<I13,17,19>

gibt.

Dieses Verfahren ist hbedeutend bequem, hesonders wenn «, o', &”
grosse nicht weit von cinander abstehende Zahlen sind.

Von untergeordneter Bedeutung ist die 1V. Methode. Hier

wird
al—_a'/ , a + u(l . a + al
me=——, m=——, m' = ——
h h

gesetzt, und zur Berechnung des dritten der unteren Coéfficienten
dient » — #' — " = h. Die Ableitung ist dieselbe wie bei der

dritten Methode.
Ahnliches gilt bei der V. Methode. Man hat da

o' 4 a”f , 2 ,, 3
Me= — ——, M = m = —;
Lo h L’
n und 2”7 findet man aus m'n — mn” = o und 2 = 2" — h.

An diese reiht sich noeh cine VI. Methode, worin

I L h

genommen, n und 2 aus m"n — mn’ = «' berechnet wird. und
n = h — n sich ergibt.

1. Anmerkung. Eine Methode aufzufinden, bei der man keine
diophantisehe Gleichung zu lisen hiitte, gelang es mir trotz vieler
Miihe nicht; so eine Gleichung scheint daher zum Wesen dicser
Verrechnungen zu gehiren.

2. Anmervkung. Ausser der ersten sind alle diese Methoden
auch bei uneigentlichen trindiren Werthen brauchbar. Nebst dem
lassen sie sich in cin allgemeines Verfahren zusammenfassen; setat

wan nimlich
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2t 4 a''u A at’ - 2''u' 5 al’ + o'
m = ————- m = —-_ N = —-
h ’ h h

so wird der Gleichung
w (o't + «'u) + o («f + 2"w) 4+ &' (@t + «u’) =0
entsprochen hei
t+t=t"+u=v+u" =0

und die angefiihrten Methoden hingen von der Bestimmung der
Grossen ¢, £, ¢, u, w', w'" ab, so dass man z. B. fir die V. Methode

t=—1, u=—1, ¢t =1, «/ =0, "=1, ' =0

hat. Die obige Anorduung dieser Methoden rihrt von dem Grade
ihrer Brauchbarkeit her.

7. Tu einer eigentlichen triniiren Art gehort nur eine trindire Form,

Dieser Satz will sagen, dass man aus <«, &, «”>, wenn
diese Grissen keinen gemeinsamen Theiler haben, mag man nach
welcher Methode immer verfahren, oder die unbestimmten Grissen
in der diophaatischen Gleichung wie immer nehmen, stets zu einer
und derselben trinéiren Form gelangt, d. h. dass sieh die verschie-
denen Gestalten der Resultate stets in einander umwandeln lassen.
Findet man nimlich aus den obangefilrten triniiren Werthen die
zwei Formen

g m - om m } % M MM }
oy N N N’

non n

so huben fiir beide Classen von Coéfficienten die Gleichungen in
L. und 5. ihre Richtigkeit, und bei diesem Umstande sind nieht nur

M — M M'nw — Mn M — M'n
I = o - o o a
= f'\:/”” — AV _ N'n — Nn" u N' — N'n
o o o
. m' M —wm" M m" M — mM”’ mM' — w'M
/ - x B x = o'
, m' N — "' N’ m'N — mN" mN' -—— ' N

’ "

g=————= —— - =
% o o
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wirkliche Gleichungen, soudern die Grossen f, ¢, f', ¢ sind auch
ganze Zahlen.

Um den ersten Theil darzuthun, kann man sich der Deutlichkeit
halber einer Beweisart bediencn. die in der Algebra zwar selten
iiblich, jedoch immerhin zulissig ist. Man setze die ersten Glieder
der ersten Gleichung unter die Frage, dann ist

dMn" — My = aM'n — adln'?
dies gibt auch

W' (M A @MW) = M (an 4 o)

woraus man nach Gleichung (7) — »"a"M" = — M"a"%" erhiilt,
so dass das Fragezeichen verschwindet; und da nichts im Wege
steht, wesshalb man in den Gleichungen nieht zuriick gehen konute,

so wird auch die erste richtig sein. Anf dieselbe Art lisst sich

M’'n — M M’ — M'n

erweisen , dass - = - , und dass auch die iibrigen
o 4

Formeln riehtig sind.
Die Grossen f, ¢. f', ¢ sind aber auch ganze Zahlen; nimmt
man nimlich an, dass /= v wiire, wo ¢, % prim zu einander sind,

und setzt man Kiirze halber
L=M»n"— M, L' =M'n— Mn', L' =M’ — Mn,

dann hat man nach den obigen Gleichungen
2p = Ly, a'p = LY, a'p = LY,

und es miissten gegen die Annahme «, o/, «” den gemeinsamen
Theiler P haben. Eben so zeigt es sich, dass ¢, ', ¢' ganze Zahlen
sein miissen.

Aus den angefiihrten vier Gleichungen folgt weiter

af . ag — Af . oag = (Mn' — M'n) (m'N — mN")
— ("M — mM") (N'n'" — N"n')
=m'"'n" (M N—HN")y—mn" (W' N"—M"N") —m"n' ("' N--MN")

=—m'0' — " aw—w" 0 = 0" (A7) —mn' o —m''n' @

ARV T ’
= mn'e — m'nod = ax
also

ly — [y~ 1
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Ferner findet man auch aus jenen Formeln
) Y 1 7" " ’
mf + nf = — (maM" — mn" M+ w'"nM — muM") = M
o

und eben so ergibt sich

mf4+af =M . m'f+a"f =M
mg + ng = N. m'g +myg =N, m"g + n'g = N"
. SR
N N N

3 m ' m" .
(6) zu ersehen. aus %” o aw mittelst des Ausdrucks

Es ist duher die Form g } wie es aus Gleichung

q . . Lo .
(;, . é,) abgeleitet, und eine kann auf die andere leicht gebracht

werden.
Die Grissen f. ¢. ['. ¢ findet man am bequemsten mitteist

der Formeln

A AN VAl SR of, «fs 2 >

{ MooMoM P

(N N N
2" o ”l . 'lll s'=<a((/aa‘(/sag>

\ m m' ¥

TR T TE el AR

\ m m' m' E T

QN - N N"_ = laf. %Y. % ("

So liefert z. B. hei <2, 3, 5> die erste Methode %(l) . ; -l ;z

3 2

. . — 0 T .
und die zweite % 5 5 1(" die Yerwandlung geschieht

hier mittelst (“ ? _— g) :

1. Anmerkung. Hieraus folgt nicht, dass zu einer quadra-
tischen Zahlform nicht mehrere triniire gehoren kinunten. Wie gross
die Anzahl der trindren Formen und somit auch triniirer Arten ist.
dic zu einer quadratischen Zahlform gehiren, wird der Gegenstand

weiterer Untersuchungen seiu.
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2. Anmerkung. Nuch diesem Satze kann ich nicht anders als
die Ansicht (Liegendre Nr. 273), dass eine und dieselbe Act
eigentlicher trinirer Werthe zu zwei triniren Formen gehoren
kinne, fiir unstatthaft evkliven. Legendre fihrt als Beispiel an, dass
Sy* 4+ 4yv 4 522 die zwei trindren Formen (2y + 2)* 4 y* 4 422
und (y 4+ 2%)* 4 22 + 4y2, welche den Werthen < 4, 2, 1 >
zugehiren, besitze. Nach der hier eingefiihrten Bezeichnungsweise
ist jedoch

2 1 0
_ 9 __ 4 __
{1.0.2}—<~, 4, 1>
und
1 0 2
—_ — 9

TR P
Soll aber dic zweite Form zu den Werthen der ersten gehiren, so
miissen darin die Zeichen geiindert werden, so dass eigentlich

1 0 2
g_g-_l-0}=<29'_4,_1>

. . 0 Ny. "
zu setzen ist, was bei ( 1 0) in die erste ibergeht.
IFolgesatz. Hat man demnach bei den triniren Werthen

a, o, «" sowohl die Orduung als auch die Vorzeichen bestimmt,

§m ' m'] . .
S , ¢+ eine reducirte,

{n n n

so kann keiner der triniiren Coéflicienten mehr als einen Werth

besitzen.

und ist die Form (p, 2¢, 7) ==

Wird dann (p, 2¢, ) in cine andere quadratische und daher
aueh teiniire Form

; 0 « 7 «’
(ps2¢,7") = b ([), . b"}

verwandelt, so werden anel hier die Coéflicienten blos je einen
Werth haben kénnen.

Dies ist Grund genug, dass man in Perioden und Perioden-
systemen, wernn

fe = (p> 2¢, 1), auel fe = gm . m: i |

noon- n”f

and fe = <a, o, &>

setzen darf, falls nur <o, «, 2" > cigentliche trinire Werthe sind,
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8. Kennzeichen der uncigentlichen triniren Formen.

Jede uneigentliche triniire Form und nur sie hat uneigentliche
triniire Werthe, so dass in dieser Hinsicht die triniren Werthe ein
charakteristisches Kennzeiechen der Formen sind. Ist nimlich in

pat + 2quy + ry? = (ma 4 ny)2 4 (Wae 4 2'y)* 4 (n'a4-n"y)?

die triniive Form eine uneigentliche, so missen die drei Wurzeln naech
1. fir gewisse Werthe von @, y einen gemeinschaftlichen Theiler
haben; es kann daher etwa

me + ny = gu, wa 4 2y = g, m'z + 2"y = ga’
gesetzt werden. Hat 2 mit ¢ den grissten gemeinschaftlichen Divisor
h, d. h. ist ¥ = hx', ¢ = hy', so muss, weil @, y prim zu einander

sind, wie dies iberall bei den quadratischen Formen vorausgesetzt
wird, n, %/, »"" dureh A theilbar sein, und man hat

n=hb, =R, 2" = h';
daraus folgt
o =mn'" — m'n = h (Wb — m'b") = hi,

und eben so «' = Ik, «” = hk”, wobei also

k= wm'b" — ', I =m'b—mb’, ' = mb — w'b
vorstellt. Werden ferner die obigen Wurzeln dureh A abgekiirzt, so ist

my' + by = g'u, ma' + by =gd, w'a + 0"y = gd.

Eliminirt man y aus diesen Gleichungen, so gibt die zweite und

dritte (m'6” — m'b)y &' = ¢ (V' — «'V) = k&', und da ¢', 2’
9

prim zu einander sind, so muss & durch ¢ aufgehen, und man hat
k= g2, folglich « = hk = kg 2 oder 2 = g3. Eben so erhiilt
man aus der ersten und dritten der obigen Gleichungen «' = ¢73/,
daun aus der ersten und zweiten «” = ¢2"”. Somit haben die triniren
Werthe cinen gemeinsehaftlichen Factor und zwar denselben, der
die drei Wurzeln der trindiren Form theilt.

Aueh die propositio inversa dieses Satzes lisst sich erweisen,
nimlich dass die Wurzeln ma + ny, m'a + n'y, m"v 4 2"y fir
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gewisse Werthe von &, y den gemeinsamen Theiler g erhalten, wenn
a = g8, « = gf, «" = ¢gf". Es huben niumlich die Gleichungen
(11) und (12) anch bei uneigentlichen triniren Formen Giltigkeit,
so dass gm — pn = m'a" — m"'«’ = gk, daher auch gm’ — pn’ = gk'
und gm” — pn” = gk" zum Vorschein kommt. Sind nun ¢, ¢ was
immer fiir ganze Zahlen, so ergibt sich bei v = gt + ¢,y = gt — p
mr 4 ny = g (mt 4+ ut’ + k) = g4 und chen so m'a + n'y = g4,
m'e 4+ 2y = g4

Aumerkung. Es steht uichts im Wege, warum nicht eine
quadratische Zahlform in eine eigentliche und zugleich aueh in cine
uneigentliche triniire zerlegt werden kinnte: so ist z. B.

, 2 | 0 )

(5.9):{1 S 2}: <2, 4. 5>
0 s X 1 i a p

(5.9):%5;. 1 ng.,o.s,b>

Folgesatz. Die Form (p, 2¢(, 1) kann nur in eine uneigent-
liche trindire verwandelt werden. Ist nénlich [ gerade, so folgt dies
aus 2., da die Determinante durch 4 theithar ist. Was jedoch ein
ungerades { anbelangt, so giht die Gleichung (9)

«'z 4 =D — 2= 0 (Mod. l);

wiire daher auch { = £2/’, und (' durch kein Quadrat theilbar,
so muss wenigstens « = 0 (Mod. k') sein, was aueh offenbar
wegen 22 4+ 't = D — o' = 0 (Mod. /) von «' und «”

gelten wird.
So hat man z. B.

|

;
(27,13,45):{3 o Tt =<8 15 30>

9. Wie viele und welche quadratisehen uud triniren Formen habeu
dieseiben uneigentlichen triniiren Werthe?

Soll diese Abhandlung so viel als miglich vollstindig sein, so
darf auch die obangefithrte Frage nicht iibergangen werden. Die
Antworl hierauf lautet: Haben die uneigentlichen triniiren Werthe

!

u, o', o' den grossten gemeinsamen Theiler S, so dass alsn DS? die
Determinante ist, dann kommen dieselhen in
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— D — D — D
= [s = (—-)J [s' = ( )I [s" = (—— )]u. S, WL
$ s’ s
von einander verschiedenen quadratischen uml triniren Formen

vor, falls § = s¢'s”. .. und s, s, s”, ... Primzallen sind. Die Grosse

— s —1
( D) ist nach Legendre = (— D)z (Mod. s), und wird

8

= 0 genommen, wenn s = 2 oder ein Theiler von D ist. Was den

Fall anbelangt, wo D = 1 und S eine Primzahl bedeutet, so

erscheinen die trindren Werthe << 0.0, S> in 2k Formen, falls
S+1 .

k = —— eine ganze Zahl ist.

4

Man hat hier nimlich « = 35, o' =3 S, 2" =" S, und
B, B, " sind eigentliche trinire Werthe der Determinante D, so
dass man nach 6. zu dem Ausdrucke

mom om'")
(I)s 2(]; 7‘) = % n " o " nu‘ = <|35 ﬁ’9 5’/5 >

gelangt. Hieraus erhilt man nach Lipschitzt) mittelst der Sub-
stitutionen

IR EE RN PN (Rt Y (A I Lo

. ) . —D )
bei den obigen Annahmen im Ganzen s — (—) neue, von einander
8

verschiedene, quadratische Formen. Jeder dieser quadratischen
Mmoo M ”} da

Formen entspricht auch eine trinire, etw: . ¥ o .
ormen entsp ® are, etwa NN N

man bei der ersten Substitution

M=m , W=m, M =mw"
und
N=mns, N=uws, N'=us,
o g . . . . v — S
bei jeder der iibrigen uber, die man im Allgemeinen it ( )

| 0
bezeichnen kann

'} Crelle's Journal. Bd. LU, Nr. 14,
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A28
—
(=

M=mo 4+ n, N = wv+n, N =w'v+

N= —ms, N = —uwn's, N = —m's

erhilt. In allen Fillen sind daher Bs. B's, 5”s trivive Werthe der
Determinante Ds=.

Verfilirt man mit der Primzahl ' gerade so, wie mit s, so
erhiillt man aus jeder quadratischen, und eben so aus jeder triniiren

~ . . ’ )
Form der Determinante Ds? wieder 8 — ( ) Formen zur Deter-

§
minante Ds*s'?, u. s. w. bis man zur obangesetzten Menge gelangt.

So kommen z. B. bei DS* = 2475 wegen D = 11, § = 15
die triniiren Werthe <15, 15, 45> in acht quadratischen Formen
vor.

II. Reciprocitit der trindiren Grossen.
10. Von den Reciprocitiits-Verhiiltnissen iiberhaupt.

Da dieser Gegenstand in seiner Allgemeinheit bisher noch nieht
geniigend erirtert ist, was vor der Auffindung der Periodicitit der
yquadratischen Zahlformen nicht leicht geschehen konnte; so wird es
nicht am unceehten Orte sein. hier dariber mehr aunzufihren, als
gerade der Zweck dieser Abhandlung erheischt.

@) Eine Hauptrolle spielt hiebei das vonLegendre aufgestellte
und von Gauss grindlich erwiesene Reeiprocititsgesetz. Nach
demselben besteht zwischen zwei ungeraden Primzahlen £, p das
Verhiltniss, dass

()=Cv7 @)

ke . y—1
wenn Kiirze halber (—) den kleinsten Rest, den & 2 nach dem
[l

I
) entweder 4+ 1 oder — 1
P

2
ist. Was £ = 2 anbelungt, ist bei p = 8¢ 4 1 stets (-—) =1,
»

Mud. p gibt, bedeutet, so dass also (

bei p = Sp + 3 hingegen (;) = — |.
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Nach dieser Bemerkung und den bei Legendre Nr. 135 auge-
filhrten Sitzen wird es dann leicht von zwei relativen Primzahlen
a, b zu entscheiden, ob die eine ein quadratischer Rest nach der
anderu ist, oder wvicht. Heisst ndmlich 4" welche immer in & aufge-

heude Primzahl, so findet ersteres Statt, wenn man stets (%) =1

hat, sonst stellt « einen Nichtrest nach & vor.

Der Ausdruck ,e ist ein quadratischer Rest oder Nichtrest
nach ¢ — ist identisch mit dem Satze: .4 ist eine bei der positiven
Determinante « vorkommende Zahl oder nicht.« Ist ndmlich « ein
quadratischer Rest nach 4, so gilt die Congruenz « = ¢* (Mod. 8);
diese liefert die Gleichung « = ¢* + bd, woraus man die Form
(0, 2¢, — d) erhiilt, die b enthilt, und zur positiven Determinante «
gehort. Wire ¢ = ¢* 4 40d, so hat man auch die Form (4, ¢, — d),
wo ¢ ungerade ist.

Dasselbe findet auch bei der negativen Determinante « Stutt,
wo b eine ihrer Formzahlen ist oder nicht ist, wenn — « einen Rest
oder Nichtrest nach & vorstellt; indem aus — ¢ = ¢* (Mod. ) die
Gleichung ¢« = b0d — ¢* und weiterhin die Form (b, 2¢, d)
hervorgeht.

b) Legendre nennt einen reciproken Theiler denjenigen qua-
dratischen Theiler der Form ¢ 4 Du?, der die Eigenschaft besitzt,
dass fiir jede in jenem Theiler enthaltene Zahl IV umgekehrt D ein
Theiler von ¢ 4 Nu® sei. Im Gegentheil nennt er einen quadra-
tischen Theiler nicht reciprok, wenn er diese Eigenschaft nicht
besitzt.

Dieser Begriff ist jedoch offenbar zu enge. Warum sollten nur
quadratische Formen (nach Legendre quadratische Theiler von
2 4 Du?) reciprok sein, und nicht Zahlen @berhaupt? Oder ist dies
blos Dbei negativen Determinanten der Fall und nicht auch bei
positiven?

Es wird daher am zweckmiissigsten sein, D und &V dann reciprok
zu nennen, weun [V eine in den quadratischen Formen der Deter-
minante D vorkommende Zahl ist, und wenn zugleich auch D bei
der Determinuante IV erscheint.

Ist keine von den Grissen D, N durch 4 theilbar und sind sie
entweder selbst oder ihre Hilften prim zu einander, so sind sie naeh
) reciprok, wenn sic wechselweise quadratische Reste nach ein-
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ander sind. Ist eine ein Nichtrest nach der andern, so kommt ihnen
diese Eigenschalt nicht zu. Wiire eine von ihuen durch 4 theilbar,
so wie auch wenn beide einen ungeraden Theiler gemein hiilten,
dann miisste ihre Reeiprocitit anderweitig erwiesen werden.

¢) Nach dieser Definition der Reeiproeitit wird es zwei Haupt-
falle derselben geben; entweder sind D. N sogenannte negative
Determinanten quadratischer Zahlformen, und dieser Umstand ist
bei den trinéiren Formen von grosser Bedeutung; oder stellen D, N
positive Determinanten vor. Man kisnute wohl noch eiuen dritten Fall
unterscheiden, nimlich wenn D positiv und NV negativ wiire; dieser
ist jedoch im vorhergehenden enthalten, da in den Formen positiver
Determinanten auch negative Zahlen vorkommen. wo hingegen die
Formen negutiver Determinanten blos positive Zuhlen enthalten
kionnen.

d) Ist in der Form pa* + 2¢uvy + ry= mag dieselbe einer

- . . 1
positiven oder negativen Determinante angehoren, p zu D oder = D
prim und zugleich auch mit D rveciprok, so besitzen alle zu D und

i . "
falls es gerade wiire, alle zu - D relativen Primzahlen diese letztere

Eigenschaft, und es kaun diese Form eine reciproke genannt werden.
Umgekehrt ist cine Form nicht reciprok, wenn darin eine nicht

!
reciproke Zahl vorkommt, die zu D oder - D prim ist. Ist nimlich
N = pa* + 2¢qay -+ ry?, so crhilt man
PN = (px + qy)* F Dy = k> ¥ Dy*

Stellt nun ¢ was immer fiir eine in D aufgehende ungerade
Primzahl vor, so erhilt man

(p(;\') _ ( ’”’; ) — 1 also (%l) N (;L,-[l)-)

ap !
Ist daher (_—IP) = I, so stellt & p also auch 4 N einen

(

quadratischen Rest nach « demnach auch nach 1) vor, und es ist
nicht nur N eine Zahl der Determinante D, sondern auch umgekehrt
D eine Zalhlt von 4+ N, d. h. D und N sind rveeiprok. Wire jedoch

tp . . .
[ 11 ) = — 1. so kann weder p noch N zu /) veeiprok sein.
(i
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So findet man bei D = 99 die Form 22 + 220y + 50y als
veciprok; es hat niimlich ¢ hier die Werthe 3 und 11, und man

—2 —2
erhilt (TJ = ( - ) —
Eben so sind bei der positiven Determinante D) = 106 alle

positiven und negativen Zahlen der Form 7 4 22y — 15y2 mit

7
Ausnahme der durch 53 theilbaren zu 106 reciprok, weil (T,) =1

Ist.

¢) Haben zwei Zahlen D und ¥V einen gemeinsehaftlichen Theiler,
so konnen sie rveciprok sein ohne dass desshalb die Formen, in denen
sie vorkommen, diese Eigensehaft besitzen miissten. So findet man
bei D = 15, N = 51

0l = — - 15 y2heiw =3, y=2
und
15 = — a4+ bly2fivr e =6,y=1,

wo weder die eine noch die andere Form reciprok ist, da z. B. die
. . , 11 )
erstere bei # = 2, y = 1, .V’ = 11 gibt, und (?) = — 1 lefert.
Ahnliches kommt bei den negativen Determinanten D = 21, N = 66
vor.
Die negativen Determinanten haben, wie sich weiterhin ergeben

. L . . 1 .
wird, die Eigenschait, dass wuch Zahlen, die zu D oder - D nicht

prim sind, die Reciprocitit besitzen, wenn sie in reciproken Formen
vorkommen. Bei positiven Determinanten ist dies jedoch nicht immer
der Fall. So ist z. B. bei D = 34 die Form — 2x* 4 17y reciprok,
und doch lisst sich die Gleichung 34 = a* — 17y2 nicht in ganzen
Zahlen lisen.

f) Wird der 15. Abschnitt meiner im XXXI. Bande, Nr. 18
dieser Berichte vorkommenden Abhandlung mit Bezug auf ¢) allge-
meiner aufgefasst, so ist im Periodensysteme die Form fn 4 2m
reciprok oder nicht reciprok, wenn es fu beziehungsweise ist. Sind
nun D, N relative Primzahlen, so crhilt man aus N = a2 — Dy?

fir jede Primzahl o, die in D anfgeht (%) = (—ll:) = 1. Demnach
(« [t

sind bei positiven Determinanten nicht nur alle Sehlussformen sondern
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iberhaupt alle Formen mit geraden Zeigern reciprok. So hat z. B.
D = 79 cine Periode von sechs Gliedern, nimlich

f1=(3.2.—26), f2 = (5.4, —15).f3 = (—1,79), 6 = (1, —79)

hievou sind f2, f6 reciprok, f1, [3 aber nicht. Nur im ersten Reci-
procititsfalle erscheinen reciproke Formen auch mit unpaaren Zeigern.

Diesen Satz findet man im Crelle’sclien Journal, 56. Band,
1. lleft, Seite 73 von Arndt mit den Worten: ,,Durch eine gegebene
eigentlich primitive (positive) Form von der durch kein Quadrat
theilbaren Determinante ), kann, wenn sie im Hauptgeschleeht ist,
immer ein Quadrat dargestellt werden, welehes zugleich prim gegen
D ist« — ausgedriickt. Die vorstehende Theorie liefert ihn offenbar
kirzer und allgemeiner.

Anmerkung. Mehreres iiber diesen Gegenstand, besonders
was die linearen Formen der reeiproken und nicht reciproken Grossen
aubelangt, hoffe ich in einer eigenen Abhandlung iiber die Con-
gruenzen hoherer Grude (die Potenzrestenperioden), wo der-
gleichen Sitze deutlicher erirtert werden konnen, demnichst zu
veroffentlichen.

I1. Die eigentlichen triniiren Formen sind reciprok.

Lisst sich der Form (p, 2¢, ) bei der Determ. D = pr — ¢%
1 . . ;
wo p zu D oder — D prim ist, cine triniire Gestalt geben, so folgt

aus Gleichung (9) &' 4 &2 = pn* — 2qum + rm?, was auch in
p (D — a?) = (pn — qm?) 4+ Dm* und nach Gleichung (12) in
D (p — m* — pa® = »* ibergeht. Diese Gleichung gibt, wenn d
was immier fiir eine in D aufgehende Primzahl darstellt, die Congruenz
— paz = 4* (Mod. d). Eben so erhiilt man bei demselben Modell
auch — pa's = 7%, — pa”* = "2 Ist nun die triniivre Form eine
eigentliche, so kionnen nach 8. die Grissen «, «, «” nicht zu-
gleich dureh o theilbar sein; wiire daher « zu ¢ prim, so hat man
(_1'“2) — (12) = 1, also auch (—p) = 1. Dusselbe ereignet
d d d
sich bei jedem Werthe von d; es ist also — p ein quadratischer

Rest nach D, und D ist in den Formen der negativen Determinante p
centhalten, d. h. p und D sind reciprok, was die Form (p, 2¢, r) als
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eine reciproke charakterisirt. Was die uneigentlichen triniren Formen
anbelangt, so lassen sich bei ihnen obige Schliisse nicht anwenden,
dieselben konnen daher trinéir sein, ohne desshalb reciprok sein zu
miissen, wie sich dies z. B. bei

- 1 —4 R "™ me
D=2w,(18,14,18)= Y "5, 85.15 >
— 18 ]
wegen ( = )= — 1 ereignet.
9

Daraus erhellet auch, dass nur reciproke Formen eigentlich
triniic sein konnen. Die propositio inversa — nimlich dass jede
reciproke Form auch eine eigentliche trinive ist, d. h. dass eigentlich
trinéir und reciprok (bei negativen Determinanten) gleichbedeutende
Ausdriicke sind, ist zwar auch richtig, muss jedoch eigens erwiesen
werden,

I12. Reciprocitits-Verhiltnisse der triniren Formen.

Nach der ersten Anmerkung in 7. kinnen zu einer quadrati-
schen Zahlform mehrere trinéire Formen, daher auch mehrere triniire
Arten gehoren; es wird demnach deutlicher sein, von der Reciproeitiit
der triniren Arten als von derselben Eigenschaft der quadratischen
Zahlformen, denen jene triniiven Arten zugehiren, zu handeln.

«) In dieser Beziehung enthilt die Gleichung

ad 4+ a4 + 2’4" =0

das charakteristische Merkmal der Reciprocitit der triniren Art
<au,a,o’> bei der Determinante D mit < A, A, A”> bei N;
denn dieselbe hat erstens ihre Giltigkeit, so oft IV eine Zahl von der
Form (p, 2, 1) = < a, o, 2" > ist, und zweitens besteht die
obige Gleichung, so ist V = 4* 4 A’ + A"2 eine Zahl aus der
Form (p,2¢,7r) = <, 2/, 2" > und umgekehrt D = a2 4 «'2 4 o2
eine Grisse, die in (¢, 20, ¢) = << A, A', A" > vorkommt.

Was den ersten Theil anbelangt, so ist aus Gleichung (8) leicht
zu ersehen, dass wenn Dbei der Determinante D in der Form

(p,2,7) = o 00 o o

A A ONNT
n n w' ’

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl, XXXVIIL, Bd. Nr. 235, E2Y)
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dic Zahl N = pf* + 2¢fy + rg? erscheint, die Werthe
A=mf + ng, A =w'f+ ng, A" =m"f+ n'g

der angefiihrten Bedingung geniigen.

Dem zu Folge bleibt nur der zweite Theil oder die propositio
inversa zu erweisen iibrig, und es sind in dieser Bezichung bei der
iibtichen Bedeutung der trinitren Coéfficienten nach einer, der in 7.
auseinander gesetzten, ganz analogen Schlussweise nicht nur

At — AW A — An” An' — A'n

e e

o a %

A — A’ A — A'm A'm — A
«l/ = O( = 7 _ T

vollkommene Gleichungen, sondern aueh f, ¢ ganze Zahlen. Hierans

folgt An" — A'n = 2"f und A'm — Am’ = "¢, woraus sich durch

Elimination von A, 4 (mn' — m'n) = o"A4 = " (fin 4 gn) oder

A= fm + gn, daher auch A" = fo' + gn', A" = fm" + gn’

ergibt. Es ist also

A A4 A= (w2 m"?) f2 4 2 (mn+m'n’ +m'"'n") fy
4 (22 4 't 4 2"?2) g2

oder
N=pf*+2qfyg + rg>

Auf dieselhe Arvt folgt auch aus der Form

’ ”n
. . ). . ’
(¢, 20, ¢) = {' R N R
v v v
bei N = ac — 62, wenn
g o'y — o'’ oy — a'v
7= A o W o A"
und
: o'y — ol ap — o' o'y — ap/
v A o A o g

"

gesetzt wird, @ = py + v, a'=p'o + VY, " = p'o 4 v,
so dass
D = ap* + 2 o) 4 ed2.
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So sind bei D = 77, N = 41 die Formen

1 2 —

<2,3,8>={_3.9 [ =6 2. 13)

|
[\
- {
O

} — (5, —4,9)

DD e

<—1,6, —2> = { 9

reciprok, und es ist f= 2, g =1, o = 2, Y = 3; man findet
aber auch noch

<4 5, 6> = 3:1; LT _;} — (6,2, 13)
<5, —4, 0> = gg g _(1)} = (1, 41);

woraus man ersieht, dass (6, 2, 13) mit (3, — 4, 9) und (1, 41)
zugleich reeiprok ist, dass hingegen der trindren Art << 2, 3, 8§ >
blos <<—1, 6, —2> und eben so <4, 5, 6> blos <5, —4, 0>
entsprieht.

Bei Legendre (Nr. 283) kommt dieser Satz mit folgenden
Worten ausgedriickt vor: Ist die Zahl ¥V in einem triniren Theiler
der Form ¢ 4+ Du? enthalten, so kommt wieder umgekehrt die
Zahl D in einem triniren Theiler der Form 2 4 Nu2 vor, und es
sind iberdies dic correspondirenden triniren Werthe von N und D
dieselben, mag man N als Theiler von #2 4+ Du? oder D als Theiler
voun ¢ 4 Nu® unschen. — Ubrigens iiberzeugt man sich leicht, dass
liier sowohl die Auffassung als auch die Durchfihrung des besagten
Theorems eine ganz andere ist.

) Eine Folge des eben behandelten Satzes ist die, dass wenn
von zwei reciproken quadratischen Formen eine trindr ist, die
andere auch triniir sein muss: wiire nimlich das Erstere bei (p. 2¢.7)
der Fall, und hiatte man N = pr* 4+ 2q fy + rg2, so ergeben sich
hieraus bei der Determinante N die triniren Werthe 4, 4', A",

re

1. ) ", .
: ko Uliefern.
v

v v

¢) Die Reciprocititswerthe, d. i. die Grissen f, ¢, . g, mittelst
welcher ¥ in der reciproken Form von D und umgekehrt enthalten
ist, lassen sich nach der hier iiblichen Bezeichnungsweise mittelst
der Ausdriicke

welche die Form («, 20, ¢) =

29 °
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4 4 A" > g "
= af, «'f, &'f >
% ) W w' <, «fs «f>
ymoow oy
V4 ) = <ew o 7>
2% o 2"
. b= <dp. Ay, A9
) o A [ (0, 4D, 4>
| a o il T {4y

leieht hestimmen; ibrigens findet man fiir diesclben aueh nach a)
die Formeln

[ ap. 4 n'p! 4 Al T I N

q mp. A w' ! A omp my A 'y 4 o'y
o my 4w’y " ny + n' Y’

P mp 4+ 'y - om np R on'pl A4

wobei die Briiche nithigen Falls abzukiirzen sind, damit L —:- mit
g

den kleinsten Zahlen erscheinen.
d) Ubersichtlich lisst sich das Reeiprocitits-Verhiiltniss von
D. N mittelst der Gleichungen

D= Nr— ¢ (N 2¢, 1) = %‘:1 . ‘;f X ‘ﬁ,} = <a, 2, ">
N=De—te (D2 o) = 1% . % . %l = <ddid>

darstellen. wo /= ¢ =1 und g = J = 0 wird. Dabei kommt

noch der Umstand vor, dass stets v 4 2" -+ 2"V = — 1 ist;
denn aus den Gleiehungen

A= oV — ", o = A"u — An". @' = An' — A'n
folgt A = A"V — A" — duv' 4 A'ny', was wegen

AV Ay — — v A= — A (v 4 0 4 Y

gibt.

13. Eigenthiimlichkeit der Formen von der Gestalt (p, pk. 7).

a) Der Gleichwng N = pa? 4 pk ay 4 ry* kann man, mag
p was immer fiie eine ganze positive oder negative Zall sein, anch
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die Gestalt N = p (@ + ky)2 — pk (v + ky) y + ry* geben:
ist sie daher bei w = f. y = ¢ loshar, so wird dies aunch Dei
x = [+ gk und y = — g statifinden; oder mit anderen Worten.

jede Grisse, die darin mit L vorkommt, wird aueh das Werthepaar
g
gk ] .
[ty besitzen, und nur fir ¢ = 0 iibergehen beide Paare in s

da bekanntlich bei diesen Untersuchungen @, y slets prim zu ein-

ander sind.

Besonders auffallend erscheint dieser Umstand bei N = P. 2P
oder iiherhaupt P, 2 P, wenn die besagte Form einer negativen
Determinante angehirt, und die wngerade Primzahl P in D nicht
aufgeht. Hat dann die obige Form eine Gestalt, an der man es nicht
absielhit, dass sie eine Schluss- oder Mittelform ist, so kommt in der-
selben N mit zwei von einander verschiedenen Werthepaaren vor,
wo es in jedem aundern Falle nur ein Werthepaar besitzen kann. So
ist z. B. a2 4 36y + 3042 = 101 [osbar bei — 1-)1 und — % .

Mehr als zweimal kann N, wenn es die ohigen Eigeuschaften besitzt,
in (p, pk.7)nicht vorkommen; denn die Gleichung Ne — 42 = D

1
ist nure fir ein & L= D loshar. was die Doppelform (N, + 20, ¢)

liefert.

Anmerkung. Die weitere Erirterung dieses Satzes besonders
in Hinsicht der positiven Determinanten gehort in die Lehre von den
unbestimmten Gleichungen.

b) Ist die obangefiihrte Form eine trindre. und hat man

’ o
m m m
(1)7 1’1‘.: 7') - { n . ”! . 7l” { = < Z. 7-’3 -”-” >s

so ergeben sich hieraus fir jedes N = pf* 4 pkfy - rg* zwei

Avten triniirer Werthe, nimlieh eine bei @ = [, y = ¢ und die
zweite bei v = f 4 gk, y = — ¢ sie sind
A=mf + ng. A =w'f+ 2'g. A" =w"f+ "¢

B=m(f+gk) —ng. B'=wm' ([+gk)y—n'qg.B"= " ([+gk)—n"y.

Die trinire Art < 2, o', 2" > ist demuach sowohl mit << A. A’ A" > als
auveh mit << B, B'. B” > reciprok. und hesitzt daher, so oft diese zwei
trindren Arten von einander verschieden sind. doppelte Reciprocitit.
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¢) Die trindiren Arten <A, A, A" >, < B, B', B"> sind gleich,
wenn p << 3 ist, oder mit anderen Worten: die Formen (1, D),
(2, ) und (2, 2, d) liefern, wenn sie triniir sind, zu einem Werthe-
paar L auch nur eine trinire Form fir N.

9

Riicksichtlich der ersten Form hat man nach 6.

(1, D) = (1’ . D | 0 = <0, m, n>

n —m

hicraus folgt fir £ = 0

A=f, A= ¢gu, A" = — gm
Bb=f B=—gn, B'= gm
Eben so ergibt sich aus
(1 — 1 0
9 — = <« 9
CRIE _ o = < s m, 21 >
wegen k= 0
Ad=fFgn, A= — [ gn, A" = — gm
B=f—gyn, B=—/f—yn, B'= qgu
und aus
o 1 — 1 0y . N
(2,2, d) = %” ol W o—wf ni, m, 2n 4+ 1 >
beil =1
Ad=f4+ g+ gn, & = [+ gyn. A= — ym
B =[—gn, B'=—f-yg—ygu B = gm

In allen drei Fillen sind daher diese teiniven Arten cinander
gleich und zwar in der Weise, dass sie siel, nach 4. betrachtet, uieht
einmal im Yorzeichen des Mittelgliedes der quadratischen Zahlform,

welcher sie angehiren, von einander unterscheiden.
d) Ist p > 2 wmd N> e D, so siml die trindren Arten

< d, A, A" >, < B, B, B" > stets unter einander verschieden.
Ui diesen Satz darzuthun, kann man sich des von Legendre
(Nr. 285) erwiesenen Theorems bedienen, das in die hier
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iibliche Ausdrucksweise iihersetzt lautet: ,Lisst sich der Form

prt 4+ 2qry + ry2, die der Determinante D angehirt, auf mehr-

fache Art eine trinire Gestult geben, und wird hichei o = f, y = ¢

gesetzt, so sage ich, dass die ftriniren Werthe der Zall

N = pf* + 2¢fy + rg? simmtlich von einander verschieden sind,
9

oder dass im Gegentheil N nicht — D iibersteigen kinne.«
o 3 f=]

Man kann nimlich hier der Zuhlform (p, pk, ») ausser der

’ e
o m m m . .
triniren Gestalt {n - ”,,; uoch die zweite

”"

m ' m
mk—n ~ mk—n ° wm'k—n"

geben; denn es ist

2 (24 w2 ") kE— 2 (mn 4 m'n' om0y = 2pk — phk
und

(242w 2 2 —2 (=m0’ "0y ke 0t w0t =r

und beide triniren Formen sieht Legendre als wesentlich von ein-
!’ "
Ko %

ander verschieden an, so dass man seinen Ausdruck {P: C e

fiir eine Versetzung der zweiten triniiren Form ansehen kann.
Dies ist einc zweite Eigenthiimlichkeit der bifiden Formen
(4. £), wodurch sie sich von allen anderen unterseheiden.
Aumerkung. Hieraus folgt jedoch nieht, dass man bei bifiden

€D
Formen durch die obige Substitution immer, so oft ¥ < v D ist,

92
blos eine trinéire Art fiir IV erhilt, da - D nur die Grenze ist, iiber

welehe hinaus obbesagte Gleiehheit nicht stattfinden kann. So ergibt
sich bei D = 235 aus

: 30— 0 . .
(10, 10, 26) = 0 Lo = <18 1>

fir f=2, g=1also N=286, <9,2, —1> und <6,—7, 1~
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14, Jede reciproke Form ist eine triniire.

Dieser Satz gilt bei den Determinanten 1, 2, 3; denn man hat

bei
1 0 _ N
1)=1,(1,1)=%0.| 0}=<,o,|,.-
1)=2,(1,2)={3 . ‘1).__,?}=<0, 1>
D=3,(2,2,2)=%(1) R :;§=<1,1,1>

und diese Determinanten haben sonst keine anderen reciproken
Formen. Es ist daher immerhin erlauht anzunehmen, dass er seine
Giltigkeit bei allen reciproke Formen besitzenden Determinanten von
I bis zu einer gewissen Grenze M habe. Wiire nun &V die zunichst
hohere Zahl, bei der eine reciproke Form etwa («, 20, ¢) vorkommt,
so wird es darin nach Legendre (Nr. 410 ete.) eine Zahl D geben,
die kleiner uls N und zu N oder L N prim ist. Diese ist daher mit N
reciprok, nnd es kommt N in ciner ihver veciproken Formen, d. i.
ctwa in (p, 2¢. ) vor. Aber (p, 2¢.») ist zugleich auch trindr, weil
der Annahnie gemiiss D = Mist; folglich mnuss nach 12. §) auch
(@ 2b, ¢) trinir sein. Somit besitzt jede veeiproke Form bei V und
dalier aueh bei jeder hiheren Determinante die obige Eigensehaft.

Aomerkung. Da jede in einer reciproken Form negafiver
Determinante vorkommende Zahl, wenn sie auch nicht zur Determi-
nante prim wire, der Bedingungsgleichung in 12. «) Geniige leistet,
so sind in den reciproken Formen alle Zahlen reciprok. Desshalb ist
es blos in theoretischer Bezichung nothwendig, dass D zu IV oder
£V prim sei.

15. Folgesiitze,

«) Mittelst der Theorie der sogenannten linearen Theiler von
(2 4 Du lisst sich nachweisen, dass jede Zahl D von einer der drei
Gestalten 45 4 1, 4o 4 2 und 8 4- 3 reciproke Grissen besitze;
sie wird daher auch reciproke d. i.triniire Formen und trinire Werthe
haben, nud lisst sieh in die Summe aus drei Quadraten zerlegen.
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b) Weil veciprok und trindre gleichhedeutende Ausdriicke sind,
so kann eine Determinante von der Gestalt 89 + 7 keine reciproken
Formen haben, da sic keine {riniiven Werthe besitzt.

¢) Da die reciproken Formen der Determinante 8¢ + 3 die
Gestalt (2p, 2¢. 2r). wo p., ¢, » ungerade sind, besitzen, und die
Formen von 49 4 1 und 4p 4 2. wenn @, y prim zu einander sind,
keine durch 4 theilbare Zahl enthalten; so kann cin ungerades oder
doppelt ungerades N nicht mit 4D in der eigentlichen Bedeutung
reciprok sein.

d) Jede Zahl lisst sich in die Summe von vier Quadraten zer-
legen. Ein Satz, den schon Fermat entdeckt hat.

16. Jede eigentliche quadratische Zahlform enthilt unendlich viele
Primzahlen.

In der Form aax? 4 bxy 4 cy? werden um so sicherer Prim-
zahlen vorkommen, wenn schon az* 4 b + ¢ derartige Grissen
besitzt. Hat man nun die Gleichung ax? 4 he 4 ¢ = pr. wo p
eine ungerade Primzall ist, so lassensich in 2 = 0.1, 2....(p—1)
(Mod. p) nicht mehr und nicht weniger als zwei Werthe von @ finden,
die ihr geniigen; es verbleiben also in jenen Grenzen noch p—2
Werthe fiir 2, bei denen die Form keine durch p theilbare Zahl
enthiilt. Setzt man daher fiir @ nach einander alle natiirlichen Zahlen
von 0 bis w, wo w sehr gross gedacht werden kann, so ist bei einem
positiven @ die Anzahl der durch p untheilbaren Werthe von
ax® + ba + ¢ gleich

D)

%(p——‘i):w(l——;).

P
Es kann zwar auch @ negativ genommen werden. da jedoch

die obige Form manchmal dieselben Zahlen liefert, die bei einem
positiven @ vorkommen. so mag dieser Fall hier unberiihrt bleiben.

2

Unter den obigen w (I ————) Werthen sind ihrer in Bezug auf
P

eine andere Primzabl p’ stets von 2 =0 bis 2 = p' — [ (Mod. p’)

abermals p' — 2 untheilbar, daler enthilt die Form zum wenigsten

2 ) . . . . .
w (l — P) (l 1—)) Werthe, die zn pp’oprim sind. Verfiilirt man
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so fort, und heisst s die Anzahl der Werthe obiger Form, die sich
durch keine der Primzahlen 2, p, p', p”, ... theilen lassen, so erhiilt
man, weil von ihnen offenbar nicht mehr als die Hillte gerade sein
kann, den Ausdruck

2 2

R (e N (e N (=) P

Nimmt man hier den dussersten Fall an, niimtich dass p. p', p”, ...
alle Primzahlen ohne Unterschied darstellen, so ist offenbar

3 5 o i
s> gy Xy X XagXi:

1. 1. auch

(

UIVECIURTIS \ IV RN BN

— — — 5 @ §re = @ == KX T = - o <
y 15X a Xs>gwag X g XgXgX

und heisst P die grissie Primzahl, die hier als Theiler vorkommt, so
wird man

T 1319 o
AR T AR ey

haben, wo die Grossen 7, 13, 19, ... und 9, 15, 21,.... fiie
arithmetische Progressionen angeschen werden kinuen. Es kommen
niimlich unter jenen Briichen in den Nennern alle theilbaren unge-
raden Zahlen vor; die Zahlform wird aber wm so sicherer Primzahlen
enthalten, wenn selbst unter dieser Yoraussetzung sich s > | ergibt.
Was P anbelangt, so muss, falls es dic grisste fiir einen hestimmten
Werth von w in aw?® 4 bw -+ ¢ aufgehende Primzabl ist, die Glei-
chung aw* 4+ bw +c= PP+ p), wop = 0, + paber eine
Primzahl vorstellt. bestehen. Hieraus erhidlt man, da w somit auch
P sehr gross ist, ww? = Poalso P = w v «.
Man gelangt somit zu

1 9 X2 X ...

S > A .
2Vae T XIS X 19X . ..

nimmt man hicr die natiirlichen Logarithmen, die mit Asy hezeichnet
werden kinnen, so ist
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hoys > — hay 2 Va + oy 9 + 2oy 15 4 oy 21 .
— Ay T — hoy 13 — doy 19 — .

und bedient man sich hiebei des combinatorischen Integrals

Ay s > — hoy 2 Va4 @ doy (3 4 67) — C 2oy (1 4 6r)

oder
9
)oys>—7o'yzt/n+@l47(1+6 +1)

Da aber, wie bekannt,

g (4 w) =u — w2 4 Fud — Jut 4.

ist, so erhilt man bei v =

(,3 )"] e -2 4

Gr +1 1 (6r - l)

| -

s e

6r 1

9

! 2 e 1 3 \&
wo L als die Summe von — ( Lyl ) B (_ , )  hositiv
’ 3 Gr 1 « Gt = positiv

ist, und man gelangt zu

: 2 LT ST
S ko |1 — 1 > — = > .
2t +557) > 2 G kS e

12 hr
Ist aber £ = 5. so hat man —‘ T , folglich auch

o 12k o 1
C—— > — wodannauch 2oy s> — Ay 2vVa 4+ — & .
! 1 W 3 |

(Gr-1)2 ,

Da aber die obige Formel allgemein gilt, so gibt sic fir« = — 1

Aoy 0 — 1 1 |

2 0 = .oo=_(|+,‘),+§+....) — &,
~ 1

1 1

r 1
wesshalb @ — nnendlich wird, so dass — oy 2 Va gegen - &
1 )t 5 .
1 ¥
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verschwindet, daher 459 s und um so mehr s trotz aller Besehriin-
kungen grisser werden kaun, als jede angehbbare Zahl.

Folgesitze. «) Die Form (2p. 2¢.27) hei D = 8¢ 4 3
wird unter andern auch doppelte Primzahlen enthalten, vorausgesetzt
dass p. g. r rvelativ prim sind.

b) Jede cigentliche quadratisehe Zahlform enthiilt auch Potenzen
aus Primzahlen, was aus den Perioden dieser Zahlformen leicht zu
erschen ist. )

¢) Auf cine ihnliche Art Iisst sieh darthun, dass die lineare
Form ax + b wo «, b prim zu einander sind. Primzahlen enthiilt.

. 5 S — 2 4 6
In diesem Falle ist nimlich s = 2 < W P4 — DL — . o o
& 3 § 9
. 1 i LR
folglich um so mehr s = 2 = -~ 0 2...., wodann
~ 3] B i

der Beweis denselben Gang wic ohen verfolgt.

Anmerkung. Aus vielen Beispielen lisst sich der Satz abstra-
hiren, dass bei jeder Determinante. die sich nieht durch 4 theilen
lisst, in jeder eigentlichen quadratischen Zahlform entweder ecine
Primzahl oder doppelte Primzahl, Potenz oder doppelte Potenz vor-
kommt, die kleiner als D und za D oder £ D prim ist. n dieser Ab-
landinng reicht jedoeh das vorstehende Theorem als Primisse aus.
Es ist zwar an sich aueh ohne Beweis sehr wahrscheinlich; doch
pflegen dlmliche Sitze in der Mathematik nicht als Axiome ange-
nommen zu werden.

17. Auf wie vielfache Art Lisst sich eiwe reciproke Zahlform in eine
triniire verwandeln?

a) Ist die Determinante D ecine Primzahl oder das Doppelte
einer Primzahl, so weist Legendre (Nr. 278 ete.) nach, dass bei
ihr einer quadratischen Zahlform nie zwei triniire entsprechen konnen.
Nach 14, ist aber jede reciproke Form auch cine trindre; daher Fisst
sich bei dieser Determinante jede reciproke Form nicht mehr und
nicht weniger als einmal in eine triniire verwandeln.

Dasselbe gesehicht aneh. wenn 1) die Polenz aus ciner unge-
raden Primzalil oder das Doppelte ciner solehen Grisse ist; iibrigens
kann dieser Fall such zam folgenden Punkte bezogen werden.

h) Besteht D aus i Factoren. die entweder Primzahlen oder
Potenzen aus Primzablen sind, und wobei 2 fiir keinen Factor ange-

e et . g 4
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schen wird, so lisst sieh jede nicht bifide reciproke Form auf 2/—!-
fache Weise in die Summe aus drei Quadraten zerlegen. Ist némlich
(p 2q. r) die gegebene Form, so kommt in derselben nach 16. eine
Primzahl oder doppelte Primzalil V vor. Wird diese als Determinante
angesehen, so enthilt sie in ihren Formen laut der Multiplications-
regel, wenn in dieser llinsicht die Vorzeichen der Mittelglieder
unberiicksichtigt bleiben, 2/—! Mal die Grisse D). Ein Product aus
zwei Factoren erscheint niimlich entweder in zwei verschiedenen
Formen oder doch wenigstens bei zwei verschiedenen Werthen von
f> ¢g- Ein Product aus drei Factoren befindet sich in vier Formen,
oder wenn dies nicht der Full wire, so hat es doch vier Werthe fir
[> g u.s.w. Nun liefert aber jedes Werthepaar eine trinire Form
fiir D, daher kann (p, 2¢, ) nieht mehr als 28! triniire Formen
haben. Es konnen ilirer aber auch nicht weniger vorkommen; wiirde
man niimlich bei N aus den Formen, die den friniren Arten
< 5. B, 2" > <, 9, 4" > zugehiren, fir D blos
m om om”

<, a,n'> = . . = (p, 29, 7r
~ ’ n ”r ?l” (] ’ 1: )

erhalten, so miisste wieder umgekehrt nach 12.

— gt &y, B Do "
=my +ad, LT=m"y 4+ 1Y
’ 0.0 Lyt 1] "ot N
=m'e' + n{, vy m'e" 4 n'Y

’ ’

B=my +np, f
v =my + Y, g

I

zum Vorsehein kommen, und man hiitte
N = pp® 4 2qp0 + rd2 = po"* + ¢V + 19’

daher wiirde N in der Form (p, 2¢, ) zweimal vorkommen, und
wire also entweder ein Produet aus zwel Factoren, oder miisste
(p, 2q, r) bifid sein. Beides widerstreitet aber den Annahmen.

¢) Ist die reciproke Form eine bifide, und besteht D aus ¢ Fac-
toren, so lisst sie sich blos auf 27—2fache Art in drei Quadrate
zerlegen. Da jede quadratische Zahlform unendlich viele Primzahlen
und doppelte Primzahlen enthilt, so kommt auch hier eine Zahl

9
N > o) D vor und zwar naeh 13. mit zwei Werthepaaren, aus deren

jedem cine eigene trindre Form fiir N hervorgeht. Aus diesem Grunde
lassen sich auch bei der Determinante Vzu denWerthen < (2,53', 3" >
noch <. o' "> finden. die fir D zogleieh <o 2'. 2" > liefern.
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Dalier kommt hier nur die Hilfte triniirer Arten und trinirer Formen
vor, als dies sonst in jedem andern Falle geschehen wiirde.
Anmerkung. Es bedurfte bei mir einer langen Uberlegung,
bevor ich mich entschloss im vorstehenden Punkte von der iiblichen
Auffassung dieses Lelirsatzes abzuwecichen. Nach Legendre
(Nr. 302) hat niimlich jede reciproke Form 2/—1 triniire Gestalten,
wenn D aus ¢ Factoren besteht. Hiezu fiigt er in Nr. 314, Art. X, die
Bemerkung bei, dass die bifiden Formen ihre triniiren Werthe paar-
weise gleieh haben. Aber nach 7. kinnen nicht zu einer Art cigent-
licher triniirer Werthe zwei triniire Formen gehoren; daher ist die
obige Verschiedenheit nur eine scheinbare. Auch der Umstand kaun
hier nieht beriicksichtigt werden, dass wenn etwa <<a, «, > zu
(p. pk, r) gehirt, umgekehrt <o, o, «> der Form (p, —pk, 7)
entsprechen wiirde, da ja hier das Vorzeichen von pk gleichgiltig
ist. Ubrigens verhiilt sich cine trindire Art in bifiden Formen beinahe
iiberall so, wie zwei Arten bet anderen Formen, was der Grund sein
mag, dass man sic als zu zwel trindren Formen gehorig angesehen hat.

IS. Es ist cine gegebene reciproke Form in triniire Formen zu
- zerlegen.

Ist (p, 2¢, ») bei der Determinante D die gegebene Form,
daher p zu D reciprok, so suche man, wenn p mehrere reciproke
Formen besitzt, etwa mittelst der Multiplication und Periodenverrech-
nung diejenigen von ihnen auf, die D enthalten, so dass die Gleichung
ax® 4 2bxy + cy* = D, bei p = ac — 02 vollstindig fiir alle
Werthe von «, &, ¢ und @, y gelost erscheint. Ist dann

'
v

. 7 T 0
(a, 20, ¢) = {lv P Iv,,z = <m,msm >

und & = f, y = ¢, so ergeben sich

o — {J./‘+ ‘/[/’ CCI — P.,/‘—*— vl[/, CC” — p‘n/-+ 'J”t(/
als trinire Werthe von D, und es werden die Coéflicienten 2, 2, 2"
nach Gleichung (15), da das Vorzeichen von ¢ aus «, o, «” und
m, m', ' nicht ersichtlich ist, mittelst der Formeln

1 — ' 1 1 —= " 1 "
W= — P (v Fmy). 0= — . (' Fm'q). n =—1—1('r, Fa'y),

———

™
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wohei sich v, #', v aus Gleichung (13) ergibt, hestimmt, so dass
man zu

{ ’ ”"

m m m 0 m
), 20, 1) = . . = %y &'y >
(p-2¢,7) n n n'’ <%

gelangt, welchem Ausdrucke man dann, wo nothig nach 4. die regel-
rechte Gestalt geben kann.
Wiirde man die triniiren Formen von («, 26, ¢) nicht kennen,

q . D
so werden sie auf dieselbe Art gefunden, was wegen p << 2 1/?

viel weniger Mihe kostet.

Ubrigens ist nach 14. zur vollstindigen Lisung nicht nothig.
dass p, D prim zu einander sind; denn jede trinire Art der Zahlform
(p. 2¢. r) ist nach 12. mit einer Art der Determinante p reciprok,
wesshalb auch fiir jedes dieser Reciprocititsverhiltnisse die Grissen
/> g vorhanden sein miissen. Betrigt dann die Anzahl der Paare von
f> ¢ nicht 2=, so hat wieder («, 20, ¢) mehrere trinire Formen,
oder ist es bifid, daher die Aufgabe immer vollstindig losbar. Die
meiste Schwierigkeit macht iibrigens die Gleichung

ax® 4 2bxy + cy* = D,

die ich zum Gegenstande spiterer Untersuchungen zu machen
gedenke, da die Periodicitit der quadratischen Zahlformen bei ihver
vollstindigen Losung eine bedeutende Rolle spielt. Dieses Verfahren
mogen zwei Beispiele verdeutlichen:

1. Beispiel. Legendre befasst sich in Nr. 313 mit der
Form (50, 30, 189) bei D = 9225 = 32 . 52 . 41, die demnach
vier friniire Arten besitzt. Er gibt ihr, um sein Verfahren zu versinn-
lichen, die Gestalt (209, 70, 50), weil 209 zu 9225 prim ist.
Nehmen wir jedoch p = 50 an, so hat man hier die zwei triniren
Formen

(6, —4, 9) = {; ki ;} — <3, 4 5>

und

(h50) = 1g - 3 - _4

in der ersten Form kommt D mit den Werthen
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f= 36, 36, 16

g=—". 23, 33
undl in der letzteren mit =95, ¢ = 2 vor, dies gibt als triniirve

Arten fiir (50, 30, 189) bezichungsweise
<22,—79,50>, <82,—49,—10>, <82.1,—50>,<95,14,—2>

denen die trinéiren Formen

343 3 45 3 45 0 17$
— 1172°8y 7 | —85"—10°8§" )5 —10°8§" 12— 134

zugehdren. Werden diese Grissen gehiorig georduet. so siml

28 1 3 —d
%_1 "’.g._;} —<92.50,79>; g_g “[{._;E =<10.49.82>

5 —5 4
5" —8 —10§
die vier gesuchten Aunsdriicke.

2. Beispiel, Es wiire bei D = 4758 = 2 X 3 X 13 X 61
die reciproke Form (66, 36, 77). Hier sind hei p = 66 zwei trinire
FFormen, niamlieh (2, 33) worin D mit f= 27, g = 10 und (6, 11)
wo es mit f= 23, g = 12 vorkommt; daher hier nur zwei Paare
dieser Grossen erscheinen. Es hat jedoch erstere Form zwei frinire
Gestalten, namlich

i_i_% = <1,1,8>; 3_8;‘5% = <4, 8, 5>

R S B T -
=<82,5o.1,,,.§i. l3._2§_<2,14.9.)>

welche die Werthe <67, 13, — 10>, <-—50, 47, — 7> liefern.
Die zweite Form ist eine hifide und hat

(1 — 2 1 =
(( 3 - 1 E = < | s 4, 0 =
daher kann hier anch noeh f = 23, g = — 12 genommen werden,

und man erhiillt <59, — 34, 11>, < — 13, — 58, 35>. Sucht
man hieza die Codéflicienten 2, 2', 2" auf, und ordnet die Resultate,
so konmunt

n X 05 A
:i—;:', — <10, 13, 67>, 1.7,y = <7, 47. 50>
A 4 - .
[ S S YRR YR T ::*j_i; — <58,35,13>

6" 5 —4(

zum Yorsehein,
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19. Triniire Formen allgemeiner Determinanten.

Ist die niedrigste in der reciproken Form (p. 2¢, 7) vorkom-
mende Zahl p bedeutend klein, so hat sie entweder nur einen oder
einige wenige triniire Werthe, und man ist nach den angefiihrten
Lelrsitzen im Stande, einen allgemeinen Ausdruck fiir alle reciproken
Formen, welche die Zahl p enthalten, aufzustellen, mittelst dessen
es dann leicht wird, jenen Formen die trindre Gestalt zu geben.
Hiebei ereignet es sich auch oft, dass mun es an den frindren Werthen
absieht, zu welcher quadratischen Zablform sie gelioren, ohne sie
erst nach 6. verrechnen zu miissen; so dass eine tabellarische Uber-
sicht dieses Umstandes immerhin bedentende Yortheile gewiihrt.
Dies mag ein Beispiel erliutern. Bei welchen Determinanten und in
welchen triniiven Formen kommt p = 6 vor? Die Determinante 6 hat

‘ 1 —1
(2,3)=%1 . 1 '¥4?§=<1’l’2>’
daher wird p = 6 bei jedem D = 2a* 4 30% in ciner triniren

Form erscheinen. wo zugleich
«a=a¢+ b, ! = —a+0b, 2" =—1b

Jener Ausdruck ist demnach

(1 1 2
{7[ o n”% = <a+b,—u+ b, —b>.
Aus 2" — 20" = a 4 b folgt »’' = ¢« — b, ' = — b, und
2n — " = — a + b gibt u = 0, so dass man
1 1 2 .
{0 C_y a_b§=<a+b,—a+b,—b>
oder
R e bbb 6> = (6 ha—b a2 =200+ 20
0 — b a—d = <atba—bb>=(6,4a—6b,a>—2ab+20%)

erhilt. Um hier fiir das Mittelglied der quadratischen Form die kleiuste
Zahl zu erhalten, setze man 2¢ — 3b = 6¢ - ¢, wo ¢ =3 gemacht
werden kann, und man gelangt bei @ = &’ — ¢y zu

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XXXV Bd. Nr. 25. 30
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o = 1 1 2
(6. 2¢, r) = ; ¢ —b—c’ u—-/)—.?c,:) = <a+b. a—b.0>

Die triviiven Werthe « — b, b, « - b bilden hier eine arith-
metische Progression und es lussen sich aus

. o F o o+
' = h = u =
z >

die Grissen . b ermitteln.
Auf eine dbunliche Art gelangt man zur nachstehenden

Tabelle.

) , .4 0 0y N
];=I.D==(1~+I)-.fm C __”(=<0.u.l;>
g=0 a=0 o=« 2" =10
0 I —1
— 9 D = a4+ 2! | — —~ >
p=2 D=u +.-11.l_ll Ca—c e | < (00 s (1) =
a« =2+ yq. 2 =o' =0, a=a

[

?l(f—i—‘zal/—{—?l;‘-',\ ! ._1. t < a~+-b,0>
lb—ec" ¢ —ua—c

b—a=3c+q, d =a+4", a=a, ' =1

p=39,D=

7 . 54 {0 —2 1 t b. 20
p =9, =u-+o/~,~'l'.2c_u.__c‘=<u, Do LW
20 = 5¢ + ¢- a’=%—=f:. % = a
Do L 5—‘1 | 2
l)=G.D=~(l~+d[)-,l ¢ b a—b—9¢ = <u+b,a—b,b>
2(1'—3I:=(ic+(/. a":l;:atm,u=xi)a

o) 2 —2 ,
p=9, D=2u*+2ab+ 502, =(L+b_2c.20_”._6;=<a, at-0,26>

"

4a+2/,=9c+,,.a~=2(a'i1).u=a,1,=°f7
10D = t00, 10TV 3>
p="1"7= "0 3e—a T —ey T SO0

n
-4
T=b’ « =«

dae = 10¢c + ¢, « =
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p=11,D = 2 + 2ab + 602, ;—ci ‘ —1}—0 * —b—a0
= <a+20,a—0b,b6>

’

% F oa

da — 4b = 11c + ¢, :::”=—~3 =0, « = 2 + 2"
— @)
p =13, D = «* 4 13b%, {g'a-{—gc'—(;—%} = <a, 20, 3>
— ba = 13¢c + ¢, %=%=b, @« = o

p =14, D = 3a* + 2ab 4 502
| —3 e 1y
%a——b—}-f}("——u——?,(r'——t‘% = LB

o'+ 2

— Ba + 36 = lde -} 4. 2 = ——‘——- =a. b=ua F a.

Aunmerkung. Einen ihnlichen Gegenstand behandelt Lie g en-
dre in Nr. 307 — 312 als Bestandtlieil des zweiten Beweises, dass
jede reciproke Form sieh in 2i=1 triniire zerlegen lasse, wenn D
ans ¢ Factoren hesteht: hier ist es von einer andern Seite aufgefasst
nnd als Folge der Reciprocitit durchgefiihrt, so dass alle speciellen
Fille und Kunstgriffe miglichst vermieden wurden.

M. Uhersehreitung der triniiren Arten.
20. Erorterung dieses Verfahrens.

Iisst sieh zu den trindren Werthen <z. «'. " > der Deter-
minaute ) eine Grisse p = m* - w's 4 w2 wo m, ', m" prin
zu einander sind. so finden, dass in der Gleichung

am + aw' + 2w = ph (17)
I eine ganze Zahl oder hichstens die Hilfte einer ungeraden Zahl
wird, und bestimmt man 3, 5, 53" aus
B=2m—u, 3 =2mm—2o, '=2n"—2d", (18)

so sind diese Griossen auch triniire Werthe der Determinante D. Es
geben niumlich diese Gleichingen

a0 #



(19)

(20)
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- 5 b BT = 4Nt (4 om't 4 o)
(

e

am am' 4 «"w"'y -} ar 2% -4«

"y

was nach Gleichung (_17) in

— B+ e+
iihergeht.
Eben so erhiilt man ans den Gleichungen (18)

Em 4 Eod 45w = 20 (2~ w2 ") — (o - o)
oder
Bm 4 Zwm’ - w" = ph.

Werden daher die Werthe 2,5, 8" so hehandelt wie <ea, o' &' >,
so erhiilt man wieder letztere Form zum Resultate. Man kann jedoch
bei B, B B oder m. . m”" Versetzungen und Zeichenianderungen
(4.) vornehmen, und erhiilt in vielen Fillen wieder eine neue trinire
Al't fﬁl' D

Auf diese Weise lassen sich aus <o, o, &' >, wenn die Grossen
p entsprechend gewihlt werden, alle trindren Arten der Determinante
D finden. Uberdies liefert dieses Verfahren eine hellere Einsicht in
den Zusammenhang der trindren Arten unter cinander und in ihre
Verhiltniss zue Formenperiode.

Die Grosse p, welche in diesem Falle keine Zuahl der zu
<z, d, a"> gehorigen quadratiselien Form sein muss. nenne ieh
den Schreiter, und diese Methode aus einer gegebenen {riniren
Art andere abzuleiten, die Uherseh reitung, welehe Benennungen
im Verlaufe dieser Abhandlung hegriindet erscheinen.

Anmerkung. Die angefiibeten Gleichungen behalten ihre

Richtigkeit, auch wenn

1
) = — (om + a'm’ + <"
P ’

20 41

92

keine ganze Zahl wive. Dann sind aber, den Fall von b =

2
ausgenommen, [, 3, " keine ganzen Zablen, wie dies bei trindiren
Werthen erforderlich ist. so dass man diesen Il nur dann in Betracht
zu ziehen Liitte, wenn /) iiberhaupt in die Summe aus drei Quadraten

von rationellen Wurzeln zu zerlegen wive.
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21. Es ist eine uneigentliche trinive Art in eine eigentliche zu
verwandeln.

Sind <ap, «'p, «'p> die gegehenen uncigentlichen triniiren
Werthe., so ist zur Lisharkeit dieser Aufgabe erforderlich. dass p
ungerade sei, da man sonst hier 4D zur Determinante hiitte. die keine
eigentliehen trinéiren Werthe besitzt. Wiire nnn p = m* - m' -+ m"2,
so kann diese Grisse als Sehreiter angeschen werden. und man
erhilt # = am -+ o'm’ 4 «”m". wo die Vorzeichen von m, m', m”
so zn nehmen sind, dass & mit p keinen gemeinschaftlichen Theiler

erhalte ; dann ist

7,00

B = 2hm— ap, B' = 2w’ — «p. 3" = 2m" — a"p.

Wiire hingegen p von der Form 8o — 1. duher nicht in drei
Quadrate zerlegbar. so muss dies bei 2p geschehen, wo man also
2p = m* 4+ m'* 4 m"* zum Schreiter nehmen kann. In diesem
Falle ergibt sich. falls man fiir 2 den obigen Werth behiilt,

B=rhm—ap, B =Im'—dp, "=hm"— a)p.

'

Aus 4. ist ersichthich, dass die Anzahl der Arten <3, B/, 5>
24 nicht iibersteigen kinne.

Auch ist es klar, dass die Aufeabe aus D = a® 4 a2 + &2
und p oder 2p = m?* -+ m'2 4 m'"'* eigentliche trinire Werthe von
Dp? zu finden — nur eine andere Version der angeschrichenen ist,
da in diesem Falle die Determininte Dp? offenbar die uneigentliche
trinive Art <<ap, a'p, o' p> besitzt.

Eine eigenthiimliche Folge dieser Sitze ist ferner die, dass
<0, 0, D> bei

p=1D=a+ 2+ "
wegen f = 2,
P = (Z2aa"): 4 (2a'a”)? 4 (247 — D)?

"o

liefert, und dass man eben so aus 2D = o2 ++ o2 + o2

D2 = (aa"): + («'2") + (2" — D)*

erhitlt; wodnreh man mehrere teindire \Werthe einer quadratischen
Determinante leieht ermitteln kann.



(21)

(25)

(26)

(27)

Simerka.

22, Hilfsgrossen zur Uberschreitung und ihre Verhiiltnisse,
Die Zablen o + B, o' + [, «” + B” sind in dem normalen
Falle, wo & cine ganze Zall ist, nach Gleichung (18) gerade, was

v o

daber auch bei 5 — o, ' — o' 5

"
—_—

stattfinden wird, und
wan kann., wenn dieselhen den gemeinsamen Theiler 2% haben,

f—ea

T T T

setzen, so dass ¢, ¢'. ¢" relativ prim werden. Diese Gleichungen geben
' o I [ o' ’ ot " ’ ’ " "o
my-tm'g +m'y" = o [Gm+Em -2 " — (am~t-a'm’+a"'m") |
~I

folzlich nach Gleichung (17) nud (20)

my + m'q" + 'y =0

ond die teindren Avten <m, m', m"' >, <q¢. ¢, ¢" > sind nach 12.
b D D .
reeiprok , so duss sowohl
m ' "’

m
<, q,q > = . .
94:9-9 - n n '

: == (a2 a)

wobei

d=g*+g*+ 4" =p— g
als auch

"o

U (d, 24, )

Vg ¥y
. "JI, ‘

<wm,m.m' > = .,
{v v

und

po=dr' — 4"

zuin Vorschein kommt,
Es sind duber p, o rveciproke Zallen, welches Verhiltniss
awisehen p, D nicht vorkommen muss.
Ferner geben die Gleichungen aof die
Gleichung (18)

(21) mit Riicksieht

( o =hm — gk, o = hm' — gk, " = lhm" — ¢"k
{ 5= hm + gk, 5 =l -} gk, B’ = hm" | ¢k
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so dass man weiterhin D = a2 4 o'+ 4 o
— L (") — 2k (mg— 'y g )R (g g )
erhilt, was wegen Gleichung (22) ond (24) in
D = ph: + dk: (28)
ithergeht. und wenn o eliminirt wird.
D= p (ke + k) — (k)
liefert, so dass dann
(p, 2kq, > + rk?) (29)
diejenige Form ist, aus der man den Formenzeiger fiir p in Hinsicht
der Perioden bestimmen kunn. .
Wird aus der Gleichung (28) der Schreiter p mittelst Glei-
chung (26) eliminirt, so ergibt sich
D =d (k4 »h?) — (hq')s
woraus wieder

(d, 2hy', ke + r'h?) (30)

als die zur Gegengriisse des Schreiters gehirige Form der Determi-
nante D hervorgeht. Ferner erhiilt man aus Gleichung (27)

ag + 2 + g =h(mg+m'g +m"g’)— (9°+ g+ 9" k
oder

2g + o'y -+ ¢ = — dk {
s0 wie auch - (31)
By + By + By = dk

und werden die Gleichungen (27) mit einander multiplicirt, so ist die
Summe der Producte

af + a3 4 2L = h2 (m? 4w’ m"t) — k2 (924 g 4 g").
oder
b + &'+ 4B = pht — dk (32)

Bestimmt man ferner die Grossen 7, ', 4 mittelst des Ausdruckes



-’L!{.-’} Simerka.
e \m w'om
(()(;) (‘“,’I)—l!/ . '(/' . !/n" = <%,MN,N >
so folgt aus der Gleichung (12)
(34) 7= qm — pr, v = qm' —pn', 1" = qgn'" — pu”

und man hat

(35) g e 7Rl

m m m

miltelst weleher Formel sich 7, 2/, 2" leichter finden lassen, uls
durch Gleichung (23). Uberdies erhillt man hier ¢ < 5 s oes ist

PR+

niimlich nur 2 so zu bestimmen, dass F eine ganze Zahl und

m
— 1 . . . . ”
==b wird. Dann sind die Gleichungen (35) auch desshalb vor-

theilhaft, weil sie ¢ geben ohne erst 2, n” verrechnen zu miissen.
Weiterhin folgt aus Gleichung (27)

am'—''m' =m"(hm'— g'k)y—m' (hm" —g"k)y =k (m'g"-—m"q")
und nach Gleichung (33)

(36) a'm' — a'm' = k.
Eben so erhilt man aus Gleichung (33)

'y — o'y =" (g — myg") — o« (my' — w'y)

=g (a'm’ + a"m") — m (' + «"¢"),
was nach Gleiehung (17) und (31) in

g (ph — am) 4 m (dk + ag) = dkm + phg
oder
37) @' — a'n" = dkm -+ phy

iihergeht. Aus diesem letzteren Resultate folgt wieder nach Gleichung

(27) und (28)
i
2" — a'n = " (ph . gk +m . dk?) =

i
= [ph (hm — a) 4+ m (D -~ pir2) | = /L (mD — phz)
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oder

ahp — mD.
al.,)ll . all.r/‘l = 1 k (:}8)

Es ist aber auch nach Gleichung (34
g
a'.,;ll — a”'ﬂl = a‘ (gnlll - ,’71”) | al’ (lq)’l’ — l))l’)
= q (a/m" — a"m') 4+ p (2" — n'a") = kqu + py

laut Gleichung (36) wemn zur Abkivzung ¢ = n'a” — n''a’ gesetat
wird. Hieraus folgt nach Gleichung (38)

ahp — mD
k

p (ah— kp)y— mD

= kgn 4 pp oder kqn = .

was bei = ah — ko, die Gleichung

py—mD
— =

kq (39)
liefert, welche ebenfalls zur Bestimmung von kg dient, und wobei kq

aus Gleichung (36) zu ermitteln ist. Wire n = 0, oder hiitte es mit

’
2 . . Y — m'D
p einen gemeinsamen Theiler, so suche man kg aus ]—%— oder
&

) — m"' D . ! .
aus I—V—L,—,———, wobei ¢ so zu nehmen ist, dass die Briiche zu ganzen
-
Zahlen werden.
Ferner ist nach Gleichung (33)

2 — B =" (mg — mg") — 5 (my — m'y)
— g (B + Fw") — m By + 5.

was nach Gleichung (20) und (31)

= g (ph — Em) — m (dk — Bg),
daher

"o

7 — B = phg — dkm. (40)

Laut Gleichung (33) ist

’ 7
= —"N, — N, —n >,

%’y 9 9

m "~ om' T om”

woraus man in Hinsicht der Gleichungen (23) und (12)



!{-46 giun- r ko

E / ’ ‘l ’ ' ! " 1, ’
g n=av—gy = — gy = A — gy
oder

, dy — v, ds' - oy —
| T

Y Y Y

erhiilt.
Uherdies folgt aus Gleichung (27)

@y’ —a g =g" (hm'— k) — ¢ (hw" —g"'k)y=l(m'g"—m"qg’)
und nach Gleehung (33
(42) @y’ — a"g = hy.
Aus Gleichung (37) hat mun

1
2 — o'y = 7 (g - ph+ dl . mh).
(3

Dies iibergeht nach Gleichung (28) und (27) in
= = [y (D — dk?) + dk (= + gh)],
wesshalb auch
(43) @'y — aly =

Hierauf folgt aus Gleichung (41)
5(//_,Jl ol 5('7}1/ == a// (({‘)’ . !/’_(I() o al (’[vll I {/”_([,)
= d (& — aV") 4 ¢ («'¢g" — a"¢).
weleher Ausdruck nach Gleichung (43) und (42)

dkx - gD ’ (7] !
s = d (2" — «V") + h¢',

h
d. i
hiv — d ek —h («"v — oc’v")'l gD
W = h
und bei
s
(44) Vo= ak— h (& — V), h¢ = 4 + g0

lin

gibt, so dass dann die Gleichungen 41, 42. 43 und 44 jenen unter
(34, 35) 36. 38 und 39 entsprechen.
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Die Gleichung (42) gibt mit « multiplicivt
horn = aa'q’ — az’y'.
und doreh hishere Streichung erhiilt man hierans
ho' = 2'a"g — udy’. ha''" = az’y — a'd’y:

daber liefert thre Sunme o - a'n' - «”4" = 0. Hiezu erhiilt man
ans den Gleichungen (21) mit Riicksicht auf Gleichung (33)

T 1 e ot ' 1" -
O=gntgn+ygn'=g [Ent B+ 5" — (antan'San")]
folglich auch

7 I’Y o
go+ Bw A+ ST =0

Es ist demnach die teiniive Art < %, %', 7" = wichl ne it
<m,m,m' >, <g,q.¢" > sondern aneh mit <a, «, "> und
<p. 2, B> veciprok. Nimmt man daher, um im Allgemeinen zu
handeln, an, die Grossen %, v/, 4" hiitten & zum grissten gemein-
schaftlichen Theiler, und setzt desshalh

’ ' " "
7= @;E, n = ®E, [ = {E,
so folgt aus 12:
e w, > =15 . <l _(p .
> = 05 = (P20, ) (
- ’ 1~ B e’ 5” 4
g =it g Smmenm |

Aus der Anvahme, dass 7, 7/, 7" den gemeinsamen Theiler =
haben, folgt weiterhin, dass jenen Divisor auch p, . D, ¢, ¢ haben
muss, d. h. dass man

p=rp, d=n=rd, )= alV, ¢ = =q% ¢ = =q"’

zu setzen habe, wobei treilich z = 1 der gewidhnliche Fall ist. Was
p anbelangt, folgt aus Gleichung (33

'

7 o " " ’ ' ' ’
My —m g =T M — MY = TE, MY — my = we

und verbindet man hiemit mg + m'y’ + m"’¢g" = 0, so erhilt man,
wenn die zweite. dritte und vierte beziehnngsweise mit m”, — m', m
multiplicirt wird, zur Summe

(47)



Simerk a

=~
-
o]

g (m2 4 w2 4 ") = 7 (fm" — 'm') = py.
Eben so gibt die crste, dritte und vierte dieser Gleichungen
m('m — em") = pg'.
so wic man auch zu
7 (em' — &m) = py"’

gelangt. Demnaeh haben die Zahlen pg. pg'. pg” den gemeinsehuft-
lichen Theiler =, wodurch p aufgehen muss. weil ¢, ¢, ¢" prim zu
einander sind. Auf cine iihnliche Art findet man aus den vier ange-
fithrten Gleichungen, dass dm, dn’, dm’ simmtlich durch = theilbar
sind, dass demnach ¢ = =d'. Nach Gleichung (35) hat diesen
Divisor ¢, nach Gleichung (41) ¢'. und nach Gleichung (28) die
Determinante D.
Was P anbelangt. ist nach Gleichung (46)
1

Pm s bt b = o (o ),

—_
T

(48) daher laut Gleichung (33) = ‘g‘: . falglich P = p'd'.

'

1. Anmerkung. Was den Fall anbelangt, wenn h = % und

L' ungerade, so kann er sich naeh Gleichung (17) nur bei p = 2p”
ereignen, wo p” uugerade ist, da m.m', m" eigentliche trinire
Werthe darstellen. Bei diesem Umstande wird nach Gleichung (18)
unter den Grissen « 4 5. o« 4+ £, «” 4 B wenigstens eine
ungerade vorkommen, die daher auch nnter 3 — . p' — o/, 5" — a”

. IR0 k '
erscheint, wesshalh nach Gleichung (21) £ = — und £ ungerade
) 2

ist. Nuch Gleichung (28) muss dann wegen 40 = pl'24-dlk's,d = 2d"
sein, daher wegen Gleichung (24), (26) ¢ nnd ¢ gerade sein
werden, wesshalb auch £¢ und k¢’ ganze Zahlen sind. Ferner folgt
aus den Gleichungen (34), dass v, %', »” gerade sind. daher wird die
Gleichung (39) immer losbar sein. Es bietet somit der oberwiihnte
Fall hei diesem Verfahren keine Schwicrigkeiten.

2. Anmerkang. Von hesonderer Wichtigkeit ist, wie die
Folge zeigt, die Gleichung (39). Da es in derselben nur anf die
Bestimmung von kg ankommt, wofiie man blos den Rest nach dem
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Model p zu kennen braucht. so kann man wegeun der Congruenz
kq . kg = — mD sowoll aus kq als auch aus mD die Reste nach
p nehmen und zwar auch dann, wenn der Schreiter 2p wire.

23. Die Uberschreitung in der Formenperiode.

Wiirde dieses Verfahren Dblos zum Aufsuchen unbekannter
triniiver Arten vou D aus bekaunten diencen, so wiire die Vorsicht
iberfliissig, mit welcher im Vorbehandelten entgegengesetzte trindive
Formen und Arten von einander unterschieden wurden, und die sieh
hesonders bei der Bestimmung des Mittelgliedes in der zum Schreiter
und seiner Gegengrisse gehirvigen quadratisehen Zahlformen im
vorigen Nr. zeigt. Die Uberschreitung steht aber in ciner ganz
besonderen Beziehung zur Formenpeviode, und zwar der Art, dass
wenn § die Periodenlinge ist, und man

o

5, ;Z”>

[t = <a, d, 2> fu = <5,
fv = (p, 2kq. b2+ rk*) fw = (d. 2hg'. k> 4 +'h?)

hat, die Formenzeiger mittelst der Congruenz
u=1t-4 20=—t -4+ 2w (Mod. 6) (49)

zusammenhingen.
Beweis. Vorerst ist zu erwihnen nithig, dass in der Gleichung
(48) p', & prim zu einander sind. Hitten sie niimlieh die Primzahl 2
zum gemeinsamen Theiler, so gelit dieselbe auch in p, d uf, und es
sind Taut Gleichung (33) und 8. (Folgesatz) auch %, v, %" mittelst
derselben theilbar, so dass also p zur Grisse = gehort. Ferner folgt

aus den Gleiehungen (46) uach 5. Gleiehung (12)
0

~

=Py + o’ — '

[y

und
Q/a — 1)/)\ + s/ﬁl! . sllpl

und da man nach deu Gleichungen (37), (40), (47)

dol — d = ghp' + knd', 3" — &5 = ghp' — kmd’

hat, so ist laut Gleichung (48)

Qs = dpy + ghp' + kad' . Oz = d'p'o + ghp’ — knul'. (50)
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Diese zwei Gleichungen geben fir Model p' die Congruenz
Q: = — Q= = kmd’;
aus Gleichung (28) folgt jedoch k2d" = D’ oder
— mkd = py — mD',
d. i. nach Gleichung (39)

—mD’
pvli—~=Ag,

— mkd =

also — Qs = Q's tgz, und mittelst Erhohung der Striche gelangt
man auech zu

— Q= Q¢ = k¢'. — 0= Q" = kye”.

Multiplicirt man von diesen Congruenzen die erste mit X, die
zweite mit Y und die dritte wit Z, uml bezeichuet eX 4 'Y 4 "2
mit f1. so gibt thre Summe — QH = Q'H = kqfl, nud nimmt man
X, Y, Z so, dass Ml zu p' prim wird, was immer moglich ist, indem

’

=, ¢, ¢ keinen gemeinschaltlichen Theiler haben, so ist
(51) 0 = 0 = k¢ (Mod. p).

Auf dhaliche Weise verfilirt man mit den Gleichungen (50)
viicksichtlich o', sie geben nimlieh beim (Mod. ") Q: = Qe = ghyp'.
Hierauf folgt aus Gleichung (28)

hep' = D' also gh2p’ = dY + gD’
und nach Gleichung (44)

(Y gl
ghp — SRk hy'z,
: I
was Qs=0's=hq'c also anch Q=0'<'=hqg's'und Q<" =0'"=hqg's"
folglich

(32) 0

2\

Il

0 = hy (Mod. &)
liefert.

Nach der Lehre von der Bestimmbarkeit der Formen in den
Pertoden hat man

fo =p==p, fur=d=azad,
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wobei # einer Mittelform angehirt. Die Congruenzen (51) und (52)
geben mit Ricksicht der Gleichung (46)

d wd . , ,
ﬂ=—=;}7,fu=p(l = rmp . nd

P
also

ft=f(w—v), fu=f(w+v)odert=w—rv, u=w-+ v (Mod. 9),

woraus man den obigen Satz erhilt.

Anmerkung. Vergleicht man die Kiirze des hier aufgestellten
Satzes mit seinem Beweise, so zeigt es sich, duss Gauss vollkommen
Recht hat, wenn er in Disquisitiones arithmeticae §. 287, liI,
schreibt: Haecce thearemata, ni vehementer fallimur, ad pulcher-
rima in theoria formarum binaviariom sunt veferrenda, eo mugis,
quod licet sunue simplicitate gaudeant, tamen tam recondita sint,
ut ipsarum demonstrationem rigorosam absque tot alicrum disqui-
sitionwn subsidio condere nan liceat.

24. Kolgesiitze.

«) Das erste, was man zu thun hat, wenn ft = < «, o', 2" >
mittelst p = m* 4 m'> 4 wm'" zu iiberschreiten kommt, ist, die
triniire Art so einzurichten, dass der Gleichung (17) entsproclien
wird. Dabei ist es um gerathensten o, o', «” zu versetzen, und
e, w', m'" unverindert zu lassen, indem man dann naeh 4. leieht
sieht, ob hier 4 ¢ oder — ¢ zu nehmen ist, und man kann damn
nothigen Falls die Zeichen von «, «', «” veriindern; im Gegentheil
wiirde sich diese Untersuchung mit der niichst folgenden verilechten.
Statt der Grossen «, o', «" kann man sich auch blos der Reste nach
dem Model p, oder wenn p gerade wiire, nach  p bedienen, aus der
Anorduung dieser Reste ersieht man auch die Ordnung der triniren
Werthe.

Ferner handelt es sich, wenn auch mittelst der Periodenver-
rechnung in fo = p, wo p am bequemsten eine Primzahl oder
doppelte Primzull ist, die Grisse v bekannt wiire, win das Vorzeichen
derselben. Da sucht man nuch Gleichung (36) &4 aus

’ "

24 o

{a 2T
1"‘ N <Fn, ka'y k' >
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und es gibt die Gleichung (39)

D —A )
kg = vy . d (Mod. p).

wo dann nach dem Reste, den k¢ beim Mod. p gibt, das Yorzeichen
von v bestimmt wird. Will man ans <<3. B, "> ein neues Resultat
erhalten, so muss diese triniire Avt nach 20. wieder entsprechend
versetzt werden.

Beispicl. Bei D = 398 wiwve f3 = <18, 7, § >
[13 = (11,6, 37) und 6 = 20 bekannt, duber £ = 3, v = 13,
also 20 = 6. llier ist daher m =1, m' = 1, m" = 3 und die Reste
aus o, ', & sind —4, —4, 5, welehe in der Gestalt 5, — 4, — 4
mit 1, 1, 3 verbunden 5 —4 — 12 =—11 geben; es kann demnach
auch f8 = <5, 18, 7> zum Uberschreiten genommen werden,

dann ist A = 4, und

1y — 308 41p—2
]cq == %7 == IT; (M()d 11)’
bei ¢ = 13 wird kg = 3. daber v positiv zu nelunen, und man hat

[9= <B,B,0">=<3,—10,17>.
Wegen weiterer Uberschreitung findet man
[9= <17, =3,10>,h =4

und £15 = <—9, 11, 14>, Dubei ist es nicht mehr nothig k¢ zu
suchen, weil man, wenn v negativ wiire, £ erhalten miisste. Weiter-
hin gibt
18 =<—H,—9, 14> h =2unlf2 =f1 = <15, 13, 2>
[l =<—15,—2, 18> h=2 , fT= <196, —1>.

Aus f7 bekime man f13 = f—7, also kein neues Resultat.
Ubrigens hat D = 398 keinc anderen triniiven Werthe; die Schluss-

B . iF ) =il . Sl

form (1, 398) ist nimlich wegen (199) = — 1 nicht reciprok,

daber kommen hier die trinfren Arten mit ungeraden Zeigern, namlich

A= <213, 15>, 3 = <18, 7, 5>, 5 = <9, 11, 14>,
fi= <16, 19>, f9= < 17,10, 3> vor.
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Weil hier bei 1, 2 + 13 = 15, so muss nach 19. / 4 1 der
Primzahl 8 zugehiren.

b) Es geschicht aber nicht immer, dass man mittelst eines
einzigen Sclhreiters alle trindren Arten findet. Einmal liegt der Grund
darin, dass bei p = fv der Zeiger v zu § oder 20 nicht prim ist;
denn wire § = =6’ und » = =o', so haben die Resultate

£, t -+ 20, ¢+ 4md, ...

zu Zeigern, wo jedes 7 = ¢ (Mod. 2z). Ein anderes Mal geschieht
es wieder, dass man ausser der Gleichung com + o«'m' + o' 'm" = ph
bei allen miglichen Versetzungen und Zeicheniinderungen von
@, 'y &' keine durch p theilhare Zabl findet, wo daher die Operation
abbricht. Zahlen, bei denen so cin Abbrechen nicht vorkommt, kann
man doppelt schreitend nennen, und es gibt wirklich mehrere der-
artige Grossen; ausser ihnen wird es einfache Schreiter geben so
wie auch Grossen, die fiir eine gegebene Form <«, o, 2> zu
Schreitern unbrauchbar sind. Dass kleine Schreiter bequemer sein
werden als grosse, ist von selbst einleuchtend.

¢) Die mittelst dieses Verfahrens bei einem doppelten Schreiter
gefundenen triniren Arten haben in der Periode die Zeiger ¢, £ 4 2v,
t -+ 4v, .... Dies ist eine arithmetische Progression, welche nur
dann die Glieder der Periode der Reihe nach darstellen kann, wenn
¢t =1 und 20 = 1 (Mod. 6) ist, was blos bei der Primzahl
D = 89 + 3 geschehen kann. In allen andern Fillen erscheint da
die Hilfte der Glieder iiberschritten, welehem Umstande ich den
Namen fiir diese Operation entnommen habe, da sich sonst kein
passenderer darbot.

d) Die Zeiger der durch Ubersehreitung entstandenen triniren
Arten bilden, wenn man sie mit den kleinsten Zahlen schreibt, eine
Periode, und diese ist doppelt, entweder kehren da die Glieder mit
dem entgegengesetzten Vorzeichen um, wie dies im Beispiele bei «)
der Fall ist, wo man 3, 9, —5,1,%, —7, —1,5, —9, —3: 3, 9 ete.
hat, oder geschieht dies nicht, wie bei D = 734, wo 0 = 40 ist,
wenn ¢ = 3 und 2v = 8 genommen wird, dass man 3, 11, 19,
—13, —5: 3, ... erhiilt.

e) Mit dem hier erwiesenen Satze stimmt auch der Umstand
iiberein, dass fu = <3, B, p">, wenn die Werthe me, a0/, m”
unverindert bleiben, zum Resultate ft = <<«, o, "> liefert. Es

Silzh. d. mathem.-naturw. Cl. XXXVIHI. Bd. Nr. 25. 31
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ist nimlich”

Bm" — B'm’ = m" (2hm' —a') — ' (2hm’" — &)

= — (am”" — a"m') = — [z,

folglich ist nach Gleichung (39)

Py —mb
T = — [y
— Iy q>
und wire fu’ die aus fu resultirende Grisse, so ist ' = u — 2v = ¢.
f) Es wire umiitz p = 1 oder p = 2 zu Schreitern zu
nchmen, da hiedureh keine neue triniire Art zum Vorschein kommt.

Aus <, o/, "> erhiilt man niamlich bei
m=0, m' =0, m" =1, h ="
also
B=—ua, f=—ao, B'"=2d"
Eben so ist bei
’ " 1 ’ rr
m=0.m=1, w=1, h=_—(«+ &),

daher

In beiden Fillen zeigt sich aber das Uberschreitungsgesetz richtig,
indem hier v = 6 oder 10 vorkommt. Der kleinste brauchbare
Schreiter ist daher 3, an den sich 5, 6, 9, 10 u. s. w. anschliesst.

g) Die Uberschreitung von < — 2, — a’, — «"> mittelst
p o= m* 4 m'® 4 w2 fithet zu keinem neuen Resultate; es ist hier

nimlich — am — a'm’ — «'m" = — ph also

—2hmta=—P. —2hm o« =—p', — 2hm" + "' =—pF",

g ] o 7 pb —mD
wie dies auch ans Gleichung (49) wegen = — kq
/1

hervorgeht.
25. Uilfsmittel zum Uberschreiten.

@) Es ist schon erwiihnt worden, dass man sich, um der Glei-
chung (17) zu geniigen, blos der Reste von «, ', «” nach Mod. p
bedienen kann. Dabei ereignet sieh iiberdies noch der Umstand, dass
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man in der Schreiterform (p, 2k¢, »"") anch zu demselben Werth
von kg gelangt. Hitte man niimlich

<a + pyp,a + py, 2"+ pp'>,

wo 9, 9, ¢ was immer fiir ganze Zablen sind, so ist die Deter-
minante dieser triniiren Art

D' =D+ 2 (25 + 29" + «"9") + p2 (52 + ¢ + ¢").

Ist ferner (p, 2¢", ¢) die Form des Schreiters bei 2, so wird
N . , el — ml) L
man nach Gleichung (39) ¢’ = 1-7———1 erhalten, wenn Kiirze halber
v T 1)

o'm’ — ¢"m’ = [ gesetzt wird, indem
(& +pp)ym' — (" Fpp" ) m =a'm” — 2"m' 4 p (¢'m" —¢"m’)
liefert. Maeht man ferner

.Pl — '\"J” + 2772 (C{? + a!?l _l_ a//?f/) + I) (9_2 + ?/2 + 9//2),

' ’ e " , Y —mD
so ibergeht pp' — mD" in pp" — mdD, wesshalh ¢” = s :

ks +pl °
nimmt man aber weiter ¢ = ¢ -+ kly, so ergibt sich laut Glei-
chung (39)

Py — mD —+ kipg k2, + kipg ,
n = ————— = hq.

"

q

I

kg + pl N kg + pl

Es sind daher die Reste der Mittelglieder in beiden Fillen
gleich.

So hittte wan im vorigen Nr. ¢ kiivzer aus der Zusammenstellung
D = 398 = 2 (Mod. 11)

5 —4 —4) Hy—2
bei $ = — 2 gefunden.

Man kann daher, sowoht um die Lisbarkeit der Gleichung (17)
zu ermitteln, als aueh um k¢ zu finden, siel statt «, &', «” der
Grissen «, «', «” bedienen, welche beziehungsweise ihre kleinsten
Reste nach dem Mod. p darstellen.

b) Wire <a~+my, o' + m'y, &+ m" 9> zu iiberschreiten,
so hat man D' = D + 2hpy + pyp2, also

Bl =
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pY —mD' = p (Y — 2hmy — myp?) — mD = pp — mD
und

(o' + m'e) m" — (" + m'p) m' = am’" — 'm = kq.

also
pY—mD’ py—mD

kn 7 = /‘([
Es hat sonach der Schreiter hier in seiner Form dasselbe Mittel-
glied, das er bei <a, &, a”> besitzt.

Darnaeh ist man im Stande bei der Determinante ) = pd - e,
wo e < p vorkommt, aus einer Art der triniiren Reste <e, «', ¢'>
alle ibrigen zu finden, nach denen sich dann <<«, «', «”"> gehirig
ordnen liisst.

¢) Sind <a, a, ">, <b,V,0">, <e, ¢, ¢"> drei nach
dem Verfahren in §) ermittelte Arten ftriniirer Reste von der Deter-
minante D = pY + e, die zu p = m* 4 m'z + m"'* gehiren,
wo daher

b=a+mp, V=0ad +my, 0" =a" + m'y
und

c=a+my, ¢ =d + my, ¢ =da" 4 m'y¢
ist, und setzt man ¢" = ¢ — ¢', so ist

",

b—c=my", V— ¢ =m'y", V' —c"=m"p
also

at+b—e=a+tmy’, A +b'—c'=a'+m'¢", " +V"'—c"'= a"m"p’

und es gehirt demnach <a +0—e¢, d/ +0—¢, '+ 0"— ">
zu derselben Classe von Grissen wie die drei obigen.

Hieraus folgt auch, dass <2« — b, 2¢' — b, 24" — 0""> und
im Allgemeinen

<af — b (f—1), df — ¥ (f—1), d'f—b" (f—1)>

Grossen derselben Kategorie sind, daher ist es leicht zu entscheiden,
ob gewisse triniire Reste bei m, a', m”" vorkommen oder nieht.
d) Der Rest des Mittelgliedes in der Form des Schreiters nach

dem Model 2p bei der Uberschreitung von <<ab, «'b, «"b> ist
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= 20bkq. Heisst niimlich 2 die halbe fragliche Grisse, so erhilt man,
da hier 62D, bkq statt D, kn zu setzen ist, nach Gleichung (39)
_p¥—10*mD

T bkn

was bei ¢ = 6% in
Yy — ml)
=01 = iy
k7

iibergeht.

Hat dabher D = pi — 1 beim Schreiter p dic triniiren Reste
<a, ', @' >, und will man hieraus triniire Reste desselben Sehreiters
fir D" = pA' + e finden, so suche man & aus 62 = — e (Mod. p),
und es ist <ab, «'b, «"b>, wobei b negativ zu nehmen ist, wenn
der kleinste Rest aus 6kg (Mod. p) negativ ausfallen wiirde.

Ofters kommt hingegen der Fall vor, dass man die triniren
Reste bei D = p) — 1 kennt, und sucht, welche Anordnung die
Grossen «, o', «” bei D' = pA" 4 ¢ haben miissen, um sich durch
i iberschreiten zu lassen. Desshalb suche man aus 40" = 1, oder
falls an & nichts gelegen wire, aus §'?¢ = — 1 (Mod. p) die Zahl
O auf, womit die Reste aus <<a, o, a”> zu multipliciren sind.
Kimen diese neuen Reste bei ) = px — 1 nicht vor, so lisst sich
die gegebene trinire Art nicht durch p iberschreiten.

e) Beim Schreiter p = m'> 4+ w2, wo daher m = 0, hingt
das Vorzeichen des Mittelgliedes in (p, 2kq, »”") blos von o in der
gegebenen trindiren Art <<e, o', &> ab, d. h. esist bei <, o, &>
und <z, A, A"> gleich, mag A’, A” wie immer beschaffen sein,
wenun es nnr der Gleichung (17) geniigt. Nach ¢) und 6) hat man
nimlich bei

<a’ “/ + 7)1,’7‘) + j'?l, 9_” + ‘)M”'T"l + 1)(“//;'

dasselbe &y, welches bei << «, «', 2" > vorkommt; somit handelt es
sich nur darum, ob immer fiir ganze Werthe von 0, o', " die Glei-
chungen

A =a 4wy 4 pp, A" =" + m"y + py"

lishar sind. Wird die erste mit w', die zweite wit 2" multiplicirt, so
gibt ihre Summe

mA w4 = '’ A 2w A (') o paly - py”
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und da man

mA 4 m'A" = pl', am' 4 «"'m'" = ph
hat, so gelangt mun zu

M =h+4 o4 mo 4 m"o",

woraus sich ¢ ergibt; daher handelt es sich weiter nur darum, ob
auch ¢', ¢” immer ganze Zahlen sein werden. Dazu liefern uns obige
Gleichungen

mA —m'A = m'a" — m'ad 4 p (m'e" — m'y’).

Nach Gleichung (34) ist aber % wegen m = 0 durch p theilbar,
also m'a"” — m"z' = pkl daher auch m'A” — m" A" = pl'L, woraus
m'e" — m'"y = k'L — kI folgt, welche Gleichung immer ganze
Werthe fiir ¢’, ¢" gibt, da m/, m" wie vorausgesetzt wird, prim zu
einander sind.

/) Beim Schreiter p = m'2 + m'’? geben die trindren Arten
<u, oy a' > und <a, —a”, @' > dasselbe Resultat. Bei der ersten
hat man niimlich

a'm’ + o'm"”

h=20 ey, p= % — o, |
])

14

= 2hm/" —

bei der zweiten hingegen

a'm’ — o'"'m’
W = ——— B=— 0, B =2m + ', B = 20'm" — .
P
Es ist daher B = 5 = — o, und da ferner
" N { o tta PN EY "
m'h —m'h' = — ("'m'r 4 m'?) = o,
])
so ergibt sieh 2h'm’ 4 o = 2hm" — & oder B’ = (", und aus
(=] v T o 5 ' s "o__ __ o
Mm'" 4 ' = o', 20'm" — o' = — 2hm’ + </, B = &

¢) Die Uberschreitung von <z, «, «”> mit p = m's 4 m''?
und mit 2p = (m' — m")2 4 (m' 4+ w'’)? fiihrt zu einem und
demselben Resultate,

Beim ersten Sehreiter hat man Ap = o'm’ 4+ «"'m” und

2

f=—ua, =2 —d.

A 5

5" = 2hm'" — o, ferncr ist nach
Gleichung (34) 4 = — pn, daher nach Gleichung (36)
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a'm — a'm’ = ~ kg = knp.
Beim Schreiter 2p erhitt man
2plh' = a'm’ — a'w" + «'m' + a'm" = hp 4 knp,
d.i. 20" = h + kn. Man kommt demnaeh zu
B=—a=0,B'=(h+kn)(m'—m')—o', B" = (h+kn) (m'4+m")—a".

Bei diesen Umstiinden ergibt sich B’ = — ", B = f'. Riicksicht-
lich des Ersteren hat man

hm! — hm" 4+ km'n — km'n — o' = — 2" 4 «"?
dann nach Gleichung (27)
gk + ¢k + km'n — km'n = 0?, 9+ ¢ + m'n — m"'n = 0?

wobei nach Gleichung (23) wegen m = 0 die Frage schwindet. Im
zweiten Falle ist

' 4+ hw" + km'n 4 m'"'n — " = 2hm’ — o'?
— kg ktEm'n+-km'n=0?, — w'n — m'"n-+ m'n+m'n = 0.

Hieraus folgt Doppeltes: Ist 1*» p ein doppelter Schreiter, so
wiire es Arbeitsverlust mit 2p iiberschreiten zu wollen. 2! Sind
hingegen p mit 2p zusammengenommen erst doppelt iiberschreitend,
so braucht man blos einen der Ausdriicke <0, m', m""> oder
<0,m — m", m" 4+ m" > zu beriicksichtigen.

h) Auf eine dhnliche Art findet man dass <o, «, «’> mit
p=m*+ m* 4 @' und 2p = m"? 4 w2 -+ (— 2m)? iiber-
schritten zu demselben Resultate fiihrt. Es ist niimlich im ersten
Falle ph = am + o'm + o"m", dann

p=2m—a [ =2m—co, '=2hn" — "
und im zweiten 2ph' = am” + o'm" — 2"m, dann

B =2'm" — «, B = 2Wm" — a, B" = — &h'm — o'

Wird die Gleichung fiir £ mit 2m, und jene fir &' mit m”
multiplicivt. so erhilt inan zur Summe der Producte

2p (e + W) = pa + pa oder 2 (hin + W'n’") = a + «,
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woraus sowohl

2w’ — o = — 2hm — )b L. B = — f
als auch
2'n — & = — (2hm — a) oder B'= — [

folgt.
Ferner hat man

phm'' = cmm’’ + o'mm”" + o"m'"?
und

2phi'm = amm” + o'mm" — 2a"'m?,

was phw'’ — 2ph'm = o" (2m* 4 m"'?) oder hm'" — 2h'm = o
liefert, so dass — 4h'm — o/ = — (2hm"" — ") d. i. B = — ("
zum Vorschein kommt. Die Folgen hievon sind dieselben wie im
vorhergehenden Falle.

i) Beim Schreiter p = m* 4 m* 4 m'’2 geben dic triniren
Arten <a, o, "> ud < — o/, —a, —a” > wie es aus den
Gleichungen (36) und (39) zu erschen ist, nicht nur gleiche Resul-
tate, sondern auch gleiche Vorzeichen fiir %¢. Dies dient zur Ver-
setzung der friniren Reste <<a, &, @”">. um so die wenigsten
— Zeichen zu erhalten.

k) Die trinive Art <<a, o, ¢”> ldsst sich im Allgemeinen
mittelst p = m? - w'* -+ m"2, fulls dies iiberhaupt moglich ist,
doppelt iiberschreiten, so oft unter den friniren Resten nach p oder
+p  entweder 0 oder zwei gleiche vorkommen. Gibt nimlich
<0, «, "> ein Resultat, so erhiilt man aus <0, —a/, —d¢'"'>
das andere, und ist <0, &/, "> schon dureh Ubersehreitung aus
einer andern trindren Art entstanden, daher nach 24. ¢) der Rest aus
kq gegen die urspriingliche Form von p negativ, so wird er hier
positiv sein. Nur einige besondere Fille, wie z. B. bei « = 0, liefern
blos eine neue frindre Art.

Was die Reste <<«, @, ' anbelangt. so kinnen dic ¢ mit
cinander versefzt werden, wobei noch alle drei Grissen negativ zu
nehmen sind, damit an <<z, o', &’ > dem 4. gemiiss nichts geiindert
werde. Dass aueh hier nur ein Resultat zum Yorschein kommt,
wenn m = at', oder « = =z’ wiire, ist leicht zu crsehen.

Uberdies kinuen jedoch noeh viele andere trinéive Arten doppelt
iiberschreithbar sein.
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[) Bei D = pp — 1 ist es nicht schwer zu m, w', m’ die
Py of-m
ki
dadurch Geniige geleistet, dass man kn = m'e’ — w'a’ = m

(Mod. p) setzt, so dass sich dann e, @', a” aus

triniren Reste zu finden. Es wird namlich der Gleichung 1 =

m'a — m'a' =m, ma" —m'a =m', m'a— ma =m" (Mod. p)
ergibt. Bei p = 17 findet man z. B. aus
m=2, mM=2, m"=3; a=—"1 o« =0,a" = — 1.

Anmerkung. Um von einer Zahl p sagen zu konnen, sie iiber-
schreite alle trindiren Arten, ist es hinreichend, dies bei einer Classe
von Determinanten etwa hei D = pp —1 zu ermitteln, da es dann
nach ) bei allen andern stattfinden muss. Hieraus folgt zwar noch
nicht, dass ein p, welches diese Eigenschaft besitzt, doppelt
schreitend sein muss, Beispiele zeigen jedoch, dass es immer
geschieht, so oft nur p zu D oder £D prim ist.

26. Specielle Fille des Uberschreitens,

Damit diese Operation dem gewiinschten Zwecke entspreche.
ist es nothig, die obangefiihrten allgemeinen Regeln auf besondere
Schreiter zu appliciven. Hiebei kann man fiir p eine Primzahl oder
hichstens eine doppelte Primzahl nehmen, um so bei der geringsten
Arbeit zum Ziele zu gelangen. Auch kann man vorerst p oder 4 p zu
D prim nehmen, und dann die Schreiter, die in D oder 2D aufgehen,
unter einem behandeln. Der bequemste und kleinste unter allen ist
dann der

Schreiter 3. Er kommt bei jedem D = 3¢ — 1 vor,
und hat m = m' = m"’" = 1; daher h = % (¢« + « 4 «”). Nimmt
man, was v anbelangt, fv = (3, 2, ¢) oder falls D = 244 4 11 wire,
fo=1(6,2,4p + 2) an, so missen, wenn <2, 7, B> = ft 4 2¢
sein soll, «, «', «” so gestellt werden, dass einer der Ausdriicke
<0, —1, 1>, <1,0, —1>, <—1, 1, 0> ihve triniren Reste
nach dem Mod. 3 darstelle. Ist auf diese Art < 3, B', > gefunden,
so hat man, um hieraus ein neues Resultat zu erlangen, die Yorzeichen

bei den zwei durch die Primzahl 3 nicht theilbaren triniiren Werthen
entgegengesetzt zu nehmen.
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So hat D = 362 fiir f1 = (6, 4, 61) cine Periode von 0 = 18
Gliedern, wo /8 = 3, daher man 2» = — 2 hat. Ferner ist
f18 = <0, 1, 19> da hicr nicht die obigen Reste vorkommen,
so wird /18 = <0, — 1, 19> zu setzen scin, und aus der ange-
fihrten Regel folgt

h= 6,f—2=< 12,13, —7>
f—2= <12, —13, 7>, h 2, f—4=<— 817, —3>
[—4=< 8 —I17, -3>, h = —4,[—6 = <—16, 9.—5>
[—6= <16, 9 5> h= 10,,~8=< 411, 15>

I

Da man mit p = 3 ausreicht, indem diese Grosse doppelt iiber-
schreitend ist, so ist es nicht nithig 6, 9 oder 18 zu Schreitern zu

gebrauchen.
Schreiter 5. Dieser erscheint bei D = 859 — 1 und 59 4 1;

1 .
erhatm = 0, m' =1, m" = 2, daher h = — (e 4 24"). Die
J

triniiren Reste sind im ersten Falle <2, 0, 0> oder <2, 1, 2>
und im zweiten < — 1, 0, 0> oder <—1, 1, 2>, die auch unter
den Gestalten <2, 2. — 1>, <2, —2 1>, <2, —I, —2> und
<—1,2 —A>, <—1,—2, 1>, <—1, — 1. —2> vorkommen
konnen, ohne jedoch andere Resultate zu liefern.

Um hier von <3, ', 5> zu eciner neuen Form zu gelangen,
wird heim Uberschreiten, wenn ' = 2” = 0 (Mod. B) ist,
<— B, —P. B> istjedoch f=f oder= ", <+p, FL,L'>
oder <<+ B”, B, F F>genommen, wobei das Zeichen 4 aus den
obigen Resten ersichtlich ist. Daher hat aueh hier diese Operation
keine Schwicrigkeiten.

So hat D = 1021 bei f1 = (7, 2, 146), 6 = 22, und da

[% = 5 also 20 = 8 ist, so folgt aus

[22 = <—11, 0,30, h=12, f8=< |l .24 18>
8= < 24 —11, 18>, h= 38 [fl6=<—2421, 2>
f16 = <21, 24, 2>, h=—4.f2=< 21,16,—18>

1. 8. W.

Schreiter 14 (Mod. 7). Hier hat man m = L' =2, m'"=3
und die trinéiren Reste konnen nach dem Mod. 7 genommen werden,

da & auch die Hilfte einer ungeraden Zahl sein kann.
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4
Fiir D = 7y — 1 hat man <0, —3,.2>, <1, —1. —2>,
1,2, —1>, <2, 1, 1>, <—2,0,3>, <3,3. —3>,
=3}, =%, =

Bei D =70+ 3 ergeben sie sich <0, —1,3>, <1, 1,—1>,
<2,3,2>, <3, —2,—2>, <—3,0,1>, <«<—2,2, —3>,
<—1, —3,0>.

Und bei D =79 + 5, <0, —2, —1>, <1, 0, 2>,
<2,2,—2>, <3, —3, 1>, <—3, -1,—3>, <—2,1,0>,
=3, 8>

So kommt bei D = 866 fiir /1 = 5, f3 = T, 0 = 44, also

2v = 6, und man erhilt aus

fii=< 0, 5,—29>2%=—11,f 6=<—11,—-27,— 4>
b=<—11, 427>, I=— 6.f12=<— 1,—28,— 9>
12=< 1,—-28, 9>, h=— 2.f18=<— 5, 20,—21>

U, 8. W.

Schreiter 11. In diesem Falle ist m = m/ = 1, m” = 3 und
die trindren Reste hei D = 11¢ — 1 sind

< 0,=3 1> < 1,—24>.< 2,—1,—4>,< 3.0,—1>
< 4, 1,2>,< B, 28>,<—b, 3,—3>,<—4,4, 0>
<_3, 3;3>’<_2~_555>~<_1.—4,_2>

Was die iibrigen vier Determinanten-Classen anbelangt, so
lassen sich ihre triniren Reste leicht auf die angefiihrten reduciren;
ist namlich D = 119 4 2, 6, 7, 8, so hat man beziehungsweise mit
4,3, —85, —2 dic vorkommenden triniren Reste zu multipliciren
und gelangt so zu den Resten der Determinante 11¢ — 1, aus deren
Anordnung die vorzunchmende Versetzung der gegebenen Form
ersichtlich ist. Hifte man z. B. bei D = 541 die trinire Art
<6, 12, 19>, so gibt sie die Reste <—5, 1, —3>, dies mit 4
multiplicirt <2, 4, —1>, welche Griissen oben die Anordnung
<2, —1, —4> bhesitzen, so dass man <6, 19, —12> zu setzen
hat, und wegen h = — 1, <—8, —21, 6> erhilt.

Sehreiter 26 (Mod. 13). Dieser vertritt die Stelle von 13,
da letztere Zahl nieht alle Formen iiberschreitet. Auch werden hier,
wie bei 14 Ahnliches vorkommt, die Reste naeh der Hilfte
d. i. nach 13 genommen. Mun hat dann bet D = 13p — 1 und

o

m=0,m=1,n" =25



464 Simerka.

md firm = t.m' =3, m' = 4

<()’ "_4" 3>s <ls ‘_15 ‘_‘6>9 <2s 2 '—2> <3’ 9, 2>’
<4s_'5’ 6>9 <55 '_2, _3>~ <ﬁs 1.~1/’ = 65 45 5>’
<_55_69 "_4>9 <_4’9 _'3,-0>, <_39054>, <_2535 5>,

<—1, 6. —1>.

Was die Determinante von der linearen Form D =135 + e
anbelangt, so hat man hei e = 1, 3. 4. 9. 10 bezichungsweise mit
b= — 5, —2,—4, —6, —3 die jeweiligen Reste zu multipliciven.

Schreiter 17. llier hat man bei D = 17 — 1 und
m=0.m =1, m" = 4 die Reste

<4,0,0>, <4 14>, <4.2,8>, <4,5.3>, <4,6,7>,

beim = 2.m' = 2., n = 3 sind sie

<0, T, 1>. <<1.8. —6> =84, <3, —T7, —3>
<4, —06, T>. <b, — 5, 0> o —4. —T>, <7, — 3, 3>
<8, —2, —4 < —8. —1l. 6>, <«—7, 0. —1>
<—06, 1, —=8>. <—5.2,2>, <—4. 3. —3>. <—3, 4, b>

e=1,2,4,8,9, 13, 15

zu multipliciven.

Von den iibrigen Primzablen sind es nure noeh 29 und 41, die
jede trindre Art und zwar doppelt iiherschreiten. Yon doppelten Prim-
zahlen besitzen diese Eigenschalt ausser den angefitheien 6, 10, 22,
34, 38, 46, 62, T4. 86. 94, 134, 146, bei denen man auf dhnliche
Art wie mit 14 und 26 verfabrt. Uberdies hat manchmal weder P
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noch 2p die doppelte Uberschreitung, sondern erst beide zusammen,
so dass sie sich in dieser Bezichung erginzen. Eine solche Eigen-
schaft fand ich bei 53 und 106 vor.

Was die Schreiter anbelangt, die in D oder 2D auf-
gehen, so scheinen sie oft eine trinire Art doppelt iiberschreiten
zu wollen, in der Wirklichkeit ist dies jedoch nicht der Fall; denn
wenn auch den Grissen <«, ', «”> eine andere Anordnung gege-
ben wird, so erhilt man schliesslich doch nur ein Resultat. In
Ermanglung eines allgemeinen Beweises, der hier iibrigens nicht so
leicht aufzustellen wire, mag dies ein specieller Fall erirtern. Bei
p=14hat man m =1, m' = 2, " = 3 und die triniiren Reste
<1,2,3>, <2, =3, —1>, <3, —1, 2> u. s. w. Wiire nun
<Ta + 1,70 + 2, 7¢c + 3> zu iibersehreiten, so erhiillt man bei
dieser Anordnung wegen

2h = a + 20+ 3¢+ 2, 5 = — 6a + 20 4+ 3¢ + 1.
B'=2¢— 30 + 6c+ 2, L= 3a-+ 6b+ 2¢ 4 3.

Hitte aber dieselbe triniire Art die Gestalt
<4+ 2, —T¢c—3, — Ta — 1>.
soist2h = — 3a + b — 2¢ — 1, was

y=—38u—060—2¢—3=—p0", Y=—06a+20+43c+1=p
P'=—20+4+ 30 — 6c— 2= —f

liefert. Ahnliches geschieht in allen anderen Fillen.

Dieser Schreiter kann man sich, wo es angeht, bedienen, um
alle triniiren Arten, die zu einer quadratischen Zahlform gehoren, zu
ermitteln, wenn eine bekannt ist; denn wenn p ciner Mittelform
angehort, so ist nach 23. stets £ = w. So hat z. B.

D =118 =3 X b X T X 17

bei (26, 6, 69) die trinéire Art @ = <41, 10, 2> ; wird diese mit
3 iiberschritten, so liefert sie § = <32, 20, 19> ; « mit 5 iber-
sehritten gibt ¢ = <<10. 23, 34>, und ¢ mit 3, d = <37, 20, 4>.
Wird ¢ mit 7 behaundelt, ¢ = <4, 13, 40>; dann ¢ mit 3,
[= <34 25,2>; emith, g = <40, 11, 8>, und ¢ mit 3,
b= < 22,25,26 > (vergl. 17).
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Anmerkung. Da es demnach so viele doppelte Schreiter gibt,
so ercignet es sich nur bei einer sehr geringen Zahl von Determi-
nanten, dass sich aus einer trinéiren Art nicht alle andern leicht
ermitteln liessen. Daher gibt die Uberschreitung ein bequemes Mittel
an die Hand, die Gleichung @2 4 y* 4 z* = D in ganzen Zahlen
zu losen.

27. Bestimmung der Schreiterform aus ihren beiden trindren Arten.

Zur Vollstindigkeit dieser Abhandlung ist es noch nothig zu
untersuchen, welehe Relationen zum Vorschein kommen, wenn aus
den Werthen von <<«, o/, «”"> <3, 5, B> unter belichiger
Zeicheninderung und Versctzung der letzteren die Grossen m, m', m”
und p nach den Gleichungen in 20. und 22. hestimmt werden. Ist
nimlich ft = <a, o/, &">, fu = <B, 5, p’> und fo = p, so
ergibt sich 20 = « — ¢ (Mod. 5). Da nun 0 die Periodenlinge vor-

1 1 i
stellt, so hat man v = 5 (. — ¢) oder = =] H + ol (u—¢), und

nach dem bisher Behandelten kiunte man meinen, es werde bei
gewissen Yersetzungen f+f auch eine bifide Form sein kounnen, so
dass man hiedureh in den Stand gesetzt wiirde, jede Zahl in ihre
Factoren zu zerlegen. Dass jedoch dieses nicht geschieht, erhellet
aus dem Verfolge. Der erste hicher einschligige Lehrsatz lautet:
@) Die triniive Avt <«, o, &> liefert mit <3, &/, "> und
den hieraus mittelst Zeichnung (2. Aum. 4.) entstandenen Versionen
verhunden Schreiter, die zu derselben quadratischen Zahlform
gehiren; d. h. sucht man aus <<e, &, 0>, <, 5, 3> mittelst
der Gleichungen (18), (21) und (23) die Form (p 2kq, k2 4 rk?),
und ergibi sich aufeinedhnliche Artaus <<, o, o"' >, < B,—p',—p"' >

der Schreiter P, so ist P = (p, 2kq, h* 4 rk%) bei @ = l;:z e
(3

y=— 7—f, wenn £’ den grossten gemeinsamen Theiler von m, %
L
darstellt. Es ist niimlich bei diesem Werthe von %' nach den Glei-
chungen (21) und (23)
= WM. gk = — N, ¢k =— KN

zu setzen erlaubt, so dass man
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o + r r “N___GH
M= 3 = , M =L

21! 20 20

erhalt, und M, M’', M" sind nach Gleichung (18) die triniiren
Werthe des Schreiters von <a, o, «/>, <B, —f, — (">,
wesshalb auch P = M 4+ M'2 4 M"2; und setzt man in der qua-
dratischen Zahlform

k
(p,2%kq, b2 4 k%), ® = Zl’f’ y=— e

X

so folgt hieraus

k2 (pnz — 2qum + rm?) + hame],

was nach Gleichung (9), (23) in
e (L-g’“ + kg2 4 ki) = M2 M2 4 M= P

iibergeht. Hiebei ist &' = —- zu nehmen, wenn % die Hilfte einer

2
ungeraden Zahl wire. Auf dieselbe Art findet man, dass aus der
Verbindung von <a«, o, "> mit <—f§, &, — "> und
<—B, —pf 5"> der Schreiter P in der besagten Form mit den
- " ]
Werthen @ = % s A/n, und y = — »%, - %— vorkomme, wo &’
den gemeinschaftlichen Theiler von 7', 2’ vnd w2, " darstellt.
Werden umgekehrt die analogen aus der Verbindung von
<@, @, ">, <B, —[p', —[E"> hervorgehenden Grissen mit
W, K, M, M, M", N, N', N", ¢, »" bezeichnet, so lisst sich auf
eine dhnliche Art beweisen, dass

p = P 28y 2y - (b2 - k) gy
hei
= £ und ¢ = — —JK.
h . h

£) Entsteht aus der Verbindung von <z, o, «'> mit
<P, B's "> die Schreiterform (p, 2kq. b2 + 1'1:"), so kommt,
wenn die letztere triniire Art die Gestalt <— 3", 2/, B> erhilt,
2 (p. 2kq. h* 4+ 2k2) zum Vorschein.
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Aus den ersten zwei Ausdriicken ergeben sich mittelst der
Gleichungen (18) und (21) die Grossen
() tm=1(E A ) =35 + ) hm" =1 (5 + «)
b)) gh=3(@—2), ghk=1(p — ), gk =1 (5 :
und bezeichnet man die aus der Verbindung von <a, o, «”/>,
<-—p", B, B> sich ergebenden dhnlichen Zahlen mit grossen
Buchstaben, sa ist

(¢) M= i(a=p"), W' = &+ (Z~4F). HH" = + («'+B)

(d) GK = —1+i ("4, GCK=1%(F—<) G'K =14 (p—a"
woraus man

: Do T SRS

(¢) <G G,G">= v . *\,,,5_(1,20,1.’.)
und

() (P, 2K0, [I* 4+ RI?)

zur Schreiterforn erhiillt. Der Gegenstand dieses Ahschuittes ist nun

zu zeigen, dass

pre 4 2kqry 4 (hr 4 ek?) y2 = 2P

(.{/) 2V g "\ P ) I ACH 7o
PXz + 2K0XY (”~ + i) Y2 = 2])
bei
o kn' — h - m' L KN + 1T Y — M
(Il) & = y/i !,7/—‘_'_”"1 o 1/ ’ . L

In dieser Hinsicht lieferu die mittleren Gleichungen @),6),¢),d)
@) hm' = ITH' wd ¢k = G'K

und aus den iusseren erhilt man

a=h(m+m")y+ 0(M—MN"),2"=h (—m~+n"")+H (M+M"
&) {gk=—lm" — M — M"Y, ¢k = hm — H(H+ M)
G = —h (m+m") 4+ 1IN, G'K=h (m—m") — HM

iiherdies folgt aus der Gleichung (17)
a'm' = ph— H (mM — mM" + o' M + w' M"Yy — h (m® 4 m"%),

und da man nach Gleichung i)
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pho— b (m2 4 m"2) = hn's = o' 1M’
hat, so erhilt man in Hinsicht der Gleichungen £). i)

am’ = Il [Mw' 4+ W (m + wm") — M"m']
am! = H[— M (m+ ")y + Mol 4 M (m — m")] )
o'm’ = Il [Mwm' — M (m — m'") + M"m'|

Wird nun in IFolge dessen
2pPIlz — D't = 1I* (M2A + W28 4 M":C 4 2MH'A
+ 2MMN"E 4 2M'MH"C)

geselzi, so ergibt sieh

=(m—m") B=w's, C=(m+4m"): A= (m—m")n,
Y = (m—w'") (m+wm"). C'"=m' (m—+ m").

oder

2pPI: — Dw's = 112 (mM - m' M’ + w"M" + mM" — w" M)z (m)

Da in den Gleichungen (7) «. &', &” prim zu einander sind, so
muss  in m aufgehen, so dass in (£) die Grisse y, daher nach (7)
auch Y eine ganze Zahl wird. Ferner folgt aus (%)

gk = — k" (Mod. H),

wobei, wenn If die Hilfte einer ungeraden Zahl ist, der Zihler als
Model angeschen wird. Uberdies ergibt sich aus der Gleichung (23)

gk = kn'n" — "' = — k%’ (Mod. IT)

m' (kn'—h) | | . .
oder km'2 = hm'', so dass L ) eine ganze Zahl wird. Die-

selbe Eigensehaft besitzt, wie man dureh ihnliche Selhlisse findet,

m (kn' — 1/
auch der Ausdruck ———( i )

: da nun die Grossen m, n7', m” prim

zu einander sind, so muss £#' — h dureh /7 theilbar sein, und man
erhilt fir @ in (k) eine ganze Zahl. Ferner geben die Gleichungen

(33). (34) it Riicksicht auf (£)

k(g — qm') = mhkg' — m".kg = h (m* 4 m"?)
— I (M + mM" 4 w' M — n/'M);

da aber b (m* 4+ m"*) = ph — n/ I, so kommt
Sitzb. d. mathem.-nalurw. Cl. XXXV1II. Bd. Nr. 25. 32
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p(ke'—h) —kqm' = — H (X~ w' M +m"M"+mM " —m" M)
und naeh ()

[p (kv — b)) — kqo' |2 = 2pPII* — Dm'*

zum Yorsehein, was nach (2) in (pa + kqy)? = 2pP — Dy* iiler-
geht, und laut der Gleichung (29)

pat 4 2kqey 4 (B 4 rhk2)yr = 2P
licfert.
Eben so ist auch die zweite der Gleichungen unter (¢) richtig:
aus (e) folgt namlich
G=MNN"— NN,
duher ist

GK = — KM"N' = HM" (Nod. k),

M" (KN’ -+ 1)

also ; cine ganze Zahl und da sieh dies auch von
)
M (KN + 1l . .. q : ~e -
—(%U nachweisen lisst, so besitzt diese Eigenschaft auch X.
()

Die Gleichungen (33), (34) geben iiberdies

— PKN' 4 QRN = M"KG — MKG" = Il (M* + M)"*)
— b (mM 4+ m" MW+ mM" — "),

wis wegen

H (M4 ") = Pl — had W'
PENA Y — KON =L (mM ' W +m" W' ol — " M)
d. i

(PX 4+ KOY): = 2pP — D)7,
oder

PX: + 2K0XY + (I + RE®) Y = 2p

licfert.

Anmerkung. Hieraus ist in Bezichung zum Punkt o) leicht zn
ersehen, welchen Einfluss die Verriicking (2. Anm. 4.) einer triniiren
Art auf den Schreiter ausiibt.

7) Verbindet man <<e, &', & > auf die oben angefithrte Weise
mit dem mittelst Verschiehung ans <<, 3, "> entstandenen Aus-

-n! pn

drucke <5, B", £>, so gelangt man zn
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pae + 2kqry + (2 4 vk2) y2 = 47 (n)
und
PX: 4 2KQXY + ({I* 4+ RE*) Y* = 4p.
wobel
h— ks . U+ KS . -8 5
t=—oe IS = V== (0)

wenn Kiirze halber
=m—+m'4m", s =nt+n'+n". S=M+MN+MN',8=N+N+N".
In diesem Falle erhilt man statt der Gleichungen (¢) (d)

HM =+ (a+ ), N =1 (2 + "), I =+ (<"+5) (p)
KG=1(% —a), G =+(3" — ), K" =+(3 — «") (9)

und es geben die Gleichungen («), (p)
a—a"'=2hm—2HM", & —a=2hm'—2HM, 2" — o' =2hm"—21IN' (7)

so dass aus ihrer Summe naeh der obigen Bezeichnungsweise
hs = HS hervorgeht. Um die Grissen «, «', " auf eine ihnliche (s)
Art wie im vorigen Abschnitte darzustellen, muss der Ausdruck
am -+ a'm’ 4 «"'m” = ph zu Hilfe genommen werden, so dass man zu

as = (m* — m'* + m"2 + 2mm’") h 4+ 2H (m'M — m"M")

oder

Y/
o= (m—m +w')h + — (WM — m"H") (¢)
s

gelangt, woraus sich «/, «" durch hihere Streichung finden lassen.
Hat & mit IT cinen gemeinschaftlichen Theiler ¢¢’, so muss ihn
auch s und zwar ganz enthalten; hitte nimlich s von demselben nur
. . . 2 (m'M—n"M'")

den Factor ¢/, wire also s = ¢/, so miisste in () ———

2

eine ganze Zahl sein, daher wiire «, und wenn man diese Sehliisse
wiederholt, auch &', " durch ¢ theilbar. Da man ferner der Gleichung

(¢) auch die Gestalt

, 2/, pAL 2/ .
= (s—2m' ) h4 Tf(m'M—m M ):SII—-S—; ('S4’ M—m

39 °

D~
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geben kann, so wird jenen gemeinsamen Theiler auch S hesitzen, und

man kano

h=ch'. H=-cll'. s =c¢s". S=¢S"

setzen, was nach (s) II'S" = &'s" liefert, und da hier A, ' prim

’ "

. . & h
zu einander sind, so missen — = -
i fo

folglich aueh . Y in (o)

ganze Zahlen sein.

Ferner gibt die Gleichung (») «' — &' = — 2hm" (Mod. II')
und da nach Gleichung (s) &t (m 4 m' + m'") = 0 (Mod. ') ist.
o — &' =hm 4T — hw'" Qo — ' — (" — hon'") = hm
oder nach Gleichung (27) ¢k — ¢'k = hm. was laut Gleichung (23)
in &k (mn' — m'n — m"n 4 mn") = hm. und weiterhin in

E[—n(s—m) 4 m (0 +n")] =km (n4-n'4n") = kms' = hm

e (h—

% . ’ /—lfé" ” 1*—]1",
iibergeht, so dass -—TQ folglich aueh w(h—ke) w(i=ke)

Vil ’ 1
ganze Zahlen werden.
Da itberdies m, ', m”" keinen gemeinsehaftlichen Theiler haben,

fo— ks’

so muss auch ~ m " = a eine ganze Zahl sein, wie dies die Glei-
chung (o) fordert. Eben so gelangt man von o'— o = 2/IM" (Mod. 1)
doi. o — o = — HM + [JM' — L)1 oder

o — N — (- UNYy=  MHW o KG" — KG'= — 1)
was i

K(MN'—M'N M'NHMN")= K| — N(S—M+M(N'+N")|

—= KMS'" = — 11

1 M(H-+ KS") . o .
iibergeht. so duss - o folgliel auch X eine ganze Zahl wird.
i

dei diesen Congruenzen wird, wie leicht zu erschen ist. statt 7/
wenn es ein Brueh mit dem Nenner 2 wiire, blos der Zihler zu

. . . s
nelimen sein. Dies voransgesehiekt erhiilt man wegen l—; = S aus
der Gleichung (¢)
ay — (m o' A (M4 W4 WY A 2w’ — 2w W
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oder

ay=( m4m'+mYML( m—n'm" )M+ (m—m' —n") H"
daher auch

& y=(—m-4-m'—m" YH-+(  m~+m'm" )M (' —n" ) M) ()
und

o y=(—m-pm’ +m Y M4 (—m —m' +m'" YW (m—-m' m'") M
Setzt man ferner in Folge der Werthe von

p=mi4mitm’y, P=M+ N2>+ M D=oar+a'2+a"*

und der Gleichungen (u)

4pP—Dy=IA+M*B+M"C-2MN A+ 2HN'B'+2M'M"C

so gibt die Summirung

A = (m+4m'—m")2, B = (—m~+m'+m")2, €= (m—m'-+m")?
A=m—+m —w") (—m-+w -+ wn"),
B=m+m—w)(m—m+m),

C'=(—m~+m' 4 w'") (m —u' + '),

daher ist

ApP — Dy = [(m + nd — ") M+ (—m 4+ m' + m'")y N )
+ (m— m' 4 m”) M|

Aus den Gleichungen (33) und (34) ergibt sich

v, V4 ’ o r "
pu— quo = m'"y — w'y’, g’ — g’ = mg" — w'y.
p’ — g = w'y — my'.

wovou die Summe in
phs’ — qls = m (kg" — ky') 4 w' (ky — ky") + " (Ly — kq)
iibergeht, welche wieder nach Gleichung (27) weil

m (" — w') + ' (o — "y -+ om (' my = 0
1st
pks’ — yks = m (' — ") + w' (2" — 2) + m’ (2 — &)
liefert, Multiplicirt man diesen Ausdreuck mit 5 = Y80 gibt er laut

der Gleichungen (u)
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% (pks' qhs) = 2 (m"* — n’) M + 2 (m2 — m'm") M
+ 2 (w2 — mm") M",

und wird diese Formel von

% ph=pS = (m* -+ mx + m") (M + M 4 M")

subtrahirt,

Sy (h— k) ghs] = [ + m)2 — '] M
4 [— m2 4 o + m) ] M+ [(n + m')2 — w'z] M,

was auch in

pr + kqy = (m + m' — w"y M+ (—m 4w’ + ") M
4+ (m—m' + m")y M

iibergeht, so dass hieraus nach Gleichung (v)

(px + kqy)? = 4pP — Dyr = 4pP — [p (h* + rk*) — k2¢?] y2
oder

prt + 2kqey + (h* + rk?) y: = 4P

folgt. wie es unter (1) angegeben erseheiut.
Es ist aber auch die zweite der daselbst angefiihrten Glei-
chungen richtig; denn aus

PN — O = NG — NG', PN — QN = NG' — NG,
PN" — OM" = WG — NG

erhilt inan

PES' — QKS=M(KG"—KG' )+ M (KG—KG") + W' (KG'—KG)

oder

PKS' — KOS = M (¢ — ") + W (2" —2z) + W' (2« — &),

welehe Gleiehung it = multiplicivt und nach (a) summirt

; (PKS' — KOS) = m (—2M"> + 2MM")
(2
dom (=2 M7 2MW) A+ m (2HH — 201)
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liefert, was zu
—Z—' Pl = Ps = (M 4 M 4 M"%) (m + w/ 4 wm")
addirt
[P (11 4 KS) — KOQS) = m [(M + M")s — M|
A o [(M + )2 — M)+ w [(M + M) — 2]

gibt, so dass man

PX + KQY = m (M — M + M’y + w' (M + W — M)
+ " (— M4+ W 4+ W)= (m+w — )N
4+ (—m 4w+ wm) M A (e —m' F m") M’
= V4pP — D>

erhillt, was schliesslich in
PX: 4 2KQXY + ({12 + RK*) = 4p

ibergeht.

28, Folgesiitze,

«) Werden die beiden zu verbindenden triniven Arten auf
gleiche Weise verschobeu, so dndert sich an £, & nichts, aur
m, m', m" ¢, ¢, g’ erscheinen eben so verschoben, daher erhilt
man dieselbe Schreiterform zum Resultat, welehe <z, «/, & > mit
<[, 2, p'> liefert.

Eben so gibt <o, —d/, —a"> <f, —[F, —0"> die
Schreiterform (p, 2kq, h* 4 rk*); denn man hat hier nach der
iiblichen Anordnung

=

| m — ' —m 5
<g,—4y, —y¢'> = ) L .. ,,', = (p, 2¢, ).
| n - — 'y
Aus < —z, o, 2"> nit <— 3, 5, 5) erhdll man hingegen

{ — m w' m’ |

AR AN b — T — wy = (p» —2¢. 1)

also (p, —2kyg, h* 4+ rk*), wie dies zum Theile auch aus 23. folgt.
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Demnach kann der ersten der zun verhindenden triniiren Arvten
immer die normale Gestalt gegeben werden.

b) Verwechselt man bei dieser Operation die zwei triniiven
Arten unter einander, d. h. verbindet man <, B/, B> mit
<o, «y &>, so behalten die Griossen m, m', m”’, h, k., thre Werthe
g, 99" werden aber negativ; man erhilt somit

’

m n m’

S )
(*—y~_-{/5—'(/> s )_n © _”/ . _”H

und es ist (p, —2kq, h* + rk*) dieselbe nur negative Schreiter-
form, welehe <<a, o', «”> mit <3, §’, 5”> verbunden gibt.

¢) Wird bei D = 49 + 1 oder 49 + 2 die triniire Art
<a, o, &> wmit <, 5, 5> unter verschiedenen Versionen der
letzteren Grissen (4.) verbunden, so haben auf die Schreiterform
die Versehichungen (27. ¢) keinea Einfluss; denn in den Formen
dieser Determinante kommen keine Zahten von der Gestalt 4p vor,
wesshalb @, y, X, V gerade sein miissen. Betrachtet man daher
simmtliche 24 Versetznngen, von 3, 8, 5", so zerfallen sie in zwei
Gruppen von je 12 Complexionen. Alle Complexionen einer Gruppe
geben mit << «, «, 2” > verbunden dasselbe p: ist aber p/ die
Sehreiterform der zweiten Gruppe, so hat man zwischen diesen
beiden Grissen die Relation p’ = 2p. Die cine Gruppe entstcht aus
< (B, B, B”> dic andere hingegen aus < —p5"”, —f', — 5>
mittelst Zeichnung und Verschiebung.

) Was die Determinante D = 8y 4 3 anbelangt, so ent-
sprechen hei derselben jeder ungeraden quadratisechen Zahlform
(a. b, ¢) vier Formen mit geraden Mittelgliedern, niimlich die
uneigentliche Form (2«, 26, 2¢), dauwn die Formen («, 20, 4c),
(4a, 20, ¢), (ha, — 4a + 20, a« — b + ¢); daher gehbren zu
zwel trindiren Arten vier Schreiterformen, uund die Versionen von
<B, p', "> rerfallen in 4 Gruppen. Ist néimlich der aus der Ver-
bindung von <<«, o, 2> mit <3, 5, 52”> resultirende Schreiter
ungerade, also die Form etwa p = («, 20, 4¢), so liefert die Ver-
bindung mit <—P5", — 5, — 5 > die Grisse 2p = (2¢, 20, 2¢),
weleher Form naeh 27. «). () cine Gruppe von 12 Complexionen
augehirt. Die iihrigen 12 Complexionen geben ungerade Sehreiter,
md es gehoren von ihmen naeh «) je vier zu ciner Genppe; werden
iiberdies dic Resvltate aus der Verhindung von <, o, «”> mit
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<B, B, p'>, <B', B" B>, <B", B, p'> mit p, p, p’
bezeichnet, so herrscht unter diesen Schreiterformen die Beziehung,

dass man p’ = ep. p” = ep’ und eben so auch p = ¢p” hat, wo-
WE S
bei e = (4, 24, i ) wdi= + = —(a+ « + «”) (Mod. 4)

hedeutet. Dieser letztere Umstand lisst sich auf folgende Arterweisen:
Nach () hat man

dp= p'X: + 2KOXY + (M2 4+ RE?) Y

wobei p in (p', 2KQ. II* + RK®) in Folge der Gleichung (49) auf
dieselbe Art bestimmt erseheint, wie in (p, 2kg, h* 4 k%), so dass
es sich weiterhin nur um die Bestimmbarkeit von 4 oder

. D+1
e—(4, 2, _‘_)
4

handelt. Sueht man desshalb mittelst vX — pY = 1 die Grissen
ps v auf, und setzt ¢ = Xo + pp, w = Yo 4 v, so gelangt
man zu

P+ 2K0te + (B 4 RR?)uz = 4por 4 2490 + B3,
wobei
A= X+ (0V 4+ 9X) KO + vV (H: 4 RE?).

Da aber hier p ungerade ist, so wird auch s, §, A, H, Y unpaar
sein, und in der obigen diophantischen Gleichung ist es immerhin
erlaubt v = 0 (Mod. 4), also auch pY = — 1| oder p. = — ¥
und A = pp’X + pYKQ zu nehmen. Nach der vorletzten Gleichung
in 27. ist jedoeh p'X + KOV = 5§ — 2/, wenn

L= mh + w'M" + wm' M.
daher wegen hY = — S oder s§ — sk},
PX A4 KQY = — shY — 21, und A = sh)* 4 21Y,

d.oic A = sh + 2L (Mod. 4), wo es sich in Bezug auf / nue davum
handelt, ob es gerade oder ungerade ist.

Um nun zu erweisen, dass 4 = i = — (« + « + 2")
(Mad. 4), kann man sich offenbar statt «, o', ", f, 2. 5, 5" blos
der Reste nach dem Mod. 4 bedienen, und da ergeben sich in
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Betracht dessen , dass p ungerade ist und & = 1 genommen werden
kann, folgende 8 Fiille als die allgemeinen Reprasentanten der Yer-
bindung von <ea, o, &> mit <3, ', > nimlich

<1. 1, 1>) <1, 1. l>)< l. 'l,-—l) = Al 1,—1>)

=il Slh G == S E = = — = =
<1,—l,—l>) <1,~l,~l::.) <—1,— 1) <1, 1,—1>
<, 1y W=l =il-=l =) = 1 l—I <——l.—1,—1>)
in denen allen man A = 7 findet; so ist z. B. im 6. Falle

=1, mEl. m=—1. m"= =1
also s=—1,dammM=0. W =—1, =0
und [ = — I, folgliechd= — | —2=1=..

Es kamn daher in Hinsicht der Bestlmmbm-keit der Formen
p = ep, folglich auch p” = ep oder P 0 wie p = ep” gesetut
e

werden.

So sind die Sehreiterformen, welche hei ) = 395 aus der
Verbindung von <7, 11, 15> mit <=1, 13, 15>, <13, 15, 1>,
<15, 1, 13> entstehen (17, 16, 27), (7. 4, 57). (15, 10, 28),
und man findet wegen i = — 1, (7. 4. 57): (17, 16, 27) =

= (15, 10, 28): (T, 4, 87) = (17. 16. 27): (15, 10, 28)
= (4. —2, 99).

¢) Wird bei diesen Verbindungen 3 = «, ' = o, " = «"
gesetzt, so hat man bei der Vorausselzung, dass die trinire Art eine
cigentliche ist,

h=1. m=oa, W' =d, ' =a'" g=¢g =¢" =0;

daher erhiillt man (1, D) zur Schreiterform.

Ist demmach ) = 472 4 1 oder 42 2, so gibt <, o/, &>
mit siech selbst und mit den ibrigen 11 hieraus dureh Zeichnung und
Versehicbung entstandenen Complexionen verbuunden die Sehlussform
zum Resultate; aus der Yerbindung mit Versetzungen der zweiten

\ . " —— :
Gruppe kommt hingegen die Form (2, 2, — 3 —) zum Yorschein.
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Bei D = 8o + 3 gehen jedoch <<« o, a">, <o, 4, 2>,
o, o, > und ihre Zeichnungen beziehungsweise
> D o

(1, ). (4 2, 250, (4 — 2, 212

zu Schreiterformen; wo hingegen <<—a’/, —a', —2«> und simmt-
liche hieraus mittelst Zeichnung und Versehiebung entstandenen
D41

Complexionen Schreiter geben, die in (2, 2, ) vorkommen.

f) Nimmt man in 23. u = — ¢ an, und verbindet in Folge
dessen <o, o, —a’> mit <a, o/, ">, so ergibt sich

-4 -4

m=—, m=—, ' =0, g=0, gy=0, =1, k=«
h h .

und sucht man wegen

( m ' 0 v
<0, 0, 1> = - ( , . oaus mn — mn = 1,
n n o\

so findet man

fu= ( it 2o g, b2+ ra )= ;_;;’,’,Ln, ] cc",'tn ] 2%: <oy, % >,
wenn ¢ = mn + w'n’ und = n2 4 % gesetzt wird. Dass hierin
der Grundgedanke zu der in 6. angefiihrten zweiten Methode
<u, «, «’> in eine trinire Form zu verwandeln, enthalten ist,
leuchtet von selbst ein.

¢) Sind die trindren Arten < x. oL «">. <3, 5, 57> von
cinander verschieden, gehoren sie aber zu derselben quadratischen
Zahlform, so ist die Schreiterform eine bifide; denn da hier ¢ = u
ist, so muss 20 = 0 (Mod. 7) sein, fv kann aber nie (1, D) werden,
weil darin nach Gleichung (28) blos 1 oder D Schreiter sein kinnte
und daher die trindiren Arten gleich sein miissten. Und kann dieser
Umstand bei (I, D) nicht vorkommen, so ereignet er sich auch bei

! D-4® . D1y . . .
(2. 298 —)—) oder (4, 2, ———) uieht. Daher ist nur der Fall
4

moglich, dass fv eine bifide Form gibt, und man hei einer andern
Anordnung der triniiren Werthe nebst dem noeh 2fv oder 4fv erhiilt.
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29. Aus einer quadratischen Zahiform, deren Determinante triniie ist,
die Quadratwurzel zu ziehen.

Ist fin = (P. 20, R) dic gegebene Form, und hat man bei was
immer fiir einem Werthe von ¢, [t = <a, o', &>, so wird [’ (t—}—m)
cine reciproke daher aueh triniive Zahlform sein, falls nur die Auf-
gabe iiberhaupt loshar ist, und mau findet f(¢4m) = <, 5. ">.
Verbindet man diese beiden triniiren Arten mit einander, so erhiilt
man wegen . = ¢ 4+ m. v = tm oder & (0 4 m) und

fo = (p 2k, b = vk?);

weleher Ausdruck zum Quadrate crhoben die obige Form liefert,
daher als die Quadratwurzel derselben anzusehen ist.
Am leichtesten ist diese Aufgabe dann zu losen, wenn

[I= < o.aca >oder < cvoa - undfm=f(m+40)= <3,5.5">

bekannt wiire, da man dann nur die beiden gegebenen triniiren Arten
mit einander zu verbinden hat.

Ubrigens gehort dieser Gegenstand mehr in das Bereich der
Theorie, indem es in den meisten Fillen sehwer ist, zu f(t -+ m)
die triniire Art zu finden; daher kaun auch die weitere Auscinander-
setzung dieser Aufgabe fiiglich unterlassen werden.

30. Bemerkuungen iiber die ZLerlegung der Zahlen in ihre Factoren
mittelst dieser Theorie.

Entsprechen einer quadratischen Zahlform zwei triniive Arten,
so lisst sich aus ihrer Verbindung nach 28. ) cine bifide Form
ermittelu, wodureh die Determinante in zwei Factoren zervlegt wird.
Sind jedoch nicht nur die triniven Arvten sondern auch die trindren
Formen bekannt, so erreicht wman  kivzer denselben Zweck auf
folgende Weise:

Naeh Gleichung (9) hat man ) — a* = paz — Ly + rm?,
was auch ph — par = (pn — gm)* 4 D gibt, so dass man

T

hieraus nach Gleichung (12) die Congruenz 42 = — pa? (Mod. D)
erhilt. Eben so liefert die zweite trinire Avt < 3, 5. " >,
Y2 = — pBr, umd es ist das Product dieser lieiden Ausdriicke

(0 Y)r = (pa2): oder (o + paB) (Y — pz3) = 0, so dass D
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mit 7Y 4 paf eien, und mit Y — paf den andern Factor
gemein hat.

Eine einzige trindare Art mit sieh selbst auf diese Weise ver-
bunden, zerlegt jedoch D nicht in die Factoren, indem nach der
Gleichung (16) die Determinante in vxn' + «a'p aufgeht.

Eigenthiimlieh ist hier der Umstand, dass diese Verbindungsart
der Ausdriicke <. o', a”">. <[5, p', "> dieselben Factoren von
D liefert, wie die bifide Form in 28. ¢).

Anmerkung. Wiirde man eine neue Regel finden, mittelst der
sich jede quadratische Zahlform leieht in eine {rinire verwandeln
liesse, dann wiire das Problem der Faetorenzerlegung gelost; doch
bisher ist dies Dbei grossen Determinanten sehr sehwer, indem die
Methode in 5. £) nur bei kleinen D braunchbar ist, und jene in 18.
die Factoren von D voraussetzt, um die Werthe von £, ¢ zu ermitteln,
Wie man leieht sehen kann, war die Auffindung einer allgemeinen
leicht anwendbaren Theilbarkeitsregel das Ziel der vorstehenden
Untersuchungen. Der besagte Zweek ist zwar nicht erreieht worden,
aber es werden diese Zeilen, wenn ja eine solehe Regel existirt,
sicher ihr Schiirflein zur Entdeekung dersetben beitragen.




