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Biindel, Garben und Kohomologie

Arbeitsblatt 6

Es seien X und Y topologische Raume. Eine stetige Abbildung
p:Y — X

heiBt Uberlagerung, wenn es eine offene Uberdeckung X = Ui, Ui und eine
Familie diskreter topologischer Riume Fj, i € I, derart gibt, dass p~'(U;)
homoéomorph zu U; x F; (versehen mit der Produkttopologie) ist, wobei die
Homdoomorphien mit den Abbildungen nach U; vertréglich sind.

AUFGABE 6.1. Zeige, dass die Abbildung
R — S, t — (cost,sint),

eine Uberlagerung ist.

AUFGABE 6.2. Zeige, dass die Abbildung
C— C*=C\ {0}, z+— expz,

eine Uberlagerung ist.

AUFGABE 6.3. Zeige, dass es bei einer Uberlagerung p: Y — X zu jedem
Punkt x € X eine offene Umgebung x € U C X und einen stetigen Schnitt
s: U= p }(U) zu p gibt.

AUFGABE 6.4. Es seien ' und H kommutative topologische Gruppen und
es sei G = F x H ihre Produktgruppe (versehen mit der Produkttopologie)
und es sei

0 —F —G—H —0

die zugehorige kurze exakte Sequenz. Zeige, dass zu jedem topologischen
Raum X eine kurze exakte Garbensequenz

0 — C%—,F) — C°(—,G) — C°(—,H) — 0

vorliegt, fiir die die globale Auswertung hinten stets surjektiv ist.
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AUFGABE 6.5. Es sei ¢: X — Y eine stetige Abbildung, () € Y ein Punkt

und F eine Pragarbe auf X. Zeige, dass der Halm der vorgeschobenen Prégar-
be ¢, F im Punkt @) gleich

colim gevF (¢ (V) = colim (rcx| es gibt @ev mit o-1(vyct}F (U)

ist.

AUFGABE 6.6. Es sei p: X — Y einer stetige Abbildung und G eine Garbe
auf Y. Zeige, dass der Halm der zuriickgezogenen Garbe in einem Punkt
P € X gleich dem Halm von G in ¢(P) ist.

AUFGABE 6.7. Es sei X eine Menge mit zwei Topologien 71 und 75 derart,
dass die Identitét

p: X1 = (X,Tl) — XQ = (X,TQ)

stetig ist, die erste Topologie ist also eine Verfeinerung der zweiten Topologie.
Es sei F; eine Garbe auf X; und F; eine Garbe auf X,. Bestimme ¢,F;
und ¢~ 1F,. Wie sieht es aus, wenn 7; die diskrete Topologie und 7, die
Klumpentopologie ist.

AUFGABE 6.8. Es sei X ein topologischer Raum und ¢: X — {P} die
konstante Abbildung. Es sei F eine Garbe auf X. Bestimme ¢, F.

AUFGABE 6.9. Es sei X ein topologischer Raum und P € X ein Punkt mit
der zugehorigen Abbildung i: {P} — X. Es sei F eine Garbe von kommu-
tativen Gruppen auf { P}. Beschreibe die Garbe 7, F auf den offenen Mengen
von X. Wie sehen die Halme von i, F aus, wenn P ein abgeschlossener Punkt
ist?

Solche Garben nennt man Wolkenkratzergarbe.

AUFGABE 6.10. Es sei X ein topologischer Raum und ¢: X — {P} die
konstante Abbildung. Es sei G eine Garbe auf {P}. Bestimme ¢ 'G.

AUFGABE 6.11. Es sei p: X — Y eine stetige Abbildung zwischen den
topologischen Raumen X und Y und es sei F eine Garbe auf X. Zeige, dass
es einen natiirlichen Garbenmorphismen

p (puF) — F
auf X gibt.
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AUFGABE 6.12. Es sei ¢: X — Y eine stetige Abbildung zwischen den
topologischen Rdumen X und Y und es sei G eine Garbe auf Y. Zeige, dass
es einen natiirlichen Garbenmorphismen

G — @u(97'G)
auf Y gibt.

AUFGABE 6.13. Essei ¢: X — Y eine stetige Abbildung zwischen den topo-
logischen Rdumen X und Y. Es sei F eine Garbe auf X und G eine Garbe auf
Y. Zeige, dass es eine natiirliche Bijektion zwischen den Garbenmorphismen

V: oG — F
auf X und den Garbenmorphismen

0: G — o, F
auf Y gibt.

AUFGABE 6.14. Es seien Ly, Ly, M Mengen und
pr: L — M
und
pa: Ly — M
Abbildungen. Wir definieren
Ly xar Ly == {(21,72) | p1(21) = 2(22)} C Ly X Lo.

(1) Zeige, dass es ein kommutatives Diagramm

Ll XMLQ — L1

i |
L2 — M

gibt.
(2) Es sei T eine weitere Menge und t1: T" — Ly und to: T — Ly
Abbildungen mit

p1oY1 = pa oy,
Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte Abbildung
@DI T — Ly X3 Lo

derart gibt, dass die Projektionen auf L; bzw. Ly mit 1y, 1y iiber-
einstimmen.
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AUFGABE 6.15. Es seien Ly, Ly, M topologische Rdume und
pr: Ly — M
und
pa: Lo — M
stetige Abbildungen. Wir definieren
Ly Xy Ly = {(z1,22) | p1(21) = @a(22)} © L1 X Ly

mit der induzierten Topologie.

(1) Zeige, dass es ein kommutatives Diagramm

leMLQ — Ll

| 1
L2 — M

mit stetigen Abbildungen gibt.
(2) Es sei T' eine weiterer topologischer Raum und ¢,: T" — L; und
Yo: T — Lo stetige Abbildungen mit

p1oYr = p2os.
Zeige, dass es eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung
1/12 T — L1 XM L2

derart gibt, dass die Projektionen auf L; bzw. Ly mit 11,1y iiber-
einstimmen.

AUFGABE 6.16. Es seien X und Y topologische Rdume und ¢: Y — X eine
stetige Abbildung. Es sei p: V' — X ein Vektorbiindel iiber X. Zeige, dass
Y xx V (siehe Aufgabe 6.15) ein Vektorbiindel {iber Y ist.

AUFGABE 6.17. Es sei X ein topologischer Raum und seien p: V — X und
q: W — X Vektorbiindel iiber X. Zeige, dass V' x x W (siche Aufgabe 6.15)
ein Vektorbiindel iiber X ist, das mit der direkten Summe von Vektorbiindeln
iibereinstimmt.

AUFGABE 6.18. Es seien X, Y und Z topologische Rdume und seien p: Y —
X und p: Z — X stetige Abbildungen. Es sei

Py : YXXZ—>Y

Zeige, dass ein stetiger Schnitt s: Y — Y X x Z das gleiche ist wie eine stetige
Abbildung t: Y — Z mit pot = ¢.



5

AUFGABE 6.19. Es seien X, Y und Z topologische Rdume und seien ¢: Y —
X und p: Z — X stetige Abbildungen. Es sei py: Y xx Z — Y. Es sei G
die Garbe der stetigen Schnitte zu p auf X. Zeige, dass der Riickzug ¢*G mit
der Garbe der Schnitte zu py iibereinstimmt.
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