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VORWORT

Dieses Skript gibt die Vorlesung Grundkurs Mathematik I wieder, die ich
im Wintersemester 2016/17 an der Universitdt Osnabriick im Studiengang
Mathematik (Bildung Erziehung Unterricht) gehalten habe.

Der Text wurde auf Wikiversity geschrieben und steht unter der Creative-
Commons-Attribution-ShareAlike 4.0. Die Bilder wurden von Commons
iibernommen und unterliegen den dortigen freien Lizenzen. In einem Anhang
werden die einzelnen Bilder mit ihren Autoren und Lizenzen aufgefiihrt. Die
CC-BY-SA 4.0 Lizenz erméglicht es, dass das Skript in seinen Einzelteilen
verwendet, verdndert und weiterentwickelt werden darf. Ich bedanke mich
bei der Wikimedia-Gemeinschaft und insbesondere bei Benutzer Exxu fiir
die wichtigen Beitrdge im Projekt semantische Vorlagen, die eine weitgehend
automatische Erstellung des Latexcodes ermdoglichen.

Bei Jonathan Steinbuch bedanke ich mich fiir die Durchfiihrung des Ubungs-
betriebs, die Korrekturen und die Vertretungen, bei den Tutoren Larissa
Bauland, Mandala von Westenholz und Daniel Geist fiir ihre Mitarbeit. Bei
Frau Marianne Gausmann bedanke ich mich fiir die Erstellung der Pdf-Files
und bei den Studierenden fiir einzelne Korrekturen und viele Anregungen.

Holger Brenner
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1. VORLESUNG - EINFUHRUNG

Wenn der Wind der
Verédnderung weht, bauen die
einen Mauern und die
anderen Windmiihlen

Chinesische Weisheit

1.1. Rechengesetze fiir natiirliche Zahlen.

Wir geben eine Einfithrung in typische Fragestellungen, wie sie in diesem
Kurs im Mittelpunkt stehen.

(1) Welche Rechengesetze fiir natiirliche Zahlen kennen Sie?

(2) Was bedeuten sie, sind sie inhaltlich einsichtig? Gibt es geeignete
[lustrationen, Visualisierungen, gibt es Anwendungen?

(3) Gelten die Gesetzméifigkeiten auch fiir andere Zahlbereiche, wie fiir
die ganzen, die rationalen, die reellen Zahlen? Fiir Polynome?

(4) Warum gelten sie?

(5) Gibt es innerhalb dieser Rechengesetze logische Abhéngigkeiten, d.h.
kann man die Giiltigkeit des einen Gesetzes auf die Giiltigkeit eines
anderen Gesetzes logisch zuriickfiihren?

(6) Gibt es innerhalb dieser Rechengesetze entwicklungspsychologische,
lernpsychologische, didaktische Abhéngigkeiten? Gibt es im Lernen
und im Lehren der Gesetze eine natiirliche Reihenfolge?

Als Rechengesetze wurden genannt:

e Das Kommutativgesetz, und zwar fiir die Addition und die Multiplikation.
Also die Identitédten a +b = b+a und a-b = b-a (hier und im Folgenden
fiir beliebige a,b € N).

e Das Assoziativgesetz, ebenfalls fiir diese beiden Verkniipfungen, also (a +
b)+c=a+(b+c)und (a-b)-c =a-(b-c).

e Die binomischen Formeln, siehe unten.
Das Distributivgesetz, also die Beziehung
c-(a+b) =c-a+c-b.

Auf der rechten Seite verwenden wir die Konvention Punktrechnung vor
Strichrechnung, um Klammern zu sparen.

04+a = a,
d.h. 0 ist das neutrale Element der Addition.

1-a = a,
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d.h. 0 ist das neutrale Element der Multiplikation.
0-a =0.

In diesem Kurs stehen die Fragen von Typ (4) und (5) an erster Stelle,
das Warum'. Die Frage nach der logischen Abhingigkeit ist eine Frage nach
dem Warum, da man versucht, Gesetzmafligkeiten auf grundlegendere Ge-
setzméfigkeiten zuriickzufithren. Das Zuriickfiihren auf fundamentalere Sach-
verhalte nennt man argumentieren, begriinden, ableiten, beweisen. Da man
irgendwo anfangen muss, spielen in der Mathematik die Logik, Axiome und
Definitionen eine fundamentale Rolle. Die Frage nach dem Warum soll zu
einem vertieften Verstdndnis der Mathematik fiithren.

(2) ist auch ein wichtiger Punkt, die inhaltliche Bedeutung der Zahlen und
die damit erméglichten Anwendungen sind letztlich der Grund, sich mit
Mathematik zu beschéftigen, Rechengesetze vereinfachen Rechnungen, An-
wendungen der elementaren Mathematik sind allgegenwiirtig.? Die logische
Abhéngigkeit ist zwar in den Einzelschritten unmittelbar einleuchtend, da
aber hiufig eine Vielzahl an solchen Einzelschritten aufgetiirmt werden muss,
um zu einer prignanten Aussage zu kommen, siecht man manchmal den Wald
vor lauter Bdumen nicht. In Interpretationen, Veranschaulichungen, Visua-
lisierungen tritt die inhaltliche Bedeutung einer Formel deutlich hervor, zu-
gleich ist es nicht die Formel selbst. In diesem Zusammenhang ist es wichtig,
die Argumentationsebenen auseinander zu halten. Diese reflexive Fihigkeit
zu entwickeln ist ein wesentliches Lernziel. Beispielsweise sind manche Vi-
sualisierungen auf den ersten Blick sehr einsichtig, bei genauerem Hinsehen
muss man sich aber eingestehen, wie viel an Vorwissen und Vorannahmen
eingehen.?

Die Fragestellungen (1) und (3) sind auch wichtig, sie stellen aber kein ern-
stes Problem dar, da die Rechengesetze und sonstige Formeln aus der Schule
bekannt sind (sein sollten) und da es letztlich auch nicht so viele gibt. Auch
die Formulierungen sind eher einfach, zumindest, wenn man sich auf algebrai-
sche Eigenschaften konzentriert, wie sie im ersten Semester im Mittelpunkt
stehen (bei der Einfithrung der reellen Zahlen sieht dies etwas anders aus).

"m didaktischen Kontext beschreibt man solche unterschiedlichen Aspekte gerne als
Kompetenzen. (1) und (3) représentieren in diesem Sinne die inhaltliche Kompetenz, die
Aspekte (4) und (5) laufen unter Argumentations- und Kommunikationskompetenz, wo-
bei auch die Problemlésekompetenz mit eingeht, da es eben oft schwierig ist, aus einer
Gegebenheit etwas anderes herzuleiten. In (2) findet sich die Darsellungskompetenz und
die Modellierungskompetenz wieder.

2Und banal. Auch die historischen Anfangsgriinde der Mathematik in den frithen Hoch-
kulturen sind eher banal, sie liegen wie fiir die Schrift in der Biirokratie fiir eine wachsende
Stadtbevolkerung begriindet.

3Man betrachte beispielsweise das Rechteck zur Erlduterung der ersten binomischen
Formel weiter unten.
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Zur Kenntnis der Gesetzméafigkeiten gehort das korrekte algorithmische An-
wenden (rechnen) in passenden Situationen.

Die Fragestellungen in (6) sind auch sehr wichtig, insbesondere in Hinblick
auf den angestrebten Beruf. Fiir die didaktischen Aspekte gibt es einen ei-
genen einjéhrigen Kurs (Grundkurs Mathematikdidaktik (BEU)). Mit etwas
Wohlwollen - insbesondere, wenn man Begrifflichkeiten, Formulierungen nicht
iiberbewertet und und sich auf das Verstdndnis konzentriert - erkennt man
grofe Parallelen zwischen der Lern- und Lehrreihenfolge und dem logischen
Aufbau der Mathematik.* In den Aufgaben werden gelegentlich gewisse di-
daktische Szenarien angesprochen. Eine gewisse Gefahr liegt darin, die Di-
daktik bzw. die angebliche berufliche Situation gegen eine fundierte mathe-
matische Ausbildung vorzubringen. Ein Ziel der angestrebten Reflexionsstufe
ist es, dies als ein oberfldchliches Ausweichungsmanover zu durchschauen.

Die Herausstellung der beiden Punkte (4) und (5) gilt fiir diesen Kurs, ist
aber keine Gesamtbewertung iiber verschiedene Aspekte der Mathematik.
Die Mitberiicksichtigung der anderen Aspekte schlagt sich an vielen Stellen
nieder, ist aber auch eine Aufgabe fiir die Studierenden.

1.2. Beispiel: Die binomischen Formeln.

Als Beispiel betrachten wir die binomischen Formeln genauer.

Aus der Schule sind sicherlich die binomischen Formeln bekannt, also die
Beziehungen

(a+b)?* = a*+ 2ab+ V?,

(a —b)* = a* — 2ab + b*
und

(a+b)(a—b) = a® — b

Wir stellen uns die folgenden Fragen.

1

2) Gibt es eine Beziehung zwischen ihnen?

3) Wie wichtig bzw. wie grundlegend sind sie?

4) Welche Anwendungen haben diese Formeln?

5) Wie intuitiv sind diese Formeln?

6) Warum gelten diese Formeln, worauf beruhen sie, wie kann man sie
begriinden?

(7) Kann man die Giiltigkeit der Formeln in einem bestimmten Zahlbe-

reich auf die Giiltigkeit der Formeln in einem kleineren Zahlbereich

zuriickfithren?

Was fallt uns dazu ein?

4Konkret: Das Wort Halbgruppe hat in der Schule nichts verloren. Dennoch erfasst es
sehr genau ein Biindel an Rechenkompetenzen, das in einem bestimmten mathematischen
Entwicklungsstadium vorliegt.
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(1)

Vermutlich kann man sich an keine Einschrankung erinnern, die For-
meln gelten fiir alle ,,Zahlen“, also fiir natiirliche Zahlen, ganze Zah-
len, rationale Zahlen, reelle Zahlen. Dennoch kann es grofle Unter-
schiede geben, wie man jeweils die Giiltigkeit der Formeln beweist.
Etwas sonderbar ist allerdings schon, dass man die zweite binomische
Formel explizit formuliert, wenn die erste fiir beliebige ganze Zahlen

gilt.
Denn dann kann man ja das b in der zweiten binomischen Formel
als b = —c schreiben und erhélt unter Verwendung von einfachen

Rechengesetzen fiir —1

(a—b)? = (a+c)?
= a®*+42ac+
= a®+2a(—b) + (—c)?
= a®*—2ab+b?

und so ergibt sich die zweite binomische Formel unmittelbar aus der
ersten. Die zweite ist also als eigene Regel {iberfliissig, wenn man ne-
gative Zahlen zur Verfiigung hat. Wenn man hingegen nur mit den
natiirlichen Zahlen arbeitet, so kann man den Trick von eben nicht an-
wenden und die zweite binomische Formulierung braucht die zusétzli-
che Voraussetzung, dass a > b ist. Aber auch im Fall von natiirlichen
Zahlen kann man die zweite Formel auf die erste zuriickfithren. Dazu
berechnen wir

((a —b) +b)?

= (a—b)?+2(a—b)b+ b
(a —b)? +2ab — 2b* + b*

= (a—b)*+ 2ab—b*.

Dabei haben wir im ersten Schritt einfach das a kompliziert geschrie-
ben, im zweiten Schritt die erste binomische Formel angewendet, aus-
multipliziert und zusammengefasst. Eine einfache Umstellung (siehe
die Abziehregel) ergibt nun

(a —b)* = a* — 2ab + b*.

Sie kommen h&aufig in der Schule vor, doch welche Schlussfolgerung
kann man daraus ziehen? Vielleicht sind ja eigentlich wichtigere Sa-
chen fiir die Schiiler und Schiilerinnnen (oder die Lehrer und Leh-
rerinnen) zu schwierig? Keine Panik, so ist es nicht, man kann viel
iiber die Gewichtung von Schulstoff diskutieren, aber vollig abwegig
ist die Stoffauswahl nicht. Eine andere Frage ist die nach grundlegend.
Wir haben gerade gesehen, dass man die zweite binomische Formel
auf die erste binomische Formel zuriickfithren kann. Vielleicht stecken
grundlegendere Sachverhalte hinter diesen Formeln? (Siehe 6.)

Die binomischen Formeln haben eine Vielzahl von Anwendungen. Da
ist zunéchst die Anwendung bei der Multiplikation von natiirlichen
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Zahlen und speziell beim Quadrieren. Beispielsweise berechnet man
25% = (204+5)* = 20 +2-5-20 + 5% = 400 4 200 + 25 = 625
oder
104 - 96 = (100 4 4)(100 — 4) = 100? — 4> = 10000 — 16 = 9984.

Weiterhin spielt es beim quadratischen Ergénzen bzw. dem Losen
quadratischer Gleichungen eine herausragende Rolle. Es verallge-
meinert sich auf allgemeinere algebraische Strukturen (kommutati-
ve Halbringe) und auf hohere Potenzen, also Ausdriicke der Form
(a+ b)", siehe die allgemeine binomische Formel.

(5) Die erste binomische Formel kann man sich einfach durch Flachenin-
halte wie im Bild veranschaulichen.

a b

a| a2 |ab

o| ab [b?]

Dies erfordert natiirlich Grundkenntnisse iiber Flacheninhalte von

Rechtecken, was letztlich mathematisch ein schwierigeres Konzept
als das rein arithmetisch-algebraische Konzept der binomischen For-
mel ist. Es ist eine wichtige Bemerkung und ein Lernziel im Ma-
thematikstudium, dass man das Intuitiv-anschauliche vom Logisch-
mathematischen trennen und ihre jeweilige Bedeutung einordnen
kann. Beides ist wichtig. Fiir das mathematische Argumentieren ist
aber das zweite das entscheidende.
(6) Die binomischen Formeln (und zwar alle drei) sind in allen Rechenbe-
reichen, in denen sie gelten, Spezialfille des Distributivgesetzes und
des Kommutativgesetzes fiir die Multiplikation. Ersteres besagt fiir
beliebige Zahlen a, b, ¢ die Gleichheit

c-(a+b) = (c-a)+(c-b)

und letzteres besagt

a-b=">-a.

Unter Verwendung dieser beiden Regeln kann man die erste binomi-
sche Formel durch (wir verwenden schon die Regel Punktrechnung



16

vor Strichrechnung, um Klammern zu sparen)

(a+b)?

(a+0b)-(a+Db)
(@a+b)-a+(a+0b)-b
= a-a+b-at+ta-b+b-b

a-a+a-b+a-b+b-b
= a®+ 2ab+ b?

erhalten. Es ist eine wichtige Zielsetzung des Mathematikstudiums,
die Abhéngigkeiten und Hierarchien zwischen mathematischen Ge-
setzméBigkeiten zu erkennen und zu klédren. Fiir die natiirlichen Zah-
len gelten die binomischen Formeln genauso wie das Distributivge-
setz und das Kommutativgesetz. Letztere sind aber grundlegender,
da man aus ihnen die binomischen Formeln ableiten kann. Ein tie-
fes Verstidndnis fiir die Hierarchien zwischen mathematischen Sach-
verhalten wird erst im begriffsorientierten axiomatischen Aufbau der
Mathematik moglich.

Diese logischen Hierarchien haben auch einen grofien Einfluss auf
die Didaktik der Mathematik: das Distributivgesetz ist wichtiger als
die binomischen Formeln und es sollte im Schulunterricht mindestens
so breit behandelt werden wie diese (Schliisse von der logischen Hier-
archie auf die didaktische Gewichtung sind nie zwingend; es kann
auch Griinde geben, didaktisch anders zu verfahren, und das Distri-
butivgesetz durch die binomischen Formeln zu motivieren, etc.).
Uber die Beziehung zwischen natiirlichen und ganzen Zahlen haben
wir schon gesprochen. Gehen wir davon aus, dass die binomischen
Formeln fiir die ganzen Zahlen schon bekannt sind. Wir hétten die
binomischen Formeln gern fiir die Briiche, also fiir rationale Zahlen.
Wir schreiben die beteiligten rationalen Zahlen als

a=—und b= -
m 5

und erhalten, unter Verwendung von grundlegenden Rechenregeln fiir
Briiche, die Gleichheiten

(a+b)? = <ﬁ+r)2
_ <k:s+rm)

(ks +rm)?
~(ms)?
(ks)? + 2ksrm + (rm)?
(ms)?
(ks)? ksrm  (rm)?

= (sl (sl T (me)?
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2 ks rm 7 2
(B ok
m ms ms s
= a®+2ab+ b,

also die erste binomische Formel. Der Ubergang von Q nach R ist
deutlich schwieriger.

1.3. Die Verkniipfungen auf den natiirlichen Zahlen.

Wir haben gesehen, dass das Distributivgesetz grundsétzlicher als die bino-
mischen Formeln sind. Werden wir noch grundsétzlicher: Was ist eigentlich
die Addition und was ist die Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen? Was
ist fiir Sie die Addition, wie ist sie definiert? An was denken Sie zuerst?
Welche Zuginge zu diesen Operationen kennen Sie, wie ist Ihr Verhéltnis
zueinander? Worin unterscheiden sich die Zugéinge, welche sind besonders
intuitiv, welche sind einfach begriindbar, kommunizierbar, dokumentierbar?

1. ARBEITSBLATT

1.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 1.1. Zeige, dass man das Multiplizieren von natiirlichen Zahlen
durch das Quadrieren, Addieren, Subtrahieren und durch das Halbieren aus-
driicken kann.

1.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.2. Berechne 10012

Aufgabe 1.3. Berechne

ala —z)? 4 (za® + a®) —alr —a)(a + ).

Aufgabe 1.4. Welches mathematische Wissen geht ein, um das Bild rechts
als eine einleuchtende Begriindung fiir die erste binomische Formel akzeptie-
ren zu konnen?
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Aufgabe 1.5. Gelten die binomischen Formeln fiir Polynome? Gelten sie fiir
beliebige Terme? Kann man fiir a, b auch komplexere Ausdriicke wie 72 — stu
oder 7t° — 4rs? einsetzen?

Aufgabe 1.6. Veranschauliche das Distributivgesetz fiir reelle Zahlen mit
der Hilfe von Rechtecken.

Aufgabe 1.7. Man leite die dritte binomische Formel aus der ersten bino-
mischen Formel her, indem man
(a+0b)(a+b)+ (a+0b)(a—Db)

distributiv ausrechnet.

Aufgabe 1.8. Berechne
(a+b+c)?
mit Hilfe der ersten binomischen Formel.

Aufgabe 1.9.*

Berechne
(a+0b)?
mit Hilfe der ersten binomischen Formel und des Distributivgesetzes.

16 9 4 1
co0Ce CO0O® OCOo o
co0C@® COO® @00
oc0e @00
o000
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Aufgabe 1.10. Man begriinde anschaulich und mit der ersten binomischen
Formel, dass die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzah-
len stets ungerade ist.

Aufgabe 1.11. Welche Rechengesetze fiir Briiche wurden in der Vorlesung
verwendet, um die erste binomische Formel fiir rationale Zahlen auf die bi-
nomische Formel fiir ganze Zahlen zuriickzufiithren?

Aufgabe 1.12.*

Fiihre die zweite binomische Formel fiir rationale Zahlen auf die zweite bi-
nomische Formel fiir ganze Zahlen zuriick.

Aufgabe 1.13. In welcher Reihenfolge haben Sie die verschiedenen Zugénge
zur Addition und zur Multiplikation der natiirlichen Zahlen (kennen)gelernt?
In welcher Reihenfolge wiirden Sie sie lehren?

1.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.14. (2 Punkte)

Berechne
1000000000000010000000002

mit Hilfe der ersten binomischen Formel.

Aufgabe 1.15. (2 Punkte)

Berechne
(r+s—t)—(r+t)?—s{t®—r)(r+t).

Aufgabe 1.16. (2 Punkte)

Berechne
(a—1)(a+1)(a®—a+1)(a®*+a+1).

Aufgabe 1.17. (3 Punkte)
Zeige

V10 + V21 + VA0 + V60 = V2 + V3 + V5.
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Aufgabe 1.18. (3 Punkte)

Fiihre die dritte binomische Formel fiir rationale Zahlen auf die dritte bino-
mische Formel fiir ganze Zahlen zuriick.

Aufgabe 1.19. (3 Punkte)

Zeige, dass man das Multiplizieren von natiirlichen Zahlen durch das maximal
zweifache Quadrieren, das Addieren, Subtrahieren und durch das Halbieren
ausdriicken kann.

2. VORLESUNG - MATHEMATISCHES ARGUMENTIEREN

Die Schiilerinnen und Schiiler
e verwenden eingefithrte mathematische Fachbegriffe sachgerecht.

e beschreiben mathematische Sachverhalte mit eigenen Worten und finden
dazu Fragestellungen.

e stellen Vermutungen iiber mathematische Sachverhalte an, begriinden und
iiberpriifen sie.

e entdecken und beschreiben mathematische Zusammenhénge.
e beschreiben und begriinden eigene Losungswege und reflektieren dariiber.

e iiberpriifen mathematische Aussagen, kennzeichnen sie als richtig oder
falsch und begriinden dies.

Die erwarteten Kompetenzen am Ende des Schuljahrganges 4 im Kompetenz-
bereich Kommunizieren/Argumentieren aus dem niederséchsischen Kerncur-
riculum fiir die Grundschule (2006)

2.1. Mathematisches Argumentieren.

In einer Argumentation versucht man, eine Behauptung mittels allgemein
anerkannter Prinzipien zu begriinden, als wahr (oder sinnvoll) zu erweisen.
Grundsétzlich kann man mit sich selbst argumentieren, typischerweise gibt es
ein Publikum, das man von der Behauptung iiberzeugen méchte. Argumen-
tationen gibt es in den unterschiedlichsten Kontexten, in der Wissenschaft, in
der Politik, in Beziehungen. Dabei gibt es kontextspezifische Prinzipien und
Argumentationsmuster, im politischen Kontext beruft man sich gerne auf
weitgehend anerkannte Grundsétze wie Menschenrechte, Grundgesetz, den
Willen des Volkes, um daraus unter Beriicksichtigung von Daten und Fakten
eine politische Entscheidung herzuleiten. Die Erfahrung lehrt, dass dort die
Argumente nicht so gut sind, um alle iiberzeugen zu kénnen, und dass dort
auch die Interessen von spezifischen Gruppen vertreten werden.
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Auch in der mathematischen Argumentation versucht man, die Wahrheit
von Behauptungen (oder die Korrektheit eines Rechenweges oder die Ange-
messenheit einer Modellierung) zu begriinden. Die eingesetzten Mittel, die
Argumentationsstrenge héngen auch da von der Zielgruppe, ihrem Vorwis-
sen und ihrer Motivation, der Beziehung (Bindung, Vertrauen) zwischen der
Person, die die Behauptung vertritt, und den Personen, die {iberzeugt werden
sollen (beispielsweise Lehrer und Schiiler), ab.

Die mathematische Argumentation im wissenschaftlichen Kontext verfiigt
in mehrfacher Hinsicht iiber gewisse Argumentationsstandards. Eine wissen-
schaftliche Argumentation zeichnet sich durch (insbesondere im mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Kontext) folgende Punkte aus.

e Die starke Prasenz von Fachbegriffen, die definiert werden miissen und
gemaf} ihrer Definition eingesetzt werden.

e Die Existenz weniger benennbarer Grundprinzipien.®

e Der Einsatz von Logik zum Erschlieen neuer Erkenntnisse.
e Die freie Zugénglichkeit und Uberpriifbarkeit der Ergebnisse.®
e Die freie Verwendung von in der Wissenschaft bereits etabliertem Wissen.

e Der Anspruch, dass die (Giiltigkeit der) Erkenntnisse unabhéngig von sub-
jektiven Wiinschen und Empfindungen” sind, dass sie zeitlos und kulturun-
abhingig sind.®

In der mathematischen Argumentation im wissenschaftlichen Kontext treten
diese Punkte besonders deutlich hervor,” was sich insbesondere schon darin
niederschliagt, dass es einen eigenen Begriff fiir das mathematische Argumen-
tieren gibt: Beweis. Fine bewiesene mathematische Behauptung nennt man
einen Satz.

e Die mathematischen Begriffe werden alle exakt und nur unter Verwendung
von anderen mathematischen Begriffen definiert. Die Definitionen sind so an-
gelegt, dass jedes sinnvolle mathematische Objekt entweder unter den Begriff

SUber die selbst wiederum reflektiert wird und wo die Grenze zwischen Wissenschaft
und Philosophie verlauft.

6Dies ist ein grofler Unterschied zur Esoterik, wo das ,, Wissen* nur unter ganz speziellen
Bedingungen von Eingeweihten weitergegeben wird.

"Das heiit keineswegs, dass die Erkenntnisse und ihre Entdeckungen nicht von Gefiihlen
begleitet wiirden. Im Gegenteil, Wissenschaft macht denen, die sie betreiben, ziemlich viel
Spass.

8Die Generierung von Wissen ist sehr stark zeit- und kulturabhéingig.

IDafiir fehlt der Mathematik ein entscheidender Punkt der Naturwissenschaften, die
Beobachtung, die Empirie, das Experiment. Deshalb wird die Mathematik oft nicht zu den
Naturwissenschaften gerechnet. Aber auch die Zuordnung zu den Geisteswissenschaften ist
schwierig, so spricht man von Strukturwissenschaft.
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fallt oder nicht, und zwar unabhéngig davon, ob man das immer entscheiden
kann.!”

e Die Mathematik wird heute (seit ca. 120 Jahren) auf Mengen aufgebaut. Sie
ist axiomatisch-logisch organisiert, aber realweltlich-anschaulich motiviert.

e Die Logik ist das Handwerkszeug der Mathematik. Es gibt (im Prinzip)
eine vollstandige Liste von erlaubten Schlussweisen der Aussagenlogik und
der Pradikatenlogik.!

e Mathematik wird in Zeitschriften und Biichern veroffentlicht, in Vorlesun-
gen gelehrt, ist im Internet und in Bibliotheken zugéinglich.!?

e Bewiesene mathematische Aussagen, also Sitze, werden weiterverwendet.?

Fiir eine systematische Darstellung eines Teilgebietes der Mathematik (wie
einer Vorlesung oder einem Buch) bedeutet dies, dass man die grundlegenden
Sachen zuerst darstellt und darauf zunehmend komplexere Sachen aufbaut.
Wenn ein zuvor bewiesener Satz dann irgendwo eingesetzt wird, wird iiber
diesen Satz nicht nachgedacht, sondern nur, ob in der jetzigen Situation alle
Voraussetzungen erfiillt sind, damit man den Satz anwenden kann.

e Die Mathematik wird heute in einer erdumspannenden Gemeinschaft ent-
wickelt. !4

2.2. Geldscheine und Miinzen.

Wir moéchten an einem alltéglichen Beispiel typische Argumentationsmuster
der Mathematik vorstellen. Grundlegende Eigenschaften der natiirlichen Zah-
len setzen wir hierfiir voraus.

v

Onsbesondere sind beispielhafte Definitionen vom Typ etwas wie ... nicht zuléissig.

HDjes ist Gegenstand der mathematischen Logik.

PEinschriinkung: Dies gilt nicht unbedingt fiir sicherheitsrelevante kryptologische For-
schung, die zum Teil an regierungsnahen Forschungsinstituten durchgefiithrt wird.

13Gje sind auch nicht patentierbar.

MWobei das Hauptgewicht nach wie vor auf den Industrielandern liegt. Die anderen
Lander holen aber schnell auf. Die wichtigste mathematische Auszeichnung, die Fields-
Medaille, ging 2014 an eine Iranerin, einen Brasilianer, einen Kanadier indischer Herkunft
und einen Osterreicher.
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Wir betrachten die Euromiinzen und Euroscheine (Bargeldmittel), die be-
kanntlich die Werte

1,2,5,10, 20, 50,100, 200, 500

haben (um nicht immer von Miinzen bzw. Scheinen sprechen zu miissen,
nennen wir diese Zahlen schlicht Eurozahlen). Einen zu zahlenden vollen
Betrag, beispielsweise 37 Euro, kann man auf viele verschiedene Weisen (ohne
Riickgeld) begleichen, etwa durch 37 1-Euro Miinzen oder durch

37=1-104+4-5+2-2+3-1

oder durch
37 =20+ 10+5+ 2.

Wir fragen uns, ob es stets eine ,,optimale“ Art gibt, einen gegebenen Betrag
zu begleichen, ob sie eindeutig ist und wie man sie finden kann. Ein nahe-
liegender Ansatz ist es, diejenige Bezahlung als optimal anzusehen, bei der
die wenigsten Miinzen bzw. Scheine verwendet werden. Im Beispiel kommt
die zuletzt genannte Moglichkeit mit vier Miinzen/Scheinen aus. Gibt es ei-
ne bessere Moglichkeit? Wie kann man an eine solche Frage herangehen?
Wenn jemand eine Darstellung mit nur zwei oder drei Miinzen/Scheinen
finden wiirde, wéare die Frage direkt negativ entschieden, denn dann gébe
es eine bessere Moglichkeit. Wenn man ein bisschen rumprobiert und keine
bessere Moglichkeit findet, so sagt das relativ wenig, wenn man sich nicht si-
cher sein kann, dass man alle Moglichkeiten systematisch iberpriift hat. Ein
solches systematisches und nachvollziehbares Uberpriifen ist eine mathema-
tische Argumentation. Wenn die mathematische Argumentation eine prézise
formulierte Aussage begriindet, so spricht man von einem Beweis (fiir diese
Aussage). Unsere Aussage ist also

,Die Zahl 37 lisst sich nicht als eine Summe (wobei Wiederholungen erlaubt
sind) von weniger als vier Zahlen aus den Eurozahlen 1,2, 5,10, 20,50, 100,
200, 500 darstellen®.

Wie kann man das systematisch begriinden? Grundsétzlich kénnte man al-
le Summen mit einer Eurozahl, alle Summen mit zwei Eurozahlen und alle
Summen mit drei Eurozahlen ausrechnen und dann feststellen, dass nie 37
rauskommt. Das ist durchfiihrbar, aber sehr aufwindig. Zu einer guten ma-
thematischen Argumentation gehort auch, dass sie geschickt und 6konomisch
ist, dass sie abwegige Situationen schnell ausschlieft und sich auf wesentli-
che Gesichtspunkte konzentriert. Im Beispiel heiffit das, dass man Summen, in
denen ein Schein mit einem Wert von mindestens 50 vorkommt, gar nicht be-
trachten muss, da eine solche Summe immer gréflergleich 50 und somit grofler
als der Zielbetrag 37 sein wird. Hier féllt sofort eine typische Eigenschaft
einer mathematischen Argumentation auf: Sie nimmt Bezug auf schon eta-
blierte oder bekannte oder allgemein anerkannte Eigenschaften, hier ndmlich
die Eigenschaft, dass eine Summe von natiirlichen Zahlen gréfiergleich jedem



24

Summanden der Summe ist. In einer mathematischen Argumentation geht
man nicht immer ,,zuriick auf Los“, sondern man verwendet Bekanntes, das
seinerseits irgendwann durch eine mathematische Argumentation begriindet
worden ist.

Eine weitere Beobachtung, die das rechnerische Uberpriifen von sehr vielen
Summen eriibrigt, geht folgendermafien: Man betrachtet den 20-Euro-Schein.
Das ist der grofite Schein, von dem man noch nicht weifl; ob und wie oft er
verwendet wird. Wie oft kann/konnte er verwendet werden? Zunéchst darf
er hochstens einmal verwendet werden, da ja

2-20 = 40 > 37

schon zu grof3 ist. Muss er in einer minimalen Darstellung verwendet werden?
Hier begegnen wir einer typischen Denkfigur im Rahmen einer mathemati-
schen Argumentation: Wir zeigen, dass in einer minimalen Darstellung der
37 mit Eurozahlen die 20 vorkommen muss, indem wir zeigen, dass eine Dar-
stellung ohne den 20-Schein nicht minimal sein kann. Man spricht von einem
Beweis durch Widerspruch. Dabei formuliert man eine Annahme, die dann
durch die mathematische Argumentation als unhaltbar erwiesen wird, al-
so als widerspriichlich zu den gegebenen Voraussetzungen der Aussage. Wir
machen also die Annahme:

Es ist moglich, die 37 als eine Summe mit maximal drei Summanden aus den
Zahlen 1,2,5 10 (also ohne die 20!) darzustellen.

Durch die Abschitzung, die ihrerseits auf Rechengesetze der natiirlichen Zah-
len Bezug nimmt,

a-14+b-24¢-5+d-10 < (a+b+c+d)10 < 3-10 = 30 < 37

sieht man aber schnell, dass dies nicht moglich ist. Die Annahme ist also
falsch und eine jede Darstellung der 37 mit maximal drei Eurozahlen muss
die 20 verwenden, und zwar genau einmal.

An dieser Stelle tritt eine weitere wichtige Strategie bei einer mathematischen
Argumentation auf, die Vereinfachung der Situation unter Verwendung des
schon Gezeigten. Wir wissen bereits, dass 20 genau einmal vorkommt. Wir
ziehen daher 20 ab und gelangen zur Fragestellung, ob es moglich ist, die
17 als Summe von maximal zwei der Zahlen 1, 2,5, 10 darzustellen. In einem
gewissen Sinn sind wir jetzt wieder in der Ausgangssituation, wobei allerdings
die Zahlen einfacher (geworden) sind. Mit der schon verwendeten Strategie
kann man hier weiterargumentieren: Man zeigt, dass die 10 genau einmal in
einer solchen minimalen Darstellung vorkommen muss, zieht es wieder ab
und gelangt zur Frage, ob man die 7 also Summe von Eurozahlen mit nur
einem Summanden'® darstellen kann, was offenbar nicht méoglich ist.

Eine Summe mit nur einem Summanden mag sich sonderbar anhéren. In der Mathe-
matik sind aber solche Grenzfille wichtig und stets mitzubetrachten, da man bei einer
Situationsvereinfachung héufig - wie hier - bei einer solchen Extremsituation ankommt.
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Hier, wie hdufig in der Mathematik, hangt also die Giiltigkeit einer mathema-
tischen Aussage mit der Giiltigkeit einer anderen mathematischen Aussage
von gleichem oder dhnlichem Typ zusammen. Von daher ist es sinnvoll, eine
moglichst allgemeine mathematische Aussage zu formulieren und diese zu be-
weisen, wobei man im Beweis zeigt, dass man kompliziertere (grofere Zahlen)
auf einfachere Situationen (kleinere Zahlen) zuriickfithren kann. Ein wichtiges
Beweisprinzip entlang dieses Schemas ist der Beweis durch Induktion.'®

Wir haben also gezeigt (bewiesen, durch eine mathematische Argumenta-
tion begriindet), dass man mindestens vier Eurozahlen braucht, um die 37
als Summe darzustellen: Mit weniger als vier ist es nicht moglich, und die
eingangs beschriebene Zerlegung

37 =20+10+5+2
zeigt, dass es mit vier Eurozahlen moglich ist.

Die 37 ist eine Zahl unter vielen, wir hétten gerne zu einer jeden natiirlichen
Zahl eine entsprechende Aussage. Zunéchst gibt es zu jedem vollen Eurobe-
trag w eine minimale Anzahl an Eurozahlen, mit der man den Betrag als
Summe erhalten kann, aus den drei einfachen Griinden, dass (1) tiberhaupt
jeder Betrag darstellbar ist (beispielsweise als hinreichend grofie Summe der
1 mit sich selbst), dass (2) es zu jeder Anzahl an Summanden grundsétz-
lich die beiden Mdoglichkeiten gibt, dass der Betrag durch eine Summe aus
Eurozahlen mit & Summanden darstellbar ist oder nicht, und dass (3) das
Minimum einer nichtleeren Menge aus natiirlichen Zahlen existiert.!” Wenn
wir den Betrag mit w bezeichnen, so kann man die minimale Summandenzahl
als

m(w)=min (k € N, w lasst sich als eine Summe mit

k Summanden aus Eurozahlen darstellen)

schreiben. Wir fragen uns:

(1) Ist die minimale Darstellung eines Betrages w eindeutig?
(2) Wie kann man sie charakterisieren?
(3) Wie kann man sie finden?

Dabei suchen wir nicht nur nach einer Antwort, sondern diese Fragen sind
stets so zu verstehen, wie man mathematisch begriinden kann, dass die Ant-
wort auch richtig ist. Solche mathematischen Fragen kénnen im Allgemeinen
sehr schwierig sein, und es ist von vornherein nicht klar, ob man eine Lésung
finden wird. Wir listen einige Herangehensweisen auf.

(1) Probieren.

Das Induktionsprinzip werden wir in der siebten Vorlesung genau besprechen, und
gelegentlich schon verwenden.

"Dies ist unmittelbar klar (7). Wir werden in Lemma 7.6 diese Aussage aus dem In-
duktionsprinzip herleiten.
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Systematischer Probieren.

Extremfille betrachten.

Hypothese formulieren.

Voraussetzungen leicht abdndern, um mogliche Griinde und Schwie-
rigkeiten zu erkennen.

Hypothese préziser formulieren.

Hypothese unter stiarkeren zusétzlichen Voraussetzungen beweisen.

Wir erldutern dies an der ersten Frage, ob es eine eindeutig bestimmte mini-
male Darstellung gibt.

(1)

(4)
()

Nehmen wir die 37. Es féllt uns keine weitere Darstellung mit vier
Eurozahlen ein. Man kann die obige Argumentation, bei der wir ge-
zeigt haben, dass es keine Darstellung mit drei Eurozahlen gibt, et-
was abwandeln, und erhélt so eine Begriindung, dass die minimale
Darstellung fiir die 37 eindeutig ist. Welche Zahl probieren wir als
néchstes? Die 1467
Es ist systematischer, erstmal die kleinsten Zahlen durchzugehen, die
1,2,3=1+2,4=2+2,56 =5+ 1, bei denen man recht schnell
erkennen kann, dass die Darstellungen eindeutig sind.
Extremfille sind beispielsweise die einzelnen Eurozahlen selbst, diese
sind offenbar durch sich selbst eindeutig minimal darstellbar. Wie
sieht es mit der Summe von zwei Eurozahlen aus, kann es fiir sie eine
weitere Darstellung als Summe von zwei Eurozahlen geben? Warum
nicht?
Nach diesen Beobachtungen bzw. Uberlegungen formulieren wir die
optimistische Hypothese, dass die minimale Darstellung eindeutig ist.
Wie allgemein konnte eine solche Aussage stimmen? Betrachten wir
die gleiche Fragestellung fiir eine Wiahrung,'® fiir die die Bargeldmittel
gleich

1,3, 5,10, 30, 50, 100, 300, 500

sind. Das sieht auf den ersten Blick nicht so anders aus. Allerdings
gibt es hier die beiden verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten

6=5+1=3+3,

die beide minimal sind, da man die 6 sicher nicht mit einer Miinze dar-
stellen kann. Die Hypothese kann also nur stimmen aufgrund spezifi-
scher Eigenschaften der Eurozahlen, eine grobe Argumentation wird
man somit wohl nicht erwarten und eine Argumentation, die nicht
direkt auf die Eurozahlen Bezug nimmt, kann nicht funktionieren.

8Hijer werden also die Voraussetzungen kurz abgeéndert, um sie besser verstehen zu

konnen.
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Auch wenn man die Riickgabe von Geld erlaubt, geht die Eindeutig-
keit verloren, beispielsweise ist

15 =10+5 = 20 — 5,

bei beiden Darstellung werden zwei Scheine bewegt.
(6) Wir meinen natiirlich bei eindeutig ,eindeutig bis auf die Reihenfol-
ge*, natiirlich ist

37 =20+10+5+2 = 2+ 20+ 5+ 10.

Es konnte sich als sinnvoll erweisen, immer mit einer bestimmten Rei-
henfolge der Summanden zu arbeiten, beispielsweise in absteigender
Grofe.

(7) Wir beweisen die Aussage zuerst nur fiir alle Betrage < 10 oder <
100 oder nur fiir alle Betréige, die als Summe von drei Summanden
darstellbar sind.

(8) Wir wollen etwas iiber Zerlegungen

w=a-14+b-2+¢c-5+d-10+ ...

aussagen. Das kann man von links, also von w aus betrachten, aber
auch von der rechten Seite aus. Kann man einer Darstellung

a-1+0-24c-54+d-10+ ...

ohne Bezug auf den dargestellten Wert ansehen, ob sie minimal ist?
Hier gibt es viele Gesetzméafigkeiten, z.B. kann a nicht 2 sein, da man
andernfalls die zwei 1—FEuromiinzen sofort durch eine 2-Euromiinze
ersetzen und so mit einer kleineren Anzahl von Eurozahlen auskom-
men wiirde.

(9) Héngt die eindeutige Zerlegung fiir grofie Zahlen irgendwie mit der
eindeutigen Zerlegung fiir kleinere Zahlen zusammen? Eine zweite
Darstellung fiir w fiihrt zu einer Gleichheit

a-14+b-24c¢c-54+d-10+... =ad -1+ -2+ -5+d-10+....

Hier kann man links und rechts, falls eine Eurozahl auf beiden Sei-
ten positiv vorkommt, diese Eurozahl abziehen, und erhélt so eine
Gleichheit fiir einen kleineren Ausdruck.

(10) Siehe unten.

In einem mathematischen Buch (bzw. in der Vorlesung) werden mathemati-
sche Aussagen haufig direkt bewiesen, ohne dass die Voriiberlegungen erléau-
tert werden, die zu dem Beweis gefiihrt haben. Dies ist von der Okonomie
her begriindet, man maochte einen Beweis haben, und nicht Uberlegungen
dokumentieren, die fiir sich allein genommen ziemlich aussagelos (wie das
Durchrechnen von einigen Beispielen) sind und von denen ein Grofiteil auch
in eine falsche Richtung geht. Beim Auffinden von Beweisen und beim Losen
von Aufgaben (zwischen diesen beiden Aspekten gibt es keinen grundsétzli-
chen Unterschied) ist der Weg dorthin sehr wichtig, und es sollte viel probiert,
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Strategien entwickelt und diskutiert werden, auch wenn sich das nicht in der
Dokumentation der letztlich gefundenen iiberpriifbaren Argumentation nie-
derschligt. '

Nach all diesen Voriiberlegungen kénnen wir den folgenden Satz beweisen.
Satz 2.1. FEs gelten die folgenden Aussagen.

(1) Jede natiirliche Zahl w besitzt eine eindeutige Summendarstellung
w=a;-1+ay-2+az-5+as-10+as-204+ag-50+ar-100+ ag- 200+ ag - 500

(mit a,...,a9 € N) mit der Eigenschaft, dass die Gesamtanzahl der
Summanden (also a1+as+- - -+ag ) unter allen Darstellungen minimal
15t.
(2) Eine solche Darstellung ist genau dann minimal, wenn die folgenden
Koeffizientenbedingungen erfillt sind.
a) Die Koeffizienten a;, die sich auf 1,5,10,50,100 beziehen, sind
<1.
b) Die Koeffizienten a;, die sich auf 2,20,200 beziehen, sind < 2.
c¢) Falls der Koeffizient, der sich auf 2 (bzw. 20 bzw. 200) bezieht,
gleich 2 ist, so ist der vorhergehende Koeffizient (der sich also auf 1
bzw. 10 bzw. 100 bezieht) gleich 0.
(3) Die eindeutige Darstellung findet man, indem man sukzessive abstei-
gend ag, ..., a, bestimmt, wobei man folgendermafen® vorgeht

ag st die maximale natirliche Zahl mit ag - 500 < w ,

definiere
wg = W — ag - H00.
ag 1st die maximale natirliche Zahl mit ag - 200 < wg ,
definiere
wy = wg — ag - 200,
etc.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass jede minimale Darstellung von w die in (2)
angegebenen Koeffizientenbedingungen erfiillt. Sei also

w=a;-1+as-24+as-5+as-10+as-20+ag-50+ ay- 100+ ag - 200+ ag - 500

eine minimale Darstellung. Wenn der Koeffizient vor 1 (also a1) grofer als
1 wiére, also mindestens 2, so kénnte man zwei 1-Euromiinzen durch eine
2-Euromiinze ersetzen und hétte eine Darstellung mit weniger Summanden
im Widerspruch zur Minimalitédt (ebenso fiir den Koeffizienten vor 10 und
vor 100). Wenn der Koeffizient vor 5 grofler als 1 wire, also mindestens 2, so

Das gilt auch fiir die abzugebenden Aufgaben. Geben Sie ein iiberzeugendes Endpro-
dukt der Uberlegungen ab, keine Dokumentation der Uberlegungen.

20Djes ist ein sogenannter , gieriger Algorithmus®, da er sich bei jedem Einzelschritt
daran orientiert, wie man moglichst viel von dem (verbleibenden) Geldbetrag abzahlen
kann.
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konnte man zwei 5-Furoscheine durch einen 10-Euroschein ersetzen und hétte
eine Darstellung mit weniger Summanden im Widerspruch zur Minimalitat
(ebenso fiir den Koeffizient vor 50). Wenn der Koeffizient vor 2 grofer als
2 ware, also mindestens 3, so konnte man drei 2-Euromiinzen durch eine
1-Euromiinze und einen 5-Euroschein ersetzen und hétte eine Darstellung
mit weniger Summanden im Widerspruch zur Minimalitét (ebenso fiir den
Koeffizienten vor 20 und vor 200). Wenn eine 2-Euromiinze doppelt und eine
1-Furomiinze einfach vorkommt, so kann man dies durch einen 5-Euroschein
ersetzen im Widerspruch zur Minimalitdt der Darstellung, ebenso bei einem
doppelten Vorkommen von 20 oder 200.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der minimalen Darstellung und nehmen an,
dass zwei Zerlegungen

w = ai-14+as-24+a3-5+ay4-10+as5-20+ ag-50 4+ a7 - 100 4+ ag - 200 + ag - 500
= by-1+by-24b3-5+by-10+b5-20+ bg-50 + b7 - 100 + bg - 200 + bg - 500

vorliegen. Da beide Darstellungen minimal sind, miissen nach der bisherigen
Uberlegung die Koeffizienten jeweils die Koeffizientenbedingungen erfiillen.
Wir werden zeigen, dass es iiberhaupt nur eine Darstellung gibt, die die
Koeffizientenbedingungen erfiillt. Wir miissen also zeigen, dass
a; = b

fir alle e = 1,...,9 gilt. Wenn fiir ein bestimmtes ¢ die Koeffizienten a; und
b; beide > 1 sind, so kann man beidseitig die zugehorige Eurozahl (even-
tuell zweimal) abziehen und erhélt dann eine kleinere Zahl w’, fiir die zwei
Darstellungen vorliegen, die die Koeffizientenbedingungen erfiillen. Da man
diese Uberlegung fiir jedes i durchfithren kann, gelangt man zu einer Gleich-
heit, bei der jeweils mindestens einer der Koeffizienten a;, b; gleich 0 ist. Es
ist dann zu zeigen, dass auch der andere Koeflizient gleich 0 ist. Dies zeigen
wir absteigend, beginnend mit ag bzw. by. Da die Situation symmetrisch?!
ist, konnen wir annehmen, dass ag = 0 ist. Aufgrund der Koeffizienten-
bedingungen ist (die Klammern sind suggestiv und sollen die verwendeten
Abschétzungen verdeutlichen, die erste ist echt)

(a1-14a2-24a3z-5)+ (as-10+ as - 20 + ag - 50) + (a7 - 100 + as - 200) < 10+ 90 + 400
= 500.

Daher kann by nicht 1 sein und ist ebenfalls 0. So zeigt man absteigend, dass
alle Koeffizienten 0 sind und dass die Darstellung also eindeutig ist.

Wir zeigen nun die andere Richtung aus Teil (2), dass eine Darstellung
mit den gegebenen Koeffizientenbedingungen die eindeutige Darstellung sein
muss. Mit der gleichen Argumentation wie eben, angewendet auf eine solche
Darstellung und die minimale Darstellung, ergibt sich, dass die Darstellungen
iibereinstimmen.

2IDje Situation ist symmetrisch, da die beiden Darstellungen gleichberechtigt sind. In
einer solchen Situation bedeutet es keine Einschrinkung der Aussagekraft der Argumen-
tation, wenn man eine Umbenennung vornimmt bzw. eine Eigenschaft, die eines der be-
teiligten Objekte hat, dem ersten zuweist. In einer solchen Situation finden sich haufig
Formulierungen wie ,,wir kénnen annehmen, dass ...*.
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Der dritte Teil ergibt sich daraus, dass die entstehende Darstellung die in (2)
formulierten Koeffizientenbedingungen erfiillen muss. O

Die Aufgabe 2.17 zeigt, dass das Verfahren aus Satz 2.1 (3) nicht bei jeder
Bargeldverteilung zur minimalen Darstellung fiihrt.

2. ARBEITSBLATT

2.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 2.1. Wie viele ganzzahlige Geldbetréige zwischen 1 und 100 Euro
kann man mit maximal zwei Euromiinzen bzw. Scheinen (ohne Riickgeld)
begleichen.

2.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 2.2. Sie wollen im Unterricht in der Grundschule vermitteln, dass
man nicht durch 0 teilen darf. Wie argumentieren Sie, wenn folgende Erfolgs-
quoten feststehen.

(1) Mit einem stichhaltigen mathematischen Argument bewirkt man,
dass 80 Prozent der Schiiler und Schiilerinnen nicht durch 0 teilen.

(2) Mit dem Argument, dass die 0 ganz ganz traurig wird, wenn durch sie
geteilt wird, bewirkt man, dass 90 Prozent der Schiiler und Schiile-
rinnen nicht durch 0 teilen.

(3) Mit dem Argument, dass die Schiiller Gummibérchen bekommen,
wenn sie nicht durch 0 teilen, bewirkt man, dass 100 Prozent der
Schiiler und Schiilerinnen nicht durch 0 teilen.

Aufgabe 2.3. Aus der Schule ist bekannt, dass man nicht durch 0 dividieren
darf. Warum eigentlich nicht?

Aufgabe 2.4. Gabi Hochster hat Mathematikunterricht (vierte Klasse), der
von Frau Doris Maier-Sengupta (mit den Féachern Deutsch und buddhisti-
sche Philosophie) gehalten wird. Gummibérchen hin oder her, Gabi Hoch-
ster mochte sich nicht damit abfinden, dass man anscheinend nicht durch 0
teilen darf. Die Zahlen 1/0,2/0 u.s.w. wiirde es geben, ihr Gehalt sei nur
etwas mysterios, und sie mochte sich damit weiter beschéftigen. Man konne
fiir diese Zahlen die Bruchrechenregeln nicht naiv anwenden, beispielsweise
gelte nicht die Kiirzungsregel

[esN =
o

I

[u—
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Ansonsten konne man aber mit diesen neuen Zahlen ziemlich gut rechnen,
es gelten die Kommutativgesetze, die Assoziativgesetze und das Distributiv-

gesetz,
neuen.

(1)

(2)

und es gelte nach wie vor 0-a = 0. fiir alle Zahlen a, auch fiir die

Frau Maier-Sengupta weify nicht so recht, wie sie darauf reagieren soll
und wendet sich an Sie, da Sie die Fachleiter/In Mathematik an der
Schule sind. Wie beurteilen Sie die Situation? Hat Gabi recht? Was
ist Ihr Rat an die Kollegin?

Gabi hat mittlerweile Spafl an ihren neuen Zahlen gefunden und
bringt die ganze Klasse durcheinander, weil sie stdndig sagt ,,man
darf doch durch 0 teilen“. Frau Maier-Sengupta befiirchtet, dass dies
die anderen Schiiler zu Fehlschliissen verleitet und ermahnt Gabi,
nicht mehr davon zu sprechen, das sei halt so, dass man nicht durch 0
teilen darf. Daraufthin sagt Gabi: , Frau Maier-Sengupta versteht gar
nix von Mathe, noch nicht einmal, dass man durch 0 teilen darf®. Dies
vermerkt Frau Maier-Sengupta im Klassenbuch als eine Beleidigung.
Wie hétten Sie reagiert?

Da es der dritte Vermerk war, kommt es zu einem Elterngesprich,
zu dem neben Frau Maier-Sengupta, den Eltern, Melissa und Melvin
Hochster, der Schulleitung auch Sie als Fachleiter/In teilnehmen sol-
len. Die Eltern beschweren sich, dass Frau Maier-Sengupta die krea-
tiven Ansétze ihrer Tochter nicht positiv aufnehmen wiirde, sondern
abblocke. Sie befiirchten, dass ihre Tochter in der Schule geistig ver-
arme. Was ist Thre Position?

Gabi Hochster

Aufgabe 2.5. Ein Schwabe hélt den Vorkurs. Ein Schwabe hilt die Vor-
lesungen zum Grundkurs. Ein Schwabe hélt die Ubungen zum Grundkurs.
Was bedeutet dies fiir die Tutorien des Grundkurses?

Aufgabe 2.6. Berechne den Geldbetrag, wenn man von jeder Cent-Miinze
und von jeder Euro-Miinze genau ein Exemplar besitzt.
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Aufgabe 2.7. Es sei vorausgesetzt, dass man einen konkreten Eurobetrag
w mit k& Eurozahlen begleichen kann. Zeige, dass man dann den Eurobetrag
w + 1 mit £+ 1 Eurozahlen begleichen kann.

Aufgabe 2.8. Wie viele volle Geldbetrage zwischen 1 und 100 Euro kann
man mit genau 1,2,3,4,5,6 Euromiinzen bzw. Scheinen (ohne Riickgeld)
begleichen. Was ergibt die Summe dieser Zahlen?

Aufgabe 2.9. Wie viele volle Geldbetriage zwischen 1 und 100 Euro kann
man mit genau 1,2, 3,4,5,6 Euromiinzen bzw. Scheinen (ohne Riickgeld)
minimal begleichen.

Aufgabe 2.10. Wie kann man das Dezimalsystem fiir natiirliche Zahlen mit
einem Bargeldsystem wie in Satz 2.1 in Verbindung bringen? Wie beweist
man in diesem Fall die Eindeutigkeit der Darstellung? Wéare das Dezimalsy-
stem fiir den Geldverkehr sinnvoll?

Aufgabe 2.11. An welcher Stelle bricht der Eindeutigkeitsbeweis zu Satz
2.1 zusammen, wenn man mit den Zahlen 1,3,5,10, u.s.w. statt mit den
Eurozahlen rechnet.

Aufgabe 2.12. Auf Ruggetong gibt es nur zwei Miinzen. Es kann jeder volle
Geldbetrag damit bezahlt werden. Zeige, dass dann die minimale Darstellung
eines jedes Geldbetrages eindeutig ist. Wie kann man sie berechnen?

Aufgabe 2.13. Auf Riggatong gibt es k Miinzen mit den Werten 1,2,3, ...,
k—1, k. Ist die minimale Darstellung eines jedes Geldbetrages eindeutig? Ist
die Darstellung, die so viele k-Miinzen wie moglich verwendet und den Rest
mit einer der anderen Miinzen auffiillt, minimal?

Aufgabe 2.14. Ein Geldfélscher stellt 3- und 7-Euro-Scheine her.

(1) Zeige, dass es nur endlich viele Betrdge gibt, die er nicht (exakt)
begleichen kann. Was ist der hochste Betrag, den er nicht begleichen
kann?

(2) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedene Weisen be-
gleichen kann?

(3) Beschreibe die Menge M der vollen Eurobetriige, die er mit seinen
Scheinen begleichen kann.
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Aufgabe 2.15. Wir erlauben, dass Geldbetrédge auch mit Hilfe von Riick-
geld (mit den iiblichen Eurozahlen) beglichen werden. Eine Darstellung eines
Betrages heiffit minimal, wenn die Gesamtzahl der bewegten Miinzen bzw.
Scheine minimal ist.

(1) Fiir welche Geldbetrége w < 20 verringert sich die minimale Anzahl
an Bargeldmitteln, die bewegt werden miissen.

(2) Fiir welche Geldbetridge w < 20 ist die minimale Darstellung eindeu-
tig?

2.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.16. (4 Punkte)

Auf wie viele Arten kann man mit den iiblichen Miinzen einen Betrag von
50 Cent begleichen?

Aufgabe 2.17. (2 Punkte)

Ein Land besitze Miinzen im Nennwert von 1,4,5 und 6 Talern. Zeige, dass
es nicht unbedingt zu einer minimalen Anzahl von Miinzen fiihrt, wenn man
einen Betrag sukzessive mit der grofitmoglichen Miinze begleicht.

Aufgabe 2.18. (3 Punkte)

Zu den Furozahlen soll eine zusétzliche Miinze mit dem ganzzahligen Wert
k < 10 eingefiihrt werden. Fiir welche k ist die minimale Darstellung aller
Geldbetrage eindeutig, fiir welche nicht?

Aufgabe 2.19. (4 (2+2) Punkte)

Auf den quadratischen Inseln, die wegen der annahernd quadratischen Ge-
stalt der Inseln so heiflen, sind die Nennwerte der Miinzen und Geldscheine
die Quadratzahlen 1,4,9,16,....

(1) Bestimme fiir w < 20 die minimale(n) Darstellung(en) von w.
(2) Ist die minimale Darstellung fiir alle (!) w eindeutig?

Aufgabe 2.20. (6 (2+2+2) Punkte)
Ein Geldfalscher stellt 4-, 9- und 11-Euro-Scheine her.
(1) Zeige, dass es nur endlich viele Betrdge gibt, die er nicht (exakt)

begleichen kann. Was ist der héchste Betrag, den er nicht begleichen
kann?
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(2) Was ist der kleinste Betrag, den er auf zwei verschiedene Weisen be-
gleichen kann?

(3) Beschreibe explizit die Menge M der vollen Eurobetréige, die er mit
seinen Scheinen begleichen kann.

3. VORLESUNG - AUSSAGEN

Was Hénschen nicht lernt,
lernt Hans nimmermehr

Volksmund

, Was Hénschen nicht lernt,
lernt Hans nimmermehr* hat
heute keine Geltung mehr

Bundesministerium fiir
Bildung und Forschung, 2008

3.1. Aussagen.

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das wahr oder falsch sein kann.*?

Es ist durchaus erlaubt, dass man nicht entscheiden kann, ob die Aussage
wahr oder falsch ist, weil man dazu Zusatzinformationen benotigt. Wichtig
ist allein, dass die Pridikate wahr und falsch sinnvolle Priadikate des Gebildes
aufgrund seiner syntaktischen und semantischen Gestalt sind.

Die Bedingung der Bedeutungsklarheit wird von natiirlich-sprachlichen Aus-
sagen selten erfiillt. Nehmen wir z.B. den Satz

Dieses Pferd ist schnell

Einerseits haben wir keine Information, um welches Pferd es sich handelt, von
dem da die Rede ist, und die Giiltigkeit der Aussage hingt vermutlich davon
ab, welches Pferd gemeint ist. Andererseits ist die Bedeutung von , schnell*
nicht so fest umrissen, dass, selbst wenn es klar wére, um welches Pferd es
sich handelt, vermutlich Uneinigkeit herrscht, ob es als schnell gelten soll
oder nicht. Weitere alltagssprachliche Aussagen sind

Marsmenschen sind griin.
Ich fresse einen Besen.
Heinz Ngolo und Mustafa Miiller sind Freunde.

In der natiirlichen Sprache besteht die Moglichkeit, durch Zusatzinforma-
tionen, Kontextbezug, intersubjektive Vereinbarungen und kommunikative
Bedeutungsangleichungen eine Gesprichsituation zu erzeugen, in der man

228tatt ,wahr* sagt man auch, dass die Aussage gilt oder dass sie richtig ist, statt
,falsch® auch, dass sie nicht gilt.
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iiber die Giiltigkeit von solchen nicht scharf definierten Aussagen weitgehen-
de Einigkeit erzielen kann. In der Logik und in der Mathematik hingegen
sind diese praktischen Notlosungen nicht erlaubt, sondern die Bedeutung ei-
ner Aussage soll allein aus der Bedeutung der in ihr verwendeten Begriffe
erschliebar sein, wobei diese Begriffe zuvor klar und unmissverstéandlich de-
finiert worden sein miissen. Einige mathematische Aussagen sind (egal ob
wahr oder falsch) sind

5> 3.

5 < 3.

5 ist eine natiirliche Zahl.
Esist 74+ 5 = 13.
Primzahlen sind ungerade.

Die minimale Darstellung eines Geldbetrages durch die Eurozahlen ist
eindeutig.

Wenn man diese Aussagen versteht, und insbesondere die in ihnen verwen-
deten Begriffe und Symbole kennt, so sieht man, dass es sich um Aussagen
handelt, die entweder wahr oder falsch sind, und zwar unabhéngig davon, ob
der Leser weif}, ob sie wahr oder falsch sind. Ob ein sprachliches Gebilde eine
Aussage ist hangt nicht vom Wissen, ob sie wahr oder falsch ist, oder vom
Aufwand ab, mit dem man durch zusétzliches Nachforschen, durch Experi-
mente oder durch logisch-mathematisches Uberlegen entscheiden kénnte, ob
sie wahr oder falsch ist. Bei den folgenden Beispielen handelt es sich zwar
um mathematische Objekte, aber nicht um Aussagen:

5

5+11

Die Menge der Primzahlen
ANB

Eine Summe von fiinf Quadraten

b
[, f(t)dt.
Statt uns jetzt mit konkreten Aussagen auseinander zu setzen, nehmen wir
im Folgenden den strukturellen Standpunkt ein, dass eine Aussage eine Aus-
sagenvariable p ist, die einen der beiden Wahrheitswerte wahr oder falsch
annehmen kann. Zunéchst interessiert uns dann, wie sich diese Wahrheits-
belegungen bei einer Konstruktion von neuen Aussagen aus alten Aussagen
verhalten.

3.2. Verkniipfungen von Aussagen.

Man kann aus verschiedenen Aussagen neue Aussagen bilden. Aus der Aus-
sage
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Ich fresse einen Besen

kann man die negierte Aussage
Ich fresse nicht einen Besen?

machen, und aus den beiden Aussagen
Marsmenschen sind griin

und
Ich fresse einen Besen

kann man beispielsweise die folgenden neuen Aussagen basteln.
Marsmenschen sind griin und ich fresse einen Besen
Marsmenschen sind griin oder ich fresse keinen Besen

Wenn Marsmenschen griin sind, dann fresse ich einen Besen

Wenn nicht gilt, dass Marsmenschen griin sind, dann fresse ich einen
Besen

Wenn Marsmenschen griin sind, dann fresse ich keinen Besen

Wenn nicht gilt, dass Marsmenschen griin sind, dann fresse ich keinen
Besen

Marsmenschen sind genau dann griin, wenn ich einen Besen fresse

Hierbei werden die einzelnen Aussagen fiir sich genommen nicht verdndert
(bis auf gewisse grammatische Anpassungen), sondern lediglich in einen logi-
schen Zusammenhang zueinander gebracht. Eine solche logische Verkniipfung
ist dadurch gekennzeichnet, dass sich ihr Wahrheitsgehalt allein aus den
Wahrheitsgehalten der beteiligten Aussagen und der Bedeutung der gramma-
tischen Konjunktionen (aussagenlogisch spricht man von Junktoren) ergibt
und keine weitere Information dafiir erforderlich ist. Die Aussage

Marsmenschen sind griin und ich fresse keinen Besen

ist beispielsweise genau dann wahr, wenn sowohl Marsmenschen griin sind
und ich keinen Besen fresse. Das ist jedenfalls die Bedeutung der logischen
,und“-Verkniipfung. Eine inhaltliche Beziehung zwischen den beiden Teil-
aussagen ist nicht notig.

Betrachten wir zum Vergleich eine Aussage wie

Die griinen Marsmenschen fressen Besen

23Dje sicherste Art, zur Negation zu kommen, ist eine Konstruktion wie , es ist nicht der
Fall, dass ...“ zu verwenden. Dies ist insbesondere beim anderen Beispielsatz zu bedenken,
die Aussage ,,Marsmenschen sind nicht griin“ kann man so verstehen, dass alle Marsmen-
schen nicht-griin sind, oder dass eben nicht alle Marsmenschen griin, es also Ausnahmen
gibt. Siehe auch den Abschnitt iiber Quantoren weiter unten.
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Hier entsteht eine vollig neue Aussage, die lediglich einzelne Vokabeln oder
Pradikate der vorgegebenen Aussagen verwendet, ihr Wahrheitsgehalt lésst
sich aber keineswegs aus den Wahrheitsgehalten der vorgegebenen Aussagen
erschlieflen.

Eine logische Verkniipfung von Aussagen liegt vor, wenn sich der Wahrheits-
gehalt der Gesamtaussage aus den Wahrheitsgehalten der Teilaussagen er-
gibt. Die beteiligten Verkniipfungen legen dabei fest, wie sich die Wahrheits-
werte der Gesamtaussage bestimmen lassen.

3.3. Aussagenvariablen und Junktoren.

Um sich die Abhéngigkeiten von zusammengesetzten Aussagen allein von den
einzelnen Wahrheitsgehalten der beteiligten Teilaussagen und den Junktoren,
nicht aber von den konkreten Aussagen und ihren Bedeutungen klarer zu
machen, ist es sinnvoll, mit Aussagenvariablen zu arbeiten und die Junktoren
durch Symbole zu reprisentieren. Fiir Aussagen schreiben wir jetzt

p?Q?"‘?

und wir interessieren und also nicht fiir den Gehalt von p, sondern ledig-
lich fiir die moglichen Wahrheitswerte (oder Belegungen) von p, die wir mit
w (wahr) oder f (falsch) bezeichnen (gelegentlich verwendet man auch die
Wahrheitswerte 1 und 0). Bei der Negation werden einfach die Wahrheits-
werte vertauscht, was man mit einer einfachen Wahrheitstabelle ausdriickt:

Negation
p -p
W f

f W

Bei einer konkreten Aussage gibt es in der Regel mehrere sprachliche Méglich-
keiten, die Negation zu formulieren. Um die Aussage ,,ich fresse einen Besen“
zu negieren, ist es egal, ob man sagt:

Ich fresse nicht einen Besen.

Ich fresse keinen Besen.

Es ist nicht der Fall, dass ich einen Besen fresse.
Es trifft nicht zu, dass ich einen Besen fresse.

Die Negation wirkt auf eine einzige Aussage, man spricht von einem ein-
stelligen Operator. Kommen wir nun zu mehrstelligen Operatoren, die von
mindestens zwei Aussagen abhéngen. Bei der Verkniipfung von zwei Aus-
sagen gibt es insgesamt vier mogliche Kombinationen der Wahrheitswerte,
so dass jede logische Verkniipfung dadurch festgelegt ist, wie sie diesen vier
Kombinationen einen Wahrheitswert zuordnet. Daher gibt es insgesamt 16
logische Verkniipfungen, die wichtigsten sind die folgenden vier.
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Die Konjunktion ist die Und-Verknipfung. Sie ist genau dann wahr, wenn
beide Teilaussagen wahr sind; sie ist also falsch, sobald nur eine der beteilig-
ten Aussagen falsch ist. Die Wahrheitstabelle der Konjunktion sieht so aus.

Konjunktion
plalpAg
wlw| w

w| f f
flw f
f|f f

Die Disjunktion (oder Alternation) ist die einschlieende Oder-Verknipfunyg.
Sie ist wahr sobald mindestens eine der Teilaussagen wahr ist, und insbeson-
dere auch dann wahr, wenn beide Aussagen zugleich wahr sind. Sie ist nur in
dem einzigen Fall falsch, dass beide Teilaussagen falsch sind. Offensichtlich
sind bei einer Konjunktion und einer Disjunktion die beteiligten Teilaussagen
gleichberechtigt.

Disjunktion

pPVyq
w

| = | =

Die Implikation ist die in der Mathematik wichtigste Verkniipfung. Mathema-
tische Sétze haben fast immer die Gestalt einer (verschachtelten) Implikation.
Der logische Gehalt einer Implikation ist, dass aus der Giiltigkeit einer Vor-
aussetzung die Giiltigkeit einer Konklusion folgt.?* Sie wird meistens durch
, Wenn p wahr ist, dann ist auch ¢ wahr* ausgedriickt. Thre Wahrheitsbedin-
gung ist daher, dass wenn p mit wahr belegt ist, dann muss auch ¢ mit wahr
belegt sein. Dies ist erfiillt, wenn p falsch ist oder wenn ¢ wahr ist.?® Ihre
Wahrheitstabelle ist daher

24Genauer gesagt haben mathematische Sitze fast immer die Gestalt py ApaA. .. App —

25An die Wahrheitsbelegung einer Implikation fiir den Fall, wo der Vordersatz falsch
ist, muss man sich etwas gewohnen. Der Punkt ist, dass wenn man eine Implikation p — ¢
beweist, dass man dann p als wahr annimmt und davon ausgehend zeigen muss, dass auch
q wahr ist. Der Fall, dass p falsch ist, kommt also in einem Implikationsbeweis gar nicht
explizit vor. In diesem Fall gilt die Implikation, obwohl sie keine , Schlusskraft® besitzt.
Nehmen wir als Beispiel die mathematische Aussage, dass wenn eine natiirliche Zahl n
durch vier teilbar ist, dann ist sie gerade. Dies ist eine wahre Aussage fiir alle natiirlichen
Zahlen, sie gilt insbesondere auch fiir alle Zahlen, die nicht durch vier teilbar sind. Es
gibt auch jeweils fiir alle drei Wahrheitsbelegungen, die eine Implikation wahr machen,
Beispiele von natiirlichen Zahlen, die genau diese Wahrheitsbelegung représentieren, nicht
aber fiir die vierte.
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Implikation

q9|p—4
w

w
f f
w| W
f W

Bei einer Implikation sind die beiden beteiligten Teilaussagen nicht gleich-
berechtigt, die Implikationen p — ¢ und ¢ — p sind verschiedene Aussagen.
Eine Implikation hat also eine ,Richtung®.?® Im allgemeinen Gebrauch und
auch in der Mathematik werden Implikationen zumeist dann verwendet, wenn
der Vordersatz der ,,Grund“ fiir die Konklusion ist, wenn die Implikation al-
so einen kausalen Zusammenhang ausdriickt. Diese Interpretation spielt aber
im aussagenlogischen Kontext keine Rolle.

Wenn die beiden Implikationen p — ¢ und ¢ — p zugleich gelten, so wird das
durch ,genau dann ist p wahr, wenn ¢ wahr ist“ ausgedriickt. Man spricht
von einer Aquivalenz der beiden Aussagen, die Wahrheitstabelle ist

Aquivalenz

q9|pPq
w

w
f f
A\ f
f W

Beispiele fiir eine mathematische Aquivalenzaussage sind:

Eine natiirliche Zahl n ist genau dann gerade, wenn sie im Zehnersystem
auf 0,2,4,6 oder 8 endet.

Eine Dreieck ist genau dann rechtwinklig, wenn es eine Seite gibt, deren
Quadrat gleich der Summe der beiden anderen Seitenquadrate ist.

Die Hinrichtung im zweiten Beispielsatz ist dabei der Satz des Pythagoras,
die Riickrichtung gilt aber auch. In gewissen Kontexten werden Aquivalenz
als Implikationen formuliert. Dies gilt beispielsweise fiir Belohnungen, Be-
strafungen und auch in mathematische Definitionen. Wenn man sagt: ,,wenn
du nicht durch 0 teilst, bekommst du ein Gummibérchen®, so meint man in
aller Regel, dass man auch nur dann eines bekommt, aber nicht, wenn man
durch 0 teilt. Mathematische Definitionen wie ,,eine Zahl heifit gerade, wenn
sie ein Vielfaches der 2 ist“, sind als genau dann, wenn zu verstehen.

Unter Verwendung der Negation kann man jede logische Verkniipfung durch
die angefithrten Verkniipfungen ausdriicken, wobei man noch nicht mal alle

26Bej einer Implikation p — ¢ sagt man auch, dass p eine hinreichende Bedingung fiir
q und dass ¢ eine notwendige Bedingung fiir p ist. Siehe dazu auch die Wahrheitstabelle
zur Kontraposition weiter unten.
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braucht. Z.B. kann man die Konjunktion (und ebenso die Implikation und
die Aquivalenz) auf die Disjunktion zuriickfiihren, die Wahrheitstabelle?”

Konjunktion als Disjunktion

Py —(=pV —q)
W | W W
w | f f
f|lw f
Ff f

zeigt ndmlich, dass die Wahrheitsfunktion von —(—=pV —¢) mit der Wahrheits-
funktion von p A ¢ iibereinstimmt. Daher sind die beiden Ausdriicke logisch
gleichwertig. Bei einem solchen nur leicht verschachtelten Ausdruck kann man
die Wahrheitswerte noch einfach berechnen und damit die Wahrheitsgleich-
heit mit der Konjunktion feststellen. Bei komplizierteren (tiefer verschachtel-
ten) Ausdriicken ist es sinnvoll, abhéingig von den Belegungen der beteiligten
Aussagenvariablen die Wahrheitswerte der Zwischenausdriicke zu berechnen.
Im angegebenen Beispiel wiirde dies zur Tabelle

Konjunktion als Disjunktion

plal-p|-g|-pV-g|-(=pV g
w|w| f | f f A\
w|f|] f|w w f
flw|lw]|f w f
flf|lw|w W f

fithren. Natiirlich kann man statt zwei auch beliebig viele Aussagenvariablen
verwenden und daraus iiber die Verkniipfungen neue Aussagen konstruieren.
Die Wahrheitsbelegung der zusammengesetzten Aussagen lassen sich dann
ebenfalls in entsprechend gréfleren Wahrheitstabellen darstellen.

3.4. Tautologien.

Bei Einzelaussagen und zusammengesetzten Aussagen ist jeder Wahrheits-
wert erlaubt, und die Wahrheitswerte bei den verkniipften Aussagen ergeben
sich aus den Einzelbelegungen iiber die Wahrheitsregeln, die die Junktoren
auszeichnen. Abhéngig von den Belegungen kénnen somit alle Aussagen wahr
oder falsch sein. Besonders interessant sind aber solche Aussagen, die un-
abhéingig von den Einzelbelegungen stets wahr sind. Solche Aussagen nennt
man Tautologien (oder allgemeingiiltig). Sie sind fiir die Mathematik vor al-
lem deshalb wichtig, weil sie erlaubten Schlussweisen entsprechen, wie sie in
Beweisen haufig vorkommen. Wenn man beispielsweise schon die beiden Aus-
sagen p und p — g bewiesen hat, wobei hier p und ¢ fiir konkrete Aussagen

2Tm Folgenden verwenden wir, um Klammern zu sparen, die Konvention, dass die
Negation stédrker bindet als alle mehrstelligen Junktoren, und dass die Konjunktion stérker
bindet als die anderen zweistelligen Junktoren.
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stehen, so kann man daraus auf die Giiltigkeit von ¢ schlieffen. Die zugrunde
liegende aussagenlogische Tautologie ist

ANp—q)—q.

Wie gesagt, eine Tautologie ist durch den konstanten Wahrheitswert wahr
gekennzeichnet. Der Nachweis, dass eine gegebene Aussage eine Tautologie
ist, verlduft am einfachsten iiber eine Wahrheitstabelle.

Ableitungsregel (Modus Ponens)

Plalp=apAp—=9 | @AP—4) g
wlw| w w w
w| f f f w
f|w w f w
f|f W f w
Doppelnegation
p | —p|~(=p) |p <+ ()
w| I w w
f|w f W

Tertium non datur
pl-p| pV-p

w| I W

| w W

Die Regel Tertium non datur geht auf Aristoteles zuriick und besagt, dass
eine Aussage (entweder) wahr oder falsch ist und es keine dritte Moglichkeit
gibt. Die obige Regel driickt formal gesehen nur aus, dass mindestens ein
Wahrheitswert gelten muss, die Regel davor sagt, dass p wahr zugleich —p
wahr ausschliefit, was man auch den Satz vom Widerspruch nennt (zusam-
menfassend spricht man auch vom Bivalenzprinzip). Die Giiltigkeit dieser
Regeln ist bei vielen umgangssprachlichen Aussagen fragwiirdig, im Rah-
men der Aussagenlogik und der Mathematik haben sie aber uneingeschrénkt
Giiltigkeit, was wiederum damit zusammenhéngt, dass in diesen Gebieten nur
solche Aussagen erlaubt sind, denen ein eindeutiger Wahrheitswert zukommt.
Als Beweisprinzip schléagt sich dieses logische Prinzip als Beweis durch Fall-
unterscheidung nieder, wobei die folgende Tautologie dieses Beweisprinzip
noch deutlicher ausdriickt.

Fallunterscheidung

plag |p=qlp|p=qg|l((p=dAp—=q) (=g A (p—49) —4g
w|w w f w w W

w | f f f W f w

f|w w w w w W

f|f W w f f W

Bei der Fallunterscheidung will man ¢ beweisen, und man beweist es dann
einerseits (Fall 1) unter der zusétzlichen Annahme p und andererseits (Fall 2)
unter der zusétzlichen Annahme —p. Man muss dabei zweimal was machen,
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der Vorteil ist aber, dass die zuséitzlichen Annahmen zusétzliche Methoden

und Techniken erlauben.

Die Kontraposition wird haufig in Beweisen verwendet, ohne dass dies immer
explizit gemacht wird. In einem Beweis nimmt man einen pragmatischen
Standpunkt ein, und manchmal ist es einfacher, von —¢ nach —p zu gelangen

als von p nach gq.

Kontraposition
plag|p—=q|-p|—q|~q—p|(p—q <+ (og— p)
w|w w f | f w w

w| f f f | w f w

f|w w w | f w w

f]f W w | W W A4

Die Widerspruchsregel ist auch ein haufiges Argumentationsmuster. Man
zeigt, dass aus einer Aussage p ein Widerspruch, oft von der Form ¢ A —g,

folgt, und schliefit daraus, dass p nicht gelten kann, also —p gelten muss.

Widerspruchsregel

plg|p2qgip=>q|podANP—=>q) | p (P2 AP——g) —p
w|w w f f f w

w | f f w f f w

f|w W w w W W

f|f w W W w w

3.1. Die Pausenaufgabe.

3. ARBEITSBLATT

Aufgabe 3.1. Folgende Implikationen stehen fest.

(1) Wenn Mustafa Miiller lustige Grimassen macht, dann muss sich Heinz

Heinz Ngolo

Ngolo den Bauch halten.
(2) Wenn er zu viele Gummibérchen isst, dann muss sich Heinz Ngolo
den Bauch halten.
(3) Wenn er einen Ball gegen den Bauch bekommt, dann muss sich Heinz
Ngolo den Bauch halten.
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Im Moment muss sich Heinz Ngolo nicht den Bauch halten. Was kann man
daraus schlielen?

3.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 3.2. Warum ist Mathematik schwierig, obwohl darin doch alles
logisch ist?

Aufgabe 3.3. Die Implikation p — ¢ sei bereits bewiesen. Die Aussage p/
hort sich dhnlich an wie die Aussage p. Kann man daraus die Implikation
p’ — ¢ beweisen?

Aufgabe 3.4. Paraphrasiere die folgenden Aussagen als Wenn-dann-Aussa-
gen.

) Was Héanschen nicht lernt, lernt Hans nimmermehr.

) Was der Bauer nicht kennt frisst er nicht.

) Sobald die Sonne scheint geht Lucy nach draufien.

) Ab 32 Punkten bekommt man eine 1.

) Mit dieser Einstellung sollten Sie nicht Lehrer werden.

) Was uns nicht umbringt macht uns hérter.

) Frith bt sich, wer ein Meister werden will.

) Wer A sagt muss auch B sagen.

) Wer nicht kommt zur rechten Zeit, der muss sehn, was iibrig bleibt.
) Wer selber ohne Siinde ist werfe den ersten Stein.

Aufgabe 3.5. Erstelle die Kontrapositionen zu den in Aufgabe 3.4 formu-
lierten Aussagen. Vermeide dabei Doppelnegationen.

Aufgabe 3.6. Negiere eine Implikationsaussage. Fiihre dies am Beispiel der
in der Vorlesung zitierten Aussage des Bildungsministeriums durch.

Aufgabe 3.7. Die folgenden Implikationen stehen fest.

(1) Genau dann freuen sich die Regenwiirmer, wenn es regnet oder
schneit.

(2) Genau dann freuen sich die Kinder, wenn die Sonne scheint oder es
schneit.



44

Welche Schlussfolgerung kann man in den folgenden Féllen ziehen.
a) Die Kinder und die Regenwiirmer freuen sich.
b) Die Kinder freuen sich und die Regenwiirmer freuen sich nicht.

c¢) Die Kinder freuen sich nicht und die Regenwiirmer freuen sich.

Aufgabe 3.8. Immer wenn es schneit, dann unternimmt Mustafa Miiller
(mindestens) eine der folgenden Tétigkeiten.

(1) Er fahrt Schlitten.

(2) Er baut einen Schneemann.

(3) Er macht mit Heinz, Gabi und Lucy eine Schneeballschlacht.

(4) Er schippt fiir seine Oma den Schnee weg und trinkt mit ihr Tee.

Nun schneit es, und Mustafa trinkt keinen Tee, er fiahrt nicht Schlitten und
er baut keinen Schneemann.

a) Welche Tatigkeit fiihrt er aus?
b) Kann man eine Aussage dariiber treffen, ob er Schnee schippt?

c) Kann man eine Aussage dariiber treffen, ob er fiir seine Oma Schnee
schippt?

Mustafa Miiller

Aufgabe 3.9.*

Folgende Aussagen sind bekannt.

(1) Der frithe Vogel fangt den Wurm.

(2) Doro wird nicht von Lilly gefangen.

(3) Lilly ist ein Vogel oder ein Igel.

(4) Fiir Igel ist 5 Uhr am Morgen spéit.

(5) Doro ist ein Wurm.

(6) Fiir Vogel ist 5 Uhr am Morgen friih.

(7) Lilly schléaft bis 5 Uhr und ist ab 5 Uhr unterwegs.

Beantworte folgende Fragen.
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(1) Ist Lilly ein Vogel oder ein Igel?
(2) Ist sie ein frithes oder ein spétes Tier?
(3) Fangt der spite Igel den Wurm?

Aufgabe 3.10.*

Beurteile die Snookerweisheit ,,Ein Snookerspiel kann man in der ersten Ses-
sion nicht gewinnen, aber verlieren* vom logischen Standpunkt aus.

Aufgabe 3.11.*

Im Pokal spielt Bayern Miinchen gegen den TSV Wildberg. Der Trainer vom
TSV Wildberg, Herr Tor Acker, sagt ,, Wir haben in dem Spiel nichts zu ver-
lieren“. Die Logiklehrerin von Wildberg, Frau Loki Schummele, sagt ,, Wenn
die Wildberger in dem Spiel nichts zu verlieren haben, dann haben auch
die Miinchner in dem Spiel nichts zu gewinnen“. Der Trainer von Bayern
Miinchen, Herr Roland Rollrasen, sagt , Wir haben in dem Spiel etwas zu
gewinnen®.

(1) Ist die Aussage von Frau Schummele logisch korrekt?

(2) Es sei vorausgesetzt, dass die Aussage des Bayerntrainers wahr ist.
Welche Folgerung kann man dann fiir die Aussage von Herrn Acker
ziehen?

Aufgabe 3.12. Die Lehrerin fragt Gabi Hochster ,,Stimmt das oder stimmt
das nicht“? Darauf antwortet Gabi mit den Worten ,,Ja, das stimmt oder das
stimmt nicht“. Wie beurteilen Sie die Antwort von Gabi? Gelten aussagen-
logische Gesetze im Fragekontext?

Aufgabe 3.13. Die Klasse 6b hat an jedem Wochentag eine Stunde Mathe-
matik. Die Lehrerin, Frau Maier-Sengupta, sagt am Freitag: ,,Nachste Wo-
che werden wir eine Klassenarbeit schreiben, der genaue Tag wird aber eine
Uberraschung sein“. Daraufhin sagt Gabi Hochster: ,Sie liigen!“ An welche
Argumentation denkt Gabi?

Aufgabe 3.14. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

(1) aNB+— BAa.
(2) aVp+— [Va.

Aufgabe 3.15. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.
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(1) (@ AB) Ay = an(BAY).
(2) (aVB)Vy = aV(BVy).

Aufgabe 3.16. Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aus-
sagen Tautologien sind.

1

(2) aNB — a.

(3) a—= (B — «a).

4) (a = (B—=7) = (= B) = (a—=7)).
(5) (a—= B) < (maV B).

Aufgabe 3.17. Man beweise mittels Wahrheitstabellen die Regeln von de
Morgan, ndmlich dass

~(BV) & (BN
und

—~(BA7) < (=8V )
Tautologien sind.

Aufgabe 3.18.*
Zeige, dass der aussagenlogische Ausdruck
(r—=@A=q) = (p—=(-rVg)

allgemeingiiltig ist

Aufgabe 3.19.*

Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Ausdruck, der die folgen-
de tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

?
f
f
w
f

Aufgabe 3.20. Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Aus-
druck, der die folgende tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.
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S|

3.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.21. (1 Punkt)

Es gilt: Wenn keine Ferien sind und kein Wochenende ist und er nicht krank
ist, dann muss Heinz Ngolo in die Schule. Heute muss Heinz Ngolo nicht in
die Schule. Was kann man daraus schlieSen?

Aufgabe 3.22. (4 Punkte)

Folgende Aussagen stehen fest.
(1) In den Sommerferien fahren wir nach Italien.
(2) In den Winterferien fahren wir nach Osterreich.
(3) Wenn wir in Osterreich sind, besuchen wir auch die Oma.
(4) Wenn wir nach Italien fahren, fahren wir durch die Schweiz oder durch
Osterreich.

Beantworte die folgenden Fragen.

a) Wir fahren nach Italien, aber nicht durch die Schweiz. Besuchen wir die
Oma?

b) Es sind Sommerferien und wir fahren nicht durch die Schweiz. Besuchen
wir die Oma?

¢) Kann man die Aussage , Wenn wir die Oma nicht besuchen, dann sind
keine Winterferien“ aus den Voraussetzungen erschlieflen?

d) Kann man die Aussage ,In den Sommerferien und in den Winterferien
besuchen wir die Oma*“ aus den Voraussetzungen erschlielen?

Aufgabe 3.23. (3 Punkte)

Bestimme den Wahrheitswert der Aussage

(=) = (@) V (=) < (=(r) A (g))

wenn p und r falsch sind und wenn ¢ wahr ist.
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Aufgabe 3.24. (2 Punkte)

Beweise mittels Wahrheitstabellen, dass die folgenden Aussagen Tautologien
sind.

(1) (A (BV 7)) = (@ AB)V (A7)
(2) (Vv (BAY)) <= (aVB)AlaVy).

Aufgabe 3.25. (3 Punkte)

Man beweise mittels Wahrheitstabellen die (verallgemeinerten) Regeln von
de Morgan, ndmlich dass

(@ A=(BVY)) ¢ (aA=B)A(a A=)
und

(@A=(BAY) & (A=) V(A=)
Tautologien sind.

Aufgabe 3.26. (2 Punkte)

Finde einen moglichst einfachen aussagenlogischen Ausdruck, der die folgen-
de tabellarisch dargestellte Wahrheitsfunktion ergibt.

r—h»—hé‘é’@
r—hé»—h‘é@
| 2|2 ] ] o

4. VORLESUNG - QUANTOREN UND MENGEN

4.1. Quantoren.

Betrachten wir nochmal die beiden Beispielaussagen
Marsmenschen sind griin

und
Ich fresse einen Besen,

und schauen uns die innere Struktur genauer an. In der ersten Aussage wird
einer gewissen Art von Lebewesen eine Eigenschaft zugesprochen, so wie wenn
man sagt, dass Geparden schnell sind oder dass Faultiere faul sind. Damit
kann man meinen, dass Marsmenschen ,,im Normalfall“ oder ,fast immer*
griin sind, oder aber im strengeren Sinn, dass wirklich alle Marsmenschen
griin sind. In der Mathematik interessiert man sich fiir Aussagen, die ohne
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Ausnahmen gelten (wobei man allerdings in einer mathematischen Aussa-
ge die Ausnahmen auch explizit machen kann), so dass wir die Aussage im
strengen Sinn verstehen wollen. Es handelt sich um eine sogenannte Allaus-
sage. In ihr kommen zwei Pradikate (Eigenschaften, Attribute) vor, ndmlich
einerseits, ein Marsmensch zu sein, andererseits, griin zu sein. Ein Pradikat P
ist etwas, was einem Objekt (grammatisch spricht man von einem Subjekt),
einem Gegenstand, einem Element zukommen oder nicht zukommen kann.
Ein Pradikat ist fiir sich genommen keine Aussage; aus einem Pridikat kann
man aber grundsétzlich auf zwei verschiedene Arten eine Aussage machen,
indem man némlich einerseits (durch einsetzen) fiir ein konkretes Objekt a
die Aussage
P(a)
bildet, die bedeutet, dass das Objekt a die Eigenschaft P besitzt, was wahr
sein kann oder eben auch nicht. Andererseits kann man daraus durch Quan-
tifizierung eine Aussage gewinnen. So kann man die Aussage bilden, dass
alle Objekte (typischerweise aus einer bestimmten Grundmenge) die Eigen-
schaft P haben, was wiederum wahr oder falsch sein kann. Das driickt man
formallogisch durch
VrP(x)
aus. Das Symbol
v

ist eine abkiirzende Schreibweise fiir ,.fiir alle“, und besitzt ansonsten keine
tiefere Bedeutung. Es wird Allquantor genannt. Die obige Marsmenschen-
aussage kann man als
V(M (x) — G(x))

schreiben. Das bedeutet, dass fiir alle Objekte ohne weitere Einschrinkung
gilt: wenn es sich um einen Marsmenschen handelt (wenn also M zutrifft),
dann ist er auch griin. Fiir jedes = steht in der groflen Klammer eine Aussage
in der Form einer Implikation, die eben besagt, dass wenn der Vordersatz
wahr ist, dann auch der Nachsatz wahr sein muss.

Die zweite Beispielaussage kann bedeuten, dass ich genau einen Besen fresse
oder aber mindestens einen Besen. Die Wortbedeutung des unbestimmten
Artikels ist nicht eindeutig, in einer Aussage wie ,,eine Pflanze braucht Was-
ser” bedeutet ,eine“ sogar ,alle“. In der Mathematik bedeutet es fast immer
,mindestens einen“. Die Besenaussage kann man also paraphrasieren als

Es gibt einen Besen, den ich fresse.
Dies ist eine Fristenzaussage. Eine formallogische Représentierung ist
Jz(B(x) A F(x)),

wobei B(z) bedeutet, dass das Objekt z ein Besen ist und wobei F(x) be-
deutet, dass ich dieses z fresse. Man kénnte genauso gut

Jz(F(xz) A B(x))
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schreiben. Das Zeichen
3

wird ,es gibt“ oder ,es existiert gesprochen und wird der Ezistenzquantor
(oder Eristenzoperator) genannt.

Eine Allaussage behauptet, dass ein gewisses Pridikat allen Objekten (aus
einer gewissen Grundmenge) zukommt. Wie alle Aussagen kann dies wahr
oder falsch sein. Eine Allaussage ist genau dann falsch, wenn es mindestens
ein Objekt (aus der Grundmenge) gibt, dem das Pradikat nicht zukommt.
Daher sind die beiden Quantoren, also der Allquantor und der Existenzquan-
tor, iiber die Negation eng miteinander verkniipft und lassen sich gegenseitig
ersetzen, und zwar gelten die Regeln

—(VaxP(z)) ist gleichbedeutend mit Jz(-P(x)),

—(3zP(x)) ist gleichbedeutend mit Vz(—P(z)),

VaxP(x) ist gleichbedeutend mit —(3x(—=P(x)))

und
JzP(x) ist gleichbedeutend mit —(Vz(—P(z))) .

Neben einstelligen Pradikaten wie P(z) gibt es auch mehrstellige Préadikate
der Form

P(z,y) oder Q(x,y, 2) etc. |

die eine Beziehung zwischen mehreren Objekten ausdriicken, wie z.B. ,ist
verwandt mit“, ist grofler als, sind Eltern von“ u.s.w. Entsprechend kann
dann iiber die verschiedenen Variablen quantifiziert werden, d.h. man hat
mit Ausdriicken der Form

Va(3yP(z,y)), 3x(VyP(z,y)), Vo(Iy(V2Q(z, y, 2))) usw.
zu tun.

Die Variablenbezeichnung in einer quantifizierten Aussage ist grundsétzlich
unwichtig, d.h. es ist egal, ob man VaP(a) oder VtP(t) schreibt. Man darf
dabei aber nur Variablennamen (also Buchstaben) verwenden, die im ge-
genwirtigen Kontext nicht schon anderweitig verwendet sind.

Die Logik, die sich mit quantifizierten Aussagen auseinandersetzt, heif3t Pri-
dikatenlogik oder Quantorenlogik. Wir werden sie nicht systematisch ent-
wickeln, da sie in der Mathematik als Mengentheorie auftritt. Statt P(z),
dass also ein Priadikat einem Objekt zukommt, schreiben wir x € P, wobei
dann P die Menge aller Objekte bezeichnet, die diese Eigenschaft haben.
Mehrstellige Préadikate treten in der Mathematik als Relationen auf. Das
nédchste mal werden wir die Sprache der Mengen in ihren Grundziigen vor-
stellen.
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4.2. Mengen.

Die Sprache der Mathematik wird in der Sprache der Mengen formuliert, die
eng mit der Quantorenlogik verwandt ist.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge heiflen. Mit , wohlunterschieden“ meint man, dass
es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als verschieden angesehen
werden. Die Zugehdrigkeit eines Elementes x zu einer Menge M wird durch

reM
ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch

Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.
Die wichtigste mathematische Menge ist im Moment fiir uns die Menge der
natiirlichen Zahlen

N = {0,1,2,3,...}.

Fiir Mengen gilt das Eztensionalititsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen {iberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

"':' LY |I :
David Hilbert (1862-1943) nannte sie

Georg Cantor (1845-1918) ist der ein Paradies, aus dem die
Schopfer der Mengentheorie. Mathematiker nie mehr vertrieben

werden diirfen.

Definition 4.1. Unter der leeren Menge versteht man diejenige Menge, die
kein Element besitzt. Sie wird mit

bezeichnet.
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Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafiir

NCM

(manche schreiben dafiir N C M). Beispielsweise ist die Menge aller durch 6
teilbaren natiirlichen Zahlen eine Teilmenge der Menge aller geraden Zahlen.
Bei einer Teilmengenbeziehung sagt man auch, dass eine Inklusion N C
M vorliegt. Im Nachweis, dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir ein
beliebiges Element 2 € N ebenfalls die Beziehung € M gilt.?® Dabei darf
man lediglich die Eigenschaft z € N verwenden. Im Beispiel wiirde man so
argumentieren: x ist eine durch 6 teilbare Zahl. Daher kann man

r = 6y
mit einer gewissen natiirlichen Zahl y schreiben. Dies kann man als
6 = 2(3y)
schreiben, was eben bedeutet, dass x gerade ist.

Aufgrund des Extensionalitédtsprinzips hat man das folgende wichtige Gleich-
heitsprinzip fir Mengen, dass

M = N genau dann, wenn N C M und M C N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass man die Gleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinander unabhéngi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. Dies hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekommt, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gewiinschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier wiederholt sich das Prin-
zip, dass die Aquivalenz von zwei Aussagen die wechselseitige Implikation
bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen Implikationen bewie-
sen wird.

4.3. Beschreibungsmoglichkeiten fiir Mengen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist
wohl, die zu der Menge gehérenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die
Reihenfolge der Elemente nicht ankommt. In der Abgabegruppe H sind die
Personen {Z, F, Jo, Je,V, Z}. Dies sind genau die Personen, die Sonntags im
Schwimmbad morgens um 7 Uhr am Tisch unter der Ulme sitzen. Es handelt
sich dann um zwei verschiedene Beschreibungen fiir die gleiche Menge.

Die wichtigste Beschreibung einer Menge ist die durch eine Eigenschaft. Es
sei eine Grundmenge M gegeben (wie die Menge der natiirlichen Zahlen,
die Leute im Kurs) und ferner eine gewisse Eigenschaft F (Pradikat), die
man auf alle Elemente der Grundmenge sinnvoll anwenden kann und die auf

2811 der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion verstehen als die Aussage
Vae(z € N = x € M).
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manche Elemente zutrifft, auf manche nicht (wie gerade zu sein oder sich
auf die Weihnachtsferien zu freuen). Zu der Eigenschaft E gehort innerhalb
von M die Teilmenge bestehend aus allen Elementen aus M, die diese Eigen-
schaft, diese Bedingung, erfiillen. Man beschreibt eine durch eine Eigenschaft
definierte Teilmenge meist als

{r e M|E(x)} = {x € M|z besitzt die Eigenschaft E'}
= {z € M| E trifft auf z zu}.

Dies geht natiirlich nur mit solchen Eigenschaften, fiir die die Aussage E(x)
eine wohldefinierte Bedeutung hat. Wenn man eine solche Teilmenge einfiihrt,
so gibt man ihr hiufig sofort einen Namen (in dem auf die Eigenschaft F
Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B. kann man einfiihren

G = {z € N|z ist gerade} ,
U = {x € N| z ist ungerade} ,
Q = {z € N| z ist eine Quadratzahl} |

P = {z € N|z ist eine Primzahl} .

Fiir die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mathemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auch eine Vielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei alltdglichen Mengen, wie etwa die Men-
ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Eigenschaften,
die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = {x € K|z kommt aus Osnabriick} ,

E = {x € K|z studiert im Nebenfach evangelische Theologie} ,

D = {x € K|z hat im Dezember Geburtstag} .
Die Menge K ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es ist ja

K = {z| z ist Studierender in diesem Kurs} .

4.4. Mengenoperationen.

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen enstehen.?”

29Man beachte, dass sich die dhnlich geformten Symbole N und A und U und V
entsprechen.
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Definition 4.2. Zu Mengen L und M heifit
LNM = {z|r € Lund x € M}
der Durchschnitt (oder die Schnittmenge) der beiden Mengen.

Definition 4.3. Zu zwei Mengen L und M heif}t
LUM = {x|z € L oder xz € M}

die Vereinigung der beiden Mengen.

Definition 4.4. Zu Mengen A, B nennt man
A\ B = {z|z € Aund x ¢ B}
die Differenzmenge ,,A ohne B*.

Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Haufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschlieflen.
Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge ist das
Komplement einer Teilmenge T' C G.

Definition 4.5. Zu einer Teilmenge 7' C G in einer Menge G heif3t
G\T = {z G|z ¢T}
das Komplement von T' (in G).

Dafiir schreibt man auch C7". Es gilt
G=MUM\T)
und
MnO(M\T) = 0.
Beispielsweise ist das Komplement der Menge der geraden Zahlen die Men-

ge der ungeraden Zahlen. Die Eigenschaft, dass der Durchschnitt von zwei
Mengen leer ist, bekommt einen eigenen Namen.

Definition 4.6. Zwei Mengen L und M heiflen disjunkt, wenn ihr Durch-
schnitt L N M = () ist.

Wenn Teilmengen durch geeignete Prédikate definiert sind, so stehen die
Mengenoperationen unmittelbar in Zusammenhang mit den logischen Ope-
rationen fiir die Pradikate. Wenn (in einer gewissen Grundmenge)

M = {z]a(z) gilt}
und

L = {z| B(x) gilt}
vorliegt, so ist

MNL = {z|a(z) und p(x) gilt},
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MUL = {z| a(z) oder (z) gilt},

M\ L = {z|a(x) gilt aber f(x) gilt nicht} .

4.5. Mengendiagramme.

Eine Moglichkeit, Mengen oder vielmehr die zwischen verschiedenen Men-
gen moglichen oder existierenden Verhéltnisse zueinander abzubilden, liefern
Mengendiagramme (oder Venn-Diagramme). In ihnen werden Mengen durch
gewisse Flachenstiicke in der Ebene repréasentiert. Die Flachenstiicke sollten
eine moglichst einfache Form besitzen. Sie sind zumeist ,,zusammenhéngend
(d.h. je zwei Punkte des Stiickes sind durch einen ,stetigen Weg“ miteinan-
der verbindbar). Die Fliachenstiicke konnen sich iiberlappen, und der Uber-
lappungsbereich représentiert die Schnittmenge. Idealerweise sind die auf-
tretenden Uberlappungsbereiche selbst wieder zusammenhéngend. Die ver-
schiedenen Fliachenstiicke werden héufig in unterschiedlichen Farben oder
Schraffuren gezeichnet, wobei dann die Uberlappungsbereiche durch die zu-
gehorigen Farbmischungen bzw. Mischschraffuren wiedergegeben werden.

Einige Beispiele fiir abstrakte Mengendiagramme

@l oo &
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Diese Diagramme sind vollstdndig in dem Sinne, dass sie alle moglichen
Schnitteigenschaften der beteiligten Mengen représentieren. In den folgen-
den Diagrammen wird nicht jede mogliche Schnitteigenschaft représentiert.

Einige Beispiele fiir konkrete Mengen-Diagramme

In diesem Fall repriasentieren die beteiligten Mengen einen bestimmten Be-
griff, das Schnittverhalten héngt dann von inhaltlichen Uberlegungen ab.
Solche Diagramme spielen in der Mathematik keine groie Rolle. Wenn man
allerdings z. B. verschiedene algebraische Begriffe wie Gruppe, Ring, kommu-
tativer Ring, Divisionsbereich, Korper in ihrer Hierarchie veranschaulichen
mochte, so ist ein solches Diagramm durchaus sinnvoll.
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winzig

aliphatisch

hydrophob — aromatisch  positiv

British Isles

United Kingdom

Geistiges Eigentum d
Gewerblicher Rechtschutz
Sechutz gewerblicher
Eigenarien [/

h/ iisthetische Eigenarten [/ -

f technische Eigenarten /

Geschiifts-
% geheimnisse
—

V 2 VO Geschiiftliche
e /7Sty ((Gesch

[( Rennzet ezeichnungen, e

Great Britain

WoRARUEN

Rufays.

4. ARBEITSBLATT

4.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 4.1. Negiere die Aussage ,,Alle Kinder essen in der Pause ein But-
terbrot oder einen Apfel“ durch eine Existenzaussage.

4.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 4.2.*

Wir betrachten den Satz ,,Lucy Sonnenschein tanzt auf allen Hochzeiten*.
Negiere diesen Satz durch eine Existenzaussage.

Lucy Sonnenschein
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Aufgabe 4.3.*

Wir betrachten den Satz ,,Diese Vorlesung versteht keine Sau“. Negiere diesen
Satz durch eine Existenzaussage.

Aufgabe 4.4. Man formalisiere die folgenden Aussagen, indem man geeigne-
te Pradikate erkldart. Man gebe die Negation der Aussagen (umgangssprach-
lich und formal) an.

(1) Alle Végel sind schon da.

(2) Alle Wege fithren nach Rom.

(3) Faulheit ist aller Laster Anfang.

(4) Alle Menschen werden Briider, wo dein sanfter Fliigel weilt.
Aufgabe 4.5. Formuliere die folgenden einstelligen Prédikate innerhalb der
natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...} allein mittels Gleichheit, Addition,

Multiplikation und unter Verwendung von aussagenlogischen Junktoren und
Quantoren.

(1) x ist ein Vielfaches von 10.

2) x ist grofer als 10.

) @ ist kleiner als 10.

) x ist eine Quadratzahl.

) x ist keine Quadratzahl.

) x ist eine Primzahl.

) x ist keine Primzahl.

) x ist das Produkt von genau zwei verschiedenen Primzahlen.

(
(
(
(
(
(
(

3
4
5
6
7
8

Ein abstraktes und ein konkretes Mengendiagramm.

Aufgabe 4.6. Es sei LA die Menge der Grofibuchstaben des lateinischen
Alphabets, GA die Menge der GroBbuchstaben des griechischen Alphabets
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und RA die Menge der Groflbuchstaben des russischen Alphabets. Bestimme
die folgenden Mengen.

(1) GA\ RA.

(2) (LANGA) U (LAN RA).

(3) RA\ (GAU RA).

(4) RA\ (GAULA).

(5) (RA\ GA)N ((LAUGA) \ (GAN RA)).

Aufgabe 4.7. In der Pause isst Mustafa Miiller einen Apfel und einen Scho-
koriegel, Heinz Ngolo isst einen Apfel und ein Butterbrot, Lucy Sonnenschein
isst einen Apfel, Gabi Hochster isst ein Butterbrot und einen Schokoriegel
und Frau Doris Maier-Sengupta isst einen Apfel, ein Butterbrot und einen
Schokoriegel.

Die Mengen der Apfel- Butterbrot und Schokoriegelesser seien mit A, B, .S be-
zeichnet. Erstelle mengentheoretische Ausdriicke fiir die folgenden Beschrei-
bungen und liste die Elemente der Mengen auf (die Grundmenge bestehe aus
den fiinf Personen).

) Isst einen Apfel.

) Isst keinen Apfel.

) Isst ein Butterbrot oder einen Schokoriegel.

) Isst einen Apfel aber keinen Schokoriegel.

) Isst einen Apfel und einen Schokoriegel aber kein Butterbrot.

) Isst ein Butterbrot, aber weder einen Apfel noch einen Schokoriegel.
)

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7) Isst nichts.

Aufgabe 4.8. Skizziere ein Mengendiagramm zum Thema Stoff in der
(Grund)-Schule, das die folgenden (oder dhnliche) Mengen und ihre Bezie-
hungen abbildet.

e Was habe ich in der Schule gelernt.

e Was kam in meiner Schule dran.

e Was wird an manchen Schulen gelehrt.

e Was konnte an einer Schule gelehrt werden.
e Was steht in den Schulbiichern.

e An was kann ich mich erinnern.

e An was konnen sich andere erinnern.

e Was stand im Lehrplan.

e Was haben die Lehrer verstanden.
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Welche Inklusionen gelten, wie sehen Durchschnitte, Vereinigungen, Rest-
mengen aus?

Aufgabe 4.9. Skizziere ein Mengendiagramm, das zu vier Mengen alle mog-
lichen Schnittmengen darstellt.

Aufgabe 4.10.*
Es seien A, B und C' Mengen. Beweise die Identitét
A\ (BNC) = (A\B)U(A\C).

Aufgabe 4.11. Es seien A, B und C' drei Mengen. Man beweise die folgen-
den Identitaten.

(1) Aud = A,

(2) AN =10,

(3) ANB=BNA,

(4) AUB=BUA,

(5) AnN(BNC)=(ANnB)NC,

(6) AU(BUC)=(AUB)UC,

(7) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC),
(8) AU(BNC)=(AuB)N(AUC(C),
(9) AN (BUC) = (A\ B)N(A\C).

Aufgabe 4.12. Man gebe fiir die folgenden Teilmengen der natiirlichen Zah-
len quantorenlogische Beschreibungen.

(1) Die Menge der geraden Zahlen,

(2)

(3) Die Menge der ungeraden Zahlen,

(4) Die Menge der Quadratzahlen,

(5) Die Menge der Primzahlen,

(6) Die Menge der Zahlen, die als Summe von drei Quadratzahlen ge-
schrieben werden kénnen.

Aufgabe 4.13. Es seien M und N disjunkte Mengen und x € M. Zeige,
dass auch M \ {z} und N U {z} disjunkt sind und dass

MUN = (M\{z}) U(NU{z})
gilt.

Aufgabe 4.14. Finde Parallelen zwischen Aussagen- und Quantorenlogik
einerseits und Mengentheorie andererseits.
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4.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.15. (4 Punkte)

Formuliere die folgenden einstelligen Prédikate innerhalb der natiirlichen
Zahlen N = {0,1,2,3,...} allein mittels Gleichheit, Addition, Multiplikation
und unter Verwendung von aussagenlogischen Junktoren und Quantoren.

1
2) x ist eine ungerade Zahl.

3) x ist eine Kubikzahl.

4) x ist ein Vielfaches von 5 und ein Vielfaches von 3.
5) x ist ein Vielfaches von 5 oder ein Vielfaches von 3.
6) x besitzt bei Division durch 5 den Rest 3.

7) x ist die Summe von zwei Quadratzahlen.

8) z ist die Summe von vier Quadratzahlen.

Aufgabe 4.16. (4 Punkte)
Bestimme fiir die Mengen

M ={a,b,c,d,e}, N =A{a,c,e}, P={b}, R={b,d,e, f}
die Mengen

(1) MNN,
(2) MNNNPNR,
(3) MUR,

(4) (NUP)NR,

(5) N\ R,

(6) (MUP)\ (R\N),
(7) (PUR)NN)NR,
(8) (R\ P)N(M\N).

Aufgabe 4.17. (4 Punkte)

Es seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind.

B,
B =
B
B =

eIl e e N
—C2IN

A,
B,
0,

s gibt eine Menge C' mit B =AU C,

(1)
(2)
(3)
(4)
(5) E
(6) Es gibt eine Menge D mit A = BN D.
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Aufgabe 4.18. (5 Punkte)

Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger aristotelischer Syllogis-
men. Dabei bezeichnen A, B, C' Mengen.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C' C A.

(2) Modus Celarent: Aus BN A= und C C B folgt C N A= 0.
(3) Modus Darii: Aus B C A und C'N B # () folgt C'N A #£ 0.
(4) Modus Ferio: Aus BN A =0 und CN B # () folgt C  A.
(5) Modus Baroco: Aus BC Aund B € C folgt A Z C.

5. VORLESUNG - ZAHLEN UND ZAHLEN

Es gibt nur eine
Grundrechenart, das Zahlen

5.1. Zahlen.

Unter Zahlen verstehen wir die geordnete systematische, prinzipiell unend-
liche Abfolge von wohlbestimmten, wohlunterschiedenen (sprachlichen oder
schriftlichen) Symbolen. Wir erwéhnen einige Moglichkeiten von solchen Ab-
folgen.

(1)
[ A1 T -

Dies ist die Strichabfolge. Es wird einfach bei jedem Schritt ein
zusétzlicher Strich hinzugefiigt. Die Symbole sind die einzelnen
Strichfolgen.
(2)
NO,NNO, NNNO, NNNNO, NNNNNO,....

Hier hat man den Nachfolger der 0, den Nachfolger des Nachfolgers
der 0, den Nachfolger des Nachfolgers des Nachfolgers der 0, u.s.w.
(3) Die Lautfolge

eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn,
elf, zwolf, dreizehn, vierzehn, ....

Dies ist zwar sehr vertraut und man weifl; wie es weiter geht, das
sprachliche Bildungsgesetz ist aber keineswegs trivial, und bei sehr
groflen Zahlen kommt man doch ins Schwitzen. Was kommt beispiels-
weise nach

neunhundertneunundneunzig Trilliarden
neunhundertneunundneunzig Trillionen
neunhundertneunundneunzig Billiarden
neunhundertneunundneunzig Billionen
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neunhundertneunundneunzig Milliarden
neunhundertneunundneunzig Millionen
neunhundertneunundneunzig Tausend
neunhundertneunundneunzig?

Es gibt keine allgemein anerkannte sprachliche Festlegung fiir belie-
big weites Zahlen. Jede sprachliche Festlegung, die jede beliebig grofe
natiirliche Zahl ausdriicken mochte, muss frither oder spéter auf ei-
ne Vervielfachung von Wortern zuriickgreifen, wie das im Fall der
Strichfolge von Anfang an geschieht. Die Worter werden jedenfalls
auch unendlich lang, siehe w:Zahlennamen.

(4)
eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn,

elf, zwolf, dreizehn, ..., .neunundneunzig, zehnmalzehn,
zehnmalzehn und eins,

Hier weil man, wie die Folge ins Unendliche weitergeht. Statt bei
zehn kann man mit der systematischen Vervielfachung auch deutlich
spater anfangen.

(5)
eins, zwei, drei, vier, fiinf, sechs, sieben, acht, neun, zehn,

zehnundeins, zehnundzwei, zehnunddrei, zehnundvier, ...,
zwanzig, zwanzigundeins, zwanzigundzwei, ....

Diese Art zu zdhlen (bzw. ohne das ,und“) wird von einigen Leu-
ten vorgeschlagen, um die verkehrte Aussprache von Einer- und Zeh-
nerstellen und damit Zahlendreher zu vermeiden. Siehe den Verein
w:Zwanzigeins (an der Namensgebung und auch auf der Seite des
vereins fallt auf, dass das Verhéltnis zu den Zahlen von 11 bis 19
unklar ist).
(6)

yksi, kaksi, kolme, neljé, viisi, kuusi, seitseméin,

kahdeksan, yhdeksén, kymmenen, yksitoista, kaksitoista,

kolmetoista, ..., kaksikymmenta, kaksikymmentéyksi, ....

Was steht dazwischen und wie geht das weiter?
(7)
a,b,c,d,e, f,g,h,t,5,k, l,m,n,o0,p,q,r,s,t,u,v,w, vy, 2,
aa,bb, cc, ....

Man kann das Alphabet natiirlich auch auf andere Weisen zu einer
unendlichen Folge fortsetzen.

(8)
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, ....
Hier ist das Bildungsgesetz bekannt und ziemlich einfach. Wenn die
letzte Ziffer nicht 9 ist, so wird sie um 1 erhoht, fiir die nachfolgende
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Zahl muss man also in diesem nur die letzte Ziffer durch den Nach-
folger ersetzen. Wenn die letzte Ziffer eine 9 ist, muss man sémtliche
hinten aneinanderliegende 9nen durch Oen ersetzen und die unmittel-
bar davor liegende Ziffer durch ihren Nachfolger ersetzen (wie ist das
zu verstehen, wenn die Zahl ausschliefllich aus 9nen besteht?).
(9)
1,10,11,100,101,110,111, 1000, 1001, 1010, ... .

Entscheidend ist, dass jeweils festgelegt ist, welches Symbol/Objekt als Néch-
stes kommt. Dies wird in der Regel durch eine mehr oder weniger komplexe
Bildungsvorschrift beschrieben, die sagt, wie man aus einem Symbol das
Nachfolgersymbol erhélt.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Der natiirliche Zahlenstrahl, die Gerade hat im Moment noch keine eigenstandige
Bedeutung. In diesem Zihlmodell bedeutet das Zahlen, um eine Schrittlinge
nach rechts zu gehen. Die Beschriftung mit den Dezimalzahlen gibt die
Identifizierung mit einem anderen Z&hlmodell.

Wir halten die folgenden Eigenschaften eines sinnvollen Zihlens fest.

(1) Es gibt ein Startelement, mit dem man das Zihlen anfingt.

(2) Zu jeder Zahl gibt es eine eindeutig bestimme Nachfolgerzahl.

(3) Das Startelement ist selbst keine Nachfolger.

(4) Jede Zahl, die nicht das Startelement ist, besitzt einen eindeutig be-
stimmten Vorgénger.

(5) Durch Zahlen erhdlt man ausgehend vom Startelement frither oder

spéater alle Zahlen.

L)

Welche Eigenschaft erfiillt dieses ,,Z&hlsystem® nicht?

Damit schlieen wir insbesondere aus, dass man im Kreis zihlt, wie beispiels-
weise mit den Wochentagen Montag, Dienstag, ..., Sonntag, Montag. Da hat
jeder Tag einen eindeutig bestimmten Vorgéngertag und es gibt kein Start-
element ohne Vorgénger. Die letzte Eigenschaft stellt sich, dass man keine
unnotigen Zahlen mitschleppt, die fiir das Zédhlen nicht gebraucht werden.
Eine solche Zidhlmenge nennen wir ein Modell der natiirlichen Zahlen oder
schlicht natiirliche Zahlen. Unabhéngig vom Modell bezeichnen wir zu n den
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Nachfolger als n’ (spater auch mit n + 1, im Moment haben wir aber die
Addition noch nicht eingefiihrt).

Wir treffen noch eine wichtige Vereinbarung iiber das Startelement. In den
Beispielen oben hatten wir das Zahlen mit einem 1-dhnlichen Symbol begon-
nen. Von den soeben fixierten Eigenschaften ist die Bezeichnung des Start-
elements unerheblich. Im Folgenden werden wir allerdings die Zahlen dazu
verwenden, Anzahlen von endlichen Mengen auszudriicken, also zu zéhlen in
einem weiteren Sinne. Da es auch die leere Menge gibt, werden wir daher das
Startelement 0 nennen und den Nachfolger davon

0 =1.

Fiir uns ist also 0 eine natiirliche Zahl. Griinde dafiir werden wir schon heute
kennen lernen. Die natiirlichen Zahlen werden mit N bezeichnet, die Menge
der positiven natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit N ; da gehért die 0 nicht
dazu.

Mit dem Abbildungsbegriff werden wir die bisherigen Beobachtungen in der
iibernéchsten Vorlesung im Rahmen der Dedekind-Peano-Axiome prézisie-
ren und insbesondere beweisen, dass je zwei Modelle der natiirlichen Zahlen
iibereinstimmen.

5.2. Zahlen ohne Zahlen.

Heinz Ngolo und Mustafa Miiller im Sandkasten.

Bevor wir Mengen mit Hilfe der natiirlichen Zahlen abzahlen, betrachten wir
kurz eine noch fundamentalere Idee, wie man Mengen auch ohne Zahlkennt-
nisse untereinander vergleichen kann.

Beispiel 5.1. Die beiden Freunde Mustafa Miiller und Heinz Ngolo sitzen
im Sandkasten und wollen wissen, wer von ihnen mehr Buddelsachen dabei
hat. Sie sind noch klein und kénnen noch nicht zédhlen. Sie 16sen das Problem,
indem beide gleichzeitig je eine Sache aus ihrem Besitz aus dem Sandkasten
hinauswerfen, und dies so lange wiederholen, bis ein Kind keine Sachen mehr
im Sandkasten hat. Wenn das andere Kind noch Sachen iibrig hat, so hat
dieses insgesamt mehr Buddelsachen, andernfalls haben sie gleichviel.
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5.3. Zdhlen von endlichen Mengen.

Die vielleicht wichtigste Funktion der natiirlichen Zahlen ist es, zu einer ge-
gebenen endlichen Menge M zu beschreiben, wie viele Elemente sich in ihr
befinden, was ihre Anzahl ist. Man mochte beispielsweise wissen, wie vie-
le Apfel in einem Korb drin sind oder wie viele Schiiler im Bus sind. Das
iibliche praktische Verfahren, die Anzahl einer endlichen Menge zu bestim-
men, ist, die Elemente mit 1,2,3, ..., n durchzuzihlen (die Elemente durch-
zunummerieren), wobei jedes Element genau eine Nummer bekommt. Die
letzte benotigte Zahl n ist dann die Anzahl der Menge. Um sich die Rich-
tigkeit und Sinnhaftigkeit dieses Verfahrens klar zu machen, es ist hilfreich,
mogliche Fehlerquellen, die auch praktisch haufig auftreten, zu erkennen.

(1) Man beherrscht das Zéhlen der natiirlichen Zahlen nicht. Dann z&hlt
man die Apfel nacheinander als

5,7,1,8,3,3,4.

(2) Man beherrscht zwar das Zahlen der natiirlichen Zahlen, kommt aber
im Zahlvorgang durcheinander, etwa wenn die Schiiler sich bewegen
oder wenn man unterbrochen nicht. Dann zahlt man

1,2,3,4,5, wo war ich gerade 7 ,5,6,7, wie bitte 7 ,9,10.

(3) Man zdhlt die Zahlen ohne Liicken und ohne Wiederholungen richtig
ab, aber man iibersieht Elemente.

(4) Man zahlt die Zahlen ohne Liicken und ohne Wiederholungen richtig
ab, aber man z#éhlt gewisse Elemente mehrfach.

Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnen wir mit {1, ..., n} diejenige Teilmenge
der natiirlichen Zahlen, die aus genau den Zahlen besteht, die man von 1
ausgehend durch sukzessives Nachfolgernehmen erhélt, bis man bei n anlangt
und dann aufhort. Die Elemente 1 und n gehoren also insbesondere dazu.
Diese Mengen sind fiir uns die Standardmengen mit genau n Elementen. Wir
werden beliebige endliche Mengen dadurch abzéhlen, dass wir sie mit solchen
Standardmengen in Beziehung setzen (die leere Menge betrachten wir auch
als eine Standardmenge). Zu zwei natiirlichen Zahlen k und n, wobei n im
Zahlprozess nach k kommt, bezeichnen wir mit {k,...,n} die Menge aller
Zahlen, die man von k ausgehend durch sukzessives Zahlen erreicht, bis man
schlielich bei n anlangt und dann aufhort.

Wenn man richtig zéhlt, erhédlt man eine Zuordnung zwischen den beiden
Mengen
{1,2,...,n} und der gegebenen Menge M |

bei der jeder natiirlichen Zahl zwischen 1 und n genau einem Element der
Menge und umgekehrt entspricht. Intuitiv (oder nur im Sinne einer Gewohn-
heit) ist es klar, dass beim richtigen Zdhlen der Menge M stets die gleiche
Zahl n als Anzahl herauskommt, dass also die Anzahl unabhéngig von der
Zghlreihenfolge ist. Kann man das genauer begriinden? Sowohl diese Frage
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als auch die oben erwéhnten Fehlerquellen kénnen mit dem Abbildungsbegriff
beantwortet bzw. analysiert werden.

Definition 5.2. Seien L und M Mengen. Eine Abbildung F' von L nach M
ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein Element der
Menge M zugeordnet wird. Das zu « € L eindeutig bestimmte Element wird
mit F'(x) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes héufig durch

F: L— M, z+— F(z),

aus.

Bei einer Abbildung F': L — M heifit L die Definitionsmenge (oder Defini-
tionsbereich) der Abbildung und M die Wertemenge (oder Wertevorrat oder
Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Element = € L heifit das Element

F(x)e M

der Wert von F an der Stelle x. Statt Stelle sagt man auch héufig Argument.
Zwei Abbildungen F: L; — M; und G: Ly — M, sind gleich, wenn die
Definitionsmengen und die Wertemengen {ibereinstimmen und wenn fiir alle
x € Ly = Lo die Gleichheit F(x) = G(z) in M; = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zuriickgefiihrt auf die Gleichheit von Elementen
in einer Menge. Abbildungen werden haufig auch Funktionen genannt.

Der Abbildungsbegriff ist fundamental fiir die Mathematik, es gibt eine Viel-
zahl an verschiedenen Abbildungen und an Darstellungsmoglichkeiten von
Abbildungen. Im jetzigen Kontext interessieren wir uns nur fiir Abbildungen
zwischen endlichen Mengen, die stets durch eine vollsténdige Wertetabelle
angegeben werden konnen. Fiir die Mengen

L = {1,2,3,4,5,6,7,8}

und
M = {a7b7cﬂd7e7f’g}

ist beispielsweise

F(z) |cla|a|ble |ble|d

eine vollstdndige Wertetabelle. Aus ihr kann man unmittelbar den Wert, F'(3)
als a ablesen. Es handelt sich aber offenbar nicht um eine korrekte Abzidhlung
dieser Menge, da a und e mehrfach im Bild auftauchen (mehrfach gezéhlt
werden) und f iiberhaupt nicht im Bild auftaucht (iibersehen wird).

Wenn die obigen Fehlerquellen (1) und (2) ausgeschlossen sind, so ist das
(versuchsweise) Abzédhlen einer Menge M eine Abbildung

w: {1,...,n} — M, i — o(i).
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Jeder natiirlichen Zahl ¢ wird also ein eindeutiges Element der Menge M zu-
geordnet. Die beiden Fehlerquellen (3) und (4) sind durch den Abbildungs-
begriff nicht ausgeschlossen. Eine Abbildung F' kann fiir verschiedene Defi-
nitionsstellen, also beispielsweise Zahlen ¢ # j den gleichen Wert, also

haben und sie muss nicht jedes Element der Menge M erfassen. Es kann
also Elemente m € M mit der Eigenschaft geben, dass fiir jedes ¢ aus dem
Definitionsbereich stets

gilt.

Diese beiden Fehlerquellen erfassen wir mit den folgenden Begriffen.

Definition 5.3. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Dann heifit F’

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente x,2’ € L auch F(x) und
F(z') verschieden sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L mit
Fz) =y
gibt.

e bijektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

A B

1 a
2 »b
3 el ¢
4 J l‘;n‘l

Weder injektiv noch surjektiv. Injektiv und surjektiv.
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1 a 1 a
2 = 2 »b
3 >C 3 >C
4 d
Nicht injektiv, aber surjektiv. Injektiv, nicht surjektiv.

Diese Begriffe sind fundamental! Beispielsweise ist die Nachfolgerabbildung
N—N, z+— 2,

auf der Menge der natiirlichen Zahlen wegen der oben angefiithrten Eigen-
schaft (4) injektiv, aber wegen der Eigenschaft (3) nicht surjektiv, da das
Startelement nicht der Nachfolger einer Zahl ist.

Die Frage, ob eine Abbildung F' diese Eigenschaften besitzt, kann man an-
hand der Gleichung®

F(r) =y
(in den beiden Variablen z und y) erlautern. Die Surjektivitiat bedeutet, dass
es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, die
Injektivitat bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine Lésung x € L
fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitdt bedeutet, dass es zu jedem
y € M genau eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt. Die Surjektivitéit
entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitdt der Eindeutig-
keit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Mathematik und
konnen selbst wiederum hiufig als die Surjektivitat oder die Injektivitit einer
geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitédt einer Abbildung geht man héaufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen x und 2z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(a) erschlieit, dass = = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus x # x’ auf F(x) # F(2') zu schlieflen.

30Uber Gleichungen und Variablen werden wir spiter ausfiihrlicher sprechen.
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Definition 5.4. Eine Menge M heifit endlich mit n Elementen, wenn es eine
Bijektion

{1,....n} — M
gibt.

Unser erstes Hauptanliegen ist es zu begriinden, dass die natiirliche Zahl
n dabei eindeutig bestimmt ist. Wir werden nach einigen Vorbereitungen
zeigen, dass wenn

e: {1,...,n} — M
und

v Al .k — M
bijektive Abbildungen sind, dass dann

n ==k

ist. Diese Zahl heifit die Anzahl (oder die Kardinalitit) der Menge. Sie wird
mit #(M) oder mit |M| bezeichnet. Die bijektive Abbildung

{1,...,n} — M

kann man eine Nummerierung der Menge M nennen. Eine Menge besitzt also
n Elemente, wenn man sie mit den natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchnum-
merieren kann. Zwei endliche Mengen M und N, fiir die es eine Bijektion

M —N

gibt, besitzen die gleiche Anzahl. Dies beruht einfach darauf, dass diese Bi-
jektion verkniipft mit der bijektiven Nummerierung wieder eine Bijektion ist.
Eine Menge, die nicht endlich ist, fiir die es also keine Bijektion mit {1,...,n}
fiir irgendein n gibt, heift unendlich.

Bemerkung 5.5. Unter Modellierung versteht man in der Mathematik den
Vorgang, realweltliche Phénomene mathematisch zu erfassen, zu verstehen
und zu beeinflussen. Das Zahlen ist ein allgegenwértiger Vorgang, mit dem
die Anzahl von Mengen bestimmt werden, um deren Gréfenordnung einord-
nen zu kénnen, um sicherzustellen, dass alle Schiiler da sind, um den Preis der
Gesamtmenge zu bestimmen, u.s.w. Dieser alltdgliche Vorgang wird mit dem
Begriff einer bijektiven Abbildung erfasst bzw. modelliert. Als Gewinn die-
ses Modellierungsvorgangs kann man nennen: Fehlerquellen erkennen, durch
Rechnungen Zahlvorgéinge abkiirzen, die prinzipielle Korrektheit der Zahli-
dee begriinden.

Mathematisch modelliert werden physikalische Prozesse, Wetterphédnomene,
Finanzaktionen, etc. Die Prozesse konnen dabei beliebig komplex sein und
die addquaten mathematischen Mittel sind dann in der Regel entsprechend
komplex. In diesen komplexeren Situationen liegt ein wichtiger Gewinn dar-
in, Aussagen iiber den Verlauf der Prozesse in der Zukunft mathematisch
vorherzusagen.
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Eine typische, in der Schule auftretende Form der Modellierung ist die Text-
aufgabe. Aus einem mehr oder weniger langen Text muss der mathematische
Gehalt herausgelesen und fiir eine Frage die Antwort gefunden werden. Al-
lerdings ist hier typischerweise klar, mit welchen mathematischen Methoden
an die Aufgabe herangegangen werden soll.

5. ARBEITSBLATT

5.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 5.1. Zahle im Zweiersystem bis 100000.

5.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5.2. Erstelle das , kleine Einsnachnull“.

Aufgabe 5.3. Warum macht der Kellner Striche auf den Bierdeckel, statt
Zahlen drauf zu schreiben?

Aufgabe 5.4. Wir zéhlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ... .

(1) Was ist iiberiibermorgen von morgen?

(2) Was ist morgen von morgen von morgen von iibermorgen?
(3) Was ist heute von iiberiiberiibermorgen?

(4) Welche Tage sind ein morgen eines Tages der Z&hlliste?
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Aufgabe 5.5. Der Alleinherrscher X herrscht mit grofler Willkiir und mo-
chte im Alltag des Volkes présent sein. Deshalb schafft er das iibliche Zéhlen
ab und ersetzt es durch die Namen seiner S6hne geméfl der Geburtsreihen-
folge. Es soll also hinfort (nach der Null) mit

Peter , Heinz , Ulrich , Albrecht , Karl

gezéhlt werden, danach soll es mit Uberpeter, Uberheinz, ... , Uberkarl,
Uberiiberpeter, ..., Uberiiberkarl, Uberiiberiiberpeter, ... weitergehen. Ist dies
ein mathematisch sinnvollen Zahlen? Benenne die Dezimalzahl 27 in die-
sem Sohnsystem. Welche Dezimalzahl verbirgt sich hinter Uberiiberiiberiiber-
iberiiberiiberalbrecht?

Aufgabe 5.6. Intelligente zdhlbegabte Lebewesen aus einer fernen Gala-
xie besuchen die Erde. Sie besitzen nur ein Auge, dass immer nach links
schaut. Sie lernen somit das menschliche Zahlen anhand der linken Straflen-
seiten (bei wechselseitiger Nummerierung) kennen und berichten zuhause:
,Die Menschen auf der Erde zdhlen

1,3,5,7,9,11,13,15,17,19, 21, 23,

und so weiter. Es treten vorne Ziffern auf, die als Endziffer nicht erlaubt sind.
Die Idee einer 0 scheinen sie nicht zu kennen*.

(1) Kann man mit diesem Straflenseitensystem zéihlen?

(2) Welche Hausnummer bekommt das n-te Haus auf der linken (ungera-
den) Straflenseite, welche Hausnummer bekommt das n-te Haus auf
der rechten (geraden) StraBenseite?

(3) Welche Zahlen im Fiinfersystem stimmen inhaltlich mit den Straflen-
seitenzahlen {iberein?

(4) Was ist der Nachteil des Strafienseitensystems gegeniiber dem Fiin-
fersystem?

(5) Wére es fiir das Zédhlen ein Nachteil, wenn wir 1,2,3,4,...,9,11,
12,...,19,21,...,99,111,112 zéhlen wiirden? Hat es andere Nach-
teile?

Aufgabe 5.7. Im Euromiinzensystem wird so gezahlt, dass die Koeffizien-
ten (also 0,1,2) der minimalen Darstellung einer Zahl im Sinne von Satz
2.1 in absteigender Wertreihenfolge angegeben werden. Bestimme die zehn
Nachfolger von

1020.

Die folgende Aufgabe sollte man nicht bearbeiten, sondern zum Anlass neh-
men, sich iiber unser Ziffernsystem zu freuen.
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Aufgabe 5.8. Man definiere, welche endlichen Zeichenketten aus I, V., X, L,
C, D, M im rémischen Zahlsystem (mit oder ohne Subtraktionsregel) erlaubt
sind und welche nicht. Man erstelle einen Algorithmus, der zu jeder erlaubten
romischen Zahl den Nachfolger berechnet.

Aufgabe 5.9. Essei M C N die Menge aller Telefonnummern in einer Stadt.
Besitzt die Nachfolgerfunktion auf dieser Menge eine sinnvolle Interpretati-
on?

Aufgabe 5.10. Bestimme die Menge {1,...,6} in den in der Vorlesung
gegebenen Zihlbeispielen.

Aufgabe 5.11. Bestimme die Anzahl der Punkte im Bild unten.

Aufgabe 5.12. Bestimme die Anzahl der folgenden Mengen.

(1) {5,17,43,26,9,65,63,38,30, 85,93, 54},
(2) {6,11,46,76,7, 54,6, 46,39, 43, 85,62, 46, 54, 12, 11},
(3) LI s T T THTTS TS T S T TS T

Aufgabe 5.13. Man beschreibe eine Bijektion zwischen N und Z.

Aufgabe 5.14. Beschreibe mit Quantoren die Eigenschaft einer Abbildung
F: L — M,

injektiv bzw. surjektiv zu sein.
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Aufgabe 5.15. Eine Funktion
f: R—R z+— f(x),

heifit streng wachsend, wenn fir alle z1, 25 € R mit 27 < x9 auch f(z1) <
f(z2) gilt. Zeige, dass eine streng wachsende Funktion f injektiv ist.

5.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.16. (2 Punkte)

Im Euromiinzensystem wird so gezihlt, dass die Koeffizienten (also 0,1,2)
der minimalen Darstellung einer Zahl im Sinne von Satz 2.1 in absteigender
Wertreihenfolge angegeben werden. Bestimme die zehn Nachfolger von

20110.

Aufgabe 5.17. (5 (0.5+0.5+1+241) Punkte)

Ein Teil der Schiiler und Schiilerinnen der Klasse 4c sind auf einer Wattwan-
derung, und zwar

{G,L,H,M,A,B,C,R,S,T}.

Sie werden von Wattfiithrer Heino und Frau Maier-Sengupta begleitet. Nach
einer scharfen Wende um eine uniibersichtliche Diine herum zahlen die beiden
Aufsichtspersonen die Gruppe durch. Heino zéhlt

n 1121345 10
on) |[M|T|A|L|S |B|G|R|H|C

D
-3
oo
Nej

und Maier-Sengupta zéhlt

n [1]2]3[4[5]6]7
o) |L{A|B[R|T |C|M|G[H|S

oo
Nej
—
o

Es sind also alle Kinder da.

(1) Welche Nummer gibt Heino demjenigen Kind, das von Maier-Sengup-
ta die Nummer 8 bekommt?

(2) Welche(s) Kind(er) bekommen von beiden die gleiche Nummer?

(3) Welche(s) Kind(er) bekommen von Heino eine hthere Nummer als
von Maier-Sengupta?

(4) Gabi (G) denkt sich das folgende Spiel aus: Jedes Kind muss demje-
nigen Kind, dessen Heino-Nummer gleich seiner (des ersten Kindes)
Maier-Sengupta-Nummer ist, eine Muschel schenken. Welche Schenk-
zykel entstehen dabei?
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(5) Ist die durch

fall
Fln) = ¢(n), falls n ungerade,
¥(n), falls n gerade,

gegebene Abbildung F' eine Nummerierung der Schiilermenge?

Aufgabe 5.18. (3 (2+1) Punkte)

Mustafa Miiller und Heinz Ngolo waren beim Spiel Borussia Dortmund gegen
Bayern Miinchen. Zum Gliick hat Dortmund 5 zu 2 gewonnen, daher ist gute
Stimmung im Fanbus auf der Heimreise. Die Torfolge war

0:1,1:1,2:1,2:2,3:2,Halbzeit,4:2,5: 2.
Die beiden iiberlegen sich die folgenden Fragen.

(1) Wie viele mogliche Torreihenfolgen gibt es bei einem 5 : 2-Sieg?
(2) Wie viele mogliche Torreihenfolgen gibt es bei einem 5 : 2-Sieg, wenn
man noch die Halbzeit mitberiicksichtigt?

Aufgabe 5.19. (2 Punkte)

Bestimme, wie viele echte Potenzen (also Zahlen der Form n* mit k > 2) es
zwischen 0 und 100 gibt.

Aufgabe 5.20. (3 Punkte)

Wir betrachten eine digitale Uhr, die 24 Stunden, 60 Minuten und 60 Sekun-
den anzeigt. Definiere die Nachfolgerabbildung, die zu jeder Zeitangabe die
Zeitangabe der néchsten Sekunde berechnet.

6. VORLESUNG - ABBILDUNGEN

6.1. Darstellungsmoglichkeiten fiir Abbildungen.

Wir modellieren das Abzdhlen einer Menge M mathematisch als eine bijekti-
ve Abbildung zwischen einer Menge der Form {1,...,n} und M. Wir wollen
zeigen, dass dabei das n unabhéngig von der gewihlten Abbildung ist. Um
dies klar begriinden zu konnen, miissen wir uns etwas genauer mit Abbil-
dungen beschéftigen. Abbildungen kénnen auf recht unterschiedliche Arten
dargestellt werden. Zu nennen sind (vollsténdige oder unvollstédndige) Werte-
tabellen, der Graph einer Abbildung, Séulen- und Kuchendiagramme, Pfeil-
diagramme, Hohenlinien, Animationen. Eine besondere Rolle spielen funk-
tionale Vorschriften, mit denen h#ufig Abbildungen festgelegt werden, das
sind Ausdriicke der Form z2, /7, exp z, sin x .
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Stracciatella 9,9%

Schokolade 16,6%
Erdbeer 8,2%
Kirsch 2,4%
Walnuss 2,8%
Banane 2,9%

Vanille 18,9%
Nuss 3,8%

Joghurt 5,2%

a e o

Zitrone 6,3%
andere 23,0%

Jlo]1]2]3]|4]5]6
0j[0f0[0[0[0[0]0

1) 0|1]2]3]4|5/6
2/0|2/4]6|1]3]|5

Le  3]0[3]6]2[5|14

TRy 400(4|1|5/2]6]3
N 5110/53]1/6]4]2
60/6/5/4/3]2]1

Wir wollen zu zwei gegebenen Nummerierungen einer Menge M, also zu zwei
bijektiven Abbildungen ¢: {1,...,n} — M und ¥: {1,...,k} — M zeigen,
dass n = k ist. Da bei einer Bijektion sich die Elemente der beiden Mengen
eindeutig entsprechen, fiihrt dies zu einer eindeutigen Entsprechung zwischen
{1,...,n} und {1,...,k}. Mit diesem Trick, dem die Hintereinanderschal-
tung von Abbildungen und die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung
zugrunde liegt, kann man also unter Umgehung der Menge M direkt diese

40

371
328
30
240
£ 204
g£20 184
2 150
122
m I
0
1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005
e

F

Teilmengen der natiirlichen Zahlen untereinander vergleichen.
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6.2. Die Hintereinanderschaltung von Abbildungen.

Definition 6.1. Es seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z+—— F(x),

und
G: M — N,y+— G(y),

Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
GoF: L— N, z+— G(F(x)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Eine Hintereinanderschaltung kann man sich durch ein Diagramm der Form
L5 Mm-S N
gut veranschaulichen.

Beispiel 6.2. Die Wertetabelle

n [1]2[3[4[5 [6]7][8]9]10
on) |A|A|B|[C|C |B[E|D|D|B

beschreibt, welche Person der Bearbeitungsgruppe {A, B,C, D, E} welche
Aufgaben federfithrend macht und die Wertetabelle

P [A[B|C|[D[E
o) | S|L M| M|W

mit den moglichen Werten {M, S, L, W, U} beschreibt, wie viel Lust die Per-
sonen in dieser Woche haben (S

hat Superlust, M hat Megalust, L hat Lust, W hat wenig Lust, U hat Un-
lust).

Die zusammengesetzte Abbildung v o ¢ beschreibt dann, mit wie viel Lust
die verschiedenen Aufgaben bearbeitet werden, die zugehorige Wertetabelle
ist

n 11213415 |6]7]8]9]10
w(pn)) [ S|S|L|M|M |LIW|M|M|L

Wenn die Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so erhélt
man die zusammengesetzte Abbildung, in den man den einen funktionalen
Ausdruck in den anderen funktionalen Ausdruck einsetzt. damit ist folgendes
gemeint: Wenn

©, w: Rzo — Rzo



78

Funktionen sind, die durch ¢(z) = 2% + 5 und ¢(y) = \/y gegeben sind, so
besitzt die zusammengesetzte Funktion 1 o ¢ (also in der Ausfithrung zuerst
©!) die Vorschrift

(Yop)(z) = v(p(x)) = Va* +5.
In der anderen Reihenfolge ergibt sich

(pot)(y) = v(¥(y) = V¥ +5 = y+5.

Hier haben wir die beiden Funktionen mit unterschiedlichen Variablen ge-
schrieben, was die Einsetzung dann erleichtert hat. Haufig muss man zuerst
eine sinnvolle Umbenennung durchfiihren.

Lemma 6.3. FEs seien L, M, N und P Mengen und es seien
F: L— M, z+— F(z),
G: M — N, y— G(y),

und
H: N— P, z+—— H(z),
Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF)=(HoG)oF.
Beweis. Zwei Abbildungen «, 3: L — P sind genau dann gleich, wenn fiir
jedes x € L die Gleichheit a(x) = B(x) gilt. Sei also # € L. Dann ist

(Ho(GoF))(x) = H((GoF)(x))
— H(G(F(x)))
— (HoG)(F(x))
— (HoG)oF)(a).

Lemma 6.4. FEs seien L, M und N Mengen und
F: L— M, z+— F(z),

und
G: M — N, y— G(y),

Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
GoF: L— N.
Dann gelten folgende Eigenschaften.

(1) Wenn F und G injektiv sind, so ist auch G o F' ingektiv.
(2) Wenn F und G surjektiv sind, so ist auch G o F' surjektiv.
(3) Wenn F und G bijektiv sind, so ist auch G o F' bijektiv.
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Beweis. (1) Seien z, 2’ € L mit
G(F(z)) = G(F(a"))
gegeben. Aufgrund der Injektivitat von G folgt
F(z) = F(2)
und aufgrund der Injektivitit von F' folgt
/

T =2,

was die Injektivitdt von G o F' bedeutet.
(2) Sei z € N gegeben. Aufgrund der Surjektivitit von G gibt es ein

y € M mit
G(y) = =.

Aufgrund der Surjektivitdt von F gibt es ein x € L mit
F(z) = v.

Insgesamt ist
(GoF)(x) = G(F(x)) = G(y) = 2,
es gibt also ein Urbild von z und somit ist die Gesamtabbildung sur-

jektiv.
(3) Folgt aus (1) und (2).

6.3. Die Umkehrabbildung.

Definition 6.5. Es sei M eine Menge. Dann heiffit die Abbildung
M — M, z+— x,

die also jedes Element x € M auf sich selbst schickt, die identische Abbildung
oder Identitdt auf M. Sie wird mit Id oder Id,; bezeichnet.

Die Identitat ist natiirlich bijektiv. Umgekehrt kann man zu einer bijektiven
Abbildung eine Abbildung derart angeben, dass die Verkniipfung die Iden-
titat ergibt.

Definition 6.6. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heifit die
Abbildung

G: M — L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element z € L mit
F(x) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F'.

Die Umkehrabbildung zu F wird mit F'~! bezeichnet. Es gilt die charakteri-
stische Eigenschaft, dass sowohl F'o F~! als auch F~! o F die Identitét (auf
den jeweiligen Mengen) sind.
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Beispiel 6.7. Die Nummerierung der Schiiler durch Heino,

n | 1121345 |6|78]9]10
on) |M|T|A|L|S |B|G|R|H|C

ist bijektiv und hat daher eine eindeutig bestimmte Umkehrabbildung. Die
Wertetabelle dieser Umkehrabbildung ist

P [A[B|C|G[H [LIM[R[S|T
o (P) |3]6[10]7|9 |[4]1[8]5]2

Bei einem natiirlichen Z&hlvorgang kann man sich dariiber streiten, ob die
Zahlen ,eher* den Personen oder die Personen eher den Zahlen zugeordnet
wird.

Wir erwéhnen noch die konstanten Abbildungen.

Definition 6.8. Es seien L und M Mengen und es sei ¢ € M ein Element.
Dann heifit die Abbildung

L — M, x+— c,

die also jedes Element x € L auf ¢ abbildet, die konstante Abbildung zum
Wert c.

6.4. Die Wohldefiniertheit der Anzahl.

Wir kehren zu dem Problem zuriick, warum die Anzahl einer endlichen Menge
wohldefiniert ist, warum es also egal ist, in welcher Reihenfolge man z#hlt.

Lemma 6.9. Es sei k # 0 eine natiirliche Zahl mit dem Vorgdnger ¢, es sei
also k = 0'. Es sei z € {1,...,k} ein fiziertes Element. Dann gibt es eine
bijektive Abbildung zwischen {1,... ¢} und {1,... k}\ {z}.
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Beweis. Wir definieren eine Abbildung

e: {1,... 0 — A{1,...,k}\ {z}
durch

(z) x, falls x in der Durchzéhlung von 1 bis k vor z kommt ,
€Tr) =
4 a2, falls x gleich z ist oder in der Durchzéhlung nach z kommt .

Dies ist eine wohldefinierte Abbildung, da die Bilder echt unterhalb von z
oder echt oberhalb von z liegen, niemals aber gleich z sind, und da maximal
der Nachfolger von ¢, also k erreicht wird.

Die Abbildung ist injektiv: Wenn x und y beide unterhalb von z liegen, so
werden beide Elemente auf sich selbst abgebildet. Wenn beide oberhalb von
z liegen, so werden beide auf ihren Nachfolger abgebildet, und das Nachfol-
gernehmen ist injektiv (dies ist die Eigenschaft, dass der Vorgénger eindeutig
bestimmt ist). Wenn = unterhalb von z und y oberhalb von z liegt, so ist erst
recht 3’ oberhalb von z und somit von x verschieden.

Die Abbildung ist auch surjektiv. Die Zahlen echt unterhalb von z werden
durch sich selbst erreicht und die Zahlen u echt oberhalb von z (und unterhalb
von k einschliefllich k) kann man als

u =1

mit v oberhalb von z (einschlielich z) und echt unterhalb von k, also maxi-
mal gleich ¢ schreiben. Insgesamt ist ¢ also eine Bijektion. U

Satz 6.10. Wenn M eine Menge ist und wenn
e: {1,...,n} — M
und
v {l,.. .k} — M
bijektive Abbildungen sind, so ist
n = k.

Die Anzahl einer endlichen Menge ist also wohldefiniert.

Beweis. Seien die bijektiven Abbildungen

e: {1,...,n} — M
und

v {1, k} — M

gegeben. Da man bijektive Abbildungen umkehren kann und da die Hinter-
einanderschaltung von bijektiven Abbildungen nach Lemma 6.4 (3) wieder
bijektiv ist, ist auch

v lop: {1,...,n} — {1,...,k}
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bijektiv. Wir miissen also nur die endlichen Standardmengen {1,...,n} un-
tereinander vergleichen. Wir miissen also zeigen, dass wenn eine bijektive
Abbildung

9: {1,...,n} — {1,... .k}

vorliegt, dass dann

ist. Wenn?!
n =20

ist, so ist die Menge links leer und somit muss auch die rechte Menge leer
sein, also ist dann auch

k = 0.

Seien nun n, k nicht 0, so dass sie also jeweils einen Vorgianger haben. Es sei
m der Vorgéanger von n und ¢ der Vorgénger von k. Wir setzen

z = @) e {1,...,k}.

Dann gibt es durch die Herausnahme von n bzw. z eine bijektive Abbildung

(1,....om}={1,...,n}\ {n} — {1,...,k}\ {z}.

Nach Lemma 6.8 gibt es eine bijektive Abbildung zwischen {1,...,¢} und
{1,...,k}\ {z}. Somit gibt es dann auch insgesamt eine bijektive Abbildung
zwischen {1,...,m} und {1,...,¢}. Mit dieser Uberlegung kann man die
beiden Zahlen n und k durch ihre jeweiligen Vorgénger m und ¢ ersetzen und
damit um eins kleiner machen (die Existenz der bijektiven Abbildung bleibt
erhalten). Diese Uberlegung kann man so lange wiederholen, bis eine der
reduzierten Zahlen gleich 0 ist. Dann muss aber nach der Eingangsiiberlegung
die andere reduzierte Zahl ebenfalls gleich 0 sein. Da die Nachfolgerabbildung
injektiv ist, folgt daraus n = k. U

6.5. Zahlen von Prozessen.

Mit natiirlichen Zahlen kann man nicht nur endliche Mengen zéhlen, sondern
auch Prozesse. Wenn ein Einzelprozess wohldefiniert ist, wie beispielsweise
das Nachfolgernehmen in einem Modell der natiirlichen Zahlen, oder das
Umlegen eines Apfel von einem Haufen auf einen anderen Haufen, oder auf
einer Leiter eine Sprosse nach oben steigen, so kann man mit den natiirli-
chen Zahlen angeben, wie oft der Prozess durchgefiihrt wird oder werden
soll. Dies ercffnet eine Vielzahl von Moglichkeiten, komplexere mathemati-
sche Konzepte dadurch festzulegen, dass gesagt wird, wie oft ein gewisser
grundlegenderer Prozess durchgefiihrt werden soll. In diesem Sinne kann die
Addition von zwei natiirlichen Zahlen dadurch eingefiihrt werden, dass die

31Djes ist ein Induktionsbeweis, ein Prinzip, das wir spéter begriinden werden.
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ecine Zahl angibt, wie oft von der anderen®? Zahl ausgehend der Nachfolger
genommen werden soll, die Multiplikation von zwei natiirlichen Zahlen kann
dadurch eingefiithrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zahl
zur 0 addiert werden soll (die Anzahl der Summanden ist durch die erste Zahl
festgelegt), die Potenzierung von zwei natiirlichen Zahlen kann dadurch ein-
gefiihrt werden, dass die eine Zahl angibt, wie oft die andere Zahl mit sich
selbst multipliziert werden soll (Anzahl der Faktoren). Wenn eine Strecke
s und eine natiirliche Zahl n gegeben ist, so kann man die Strecke n-fach
Hintereinanderlegen. Dabei entsteht eine Strecke, die n-mal so lang wie die
Ausgangsstrecke ist. Geometrisch kann man dies dadurch durchfithren, dass
man die Stecke zu einer Geraden verldangert und dann mit Hilfe eines Zirkels
die Strecke (n — 1)-mal umschlagt.

6. ARBEITSBLATT

6.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 6.1. Auf der linken Tafel ist eine gewisse Anzahl von Apfeln an-
gemalt. Diese Anzahl soll durch eine Menschenkette in eine Strichfolge auf
die rechte Tafel iibertragen werden, wobei nur eine Person die Apfel sehen
darf. Es darf nicht gesprochen werden und niemand darf sich von der Stelle
bewegen. Ebensowenig darf auf Zahlkenntnisse Bezug genommen werden.

6.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 6.2. Man mache sich klar, in welcher Weise die in der Vorlesung
angefithrten Diagramme Abbildungen darstellen.

Aufgabe 6.3.*

Erstelle eine Wertetabelle, die fiir jede natiirliche Zahl von 1 bis 10 ausgibt,
mit wie vielen Eurozahlen die Zahl minimal darstellbar ist.

32Es ist bei diesen wichtigen Operationen nicht einheitlich festgelegt, welche der beiden
beteiligten Zahlen die Anzahl der Prozesse angibt und welche angibt, dass mit ihr der
Prozess durchgefiihrt werden soll. Ferner kommt beispielsweise bei 5-3 = 3+3+3+34+3 =
0+34+3+3+3+3 der Summand 3 fiinfmal vor, in der ersten Darstellung kommt aber nur
viermal das Pluszeichen vor, so dass hier Prézisierungen nétig sind. Auch Formulierungen
wie ,,mit sich selbst addieren“ sind problematisch, es wird ja jeweils zu dem Teilergebnis
hinzuaddiert.
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Aufgabe 6.4. Wir betrachten die Mengen
L = {172737475767778}7 M = {a’7b7c7d7e7f7g}
und N ={R,S, T, U, V,W, X,Y, Z}

und die Abbildungen ¢: L — M und ¢: M — N, die durch die Werteta-
bellen

x 314 678
o(z) |c fldle |a|lb|a
und

Y a|blcld|le | flyg
V) | X|Y|R|R|T |W|U

gegeben sind.

(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir 1) o ¢.
(2) Sind die Abbildungen ¢, 1, ¥ o ¢ injektiv?
(3) Sind die Abbildungen ¢, 1, 1 o ¢ surjektiv?

Aufgabe 6.5. Betrachte auf der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8} die Abbil-

dung
o: M — M, x — p(x),
die durch die Wertetabelle

x [1[2[3]4[5 [6]7]8
o@) [2[5]6]1]4 [3]7]7

gegeben ist. Berechne ¢'%% also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder

Iteration) von ¢ mit sich selbst.

Aufgabe 6.6. Der Pferdepfleger hat einen Korb voller Apfel und geht auf
die Weide, um die Apfel an die Pferde zu verteilen. Danach geht jedes Pferd
in seine Lieblingskuhle und macht dort einen grofien Pferdeapfel. Modelliere
den Vorgang mit geeigneten Mengen und Abbildungen. Man mache sich die
Begriffe injektiv und surjektiv an diesem Beispiel klar. Kann die Gesamtab-
bildung surjektiv sein, wenn es 10 Apfel, 6 Pferde und 8 Kuhlen gibt?

Aufgabe 6.7.*

Es sei M eine endliche Menge und ¢: M — M eine Abbildung. Es sei ¢
die n-fache Hintereinanderschaltung von ¢ mit sich selbst. Zeige, dass es
natiirliche Zahlen m > n > 1 gibt mit " = ¢™.
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Aufgabe 6.8. Welche Funktionsvorschriften kennen Sie aus der Schule?

Aufgabe 6.9. Welche bijektiven Funktionen f: R — R (oder zwischen Teil-
mengen von R) kennen Sie aus der Schule? Wie heifien die Umkehrabbildun-
gen?

Aufgabe 6.10. Bestimme die Hintereinanderschaltungen ¢ o ¢ und ¢ o ¢
fiir die Abbildungen ¢,7: R — R, die durch

o(x) = 2° + 32> — 4 und () = 22> — 2° + 52 — 3

definiert sind.

Aufgabe 6.11.%*
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L— N,z g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Aufgabe 6.12. Zeige, dass die Menge {1,...,n} endlich mit n Elementen
ist.

Aufgabe 6.13. Es seien L und M Mengen und es sei F': L — M eine
bijektive Abbildung. Zeige: Wenn L endlich mit n Elementen ist, so ist auch
M endlich mit n Elementen.

Aufgabe 6.14. Es seien S und T endliche Teilmengen einer Menge M. Zeige,
dass dann auch die Vereinigung S U T endlich ist.

Aufgabe 6.15. Mustafa Miiller und Heinz Ngolo haben jeweils mit einer
Strichliste ||| ... ||| ihre FuBiballbildchen gezihlt. Sie wollen wissen, wer mehr
Bildchen hat, die Listen sind aber ziemlich lang und beim Z#hlen kommen sie
durcheinander. Mustafa macht den Vorschlag, in der Liste immer vier Striche
durch einen Querstrich zusammenzufassen und dann diese Blocke zu zéahlen.
Heinz sagt, dass das nicht geht, da so Fiinferblocke entstehen und dadurch
das Ergebnis verfalscht wird. Was sagt Gabi Hochster?
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In der folgenden Aufgabe bezeichnet ¢(S) die Menge {¢(x)|x € S} und
¢ }(T) die Menge {z € L] o(z) € T}. Bestimme diese Mengen fiir die Hei-
nonummierung fiir die Menge S = {1,2,3,4,5} und T = {G, H, L, M }.

Aufgabe 6.16. Es seien L und M zwei Mengen und ¢: L — M eine bi-
jektive Abbildung zwischen diesen Mengen. Zeige, dass fiir jede Teilmenge
S C L eine Bijektion S — ¢(S) vorliegt, und dass ebenso fiir jede Teilmenge
T C M eine Bijektion ¢ '(T) — T vorliegt.

Aufgabe 6.17. Man gebe Beispiele fiir Abbildungen
o, v: N— N
derart, dass ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass v surjektiv, aber

nicht injektiv ist.

6.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.18. (3 (14+1+41) Punkte)
Wir betrachten die Mengen
L = {172737475767778}7 M = {a’7b7c7d7e7f7g7h7i}
und N ={R,S, T, U, V,W, XY, Z}

und die Abbildungen ¢: L — M und ¢: M — N, die durch die Werteta-
bellen

und
Y a|blclid|le | flg]| h|:1
vy | X | Z|Y|S|Z |S|T|W|U

gegeben sind.
(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir 1 o .
(2) Sind die Abbildungen ¢, ¥, 1 o ¢ injektiv?
(3) Sind die Abbildungen @, ¥, 1 o ¢ surjektiv?

Aufgabe 6.19. (3 (14+141) Punkte)

(1) Kann eine konstante Abbildung bijektiv sein?
(2) Ist die Hintereinanderschaltung einer konstanten Abbildung mit einer
beliebigen Abbildung (also die konstante Abbildung zuerst) konstant?
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(3) Ist die Hintereinanderschaltung einer beliebigen Abbildung mit ei-
ner konstanten Abbildung (also die konstante Abbildung als zweites)
konstant?

Aufgabe 6.20. (4 Punkte)
Betrachte die Abbildung

—14, falls n gerade,
n+1
2

fN—Z, n+—
, falls n ungerade .

Ist f injektiv, surjektiv bzw. bijektiv?

Aufgabe 6.21. (2 Punkte)

Es seien R die reellen Zahlen und R, die nichtnegativen reellen Zahlen.
Bestimme fiir die folgenden Abbildungen, ob sie injektiv und ob sie surjektiv
sind.

R — R, z —> 2°.
R — Rsg, 7 — z°.
R20—>R,$'—>$2.

Rzo — Rzo, T — $2.

Aufgabe 6.22. (3 Punkte)
Seien L, M, N Mengen und

f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L — N,z g(f(x)).

Zeige: Wenn g o f surjektiv ist, so ist auch g surjektiv.
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7. VORLESUNG - DEDEKIND-PEANO-AXIOME UND INDUKTION

Ich will jeden Spieler jeden
Tag ein bisschen besser
machen

Jiirgen Klinsmann

In der vorletzten Vorlesung haben wir uns zuerst mit dem Zéhlen in dem
Sinne beschéftigt, dass auf eine natiirliche Zahl eine eindeutig bestimmte
natiirliche Zahl, namlich ihr Nachfolger, folgt. In dieser und den folgenden
Vorlesungen werden wir sehen, dass diese Eigenschaft die natiirlichen Zahlen
auszeichnet und dass man alle anderen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen,
wie beispielsweise die Rechengesetze, letztlich darauf zuriickfithren kann. Auf
dieser Eigenschaft der natiirlichen Zahlen beruht auch das Beweisprinzip der
vollstéandigen Induktion.

7.1. Die Dedekind-Peano-Axiome.

In den natiirlichen Zahlen N kann man addieren, multiplizieren, potenzie-
ren, teilweise abziehen, es gibt die Groflergleich-Relation, die Teilbarkeit,
usw. Man kann sich nun fragen, welche Abhéngigkeiten zwischen diesen ma-
thematischen Strukturen bestehen und ob man manche davon auf andere,
grundlegendere Strukturen zuriickfithren kann. Dies fiihrt zum axiomatischen
Aufbau der natiirlichen Zahlen. Dies ist lediglich eine weitere Prézisierung
des Zidhlvorgangs in der Sprache der Mengen und Abbildungen.

Richard Dedekind (1831 -1916) Giuseppe Peano (1858 -1932)

Definition 7.1. Eine Menge N mit einem ausgezeichneten Element 0 € N
(die Null) und einer (Nachfolger)-Abbildung

" N — N, n+—n,
heilt natiirliche Zahlen (oder Dedekind-Peano-Modell fiir die natiirlichen
Zahlen), wenn die folgenden Dedekind-Peano-Aziome erfiillt sind.
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(1) Das Element 0 ist kein Nachfolger (die Null liegt also nicht im Bild
der Nachfolgerabbildung).
(2) Jedes n € N ist Nachfolger hochstens eines Elementes (d.h. die Nach-
folgerabbildung ist injektiv).
(3) Fiir jede Teilmenge T' C N gilt: Wenn die beiden Eigenschaften
o0 cT,
e mit jedem Element n € T ist auch n’ € T,
gelten, so ist T'= N.

Man mache sich klar, dass diese Bedingungen den Bedingungen der vorvor-
letzten Vorlesung entsprechen. Dabei ist N die jeweilige Menge, / bezeichnet
die Nachfolgerabbildung und 0 das Startsymbol (dort hatten wir zumeist 1
als Startsymbol gewéhlt). Jedes Dedekind-Peano-Modell sieht dhnlich aus
wie eine der dort aufgelisteten Moglichkeiten. Das heifit, dass die natiirli-
chen Zahlen durch das natiirliche Zahlen bestimmt sind. Zahlen heifit, von
einem Startwert ausgehend, nach und nach einen Schritt (einen Strich ma-
chen, einen Stab dazulegen, einen Punkt dazumalen, oder ein komplexeres
Bildungsgesetz) weiterzuzihlen. Das ,, Weiter“-Zihlen ist also fundamentaler
als eine bestimmte Benennung von Zahlen. Eine natiirliche Zahl représen-
tiert, wie oft bis zu ihr gezédhlt werden musste.

Die erste Eigenschaft legt den Start fest. Die zweite Eigenschaft besagt, dass
wenn zwei Zahlen verschieden sind, dann auch die beiden jeweiligen Nach-
folger verschieden sind. Die dritte Eigenschaft, die man auch das Induktions-
prinzip fiir Mengen nennt, besagt, dass wenn man bei 0 anfingt und keinen
einzelnen Z#hlvorgang auslédsst, dass man dann vollstdndig alle natiirlichen
Zahlen abzihlt.

Es sei erwihnt, dass solche Uberlegungen, die natiirlichen Zahlen grundle-
gend zu begriinden, manchmal eher verwirrend als hilfreich sein kénnen. Statt
des intuitiven Zihlens arbeiten wir mit Mengen, Abbildungen, Injektivitét.
Bei den natiirlichen Zahlen ist es erfahrungsgeméfl nicht gefahrlich, der Intui-
tion zu vertrauen und mit einer naiven Vorstellung davon zu arbeiten (dies
gilt fiir die reellen Zahlen nicht in dieser Deutlichkeit).

In einem Dedekind-Peano-Modell gibt es die untereinander verschiedenen
Elemente
0,0,0”,0", ...

Hier stehen also alle Elemente, die von 0 aus in endlich vielen Schritten (man
denke an die Abzdhlung endlicher Prozesse) erreicht werden kénnen (formal-
mengentheoretisch ist diese Definition problematisch, da sie Bezug auf eine
endliche Ausfiihrung nimmt). Das Induktionsaxiom sichert, dass dies bereits
alle Elemente des Modells sind. Die angegebene Teilmenge enthélt ja die 0
und mit jedem Element auch deren Nachfolger, also ist es die Gesamtmenge.

Ausgehend von den Peano-Axiomen kann man eine Addition auf der Menge
der natiirlichen Zahlen definieren, wobei die Nachfolgerfunktion der Addition
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mit 1 = 0" entspricht. Die Definierbarkeit beruht selbst auf dem Induktions-
prinzip. Ebenso kann man eine Multiplikation definieren und die iiblichen
Eigenschaften wie Kommutativitdt und Assoziativitdt nachweisen. Dies wer-
den wir in den néchsten Vorlesungen ausfiihren.

7.2. Isomorphieprinzip.

Wir wollen zeigen, dass je zwei Modelle fiir die Dedekind-Peano-Axiome ,,iso-
morph® sind, dass es also zwischen ihnen eine strukturerhaltende Bijektion
gibt. Man stelle sich beispielsweise einerseits das Strichmodell, andererseits
das Dezimalzahlmodell der natiirlichen Zahlen vor, die beide mit ihren Nullen
und ihrer Nachfolgerabbildung die Dedekind-Peano-Axiome erfiillen. Dann
gibt es bereits, und zwar allein aufgrund der Tatsache der Dedekind-Peano-
Axiome, eine eindeutige Entsprechung zwischen diesen beiden Mengen. Eine
Strichfolge entspricht also eindeutig einer Zahl im Dezimalsystem.

] H Strichsystem \ Zehnersystem \ Dreiersystem \ Furosystem \

0 0 0 0

| 1 1 1

I 2 2 10
] 3 10 11
1] 4 11 20
[[]1] 5 12 100
[I[1] 6 20 101
1111 7 21 110
[II[1] 8 22 111
] 9 100 121
I 10 101 1000

Die Entsprechung in der Tabelle entsteht dadurch, dass man in jeder Spalte
unabhéngig voneinander im jeweiligen System (gleichschnell) zéhlt.

Satz 7.2. Es seien (N1, 01,7) und (Na, 0q, %) Modelle fiir die natiirlichen Zah-
len. Dann gibt es genau eine (bijektive) Abbildung

(ol N1 — Ng,
die das Zdhlen (also die O und die Nachfolgerabbildung) respektiert.

Beweis. Da die Abbildung ¢ insbesondere die Null respektieren soll, muss

¢(01) = 02
sein. Da die Abbildung die Nachfolgerabbildungen respektieren soll, muss

©(07) = ©(01)* = 03

gelten. Aus dem gleichen Grund muss unter Verwendung des schon Bewiese-

p(07) = @((01)) = ((07))" = (03)" = 05"
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Ebenso muss

P0) = 05,

(p(oi///) — 05*** ,

u.s.w gelten. Hier hat man keine Wahlmoglichkeiten, alles ist durch die Nach-
folgereigenschaft bestimmt. Da jedes Element aus N; von 0; aus durch die
Nachfolgerabbildung 7 schliefllich und genau einmal erreicht wird, ist dies eine
wohldefinierte Abbildung von N; nach Ns.

Zum Nachweis der Surjektivitdt betrachten wir die Menge
T ={y € No| Esgibt x € Ny mit y = p(z)} .

Wir miissen zeigen, dass
T = N,

ist. Dazu wenden wir das Induktionsaxiom fiir Ny an. Wegen

©(01) = 09

gehort 0, € T. Wenn y € T ist, so ist also

y = p(x)

fiir ein € N;. Wegen der Vertréglichkeit mit der Nachfolgerabbildung ist

y* = p(a’),

d.h. auch y* € T'. Daher ist T unter dem Nachfolger abgeschlossen und nach
dem Induktionsaxiom ist also 7" = N,. Zum Nachweis der Injektivitat seien
z, T € Ny verschieden. und zwar sei Z ein (direkter oder) hoherer Nachfolger
von z. Dann ist ¢(z) der entsprechende Nachfolger von ¢(x) und insbeson-
dere davon verschieden, da das Nachfolgernehmen in Ny injektiv ist. O

Es gibt also im Wesentlichen, d.h. wenn man von den Benennungen absieht,
genau eine Menge von natiirlichen Zahlen. Fiir das im Wesentlichen eindeutig
bestimmte Modell der Dedekind-Peano-Axiome verwenden wir das Symbol
N und sprechen von den natirlichen Zahlen.

Es sei bemerkt, dass die Konstruktion der bijektiven Abbildung zwischen
zwei Modellen im Beweis zu Satz 7.2 {iber den Nachfolger fiir praktische
Zwecke nicht gut geeignet ist. Wenn man von einer natiirlichen Zahl, die
im Zehnersystem gegeben ist, die Darstellung im Dreiersystem ausrechnen
mochte, so miisste man geméfl dieser Methode im Dreiersystem so lange
zahlen, wie es die im Zehnersystem gegebene Zahl vorgibt. Da gibt es deutlich
effektivere Methoden, die wir spéter kennenlernen werden.
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7.3. Das Induktionsprinzip fiir Aussagen.

1323 —+8—+5—+6—+7—+ B—sB..
Eine Visualisierung des Induktionsprinzips. Wenn die Steine nah beieinander
stehen und der erste umgestoflen wird, so fallen alle Steine um.

Die folgende Aussage und ihr Beweis begriinden das Beweisprinzip der voll-
standigen Induktion.

Satz 7.3. Fliir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.

Beweis. Es sei
M = {n € N| A(n) ist wahr}.

Wir wollen zeigen, dass M = N ist, denn genau dies bedeutet, dass die
Aussage fiir alle n gilt. Nach der ersten Bedingung ist

0e M.

Nach der zweiten Voraussetzung gilt fiir M, dass aus n € M stetsn+ 1 €
M folgt. Damit erfiillt M beide Voraussetzungen im Induktionsprinzip fiir
Mengen, so dass M = N gilt. U

Der Nachweis von (der Giiltigkeit von) A(0) heifit dabei der Induktionsan-
fang und der Schluss von A(n) auf A(n+1) heifit der Induktionsschluss oder
Induktionsschritt. Innerhalb des Induktionsschlusses nennt man die Giiltig-
keit von A(n) auch die Induktionsvoraussetzung. In manchen Situationen ist
die Aussage A(n) erst fiir n > ny fiir ein gewisses ng (definiert oder) wahr.
Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussage A(ng) und den Induk-
tionsschritt fithrt man fir alle n > ngy durch.

Um dieses Beweisprinzip anhand von substantiellem Material demonstrieren
zu konnen, greifen wir etwas vor und setzen die Addition, die Multiplikation
und die Groflergleichrelation von natiirlichen Zahlen voraus. Das folgende
Standardbeispiel fiir einen Induktionsbeweis verwendet das Summenzeichen.
Fiir gegebene (natiirliche, reelle) Zahlen ay, ..., a, bedeutet

Zak = a1 t+as+ -+ Apo1 + Qp.
k=1
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Dabei héngen im Allgemeinen die ay in einer formelhaften Weise von k ab.
Entsprechend ist das Produktzeichen definiert, ndmlich durch

n
Hak = a1 Q2 Ap—1 * Ap.
k=1

Aufgabe 7.4. Beweise durch Induktion die folgende Formel fiir n > 1.

“N n(n+1)
S - mer D),
k=1

Losung

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, nadmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist 172 = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie auch fiir n + 1 gilt. Dabei ist n beliebig. Es
ist

n+1 n
Yk o= (Zk>+n+1
k=1 k=1
1
= Eﬁ@ét—l-+7l%—1

n(n+1)+2(n+1)

2
(n+2)(n+1)
5 .
Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-

wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n 4 1,
also ist die Formel bewiesen.

Aussagen, die durch Induktion bewiesen werden konnen, kénnen manchmal
auch auf andere Art bewiesen werden. Im vorstehenden Beispiel gibt es die
elegantere und einsichtigere Losung, die Zahlen einmal aufsteigend und ein-
mal absteigend untereinander hinzuschreiben, also

1 2 3 ... n—2n—1n

n n—1 n—2 ... 3 2 1

Spaltenweise ergibt sich n 4+ 1, und diese Summe kommt n-mal vor. Also ist

2(i2> =n(n+1).

=1
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Aufgabe 7.5. Zeige durch vollstiandige Induktion, dass fiir jedes n € N die
Zahl
6n+2 _|_ 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Losung

Firn =0 ist
6>+7 = 43

ein Vielfaches von 43. Sei nun die Aussage fiir n bewiesen und betrachten
wir den Ausdruck fiir n + 1. Dieser ist

6n+1+2 + 72(n+1)+1 — 6 A 6n+2 + 72 X 72n+1

— 6 X 6n+2 + (6 4 43)72n+1
— 6 (6n+2 4 72n+1) 4 43 X 727’L+1
6-43-s+43. 77",

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwendet wurde (nédm-
lich die Eigenschaft, dass 6”12 + 72" ein Vielfaches von 43 ist). Daher ist
diese Zahl ein Vielfaches von 43.

Aus dem Induktionsprinzip folgt die néchste wichtige Eigenschaft. Vom intui-
tiven Standpunkt her ist sie selbstverstéandlich, wir fithren sie aber trotzdem
auf das Induktionsprinzip zuriick. Es geht in diesem Beweis weniger dadrum,
sich iiber die Satzaussage zu vergewissern, sondern vielmehr Einblicke in ma-
thematisches Argumentieren zu gewinnen. Es ist auch ein Beispiel dafiir, wie
man eine Aussage iiber Teilmengen zu einer Aussage iiber natiirliche Zahlen
macht, um das Induktionsprinzip anwenden zu koénnen.

Lemma 7.6. Jede nichtleere Teilmenge M C N besitzt ein Minimum.

Beweis. Wir betrachten die Aussage
A(n) = Alle Teilmengen von N, die n enthalten, besitzen ein Minimum.

Da jede nichtleere Teilmenge mindestens ein n € N besitzt, ist die Aussa-
ge des Satzes dquivalent zur Giiltigkeit von A(n) fiir alle n. Diese Aussage
konnen wir durch Induktion beweisen. Die Aussage A(0) besagt, dass jede
Teilmenge M C N, die die 0 enthélt, auch ein Minimum enthélt. Dies ist
aber klar, da dann eben 0 das Minimum ist. Sei die Aussage A(k) nun fiir
alle k& < n schon bewiesen. Wir miissen A(n + 1) beweisen. Sei also M C N
eine Teilmenge, die n + 1 enthélt. Wenn M auch eine Zahl & < n + 1 besitzt,
so besitzt M nach der Induktionsvoraussetzung ein Minimum. Andernfalls
besitzt M keine Zahl, die kleiner als n + 1 ist. Dann ist aber n 4+ 1 das
Minimum von M. U
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7. ARBEITSBLATT

7.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 7.1. Essei Ny = (N, 0,/) und es sei N, die rechts angegebene Men-
ge mit dem Startsymbol oben links und der durch die Pfeile ausgedriickten
Nachfolgerabbildung. An welcher Stelle bricht der Beweis von Satz 7.2 in
dieser Situation zusammen.

\

i
./

7.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 7.2. Man gebe Beispiele (M,0,) fiir Mengen mit einem ausge-
zeichneten Element 0 € M und einer Abbildung ’: M — M an, die je zwei
der Dedekind-Peano-Axiome erfiillen, aber nicht das dritte.

Aufgabe 7.3. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und n € N. Zeige,
dass die Menge

N>, = {z € NJz > n}

ebenfalls die Dedekind-Peano-Axiome (mit welchem ausgezeichneten Ele-
ment und mit welcher Nachfolgerabbildung?) erfiillt.

Aufgabe 7.4. Es sei N ein Modell fiir die natiirlichen Zahlen und es sei W
die Menge der Wochentage mit dem Montag als Starttag und dem Nachfol-
getag als Nachfolgerabbildung.

(1) Zeige, dass der Beweis zu Satz 7.2 eine wohldefinierte Abbildung
p: N— W

festlegt, die 0 auf Montag abbildet und die Nachfolgerabbildung re-
spektiert. Ist diese Abbildung surjektiv, ist sie injektiv? Wenn nicht,
an welcher Stelle bricht der Beweis zusammen?
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(2) Zeige, dass der Beweis zu Satz 7.2 keine wohldefinierte Abbildung
po: W —N

festlegt, die die Nachfolgerabbildung respektiert und den Montag auf
0 abbildet. An welcher Stelle bricht der Beweis zusammen?

Aufgabe 7.5. Fiir k£ € N sei

Berechne

ol
i+
T
S
Ea

Aufgabe 7.6. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.
(1)

Zn:i ~n(n+1)
i=1 2

(2)

(3)
o ()

Aufgabe 7.7.*
Zeige mittels vollstdndiger Induktion fiir n > 1 die Formel

Z(_l)kk _ {5 bei n gerade,

— —"TH bei n ungerade .

Aufgabe 7.8.%*

Beweise durch Induktion fiir alle n € N die Formel

i(_l)klkZ — (_1)n+1n<n+1>.

2
k=1
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Aufgabe 7.9. Die Stiadte S, ...,.9, seien untereinander durch Straffen ver-
bunden und zwischen zwei Stadten gibt es immer genau eine Strafle. Wegen
Bauarbeiten sind zur Zeit alle Stralen nur in eine Richtung befahrbar. Zeige,
dass es trotzdem mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen Stédte
erreichbar sind.

Aufgabe 7.10. Analysiere den Beweis zu Satz 6.9 als Induktionsbeweis.

Die beiden folgenden Aufgaben sind intuitiv klar. Es geht darum, die End-
lichkeit durch Angabe einer bijektiven Abbildung zwischen der Menge und
einer Menge der Form {1, ..., k} zu begriinden. Fiir die folgende Aufgabe ist
Lemma 6.8 hilfreich.

Aufgabe 7.11. Zeige durch Induktion nach n, dass jede Teilmenge T von
{1,...,n} endlich ist.

Aufgabe 7.12. Es sei M eine endliche Menge und 7" C M eine Teilmenge.
Zeige, dass T ebenfalls endlich ist.

Aufgabe 7.13. Die Schiiler und Schiilerinnen der Klasse 4c machen auf der
Insel Juist eine Wattwanderung mit Wattfithrer Heino. Heino sagt, dass die
Sandklaffmuschel, die eingegraben im Sand lebt, besonders schwer zu finden
ist und er deshalb an der Stelle immer einen Pfeil in den Sand zeichnet, um
sie das néchste Mal wiederzufinden. Die aufmerksamen Schiiler und Schiile-
rinnen fallen da natiirlich nicht drauf rein und sagen, dass das nicht sein
kann, da ja dann immer die Flut kommt und den Pfeil wegwischt. Gabi
Hochster hingegen kommt mit dem Einwand, wie er denn dann zum ersten
Mal iiberhaupt die Muschel gefunden hat.




98

Bringe die Einwénde der Klasse mit dem Begriff der vollsténdigen Induktion
in Zusammenhang.

Aufgabe 7.14. In der folgenden Argumentation wird durch Induktion be-
wiesen, dass alle Pferde die gleiche Farbe haben. ,Es sei A(n) die Aussage,
dass je n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Wenn nur ein
Pferd da ist, so hat dieses eine bestimmte Farbe und die Aussage ist richtig.
Fiir den Induktionsschritt sei vorausgesetzt, dass je n Pferde stets unterein-
ander die gleiche Farbe haben. Es seien jetzt n+1 Pferde gegeben. Wenn man
eines herausnimmt, so weifl man nach der Induktionsvoraussetzung, dass die
verbleibenden n Pferde untereinander die gleiche Farbe haben. Nimmt man
ein anderes Pferd heraus, so haben die jetzt verbleibenden Pferde wiederum
untereinander die gleiche Farbe. Also haben all diese n+ 1 Pferde iiberhaupt
die gleiche Farbe.*

Aufgabe 7.15. Eine natiirliche Zahl heiffit besonders, wenn sie eine fiir sie
spezifische, benennbare Eigenschaft erfiillt. Die 0 ist als neutrales Element
der Addition und die 1 ist als neutrales Element der Multiplikation besonders.
Die 2 ist die erste Primzahl, die 3 ist die kleinste ungerade Primzahl, die 4
ist die erste echte Quadratzahl, die 5 ist die Anzahl der Finger einer Hand,
die 6 ist die kleinste aus verschiedenen Faktoren zusammengesetzte Zahl, die
7 ist die Anzahl der Zwerge im Méarchen, u.s.w., diese Zahlen sind also alle
besonders. Gibt es eine Zahl, die nicht besonders ist?

Aufgabe 7.16. In der Planung fiir einen Laufwettbewerb wurden die fol-
genden Bahnen vergeben.

E [1]2[3[4]5 [6]7]8
F(k) [N|C|Z|G|R |D[M|[S

Leider wurden C' und R des Dopings iiberfiihrt und diirfen nicht teilnehmen.
In dieser Situation mochte man auf die AuBenbahnen 7 und 8 verzichten. Er-
stelle aus der Nummerierung F' eine moglichst einfache neue Nummerierung
(also eine bijektive Abbildung) fiir die neue Situation.

7.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.17. (2 Punkte)

Firk =1,...,8 sei
ap = 2" —5k.
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Berechne

ag .

B
Il e
—

Aufgabe 7.18. (2 Punkte)
Fiir jedes k € N sei

Berechne

Aufgabe 7.19.* (3 Punkte)

Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinanderfolgenden ungera-
den Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 7.20. (3 Punkte)

Sei x eine reelle Zahl, z # 1. Beweise fiir n € N durch Induktion die Beziehung

:L,nJrl -1

n

E A ——
r—1

k=0

Aufgabe 7.21. (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch a — 1 Léngsrillen
und b — 1 Querrillen in n = a - b (a,b € N, ) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade ist das vollstéandi-
ge Durchtrennen einer Schokolade ldngs einer Lings- oder Querrille. Eine
vollstandige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilungsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenen Zwischenschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtecken besteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstindige Aufteilung einer n-Schokolade aus
genau n — 1 Teilungsschritten besteht.
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8. VORLESUNG - ADDITION DER NATURLICHEN ZAHLEN

Wir fithren nun die Addition und die Multiplikation von natiirlichen Zahlen
ein. Dabei miissen wir uns kurz klar machen, um was fiir ein Objekt es
sich iiberhaupt handelt. Bei der Addition (der Multiplikation) wird zwei*
natiirlichen Zahlen a und b eine neue Zahl, ihre Summe a-+b (ihr Produkt a-b)
zugeordnet. Weiter ober haben wir schon aus zwei Mengen ihre Vereinigung
bzw. ihren Durchschnitt gebildet. Fiir diese Situationen gibt es das Konzept
der Verkniipfung. Um dies angemessen formulieren zu kénnen, benétigen wir
die Produktmenge.

8.1. Produktmengen.

Definition 8.1. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge

LxM = {(z,y)lz€L,ye M}
die Produktmenge der beiden Mengen.

Die Elemente der Produktmenge nennt man Paare und schreibt (z,y). Dabei
kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmenge besteht also
aus allen Paarkombinationen, wo in der ersten Komponenten ein Element
der ersten Menge und in der zweiten Komponenten ein Element der zweiten
Menge steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden Kom-
ponenten gleich sind. Bei einer Produktmenge kénnen natiirlich auch beide
Mengen gleich sein. Dann ist es verlockend, die Reihenfolge zu verwechseln,
und also besonders wichtig, darauf zu achten, dies nicht zu tun. Wenn eine
der beiden Mengen leer ist, so ist auch die Produktmenge leer.

Beispiel 8.2. Es sei V' die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich vorkommen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V xN

die Menge aller Namen. Elemente davon sind in Paarschreibweise beispiels-
weise (Heinz, Miiller), (Petra, Miiller) und (Lucy, Sonnenschein). Aus einem
Namen lésst sich einfach der Vorname und der Nachname herauslesen, in-
dem man entweder auf die erste oder auf die zweite Komponente des Namens
schaut. Auch wenn alle Vornamen und Nachnamen fiir sich genommen vor-
kommen, so muss natiirlich nicht jeder daraus gebastelte mogliche Name
wirklich vorkommen. Bei der Produktmenge werden eben alle Kombinati-
onsmoglichkeiten aus den beiden beteiligten Mengen genommen.

33Es ist hier auch erlaubt, dass die beiden Zahlen gleich sind. Dann kénnte man sich an
dem Wort zwei stéren, da ja dann nur eine Zahl vorliegt. In einem solchen Zusammenhang
sind die Zahlangaben so zu verstehen, dass sie zidhlen, wie oft eine Zahl aufgerufen wird.
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Beispiel 8.3. Bei zwei reellen Intervallen M = [a,b] und L = [¢,d] ist die
Produktmenge einfach das Rechteck

[a,b] x [c,d].

Allerdings muss man bei einem Rechteck im Hinterkopf behalten, welche
Seite das erste und welche Seite das zweite Intervall ist. Fiir R x R schreibt
man hiufig auch R2?.

Man kann auch mehrfache Produktmengen bilden, wie etwa R = RxRxR.

Fiir eine Abbildung

T R—R
ist der Graph diejenige Teilmenge von R x R = R? die durch alle Paare
der Form (z, f(z)) gegeben sind. Diese Definition iibertriagt sich auf belie-
bige Abbildungen. Es existiert also stets ein Graph unabhéngig von seiner
zeichnerischen Realisierbarkeit.
Definition 8.4. Es seien L und M Mengen und es sei

F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man

I'p={(z,F(x)|lxr e L} CLxM

den Graphen der Abbildung F'.

8.2. Verkniipfungen.

Definition 8.5. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M xM— M, (x,y) — o(x,y) =z 0y.

Statt Verkniipfung sagt man auch Operation. Das Verkniipfungszeichen o ist
hier einigermaflen willkiirlich gewahlt, um vorschnelle Assoziationen zu ver-
meiden. In vielen konkreten Situation steht hier 4+ oder -. Das ,,neue* Element
x oy heiit dann auch das FErgebnis der Operation. Da das Ergebnis wieder
zur Ausgangsmenge M gehort, kann man es weiter verkniipfen mit weiteren
Elementen. Dies erfordert im Allgemeinen Klammerungen, um zu wissen, in
welcher Reihenfolge welche Elemente miteinander verkniipft werden sollen.
Im Allgemeinen ist
ao(boc) # (aob)oec.

Definition 8.6. Eine Verkniipfung
or M x M — M, (z,y) —> x oy,
auf einer Menge M heif3t assoziativ, wenn fiir alle x,y, 2 € M die Gleichheit
(xoy)oz = zo(yoz)
gilt.
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Man sagt auch, dass fiir die Verkniipfung das Assoziativgesetz oder die Klam-
merregel gilt.

Definition 8.7. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> xz oy,
auf einer Menge M heifit kommutativ, wenn fiir alle x,y € M die Gleichheit
Toy = youx

gilt.

Man sagt auch, dass fiir die Verkniipfung das Kommutativgesetz oder das
Vertauschungsgesetz gilt. Die Addition und die Multiplikation auf den natiir-
lichen Zahlen sind beide assoziativ und kommutativ.

Definition 8.8. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> xz oy,

gegeben. Dann heifit ein Element e € M neutrales Element der Verkniipfung,
wenn fiir alle x € M die Gleichheit

rToe=T—r—=e€eo0x

gilt.

Bei der Addition auf den natiirlichen Zahlen ist 0 das neutrale Element und
bei der Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen ist 1 das neutrale Element.
Deshalb ist es in der abstrakten Formulierung sinnvoll, eine unbelastete Be-
zeichnung zu wahlen. Wenn die Verkniipfung kommutativ ist, so muss man
die Eigenschaft des neutralen Elementes nur von einer Seite iiberpriifen.

8.3. Die Addition auf den natiirlichen Zahlen.

Die Addition auf den natiirlichen Zahlen ist eine vertraute Operation und
es gibt viele Moglichkeiten, sie einzufiithren. Je nach Kontext und Absicht
sind unterschiedliche Ansétze besser geeignet. Zur rechnerischen Definition
der Addition ist etwa das schriftliche Addieren im Dezimalsystem beson-
ders effektiv, wahrend zum Nachweis der Assoziativitat die inhaltliche Inter-
pretation als disjunkte Vereinigung von Mengen sinnvoll ist. Um ein klares
Fundament zu haben, muss man sich bei einem systematisches Aufbau der
Mathematik dafiir entscheiden, was man als Definition nimmt, und dann be-
weisen, dass der gewahlte Zugang auch andere Charakterisierungen erlaubt
und somit mit anderen Zugéingen iibereinstimmt.

Wir wollen die Addition auf den natiirlichen Zahlen definieren, und zwar
allein unter Bezug auf das Nachfolgernehmen, das das Zéhlen charakterisiert.
Das Nachfolgernehmen ist ein Prozess, den man iterieren kann. Sowohl der
Startwert des Nachfolgernehmens als auch die Anzahl, wie oft ein Nachfolger
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genommen werden soll, wird durch natiirliche Zahlen beschrieben. Die k-
fache Durchfithrung eines Prozesses bedeutet, dass er so oft durchgefiihrt
wird, wie es die Menge {1, ..., k} vorgibt.

Definition 8.9. Die Summe n + k zweier natiirlicher Zahlen n und k£ ist
diejenige natiirliche Zahl, die man erhélt, wenn man von n ausgehend k-fach
den Nachfolger nimmt.

Die Operation heifit die Addition und die beteiligten nennt man die Summan-
den. Nach dieser Definition wird also ausgehend von n der Nachfolgerprozess
k-fach durchgefiihrt. Bei £ = 0 ist dies als der nullte Nachfolger, also als n
selbst, zu verstehen. Bei k = 1 ist dies der erste Nachfolger, n+ 1 ist also die
erste Zahl n’ nach n. Die Summe n+ k ist also n”’ mit k Nachfolgerstrichen.
Wenn umgekehrt

n =20
ist, so ist der k-te Nachfolger der 0 gleich k. Man beachte, dass hier die

Addition in einer Weise definiert wird, in der die Kommutativitét keineswegs
offensichtlich ist, das wird sich aber gleich ergeben.

Lemma 8.10. Fir die Addition der natiirlichen Zahlen (mit der in Defini-
tion 8.9 festgelegten Addition) gelten die folgenden Aussagen.

(1)
n+0=n=0+n
fiir alle n, d.h. 0 ist das neutrale Element der Addition.

(2)
n+k'=n+k)=n+k
fiir alle n,k € N (Umlegungsregel ).
(3) Die Addition ist kommutativ.

(4) Die Addition ist assoziativ.
(5) Aus einer Gleichung n+k = m + k folgt

n=m

( Abziehregel ).
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Das kleine Einsundeins. Das Umlequngsprinzip schligt sich in der
Additionstabelle darin nieder, dass in den Linksunten nach
Rechtsoben-Diagonalen konstante Werte stehen.

Beweis. (1) Die Gleichungen links und rechts sind unmittelbar klar, da
der n-te Nachfolger der 0 gleich n ist.
(2) Die Ausdriicke besagen prozesstheoretisch das gleiche: Links geht man
von der Zahl n aus und nimmt einmal 6fters als &k den Nachfolger.
In der Mitte bestimmt man k-fach den Nachfolger von n und nimmt
von diesem Ergebnis den Nachfolger. Rechts nimmt man von n den
Nachfolger und davon dann k-fach den Nachfolger.
(3) Es ist
n+k==Fk+n
fiir alle k, n zu zeigen. Diese Gleichungen zeigen wir durch Induktion
iiber k fiir alle n. Bei & = 0 steht beidseitig n nach Teil (1). Sei die
Gleichheit nun fiir ein k& (und alle n) schon bewiesen. Dann ist unter
Verwendung der Induktionsvoraussetzung und Teil (2)

n+k = mn+k) = (k+n) =Fk+n,

die Gleichung gilt also auch fiir &’.
(4) Wir beweisen die Assoziativitit, also die Gleichheit

(m+n)+k=m+(n+k),
durch Induktion iiber & (fir alle m,n gleichzeitig). Mit der Regel aus
(2) und der Induktionsvoraussetzung ergibt sich direkt
(m+n)+k" = (m+n)+k = (m+n)+k =m+0n'+k) = m+(n+k).

(5) Die Abziehregel beweisen wir ebenfalls durch Induktion tiber k. Der
Fall
k=0
ist klar. Sei also die Aussage fiir & schon bewiesen und sei eine Glei-
chung der Form
m+k =n+k
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gegeben. Dann ist nach der Umlegungsregel auch
m +k =n'+k.
Nach der Induktionsvoraussetzung ist somit
m =n
Da die Nachfolgerabbildung injektiv ist, ergibt sich

m = n.
U

Fiir einige alternative Begriindungen siehe die Aufgaben, insbesondere Auf-
gabe 8.11. Teil (2) kann man auch so verstehen, dass man eine Summe n + k
dadurch berechnen kann, dass man sukzessive den ersten Summanden um
eins erhoht (also den Nachfolger nimmt) und den zweiten um eins vermin-
dert (also den Vorgénger nimmt), falls & # 0 ist. Dies macht man so lange,
bis der zweite Summand 0 ist. Statt Umlegungsregel sagt man auch Umle-
gungsprinzip. Die folgende Aussage besagt, dass durch das Umlegungsprinzip
die Addition bereits festgelegt ist.

Lemma 8.11. Auf den natirlichen Zahlen gibt es genau eine Verkniipfung
NxN-—N, (z,y) —> z + v,
mat
r+0=ux firalex eNundx+vy = (x+y) firalez,yeN.

Beweis. Es seien zwei Verkniipfungen + und x auf N gegeben, die beide
diese charakteristischen Eigenschaften erfiillen. Es ist zu zeigen, dass dann
diese beiden Verkniipfungen iiberhaupt iibereinstimmen. Wir miissen also die
Gleichheit

rT+y =xT*xY
fir alle z,y € N beweisen. Dies machen wir durch Induktion iiber y (fiir
beliebige ). Bei
y =10
ist wegen
r4+0=2=2x%0
die Aussage richtig. Sei die Aussage nun fiir ein bestimmtes y schon bewiesen.

Dann ist mit der charakteristischen Eigenschaft und der Induktionsvoraus-
setzung

vy = (e+y) = (wry) = zxy.
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8.4. Addition und disjunkte Vereinigung.

_(@/ @
Eelor Clee

WV 4

Das Vereinigungsprinzip und die Kommutativitat der Addition

Die Standardinterpretation der und wichtigste Motivation fiir die Addition
zweier natiirlicher Zahlen ist, dass sie die Anzahl der Vereinigung von zwei
disjunkten endlichen Mengen angibt. Wenn man zwei Kérbe von Apfeln hat
und diese zusammenschiittet, so ist die Gesamtanzahl gerade die Summe der
beiden Einzelanzahlen. Es ist moglich, die Addition von natiirlichen Zahlen
dariiber zu definieren. Vorteile sind die unmittelbare Anschauung, Nachteile,
dass man eine Zahl durch eine endliche Menge reprasentieren muss, und nicht
klar ist, welche man nehmen soll und es nicht selbstverstédndlich ist, dass un-
terschiedliche gleichgrofle disjunkte Mengen nach Vereinigung gleichgrof sind
(was heiit das?). Der Vorteil bei unserer Definition ist, dass man die Addition
auf einen elementareren Prozess, ndmlich den Prozess des Zahlens bzw. Nach-
folgernehmens zuriickfiihrt. Dies erlaubt es, GesetzméafBigkeiten zu beweisen,
indem sie per Induktion auf elementare Schritte zuriickgefiihrt werden. Beide
Konzepte sind wichtig, und natiirlich will man, unabhéngig davon, wie man
die Addition nun eingefiihrt hat, schnell wissen, dass die beiden Konzepte
iibereinstimmen. Dazu ist es hilfreich, im Vereinigungskonzept auch Einzel-
schritte zu erkennen. Dies ist wieder das Umlegungsprinzip: Die Vereinigung
kann man sich so vorstellen, dass schrittweise ein Element (ein Apfel) der
zweiten Menge in die erste Menge umgelegt wird, siehe auch Aufgabe 4.14.
Bei einem solchen Einzelschritt erhoht sich die erste Anzahl um eins (Nach-
folger) und die zweite Anzahl verringert sich um eins (Vorgénger). Das deckt
sich mit Lemma 8.10 (2).

Satz 8.12. Es seien M und N disjunkte endliche Mengen mit m bzw. n
Elementen. Dann besitzt thre Vereinigung M U N gerade m +n Elemente.

Beweis. Die Voraussetzung besagt, dass es eine bijektive Abbildung
v {l,...,m} — M

und eine bijektive Abbildung
e: {1,...,n} — N

gibt. Die Abbildung

{1,....on} —{m+1,....m+n}, i— m+1,
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ist nach Aufgabe 8.22 bijektiv, sei # die Umkehrabbildung. Somit ist nach
Lemma 6.4 (3)
pol: {m+1,... m+n} — N
ebenfalls bijektiv. Wir definieren nun eine Abbildung
F:{l,....m+n} — MUN
durch

0(0(k)), falls k e {m+1,...,m+n}.

Diese Abbildung ist surjektiv, da jedes Element aus M durch den ersten
Fall und jedes Element aus N durch den zweiten Fall abgedeckt ist. Die
Injektivitét sieht man so. Wenn

(k) = {¢(k), falls k € {1,...,m},

k # ¢
gegeben sind, und das eine Element zu {1,...,m} und das andere zu {m +
1,...,m+n} gehort, soist F(k) € M und F'(¢) € N (oder umgekehrt) und sie
sind verschieden wegen der Disjunktheit. Wenn sie aus der gleichen Teilmenge
des Definitionsbereiches kommen, so ergibt sich die Verschiedenheit von F'(k)
und F(¢) aus der Injektivitét von ¢ bzw. ¢ o . Insgesamt erhalten wir also
eine bijektive Abbildung

{1,...,m+n} — MUN,
so dass die Anzahl von M U N gleich m + n ist. U
Spéter werden wir beweisen, dass die Addition mit dem schriftlichen Addie-

ren ausgerechnet werden kann, dass also der Algorithmus des schriftlichen
Addierens korrekt ist.

8. ARBEITSBLATT

8.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 8.1. Skizziere die Produktmenge N x N als Teilmenge von R x R.

8.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 8.2. Beschreibe fiir je zwei (einschliellich dem Fall, dass das Pro-
dukt mit sich selbst genommen wird) der folgenden geometrischen Mengen
die Produktmengen.

(1) Ein Geradenstiick I.
(2) Eine Kreislinie K.
(3) Eine Kreisscheibe D.
(4) Eine Parabel P.
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Welche Produktmengen lassen sich als eine Teilmenge im Raum realisieren,
welche nicht?

Wie kann man den runden Strohballen (ohne die Katze) als eine Produktmenge
beschreiben?

Aufgabe 8.3. Es seien A und B disjunkte Mengen und C' eine weitere Men-
ge. Zeige die Gleichheit

Cx(AWB) = CxAYC x B.

Aufgabe 8.4. Es seien A und B disjunkte Mengen. Zeige die Gleichheit
(AWB)x (AWB) = Ax AWAX BWB X AWB x B.

Aufgabe 8.5. Es seien L und M Mengen. Zeige, dass die Abbildung
7: LX M — M X L, (z,y) — (y,x),

eine bijektive Abbildung zwischen den Produktmengen L x M und M x L
festlegt.

Aufgabe 8.6. Es sei P eine Menge von Personen und V' die Menge der
Vornamen von diesen Personen und N die Menge der Nachnamen von diesen
Personen. Definiere natiirliche Abbildungen von P nach V', nach N und nach
V' x N und untersuche sie in Hinblick auf die relevanten Abbildungsbegriffe.

Aufgabe 8.7. Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(z,y)|z+y =3},
(2) {(z,y)|z+y < 3},
(3) {(z,y)l (z +y)* = 4},
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(z,9)| |z +2| > 5und |y —2| <3},
(z,9)| |z| = 0 und |y* —2y* + 7y — 5] > —1},
(r,9)] —1<z<3und 0 <y < 23}

Aufgabe 8.8. Erstelle eine Wertetabelle und skizziere den Graphen fiir das
Nachfolgernehmen in den natiirlichen Zahlen.

Aufgabe 8.9. Wie sehen die Graphen der Funktionen f: R — R aus, die
Sie in der Schule kennengelernt haben?

A

—Y

Aufgabe 8.10. Woran erkennt man am Graphen einer Abbildung
fi R— R,
ob f injektiv bzw. surjektiv ist?

Aufgabe 8.11. Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung darauf, die wir
als Produkt schreiben.

(1) Wie viele sinnvollen Klammerungen gibt es fiir die Verkniipfung von
vier Elementen?

(2) Die Verkniipfung sei nun assoziativ. Zeige, dass das Produkt von vier
Elementen nicht von irgendeiner Klammerung abhéngt.

Aufgabe 8.12. Berechne im Strichsystem

HTTTTHT =TT

allein unter Verwendung des Umlegungsprinzips.

Aufgabe 8.13. Wir zihlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ...

und wollen mit diesen Zahlen Addieren.
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(1) Welche alltagssprachliche Formulierung besitzt die Addition in diesem
Zéhlmodell?

(2) Welche sprachlichen Formulierungen driicken aus, das heute das neu-
trale Element der Addition ist.

(3) Was ist morgen plus morgen?

(4) Was ist iibermorgen plus iibermorgen?

(5) Was ist iiberiibermorgen plus iiberiiberiibermorgen?

Aufgabe 8.14. Es seien k und n natiirliche Zahlen. Zeige, dass die (Nachfol-
ger-)Abbildung

{k,....,n} —{K,... 0"}, ir— 7,
bijektiv ist.

Aufgabe 8.15. Bestimme in den jeweiligen Modellen der natiirlichen Zahlen
die Anzahl der folgenden Abschnitte von N.

(1)
(2)

LT s T -

{1201,...,21010}
(im Dreiersystem).

(3)

{iiberiibermorgen, . .. , iiberiiberiiberiiberiiberiiberiibermorgen} .

Aufgabe 8.16. Es seien S und T endliche Teilmengen einer Menge M. Zeige,
dass dann auch die Vereinigung S U T endlich ist.

Aufgabe 8.17. Nach dem Mittagessen wollen Frau Maier-Sengupta und
Herr Referendar Lutz mit den Kindern A, B,C, G, H, L, M, R, T eine Boots-
fahrt machen, wozu jedes Kind eine Nummer zwischen 1 und 9 braucht. Frau
Maier-Sengupta ist vor dem Mittagessen mit einem Teil der Kinder auf dem
Spielplatz und verteilt dabei schon mal die Nummern

n |112(3]4]5 |6
en) |[A|G|R|H|L |B

Beim Abrdumdienst nach dem Mittagessen legt Herr Lutz (ohne Riickspra-
che) folgende Nummern fest

n [1]2]3 4[5
o) [L|C|M|G|T
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Lucy (L) wollte zwar sagen, dass sie schon eine Nummer hat, doch das wurde
von Gabi (G) verhindert. Am Boot entscheidet dann Frau Maier-Sengupta,
dass die Spielplatzkinder ihre Spielplatznummer behalten und dass die tibri-
gen Kinder die hinteren Nummern 7 — 9 in der von Herrn Lutz vergebenen
Reihenfolge bekommen.

(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir die Bootsnummerierung.
(2) Definiere die Bootsnummerierung als Abbildung ¥ durch eine geeig-
nete Fallunterscheidung.

Aufgabe 8.18. Auf einem Schiff sind 26 Schafe und 10 Ziegen. Wie alt ist
der Kapitdn?
8.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.19. (2 Punkte)

Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(z,y)| [22| = 5 und [y| > 3},

(2) {(;C,y)‘ — 3z > 2y und 4z < —5y}7
(3) {(z,9)|y* —y+1 <4},

(4) {(l’,y” Ty = 2 oder ;U2 —+ y2 — 1}

Aufgabe 8.20. (2 Punkte)

Es sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung darauf, die wir als
* schreiben. Zeige, dass

(axb)*(ckx(dxe)) = ax((bx(cxd))xe)
fiir beliebige a, b, c,d,e € M gilt.

Aufgabe 8.21. (2 Punkte)

Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung *. Zeige, dass es maximal ein
neutrales Element fiir die Verkniipfung gibt.

Aufgabe 8.22. (3 Punkte)
Es seien k,n natiirliche Zahlen. Zeige, dass die Abbildung

{1,..k} —{1+n,...;k+n},i—i+n,
bijektiv ist.

Anleitung: Fiihre Induktion nach n unter Verwendung von Aufgabe 8.14.
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Aufgabe 8.23. (3 Punkte)

Es seien M und N zwei endliche Teilmengen einer Menge G. Zeige, dass die
Formel

#(M) + #(N) = #(MUN) +#(M N N)
gilt.

9. VORLESUNG - MULTIPLIKATION DER NATURLICHEN ZAHLEN

In theory, 'theory’ and
‘'praxis’ are the same, in
praxis they aren’t

9.1. Die Multiplikation auf den natiirlichen Zahlen.

Zur Definition der Multiplikation verwenden wir wieder das Prinzip, dass
man mit natiirlichen Zahlen zéhlen kann. Die Addition haben wir bereits zur
Verfiigung und insbesondere kénnen wir eine natiirliche Zahl mit sich selbst
addieren. Wir konnen auch Summen der Form

b+b+b+---+b+b

benutzen und koénnen dabei, wegen der Assoziativitit der Addition, auf
Klammern verzichten. Die Anzahl der Summanden ist dabei eine wohlde-
finierte natiirliche Zahl. Dies nehmen wir zur Grundlage fiir die Multiplika-
tion.34

Definition 9.1. Das Produkt a - b zweler natiirlicher Zahlen ist definiert als
die a-fache Summe der Zahl b mit sich selbst.

Wichtig ist hier, dass a die Anzahl der Summanden angibt, also wie oft b
zu nehmen ist, und nicht die Anzahl der Additionen (die Anzahl des Plus-
zeichens), die dabei auszufiihren sind. Diese Anzahl ist um eins kleiner. Es
spricht aber auch einiges dafiir, dass man von 0 ausgeht und dazu dann a-fach
die Operation +b durchfiihrt. Dann hat man

04+b+b+--+b+b

und a-fach den gleichen Prozess. Die beiden Zahlen a und b heiflen Faktoren,
das Ergebnis heift das Produkt, die Verkniipfung heifst Multiplikation.

34\ an beachte, dass hier die erste Zahl angibt, wie oft die zweite Zahl mit sich selbst
zu addieren ist. Bei der Definition der Adition gibt geméfl unserer Definition die zweite
Zahl an, wie oft von der ersten Zahl ausgehend der Nachfolger zu nehemn ist. Bei der Po-
tenzierung gibt wiederum die zweite hochgestellte Zahl an, wie oft die erste untenstehende
Zahl mit sich selbst zu multiplizieren ist. Es gibt hier also keine einheitliche Reihenfolge,
welche Zahl die Anzahl der Prozesse festlegt. In der Multiplikation soll die erste Zahl die
Prozesse zéhlen, weil man drei Kiihe sagt und nicht Kiihe drei.
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Wenn man die Addition beherrscht, so ist es einfach, die Multiplikation aus-
zufithren und eine Tabelle fiir kleine Zahlen aufzustellen. Die Multiplikations-
tabelle fiir zwei Zahlen zwischen 0 und 10, das sogenannte kleine Einmaleins
lasst sich so erstellen (auch in anderen Systemen). Man kann dann grundsétz-
lich sédmtliche Multiplikationen im Zehnersystem darauf zuriickfithren, was
im schriftlichen Multiplizieren ausgenutzt wirdFuinote. Um grofle Zahlen ef-
fektiv miteinander multiplizieren zu kénnen, muss man das kleine Einmaleins
auswendig kennen. Eigentlich sollte man die 10 aus dem kleinen Einmaleins
herausnehmen, da die Zehnerreihe sich im Dezimalsystem auf kleinere Re-
chungen zuriickfithren ldsst.

Fiir die soeben eingefiithrte Multiplikation mochte man die vertrauten Eigen-
schaften wie beispielsweise die Kommutativitét etablieren. Dies geschieht in
folgendem Lemma.

Lemma 9.2. Fir die Multiplikation der natiirlichen Zahlen (mit der in der
Definition 9.1 festgelegten Multiplikation) gelten folgende Aussagen.

(1) Es gilt
0-n=0=mn-0
fiir alle n.
(2) Es gilt
l-n=n=n-1
fiir allem, d.h. 1 = 0 ist das neutrale Element fiir die Multiplikation.
(3) Es st
E-n=k-n+n
und
n-k'=n-k+n
fir alle n, k € N.
(4) Die Multiplikation ist kommutativ.
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(5)

(6)

Beweis.

Fiir beliebige k,m,n € N gilt
k-(m+4+n)=k-m+k-n

(Distributivgesetz).
Die Multiplikation ist assoziativ.

(1) Die zweite Gleichung ist klar, da unabhingig davon, wie oft

die 0 mit sich selbst addiert wird, stets 0 herauskommt. Die erste
Gleichung kann man als eine Konvention oder auch als Teil der Defi-
nition ansehen: Eine Summe, in der iiberhaupt keine Zahl vorkommt
(die leere Summe), ist als 0 zu interpretieren.
Die erste Gleichung ist klar, der Ausdruck 1 -n besagt einfach, dass
die Zahl n einmal dasteht. Die zweite Gleichung bedeutet, dass die
n-fache Addition der 1 mit sich selbst gleich n ist. Dies zeigen wir
durch Induktion nach n, wobei der Induktionsanfang (fiir n = 0,1
klar ist). Sei die Aussage also schon fiir n bewiesen. Der Unterschied
zwischen n - 1 und n’ - 1 besteht darin, dass im zweiten Fall einmal
mehr +1 dasteht. Somit ist

n-1l=n-141=n+1=n

Die linke Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Definition. Die
rechte Gleichung ergibt sich aus

n-k' = K+ - +F
1
n—ma.
= (k+D)+--+(k+1)
njlglal
= Z{_|_..._|_]€_|_\1_|_..._|_1/
n—‘rrnal n—‘rfnal
= n-k+n.

Die Kommutativitat beweisen wir durch Induktion nach &, und zwar
beweisen wir die Behauptung

n-k=%k-n

fiir alle n. Der Fall & = 0 ist klar, da dann beidseitig 0 steht. Sei
die Gesamtaussage also fiir ein bestimmtes k und beliebiges n bereits
bewiesen. Dann ist unter Verwendung von (3) und der Induktions-
voraussetzung

nk=n-k+n==%k-n+n==%- n
Das Distributivgesetz
E-(m+n)=Fk-m+k-n

beweisen wir durch Induktion nach £ fiir beliebige m,n. Der Fall
k = 0 ist klar, da beidseitig 0 rauskommt. Unter Verwendung der
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Induktionsvoraussetzung und Teil (3) ergibt sich

E-(m+n) = k-(m+n)+m-+n
= k-m+k-n+m+n
= k-m+m+k-n+n
= kK -m+Ek - -n.

(6) Das Assoziativitéitsgesetz beweisen wir durch Induktion nach dem er-
sten Faktor (wobei der Induktionsanfang wieder klar ist) unter Ver-
wendung des Distributivgesetzes und Teil (3).

K-(m-n) = k-(m-n)+m-n
= (k-m)-n+m-n
= (k-m+m)-n

(k" -m) - n.

Es gilt n-0 = 0 und
n-k =n-k+n.
Diese beiden Eigenschaften legen bereits die Multiplikationsverkniipfung ein-

deutig fest.

Lemma 9.3. Auf den natiirlichen Zahlen gibt es eine eindeutig bestimmte
Verkniipfung

NxN-—N, (z,y) — x -y,
die
x-0=0 firallex e Nundx -y =x-y+ =z fir alle z,y € N
erfillt.
Beweis. Es seien - und x zwei Verkniipfungen auf N, die beide diese Eigen-
schaften erfiillen. Wir miissen
Ty = TxY
fiir alle x,y € N zeigen. Wir fithren Induktion nach y. Der Induktionsanfang
ist klar, da wegen der ersten charakteristischen Eigenschaft
z-0=0=2x%x0

ist. Sei die Aussage fiir ein gewisses y schon bewiesen. Dann ist unter Verwen-
dung der Induktionsvoraussetzung und der zweiten charakteristischen Eigen-
schaft

vy =v-yt+tx=axxy+z =a*xy.
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9.2. Die Anzahl der Produktmenge.

@
@&
GG S &€

Satz 9.4. Es seien M und N endliche Mengen mit m bzw. n Elementen.
Dann besitzt die Produktmenge M x N genau m -n Elemente.

Beweis. Wir fithren Induktion iiber m, also die Anzahl von M. Wenn m = 0
ist, so ist M leer und damit ist auch die Produktmenge leer, hat also ebenfalls
0 Elemente, was nach Lemma 9.2 (1) mit dem Produkt {ibereinstimmt. Dies
sichert den Induktionsanfang. Wenn m = 1 ist, so besteht M aus genau
einem Element, sagen wir z, und alle Elemente der Produktmenge haben die
Form (z,y) mit diesem einen x und einem beliebigen y € N. Somit ist

N — M x N, y+— (x,y),

eine bijektive Abbildung und M x N hat genau so viele Elemente wie N,
némlich n. Dies stimmt nach Lemma 9.2 (2) mit dem Produkt 1-n tiberein.
Sei nun die Aussage fiir alle Mengen M mit m Elementen (und beliebige
endliche Mengen N) bewiesen und es liege eine (m + 1)-elementige Menge
M vor. Es sei x € M ein fixiertes Element und wir betrachten die disjunkte

Zerlegung

M = (M\{x})U{z}.
Die Menge M \ {z} besitzt dann m Elemente, so dass wir auf diese Menge
die Induktionsvoraussetzung anwenden konnen. Ferner ist

Mx N = (M\ {z}) x NU({z} x N)

und diese Vereinigung ist disjunkt (die erste Komponente eines Paares ist
entweder = oder nicht x). Daher ist nach Satz 8.12 die Anzahl von M X
N gleich der Summe der Anzahlen der beiden Bestandteile, also nach der
Induktionsvoraussetzung, dem einelementigen Spezialfall und Lemma 9.2 (3)
gleich

m-n+n = (m+1)-n.
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Q00000000
Q000000090
000000000
000000000
Q00000000
Q0009000000
000000000

Das Distributivgesetz anhand der Interpretation der Multiplikation als Anzahl
einer Produktmenge.

Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir die vorstehende Aussage.
Wir behaupten, dass die Abbildung
v AL ... om} x{1,...,n} —{1,2,...,mn}, (i,j) — (i — I)n+ j,

bijektiv ist. Zum Beweis der Surjektivitét sei z € {1,2,..., mn} vorgegeben.
Dieses (ganzzahlige) Intervall kann man in die disjunkten Intervalle

{1,...,n}U{n+1,....2n}U{2n+1,....3n}U...U{(m—1)n+1,...,mn}
unterteilen. Das Element z gehort somit zu einem dieser Intervalle, d.h. es
gibt ein ¢ mit
ze{(i—1n+1,... in}
mit ¢ zwischen 1 und m. Dann ist
z=(i—1n+jy

mit einem j zwischen 1 und n und gehért somit zum Bild. Zum Beweis der
Injektivitiat seien

(4,7),(k,0) e {1,...,m} x{1,...,n}
gegeben, die auf das gleiche Element abbilden. Es gilt also
(i—1)n+j=(k—-1n+¢

Da j und ¢ beide zu {1,...,n} gehoren, sind die Summen jeweils maximal
gleich in bzw. kn. Daher kénnen die Zahlen nur dann gleich sein, wenn
i =k

und dann nach der Abziehregel auch
jg =1

ist.
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9.3. Potenzen.

Definition 9.5. Zu einer natiirlichen Zahl a und einer natiirlichen Zahl n
nennt man die n-fache Multiplikation von a mit sich selbst

a[.a...a.a

(n Faktoren) die n-te Potenz von a. Sie wird mit a” bezeichnet.

Die Zahl a heifit in diesem Zusammenhang die Basis der Potenz und n der
FExponent. Bei n = 0 ist dies als

a’ =1

zu verstehen. Dies gilt auch fiir 0, also 0° = 1, wobei man hier hiufig auf
eine Festlegung verzichtet. Fiir positive Exponenten n ist jedenfalls

0" = 0.
Wie gesagt, der Exponent bestimmt die Anzahl der Faktoren

a/'a/".a’

n—mal

die Anzahl der auszufithrenden Multiplikationen ist um eins kleiner. Man
kann aber auch von 1 ausgehen und die Potenz als

].'a'a/"'a'a

auffassen. Als Rechenregeln fiir das Potenzieren halten wir die folgenden
Eigenschaften fest.

Lemma 9.6. Fir das Potenzieren gelten die folgenden Eigenschaften, wobei
a,b € Ny und m,n € N seien.

(1)

(2)

(3)

Beweis. Siehe Aufgabe 9.12. U

Definition 9.7. Eine Zahl der Form n? mit n € N heiit Quadratzahl.
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9.4. Die Ordnungsrelation.

Wir wollen auf den natiirlichen Zahlen die Gréfler- bzw. genauer die Grofler-
gleich-Ordnung einfiihren.

Definition 9.8. Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge der
Produktmenge M x M, also R C M x M.

Definition 9.9. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fir alle i € 1.
(2) Aus i < j und j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < j und j x i folgt i = j.

Definition 9.10. Eine Ordnungsrelation < auf einer Menge I heifit lineare
Ordnung (oder totale Ordnung), wenn zu je zwei Elementen x,y € I die
Beziehung x < y oder y < x gilt.

9. ARBEITSBLATT

9.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 9.1. Erstelle eine Liste der Quadratzahlen bis 400.

9.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 9.2.*

Finde zwei natiirliche Zahlen, deren Summe 65 und deren Produkt 1000 ist.

Aufgabe 9.3.*

Wie oft sagt man ,,bitte, wenn man dreimal , bitte, bitte, bitte* sagt.

Aufgabe 9.4. Berechne
[T 1T

ohne auf andere Darstellungsformen der natiirlichen Zahlen Bezug zu neh-
men. Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.

Aufgabe 9.5. Berechne
11111

ohne auf andere Darstellungsformen der natiirlichen Zahlen Bezug zu neh-
men. Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.
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Aufgabe 9.6. Berechne 3 - 4 allein mit den in Lemma 9.3 und Lemma 8.11
fixierten Rechenregeln.

Aufgabe 9.7. In der Klasse gibt es vier Reihen mit je acht Sitzpléatzen, die
alle besetzt sind. Vorne stehen Frau Maier-Sengupta und Herr Lutz. Frau
Maier Sengupta zdhlt die Kinder durch, wobei sie reihenweise von (zuerst)
links nach rechts und (dann) von vorne nach hinten durchzihlt. Herr Lutz
zéhlt die Kinder von rechts hinten nach links vorne, wobei er zuerst die ganz
rechts sitzenden Kinder durchzéhlt u.s.w.

(1) Welche Nummer bekommt dasjenige Kind, das von Frau Maier-
Sengupta die Nummer 23 bekommt, von Herrn Lutz?

(2) Welche Nummer bekommt dasjenige Kind, das von Herrn Lutz die
Nummer 18 bekommt, von Frau Maier-Sengupta?

(3) Welche Nummer bekommt das Kind, das in der dritten Reihe von
vorne auf dem sechsten Stuhl von links sitzt, von den beiden Lehr-
kraften?

Aufgabe 9.8. Erstelle das kleine Einmaleins im Zweiersystem.
Aufgabe 9.9. Erstelle das kleine Einmaleins im Dreiersystem.
Aufgabe 9.10. Erstelle das kleine Einmaleins im Vierersystem.

Aufgabe 9.11. Welche Ziffern treten im Dezimalsystem als Endziffern von
Quadratzahlen auf?

Aufgabe 9.12. Erstelle das , kleine Einshocheins®“. Kann man das allgemeine
Potenzieren n* darauf irgendwie zuriickfiithren?

Aufgabe 9.13.*

Es sei a € N,. Zeige, wie man a'

Y mit vier Multiplikationen berechnen kann.

Aufgabe 9.14. Zeige, dass fiir das Potenzieren die folgenden Rechenregeln
gelten (dabei seien a,b € N, und m,n € N).

(1)
(2)
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Aufgabe 9.15. Berechne
1",

ohne auf andere Darstellungformen der natiirlichen Zahlen Bezug zu nehmen.
Insbesondere soll das Ergebnis als Strichfolge vorliegen.

Aufgabe 9.16. In der Schule wird Potenzrechnung durchgenommen und es
geht um die Frage, ob

a® = b
ist. Als Griinde, dass dies gelten miisste, werden angefiihrt:

(1) Es gilt jaauch a+b = b+aund a-b = b-a, warum sollte das jetzt
plotzlich nicht mehr gelten.

(2) Das wire gut, wenn das gelten wiirde, dann kénnte man die kleinere
Zahl immer oben hinschreiben und es wére einfacher auszurechnen.

(3) Wenn man beispielsweise a = 2 und b = 4 nimmt, so ist

20 =92.2.2.2 =16 = 4-4 = 42,

warum sollte das fiir andere Zahlen nicht auch gelten?

Aufgabe 9.17. Zeige, dass das Potenzieren auf den positiven natiirlichen

Zahlen, also die Zuordnung
NxN-—N, (a,b) — a’,

weder kommutativ noch assoziativ ist. Besitzt diese Verkniipfung ein neutra-
les Element?

Aufgabe 9.18.*
Ist die Abbildung

0 Ny x N — N, x N, x N, (a,b) — (a + b,ab,d"),

injektiv oder nicht?
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Aufgabe 9.19. Gabi Hochster iiberlegt sich: ,,Die Addition a + b bedeutet,
b-mal den Nachfolger von a nehmen, a - b bedeutet, b-mal a mit sich selbst
zu addieren, a® bedeutet, b-mal a mit sich selbst zu multiplizieren. Dies kann
man doch eigentlich unendlich weitermachen, wobei man allerdings auf die
Klammerungen achten muss. Also: a©b bedeutet, b-mal a mit sich selbst zu
potenzieren (Anzahl der Operanden, nicht der Operationen), wobei Rechts-
klammerung gelte, adb bedeutet, b-mal a mit sich selbst die O-Operation
durchzufiihren, u.s.w. Am besten nennen wir diese Verkniipfungen systema-
tisch ©;(Addition), Oy, .... «

(1) Berechne 392, 402, 502, ... .
(2) Berechne 203, 204, 205, ... .
(3) Berechne 1003.

(4) Berechne 3&2.

(5) Berechne 2d3.

(6) Was ist 29,2 fiir jedes n?

9.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.20. (2 Punkte)

Berechne 5 - 3 allein mit den in Lemma 9.3 und Lemma &8.11 fixierten Re-
chenregeln.

Aufgabe 9.21. (2 Punkte)

Erstelle das kleine Einmaleins im Fiinfersystem.

Aufgabe 9.22. (3 (14+141) Punkte)
Betrachte die Abbildung
o: {1,...,10} x {1,...,10} — {1,...,100}, (a,b) —> a - b.
(1) Ist ¢ injektiv?

(2) Ist ¢ surjektiv?
(3) Was ist das minimale k mit der Eigenschaft, dass unter der Abbildung

v {1k} x A{L,...k} — Ny, (a,0) —>a-b

alle Zahlen zwischen 1 und 100 im Bild liegen (also erreicht werden).

Aufgabe 9.23. (4 Punkte)
Sei m € N. Zeige durch Induktion die Gleichheit

m m

@m+ 1) []@i-1)?=]]@er*-1).

1=1 k=1
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Aufgabe 9.24. (8 (1+142+2+2) Punkte)

Die modische Winterjacke ,,Nungiduluxe“ wird in den Gréflen X.S,S, M, L,
XL, XXL und in den Farben pink, tiirkis, lavendel, anthrazit, weinrot, och-
senblut, luisenblau und tschitscheringriin angeboten. Ferner gibt es die Aus-
fithrung mit Reiflverschluss, mit einfachen Knopfen und mit einer Doppel-
knopfreihe, sowie mit und ohne Kapuze.

(1)

(2)
(3)

Beschreibe die Menge der moglichen Nungiduluxe-Jacken als eine Pro-
duktmenge.

Wie viele Nungiduluxe-Jacken gibt es?

Der Grundpreis der Jacke betrigt 200 Euro, fiir die Gréflen X L und
X XL wird ein Aufschlag von 10 Euro, fiir die Doppelknopfreihe wird
ein Aufschlag von 8 Euro und fiir die Kapuze wird ein Aufschlag von
12 Euro verlangt. Wie viele Jacken gibt es, die mindestens 220 Euro
kosten?

Lucy Sonnenschein mochte sich eine Nungiduluxe-Jacke kaufen. Sie
hat Gréle M und mochte maximal 215 Euro ausgeben. Anthrazit
und weinrot kommt fiir sie nicht in Frage, und sie findet, dass Reif3-
verschliisse meistens klemmen. Da sie zufillig eine luisenblaue und
eine tschitscheringriine Miitze hat, wére bei diesen Farbe die Kapuze
unsinnig. Alle verbleibenden Moglichkeiten mochte sie gerne anpro-
bieren. Wie viele Jacken bestellt sie?

Die Bestellung von Lucy trifft auf folgende Schwierigkeiten: In der
Grofle M sind die Farben pink und lavendel in jeder Ausfiihrung aus-
verkauft und ochsenblut gibt es nur noch mit Reifiverschluss. Tiirkis
gibt es nur gleichzeitig mit Doppelknopfreihe und Kapuze und lui-
senblau nur mit der einfachen Knopfreihe. Wie viele Jacken werden
geliefert?
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10. VORLESUNG - ORDNUNG AUF DEN NATURLICHEN ZAHLEN

10.1. Die Ordnung auf den natiirlichen Zahlen.

Definition 10.1. Man sagt, dass eine natiirliche Zahl n gréfiergleich einer
natiirlichen Zahl £ ist, geschrieben
n >k,

wenn man von k aus durch endlichfaches Nachfolgernehmen zu n gelangt.

0O 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11

Auf dem nach rechts verlaufenden Zahlenstrahl bedeutet n > k, dass sich n
weiter rechts als k£ befindet. Diese Intepretation gilt fiir alle reellen Zahlen.

Statt n > k schreibt man auch & < n (gesprochen kleinergleich). Die
Schreibweise n > k bedeutet n > k und n # k.

Lemma 10.2. Fir natiirliche Zahlen n, k gilt
n >k
genau dann, wenn es ein m € N gibt mit
n =k+m.
Beweis. Die Zahl m gibt an, wie oft man von k aus den Nachfolger nehmen

muss, um zu n zu gelangen. U

Lemma 10.3. Fiir die Grofiergleich-Relation in den natirlichen Zahlen gel-
ten die folgenden Aussagen.

(1) Es ist
a >0
fiir alle a € N.
(2) Es ist
a =20
oder
a>1
(3) Bei
a>b
gilt
a=1»
oder
a > b+ 1.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung aus Lemma 10.2.
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(1) Ist klar wegen a = 0+ a.

(2) Wir zeigen die Aussage a = 0 oder a > 1 fiir alle @ € N durch Induk-
tion iiber a. Fiir a = 0 ist die Aussage klar. Sei also angenommen,
dass die Aussage fiir ein bestimmtes a gelte. Dann ist a = 0 oder
a > 1. Im ersten Fall ist dann 1 4+a = 1+ 0 = 1 und insbesondere
1+a > 1. Im zweiten Fall ist @ = b+ 1 mit einem b € N und damit
a+1=(0b+1)+1=1+(b+1).

(3) Wird &hnlich wie (2) bewiesen, siche Aufgabe 10.4.

4

Satz 10.4. Auf den natiirlichen Zahlen ist durch die Grofiergleich-Relation
> eine totale Ordnung definiert.

Beweis. Wir verwenden die Charakterisierung mit der Addition. Wegen n =
n+0ist n > n. Wenn £ > ¢ und ¢ > m ist, so bedeutet dies, dass
es natiirliche Zahlen a,b mit £k = ¢+ a und { = m + b gibt. Dann gilt
insgesamt
k=/(+a=(m+b+a=m+(b+a)

und somit ist auch & > m. Aus &k > f und ¢ > k ergibt sich k = ¢+ a
und ¢ = k + b und somit k¥ = k + (a + b). Dies ist nach der Abziehregel
nur bei a +b = 0 moglich, und dies ist wiederum, da 0 kein Nachfolger ist,
nur bei a = b = 0 moglich. Die Aussage a > b oder b > a beweisen wir
durch Induktion iiber a (fiir jedes feste b), wobei der Induktionsanfang wegen
b > 0 klar ist. Die Aussage gelte also fiir ein bestimmtes a. Wenn die erste
Moglichkeit gilt, also a > b, so gilt wegen

at+l>a >0

erst recht a+1 > b. Wenn die zweite Moglichkeit gilt, also a < b, so gibt es
zwei Moglichkeiten. Bei a = bist a4+ 1 > b und die Gesamtaussage gilt fiir
a + 1. Andernfalls ist a < b und somit ist nach Lemma 10.3 (3) a+1 < b
und die Gesamtaussage gilt erneut. O

Wir begriinden nun, dass die Ordnungsrelation mit der Addition und der
Multiplikation vertraglich ist.

Satz 10.5. FEs seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es st

a>b
genau dann, wenn
a+c>b+c
15t.
(2) Aus
a>b
und
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folgt
a+c > b+d.
(3) Aus
a>b
folgt
ca > cb.
(4) Aus
a>b
und
c>d
folgt
ac > bd.
(5) Aus
c>1
und
ca > cb.
folgt
a > b.

Bewezs. (1) Wir beweisen die Aussage duch Induktion iiber ¢. Bei ¢ = 0
ist die Aussage klar. Fiir den Induktionsschritt miissen wir lediglich
zeigen, dass die Aussage fiir ¢ = 1 gilt. Bei a = b ist die Aussage
klar, da der Nachfolger wohldefiniert ist. Bei a > b ist nach Lemma
10.3 (3) @ > b+ 1 und somit

a+1>a>0b+1.

Dies zeigt zugleich, dass aus a > bauch a+1 > b+ 1 folgt. Da die
Ordnung total ist, folgt somit auch aus a +1 > b+ 1 die Beziehung
a > b.

(2) Zweifache Anwendung von Teil (1) liefert

a+c>b+c>0b+d,

so dass die Transitivitdt den Schluss ergibt.

(3) Wir fithren Induktion nach ¢, die Félle ¢ = 0,1 sind klar. Sei die
Aussage fiir ¢ bewiesen. Dann ist mit dem Distributivgesetz, der In-
duktionsvoraussetzung und Teil (2)

(c+1)a =ca+a > cb+b= (c+1)b
(4) Aus den Voraussetzungen und Teil (3) ergibt sich
ac > be > bd.
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(5) Seic¢ > 1und a > b. Dann ist @ > b+ 1 und somit ist nach Teil (3)
ac > (b+1)c = be+c¢ > be+1,

also ac > be.

Die folgende Eigenschaft heifit Integritditseigenschaft.

Lemma 10.6. Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist nur dann gleich 0,
wenn einer der Faktoren 0 ist.

Beweis. Wenn die beiden Faktoren a, b nicht 0 sind, so ist
a,b >1

nach Lemma 10.3 (2) und somit ist
a-b>1

nach Satz 10.5 (4). O

Die folgende Eigenschaft heifit Kiirzungsregel.
Lemma 10.7. Aus einer Gleichungn -k = m -k mit k,m,n € N und mit

k # 0 folgt n = m.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 10.5 (5) und daraus, dass eine totale
Ordnung vorliegt. O

10.2. Maxima und Minima.

Definition 10.8. Zu einer endlichen nichtleeren Teilmenge T" C N heif}t a
das Mazimum von T, wenn a € T ist und wenn a > x fiir alle x € T gilt.

Definition 10.9. Zu einer nichtleeren Teilmenge T' C N heifit b das Mini-
mum von T', wenn b € T ist und wenn b < x fiir alle x € T gilt.

Die leere Menge besitzt weder ein Maximum noch ein Minimum. Die Ge-
samtmenge N besitzt das Minimum 0 und kein Maximum.
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10.3. Die Differenz von natiirlichen Zahlen.

Aus einer Menge mit a Elementen wird eine Teilmenge mit b Elementen (b < a)
herausgenommen. Zuriick bleibt eine Menge mit a — b Elementen.

Definition 10.10. Fiir natiirliche Zahlen
a>b
ist a — b diejenige natiirliche Zahl ¢ fiir die
a=b+c
gilt. Sie heifit die Differenz zwischen a und b.

Man mache sich hier die Logik dieser Definition klar: Die Voraussetzung
a>b
bedeutet nach Lemma 10.2 die Existenz einer natiirlichen Zahl ¢ mit
a=">b+ec.

Dieses ¢ ist aufgrund der Abziehregel durch diese Eigenschaft eindeutig be-
stimmt. Die Differenz gibt an, wie oft man von b aus den Nachfolger nehmen
muss, um zu a zu gelangen. Die charakteristische Eigenschaft ist die Gleich-
heit

b+ (a—10b) = a.
Dabei ist @ — b die einzige Losung fiir die Gleichung®
b+z = a.

Ferner ist a — a = 0. Fiir a < b ist der Ausdruck a — b innerhalb der
natiirlichen Zahlen nicht definiert. Da zu a,b € N stets

a>b
oder

b>a

gilt, ist einer der Ausdriicke a — b oder b — a eine wohldefinierte natiirliche
Zahl. Oft nennt man auch diese Zahl, die sich ergibt, wenn man die beiden
Zahlen richtig geordnet hat, die Differenz der beiden Zahlen.

3%Das Gleichungskonzept werden wir spéter genauer besprechen.
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Fiir die Differenz konnen wir einfach eine mengentheoretische Interpretation
angeben.
Satz 10.11. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
T CM
eine Teilmenge, die k Elemente besitze. Dann besitzt
M\T

genau m — k FElemente.

Beweis. Es ist
M =Tw(M\T)

eine disjunkte Zerlegung. Daher gilt nach Satz 8.12
m = #(M) = #(T)+#M\T) = k+#(M\T).
Somit erfillt #(M \ T') die charakteristische Eigenschaft der Differenz und
ist daher gleich m — k. O
Lemma 10.12. (1) Fiir natirliche Zahlen a,b,c mit
a>b
15t
b+c+(a—b) = c+a.

Insbesondere ist (b+c¢) — (a+c¢) = b—a.
(2) Fiir natirliche Zahlen a,b, c,d mit

a>b
und
c>d
181
(a+c)—(b+d) = (a—0b)+ (c—d).
Insbesondere ist bei a > b stets (a +c¢) — (b+¢) = a—0b und
(a+¢c)—b=(a—0b)+ec
(3) Bei
b+c>a >0

st ¢ > a—b und es ist
c—(a—0b) = (c+b) —a.
Beweis. (1) Aus
b+(a—0b) =a
ergibt sich direkt
b+c+(a—b) = c+a.
Der Zusatz ergibt sich aus der Eindeutigkeit der Differenz.
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(2) Wegen Satz 10.5 (2) ist
a+c > b+d,
so dass der Ausdruck rechts einen Sinn ergibt. Die Rechnung
b+d)+(a—b)+(c—d) =d+a+(c—d) =a+c

unter Verwendung der ersten Teils zeigt, dass (a — b) + (¢ — d) die
charakteristische Eigenschaft von (a + ¢) — (b+ d) erfiillt, also wegen
der Eindeutigkeit damit iibereinstimmt.

(3) Nach Teil (2) folgt aus @ > bund b+ ¢ > a die Beziehung

(a—b)+ ((b4+¢c)—a) =a+b+c—(a+b) = c
Beidseitiges Abziehen von a — b ergibt
(b+c)—a =c—(a—0).

Die folgende Aussage ist das Distributivgesetz fiir die Differenz.
Lemma 10.13. Es seien a,b, ¢ natirliche Zahlen mit a > b. Dann st
cla—0b) = ca— cb.

Beweis. Nach Satz 10.5 ist mit a > b auch ca > ¢b, so dass ca — cb wohlde-
finiert ist. Es ist

a=(a—>b)+0b
und daher ist
ca = c((a—b)+b) = c(a—0b)+ cb.
Also ist

c(la—b) = ca— cb.

10. ARBEITSBLATT

10.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 10.1. Ordne die folgenden natiirlichen Zahlen geméf ihrer Grofle.
219, 10%, 50-20+13, 33%, 3-334, 9°+7°, 1005, 2-5-101, 31*, 3°-37, 11-10-9.
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10.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 10.2. Erstelle das ,kleine Einsgroflergleicheins®.
Aufgabe 10.3. Fiir natiirliche Zahlen gelte a > b und b > c. Zeige a > c.

Aufgabe 10.4. Es seien a, b natiirliche Zahlen mit a > b. Zeige, dassa = b
oder a > b+ 1 gilt.

Aufgabe 10.5. Es seien k,n natiirliche Zahlen. Zeige, dass £ < n genau
dann gilt, wenn

{1,...,k} C {1,...,n}
gilt.

Aufgabe 10.6.*
Zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 1 die Abschéitzung

gilt.

Aufgabe 10.7. Modelliere Aussagen wie ,,diese Person ist grofler (schwerer,
intelligenter) als jene Person“ mit Hilfe von Abbildungen und der Grofler-
gleich-Relation auf den natiirlichen Zahlen. Besteht eine Ordnungsrelation
auf der Personenmenge?

Aufgabe 10.8. Berechne das Matrizenprodukt
0 1y (10
00 0 0)°

Aufgabe 10.9. Bestimme die minimale Potenzzahl echt oberhalb von
1000000 und die maximale Potenzzahl echt unterhalb von 1000000.

Aufgabe 10.10.*

Der Professor kommt gelegentlich mit verschiedenen Socken und/oder mit
verschiedenen Schuhen in die Universitédt. Er legt folgende Definitionen fest.

(1) Ein Tag heifit sockenzerstreut, wenn er verschiedene Socken anhat.
(2) Ein Tag heiit schuhzerstreut, wenn er verschiedene Schuhe anhat.
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(3) Ein Tag heifit zerstreut, wenn er sockenzerstreut oder schuhzerstreut
ist.

(4) Ein Tag heifit total zerstreut, wenn er sowohl sockenzerstreut als auch
schuhzerstreut ist.

a) Vom Jahr 2015 weifl man, dass 17 Tage sockenzerstreut und 11 Tage schuh-
zerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximal zerstreut und
wie viele Tage waren minimal zerstreut? Wie viele Tage waren in diesem Jahr
maximal total zerstreut und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

b) Vom Jahr 2013 weifl man, dass 270 Tage sockenzerstreut und 120 Tage
schuhzerstreut waren. Wie viele Tage waren in diesem Jahr maximal zerstreut
und wie viele Tage waren minimal total zerstreut?

c) Erstelle eine Formel, die die Anzahl der sockenzerstreuten, der schuh-
zerstreuten, der zerstreuten und der total zerstreuten Tage in einem Jahr
miteinander in Verbindung bringt.

Aufgabe 10.11. Sei T' C N eine nichtleere Teilmenge der natiirlichen Zah-
len. Zeige, dass T' genau dann endlich ist, wenn 7" ein Maximum besitzt.

Aufgabe 10.12. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
T C M eine Teilmenge. Zeige, dass T' ebenfalls eine endliche Menge ist, und
dass fiir ihre Anzahl £ die Abschéatzung

k<m
gilt. Zeige ferner, dass T' genau dann eine echte Teilmenge ist, wenn
k<m

ist.

Aufgabe 10.13. Es seien S und T endliche Mengen und es gebe eine injek-
tive Abbildung ¢: S — T. Zeige #(5) < #(T).

Aufgabe 10.14. Es seien S und T endliche Mengen. Es gebe zwei injektive
Abbildungen v: S — T und ¢: T — S. Zeige, dass dann die beiden Mengen
die gleiche Anzahl besitzen.

Aufgabe 10.15. Berechne die Differenz
T = 11T
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Aufgabe 10.16. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a < b < c¢. Zeige

c—b < c—a.

Aufgabe 10.17.*

Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit ¢ > b und a —b > c. Zeige, dass dann
a > b+ cist und dass

(a—b)—c=a—(b+c)

ist.

Aufgabe 10.18.*

Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit
a+b=cH+d.

Es sei a > c. Zeige, dass dann d > b ist und dass
a—c=d—>

gilt.

Aufgabe 10.19.*
Es seien a, b, ¢, d natiirliche Zahlen mit a > b und ¢ > d.
(1) Zeige
ac+bd > be+ ad.
(2) Zeige (in N)
(a—=0b)-(c—d) = ac+ bd — (bc + ad).

Aufgabe 10.20. Wir zdhlen
heute, morgen, iibermorgen, iiberiibermorgen, iiberiiberiibermorgen, ... .
Wir kennen zwar nur die Tage ab heute, wir kennen aber die Wérter
. vorvorvorgestern, vorvorgestern, vorgestern, gestern,

(wenn sie sich letzlich auf einen Tag ab heute beziehen).

(1) Bestimme gestern von morgen.

(2) Bestimme vorvorgestern von iiberiiberiibermorgen.

(3) Bestimme gestern von vorgestern von iiberiiberiiberiibermorgen.
(4) Ist vorgestern von morgen in diesem System benennbar?
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Aufgabe 10.21.*

Die offizielle Berechtigung fiir eine Klausurteilnahme werde durch mindestens
200 Punkte im Ubungsbetrieb erworben. Der Professor sagt, dass es aber auf
einen Punkt mehr oder weniger nicht ankomme. Zeige durch eine geeignete
Induktion, dass man mit jeder Punkteanzahl zur Klausur zugelassen wird.

Aufgabe 10.22.*

Anfang Mérz betrigt die Zeitdifferenz zwischen Deutschland und Paraguay
4 Stunden (in Paraguay wurde es 4 Stunden spéter hell). Am 27. Méarz 2016
wurde in Deutschland die Uhr von der Winterzeit auf die Sommerzeit umge-
stellt, die Uhr wurde also um eine Stunde nachts von 2 auf 3 vorgestellt. In
der gleichen Nacht wurde die Uhr in Paraguay umgestellt. Wie grof§ war die
Zeitdifferenz nach der Umstellung?

Aufgabe 10.23. Bringe die folgenden Berechnungen mit Lemma 10.12 in
Verbindung.

(1) In der ersten Halbzeit schieft Borussia Dortmund 3 Tore mehr als
Bayern Miinchen. In der zweiten Halbzeit schiefit Borussia Dortmund
4 Tore mehr als Bayern Miinchen. Wie viele Tore schiefit Borussia
Dortmund insgesamt mehr als Bayern Miinchen?

(2) Mustafa Miiller hat 7 Fufiballbildchen mehr als Heinz Ngolo. Beide
bekommen 12 neue hinzu. Was ist jetzt die Differenz?

(3) Gestern hatte Mustafa Miiller mindestens so viele Fufiballbildchen
wie Heinz Ngolo. Heute hat Heinz Geburtstag und bekommt neue
Bildchen dazu, so dass er nun mindestens so viele Bildchen wie Mu-
stafa hat. Wie lautet die neue Differenz, wenn man die alte Differenz
und die Anzahl der geschenkten Bildchen kennt?

10.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.24. (4 Punkte)
Zeige, dass es keine Abbildung
p: N— N

gibt, die die folgende Eigenschaft erfiillt: Es ist & > n genau dann, wenn
p(k) < @(n).

Aufgabe 10.25. (4 Punkte)
Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei

M — N
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eine surjektive Abbildung in eine weitere Menge N. Zeige, dass dann auch
N endlich ist, und dass fiir ihre Anzahl n die Abschétzung

n<<m

gilt.

Die folgende Aussage verwendet, dass sich jede natiirliche Zahl n > 1 ein-
deutig als Produkt n = 2¥u mit & € N und v € N ungerade schreiben lisst.

Aufgabe 10.26. (5 (2+2+1) Punkte)

Wir definieren auf N, eine neue Relation R durch folgende Vorschrift: Fiir
zwei Zahlen n,m € N, mit n = 2% und m = 2% mit ¢, u ungerade sei

nRm falls t < u gilt oder falls zugleich t = v und k£ < ¢ gilt

(rechts wird auf die natiirliche Ordnung in N Bezug genommen).

(1) Zeige, dass R eine totale Ordnung auf N, ergibt und beschreibe ex-
emplarisch diese Ordnung.

(2) Zeige, dass es zu jedem n € N, ein wohldefiniertes Element n* € N,
n* # n, derart gibt, dass nRn* gilt und dass es zwischen n und n*
keine weiteren Elemente gibt (diese Formulierung ist zu prézisieren).

(3) Erfiillt die Menge (N, 1, ) die Dedekind-Peano-Axiome?

Aufgabe 10.27. (2 Punkte)

Das Kasperletheater ,,Le Caspere® verfiigt iiber fiinfzehn Stuhlreihen mit
jeweils zwolf Sitzen. Fiir eine Vorstellung sind die Reihen 3,4,5 von der
Klasse 1c schon besetzt. Ferner sind die erste und die letzte Reihe wegen
Renovierung gesperrt. Die Sitze ganz links und ganz rechts will man wegen
der eingeschrankten Sicht nicht anbieten. Wie viele Sitzplatze des Theaters
kommen nicht in den freien Verkauf?

e At
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Bei dieser Szene ruft Mustafa: ,,Nicht die Oma schlagen!“
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Aufgabe 10.28. (3 Punkte)

Es seien a, b natiirliche Zahlen mit a > b. Zeige
a® + b* > 2ab.
11. VORLESUNG - KOMMUTATIVE HALBRINGE

Kultur ist Reichtum an
Problemen.

Egon Friedell

11.1. Axiomatik.

Wir haben schon fiir die intuitiv bekannten natiirlichen Zahlen ein Axiomen-
system eingefiihrt, das speziell auf die natiirlichen Zahlen zugeschnitten war
und das sogar die Eigenschaft besitzt, dass es die natiirlichen Zahlen in dem
Sinne charakterisiert, das je zwei Strukturen (je zwei Modelle), die dieses
Axiomensystem erfiillen, zueinander in eine eindeutige Beziehung gebracht
werden kénnen, also im Wesentlichen gleich sind (siehe Satz 7.2).

In dieser Vorlesung werden wir eine andere Art von Aziomensystem ken-
nenlernen, wie sie in der Mathematik typisch ist. Man fasst verschiedene
strukturelle Eigenschaften, die in einem bestimmten Kontext immer wieder
auftauchen, in einen neuen Begriff zusammen. Das Ziel ist dabei, weitere Ei-
genschaften aus einigen wenigen Grundeigenschaften logisch zu erschliefien.
Man argumentiert dann nicht auf der Ebene vertrauter Beispiele, wie der
natiirlichen Zahlen, sondern auf der Ebene der Eigenschaften. Der Gewinn
ist dabei, dass man mathematische Schliisse nur einmal auf der abstrakten
Ebene der Eigenschaften durchfiihren muss und diese dann fiir alle Modelle
gelten, die die jeweiligen Grundeigenschaften erfiillen, also unter den Begriff
fallen. Zugleich erkennt man logische Abhéngigkeiten und Hierarchien zwi-
schen Eigenschaften, die haufig auch im Lernprozess versteckt vorliegen und
auch eine gewisse Orientierung fiir die Didaktik geben, selbst wenn nicht
axiomatisch argumentiert wird.

In diesem Sinne werden wir im Laufe der Vorlesung die Begriffe Halbringe,
Ringe, Gruppen und Koérper kennen lernen (auch der Ordnungsbegriff ist ein
axiomatischer Begriff).

11.2. Kommutative Halbringe.

Wir fassen die bisher etablierten algebraischen Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen in einem eigenen Begriff zusammen.

Definition 11.1. Ein kommutativer Halbring R ist eine Menge mit Ver-
kniipfungen + und - (genannt Addition und Multiplikation) und mit zwei
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ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(1) Die Addition ist eine kommutative, assoziative Verkniipfung, fiir die
0 das neutrale Element ist.

(2) Die Multiplikation ist eine kommutative, assoziative Verkniipfung, fiir
die 1 das neutrale Element ist.

(3) Es gilt das Distributivgesetz, also

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)
fiir alle a,b,c € R.

Korollar 11.2. Die natiirlichen Zahlen N bilden einen kommutativen Halb-
Ting.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 8.10 und aus Lemma 9.2. U

Neben den natiirlichen Zahlen gibt es viele weitere Halbringe, beispielsweise
die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen Q oder die reellen Zahlen R.
Wenn man eine Eigenschaft aus den Gesetzen eines Halbringes erschlieflen
kann, so gilt diese Eigenschaft in jedem Halbring. Sobald man also fiir eine
Struktur gezeigt hat, dass ein Halbring vorliegt, so hat man damit auch
automatisch gezeigt, dass diese neue Eigenschaft gilt. Dies ist letztlich ein
sehr 6konomisches Vorgehen! Der Preis ist, dass man zusitzliche Begriffe
einfithren muss und dass man sehr abstrakt argumentieren muss.

Wir lassen das Produktzeichen - hdufig weg, wenn das nicht zu Missverstind-
nissen fithren kann und wir benutzen allgemein die Klammerkonvention, dass
Punktrechnung stéarker bindet als Strichrechnung, d.h. wir schreiben einfach
ab+ cd statt (ab) + (cd). An weiteren Notationen verwenden wir fiir ein Halb-
ringelement a € R und eine positive natiirliche Zahl n € N, die Schreibweisen
na = a+ ---+ a (n Summanden) und a” = a---a (n Faktoren). Hier muss
man also richtig die Anzahl der Summanden bzw. die Anzahl der Faktoren
zéhlen. Statt nl = nlg schreiben wir einfach n (bzw. manchmal ng), d.h.
jede natiirliche Zahl findet sich in jedem Halbring wieder. Die Schreibweise
na konnte man dann auch als das Produkt

(1+1+-+1)-a

(mit n Einsen) lesen, was aber aufgrund des Distributivgesetzes mit der n-
fachen Summe von a mit sich selbst iibereinstimmt. Fiir

n=20

ist dies jedenfalls als 0-a im Halbring zu lesen, was nicht ohne weiteres gleich
0 sein muss (aber in allen fiir uns wichtigen Beispielen gleich 0 ist). Weiter
setzen wir

a’ = 1.
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Mit dieser Bezeichnung gilt beispielsweise
(m+mn)a = ma+ na

und

(m-n)a = m- (na)
fiir natiirliche Zahlen m,n € N, (man mache sich klar, was hier jeweils die
Multiplikation bezeichnet).

Wie bei den natiirlichen Zahlen verwenden wir das Summenzeichen » und

das Produktzeichen []. Fiir indizierte Elemente ay, ..., a; aus R ist also
k
Zai = a4+ -+ ag
i=1
und

k
=1

Die beiden folgenden extremen Beispiele zeigen wie verschieden ein Halbring
von dem Halbring der natiirlichen Zahlen sein kann. Dennoch gelten alle
aus den Halbringaxiomen ableitbaren Eigenschaften auch in diesen beiden
Beispielen.

Beispiel 11.3. Die einelementige Menge R = {0} kann man zu einem kom-
mutativen Halbring machen, indem man sowohl die Addition als auch die
Multiplikation auf die einzig mogliche Weise erklart, ndmlich durch 040 =0
und 0-0 = 0. In diesem Fall ist 1 = 0, dies ist also ausdriicklich erlaubt. Die
Rechengesetze in einem Halbring sind hier trivialerweise erfiillt, da bei jeder
zu erfiillenden Gleichung links und rechts sowieso immer 0 herauskommt.
Diesen Halbring nennt man den Nullring.

Nach dem Nullring ist der folgende Ring der zweitkleinste Halbring.

Beispiel 11.4. Wir suchen nach einer Halbringstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element der
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon viel festgelegt. Nach Lemma
11.5 muss

0-0=0
gelten. Ferner legen wir

141 =0

fest. Die Verkniipfungstabellen (oder Operationstafeln) sehen somit wie folgt

aus.
[O]1]

0
1

~[=]+

1
0

und
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- [O[1]

0110]0
1101

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen kommutativen Halbring handelt.>°

Eine ,natiirliche® Interpretation dieses Halbringes gewinnt man, wenn man
sich die geraden natiirlichen Zahlen durch 0 und die ungeraden natiirlichen
Zahlen durch 1 repréasentiert denkt. Beispielsweise ist die Summe zweier un-
gerader Zahlen stets gerade, was der obigen Gleichung 1+ 1 = 0 entspricht.
Wie oben erwéhnt lassen sich in jedem kommutativen Halbring die natiirli-
chen Zahlen eindeutig interpretieren, dabei konnen aber, wie in den beiden
Beispielen, verschiedene Zahlen gleich werden. Im Beispiel wird jede gerade
Zahl zu 0 und jede ungerade Zahl zu 1.

Lemma 11.5. In einem kommutativen Halbring gilt

0-0=0.

Beweis. Dies ergibt sich aus
0-0=0-040=0-04+0-1=0-(0+1)=0-1=0.
OJ

Das folgende Beispiel zeigt, dass in einem kommutativen Halbring im Allge-
meinen nicht die Gleichung

Oz =0

fiir alle x gilt. Fiir die natiirlichen Zahlen und in jedem kommutativen Ring
gilt diese Eigenschaft. Es ist also keineswegs so, dass man jede Eigenschaft,
die im derzeit hauptséchlich interessierenden Zahlenbereich (also derzeit die
natiirlichen Zahlen) aus dem Begriff eines kommutativen Halbringes ableiten
kann.

Beispiel 11.6. Wir suchen nach einer Halbringstruktur auf der dreielemen-
tigen Menge {0,1,u}. Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1
das neutrale Element der Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon viel
festgelegt. Wir legen die Verkniipfungen durch die Verkniipfungstabellen

[ +]0]1]u |
00]1]u
111 ]u

ujjulu|lu

und

3680gar um einen Koérper, einen Begriff, den wir spéter einfithren werden.
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0]t ]u |
00]0|n
1101w

fest. Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in
der Tat um einen kommutativen Halbring handelt.

Die folgende Aussage heifit das allgemeine Distributivgesetz.

Satz 11.7. Es sei R ein kommutativer Halbring und es seien aq, . .., a,, by,
..., bs Elemente aus R. Dann gilt das allgemeine Distributivgesetz

1<i<r, 1<k<s

Beweis. Wir machen eine Doppelinduktion nach r» und nach s. D.h. wir be-
weisen die Aussage fiir jedes feste r durch Induktion nach s (innere Induktion)
und erhohen dann in einem eigenen Induktionsdurchgang r (duflere Indukti-
on). Bei r = 0 ist nichts zu zeigen, da dann die Summen links und rechts
leer sind, also gleich 0. Sei also » = 1, so dass der linke Faktor einfach eine
fixierte Zahl a = a; ist. Wir wollen die Aussage in dieser Situation fiir be-
liebiges s zeigen. Bei s = 0,1 ist die Aussage klar. Sei die Aussage nun fiir
ein

s > 2
schon bewiesen. Dann ist

a-(by+-+bs+b1) = a-((by+---+bs)+bsi1)
= a- (b1 + - +bs) + absi

nach dem Distributivgesetz und mit der Induktionsvoraussetzung folgt die
Aussage. Sei die Aussage nun fiir ein festes r und jedes s bewiesen. Dann ist
wieder mit dem Distributivgesetz und der Induktionsvoraussetzung

() 5] = () ) (50)
() (50 e (2)

s

= Z a;by + Z ar 110y,

1<i<r, 1<k<s k=1

= Z aibk.

1<i<r+1,1<k<s
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11.3. Die binomische Formel.

Die Giiltigkeit der ersten binomischen Formel ist keine Besonderheit der
natiirlichen Zahlen, sondern folgt allein aus den im Begriff einer Halbgruppe
zusammengefassten Eigenschaften.

Korollar 11.8. In einem kommutativen Halbring R g¢ilt die erste binomische
Formel, also die Beziehung

(a+b)? = a* + 2ab+ b*.

Beweis. Unter mehrfacher Verwendung des Distributivgesetzes und der Kom-
mutativgesetze ist

(a+b)? = (a+0b)(a+D)

ala +b) + b(a+b)
a-a+a-b+b-a+b-b
a>+a-bt+a-b+ b
= a’+42a-b+ b2

O

Die zweite und die dritte binomische Formel l&sst sich nicht in einem beliebi-
gen Halbring formulieren, da in ihnen das Minuszeichen bzw. die Subtraktion
vorkommt, die es in einem beliebigen kommutativen Halbring nicht gibt und
die innerhalb der natiirlichen Zahlen auch nur eingeschréankt ausfithrbar ist.
Stattdessen werden wir uns den héheren Potenzen von Summen zuwenden.
Die erste binomische Formel besagt wie eben formuliert

(a+b)? = a* + 2ab+ b*.
Fiir die dritte Potenz einer Summe gilt
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b*
und fiir die vierte Potenz
(a+b)* = a* +4ab + 6a®b* + 4ab® + b*.

Worauf beruht dieser Zusammenhang und wo kommen diese Vorfaktoren
her? Betrachten wir die dritte Potenz. Es ist (wieder in einem beliebigen
kommutativen Halbring)

(a+b)® = (a+b)(a+b)?

= (a+0b)(a®+ 2ab+ b*)

= a(a®+ 2ab + b*) + b(a® + 2ab + b*)

= @’ +2a’b + ab® + a®b + 2ab* + b*

= a®+3a’b + 3ab® + b°.
Fiir die vierte Potenz sieche Aufgabe 11.20. In dieser Weise kann man jede
Potenz einer Summe als Summe von Produkten ausdriicken, wobei die auf-
tretenden Koeffizienten Binomialkoeffizienten heiflen. Um diese einzufiihren,
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miissen wir uns mit elementarer Kombinatorik beschéftigen, was wir in der
iibernéchsten Vorlesung tun werden.

11.4. Die Potenzmenge.

Wir schlieBen mit einem Objekt ab, das ein eher ungewohnliches Beispiel fiir
einen kommutativen Halbring und auch ein Beispiel fiir eine geordnete, aber
nicht total geordnete Menge ist, die Potenzmenge. Sie ist auch wichtig im
Rahmen der elementaren Kombinatorik.

Definition 11.9. Zu einer Menge M nennt man die Menge aller Teilmengen
von M die Potenzmenge von M. Sie wird mit

B (M)

bezeichnet.

Wenn M die Menge der Leute im Kurs sind, so kann man P (M) als die
Menge aller Parties auffassen, die diese Leute feiern kénnen, wenn man eine
Party mit der Menge der anwesenden Leute identifiziert.

Beispiel 11.10. Sei M eine beliebige Menge und
R =P (M)

die Potenzmenge davon. Dann sind die Elemente aus R = B (M) - also die
Teilmengen von M - durch die Inklusionsbeziehung C geordnet. Die Reflexi-
vitat bedeutet einfach, dass eine jede Menge in sich selbst enthalten ist und
die Transitivitdt bedeutet, dass aus 77 C T, und 15, C T3 die Inklusion
T, C Tj folgt. Die Antisymmetrie ist dabei ein wichtiges Beweisprinzip fiir
die Gleichheit von Mengen: Zwei Mengen 717, T5 sind genau dann gleich, wenn
Ty C T, und umgekehrt T, C T gilt.

Lemma 11.11. Zu einer Menge M sei
R =P (M)

die Potenzmenge zu M. Dann ist R mit der Vereinigung U als Addition und
der leeren Menge als 0 und mit dem Durchschnitt N als Multiplikation und
der Gesamtmenge M als 1 ein kommutativer Halbring.

Beweis. Die Eigenschaften sind allenfalls bis auf das Distributivgesetz klar.
Letzteres besagt die Identitét

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Wenn ein Element x links dazugehort, so gehort es zu A und es gehort zu
B U C. Somit gehort es zu B oder zu C' und damit auch zu A N B oder zu
AN C,; also jedenfalls zur rechten Seite. Wenn es rechts dazu gehort, sagen
wir zu AN B, was wir wegen der Symmetrie der Situation annehmen kénnen,
so gehort es erst recht zu AN (BUC). U
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Im vorstehenden Beispiel kann man die Rollen der Addition und der Multi-
plikation vertauschen, da das Distributivgesetz auch in der Form

AU(BNnC) = (AUB)N(AUC)
gilt.

11. ARBEITSBLATT

11.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 11.1. Zeige, dass in Beispiel 11.4 das Distributivgesetz nicht gilt,
wenn man die Rollen von Addition und Multiplikation vertauscht.

11.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 11.2. Es seien a,b € R Elemente in einem kommutativen Halbring
R. Berechne
(a+0b)-(a+2b)- (a+3b).

Aufgabe 11.3. Es seien a,b,c,d € R Elemente in einem kommutativen
Halbring R. Berechne

(ab+ 2d) - (a® + 4bc) - (3bd + ac) .

Aufgabe 11.4. Es seien a, b, c € R Elemente in einem kommutativen Halb-
ring R. Berechne
(a+b+c).

Aufgabe 11.5. Berechne
(244+3)-(4+5+1+2)

mit und ohne Distributivgesetz.

Aufgabe 11.6. Sei R ein kommutativer Halbring und f,a;,b; € R. Zeige
die folgenden Gleichungen:

n max(n,m)

Doaf Y bif = Y (ar+b)ft

i=0 j=0 k=0
und

n m n+m k
(Z az‘fl) . (Z bjfj> = Z cp f* mit ¢ = Zarbkfr-
i=0 j=0 r=0

k=0
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Aufgabe 11.7.*

Beweise die folgende Form des allgemeinen Distributivgesetzes fiir einen kom-
mutativen Halbring R durch Induktion iiber k, wobei der Fall & = 2 ver-
wendet werden darf. (dabei sind ny, ..., ny natiirliche Zahlen und a;,; € R).

ni n2 Nk
E Ay | * E A2y |~ E Ak, iy,
i1=1 io=1 ir=1

= E Ay~ A2,y * " Ak,

(11,82,-s1k ) E{ Ly yn1 }x{1,..na X x{1,...,nx }

Aufgabe 11.8. Es sei R ein kommutativer Halbring. Zeige, dass

ist

0-(14+1+4---+1) =0

(mit einer beliebig langen Summe von Einsen).

Aufgabe 11.9. Da man die natiirlichen Zahlen zum Zahlen von endlichen
Mengen nimmt, es aber auch unendliche Mengen gibt, denkt sich Gabi Hoch-
ster, dass man die natiirlichen Zahlen N um ein weiteres Symbol oo (sprich
unendlich) erweitern sollte. Diese neue Menge bezeichnet sie mit N*°. Sie
mochte die Ordnungsstruktur, die Addition und die Multiplikation der natiir-
lichen Zahlen auf ihre neue Menge ausdehnen, und zwar so, dass moglichst
viele vertraute Rechengesetze erhalten bleiben.

(1) Wie legt Gabi die Ordnung fest?

(2) Wie legt sie die Nachfolgerabbildung fest? Gelten die Peano-Axiome?

(3) Wie legt sie die Addition fest? Sie mochte ja nur mit dem einzigen
neuen Symbol co arbeiten.

(4) Gilt mit dieser Addition die Abziehregel?

(5) Zuerst denkt sie an die Festlegung

0-00 =1,

doch dann stellt sie fest, dass sich das mit dem Distributivgesetz
beifit. Warum?

(6) Gabi mochte nun, dass fiir die neue Menge die Eigenschaften aus
Satz 8.12 und aus Satz 9.4 nach wie vor gelten. Wie legt sie die
Verkniipfungen fest?

(7) Handelt es sich bei N*° mit den Festlegungen aus Teil (6) um einen
kommutativen Halbring?

(8) Gilt die Kiirzungsregel?

Aufgabe 11.10.*

Es

sei M eine k-elementige Menge. Wie viele Verkniipfungen gibt es auf M?
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Bei den folgenden Aufgaben zur Potenzmenge denke man an die Interpreta-
tion, wo G eine Grundschulklasse und M = P (G) die moglichen (in Hinblick
auf die Gastauswahl) Geburtstagsfeiern sind.

Aufgabe 11.11. Mustafa Miiller hat Geburtstag. Auf jeden Fall 1adt er
Heinz, Gabi und Lucy ein. Er iiberlegt sich, ob und wen er aus dem erwei-
terten Freundeskreis {Maria, Bayar, Peter, Fritz, Silvia} noch einladen soll.

(1) Wie viele Méglichkeiten besitzt Mustafa?
(2) Nach langem Uberlegen erstellt Mustafa eine Wertetabelle

Name | Maria | Bayar | Peter | Fritz | Silvia
7 - - -1 -1+

Wen ladt er ein?
(3) Wie wiirde seine Wertetabelle aussehen, wenn er Bayar, Peter und
Fritz einladen wollte?

Aufgabe 11.12. Es sei G eine endliche Menge mit n Elementen. Zeige, dass
die Potenzmenge B (G) genau 2" Elemente besitzt.

Zu Mengen L, M wird mit Abb (L, M) die Menge aller Abbildungen von L
nach M bezeichnet.

Aufgabe 11.13. Sei G eine Menge. Stifte eine Bijektion zwischen
B (G) und Abb (G, {0,1}) .

Aufgabe 11.14. Sei G eine Menge und B (G) ihre Potenzmenge. Zeige, dass
die Abbildung

B(G) — B(G), T — (T,
bijektiv ist. Wie lautet die Umkehrabbildung?

Bei der folgenden Aufgabe denke man an A = Médchen der Klasse, B =
Jungs der Klasse.

Aufgabe 11.15.*
Sei G eine Menge, die als disjunkte Vereinigung
G =AWB

gegeben ist. Definiere eine Bijektion zwischen der Potenzmenge B (G) und
der Produktmenge P (A) x P (B).
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Aufgabe 11.16. Es sei G eine Menge und M = ‘B (G) die zugehorige
Potenzmenge. Betrachte die Vereinigung von Teilmengen von G als eine Ver-
kniipfung auf M. Ist diese Verkniipfung kommutativ, assoziativ, besitzt sie
ein neutrales Element?

Aufgabe 11.17. Es sei G eine Menge und M = ‘B (G) die zugehorige
Potenzmenge. Betrachte den Durchschnitt von Teilmengen von G als eine
Verkniipfung auf M. Ist diese Verkniipfung kommutativ, assoziativ, besitzt
sie ein neutrales Element?

Aufgabe 11.18. Es sei G eine Menge und M = P (G) die zugehorige
Potenzmenge. Zeige, dass auf M durch die Beziehung

SCT

eine Ordnung gegeben ist. Zeige, dass es sich nicht um eine totale Ordnung
handelt.

Aufgabe 11.19.*

Es sei M eine beliebige Menge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung von
M in die Potenzmenge P (M) geben kann.

11.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.20. (3 Punkte)

Ein Adventskranz hat vier Kerzen, wobei am ersten Advent genau eine Ker-
ze, am zweiten Advent genau zwei Kerzen usw. brennen sollen. Wie viele
Moglichkeiten gibt es, den Adventskranz ,,abzubrennen“? Wie viele Moglich-
keiten gibt es, wenn die Kerzen, die zuvor schon angeziindet waren, wieder
angeziindet werden sollen, und wie viele, wenn stets so viele neue Kerzen wie
moglich angeziindet werden?
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Aufgabe 11.21. (2 Punkte)
Es seien a, b, ¢ € R Elemente in einem kommutativen Halbring R. Berechne
(2ac + b*) - (a + 5bc) - (2a + 3be) .

Aufgabe 11.22. (4 (242) Punkte)

Es seien a,b € R Elemente in einem kommutativen Halbring R. Zeige die
Formel fiir die vierte Potenz,

(a+b)* = a* +4ab + 6a*b* + 4ab® + b*
auf die beiden folgenden Arten.

(1) Berechne

(a+b)-(a+b)?.
(2) Berechne

(a+b)* (a+0b).

Aufgabe 11.23. (2 Punkte)

Skizziere ein Inklusionsdiagramm fiir simtliche Teilmengen einer dreielemen-
tigen Menge.

Aufgabe 11.24. (2 Punkte)

Gilt fiir die Vereinigung von Mengen die ,, Abziehregel“, d.h. kann man aus
AUC = BUC auf A = B schlieen?
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12. VORLESUNG - TEILBARKEIT UND PRIMZAHLEN

Man muss auch teilen konnen.

12.1. Teilbarkeitseigenschaften.

Wir besprechen nun die Eigenschaft, dass eine natiirliche Zahl eine weitere
natiirliche Zahl teilt.

Definition 12.1. Man sagt, dass die natiirliche Zahl a die natiirliche Zahl
b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder dass b ein Vielfaches von a ist),
wenn es eine natiirliche Zahl ¢ derart gibt, dass b = ¢ - a ist. Man schreibt
dafiir auch alb.

Beispielsweise sind 1,2,5,10 Teiler von 10 und 1,3,9,27,81 die Teiler von
81. Eine Zerlegung

n = st
nennt man auch eine Faktorzerlegung von n. Wenn a ein Teiler von b ist und

a # 0,

so ist die Zahl ¢ mit b = ac nach der Kiirzungsregel eindeutig bestimmt. Man
nennt diese Zahl den Gegenteiler oder komplementdren Teiler und schreibt
dafiir g Da wir im Moment die rationalen Zahlen noch nicht zur Verfiigung
haben, ist dies nur dann eine erlaubte Schreibweise, wenn die Teilerbeziehung
vorliegt und a # 0 ist (so wie die Schreibweise a — b bisher nur erlaubt ist,
wenn b < a ist). Es ist also 0 ein Teiler der 0, der Ausdruck 0/0 ist aber
nicht definiert.

Lemma 12.2. Es sein # 0 eine natirliche Zahl und t ein Teiler von n.
Dann ist t < n. Insbesondere besitzt n nur endlich viele Teiler.

Beweis. Da der Teiler 0 ausgeschlossen ist, sind bei einer Faktorzerlegung
n = tc beide Faktoren > 1. Wegen Satz 10.5 (3) ist daher

n=tc>t-1=1.

Der Zusatz ist klar, da es unterhalb von n iiberhaupt nur endlich viele natiirli-
che Zahlen gibt. O

Wenn man also alle Teiler einer natiirlichen Zahl n finden mochte, so muss
man einfach die Zahlen
a <n
der Reihe nach durchgehen und ihre Vielfachen
la = a,2a,3a, ...

durchgehen, bis die Zahl n auftaucht (in welchem Fall a ein Teiler ist) oder
eine Zahl > n auftaucht (dann liegt kein Teiler vor). Ubrigens muss man
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nicht die Zahlen bis n durchprobieren, sondern lediglich bis zur ersten Zahl
rmitr2 > n (man muss also nur bis zur Gréflenordnung der Quadratwurzel
aus n gehen). Dann muss man aber fiir jeden Teiler

t<r

auch den Gegenteiler mitanfithren, siche Aufgabe 12.7. Fiir 105 muss man
maximal bis 11 gehen. Es ergeben sich die Zerlegungen

105 =1-106=3-35=5-21 =7-15
und die Teiler sind somit 1,3,5,7, 15,21, 35, 105.

Eine durch 2 teilbare Zahl, also ein Vielfaches von 2, heifit gerade, eine nicht
durch 2 teilbare Zahl heifit ungerade. Fiir einige Zahlen gibt es einfache Tests,
ob sie ein Teiler einer gewissen Zahl sind, die allerdings auf dem Dezimalsy-
stem beruhen. Eine weitere wichtige Moglichkeit ist die Division mit Rest.
Auch der dritte Teil des folgenden Lemmas hilft: Wenn a kein Teiler von n
ist, so sind sdmtliche Vielfache von a ebenfalls kein Teiler von n.

Lemma 12.3. In N gelten folgende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Fiir jede natiirliche Zahl a gilt 1 |a und a|a.

(2) Fiir jede natiirliche Zahl a gilt a | 0.

(3) Gilt a|b und b|c, so gilt auch a|c.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fir jede natiirliche Zahl c.

(6) Gilt a|b und a|c, so gilt auch a| (rb+ sc) fir beliebige natiirliche
Zahlen r, s.

Beweis. (1) Ist klar wegen

(2) Ist klar wegen
0=ua-0.

(3) Die beiden Voraussetzungen bedeuten die Existenz von s,t € N mit
b = as und ¢ = bt. Somit ist

c = bt = (as)t = a(st)

und a ist auch ein Teiler von c.
(4) Aus den Voraussetzungen b = as und d = tc ergibt sich direkt

bd = astc = acts,

also ist ac ein Teiler von bd.
(5) Aus der Voraussetzung b = as ergibt sich direkt

bc = acs,

also ist ac ein Teiler von be.
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(6) Aus den Voraussetzungen b = at und ¢ = au ergibt sich direkt mit
dem Distributivgesetz

rb+ sc = rat + sau = a(rt + su),

also ist a ein Teiler von rb + sc.
O

Beispiel 12.4. Wir betrachten die positiven natiirlichen Zahlen N, zusam-
men mit der Teilbarkeitsbeziehung. Dies ergibt eine Ordnung auf N, . Die
Teilbarkeitsrelation ist in der Tat reflexiv, da stets n|n ist, wie m = 1 zeigt.
Die Transitivitdt wurde in Lemma 12.3 (3) gezeigt. Die Antisymmetrie folgt
so: Aus n = ak und k = bn folgt n = (ab)n. Da wir uns auf positive natiirli-
che Zahlen beschrénken, folgt mit der Kiirzungsregel ab = 1 und daraus
wegen a,b < ab auch a = b = 1. Also ist & = n. Einfache Beispiele wie
2 und 3 =zeigen, dass hier keine totale Ordnung vorliegt, da weder 2 von 3
noch umgekehrt geteilt wird.

30
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12.2. Grofiter gemeinsamer Teiler und kleinstes gemeinsames Viel-
faches.

Definition 12.5. Seien aq, ..., a; natiirliche Zahlen. Dann heifit eine natiirli-
che Zahl t gemeinsamer Teiler der aq,...,a;, wenn t jedes a; teilt fiir
i=1,...,k.

Eine natiirliche Zahl g heifit grofiter gemeinsamer Teiler der aq, ..., aj, wenn
g ein gemeinsamer Teiler ist und wenn g unter allen gemeinsamen Teilern der
aiy,...,a der (beziiglich der Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen)
Grofite ist.

Beispielsweise haben die Zahlen 100, 75, 125 die gemeinsamen Teiler 1,5, 25,
und 25 ist der grofite gemeinsame Teiler.
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Definition 12.6. Zwei natiirliche Zahlen heiflen teilerfremd, wenn sie keinen
gemeinsamen Teiler > 2 besitzen.

Beispielsweise sind 12 und 25 teilerfremd, 15 und 25 sind nicht teilerfremd,
da 5 ein gemeinsamer Teiler ist. Die 1 ist zu jeder natiirlichen Zahl (auch zu
0 und 1) teilerfremd.

Definition 12.7. Zu einer Menge von natiirlichen Zahlen
at,y...,0n

heifit eine natiirliche Zahl b ein gemeinsames Vielfaches, wenn b ein Vielfaches
von jedem a; ist, also von jedem a; geteilt wird.

Die Zahl b heifit das kleinste gemeinsame Vielfaches der aq,...,a,, wenn b
ein gemeinsames Vielfaches ist und unter allen gemeinsamen Vielfachen # 0
der ay,...,a,, das Kleinste ist.

Die Existenz eines grofiten gemeinsamen Teilers ist wegen Lemma 12.2 klar.
Die Existenz des kleinsten gemeinsamen Vielfachen ist ebenfalls klar, da das
Produkt der Zahlen ein gemeinsames Vielfaches ist. Wir werden spéter als
eine Anwendung der eindeutigen Primfaktorzerlegung (Satz 20.8) sehen, dass
jeder gemeinsame Teiler den grofiten gemeinsamen Teiler teilt und dass jedes
gemeinsame Vielfache ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamen Vielfachen
ist.

12.3. Primzahlen.

Definition 12.8. Eine natiirliche Zahl n > 2 heifit eine Primzahl, wenn die
einzigen natiirlichen Teiler von ihr 1 und n sind.

Eine Primzahl ist also eine natiirliche Zahl, die genau zwei Teiler hat, namlich
1 und n, und die miissen verschieden sein. 1 ist also keine Primzahl.

Die ersten Primzahlen sind 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,.... Fiir eine
Primzahl p und eine natiirliche Zahl n gilt folgende Alternative: Entweder
teilt p die Zahl n, oder aber p und n sind teilerfremd. Ein gemeinsamer Teiler
muss ja ein Teiler von p sein, und da kommen nur 1 und p in Frage.

Ein wichtiger Satz ist der Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung. Eine
einfache Version davon ist der folgende Satz.
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Das Sieb des Eratosthenes liefert eine einfache Methode, eine Liste von
Primzahlen unterhalb einer bestimmten Gréfle k zu erstellen. Man streicht
einfach die echten Vielfachen der kleinen (kleiner als oder gleich v/k) schon

etablierten Primzahlen durch, die verbleibenden Zahlen sind prim.

Satz 12.9. Jede natiirliche Zahl n € N, n > 2, besitzt eine Zerlegung in
Primfaktoren.

D.h. es gibt eine Darstellung
n=Pp1-P2-Pr

mit Primzahlen p;.

Bewers. Wir beweisen die Existenz durch Induktion iiber n. Fiir n = 2 liegt
eine Primzahl vor. Bei n > 3 ist entweder n eine Primzahl, und diese bildet
die Primfaktorzerlegung, oder aber n ist keine Primzahl. In diesem Fall gibt
es eine nichttriviale Zerlegung n = ab mit kleineren Zahlen a,b < n. Fiir
diese Zahlen gibt es nach Induktionsvoraussetzung jeweils eine Zerlegung
in Primfaktoren, und diese setzen sich zu einer Primfaktorzerlegung fiir n
zusammen. U

Fiir 105 beispielsweise findet man den Primfaktor 3 und kann daher 105 =
3 - 35 schreiben. Fiir 35 hat man die Zerlegung 35 = 5 -7 und man erhélt

105 = 3-5- 7.

Wenn man mit dem Primfaktor 5 startet, so ergibt sich 105 = 5-21 = 5-3-7,
insgesamt kommen also die gleichen Primfaktoren vor. Gelegentlich betrach-
ten wir die Gleichung 1 = 1 als die Primfaktorzerlegung der 1, hier tritt jeder
Primfaktor mit dem Exponenten 0 auf, das leere Produkt ist 1. Spater werden
wir zeigen, dass die Primfaktorzerlegung bis auf die Reihenfolge eindeutig ist,
was keineswegs selbstversténdlich ist, einiger Vorbereitungen bedarf und am
besten innerhalb der ganzen Zahlen bewiesen wird.

Der folgende Satz wird Euklid zugeschrieben.
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Euklid (4. Jahrhundert v. C.)
Satz 12.10. Es g¢ibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, die Menge aller Primzahlen sei endlich, sagen wir
{p1,p2,...,pr} sei eine vollstdndige Auflistung aller Primzahlen. Man be-
trachtet die natiirliche Zahl

N =pi-ps-p3--pr +1

Da bei Division von N durch p; immer der Rest 1 iibrigbleibt (bzw. nach
Aufgabe 12.6), ist diese Zahl durch keine der Primzahlen p; teilbar. Anderer-
seits besitzt N nach Satz 12.9 eine Primfaktorzerlegung. Insbesondere gibt
es eine Primzahl p, die N teilt (dabei konnte N = p sein). Doch damit muss
p gleich einem der p; aus der Liste sein, und diese sind keine Teiler von N.
Dies ist ein Widerspruch, da ein p; nicht gleichzeitig ein Teiler und kein Tei-
ler von N sein kann. Also muss die Annahme (ndmlich die Endlichkeit der
Primzahlmenge) falsch gewesen sein. U

12.4. Primzahlprobleme.

In der Vorlesung Grundkurs Mathematik geht es um Sachverhalte, die alle-
samt seit mindestens 120 Jahren gut verstanden sind und zu einem groflen
Teil sogar bis in die griechische Antike zuriickreichen. Wir unterbrechen die
allgemeine Darstellung und gehen kurz auf die Frage ein, was Mathematiker
in der Forschung machen. Das ist im Allgemeinen schwierig zu vermitteln,
im zahlentheoretischen Kontext gibt es aber einige Beispiele, die sich leicht
erldutern lassen.

Die treibende Kraft der Mathematik ist es, Probleme zu lésen. Schwierige
Probleme gibt es in allen Bereichen der Mathematik, besonders préagnant sind
sie in der Zahlentheorie, da es dort eine Vielzahl von elementar formulierten
ungelosten Problemen gibt. Als Beispiel besprechen wir das Problem der
Primzahlzwillinge, zu dem es kiirzlich (2013) einen wichtigen Fortschritt gab.

Definition 12.11. Ein Primzahlzwilling ist ein Paar bestehend aus p und
p + 2, wobei diese beiden Zahlen Primzahlen sind.
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Die ersten Beispiele fiir Primzahlzwillinge sind

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31),... .
Ubrigens ist 3, 5,7 der einzige Primzahldrilling, siehe Aufgabe 12.28.
Problem 12.12. Gibt es unendlich viele Primzahlzwillinge?

Eine Losung dieses Problems wére ein mathematischer Satz, der entweder be-
sagt, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, oder dass es nur endlich
viele Primzahlzwillinge gibt. D.h. das eine oder das andere miisste bewiesen
werden. Bei schwierigen Problemen erwartet man nicht, dass jemand plotz-
lich einen Beweis hinschreibt, sondern dass eine neue und weit verzweigte
Theorie entwickelt wird, mit der man letztlich einen Beweis geben kann.

Bemerkung 12.13. Die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt,
besitzt verschiedene schwéchere Varianten. Man kann sich zum Beispiel fra-
gen, ob es unendlich oft vorkommt, dass es in einem Zehnerintervall zwei
Primzahlen gibt, oder dass es in einem Hunderterintervall zwei Primzahlen
gibt, und so weiter. Die ersten Primzahlen vermitteln dabei ein Bild, dass
Primzahlen ziemlich héufig sind. Sie werden aber zunehmend seltener, so
dass es fiir hohe Hunderterintervalle, sagen wir fiir die Zahlen von

1000000000000000 bis 1000000000000100

ziemlich unwahrscheinlich ist, eine Primzahl zu enthalten, geschweige denn
zwei Primzahlen. Bis vor kurzem war es nicht bekannt, ob es iiberhaupt eine
Zahl m mit der Eigenschaft gibt, dass es unendlich viele Intervalle der Lénge
m gibt, die zwei Primzahlen enthalten (m = 2 wére die positive Losung des
Primzahlzwillingsproblems). Im Jahr 2013 bewies Zhang Yitang, dass man

m = 70000000
nehmen kann, dass es also unendlich viele Intervalle der Form

[k, k -+ 70000000]

gibt, in denen zwei Primzahlen liegen. Dieses Resultat ist ein Durchbruch
in der Primzahlzwillingforschung, da es erstmals zeigt, dass sich Primzahlen
unendlich oft ,ziemlich nahe* kommen. Zwischenzeitlich wurde die Schranke
von 70000000 auf 252 gesenkt, siche http://arxiv.org/pdf/1402.4849v2.pdf.

12. ARBEITSBLATT

12.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 12.1. Bestimme die Anzahl der Teiler der Zahlen
1,2,3,...,20.
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12.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 12.2. Skizziere ein Teilerdiagramm fiir die Zahlen 25, 30, 36 sowie
all ihrer positiven Teiler.

Aufgabe 12.3. Es sei M eine Menge von n Apfeln und P eine Menge von
t Personen. Begriinde, dass man die Apfelmenge genau dann gerecht auf die
Personen aufteilen kann, wenn ¢ ein Teiler von n ist.

Aufgabe 12.4. Bringe die Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl n durch eine
natiirliche Zahl ¢t mit dem Begriff der Produktmenge in Zusammenhang.

Aufgabe 12.5. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen und es gelte, dass bc ein
Vielfaches von ac sei. Ferner sei ¢ # 0. Zeige, dass dann b ein Vielfaches von
a ist.

Aufgabe 12.6. Es seien a < b natiirliche Zahlen, die beide von ¢ geteilt
werden. Zeige, dass auch die Differenz b — a von ¢ geteilt wird.

Aufgabe 12.7. Es sei n eine natiirliche Zahl und r sei die kleinste natiirliche
Zahl mit 7?2 > n. Zeige, dass bei einer Faktorzerlegung n = ab stets a < r
oder b < r gilt.

Aufgabe 12.8. Es seien a, b positive natiirliche Zahlen. Stifte eine Bijektion
zwischen der Menge aller Vielfachen von a und der Menge aller Vielfachen
von b.

Aufgabe 12.9.*

Es seien drei verschiedene Zahlen a, b, c > 1 gegeben. Wie viele Teiler besitzt
das Produkt a - b - ¢ minimal?

Aufgabe 12.10. Es sei
7 ={1,2,4,8,16,...}
die Menge aller Zweierpotenzen. Definiere eine Bijektion
po: N—Z
derart, dass k < n genau dann gilt, wenn (k) die Zahl p(n) teilt.
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Aufgabe 12.11. Beschreibe Analogien zwischen der Groflergleichbeziehung
und der Teilerbeziehung auf den natiirlichen Zahlen.

Die folgende Aufgabe beschreibt, wie sich in Lemma 12.3 unter den gegebenen
Teilbarkeitsvoraussetzungen die Briiche verhalten.

Aufgabe 12.12. (1) Fiir jede natiirliche Zahl a gilt { = @ und bei a #
0 gilt auch £ = 1.
(2) Fiir jede natiirliche Zahl a # 0 gilt % = 0.
(3) Gilt a|bund b|c, so gilt auch a|c und es ist (bei a,b # 0)

c b oc
a a b
(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd und es ist (bei a,c # 0)
bd b d
ac  a ¢
(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fiir jede natiirliche Zahl ¢, und es ist (bei
a,c#0)
be b
ac  a

(6) Gilt a|b und a]c, so gilt auch a| (rb+ sc) fiir beliebige natiirliche
Zahlen r, s, und es ist (bei a # 0)

rb 4+ sc b c
=7r—4s—.
a a

a

Die folgende Aufgabe sollte man in Analogie zu Lemma 10.12 sehen.

Aufgabe 12.13. Es seien a,b, c,d natiirliche Zahlen. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) Es sei b ein Teiler von a. Dann ist

b-c- % =c-a
fiir b # 0.
(2) Es sei b ein Teiler von a und d ein Teiler von ¢ mit b,d # 0. Dann ist
ac _a c¢
bd b d
Insbesondere gelten, wenn b ein Teiler von a ist, die Beziehungen (
b,c # 0)
ac _ a
be b
und
ac
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(3) Es sei b # 0 ein Teiler von a # 0 und a ein Teiler von be. Dann ist §
ein Teiler von c und es ist

Aufgabe 12.14.*

Es gibt 24 Schokoriegel und 16 Apfel. Auf wie viele Kinder kann man diese
Sachen gerecht verteilen?

Aufgabe 12.15. Bestimme den groiten gemeinsamen Teiler und das kleinste
gemeinsame Vielfache von 105 und 150.

Aufgabe 12.16. Es sei t ein Teiler von n. Was ist der grofite gemeinsame
Teiler von ¢t und n und was ist das kleinste gemeinsame Vielfache von ¢ und
n?

Aufgabe 12.17. Berechne den Ausdruck
n®+n+41

fir n = 0,1,2,.... Handelt es sich dabei um Primzahlen?

Aufgabe 12.18. Zeige, dass man jede natiirliche Zahl n > 12 als Summe
n=a+b

schreiben kann, wobei sowohl a als auch b zusammengesetzte Zahlen sind.

Aufgabe 12.19.*

Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1728.
Aufgabe 12.20. Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1025.

Aufgabe 12.21.*

Es sei n eine natiirliche Zahl. Wann ist die Zahl n? — 1 eine Primzahl?

Aufgabe 12.22. Finde die kleinste Zahl N der Form N =p;-py-...-p.+1,
die keine Primzahl ist, wobei py, po, ..., p, die ersten r Primzahlen sind.



158

Aufgabe 12.23. Finde einen Primfaktor der Zahl 225 + 1.

Aufgabe 12.24. Finde einen Primfaktor der folgenden drei Zahlen
233 1,29 1,28 4+ 1.

Aufgabe 12.25.*

Man gebe zwei Primfaktoren von 23% — 1 an.

12.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.26. (3 Punkte)

Skizziere ein Teilerdiagramm fiir die Zahlen 12,15, 16, 20 sowie all ihrer po-
sitiven Teiler.

Aufgabe 12.27. (2 Punkte)
Es sei n # 0 eine natiirliche Zahl mit zwei Faktorzerlegungen
n = ab = cd.

Es sei a > c. Zeige, das dann b < d sein muss.

Aufgabe 12.28. (2 Punkte)

Es sei b # 0 ein Teiler von a und d # 0 ein Teiler von c. Zeige, dass bd ein
Teiler von ad + cb ist und dass
a

c ad + cb
b d bd
gilt.

Aufgabe 12.29. (3 Punkte)
Man bestimme das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10.

Aufgabe 12.30. (3 Punkte)
Finde einen Primfaktor der Zahl 22° — 1.

Aufgabe 12.31. (4 Punkte)

Zeige, dass es aufler 3,5, 7 kein weiteres Zahlentripel der Form p,p+2,p+4
gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.



159

13. VORLESUNG - ELEMENTARE KOMBINATORIK

13.1. Elementare Kombinatorik.

In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns mit elementarer Kombinatorik, da-
bei ist ein wichtiges Ziel, die Binomialkoeffizienten einzufithren, um die allge-
meine binomische Formel formulieren und beweisen zu kénnen. Die Kombina-
torik beschéftigt sich mit dem systematischen Abzéhlen (Anzahl bestimmen)
von endlichen Mengen. Zwei wichtige Prinzipien haben wir schon kennenge-
lernt, namlich das Additivitdtsprinzip fiir disjunkte Mengen (Satz 8.12) und

das Multiplikativitatsprinzip fiir Produktmengen (Satz 9.4). In der folgenden
Aussage bezeichnen wir zu einer Abbildung

fr L—M
zuy € M die Menge
7 y) = {z € L| f(z) = y}

als Urbildmenge zu y.

Satz 13.1. Es seien L und M endliche Mengen und es sei
f: L—M

eine Abbildung. Dann gilt

#(L) = Y #(f )

yeM

Beweis. Da jedes Element x € L auf genau ein Element aus M abgebildet
wird, liegt eine disjunkte Vereinigung

L=

yeM

vor. Nach Satz 8.12 ist daher die Gesamtanzahl der Menge gleich der Summe
der disjunkten Teilmengen. U
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13.2. Die Fakultéit.

Bei einem Tanzkurs mit n Damen und n Herren gilt heute beim Schneewalzer
Damenwahl, wobei die Damen in der Reihenfolge ihrer Sitzordnung wéhlen
diirfen. Die erste Dame hat n Wahlmoglichkeiten, die zweite n — 1 Moglich-
keiten, die dritte n — 2 Moglichkeiten, u.s.w., die vorletze Dame hat noch
zwei Moglichkeiten und fiir die letzte Dame verbleibt eine Moglichkeit.

Dieses Tanzpaar hat sich schon gefunden. Fiir die verbliebenen Personen gibt es
insgesamt noch (n — 1)! Moglichkeiten (Gemilde von Ernst Ludwig Kirchner).

Definition 13.2. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn-1)mn-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

Man setzt 0! = 1. Fiir kleine n erhélt man die folgende Wertetabelle.

n [0]1(2]3| 4 ) 6 7 8 9 10
n! [1[12/6]24 120|720 (5040 |40320 | 362880 | 3628800

Lemma 13.3. Auf einer endlichen Menge M mit n Elementen gibt es n!
bijektive Abbildungen von M nach M.

Beweis. Wir zeigen etwas allgemeiner, dass es zwischen zwei endlichen Men-
gen M und N, die beide n Elemente besitzen, n! bijektive Abbildungen gibt.
Dies zeigen wir durch Induktion nach n, wobei der Fall*” n = 1 klar ist. Die
Aussage sei nun fiir n schon bewiesen und es liegen zwei (n + 1)-elementige

3"Man kann auch bei n = 0 beginnen, dann geht es um die Anzahl der Abbildungen
von einer leeren Menge in eine leere Menge. Da gibt es in der Tat eine Abbildung, ndmlich
die leere Abbildung, was auch der Grund ist, warum man 0! = 1 setzt.
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Mengen M und N vor. Es sei # € M ein fixiertes Element. Dann gibt es fiir
die Bilder ¢(x) genau n + 1 Méglichkeiten, namlich die Anzahl der Menge
N. Wenn dies festgelegt ist, so entsprechen die bijektiven Abbildungen von
M nach N mit
p(x) =y

den bijektiven Abbildungen von M \ {z} nach N\ {y}. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es n! solche bijektiven Abbildungen. Daher ist die Anzahl
der bijektiven Abbildungen zwischen M und N gleich

(n+1)-n! = (n+1)!
U

Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte auf
n Pléatze zu verteilen bzw. n! Moglichkeiten, eine Menge von n Objekten
abzuzahlen.

Beispiel 13.4. Wir mochten eine vollstéandige Liste von allen bijektiven Ab-
bildungen von der Menge {1,2,3} in die Menge {a,b,c} in der Form von
Wertetabellen angeben. Wegen

3'=3-2-1=6

gibt es sechs solche Abbildungen. Es gibt keine natiirliche Reihenfolge dieser
Abbildungen, dennoch kann man hier mehr oder weniger systematisch vor-
gehen. Beispielsweise kann man den Wert an der Stelle 1 zuerst festlegen und
dann die moglichen Kombinationen fiir 2 und 3 durchgehen. Dies fiihrt auf
die folgenden Wertetabellen.

x 112
v1(z) |a|b]c
T 1 3
wolz) |a|c|b
x 112
w3(z) | b c
T 1 3
wa(z) | b a
T 213
ws(z) |clalb
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x 1123
we(z) [c|bla

13.3. Die Binomialkoeffizienten.

Definition 13.5. Es seien k& und n natiirliche Zahlen mit k& < n. Dann nennt

man
n\ n!
k) kl(n — k)!

den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.

Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass k!(n — k)! ein Teiler von
n! ist und dass es sich somit bei den Binomialkoeffizienten um natiirliche
Zahlen handelt. Dies folgt aus der folgenden Beziehung.

Satz 13.6. Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen in einer n-elementigen
Menge ist der Binomialkoeffizient

n
Nk
Insbesondere sind die Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen.

Beweis. Es sei M eine n-elementige Menge und
TCM

eine k-elementige Teilmenge. Wir betrachten die Menge aller bijektiven Ab-
bildungen
{1,...,n} — M,

die zusétzlich {1,...,k} auf T' (und damit) {k+1,...,n} auf M\ T abbilden.
Nach Lemma 13.3 und nach Satz 9.4 gibt es k!- (n — k)! solche Abbildungen.
Insgesamt gibt es n! bijektive Abbildungen von {1,...,n} nach M. Daher ist

(Anzahl der k — elementigen Teilmengen von M) - k! (n — k)! = nl.

Insbesondere ist k! - (n — k)! ein Teiler von n! und es ist

(V)

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von M. O
Bemerkung 13.7. Fiir die Binomialkoeffizienten gilt die Regel

wie unmittelbar aus der Definition folgt. Dies kann man sich auch mit Hilfe
von Satz 13.6 klar machen. Die Komplementabbildung

P (M) — P (M), T +— LT,
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auf einer n-elementigen Menge M ist bijektiv und bildet k-elementige Teil-
mengen auf (n — k)-elementige Teilmengen ab.

Den Binomialkoeffizienten (Z) kann man auch als

) = mom

n-n—1)-n—=2)---(n—k+2)(n—k+1)-(n—k)-n—k—-1)---2-1
k-k—1)-(k—=2)---2-1)-(n—k)-(n—k—-1)---2-1)
n-n—=1)-n=2)---(n—k+2)-(n—k+1)
k-(k—1)-(k—2)---2-1

schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zéhler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Gelegentlich ist es sinnvoll, auch negative k oder k > n zuzu-
lassen und in diesen Fillen die Binomialkoeffizienten gleich 0 zu setzen. Dies
passt zur Interpretation in Satz 13.6.

Beispiel 13.8. In der vierelementigen Menge {a, b, c,d} gibt es

4 4-3
@ =500

zweielementige Teilmengen. Diese sind

{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d}, {c,d}.
Beispiel 13.9. In einer 49-elementigen Menge gibt es genau
49 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44
(6> T 6-5-4-3-2-1
6-elementige Teilmengen. Es gibt also so viele mogliche Zahlenkombinationen
beim Lotto ,,Sechs aus 49“. Der Kehrwert von dieser Zahl ist die Wahrschein-
lichkeit, beim Lotto sechs Richtige zu haben. Es werden dabei die Teilmen-

gen gezahlt, nicht die moglichen Ziehreihenfolgen. Die Anzahl der méglichen
Ziehreihenfolgen ist

= 13983816

49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44,
zu jeder sechselementigen Teilmenge gibt es 6! mogliche Ziehreihenfolgen die
auf diese Teilmenge fiihren.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,
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in Europa heifit es das Pascalsche Dreieck (nach Blaise Pascal (1623-1662)).

Lemma 13.10. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Beziehung

n-+1 AL n n
k - \k k—1)
Beweis. Es ist

(Z>+(kﬁ£>::(nj%%f+mfwk—%ﬂ%—lﬂ

n! n!
S [T ey 1Ty
(n+1—k)-n! k- n!

R S 1T e sy
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(n+1—-k+k)- n!
(n+1—k)k!
(n+1)!

(n+1—k)k!

-0

Wir geben noch einen zweiten Beweis fiir diese Aussage, der sich an der
inhaltlichen Beschreibung als Teilmengenanzahl orientiert.

U

Es sei M eine (n+1)-elementige Menge und x € M ein fixiertes Element. Wir
betrachten die Aussage in Satz 13.6 als eine Aussage iiber die k-elementigen
Teilmengen von M. Eine solche Teilmenge enthélt entweder x oder aber nicht.
Im ersten Fall entspricht dann eine solche Teilmenge einer (k—1)-elementigen
Teilmenge von M \ {z}, das ergibt den Summanden (,",), im zweiten Fall

einer k-elementigen Teilmenge von M \ {z}, das ergibt den Summanden (}).

8 =)
=
[ 7

(a+b)’ =
a’+3a’b+3ab’ +b’

13.4. Der binomische Lehrsatz.

Die folgende allgemeine binomische Formel oder binomischer Lehrsatz bringt
die Addition, die Multiplikation und die Potenzierung in einem kommutati-
ven Halbring und insbesondere fiir die natiirlichen Zahlen miteinander in
Beziehung.

Satz 13.11. Es sei R ein kommutativer Halbring und a,b € R. Ferner sein
eine natirliche Zahl. Dann gilt

(a+b)" = i (Z) atbnr

k=0
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Beweis. Wir fithren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+0)° = 1
und andererseits a’b® = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"" = (a+b)(a+Db)"

= (a+b) (i <Z) akb”_k>

k=0

(S0 (S0

) aF gk 4 Z (Z) akpr—kt1
n+1

n )akbn—k—H i Z (Z) akpr—h+1

a k=0

k

n n kint+l—k n+1
(k;— )—i—(k))ab +b
n

akbn-l—l—k + bn+1

akanrlfk.

[S—y
e ——  —

g

Den vorstehenden Satz kann man sich auf folgendermaflen klar machen. Beim
Ausmultiplizieren von

(a+b)" = (a+b)-(a+b)---(a+b)

~
n—fach

muss jeder Summand (in jedem Faktor) mit jedem Summanden multipliziert
werden. Fiir jedes Teilprodukt muss man sich bei jedem Faktor entscheiden,
ob man den vorderen Summanden a oder den hinteren Summanden b nimmt.
Die einzelnen Produkte haben die Form a*b"*, wobei k die Anzahl der
Faktoren ist, bei denen a gewéahlt wurde und n — k die Anzahl der Faktoren
ist, bei denen b gewéhlt wurde. Wenn man k fixiert, so kann man sich fragen,
auf wie viele Arten das Produkt a*b"* zustande kommen kann. Eine solche
Moglichkeit ist dadurch gegeben, dass man unter den n Faktoren bestimmt,
an welchen von ihnen a gewéhlt wird. Die Anzahl der Moglichkeiten ist also
die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}, also gleich (Z)
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13. ARBEITSBLATT

13.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 13.1. Auf einer Party begriilen sich manche Géste mit einem
Handschlag, manche nicht. Jede Person merkt sich, wie oft sie im Laufe des
Abends eine Hand geschiittelt hat. Zeige, dass die Summe iiber all diese
Zahlen stets gerade ist.

13.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 13.2. Es seien L und M endliche Mengen mit ¢ bzw. m Elementen.
Wie viele Abbildungen gibt es von L nach M?

Aufgabe 13.3. Berechne
(1) (($(21)!)!)!)!,
|

Aufgabe 13.4.*

In einem Horsaal befindet sich ein Tafelgestell mit drei hintereinander lie-
genden, vertikal verschiebbaren Tafeln. Diese seien mit V' (vordere Tafel), M
(mittlere Tafel) und H (hintere Tafel) bezeichnet. Aufgrund der Hohe des Ge-
stells sind nur (maximal) zwei Tafeln gleichzeitig einsehbar. Die Lehrperson
schreibt in der Vorlesung jede Tafel genau einmal voll. In welcher Reihenfolge
(alle Moglichkeiten!) muss sie die Tafeln einsetzen, wenn beim Beschreiben
einer Tafel stets die zuletzt beschriebene Tafel sichtbar sein soll.

Aufgabe 13.5.*

Heinz-Peter schaut am Morgen in den Spiegel und entdeckt fiinf Pickel auf
seiner Stirn. Diese miissen alle ausgedriickt werden, wobei zwei Pickel so
nah beieinander liegen, dass sie unmittelbar hintereinander behandelt werden
miissen. Wie viele Reihenfolgen gibt es, die Pickel auszudriicken?

Aufgabe 13.6.*

Es findet das olympische 100-Meter-Finale mit acht Teilnehmern statt. Sie
wissen, welche drei Teilnehmer eine Medaille gewinnen (aber nicht, wer wel-
che Medaille). Wie viele Moglichkeiten fiir das Gesamtergebnis aller acht
Teilnehmer verbleiben (keine Platzierung ist doppelt besetzt)?
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Aufgabe 13.7. Die Folge a,, n € N, sei rekursiv durch

n—1
alzlundan:ZkzakﬁirnEZ
k=1
definiert. Zeige, dass fiir n > 2
1
a, = =n!

gilt.

Aufgabe 13.8. Es soll ein Schaubild {iber ein Netzwerk angefertigt werden.
In dem Netzwerk ist jeder Punkt (jede Person, jeder Gesichtspunkt) mit
jedem anderen direkt verbunden (beispielsweise durch einen Pfeil mit zwei
Spitzen). Wie viele Pfeile sind in Abhéngigkeit von der Anzahl der Punkte
zu zeichnen?

Aufgabe 13.9.*

Vor einem Fufiballspiel begriifit jeder der elf Spieler einer Mannschaft jeden
Spieler der anderen Mannschaft, jeder Spieler begriifit die vier Unparteiischen
und diese begriifien sich alle untereinander. Wie viele Begriilungen finden
statt?

Aufgabe 13.10. Die Rauberbande ,,Robin Hood“ besteht aus fiinf Perso-
nen. Sie legt fiir ihr Diebesgut eine Schatztruhe an, die sie mit verschiedenen
Schléssern sichern mochte, wobei die (mehrfachen) Schliissel an die Mitglieder
verteilt werden sollen. Dabei soll erreicht werden, dass je zwei Bandenmitglie-
der allein nicht an den Schatz kommen, dass aber je drei Bandenmitglieder
die Truhe aufschlieBen kénnen. Wie viele Schlosser braucht man dafiir und
wie miissen die Schliissel verteilt werden?

Aufgabe 13.11. Mustafa Miiller wird 8 Jahre alt und darf deshalb zu sei-
ner Geburtstagsfeier aus seiner Klasse, in der es insgesamt 25 Schiiler und
Schiilerinnen gibt, 8 Leute einladen. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Aufgabe 13.12. Unter einer Geburtstagsfeier der Klasse 1c versteht man
eine Party, wobei die Menge der Géste eine Teilmenge der Klasse ist und
wobei es ein Geburtstagskind aus der Klasse gibt, das auf der Party anwe-
send ist. Wie viele Geburtstagsparties gibt es, wenn die Klasse nur aus vier
Kindern besteht?
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Aufgabe 13.13. Beweise die Formel

(iv1) =2 (2)

Aufgabe 13.15. Gabi Hochster, Heinz Ngolo und Mustafa Miiller backen
bei der Oma von Mustafa Pldtzchen. Die Oma hat auf das Blech schon in
vier Reihen der Lénge sechs die Teigmasse platziert. Den Kindern kommen
folgende Aufgaben zu: Gabi soll auf jedes Pliatzchen eine Haselnuss platzieren,
Heinz Puderzucker drauf streuen und Mustafa einen Zitronenspritzer drauf
spritzen. Dabei kommt es auf die Reihenfolge dieser drei Zugaben an. Wie
viele Moglichkeiten gibt es fiir ein einzelnes Platzchen und wie viele fiir das
Gesamtblech?

Aufgabe 13.16. Wie viele Teilquadrate (unterschiedlicher Seitenlédnge) be-
sitzt ein Schachbrett? Man finde moglichst viele Strategien, diese Anzahl zu
bestimmen.

Aufgabe 13.17.*

Sei n € N,. Vergleiche die Anzahl der injektiven Abbildungen von einer
n-elementigen Menge in eine n + 1-elementige Menge mit der Anzahl der sur-
jektiven Abbildungen von einer n+ 1-elementigen Menge in eine n-elementige
Menge in den folgenden Féllen.

a)n=1,
b) n =2,



c)n=3.

Aufgabe 13.18. Sei m > n. Wie viele injektive Abbildungen gibt es von
{1,...,n} nach {1,...,m} und wie viele surjektive Abbildungen gibt es von
{1,...,m} nach {1,...,n}?

Fiir die folgende Aufgabe ist die allgemeine binomische Formel hilfreich.

Aufgabe 13.19.*
Beweise durch Induktion, dass fiir

n > 10
die Abschitzung

3" >nt

gilt.

13.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.20. (3 Punkte)

Gabi Hochster, Heinz Ngolo, Lucy Sonnenschein und Mustafa Miiller wollen
untereinander Wichteln. Jede Person soll also genau von einer Person ein
Geschenk bekommen, aber natiirlich nicht von sich selbst. Wie viele Wich-
telmoglichkeiten gibt es?

Aufgabe 13.21. (2 Punkte)
Zeige, dass fiir n > 4 die Beziehung
2" < nl

gilt.

Aufgabe 13.22. (2 Punkte)

Bestimme die Primfaktorzerlegung von
20
10/
Aufgabe 13.23. (3 Punkte)

Beweise die Formel .
n
n2"t = k )
>(3)
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Aufgabe 13.24. (3 Punkte)

Zeige, dass eine nichtleere endliche Menge M gleich viele Teilmengen mit
gerader und mit ungerader Anzahl besitzt. Beweise diese Aussage unter Ver-
wendung von Binomialkoeffizienten.

14. VORLESUNG - DIVISION MIT REST UND DEZIMALSYSTEM

Kunst gibt nicht das
Sichtbare wieder, sondern
Kunst macht sichtbar

Paul Klee

14.1. Division mit Rest.

Jede natiirliche Zahl lisst sich bekanntlich als eine Ziffernfolge ,;im Zehnersy-
stem* ausdriicken. Dies beruht auf der (sukzessiven) Division mit Rest. Eine
natiirliche Zahl ist nicht durch jede natiirliche Zahl teilbar, die Division mit
Rest liefert eine Operation, die stets durchfithrbar ist.

&
*

e S &
e e o

Satz 14.1. Sei d eine fixierte positive natirliche Zahl. Dann gibt es zu je-
der natiirlichen Zahl n eine eindeutig bestimmte natiirliche Zahl ¢ und eine
eindeutig bestimmte natiirliche ZahP®r, 0 <r<d-—1, mit

n = qd+r.

38Bei ¢ denke man an Quotient und bei r an Rest.
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Beweis. Zur Existenz. Dies wird durch Induktion iiber n bewiesen. Es sei
d > 0 fixiert. Der Induktionsanfang ergibt sich direkt mit ¢ = 0 und r =
n = 0. Fiir den Induktionsschluss sei die Aussage fiir n bewiesen, d.h. wir
haben eine Darstellung n = dgq 4+ r mit r < d und miissen eine ebensolche
Darstellung fiir n + 1 finden. Wenn r < d — 1 ist, so ist

n+1l=dqg+r+1

und wegen r+1 < d ist dies eine gesuchte Darstellung. Ist hingegen r = d—1,
so ist
n+1l=dg+r+1=dg+d=d(g+1)+0,

und dies ist eine gesuchte Darstellung. Zur Eindeutigkeit. Sei qd +r = n =
Gd+7, wobei die Bedingungen jeweils erfiillt seien. Es sei ohne Einschriankung
7 > r. Dann gilt (¢—¢)d = 7—r. Diese Differenz ist nichtnegativ und kleiner
als d, links steht aber ein Vielfaches von d, so dass die Differenz 0 sein muss
und die beiden Darstellungen iibereinstimmen. U

Bemerkung 14.2. Zu gegebenen natiirlichen Zahlen n,d mit d > 1 findet
man die Division mit Rest, also die Darstellung n = ¢qd + r, indem man
der Reihe nach die Vielfachen von d betrachtet. Das grofite Vielfache von
d (gleich oder) unterhalb von n ist das gesuchte gd, insbesondere muss das
nichste Vielfache (¢+1)d > n sein. Der Rest ergibt sich dann als r = n—qd.

In der Schule verwendet man héaufig eine Darstellung fiir die Division mit
Rest wie
n durch d ist ¢ Rest r.

Dies ist in Hinblick auf die mathematische Weiterverarbeitung ungiinstiger
als die im Satz verwendete Gleichungsform.

14.2. Zifferndarstellung fiir natiirliche Zahlen.

Mit der Division mit Rest konnen wir die Existenz und Eindeutigkeit der
iiblichen Zifferndarstellung einer natiirlichen Zahl beweisen. Hinter der Zif-
ferndarstellung verbirgt sich eine Mischung aus Addition, Multiplikation und
Potenzierung. Wir konzentrieren uns hauptséchlich auf die Ziffernentwick-
lung im Dezimalsystem (oder Zehnersystem).

Satz 14.3. Zu jeder natiirlichen Zahln gibt es eindeutig bestimmte natiirliche
Zahlen k undrq,m,79, ..., 1 mit0 < r; <9 und mitry # 0 (aufer bein =0)
mit der Eigenschaft
k
n = Zril()i.
=0

Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber n. Fiir n =
0 wahlt man &k = 0 und rqg = 0. Sei nun n > 1 und die Aussage fiir kleinere
Zahlen schon bewiesen. Nach Satz 14.1 mit d = 10 gibt es eine Darstellung

n = q-10+rg
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mit o zwischen 0 und 9. Es ist ¢ < n, deshalb gilt nach Induktionsvoraus-
setzung die Aussage fiir ¢. D.h. man kann

l

q = Z 5,10

=0

mit 0 < s; <9 (bei ¢ = 0 ist dies als leere Summe zu lesen) und mit s, # 0
schreiben. Daher ist

'10"‘7"0
y4

si10i> 10 + 79
i=0

I
—

[~

(5:10%1) + 19
0
1

~
+ 1l

= (sj_lle) + 7o
1

J

eine Darstellung der gesuchten Art. Dabei ist r; = s;_; fiir 7 > 1 und k =
¢+ 1. Die Eindeutigkeit folgt ebenfalls aus der Eindeutigkeit bei der Division
mit Rest, sieche Aufgabe 14.11. O

Eine natiirliche Zahl wird im Zehnersystem einfach dadurch angegeben, dass
die Ziffern nebeneinander hingeschrieben werden, wobei links die hochststel-
lige Ziffer (die vorderste Ziffer) und rechts die niedrigststellige Ziffer, also die
Einerziffer, steht. Die Zahl

4-10°46-10*+3-1034+0-10>+7-10" +5-10°

wird also einfach als
463075

geschrieben (in der gemischten Summen-und Produktdarstellung hitte man
den Ausdruck 0 - 10? auch weglassen koénnen, nicht aber in der Dezimaldar-
stellung). Eine beliebige natiirliche Zahl im Dezimalsystem mit k Ziffern gibt
man als

Qp—1Qf—2 ...0A2a1040
an, was die Zahl
ap—1 10" + 910572 + - + 4910 + 0110 + ag

bedeutet. Man beachte, dass wegen der gewiinschten Kongruenz a;10° die
Durchnummerierung der Ziffern bei 0 anfingt, und somit bei insgesamt k
Ziffern die hochststellige Ziffer die Nummer &£ — 1 besitzt. Wenn man von
der i-ten Ziffer spricht, meint man die Ziffer, die sich auf 10° bezieht. Von
daher spricht man besser von der Einerziffer (bezieht sich auf 1 = 10°), der
Zehnerziffer, der Hunderterziffer, der Tausenderziffer u.s.w. Gelegentlich ist
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es sinnvoll, auch Ziffernentwicklungen zuzulassen, die vorne mit Nullen be-
ginnen, beispielsweise wenn man bei der Addition zweier natiirlicher Zahlen
gleich viele Ziffern haben méchte.

Bemerkung 14.4. Aus dem Beweis zu Satz 14.1 kann man ablesen, wie
man zu einer irgendwie gegebenen natiirlichen Zahl n die Entwicklung im
Zehnersystem erhélt. Man dividiert die Zahl n durch 10 und der Rest gibt
die Endziffer. Dann zieht man von n diesen Rest ab und weif3, dass diese Zahl
ein Vielfaches von 10 ist. Man dividiert sie durch 10 und bestimmt erneut
den Rest, der die Zehnerziffer gibt, u.s.w. Bei diesem Verfahren berechnet
man also die Ziffern von hinten nach vorne.

Ein anderes Verfahren, bei dem man die Ziffern von vorne nach hinten be-
rechnet, geht folgendermafien: Man bestimmt die maximale Zehnerpotenz
10*, die in n hineinpasst, es muss also

10F < n < 10F!

gelten. Dann findet man das maximale Vielfache von 10*, das in n hinein-
passt, also die Zahl z mit

z-10F < n < (z+1)10%
Diese Zahl muss zwischen 1 und 9 liegen. Der Wert
z =0
kann nicht sein, da ansonsten n < 10* im Widerspruch zur Wahl der Zeh-
nerpotenz wére, ein Wert z > 10 kann nicht sein, da ansonsten
n > z10% > 10°!

wére, was wieder der Wahl der Zehnerpotenz widerspricht. Diese Ziffer z = ¢,
ist dann die Anfangsziffer der Dezimalentwicklung. Nun rechnet man

n — ¢, 10"
und weifl nach der Wahl von k£ und ¢, dass diese neue Zahl n echt kleiner
als 10¥ ist. Man bestimmt das maximale Vielfache von 10*~! unterhalb von

n, der Vorfaktor ergibt die Ziffer ¢;_; und man zieht das Vielfache von n ab
und wiederholt das Verfahren.

Bemerkung 14.5. Es sei eine natiirliche Zahl in der Form
n = 10" + ¢ 101+ - 4 3107 4 110" + ¢010°

gegeben, wobei die ¢; beliebige natiirliche Zahlen sind, also nicht kleiner als
10 sein miissen. Die zu n gehorige Dezimalentwicklung erhélt man sukzessive
durch folgende Vorgehensweise. Man fiihrt fiir ¢y die Division mit Rest durch
10 durch und erhélt eine Darstellung

Co = 10 - qo + ag
mit einem Rest ag, 0 < ag < 10. Damit ist

n = 10+ 1105+ 4+ 5107 + ;101 + ¢910°
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= 10" + ¢ 10571 -+ 3107 + 110" + (10 - g + ag) 10°
= Cklok + Ck_llok_l + -+ 02102 + 01101 + q010 + a0100
= 10F 4o 1057 4o 4 107 4 (1 + qo) 10" + ao10°.

Somit haben wir eine neue Darstellung von n, bei der die Einerziffer kleiner
als 10 ist. Als néchstes arbeitet man den neuen Vorfaktor (also ¢; + o)
zu 10 ab und bringt ihn auf die erlaubte Zifferngestalt, wobei der davor
liegenden Vorfaktor wieder gedndert wird. Dies fithrt letztlich zur Darstellung
im Dezimalsystem.

Bemerkung 14.6. Fiir Rechnungen ist das Dezimalsystem sehr gut ge-
eignet, wie die aus der Schule bekannten und im Laufe der Vorlesung zu
entwickelnden Algorithmen zeigen werden, fiir theoretische Uberlegungen
und Beweise, auch iiber das Dezimalsystem selbst, ist die obige gemischte
Summen- und Produktdarstellung besser geeignet, da darin die grundlegen-
den Verkniipfungen auf den natiirlichen Zahlen sichtbar werden.

Eine zu Satz 14.1 entsprechende Aussage gilt fiir jede Basis g > 2 statt

g = 10. Bei g = 2 spricht man vom Dualsystem, die einzigen Ziffern sind
0 und 1, bei ¢ = 3 vom Dreiersystem mit den Ziffern 0,1,2 u.s.w. Bei
g = 16 spricht man vom Hezadezimalsystem und verwendet die Ziffern

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F.

Dass das Dezimalsystem nur eine unter vielen moglichen Darstellungen ei-
ner natiirlichen Zahl ist, wird besonders deutlich, wenn man Darstellungen
in verschiedenen Ziffernsystemen (oder Stellenwertsystemen) ineinander um-
rechnet.

Beispiel 14.7. Wir wollen die im Dezimalsystem gegebene Zahl 187 im
Dreiersystem ausdriicken. Dazu miissen wir die grofite Dreierpotenz finden,
die unterhalb 187 liegt. Das ist

81 = 3
(da 243 = 3% zu groB ist). Fiir diese Potenz miissen wir schauen, wie oft sie
in 187 hineingeht. Wegen
2-81 = 162 < 187

sind das zweimal. Wir wissen daher, dass die Entwicklung der Zahl im Drei-
ersystem 2 - 3* beinhaltet, die Ziffer 2 steht somit als Anfangsziffer fest. Die
weitere Ziffernentwicklung héngt jetzt nur von der Differenz

187 — 162 = 25

ab. Diese Zahl ist kleiner als

27 = 3%,
was bedeutet, dass die dritte Dreierpotenz ,,gar nicht“ und das heif3t hier mit
der Ziffer 0 vorkommt. Wir arbeiten dann mit 25 und mit der néchstkleineren

Dreierpotenz weiter, also mit
9 = 3%
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Diese hat wieder zweimal Platz in 25, die Differenz ist
25—-18 = T.
Die
3 =3
passt wieder zweimal rein, iibrig bleibt 1. Im Dreiersystem lautet also die

Ziffernentwicklung
20221.

Diese Ziffernfolge kann man sukzessive notieren (Nullen nicht vergessen) oder
aber in der Rechnung stets deutlich machen, auf welche Potenz sich der
jeweilige Rechenschritt bezieht und dann zum Schluss daraus die Ziffernfolge
ablesen.

14. ARBEITSBLATT

14.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 14.1.*
Fiithre im Dezimalsystem die Addition

794385 + 503819
schriftlich durch.

14.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 14.2. Begriinde, dass der Nachfolger der Dezimalzahl 999...999
(mit £ Neunen) gleich 1000...000 (mit k& + 1 Ziffern, also k£ Nullen) ist.

Aufgabe 14.3. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystem grofler
ist.
m = 52866396034807681104629504792853235

oder
n = 52876373480104695047954506002853673 .

Aufgabe 14.4. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystem gréfer
ist.
m = 528663960348076811044629504792853235

oder
n = 52876373480104695047954506002853673 .
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Aufgabe 14.5. Ein Pokalwettbewerb werde mit 2"*! Mannschaften im K-
0.-System ausgetragen. Beweise die Identitét

i 2k — 2n+1 -1
k=0

durch eine inhaltliche Uberlegung (Wie viele Spiele finden statt?).

Aufgabe 14.6. Beweise die Identitéat

Zn: 2k — 2n+1 -1
k=0

mit Hilfe des Zweiersystems.

Aufgabe 14.7.*
Fiithre im Dreiersystem die Addition

201021 + 112002
schriftlich durch.

Aufgabe 14.8. Fiihre im Sechzehnersystem die Addition
5C4AT + D330E
schriftlich durch.

Aufgabe 14.9. Fiihre die Addition
9+194+29439+49+ 59469+ 79 + 89+ 99 + 109 + 119
schriftlich durch. Welche , Besonderheit* tritt abei auf?

Aufgabe 14.10. Gabi Hochster sitzt in der Schule neben Heinz Ngolo. Sie
iiben schriftliches Addieren und rechnen 7254 638. Gabi ist fertig und Heinz
hat gerade die hinterste Ziffer zusammengerechnet und den Ubertrag notiert.
Da kritzelt Gabi auf Heinzens Heft rum und radiert die Ziffern 5 und 8 weg.
Gabi sagt: ,Die brauchst du nicht mehr, konzentrier dich auf die anderen Zif-
fern, dann geht es schneller und wir kénnen endlich weiter Schiffe versenken
spielen®. Darauf sagt Heinz: ,,LLass mich in Ruhe, kleine Klugscheiflerin, au-
Berdem brauch ich die Ziffern doch, ndmlich zur Probe“. Darauf Gabi: ,, Wer
beim Rechnen eine Probe braucht, sollte zuriick in den Kindergarten®.

Wir beurteilen Sie die Lage mathematisch und didaktisch?
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Aufgabe 14.11. Ist fiir das schriftliche Addieren das Kommutativgesetz
klar, ist es klar, dass 0 das neutrale Element ist, ist es klar, dass das Asso-
ziativgesetz gilt?

Aufgabe 14.12. Es stehen verschiedene Zahlen an der Tafel. Der einzige
erlaubte Rechenschritt ist, zwei beliebige Zahlen wegzuwischen und durch
ihre Summe zu ersetzen. Nach hinreichend vielen Durchgéngen steht nur
noch eine Zahl da. Ist das Ergebnis unabhéngig vom Ablauf? Man erldutere
die Situation mit dem Begriff Invarianzprinzip.

Aufgabe 14.13. Gibt es fiir die folgenden Zahlensysteme ein fiir alle Zahlen
korrektes Verfahren zum schriftlichen Addieren, welches wie das schriftliche
Addieren im Zehnersystem nur auf der getrennten Addition von Ziffern glei-
cher Stelligkeit und dem Ubertrag beruht? Welche Probleme treten auf?

(1) Das Strichfolgensystem
(2) Das Eurozahlensystem
(3) Das romische Zahlsystem

14.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.14. (4 Punkte)

Sei 0 < k < 2. Zeige: Eine positive natiirliche Zahl ist genau dann < 10F,
wenn sie im Eurozahlensystem aus maximal 3%k Ziffern besteht.

Aufgabe 14.15. (2 Punkte)

Fiihre im Dreiersystem die Addition
221002 + 22121
schriftlich durch.

Aufgabe 14.16. (3 Punkte)
Fiithre im Sechzehnersystem die Addition

AOBEET 4+ 5C5DA3
schriftlich durch.
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Aufgabe 14.17. (3 Punkte)

Zeige mit dem allgemeinen Distributivgesetz die Beziehung

a"t—1=(a—1) (Zak>

fiir natiirliche Zahlen ¢ € N, und n € N.

Aufgabe 14.18. (1 Punkt)

Beweise die Identitét

k=0
mit Hilfe von Aufgabe 15.17.

15. VORLESUNG - SCHRIFTLICHES ADDIEREN

In dieser Vorlesung besprechen wir, wie sich im Dezimalsystem der Nachfol-
ger, die Groflergleichrelation und die Addition darstellen.

15.1. Der Nachfolger und die Ordnung im Dezimalsystem.

Bemerkung 15.1. Der Nachfolger einer im Dezimalsystem gegebenen
natiirlichen Zahl
n = ag+ a10 + a210® + - - - + a,10°
lasst sich einfach bestimmen und im Dezimalsystem ausrechnen. Der Nach-
folger ist natiirlich
(ap + 1) + a110 4 az10? + - - - + a,10°.
Wenn
ap < 8
ist, so ist
Qo —I— 1 S 9
und die Dezimalentwicklung des Nachfolgers liegt unmittelbar vor. Wenn
hingegen ay = 9 ist, so geht es um die Zahl
n+1l = (9+1)+a10 4 axl0* + - - - 4 a,10°
= 10+ a;10 + a210® + - - - + a,10°
= (a;+1)-10 4+ a310* + - - - 4 a,10".
Erneut gilt, dass bei

aq S 8
die Dezimalentwicklung vorliegt, bei a; = 9 muss man wie zuvor weiterma-
chen. Wenn die hintersten (niedrigstelligsten) s Ziffern ay, ..., as 1 gleich 9

sind und

as # 9
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(was den Fall einschliefit, dass n genau s Ziffern hat, in welchem Fall ay als
0 zu interpretieren ist), so erhdlt man den Nachfolger, indem man diese s
Neunen durch Nullen ersetzt und a, um 1 erhoht.

Lemma 15.2. Sei k € N.. Fine natiirliche Zahl ist genau dann < 10¥, wenn
sie 1m Zehnersystem aus maximal k Ziffern besteht.

Beweis. Wenn die Zahl n im Zehnersystem aus mehr als k Ziffern besteht,
SO ist
n = ag+ a;10 + ap10* + - - - + a,10°
mit
Ay Z 1

und

(> k.
Nach Satz 10.5 ist dann
n > a,10° > 10° > 10*.
Wenn die Zahl n aus maximal k& Ziffern besteht, so kann man sie als
n = ap+a10 + ap10® + - - + a1 10"
mit a; < 10 schreiben. Aus Satz 10.5 folgt direkt
n<9+9-10+9-10°+---+9-10""
Wir zeigen durch Induktion iiber k, dass diese Zahl kleiner als 10* ist. Bei
E=1
ist
9 < 10

(nach Definition ist 10 der Nachfolger von 9). Im Induktionsschritt von k
nach k + 1 folgt aus der Induktionsvoraussetzung wegen

94+9-10+9-10>+---+9-10F1'+9-10* < 10" +9-10"
= 10-10"
— 10k+1

die Behauptung. O
Satz 15.3. Es seien
m = ag+ a;10 + ax10* + - -+ + aj_ 1057
und
n = by + 10 4+ by10® + -+ - + by 1071
zwet natirliche Zahlen im Zehnersystem (also mit 0 < a;,b; < 9). Dann ist

m >n

genau dann, wenn
k>t
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oder wenn k = ( ist und wenn es ein s, 0 < s < k, derart gibt, dass
a1 =bp—1,. .., Q541 = bsy1,a5 > by

18t.

Beweis. Bei
k>

ist nach Lemma 15.2
m > 10° > n.
Sei also k£ = /. Es sei s die grofite Stelle, an der die Ziffern verschieden sind,
d.h. es sei
ap—1 = bp_1, ..., 0511 = bsy1, a5 # by.
Aufgrund der Vertréglichkeit der Ordnungsbeziehung mit der Addition kon-
nen wir
ap—1 - 1087 fap o - 1082 4o 4 apyy - 1051
beidseitig abziehen, d.h. wir konnen annehmen, dass k = ¢ und a;_1 # by_1
ist und wir miissen zeigen, dass

m >n

genau dann gilt, wenn

ag—1 > b1
ist. Hierbei miissen wir wegen der Symmetrie der Situation nur die Riickrich-
tung zeigen. Es ist

ap—1- 105+ ap_o- 1024 - +ay - 10 + ag
ap_q - 10871

(b1 +1) - 101

br_1 - 10F71 4 10%1

b1 - 10F 7 4 bpo - 10572 4 - 4+ by - 10 + by
n,

m

v I IvIv I

wobel wir im vorletzten Schritt wieder Lemma 15.2 verwendet haben. O

15.2. Schriftliches Addieren.

Da sich die Addition zweier natiirlicher Zahlen aus den Dedekind-Peano-
Axiomen ergibt, gibt es in jeder Beschreibung der natiirlichen Zahlen genau
eine Moglichkeit, zu addieren. Ob diese algorithmisch geschickt oder kompli-
ziert ist, hangt wesentlich von der gewéhlten Beschreibung ab. Wenn man
durch Strichfolgen gegebene Zahlen miteinander addiert, so hingt man ein-
fach die beiden Strichfolgen aneinander. Dies ist auf den ersten Blick ein
sehr einfacher Vorgang. Wenn man es aber ernsthaft schriftlich durchfiihren
mochte, so sieht man, dass es extrem miithsam ist, da man jeden Strich der
einen Strichfolge einzeln an die andere anhéngen muss.

Das schriftliche Addieren zweier natiirlicher Zahlen im Zehnersystem ist aus
der Schule bekannt. Man schreibt die beiden Zahlen untereinander so, dass die
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Einerpositionen iibereinander stehen und addiert dann die beiden passenden
Ziffern (im Sinne des kleinen Einundeins) von hinten nach vorne. Wenn das
Ergebnis kleiner als 10 ist, schreibt man diese Zahl hin und riickt nach links.
Wenn das Ergebnis gréfler oder gleich 10 ist, so schreibt man die Einerziffer
dieser Summe an der Stelle hin und hat in der links liegenden Stelle einen
zusétzlichen Ubertrag von 1 mitzuberiicksichtigen. Dies ist insgesamt ein
rekursives Verfahren, das wir kurz festhalten.

Verfahren 15.4. Das schriftliche Addieren m +n zweier natiirlicher Zahlen,
die im Dezimalsystem als

m = ap+ a;10 + ay10> + - - - + @, 10* und n = by + b;10 + by10% + - - - + b 10*

gegeben sind (wobei auch vordere Nullen erlaubt sind), funktioniert fol-
gendermafien. Man berechnet die Dezimalziffern ¢; des Ergebnisses und die
Ubertrage d;;; (mit dem Startwert dy = 0) sukzessive durch

az+bz+dl, falls al+bz+dz<10,
C;, =
CLi—Fbi—i—di—lO, fallsa,—i—bz—i—dZZlO,

und
d. o 0, falls (I,Z—f-bz—f—dl<107
Ga 1 s falls a; + bZ + dz Z 10.

Die Dezimaldarstellung der Summe m—+n ist cx11¢y . . . cac1c (Wobei cpr; = 0
sein kann).

Warum ist dieser Algorithmus richtig, warum liefert er das korrekte Ergebnis?
Die Gewohnung an dieses Verfahren verleitet dazu, diese Frage nicht ernst zu
nehmen bzw. nicht zu verstehen. Das eben beschriebene schriftliche Addieren
ist nicht die Definition der Addition, sondern eine algorithmische Ausfithrung
der Addition in einem bestimmten Beschreibungssystem (ndmlich dem De-
zimalsystem) fiir die natiirlichen Zahlen.

Der Ausgangspunkt der Addition der natiirlichen Zahlen liegt in der dis-
junkten Vereinigung von endlichen Mengen, wir haben die Addition iiber die
Nachfolgerabbildung eingefiihrt und bereits in Satz 8.12 gezeigt, dass sie mit
dem Vereinigungskonzept iibereinstimmt. Warum stimmt auch das schriftli-
che Addieren damit iiberein? Konkret: Man hat zwei Mengen A und B an
Apfeln und bestimmt fiir beide Mengen ihre Anzahl im Zehnersystem: diese
seien k und n. Dann schiittet man die Mengen zusammen, erhélt die Menge
C = AU B und bestimmt fiir diese Menge die Anzahl im Zehnersystem:
diese sei m. Warum kommt, wenn man die Zahlen k£ und n im Zehnersystem
schriftlich addiert, ausgerechnet m heraus?

Die zwei Zahlen seien als n = a,10" 4+ a,_110""" + - -+ + a510% + ;10 + ag

und k = b,10% + b, 110571 + - - - +b310% + b110 + by gegeben, wobei die Ziffern
alle zwischen 0 und 9 seien. Es sei r > s und wir konnen sogar annehmen,
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dass r = s ist, indem wir fehlende Ziffern in der zweiten Dezimalentwicklung
durch Nullen auffiillen. Dann ist

(410" + @, 110""" + - -+ + a510% + 0,10 + ap)
+ (107 4 b1 107 + - + 5107 + by 10 + by)
= (ar +b,) 10" + (@r—1 4+ by—1) 1071 4+ +
(ag + b2) 10° + (ay + by) 10 + (ag + bo)

. Dies beruht auf dem Assoziativgesetz der Addition und dem Distributiv-
gesetz. Achtung! Dieses Ergebnis ist nicht in der Dezimaldarstellung, da die
vor den Zehnerpotenzen 10° stehenden Zahlen a; + b; nicht unbedingt kleiner
als 10 sein miissen. Man kann an dieser Stelle Bemerkung 14.4 anwenden
und zu den ,gréferen” Ziffern nach oben schaufeln. Dies ist aber nicht das
Verfahren des schriftlichen Addierens.

Der folgende Beweis verwendet ein Invarianzprinzip. Ein Algorithmus besteht
typischerweise aus vielen Einzelschritten, wodurch man leicht die Ubersicht
verlieren kann. Beim Invarianzprinzip schaut man, was sich bei den Einzel-
schritten nicht &ndert, sondern konstant (invariant) ist. Eine solche Invariante
andert sich im Algorithmus iiberhaupt nicht.

Satz 15.5. Das schriftliche Addieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien
m = ap+a;10 + as10% + - - - + @, 10% und n = by + ;10 + by 10% + - - - + b 10",

wobei wir eventuell auch vordere Nullen erlauben. Wir beweisen ein schritt-
weises Invarianzprinzip des schriftlichen Addierens, ndmlich, dass nach dem
i-ten Schritt® (i = —1,0,1,2,...), wenn die hinteren Ziffern ¢;, ¢;_1,. .., co
und die Ubertragsziffern d; 1 schon berechnet sind, dass dann die jeweilige
Summe

Si= (@10 + -+ + a1 107Y) + (0 10F + -+ - + b1 107" + ;1 107!
+ (10" + -+ - + 110 + ¢o)

konstant ist (also nicht von i abhingt), und zwar gleich m +n*® Diese Sum-
men beschreiben eine Momentaufnahme des Algorithmus zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt. Dabei bedeutet der Schritt —1, dass noch keine Rechnung
durchgefiihrt wurde. Am Anfang, bei ¢ = —1, sind die beiden hinteren Sum-
manden nicht vorhanden und vorne stehen m und n komplett, die Summe ist
also m + n. Die Konstanz der Summen beweisen wir durch Induktion nach
¢, wobei wir den Fall
i = —1

39Djese Nummerierung ist hier sinnvoll, —1 bezieht sich auf die Situation, wo noch gar
nichts passiert ist, und 0 bezieht sich auf die Rechnung an der Einerziffer.

40Gemeint ist hier die ,,wahre Summe® im Sinne der Definition, ein Einwand wie ,hier
wird was verwendet, woriiber wir doch erst eine Aussage machen wollen“ greift ins Leere.
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soeben behandelt haben. Sei nun die Konstanz
m+n:S_1:Solez...:Si

bereits bewiesen, und wir verarbeiten die 10°71-Stelle. Gem#f dem Algorith-
mus addiert man
Qip1 + bip1 + dipa
und schreibt dies als
dit210 + cipq
mit 0 < Cit1 < 9 Somit ist
A1 1Oi+1 + bi+l 1Oi+1 + di+110i+1 = (ai—i—l + bi-i—l + di+1) 1Oi+1

= (di+2 10 + Ci+1) 10i+1

= di+2 1Oi+2 -+ Cit1 10i+1.
Wenn man in der Summe 5; die linke Seite der vorstehenden Gleichung durch
die rechte Seite ersetzt, so erhélt man gerade S;,1, was die Gleichheit zeigt.
Wenn man ¢ hinreichend grofi nimmt, hat man m und n verbraucht und die
Summe S; besteht dann allein aus der durch die Ziffern ¢; gebildeten Zahl.
Dies stimmt also mit der Summe m + n iiberein. U

Beispiel 15.6. Wir wollen 329 4 475 berechnen und schreiben
329

475
Nach dem ersten Rechenschritt haben wir

329

475

4.

Der Punkt im Beweis zu Satz 15.5 ist, dass man die hintersten Ziffern der
beiden Summanden vergessen kann, die volle Information ist in der Endziffer
4 und dem Ubertrag 1 bewahrt, was sich dahingehend niederschlégt, dass

3-100+2-10+4-100+7-10+1-10+4

gleich der Ausgangssumme ist. Diese Eigenschaft weil man unabhéingig da-
von, dass diese Summe noch gar nicht explizit ausgerechnet wurde. Es spricht
also einiges dafiir, dass man im Additionsalgorithmus die abgearbeiteten obe-
ren hinteren Ziffern wegstreicht (fiir das Uberpriifen der Rechnung ist das
aber keine gute Idee). Im néchsten Rechenschritt rechnet man

24+7+1 =10
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und man gelangt zu
329

475

1

04.

Die Invarianz zeigt sich in der Summe
3-100+4-100+1-100+0-10+4.
Im dritten Schritt rechnet man
3+4+1 =238

und man gelangt zu
329

475

804 .

Die oberen Summanden kann man jetzt vollstdndig vergessen, das Endergeb-
nis steht unten.

Die Korrektheit des schriftlichen Addierens tibertragt sich auf die Addition
mehrerer Summanden in der Dezimaldarstellung. Man summiert wieder zif-
fernweise und schreibt die letzte Ziffer der Summe an der entsprechenden
Stelle hin, ebenso den Ubertrag. Dieser kann jetzt allerdings (ab zw6lf Sum-
manden) sogar grofergleich 100 sein, in diesem Fall muss man die Zehnerziffer
wie zuvor um eins nach links schreiben und die Hunderterstelle um zwei nach
links. Grundsétzlich kann man auch eine Summe mit beliebig vielen Sum-
manden dadurch errechnen, dass man je zwei Summanden zusammenaddiert
und somit die Anzahl der Summanden sukzessive verringert, doch ist das viel
komplizierter.

15. ARBEITSBLATT

15.1. Die Pausenaufgabe.
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Aufgabe 15.1.*
Fiihre im Dezimalsystem die Addition

794385 + 503819
schriftlich durch.

15.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 15.2. Begriinde, dass der Nachfolger der Dezimalzahl 999...999
(mit & Neunen) gleich 1000...000 (mit k& + 1 Ziffern, also k& Nullen) ist.

Aufgabe 15.3. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystem gréfer
ist.
m = 52866396034807681104629504792853235

oder
n = 52876373480104695047954506002853673 .

Aufgabe 15.4. Bestimme, welche der beiden Zahlen im Zehnersystem grofler
ist.
m = 528663960348076811044629504792853235

oder
n = 52876373480104695047954506002853673 .

Aufgabe 15.5. Ein Pokalwettbewerb werde mit 2"*! Mannschaften im K-
0.-System ausgetragen. Beweise die Identitét

Z2k . 2n+1

durch eine inhaltliche Uberlegung (Wie viele Spiele finden statt?).

Aufgabe 15.6. Beweise die Identitét

Z2k _ 2n+1

mit Hilfe des Zweiersystems.

Aufgabe 15.7.*
Fiithre im Dreiersystem die Addition

201021 + 112002
schriftlich durch.



187

Aufgabe 15.8. Fiihre im Sechzehnersystem die Addition
5C4AT + D330E
schriftlich durch.

Aufgabe 15.9. Fiihre die Addition
9+194+29439+49+ 59469+ 79 + 89+ 99 + 109 + 119
schriftlich durch. Welche ,,Besonderheit“ tritt abei auf?

Aufgabe 15.10. Gabi Hochster sitzt in der Schule neben Heinz Ngolo. Sie
iiben schriftliches Addieren und rechnen 725+ 638. Gabi ist fertig und Heinz
hat gerade die hinterste Ziffer zusammengerechnet und den Ubertrag notiert.
Da kritzelt Gabi auf Heinzens Heft rum und radiert die Ziffern 5 und 8 weg.
Gabi sagt: ,,Die brauchst du nicht mehr, konzentrier dich auf die anderen Zif-
fern, dann geht es schneller und wir konnen endlich weiter Schiffe versenken
spielen®. Darauf sagt Heinz: ,,Lass mich in Ruhe, kleine Klugscheiflerin, au-
Berdem brauch ich die Ziffern doch, ndmlich zur Probe®. Darauf Gabi: ,, Wer
beim Rechnen eine Probe braucht, sollte zuriick in den Kindergarten®.

Wir beurteilen Sie die Lage mathematisch und didaktisch?

Aufgabe 15.11. Ist fiir das schriftliche Addieren das Kommutativgesetz
klar, ist es klar, dass 0 das neutrale Element ist, ist es klar, dass das Asso-
ziativgesetz gilt?

Aufgabe 15.12. Es stehen verschiedene Zahlen an der Tafel. Der einzige
erlaubte Rechenschritt ist, zwei beliebige Zahlen wegzuwischen und durch
ihre Summe zu ersetzen. Nach hinreichend vielen Durchgéingen steht nur
noch eine Zahl da. Ist das Ergebnis unabhéngig vom Ablauf? Man erldutere
die Situation mit dem Begriftf Invarianzprinzip.

Aufgabe 15.13. Gibt es fiir die folgenden Zahlensysteme ein fiir alle Zahlen
korrektes Verfahren zum schriftlichen Addieren, welches wie das schriftliche
Addieren im Zehnersystem nur auf der getrennten Addition von Ziffern glei-
cher Stelligkeit und dem Ubertrag beruht? Welche Probleme treten auf?

(1) Das Strichfolgensystem
(2) Das Eurozahlensystem
(3) Das romische Zahlsystem
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15.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.14. (4 Punkte)

Sei 0 < k < 2. Zeige: Eine positive natiirliche Zahl ist genau dann < 10,
wenn sie im Eurozahlensystem aus maximal 3%k Ziffern besteht.

Aufgabe 15.15. (2 Punkte)

Fiithre im Dreiersystem die Addition
221002 + 22121

schriftlich durch.

Aufgabe 15.16. (3 Punkte)
Fiithre im Sechzehnersystem die Addition

AOBEET 4+ 5C5DA3

schriftlich durch.

Aufgabe 15.17. (3 Punkte)

Zeige mit dem allgemeinen Distributivgesetz die Beziehung

at—1=(a—1) (Zak>

k=0

fiir natiirliche Zahlen ¢ € N, und n € N.

Aufgabe 15.18. (1 Punkt)

Beweise die Identitét

mit Hilfe von Aufgabe 15.17.
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16. VORLESUNG - SCHRIFTLICHES MULTIPLIZIEREN

16.1. Schriftliches Multiplizieren.

Die Grundidee fiir das schriftliche Multiplizieren liegt im allgemeinen Distri-
butivgesetz. Fiir zwei natiirliche Zahlen der Form

m = ap+ a;10 + ag10% + - -+ + @ 10" und n = by + b110 + by 10% + - - - + b, 10"
ist

men = (ao a0+ agl0? + - + akl()k) : (bo 40110 4+ 59102 + - - - + bgm@)

= > aib107- 107
0<i<k,0<5<¢

= Z a; bj 10i+j

0<i<k,0<5<¢

k+t [ k

= Z <Z aibsi) 10°.
s=0 \:i=0

Hierbei ist im Allgemeinen der Vorfaktor Zf:o a;bs_; nicht kleiner als 10, aus

diesem Ausdruck ist also nicht unmittelbar die Ziffernentwicklung des Pro-

duktes ablesbar. In einer solchen Situation ist Bemerkung 14.4 anwendbar.

Dies ist aber nicht das Verfahren zum schriftlichen Multiplizieren.

Verfahren 16.1. Beim schriftlichen Multiplizieren m - n zweier natiirlicher
Zahlen, die im Dezimalsystem als

m = ag + a;10 + ag10® + - - + @, 10" und n = by + 0110 + by 10 4 - - - + b,10°
gegeben sind, geht man folgendermafien vor.

(1) Man berechnet fiir jedes j = 0,1,...,¢ einzeln die Dezimalziffern ¢
des Teilproduktes m - b; und die Ubertrége d;1; (mit dem Startwert
dy = 0) sukzessive iiber die Gleichungen

ab; +di = dip1 - 10 +¢;
mit
(2) Die zu den j (bzw. b;) gehérenden Ziffernfolgen schreibt man unter-
einander, wobei jeweils ¢y unterhalb von b; steht.

(3) Man summiert die verschiedenen verschobenen Teilprodukte im Sinne
des schriftlichen Addierens.

Die Dezimaldarstellung des Produktes m - n ist das Ergebnis dieser Addition.

Das Problem, dass bei der distributiven Multiplikation von zwei natiirlichen
Zahlen im Dezimalsystem die Vorfaktoren zu grof sind, tritt schon dann auf,
wenn die zweite Zahl n = by einstellig ist (sogar wenn beide Zahlen einstellig
sind; dies wird durch das kleine Einmaleins erledigt). Diesen Fall betrachten
wir zuerst.
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Lemma 16.2. Das schriftliche Multiplizieren mit einem einstelligen zweiten
Faktor im Zehnersystem st korrekt.

Beweis. Die linke Faktor sei
m = ag+a;10 + a310? + - - + a;, 10
und der rechte Faktor sei by, wir haben also die schriftliche Multiplikation
der Form
Qg ...a2a10q9 - bo
im Sinne von Verfahren 16.1 durchzufiihren. Das Ergebnis ist die Zahl cj ¢
... Ccac1¢o. Wir miissen zeigen, dass dies das wahre Produkt ist. Dies zeigen

wir durch das folgende Invarianzprinzip des Multiplikationsalgorithmus, dass
ndmlich nach dem i-ten Schritt (¢ = —1,0,1,...) der Ausdruck

P = (@10 + - 4+ a; 1 1077Y) - by + dig1 107! + 107 + - -+ + 110 + ¢
konstant ist. Wegen
m-by = P
und da fiir
1>k
das Produkt vollstdndig abgebaut ist, folgt daraus, dass die ¢; die Ziffern des
Produktes sind. Die Konstanz ergibt sich unter Verwendung von

aibo + dZ = 10- di+1 + ¢
aus (das beschreibt den i-ten Rechenschritt)

P, = (ak10k+---+ai101)-bo+di101+ci_110"*1+~~-+cl10+c0

1

aklok + -t ait 10i+ - bo + aiboloi + dl-lOi +ci—1 10i_1 +---+c110+ co

) bo + (asbo + d;) 10" 4 ¢i—110°7 -+ 110 + o

1

apl0” +--- +ai+110i+ ~bo + (dix+110 + ¢;) 10" + Ci—110i_1 4+ -4+ cl0+co

arl0® + - 4+ ai110°7) by + dip1 10T 4 610" + 01107 + -+ 110 + o

(
(aklok Tt ai 107
(
(

A e N g

4

Beispiel 16.3. Der Ubertrag bei der Multiplikation mit einer einstelli-
gen Zahl b wirkt sich im Allgemeinen auf jede Ziffer des Ergebnisses aus,
d.h. Ubertréige setzen sich fort. Daher muss man die einzelnen Ziffern von
hinten nach vorne mit 0 multiplizieren. Beispielsweise ist bei b = 3 und
m = 333333333 bzw. n = 333333334 einerseits

333333333 - 3 = 999999999

und andererseits
333333334 - 3 = 1000000002.
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Im Gegensatz zur Multiplikation mit der 3 ist die Multiplikation mit den
beiden echten Teilern der 10, also mit 2 und 5, besonders einfach, da hier die
Ubertrége nicht fortgesetzt werden kénnen. Um die i-te Ziffer des Produktes

einer Zahl z mit der 2 (oder der 5) auszurechnen, muss man nur die i-te und
die (i — 1)-te Ziffer der Zahl kennen.

Bemerkung 16.4. Bei der Multiplikation mit b = 2 und mit b = 5 verein-
facht sich das in Verfahren 16.1 beschriebene Verfahren zur Multiplikation

einer Zahl
k
m = Z a; - 10°
i=0

mit einer einstelligen Zahl b. Gemé&fl diesem Verfahren sind die Berechnungen
alb+dz = di—i—l . 10+C1
mit

durchzufithren, wobei dadurch d; rekursiv mit dem Startwert dy = 0 fest-
gelegt sind und wobei die ¢; die Ziffern des Ergebnisses beschreiben. Wie
behaupten, dass man in den beiden Féllen stattdessen nur

a; b = diz1-10 + 7,

berechnen muss und die Ergebnisziffern
ci = d;+r;
erhélt. Insbesondere hingt ¢; nur von a; und a;_; ab.
Bei
b =2
liegt das daran, dass die d; gleich 0 oder 1 sind. Dies beweist man durch
einfach durch Induktion unter Verwendung von
ap-2+d; <1841 =19 < 20,

so dass der ganze Anteil d;; wieder maximal gleich 1 ist. Somit stimmen die
ganzzahligen Anteile bei der Division mit Rest von a; -2+ d; bzw. a; -2 durch
10 iiberein. Die Beziehung ¢; = r; + d; folgt direkt.
Bei

b=25
liegt das daran, dass die d; zwischen 0 und 4 (einschliefllich) liegen. Dies
beweist man durch einfach durch Induktion unter Verwendung von

so dass der ganze Anteil d; 1 wieder maximal gleich 4 ist. Somit stimmen die
ganzzahligen Anteile bei der Division mit Rest von a;-5+d; bzw. a; -5 durch
10 iiberein. Die Beziehung ¢; = r; + d; folgt wieder direkt.
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Als néchstes Hilfsmittel betrachten wir die extreme Situation, wo der rech-
te Faktor eine Zehnerpotenz ist. Das Dezimalsystem verhélt sich bei einer
solchen Multiplikation besonders einfach.

Lemma 16.5. Die Dezimaldarstellung eines Produktes aus einer Dezimal-
zahl

m = apQdr—1...0a2a109

und einer Zehnerpotenz 10° erhdlt man, indem man an die Dezimalzahl ¢
Nullen anhdngt.

Beweis. Es ist

m-100 — (aklok+...+a2102+a110+a0)'102

= apl0** 4.+ @210 4+ 01101 + ao10°
= apl0** 4+ @210 + 110" 4 a010°+0- 10" + .-+ 0-10" +0-10°,

, woraus unmittelbar die Dezimaldarstellung des Produktes ablesbar ist. [

Satz 16.6. Das schriftliche Multiplizieren im Zehnersystem ist korrekt.

Beweis. Die beiden Zahlen seien

m = ag+a110 + ag10% + - - - + a4 10" und n = by + b;10 + by10% + - - - + b,10° .

Beim schriftlichen Multiplizieren berechnet man unabhéngig voneinander
ag . ..aza1a9 - b

fir j =0,1,...,¢ und notiert das Ergebnis so, dass die Einerziffer unterhalb
von b; steht. So entstehen ¢ 4 1 Zahlen, die versetzt iibereinander stehen.
Diese Zahlen werden nach hinten mit Nullen aufgefiillt (wobei man dies nur
gedanklich machen muss). Die Summe dieser Zahlen im Sinne des schriftli-
chen Addierens ist das Endergebnis

m-n = m- (010" 4+ b 110" + -+ + 53107 + by 10 + by)
= m-bl0° +mby_y - 101+ - 4 m - 5102 +m - b110 + m - by.

Nach Lemma 16.2 werden die m - b; im schriftlichen Multiplizieren korrekt
ausgerechnet. Dadurch, dass die Einzelergebnisse unterhalb von b; stehen
und nach hinten mit Nullen aufgefiillt werden, stehen im Algorithmus wegen
Lemma 16.5 die Zahlen m-b;107 korrekt iibereinander, so dass das schriftliche
Addieren nach Satz 15.5 das korrekte Ergebnis liefert. O
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16.2. Schriftliches Subtrahieren.

Verfahren 16.7. Beim schriftlichen Subtrahieren m — n zweier natirlicher
Zahlen mit
m > n,

die im Dezimalsystem als
m = ag+a;10 + a10® + - - - + ;10" und n = by + by 10 + by10* + - - - + by, 10"
gegeben sind, geht man folgendermafien vor. Man berechnet die Dezimalzif-
fern ¢; des Ergebnisses und die Ubertriage d;;; (mit dem Startwert dy = 0)
sukzessive durch
o az—(bl—i—dz),fallsalzbz—i—d,,
" Nai+ 10— (b 4+ d;) , falls a; < b; + d;
und
O, falls a; Z bl—i-dz,
dit =
1, falls a; < b; +d; .

Die Dezimaldarstellung der Differenz m — n ist ¢ . .. cocqcp.

Satz 16.8. Das schriftliche Subtrahieren von natirlichen Zahlen ist korrekt.

Beweis. Es sei
m = ag+a;10 + a10® + - - - + ax 10" und n = by + by 10 + by10? + - - - + by, 10"
und
m > n.
Wir behaupten, dass fiir jedes 1 = —1,0, 1,... der Ausdruck
S; = apl0F+- - 4a; 1107 —d; 1107 45,1074+ - 451 104+bg+¢;10° 4 - -+¢110+¢o
konstant gleich m ist. Fiir
1= —1
fehlen die b-, die ¢- und die d-Ausdriicke, so dass dies richtig ist. Wir betrach-

ten den Ubergang von S;_; nach S;, was dem i-ten Rechenschritt entspricht.
Im Fall

ist

apl0® 4+ 4 a;10° — d;10° 4+ b;_110° " 4 -+ 45110+ by 4+ ¢;_ 1101 + -+ 4+ ¢110 + o
arp10% + - 4 a; 1100 4 (b + ¢;)10° + b;_ 11071 4 - -

45110 +bg 4 ¢;—110°7  + -+ 4110 + ¢o

apl0® 4+ - 4 a; 11007 — dy 11097 4 5;10° + - 4+ 5110 4 by + ;101 4 - - - + €110 + co=5;

und im Fall
a; < bl + dl
st

Si_1 aklok + -+ ailoi — diloi +bi,110i71 + -+ 5110 + bg +Ci,110i71 +---+c110+co

apl0® + - 4 a; 1107 4 (b 4 ¢ + d; — 10) 10° — d;10°



194

4bi_ 110" 4 4 110+ bg + 11087 + -+ 110 + ¢
= agl0® +-- 4 a;4110"7 =10 10° + ;10 + b, 110" 4 -+
+b110 + b + ¢;10° + ¢;_ 11057 + -+ 4 110 + ¢
= aplof + .- 4 a;511077 —di g - 1097 £ 5107 + by 11007 4
+b110 + b + ¢;10° + ¢;— 11057 4+ -+ + €110 + ¢
= 5.
Fiir 7 hinreichend grof sind die a- und die d-Ausdriicke vollstéindig abgebaut
und es bleiben die vollstandigen b- und c-Ausdriicke iibrig. Damit ist gezeigt,

dass
m = bpl0F 4+ +b104+bo+cx 107+ - -4-¢110+c) = n+cpl0F+- - +¢1104¢
ist und somit ist ¢, 10% + - - - + ¢;10 + ¢q gleich der Differenz m — n. d

16. ARBEITSBLATT

16.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 16.1. Fiihre im Zehnersystem die Multiplikation
7863 - 4107

schriftlich durch.

16.2. Ubungsaufgaben.

Gar nicht mehr lange! Wir wiinschen schon jetzt frohe Weihnachten!

Aufgabe 16.2. Formuliere und beweise (bekannte) Teilbarkeitskriterien fiir
Zahlen im Dezimalsystem fiir die Teiler £ = 2,3,5,9,11.
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Aufgabe 16.3. Betrachte im 15er System mit den Ziffern 0,1,...,8,9, A, B,
C, D, E die Zahl

FA09B4ACA.
Ist diese Zahl durch 7 teilbar?

Aufgabe 16.4. Es sei p # 2,5 eine Primzahl. Zeige, dass es eine natiirliche
Zahl der Form (im Dezimalsystem)

111...111

gibt, die ein Vielfaches von p ist.

Aufgabe 16.5. Fiihre im Vierersystem die Multiplikation
302 - 201
schriftlich durch.

Aufgabe 16.6.*

Zeige, dass im kleinen Einmaleins (ohne die Zehnerreihe) zur Basis n > 2
nur ein- und zweistellige Zahlen auftreten.

Aufgabe 16.7.*

(1) Berechne 32 im Vierersystem, 4% im Fiinfersystem und 9? im Zehner-
system.

(2) Zeige, dass im kleinen Einmaleins (ohne die Zehnerreihe) zur Basis
n > 3 rechts unten die Zahl mit den Ziffern n — 2 und 1 steht.

Aufgabe 16.8. Zeige, dass beim schriftlichen Multiplizieren im Zehnersy-
stem der Ubertrag maximal gleich 8 ist.

Aufgabe 16.9. Jemand macht gegen den Beweis zu Lemma 16.5 den Ein-
wand, dass dort eine Situation entsteht, wo sich die Koeffizienten a; nicht auf
107, sondern auf 10°+¢ bezichen, was verwirrend sei. Nehme dazu Stellung.
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Aufgabe 16.10. Gabi Hochster hat sich im Mathematikunterricht (erste
Klasse), der von Frau Doris Maier-Sengupta (mit den Féchern Deutsch und
buddhistische Philosophie) unterrichtet wird, geweigert, bei der Uberpriifung
des Kleinen Einmaleins 7 - 10 auszurechnen, mit der Begriindung, dass das
kleine Einmaleins dazu da sei, einstellige Zahlen miteinander zu multipli-
zieren, es fiir groffere Zahlen einen anderen Algorithmus gebe und dass die
Einbeziehung der Zehnerreihe in das kleine Einmaleins diesen Aspekt vollig
verdunkle. Als Frau Maier-Sengupta diesen Einwand nicht verstand und auf
die Aufgabe bestand, wurde Gabi zornig und sagte ,,Sie haben ja gar keine
Ahnung von Mathematik, gehen Sie doch zu IThrer buddhistischen Philoso-
phie und schicken Sie eine echte Mathelehrerin hier her“. Daraufhin trug Frau
Maier-Sengupta einen Vermerk iiber das beleidigende Verhalten von Gabi in
das Klassenbuch ein. Da es der dritte Vermerk war, kommt es zu einem El-
terngespréch, zu dem neben Frau Maier-Sengupta, den Eltern, Melissa und
Melvin Hochster, der Schulleitung auch Sie als Fachleiter/In Mathematik
teilnehmen sollen. Was ist Thre Position?

Aufgabe 16.11. Fiihre im Zehnersystem die Subtraktion
710534 — 691228
schriftlich durch.

Aufgabe 16.12. Fiihre im Zweiersystem die Subtraktion
11010 — 10111
schriftlich durch.

Aufgabe 16.13. Beweise die Korrektheit des schriftlichen Subtrahierens
durch den Nachweis, dass beim schriftlichen Subtrahieren m — n und
(m —1) — (n — 1) das gleiche Ergebnis liefern.

Aufgabe 16.14. Gibt es ein Verfahren zum schriftlichen Potenzieren, das
die Dezimalentwicklung von n* berechnet, wenn die natiirlichen Zahlen n, k
in ihrer Dezimalentwicklung gegeben sind?

16.3. Die Weihnachtsaufgabe fiir die ganze Familie.

Aufgabe 16.15. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, ...
zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabe fiir Grundschulkinder sehr einfach
und fiir Mathematiker sehr schwierig ist.)
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Eine der Aufgaben zum Abgeben verwendet den folgenden Begriff.

Es sei M eine Menge und

f: M —M
cine Abbildung. Ein Element € M mit f(x) = x heifit Fizpunkt der Abbil-
dung.

16.4. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.16. (3 Punkte)

Fiihre im Sechsersystem die Multiplikation
453 - 525

schriftlich durch.

Aufgabe 16.17. (2 Punkte)

Fiihre im Zweiersystem die Subtraktion
10011 — 1101

schriftlich durch.

Aufgabe 16.18. (4 Punkte)

Es sei x eine dreistellige natiirliche Zahl im Zehnersystem und y die von hin-
ten gelesene Zahl. Zeige, dass die positive Differenz x — y stets ein Vielfaches
von 9 und von 11 ist.

Aufgabe 16.19. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
f: N— N,
die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 16.15 entspricht.

(1) Ist f wachsend?

(2) Ist f surjektiv?

(3) Ist f injektiv?

(4) Besitzt f einen Fixpunkt?

17. VORLESUNG - TERME UND GLEICHUNGEN

If you don’t know how to fix
it, please stop breaking it

Severn Suzuki
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17.1. Terme und Gleichungen.

Unter einem (arithmetischen) , Term* versteht man einen ,zahldhnlichen®
Ausdruck, der sich aus ,,Zahlen“ und ,, Variablen* mit Hilfe der Verkniipfungs-
symbole + und - (eventuell mit — und : oder daraus abgeleiteten Operationen
wie Potenzen), mit weiteren Funktionssysmbolen (wie die Fakultét, Wurzel)
und mit Klammern , korrekt bilden ldsst. Eine Variable ist typischerweise
ein Buchstabe x,y, 2, a,b, ¢, in den man eine echte Zahl (zumeist aus einem
fixierten Zahlenbereich) oder auch einen anderen Term einsetzen kann.*' Mit
zahlenéhnlich ist gemeint, dass wirklich eine Zahl entsteht, wenn man alle
Variablen durch Zahlen ersetzt. Terme sind auch die Ausdriicke, die auf einer
Seite einer Gleichung (oder Ungleichung) stehen kénnen. Beispielsweise sind

3
3(4+5>7$a 20417, ?74:1:3_3/7 (G,+b)2,

a® +2ab+ b, 0-1, n!, (Z), m, e aY, 5%\, ;ai

Terme. Dagegen sind
3:-(4+5)),20+7=0,,/

keine Terme.

Wichtig ist, dass man Terme nur dann als gleich ansieht, wenn es sich um
dieselbe Zeichenreihe handelt. Das ,, Ausrechnen“ oder , Vereinfachen“ von
Termen verdndert den Term, aber nicht die dadurch gegebene Zahl. Bei-
spielsweise sind 3 + 5 und 8 oder (a + b)?* und a® + 2ab + b? verschiedene
Terme. Gleichheit zwischen diesen beiden letzten Ausdriicken gilt nur bei ei-
ner bestimmten Interpretation, wenn man a und b als natiirliche Zahlen oder
als Elemente eines kommutativen Halbringes interpretiert (erste binomische
Formel).

Eine wichtige Funktion von Termen ist ihr Auftreten in Gleichungen. Glei-
chungen und Terme treten in der Mathematik in unterschiedlicher Bedeutung
auf, die sich hdufig vom Kontext her erkennen lassen.

1) Identitéten von Elementen

Das sind Gleichungen der Form 2+4 = 6 oder 3-7 = 21 oder 4! = 24, die
besagen, das zwei irgendwie gegebene Elemente einer Menge gleich sind. 2+4
und 6 sind unterschiedliche Terme, haben aber denselben Zahlwert. In solchen
Gleichungen kommen keine Variablen vor. Haufig werden solche Gleichungen
verwendet, um etwas auszurechnen, also einen komplizierten Ausdruck in

41 aufvariablen kann man nicht durch andere Terme ersetzen, nur durch eine andere
Laufvariable umbenennen. Eine Laufvariable kommt beispielsweise im Term ;- i vor,
hier ist 7 eine Laufvariable und n eine echte Variable. Andererseits bezeichnet der Buch-
stabe 7 die Kreiszahl und ist keine Variable.
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eine einfache Standardform zu bringen. Dazu gehoren die Rechnungen in N,
etwa im Dezimalsystem.

2) Allgemeine Termidentitaten (Formeln, Rechengesetze)

Diese driicken eine allgemeine Gleichung zwischen Termen aus, in denen
Variabeln vorkommen, und die Gleichheit bedeutet, dass fiir jede sinnvol-
le Ersetzung der Variablen durch Zahlen (die gewisse Bedingungen erfiillen)
Gleichheit gilt. Beispiele dazu sind

a(b+c¢) = ab+ ac

oder
(a+b)? = a*+ 2ab+V?
oder
a+v =

Sie driicken eine GesetzméBigkeit aus, die unter bestimmten Bedingungen
gilt, beispielsweise wenn a,b Elemente eines kommutativen Halbringes sind
oder wenn a, b Kathetenlingen und ¢ die Hypotenusenldnge eines rechtwink-
ligen Dreiecks ist. Charakteristisch fiir solche Gleichungen ist, dass in ih-
nen Variablen vorkommen und dass, wenn man fiir die Variablen simultan
(also an jeder Stelle, wo die Variable steht) Elemente, die die Bedingung
erfiillen, einsetzt, eine wahre Elementgleichung entsteht. Eine solche Iden-
titdt représentiert also eine Vielzahl an einzelnen Elementgleichungen. Aus

dem Distributivgesetz ensteht beispielsweise durch Einsetzen die spezielle
Identitit 3-(544) = 3-5+3-4.

3) Definitionsgleichungen

Das sind Gleichungen, durch die eine abkiirzende Schreibweise fiir einen kom-
plexeren Ausdruck eingefiithrt wird. Beispiele sind

|
a*=a-a-a,n!=nn—1)---3-2-1, (Z) = m, P=42>4+Tx—5.
Hierbei schreibt man héaufig := (gelesen: ist definitionsgeméf} gleich) statt =,
wobei der Doppelpunkt auf der Seite des einzufithrenden Ausdrucks steht.

4) Gleichungen als Bedingung

Damit sind Gleichungen wie
r+3=54r=920+7=0,52>-30+4=0,2=y,y=f(z), 2*+y° =1

gemeint. In diesen kommen (in aller Regel) Variablen vor, es wird aber nicht
eine allgemeingiiltige Formel zum Ausdruck gebracht, sondern es wird eine
Bedingung an die auftretenden Variablen formuliert. D.h. es werden die Ele-
mente gesucht, die die Gleichungen erfiillen, die man also fiir die Variablen
einsetzen kann, damit eine wahre Elementidentitéit entsteht. Gleichungen in
diesem Sinne definieren die Aufgabenstellung, nach Lésungen zu suchen. Eine
Losung ist ein Element a aus der gegebenen Grundmenge M (bzw. ein Tupel
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wie (a,b) € M x M, falls es mehrere Variablen gibt), das die Eigenschaft be-
sitzt, dass wenn man x durch a ersetzt, eine wahre Elementidentitéit entsteht.
Die Losungsmenge besteht aus allen Losungen, sie kann leer sein, aus einem
Element oder aus vielen Elementen bestehen. Statt einer einzigen Gleichung
kann auch ein (beispielsweise lineares) Gleichungssystem vorliegen.

Manche Gleichungen kann man in mehrfacher Weise auffassen. So kann man
die Gleichung
a’+b = ¢

als GesetzméBigkeit in einem rechtwinkligen Dreieck auffassen (bei richti-
ger Interpretation der einzelnen Variablen) oder als Aufgabenstellung, alle
Tripel (a,b,c) zu bestimmen, die diese Gleichung erfiillen. Eine funktiona-
le Gleichung y = f(x) kann man als eine abkiirzende Schreibweise fiir den
funktionalen Ausdruck f(x) ansehen oder als eine Bedingung fiir Punkte

(x,y) in der Ebene betrachten (die erfiillenden Punktepaare bilden dann den
Graphen der Funktion f).

17.2. Gleichungen in einer Variablen.

In dieser Vorlesung beschiftigen wir uns mit Gleichungen von dem zuletzt
beschriebenen Typ, in dem nur eine Variable vorkommt, und die von einer
einfachen Bauart sind.

Unter einer Gleichung in einer Variablen (oder Unbekannten oder Unbe-
stimmten) x versteht man einen Ausdruck der Form

f(x) = g(x),

wobei sowohl f(z) als auch g(z) mathematische Ausdriicke (Terme) bezeich-
nen, in denen z in einer mehr oder weniger komplexen Form vorkommt (als
Extremfall erlauben wir die Situation, wo f(z) nicht explizit von = abhéngt).
In einer solchen Situation besteht die Aufgabe darin, die Losungen oder die
Losung fiir  zu finden, also diejenigen Zahlen (aus einem vorgegebenen Zahl-
bereich) zu finden, die die Gleichung erfiillen, die also die Eigenschaft besit-
zen, dass, wenn man links und rechts die Unbestimmte durch die Zahl ersetzt,
in der Tat links und rechts das gleiche steht, oder aber festzustellen, dass die
Gleichung keine Losung hat. Typische Beispiele sind 3+ = 9, 40 = 7,
3z = Tz*> —5, 2! = 25. Wenn man von Gleichungen in einer Variablen (von
einer bestimmten Bauart) allgemein spricht, so ist es oft sinnvoll, fiir die um-
gebenden Daten, die die Gleichung konstituieren, selbst wieder Buchstaben
zu verwenden. Diese sind zwar auch variabel, sie sind aber keine Variablen
(der Gleichung), sondern Parameter, die man sich als konkret fixiert denken
sollte. Eine solche Gleichung heifit auch eine Gleichungsform, erst durch die
wirkliche Fixierung der Parameter als Zahlen entsteht eine echte Gleichung.
Beispielsweise ist eine additive Gleichung eine Gleichung der Form

rT4+a=0»
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und eine lineare Gleichung ist eine Gleichung der Form cx = d. Hier sind a, b
(bzw. ¢, d) Parameter, die die Gleichung festlegen, wofiir dann die Losung x
gesucht wird.

Wir sagen, dass zwei Gleichungen (l6sungs-)dquivalent sind, wenn sie sich
auf die gleiche Variablenmenge beziehen und ihre Losungsmengen iiberein-
stimmen.

Bemerkung 17.1. Wenn eine Gleichung der Form
r=c

vorliegt, wobei ¢ ein Term ist, in dem die Variable x nicht vorkommt, so sagt
man, dass z in der Gleichung isoliert (oder aufgelést*?) vorliegt. Hierbei kann
¢ eventuell ein komplizierter Ausdruck sein, und so besteht die Aufgabe im
Allgemeinen darin, den Ausdruck ¢ zu vereinfachen. Wenn beispielsweise

r=23-1547-11

vorliegt, so fithrt dies auf die vereinfachte und nicht weiter zu vereinfachende
Gleichung

T = 89,
die man dann als Losung betrachtet. Grundsétzlich versteht man unter der
Losung (im Sinne von die Losung finden) einer Gleichung in einer Variablen
die Isolierung der Variablen auf einer Seite und die Vereinfachung der anderen
Seite.

Bemerkung 17.2. Eine Gleichung der Form
flz) = g(z)

mit Ausdriicken f und g, in denen die Variable x vorkommt, ist l16sungsaqui-
valent zur Gleichung

flx) —g(z) = 0.
Fiir diese Umformung braucht man die negativen Zahlen. Grundsétzlich, und
das heiBt bei theoretischen Uberlegungen, kann man sich auf Gleichungen der
Form

h(z) = 0

mit einem Ausdruck A in der Variablen = beschrinken. Allerdings muss diese
Umstellung nicht unbedingt eine Vereinfachung sein.

Bemerkung 17.3. Wir arbeiten iiber den natiirlichen Zahlen und betrach-
ten die Gleichung

3+x =8
mit der Unbestimmten x. Gesucht ist also nach derjenigen Zahl, die zu 3
addiert die Zahl 8 ergibt. Diese Gleichung besitzt die einzige Losung

Tz = 5.

2Djeser Sprachgebrauch ist nicht unproblematisch, da zur Losung das Vereinfachen
gehort. Allerdings ist dieser Vereinfachungsschritt hdufig unproblematisch.



202

Dies sind zwei Aussagen! Einerseits wird behauptet, dass 5 eine Losung ist
und andererseits, dass es aufler der 5 keine weitere Losung gibt. Das Erste
kann man einfach durch Einsetzen und Nachrechnen iiberpriifen, es ist ja in
der Tat

3+5 =28.
Dass es keine weitere Losung gibt, ergibt sich einfach aus der Abziehregel.
Wenn y eine weitere Losung der Gleichung ist,*® so liegt die Gleichungskette

3+5=8=3+y
vor, die Abziehregel sichert dann
5 =y.

Dieses Argument kann man auch dann durchfithren, wenn man die eine
Losung 5 noch gar nicht kennt: Aus der Gleichung?*

3+r =8=3+y
folgt eben
T =y.

Betrachten wir allgemein eine Gleichung (eine additive Gleichung oder Dif-
ferenzgleichung) der Form
at+z =0

mit fixierten natiirlichen Zahlen a,b € N. Zwar sind hier a,b ebenso wie x
Buchstaben, die fiir natiirliche Zahlen stehen, doch ist die Funktion jeweils
eine andere. Die Zahlen a,b stellen jeweils fixierte natiirliche Zahlen dar,
die somit die Gleichung (als Parameter) festlegen, fiir die dann x die zu
bestimmende Unbekannte ist. Wenn also a + x = b vorliegt, so denke man
nicht an die Menge aller Dreiertupel (a, b, x) € N3 derart, dass die Gleichheit
vorliegt (was ebenfalls eine sinnvolle mathematische Aufgabe ist), sondern
an eine Gleichung in x, die durch die Zahlen a, b als Parameter bestimmt ist.

Das Losungsverhalten iiber N einer Gleichung der Form
at+z =0
héngt vom GroBenverhéltnis zwischen a und b ab. Bei a > b gibt es keine
Losung, da wegen
a+x >a >0b
die linke Seite stets (fiir jedes x € N) grofier als die rechte Seite ist.
Bei a < b hingegen gibt es wie im zuerst genannten Beispiel genau eine

Losung. Die Voraussetzung
a<b

43Hier ist y also ein bestimmtes Element der Grundmenge, das die Gleichung erfiillt,
keine neue Variable der Gleichung.

“Djes ist keine neue Gleichung mit zwei Variablen, sondern eine Elementgleichung in
N.
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bedeutet ja, dass man von a aus durch sukzessives Nachfolgerbilden zu b
gelangt. Diese Definition ist nach Lemma 10.2 dquivalent dazu, dass es iiber-
haupt ein £ € N mit a + x = b gibt. Die eindeutige Losung ist dann gerade
diejenige Zahl, die angibt, wie oft man den Nachfolger von ¢ nehmen muss,
um zu b zu gelangen. Also ist die Differenz*®

b—a
die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung
a+z =b
bei a < b.

17.3. Umformungen.

Eine wichtige Methode, Gleichungen zu l6sen, besteht darin, sie umzufor-
men, indem man in der Gleichung beidseitig die gleiche Rechenoperation

durchfiihrt.
Satz 17.4. Es sei
flz) = g(z)
eine Gleichung in der Variablen x diber einem gegebenen Zahlenbereich M.
Es sei

po: M — M
eine Abbildung. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.

(1) Wenna € M eine Losung der Gleichung ist, so ist a auch eine Losung
der umgeformten Gleichung

o(f(z)) = »(g(z)).

(2) Wenn ¢ injektiv ist, so ist a € M genau dann eine Liosung der Glei-
chung, wenn a eine Lisung der umgeformten Gleichung

o(f(z)) = p(g(z))

1st.

Beweis. (1) Wenn
fla) = g(a)
ist, so ist auch

o(f(a)) = ¢(g(a)),

da ja eine Abbildung wohldefiniert auf den Elementen ist, und nicht
irgendwie von der Darstellung des Elementes abhéngt.
(2) Dies ist eine unmittelbare Anwendung der Injektivitéat von .

45Es ist typisch, dass Gleichungen zu neuen Begriffen fithren.
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Wichtige elementare Anwendungen dieses Prinzips sind, dass man zu ei-
ner Gleichung (iiber den natiirlichen, ganzen, reellen Zahlen) beidseitig eine
natiirliche Zahl hinzuaddieren darf. Die Injektivitéit ergibt sich aus der Ab-
ziehregel. Bei einer injektiven Abbildung ergibt sich also eine 16sungséiquiva-
lente Gleichung, bei einer nicht injektiven Abbildung liefert die umgeformte
Gleichung nur eine notwendige Bedingung fiir eine Losung der urspriinglichen
Gleichung.

Beispiel 17.5. Auf die Gleichung
r—3 =10

kann man beidseitig die Addition +3 (die bijektiv ist) loslassen und erhélt
die umgeformte Gleichung

r—3+3 =10+3.

Vereinfachungen fithren auf die Losung

r = 13.
Bemerkung 17.6. Sei eine Gleichung der Form
flz) = g(x)

gegeben. Wir betrachten Gleichungsumformungen, die nicht auf einer injek-
tiven Abbildung beruhen. Als Extremfall betrachten wir die Multiplikation
mit 0, die ja aufgrund der Annullationsregel alles auf 0 abbildet und somit
hochgradig nicht injektiv ist. Die umgeformte Gleichung ist

0-f(z) = 0-g(z),
also einfach
0=0.
Diese Gleichung wird natiirlich von jedem x erfiillt, zum Auffinden der Losun-
gen der Ursprungsgleichung liefert diese Umformung keinen sinnvollen Bei-
trag.

Betrachten wir das Quadrieren, d.h. wir gehen von der gegebenen Gleichung

zu

__ (@) = (g(x))?
iiber. Uber den natiirlichen Zahlen ist das Quadrieren eine injektive Abbil-
dung, aber nicht auf den ganzen Zahlen. Die Gleichung

T =3
hat offenbar die einzige Losung

r =3,
dagegen hat die quadrierte Gleichung

2 =9

die beiden Loésungen
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17.4. Ungleichungen.

Bei einer Ungleichung handelt es sich um einen Ausdruck der Form

f(z) > g(z),
wobei f und g Ausdriicke in der einen Variablen x sind. Statt Ungleichung ist
eigentlich die Bezeichnung Abschdtzung besser. Wie eine Gleichung bezieht
sich eine solche Ungleichung auf eine Grundmenge M, typischerweise ein
Zahlbereich mit einer Ordnung, in der die Ausdriicke f und ¢ und das >
sinnvoll interpretiert werden konnen. Unter einer Losung der Ungleichung
versteht man ein a € M, das die Bedingung

fla) > g(a)
erfiillt. Unter der Lésungsmenge zur Ungleichung versteht man die Menge
aller Losungen, also die Menge

{a € M| f(a) > g(a)} .
17. ARBEITSBLATT

17.1. Die Pausenaufgabe.

Aufgabe 17.1. Ersetze im Ausdruck
QZVWXYTXUXYSRWZ

simultan die Buchstaben ) durch F'; R durch A, S durch J, T durch N, V
durch O, W durch H, X durch E, Y durch S und Z durch R. Handelt es

sich um einen Term?

17.2. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 17.2. Diskutiere, ob es sich bei

n!, (Z), m, e 2, 5%, x, Q

um Terme handelt.

Aufgabe 17.3. Expandiere den Term 3a?.

Bei Einsetzungsaufgaben sind grundsétzlich die entstehenden Terme zu ver-
einfachen.

Aufgabe 17.4. Ersetze im Term 322+ 2x +4 die Variable x durch den Term
5 und vereinfache den entstehenden Ausdruck.
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Aufgabe 17.5. Ersetze im Term 422+ 3x + 7 die Variable z durch den Term
y3 4+ 2y + 5 und vereinfache den entstehenden Ausdruck.

Aufgabe 17.6.*

Ersetze im Term 3x? + 5z + 6 die Variable z durch den Term 4y? + 2y + 3
und vereinfache den entstehenden Ausdruck.

Aufgabe 17.7. Ersetze im Term
as- 101 4+ az - 10° + ay - 102 + ay - 10 + ag
simultan die Variablen

(1) ag durch 4, a; durch 7, ay durch 4, az durch 0, a, durch 5,

(2) ag durch 7, a; durch 11, ay durch 10, ag durch 0, ay durch 13,

(3) ag durch by, a; durch bs, as durch b7, ag durch by, ay durch bs,

(4) ag durch 10, a; durch 103, ay durch 10%, a3 durch 100, a4 durch 10%.

Aufgabe 17.8. Ersetze im Molekiil
H-0-C=C-0-0-C=B

jedes Sauerstoffatom (O) durch O — O und jedes Kohlenstoffaxiom (C') durch
ein Siliciumaxiom S4.

Aufgabe 17.9. Es sei T'(z) ein Term in der einen Variablen z, der ansonsten
aus natiirlichen Zahlen und darauf definierten Funktionssymbolen gebildet
sei. Man mache sich klar, dass die Einsetzung a — T'(a) eine Abbildung von
N nach N definiert.

Die Kleine-Scheiben-Operade besteht aus Kreisen mit einem fixierten Ra-
dius, die kleinere tiberschneidungsfreie durchnummerierte Kreise beinhalten.
Es seien K und L zwei solche Scheiben. Die Verkniipfung K *; L (genannt die
i-te Finsetzung), wobei i zwischen 1 und der Anzahl der inneren Kreise von
K ist, erhilt man, indem man den i-ten inneren Kreis von K durch den auf
diese Grofle geschrumpften Kreis L (ohne Drehung) ersetzt, dabei die Um-
randung weglisst und die inneren Kreise neu nummeriert, und zwar so, dass
die inneren Kreise von K bis zur Nummer ¢ — 1 ihre Nummer behalten, die in
den i-ten Kreis von K platzierten Kreise die anschlieBenden Nummern geméaf
ihrer Reihenfolge in L bekommen und die verbleibenden inneren Kreise die
anschlieBenden Nummern geméf ihrer Reihenfolge in K bekommen.

Alle folgenden Einsetzungsaufgaben fiir die kleinen Scheiben beziehen sich
auf die skizzierten Objekte.
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® ® ® O
& Co (9 &

Die kleine Scheibe Die kleine Scheibe Die kleine Scheibe Die kleine Scheibe
A B C D

Aufgabe 17.10. Bestimme die Einsetzungen

(1) Ax; B
(2) A= B,
(3) Ax3 B.

Aufgabe 17.11. Bestimme die Einsetzungen

(1) A A,
(2) Axy A,
(3) Axs A.

Aufgabe 17.12. Bestimme die Einsetzungen

Aufgabe 17.13. Bestimme die Einsetzungen
( ) C *q C

2) (Cx C) % C,
((C#, C) % C’)*lc,

Aufgabe 17.14. Besitzen die Einsetzungen x; fiir die kleinen Scheiben ein
neutrales Element?
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Aufgabe 17.15. Setze in den folgenden Definitionsgleichungen den Doppel-
punkt an die richtige Stelle.

|
a@=a-a-a,n=nn-1)---3-2-1, (Z):m,P:4x2+7x—5

Aufgabe 17.16. Bestimme, von welcher Art (im Sinne der Vorlesung) die
folgenden Gleichungen sind.

Aufgabe 17.17. Zeige, dass fiir beliebige natiirliche Zahlen z > 1 und n die
Gleichheit

" =1 = (-2 a" P+ 1)
gilt.

Aufgabe 17.18. Finde eine Losung und eine Nichtlosung fiir die Gleichung
52 + 322 44 +5 = 12> + 7w+ 7.

Aufgabe 17.19. Welche Umformungsregeln fiir Gleichungen kennen Sie?
Handelt es sich um Aquivalenzumformungen?

Aufgabe 17.20. Bestimme sémtliche Losungen aus N fiir die folgenden Glei-
chungen.

(1) 2z +3 = 5z,
(2) 22 = 22,
(3) 9z = 3.

Aufgabe 17.21. Bestimme die Losungsmenge der Ungleichung
nd—n? < 20

innerhalb der natiirlichen Zahlen.
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17.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.22. (4 Punkte)

Es sei
P(x) = 62° + 527 + 4
und
Qly) = v +3y+T.

(1) Ersetze im Term Q(y) die Variable y durch 6. Das Ergebnis sei a.

(2) Ersetze im Term P(x) die Variable x durch a.

(3) Ersetze im Term P(z) die Variable z durch den Term Q(y). Das
Ergebnis sei R(y).

(4) Ersetze im Term R(y) die Variable y durch 6.

Aufgabe 17.23. (4 Punkte)
Bestimme die Einsetzungen
D *3

(2)
(3) (A B) #i C.
(4) (D *3 B) %3 B.

Aufgabe 17.24. (2 Punkte)
Es seien v > u > 0 natiirliche Zahlen. Zeige, dass
T =v? — U, Yy = 2uv, z=u? 402

die Gleichung

erfiillen.

Aufgabe 17.25. (3 Punkte)
Zeige, dass mit der einzigen Ausnahme n = 3 die Beziehung

gilt.
18. VORLESUNG - DIE GANZEN ZAHLEN

Drei Schritte vor und zwei
zuriick, so kommt der Mensch
voran

Petra Pascal
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18.1. Die ganzen Zahlen.

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass die Gleichung
at+z =0

mit a,b € N formulierbar ist, aber es dort bei a > b keine Lésung gibt. Wir
wiirden gerne von dieser Gleichung links und rechts a ,,abziehen®, um links

at+r—a==x

und rechts die Losung b — a fiir z zu erhalten. Um dies durchfiihren zu
konnen, miissen wir die natiirlichen Zahlen zu einem gréfleren Zahlbereich
erweitern, ndmlich zur Menge der ganzen Zahlen. Solche Zahlbereichserwei-
terungen ziehen sich durch die gesamte Mathematik, egal ob in der Schule
oder auf der Hochschule. Wir werden noch die Erweiterung von den ganzen
Zahlen zu den rationalen Zahlen und von den rationalen Zahlen zu den re-
ellen Zahlen kennenlernen. Eine wichtige Motivation ist dabei, so wie hier,
dass man Losungen fiir gewisse Gleichungen finden mochte, fiir die es im
Ausgangszahlbereich keine Losung gibt, und dass man diese Losungen auch
rechnerisch auffinden und handhaben méchte. Zugleich méchte man mit den
neuen Zahlen moglichst viel machen koénnen, was man im Ausgangsbereich
kann, also beispielsweise nach wie vor addieren und multiplizieren, wobei
auch die gleichen Gesetzméfigkeiten weiter gelten sollen.

Da wir von nun an mit verschiedenen Zahlbereichen arbeiten, wird es wichtig,
zu betonen, in welchem Zahlbereich wir uns befinden. Die Gleichung

S5+zx =2

besitzt in N keine Losung. Diese Tatsache bleibt unabhéngig davon bestehen,
dass es in anderen Bereichen eine Losung gibt.

Wir fiihren jetzt die Menge der ganzen Zahlen ein, auf denen wir dann bald
die Verkniipfungen festlegen und die zugehdrigen Rechengesetze nachweisen
werden.

Definition 18.1. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z besteht aus der Menge
aller positiven natiirlichen Zahlen N, der 0 und der Menge {—n|n € N},
deren Elemente die negativen ganzen Zahlen heiflen.

Diese Definition hat den Vorteil, dass sie direkt ist und ohne mengentheo-
retische Uberlegungen (Aquivalenzrelationen) auskommt. Jede ganze Zahl
gehort unmittelbar zu genau einem der drei Typen (positiv, 0 , negativ). Der
Nachteil ist, dass die Verkniipfungen darauf, namlich die Addition und die
Multiplikation, die diese Verkniipfungen auf den natiirlichen Zahlen fortset-
zen sollen, nicht unmittelbar ersichtlich sind, sondern auf eine Weise fest-
gelegt werden miissen, die zumindest auf den ersten Blick etwas willkiirlich
aussieht. Zugleich ist der Nachweis der Gesetzméafligkeiten, wie beispielswei-
se das Assoziativgesetz, recht aufwéindig, da man alle Kombinationen der
moglichen Fille untersuchen muss.
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Bemerkung 18.2. Wie verhalten sich die ganzen Zahlen beziiglich der Z&hl-
vorstellung fiir die natiirlichen Zahlen, die wir in der fiinften Vorlesung ken-
nengelernt haben? Die richtige Vorstellung ergibt sich, wenn man die Nach-

folgerabbildung auf Z fortsetzt, indem man fiir eine negative Zahl y = —a
den Nachfolger als das Negative des Vorgéngers von a definiert, also
y = (a1

(bei a = 1 ist dies als 0 zu lesen). Die natiirlichen Zahlen werden somit auf
der Zahlengeraden von 0 aus nach links mit —1, —2, ... fortgesetzt. Der Nach-
folgerschritt ist dann immer noch der eine Schritt nach rechts. Beispielsweise
ergeben sich die Reihenfolgen

(1)
o =l =1 =10, LI -
(2)
ey =INNNO, —NNO,—NO0,0, NO, NNO, NNNQO, ....
(3)
..., minus drei, minus zwei, minus eins, null, eins, zwei, drei, ... .

(4)

vy —C,—b,—a,0,a,b,c,....
()

vy —3,—2,—-1,0,1,2,3, ...

Es entsteht hier eine Symmetrie am Nullpunkt, wobei die negative Zahl —a
der positiven Zahl a gegeniiber liegt. Diese Symmetrie gilt insbesondere auf
der Zahlengeraden.

5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5

Wenn man die ganzen Zahlen dynamisch als (gleichlange) Schritte nach rechts
bzw. nach links (oder nach vorne bzw. nach hinten oder nach oben bzw.
nach unten) interpretiert, so sehen die negativen Zahl so ,natiirlich* wie die
positiven Zahlen aus.
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Der Apfelkorb G Der Apfelkorb H

Welche Objekte bzw. Strukturen kann man mit den ganzen Zahlen zé&hlen?
Es gibt keine Mengen mit negativ vielen Elementen! Dennoch gibt es vie-
le Situationen, wo man mit ganzen Zahlen sinnvoll zdhlen kann. Sobald es
einen Prozess zusammen mit einem zugehorigen gegenldufigen Prozess gibt,
wie etwa einen Schritt nach rechts bzw. einen Schritt