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Die Pausenaufgabe

Wenn in den folgenden Aufgaben Wurzelausdriicke vorkommen, so ist damit
gemeint, dass man sich in einem angeordneten Korper befindet, in dem es
diese (positiven) Wurzeln gibt.

AUFGABE 42.1. Vergleiche ¥/10 und /2.
Ubungsaufgaben

AUFGABE 42.2. Was hat die Din-Norm fiir Papier mit Wurzeln zu tun?

AUFGABE 42.3. Welche elementargeometrischen Beweise fiir den Satz des
Pythagoras kennen Sie?

AUFGABE 42.4. Kann man ein Quadrat mit Seitenldnge 5 durch drei Qua-
drate mit Seitenlénge 4 iiberdecken?

AUFGABE 42.5. Erlautere, warum die Schreibweise zx fiir die k-te Wurzel
aus x sinnvoll ist.

AUFGABE 42.6. Berechne 1\2/52 . \6/55.
AUFGABE 42.7. Zeige, dass es in Q kein Element x mit 22 = 2 gibt.

AUFGABE 42.8. Es sei p eine Primzahl. Zeige unter Verwendung der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung von natiirlichen Zahlen, dass die reelle Zahl |/p
irrational ist.

AUFGABE 42.9.*
Ist die Zahl /7 + /7 rational?
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AUFGABE 42.10.*
Ist die reelle Zahl

11
rational?

AUFGABE 42.11.*

Begriinde geometrisch, dass die Wurzeln v/n, n € N, als Linge von , natiirli-
chen® Strecken vorkommen.

AUFGABE 42.12. Es sei K ein angeordneter Korper und a € K. Zeige, dass
die Gleichung z?> = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

AUFGABE 42.13. Es sei K ein Korper und a € K. Zeige, dass die Gleichung

2? = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

AUFGABE 42.14. Zeige, dass es in Z/(5) vier Losungen fiir die Gleichung
4
=1

gibt.

AUFGABE 42.15. Man konstruiere einen kommutativen Ring R, in dem die
4 mindestens drei Quadratwurzeln besitzt.

AUFGABE 42.16. Vergleiche

AUFGABE 42.17. Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei vorausgesetzt,
dass in K die (positiven) Elemente 8!/2 und 25'/3 existieren. Welches ist
grofler?

AUFGABE 42.18. Vergleiche

V2 4+ V7 und V3 + V5.

AUFGABE 42.19. Es sei K ein angeordneter Kérper und a,b,c € K, mit
a > b > c. Zeige

Va+b++vVa—b < Va+c++Va—ec.
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AUFGABE 42.20. Bestimme die Quadrate und ihre Quadratwurzeln im Rest-
klassenkorper Z/(13).

AUFGABE 42.21. Es sei K ein angeordneter Korper mit /n € K, wobei
n € N keine Quadratzahl sei. Zeige, dass
{p+av/nlp,aeQ} C K

ein Korper ist.

AUFGABE 42.22. Betrachte die Menge
K= {p+qx/5!p,q € Q} :
wobei v/5 zuniichst lediglich ein Symbol ist.

a) Definiere eine Addition und eine Multiplikation auf dieser Menge derart,
dass \/52 = 5 ist und dass K zu einem Korper wird.

b) Definiere eine Ordnung derart, dass K zu einem angeordneten Korper
wird und dass /5 positiv wird.

c) Fasse die Elemente von K als Punkte im Q? auf. Skizziere eine Trennlinie
im Q2, die die positiven von den negativen Elementen in K trennt.

d) Ist das Element 23 — 11+/5 positiv oder negativ?

Zu einem kommutativen Ring R bezeichnet man die Elemente, die beziiglich
der Multiplikation ein Inverses besitzen, als Einheiten. Sie bilden eine Grup-
pe, die sogenannte Einheitengruppe, die mit R* bezeichnet wird. Bei einem
Korper ist einfach K* = K\ {0}.

AUFGABE 42.23. Es sei K ein Korper. Zeige, dass die Quadrate in K eine
Untergruppe von K* bilden.

AUFGABE 42.24. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass die Quadrate
in K* eine Untergruppe von K bilden.

AUFGABE 42.25. Es sei Q? C Q. die (multiplikative) Untergruppe der Qua-
drate innerhalb der positiven rationalen Zahlen und es sei ~ die zugehorige
Aquivalenzrelation auf Q. Zeige, dass jede Aquivalenzklasse einen eindeu-
tigen Représentanten besitzt, der durch eine natiirliche Zahl gegeben ist, in
deren Primfaktorzerlegung jeder Primfaktor einfach ist (die 1 erfiille diese
Eigenschaft).
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AUFGABE 42.26. Wir betrachten die Menge

R = {(‘Z _ab> la,b e @} C Mat,(Q).

(1) Zeige, dass R eine Untergruppe von Mats(Q) (beziiglich der Additi-
on) ist.

(2) Zeige, dass R unter der Matrizenmultiplikation abgeschlossen ist.

(3) Zeige, dass R die rationalen Q als Diagonalmatrizen enthélt.

(4) Zeige, dass R ein kommutativer Ring ist.

(5) Zeige, dass R ein Korper ist.

(6) Zeige, dass R eine Quadratwurzel zu —1 enthilt.

AUFGABE 42.27.*%

Berechne S L s
- — = -l =+=Vv5].
(5-3%) (5+3v5)

AUFGABE 42.28. Berechne

Loy 20000 (L Loe 200200
3 2 5< ) 3 3( >

AUFGABE 42.29.*

Ein angeordneter Korper K enthalte die Wurzeln /2 und /2. Zeige, dass K
auch 3/2 enthilt.

AUFCABE 42.30.*

Driicke
V5 - VT

mit einer einzigen Wurzel aus.

AUFGABE 42.31. Driicke

mit einer einzigen Wurzel aus.

AUFGABE 42.32. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass
U = {z € K,|Es gibt ein m € N, mit 2™ € Q}
eine Untergruppe von (K, 1,-) bildet.



AUFGABE 42.33.*%

Wir betrachten Rechtecke mit dem konstanten Fléacheninhalt c. Zeige, dass
unter diesen Rechtecken das Quadrat den minimalen Umfang besitzt.

AUFGABE 42.34. Wir betrachten auf Q, x N, die Relation (p,m) ~ (g,n),
falls p" = ¢™ gilt.

(1) Zeige, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.
(2) Es sei
Q= (Q xN)/ ~
die zugehorige Quotientenmenge. Zeige, dass auf () durch

[(p,m)] - [(¢,n)] == [(p"q", nm)]

eine wohldefinierte Verkniipfung gegeben ist.

(3) Zeige, dass @ eine kommutative Gruppe ist.

(4) Es sei K ein angeordneter Korper, in dem es zu jedem p € Q und
jedes m € N die Wurzel g/p gibt. Zeige, dass die Zuordnung

Q — K—H [(p7 m)] — Wy

ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 42.35. (2 Punkte)

Bestimme die Quadrate und ihre Quadratwurzeln im Restklassenkorper
Z](19).

AUFGABE 42.36. (2 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper, a € K und n € N,. Zeige, dass die
Gleichung ™ = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.

AUFGABE 42.37. (2 Punkte)
Zeige, dass es in Z/(7) sechs Losungen fiir die Gleichung

20 =1

gibt.
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AUFGABE 42.38. (4 Punkte)
Zeige, dass man v/3 nicht in der Form
V3 =p+qV2

mit p, ¢ € Q schreiben kann.

AUFGABE 42.39. (4 Punkte)
Es seien a, b ganze Zahlen und x € Q eine Losung der Gleichung
2 +ax+b=0.

Zeige, dass x eine ganze Zahl ist.

AUFGABE 42.40. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und @ € K, a > 1. Es seien m > n positive
ganze Zahlen. Zeige
Va < {/a.
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