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Lineare Algebra und analytische Geometrie I

Vorlesung 22

... und ein guter Lehrer kann
auch einem schlechten Schiiler
was beibringen

Beziehung zwischen Eigenrdumen

Wir haben in der letzten Vorlesung gesehen, dass der Eigenraum zu 0 der
Kern des Endomorphismus ist. Wesentlich allgemeiner als in Lemma 21.7 gilt
die folgende Charakterisierung.

LEMMA 22.1. Es set K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Es sei A € K. Dann ist
Eig, () = kern (A - Idy —¢).

Beweis. Sei v € V. Dann ist v € Eig, (¢) genau dann, wenn ¢(v) = v ist,
und dies ist genau bei A\v—p(v) = 0 der Fall, was man als (A - Idy —¢) (v) =
0 schreiben kann. 4

Insbesondere ist ein A € K genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn A Idy —¢
nicht injektiv ist. Fiir ein gegebenes A lasst sich diese Eigenschaft einfach mit
Hilfe eines linearen Gleichungssystems (oder der Determinante) iiberpriifen
und ebenso der Eigenraum berechnen. Dagegen ist es kein lineares Problem,
zu entscheiden, ob ¢ iiberhaupt Eigenwerte besitzt und diese zu bestimmen.
Wir werden weiterhin eine lineare Abbildung ¢: V' — V dadurch untersu-
chen, das wir die Differenzen zu den Streckungen A1dy —¢ fiir verschiedene
A betrachten.

Bei einer n x n-Matrix M muss man den Kern der Matrix AE,, — M bestim-

men. Wenn man beispielsweise wissen mochte, ob die Matrix <_42 g) den
Eigenwert 3 besitzt, so sieht man anhand von
4 7 10 4 7 -1 -7
3E2_(—2 5> B 3(0 1)_(—2 5) B (2 —2>

sofort, dass dies nicht der Fall ist.
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LEMMA 22.2. Es sei K ein Kérper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Es seien N\, # Ay Elemente in K. Dann ist
Eig,, (») N Eig,, (¢) = 0.

Beweis. Sei v € Eig,, (¢) N Eig,, (). Dann ist
AMv = p(v) = Av.

Also ist
()\1 — )\2)?) = 0,
woraus wegen A\; # Ay direkt v = 0 folgt. U
LEMMA 22.3. Es sei K ein Kérper, V' ein K-Vektorraum und
p: V=V
eine lineare Abbildung. Es seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu (paarweise) ver-
schiedenen Figenwerten A\i,...,\, € K. Dann sind vy,...,v, linear un-

abhdngig.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 0 ist
die Aussage richtig. Sei die Aussage also fiir weniger als n Zahlen bewiesen.
Betrachten wir eine Darstellung der 0, also

avy + -+ av, =0.
Wir wenden darauf ¢ an und erhalten einerseits
arp(vy) + -+ anp(vy) = Aagvy + -+ + Apanv, = 0.
Andererseits multiplizieren wir die obige Gleichung mit A, und erhalten
Ap@iv1 + -+ -+ Apanv, = 0.
Die so entstandenen Gleichungen zieht man voneinander ab und erhéalt
(A — A)arvr + -+ (A — Au1)@p_10p—1 = 0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass alle Koeffizienten (\,—\;)a; = 0,
i=1,...,n—1, sein miissen. Wegen \,,—\; # 0 folgt a; = 0fiiri =1,... ,n—1
und wegen v,, # 0 ist dann auch a, = 0. O

KOROLLAR 22.4. Es set K ein Korper und es set V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. FEs sei

p: V=V
eine lineare Abbildung. Dann gibt es mazimal dim (V) wviele Figenwerte zu
©.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.3. O
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Insbesondere besitzt ein Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen
Vektorraum nur endlich viele Eigenwerte.

Geometrische Vielfachheit

Die Einschriankung einer linearen Abbildung auf einen Eigenraum ist die
Streckung um den zugehorigen Eigenwert, also eine besonders einfache lineare
Abbildung. Beziiglich einer Diagonalmatrix

d 0 - o 0
0 d 0 - 0
0O -~ 0 dy-1 O
0 v -+ 0 d,

besitzt die Standardbasis die Eigenschaft, dass jeder Basisvektor ein Eigen-
vektor zu der durch die Matrix gegebenen Abbildung ist. Bei einer Diago-
nalmatrix kann man sofort die Eigenrdume angeben, siehe Beispiel 21.4, und
zwar besteht der Eigenraum zu d aus allen Linearkombinationen der Stan-
dardvektoren e;, fiir die d; gleich d ist. Insbesondere ist die Dimension des
Eigenraums gleich der Anzahl, wie oft d als Diagonalelement auftritt. Ge-
nerell sind die Dimensionen der Eigenrdume wichtige Invarianten zu einem
Endomorphismus.

DEFINITION 22.5. Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und
p: V—V
eine lineare Abbildung. Zu einem Eigenwert A € K nennt man

dim (Eig, (¢))
die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts.

Ein A € K ist insbesondere genau dann ein Eigenwert von ¢, wenn seine geo-
metrische Vielfachheit mindestens 1 ist. Es ist einfach, Beispiele anzugeben,
wo die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes jeden Wert zwischen 1
und der Dimension des Raumes annimmt.

LEMMA 22.6. Es sei K ein Kirper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist die Summe der Figenrdume Fig, () direkt
und es ist

> dim (Eig, (¢)) < dim (V).

AEK

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 22.3. U



Diagonalisierbarkeit

DEFINITION 22.7. Es sei K ein Korper, V' ein K-Vektorraum und
p: V—V

eine lineare Abbildung. Dann heifit ¢ diagonalisierbar, wenn V eine Basis
aus Figenvektoren zu ¢ besitzt.

SATZ 22.8. Fs sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensionaler K -
Vektorraum. Es sei
p:V—V

eine lineare Abbildung. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) @ ist diagonalisierbar.

(2) Es gibt eine Basis v von V derart, dass die beschreibende Matriz
M?(p) eine Diagonalmatriz ist.

(3) Fir jede beschreibende Matriz M = MY (p) beziglich einer Basis to
gibt es eine invertierbare Matrix B derart, dass

BMB™!

ewne Diagonalmatrix ist.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) folgt aus der Definition, aus Beispiel
21.4 und der Korrespondenz zwischen linearen Abbildungen und Matrizen.
Die Aquivalenz von (2) und (3) folgt aus Korollar 11.12. O

Wenn ¢ diagonalisierbar ist und die Eigenwerte mit ihren geometrischen
Vielfachheiten bekannt sind, so kann man einfach eine zugehorige Diagonal-
matrix aufstellen: Man erstellt die Diagonalmatrix, in deren Diagonalen die
Eigenwerte so oft auftreten, wie die geometrischen Vielfachheiten angeben.
Insbesondere ist die zugehorige Diagonalmatrix einer diagonalisierbaren Ab-
bildung bis auf die Reihenfolge der Diagonalelemente eindeutig bestimmt.

BEispiEL 22.9. Wir schliefen an Beispiel 21.5 an. Es gibt die beiden Ei-

genvektoren ({5) und (_1/3> zu den verschiedenen Eigenwerten v/5 und

—+/5, so dass die Abbildung nach Korollar 22.10 diagonalisierbar ist. Beziig-
lich der Basis u aus diesen Eigenvektoren wird die lineare Abbildung durch

die Diagonalmatrix
VB 0
0 —v5)°

Die Ubergangsmatrix von der Basis u zur durch e; und e, gegebenen Stan-

dardbasis b ist einfach
M= (Vf —f) |

beschrieben.



Die inverse Matrix dazu ist
(A - (3
il va) = (5
Geméif Korollar 11.12 besteht die Beziehung
Vs o0 _ (3 B\ (V5 VB
0 =5 g )L

-EZ OO

KOROLLAR 22.10. Es sei K ein Korper und es sei V' ein endlichdimensio-
naler K-Vektorraum. Es sei

NN =
v

p: V—V

eine lineare Abbildung, die n = dim (V') verschiedene FEigenwerte besitze.
Dann ist ¢ diagonalisierbar.

Beweis. Aufgrund von Lemma 22.3 gibt es n linear unabhéngige Eigenvek-
toren. Diese bilden nach Korollar 8.10 eine Basis. U

LEMMA 22.11. Es set K ein Kérper und es sei V' ein endlichdimensionaler
K-Vektorraum. Es sei

p: V—V
eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn V' die
direkte Summe der Figenrdume ist.

Beweis. Wenn ¢ diagonalisierbar ist, so gibt es eine Basis vy, ...,v, von V
aus Figenvektoren. Es ist dann

Eig, (¢) = (v;, der Eigenwert zu v; ist A).
Daher ist
V' = Eigy, () ®--- @ Eigy, (¢),
wobei die Direktheit sich aus Lemma 22.2 ergibt. Wenn umgekehrt
V' = Eig,, () ©--- © Eigy, (¢)

vorliegt, so kann man in jedem der Eigenrdume eine Basis wéhlen. Diese

Basen bestehen aus Eigenvektoren und ergeben zusammen eine Basis von V.
0

BEISPIEL 22.12. Wir betrachten 2 x 2-Scherungsmatrizen

b 5)

mit a € K. Die Eigenwertbedingung fiir ein A € K bedeutet

(1) () =)
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was zu den beiden Gleichungen
x+ay =Ar und y = \y

fithrt. Bei A # 1 folgt ¥y = 0 und dann auch x = 0, d.h. es kann nur 1 ein
Eigenwert sein. In diesem Fall ist die zweite Gleichung erfiillt und die erste
Gleichung wird zu

x+ay=zbzw. ay =0.

Bei a # 0 muss also y = 0 sein und dann ist (x) der Eigenraum zum

0

Eigenwert 1, und ist ein Eigenvektor, der den Eigenraum aufspannt.

1
0
Bei a = 0 liegt die Einheitsmatrix vor, und der Eigenraum zum FEigenwert
1 ist die gesamte Ebene. Bei a # 0 gibt es also nur einen eindimensionalen

Eigenraum und die Abbildung ist nicht diagonalisierbar.

Das Produkt von zwei Diagonalmatrizen ist natiirlich wieder eine Diagonal-
matrix. Das folgende Beispiel zeigt, dass das Produkt von diagonalisierbaren
Matrizen nicht diagonalisierbar sein muss.

BEISPIEL 22.13. Es seien G; und G4 zwei Geraden im R? durch den Null-
punkt und es seien 1 und @5 die Achsenspiegelungen an diesen Achsen. Eine
Achsenspiegelung ist stets diagonalisierbar, und zwar sind die Spiegelungs-
achse und die dazu senkrechte Gerade Eigengeraden (zu den Eigenwerten 1
und —1). Die Hintereinanderschaltung 1) = ¢y 0 dieser Spiegelungen ist ei-
ne Drehung, und zwar ist der Drehwinkel das Doppelte des Winkels zwischen
den beiden Achsen. Eine Drehung ist aber nur dann diagonalisierbar, wenn
der Drehwinkel 0 oder 180 Grad betrdgt. Wenn der Winkel zwischen den
Achsen von 0,90, 180 Grad verschieden ist, so besitzt ¢ keinen Eigenvektor.



