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Grundkurs Mathematik I

Vorlesung 19

So sah Vorli als Welpe aus.

Kommutative Ringe

Wir erfassen die in der letzten Vorlesung etablierten algebraischen Eigen-
schaften der ganzen Zahlen mit einem neuen Begriff.

DEFINITION 19.1. Eine Menge R heifit ein Ring, wenn es zwei Verkniipfungen
(genannt Addition und Multiplikation)

+:RXxR— Rund-:RxR—R

und (nicht notwendigerweise verschiedene) Elemente 0,1 € R gibt, die die
folgenden Eigenschaften erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c¢ € R gilt (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € R gilt a+b = b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fir alle a € R ist
a+0 = a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € R gibt es ein Element
be Rmita+b = 0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,¢ € Rgilt (a-b)-¢c = a-(b-c).
(b) 1 ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a €
Rista-1=1-a = a.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c € Rgilt a-(b+c¢) = (a-b)+(a-c)
und (b+c¢)-a = (b-a)+ (c-a).

DErFINITION 19.2. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation
kommutativ ist.
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Ein kommutativer Ring ist insbesondere ein kommutativer Halbring, alle fiir
Halbringe geltenden Eigenschaften wie beispielsweise die allgemeine binomi-
sche Formel gelten insbesondere auch fiir kommutative Ringe. Der wesentli-
che Unterschied liegt in der zusétzlichen Bedingung (1.4), der Existenz des
Negativen. Dieses Negative ist eindeutig bestimmt: Wenn nidmlich sowohl b
als auch ¢ die Eigenschaft haben, dass ihre Addition zu a den Wert 0 ergibt,
so erhélt man direkt

b=b4+0=b+(a+c)=((b+a)+c=0+c = c

Fiir das zu jedem a € R eindeutig bestimmte Negative schreiben wir —a.
Wegen

a+(—a) =0
ist a auch das Negative zu —a, also —(—a) = a. Bei R = Z stimmt diese
Definition mit der in der letzten Vorlesung gemachten Definition 18.6 iiberein,
wie der Beweis der Existenz des Negativen in Lemma 18.10 zeigt.

Mit diesem neuen Begriff konnen wir festhalten.

SATZ 19.3. Die ganzen Zahlen (Z,0,1,+,-) bilden einen kommutativen
Ring.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 18.10 und Lemma 18.13. O

In einem kommutativen Ring R und Elemente a,b € R verwendet man

a—b=a+(-D)
als abkiirzende Schreibweise. Man spricht von der Subtraktion bzw. der Dif-
ferenz. Die Subtraktion a — b ist also die Addition von a mit dem Negativen
(also —b) von b. Bei natiirlichen Zahlen a,b mit b < a stimmt die innerhalb
der natiirlichen Zahlen genommenen Differenz (siehe die zehnte Vorlesung)
mit der hier in 7Z iiber das Negative genommenen Differenz {iberein. Dies
beruht darauf, dass es sich jeweils um eine Losung der Gleichung

b+x =a

handelt und diese Gleichung eine eindeutige Losung besitzt.

LEMMA 19.4. Es set R ein kommutativer Ring und seien a,b, c Elemente aus
R. Dann gelten folgende Aussagen.

(1)
Oa =0

( Annullationsregel ),
(2)
(3)

(Vorzeichenregel ),



(4)

a(b—c) = ab— ac.

Beweis. (1) Esist a0 = a(0+0) = a0+a0. Durch beidseitiges Abziehen

(also Addition mit —a0) von a0 ergibt sich die Behauptung,.

(2)

(—a)b+ab = (—a+a)b =00 =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab.

(3) Nach (2) ist (—a)(—b) = (—(—a))b und wegen —(—a) = a folgt die
Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.
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Wie in jedem kommutativen Halbring kann man in jedem kommutativen
Ring R Ausdriicke der Form nz mit n € N und x € R sinnvoll interpre-
tieren, und zwar ist nx die n-fache Summe von x mit sich selbst. Auch die
Potenzschreibweise " wird wieder verwendet und es gelten insbesondere die
in Lemma 11.8 formulierten Potenzgesetze. Dariiber hinaus kann man auch
fiir negative Zahlen —n den Ausdruck (—n)z interpretieren, namlich als

(—n)z = n(—z) = (—z)+ -+ (—2).

n-mal

Insbesondere ist

n-mal

in jedem kommutativen Ring sinnvoll interpretierbar. Dabei gelten nahelie-
gende Rechengesetze, siehe Aufgabe 19.10.

Gruppen

Wir schauen uns kurz die Addition in einem kommutativen Ring genauer an.
Hier begegnen wir einer Struktur, die spéiter bei Kérpern wieder auftaucht.
Mit dieser Struktur kann man viele strukturelle Gemeinsamkeiten zwischen
der Addition (in Z) und der Multiplikation (beispielsweise in Q\ {0} oder in
R\ {0}) erfassen.

DEFINITION 19.5. Eine Menge GG mit einem ausgezeichneten Element e € G
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f,g,h € G gilt
(feg)oh = fo(goh).



(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fiir alle g € G gilt

goe =g =eog.

(3) Zujedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit
hog = goh = e.

DEFINITION 19.6. Eine Gruppe (G, e, o) heifit kommutativ (oder abelsch),
wenn die Verkniipfung kommutativ ist, wenn also x oy = y o x fiir alle
x,y € G gilt.

LEMMA 19.7. Es sei (G,e,0) eine Gruppe. Dann ist zu jedem © € G das
Element y € G mit
Toy = yoxwr = e

eindeutig bestimmit.

Beweis. Es sei
roy =yoxr =e
und
roz = zoxr = e.
Dann ist
y=yoe =yo(rxoz) = (yoxr)oz =eoz = z.
O

Ein kommutativer Ring R ist beziiglich der Addition insbesondere eine kom-
mutative Gruppe. Insbesondere bilden die ganzen Zahlen (Z, 0, +) eine kom-
mutative Gruppe, das inverse Element zu x ist das negative Element —z. All-
gemein gilt in Gruppen die eindeutige Losbarkeit von mit der Verkniipfung
formulierten Gleichungen.

LEMMA 19.8. Es sei (G,e,0) eine Gruppe. Dann besitzen zu je zwei Grup-
penelementen a,b € G die beiden Gleichungen

aor=bundyoa=>0
eindeutige Losungen x,y € G.
Beweis. Wir betrachten die linke Gleichung. Aus beidseitiger Multiplikation
mit ¢! (bzw. mit a) von links folgt, dass nur
r=a'ob

als Losung in Frage kommt. Wenn man dies einsetzt, so sieht man, dass es
sich in der Tat um eine Losung handelt. U

Die Ordnung auf den ganzen Zahlen
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Wir erweitern die Groflergleichrelation auf den natiirlichen Zahlen zu einer
Ordnung auf den ganzen Zahlen.

DEFINITION 19.9. Auf den ganzen Zahlen definieren wir folgendermafien die
Gréfsergleichrelation >. Wir sagen

a > b,
wenn es eine natiirliche Zahl n mit
a=0b+n
gibt.

Damit gilt bei der Interpretation an der Zahlengeraden wieder, dass

a>b

bedeutet, dass a rechts von b liegt.

BEMERKUNG 19.10. (1) Wenn a,b € N ist, so ist
a>b

einfach die Ordnung auf N, wie unmittelbar aus Lemma 10.5 folgt.
(2) Wenn a € N ist und b negativ, so ist

a > b,

da ja dann
a=>b+(a—0)
mit a — b € N ist, da ja sowohl a als auch —b natiirliche Zahlen
sind.
(3) Wenn a und b beide negativ sind, so ist

a>b

genau dann, wenn (innerhalb der natiirlichen Zahlen)
—b > —a

gilt. Die Beziehung @ = b + n mit einer natiirlichen Zahl n ist ja
zu —a = —b — n aquivalent, was man als —b = —a + n schreiben
kann.

LEMMA 19.11. Die Griffergleichrelation > auf den ganzen Zahlen erfillt die
folgenden Eigenschaften.

(1) Es liegt eine totale Ordnung vor.
(2) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c fir beliebige a,b,c € Z,
(3) Ausa > 0 und b > 0 folgt ab > 0 fiir beliebige a,b € Z.

Beweis. (1) Siehe Aufgabe 19.17.
(2) Die Beziehung a > b bedeutet, dass es eine natiirliche Zahl n mit
a = b+mn gibt. Durch beidseitige Addition von c ergibt sich a+c¢ =
b+ c+n, was a+ ¢ > b+ c bedeutet.



(3) Die Voraussetzung bedeutet, dass a,b € N sind. Somit ist auch
ab € N, also ab > 0.

g

Damit bilden die ganzen Zahlen (Z,>) einen angeordneten Ring im Sinne
der folgenden Definition.

DEFINITION 19.12. Ein kommutativer Ring heifit angeordnet, wenn es eine
totale Ordnung > auf R gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c fiir beliebige a,b,c¢ € R,
(2) Ausa > Ound b > 0 folgt ab > 0 fir beliebige a,b € R,

erfiillt.

Die erste Eigenschaft nennt man Vertrdaglichkeit mit der Addition, die zweite
Vertraglichkeit mit der Multiplikation. Neben den ganzen Zahlen werden wir
spater zwei weitere angeordnete Ringe kennenlernen, ndmlich den Kérper der
rationalen Zahlen und den Korper der reellen Zahlen. Fiir all diese Ringe bzw.
Korper gelten die folgenden Eigenschaften. Man iiberlege sich fiir den Fall
der ganzen Zahlen, ob und inwiefern sich die Beweise der folgenden Aussagen
vereinfachen.

LEMMA 19.13. In einem angeordneten Ring gelten die folgenden Eigenschaf-
ten.

v

0.

s ist a > 0 genau dann, wenn —a < 0 ist.

s ist a > b genau dann, wenn a —b > 0 ist.
s ist a > b genau dann, wenn —a < —b ist.
bundc > d folgt a+c > b+d.

b und ¢ > 0 folgt ac > bc.

b und ¢ < 0 folgt ac < be.
b>0undc > d > 0 folgt ac > bd.
0 und b < 0 folgt ab < 0.

0 und b < 0 folgt ab > 0.
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Beweis. (1) Nehmen wir an, dass 1 > 0 nicht gilt. Da eine totale Ord-
nung vorliegt, muss

1 <0

gelten, Dies miissen wir zum Widerspruch fiithren. Nehmen wir 1 <
0 an. Aufgrund der Vertraglichkeit mit der Addition kann man beid-
seitig —1 addieren und erhéalt

0 < —1.
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Aufgrund der Vertréglichkeit mit der Multiplikation mit positiven
Elementen kann man diese Abschéitzung quadrieren und erhélt
0 < (=1)(-1) =1,

also ist zugleich 1 > 0, ein Widerspruch.
(2) Folgt unmittelbar aus der Vertraglichkeit mit der Addition.
(3) Folgt unmittelbar aus der Vertraglichkeit mit der Addition.
(4) Folgt unmittelbar aus der Vertréglichkeit mit der Addition.
(5) Zweimalige Anwendung der Vertréglichkeit mit der Addition liefert

at+ec>a+d>b+d
(6) Aus a > b ergibt sich a — b > 0 nach (3). Aus der Vertriglichkeit
mit der Multiplikation ergibt sich
ca —cb = cla—b) > 0.

Addition mit c¢b ergibt ca > cb.
(7) Siehe Aufgabe 19.19.
(8) Zweimalige Anwendung von (6) liefert

ac > be > bd.
(9) Nach (2) ist —b > 0, also
a(—b) > 0,

was wiederum ab < 0 bedeutet.
(10) Folgt aus (2) und aus (—a)(—b) = ab.

g

Die Eigenschaft (2) kann man so verstehen, dass das Negative eines positiven
Elementes negativ ist. Allerdings tritt dabei negativ in zwei verschiedenen
Bedeutungen auf!

Die Teilbarkeitsbeziehung fiir ganze Zahlen

Wir wollen die Teilbarkeitsbeziehung von N auf Z erweitern.

DEFINITION 19.14. Man sagt, dass die ganze Zahl a die ganze Zahl b teilt
(oder dass b von a geteilt wird, oder dass b ein Vielfaches von a ist), wenn

es eine ganze Zahl ¢ derart gibt, dass b = c¢ - a ist. Man schreibt dafiir auch
alb.

Fiir natiirliche Zahlen a,b gilt a|b in N genau dann, wenn a|b in Z gilt. Die
folgende Aussage ist eine direkte Verallgemeinerung von Lemma 12.3, sie
beruht ausschliefllich auf Eigenschaften eines kommutativen Ringes.

LEMMA 19.15. In Z gelten folgende Teilbarkeitsbeziehungen.

(1) Fir jede ganze Zahl a gilt 1| a und a|a.
(2) Fiir jede ganze Zahl a gilt a 0.



(3) Gilt a|bundb|ec, so gilt auch a|c.
(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.
(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fir jede ganze Zahl c.
(6) Giltal|bunda|c, so gilt auch a|(rb+ sc) fir beliebige ganze Zahlen
T, S.
Beweis. Siehe Aufgabe 19.26. O

Die Zifferndarstellung fiir ganze Zahlen

Die Zifferndarstellung von natiirlichen Zahlen iibertragt sich direkt auf ganze
Zahlen, wobei die Zifferndarstellung einer negativen Zahl

n = —k

einfach die Zifferndarstellung von & (also der im Betrag genommenen Zahl)
mit einem Minuszeichen davor ist. Fiir die schriftliche Durchfithrung des
Addierens, des Multiplizierens und des Subtrahierens geht man abhéngig
davon vor, ob die beteiligten Zahlen beide positiv, beide negativ oder ob eine
positiv, eine negativ ist. Wenn beide positiv sind werden die Verfahren fiir
natiirliche Zahlen direkt angewendet. Die Korrektheit der folgenden Regeln
beruht auf Lemma 19.4 und der Korrektheit der schriftlichen Operationen
innerhalb der natiirlichen Zahlen.

Zur Addition

(1) Wenn beide Zahlen negativ sind, so nimmt man den Betrag der
beiden Zahlen, addiert diese und nimmt davon das Negative.

(2) Wenn eine Zahl positiv ist und eine negativ ist, so zieht man von
der betragsméfig grofleren Zahl die betragsméfig kleinere Zahl ab.
Wenn die positive Zahl betragsméflig grofier ist, so hat man die
Losung, wenn die negative Zahl betragsméaflig grofler ist, so muss
man das Errechnete negieren.

Zur Multiplikation

(1) Wenn beide Zahlen negativ sind, so multipliziert man einfach die
Betrége der beiden Zahlen miteinander.

(2) Wenn eine Zahl positiv ist und eine negativ ist, so multipliziert man
ebenfalls die Betrdge miteinander und nimmt dieses Ergebnis nega-
tiv.

Die Subtraktion fasst man als Addition mit eventuell negativen Zahlen auf.
Wenn eine ganze Zahl in der Form

n = cx10% + ¢ 110F + - -+ + ¢510% + 110 + ¢10°
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gegeben ist, wobei die ¢; beliebige ganze Zahlen sind, so kann man nicht
unmittelbar die zugehorige Dezimalentwicklung ablesen, da dies wesentlich
davon abhéngt, ob die Zahl positiv oder negativ ist.
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