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Lineare Algebra und analytische Geometrie I
Vorlesung 15

Unterrdume und Dualraum
Untervektorrdume eines K-Vektorraumes stehen in direkter Beziehung zu
Untervektorrdumen des Dualraumes V'*.
DEFINITION 15.1. Zu einem Untervektorraum
UcCcvVv
in einem K-Vektorraum nennt man
Ut = {feV*|flu)=0firalleuecU} C V*
den Orthogonalraum zu U.
DEFINITION 15.2. Es sei V ein K-Vektorraum und
FCVv:
ein Untervektorraum im Dualraum V* zu V. Dann nennt man
Fr={veV|flv)=0firalle fc F} CV
den Orthogonalraum zu F.
Diese Orthogonalrdume sind wieder Untervektorrdume, sieche Aufgabe 15.3.
Ob eine Linearform f zu U+ gehort, kann man auf einem Erzeugendensy-
stem von U iiberpriifen, siehe Aufgabe 15.4. Im zweiten Semester, wenn wir

Skalarprodukte zur Verfiigung haben, wird es auch einen Orthogonalraum zu
U CVin V selbst geben.

BEISPIEL 15.3. Es sei ein homogenes lineares Gleichungssystem

a1 + a12T9 + -+ A1nTyp = 0
91X + A20%0 + -+ -+ agpxr, = 0
Am1T1 + Qpale + + + AppTy, = 0

gegeben, wobei wir die i-te Gleichung als Kernbedingung fiir die Linearform
Li: K" — K, (21, ..., x,) — Zaijxj,
j=1

auffassen. Es sei

F = (Ly,...,Lp)
der von diesen Linearformen im Dualraum K™* erzeugte Untervektorraum.
Dann ist F* der Losungsraum des Gleichungssystems.
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Generell gilt die Bezichung

Ft = ﬂ kern f.
feF
Insbesondere ist
(f)* = kern f.

BEISPIEL 15.4. Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit einer
Basis v;, ¢ € I, und Dualbasis v}, ¢ € I. Es sei

U = <Uj, ] - J>
zu einer Teilmenge J C [. Dann ist
Ut = (v, i¢J).

LEMMA 15.5. Es sei V' ein K-Vektorraum mit Dualraum V*. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Zu Untervektorrdumen U C U’ C V ist

Ut o Ut
(2) Zu Untervektorriumen F C F' C V* ist
F+t D> '+,
(3) Sei V' endlichdimensional. Dann ist
) = v
und
(F)' = F.

(4) Sei V' endlichdimensional. Dann ist
dim (U") = dim (V) — dim (U)
und
dim (F*) = dim (V) — dim (F).
Beweis. (1) und (2) sind klar. (3). Die Inklusion
Uc (Ut

ist auch klar. Sei v € V, v ¢ U. Dann kann man eine Basis uy,...,u, von
U zu einer Basis uy,...,u,,v,vq,...,v, von V ergdnzen. Die Linearform v*
verschwindet auf U und gehort daher zu U+. Wegen

v'(v) =1#0
ist v & (UL)L.
(4). Es sei fi,..., f, eine Basis von F' und es sei

p: V—K"



die aus diesen Linearformen zusammengesetzte Abbildung. Dabei ist
F+ = kern o.

Wenn die Abbildung ¢ nicht surjektiv wére, so wére bild ¢ ein echter Unter-
vektorraum von K" und hatte maximal die Dimension r — 1. Es sei W ein
r — 1-dimensionaler Untervektorraum mit

bildp C W C K".
Nach Lemma 14.5 gibt es eine von 0 verschiedene Linearform
g K' — K,
deren Kern genau W ist. Sei g = >_._, a;p;. Dann ist

T

Y aifi = gop =0,

=1

was der linearen Unabhéngigkeit der f; widerspricht. Also ist ¢ surjektiv ist

und die Aussage folgt aus Satz 11.5. O

KOROLLAR 15.6. Es sei V ein endlichdimensionaler K - Vektorraum und U C

V' ein Untervektorraum. Dann gibt es Linearformen Ly, ..., L, aufV mit
U= ﬂkern L;.

i=1
Jeder Untervektorraum U C 'V ist der Kern einer linearen Abbildung und je-

der Untervektorraum des K™ ist der Losungsraum eines linearen Gleichungs-
systems.

Beweis. Siehe Aufgabe 15.7. O

Die duale Abbildung

DEFINITION 15.7. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
o V—W
sei eine K-lineare Abbildung. Dann heifit die Abbildung
¢*: Homg (W, K) =W"* — Homg (V,K) =V"*, f+— fop,
die duale Abbildung zu .

Diese Zuordnung beruht also einfach darauf, dass man die Hintereinander-
schaltung

v 2w LK
betrachtet.
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LEMMA 15.8. Es seien U, V,W Vektorrdume iiber einem Korper K und es
seten,

v: U—V
und
p: V—W
lineare Abbildungen. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Fiir die duale Abbildung gilt
(pod))” = oy
(2) Fir die Identitat auf V' ist
Idy* = Idy~.
(3) Wenn 1 surjektiv ist, so ist * injektiv.
(4) Wenn 1 injektiv ist, so ist V* surjektiv.

Beweis. (1). Fir f € W* ist
(pot)" (f) = folpor) = (fop)oh = ¢"(f)orh = ¥ (¢"(f))-

(2) folgt direkt aus foldy = f.
(3). Sei f € V* und
vr(f) = 0.
Wegen der Surjektivitidt von 1 gibt es fiir jedes v € V ein uw € U mit ¢(u) =
v. Daher ist

fw) = f@(u) = @ (f)(u) =0
und f ist selbst die Nullabbildung. Nach Lemma 11.3 ist ¢* injektiv.

(4). Die Voraussetzung bedeutet, dass man U C V als Untervektorraum
auffassen kann. Man kann daher

V=UasU

mit einem weiteren K-Untervektorraum U’ C V schreiben. Eine Linearform
g U —K

lasst sich zu einer Linearform
g:V—K

fortsetzen, indem man beispielsweise g auf U’ als die Nullform ansetzt. Dies
bedeutet die Surjektivitit. U

LEMMA 15.9. Es sei K ein Kérper und seien V- und W Vektorrdume tiber
K, wobei W endlichdimensional sei. Es sei

p: V—W
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eine lineare Abbildung. Dann gibt es Vektoren wy, ..., w, € W und Linear-
formen fi,..., fo auf V mit*

¢ = frwg + faws + -+ frow,.

Beweis. Es sei wy, ..., w, eine Basis von W und wyj,...,w; die zugehorige
Dualbasis. Wir setzen

*

fi = ¢ (W) = wiogp.
Dann ist fiir jeden Vektor v € V

(Z fﬂ%‘) (U) = Zfi(v)wi

= D wi(p())w;
i=1
= ¢(v),
wobei die letzte Gleichung auf Lemma 14.11 beruht. O
LEMMA 15.10. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler K-
Vektorraum mit einer Basis v = vy,...,v, und set W ein m-dimensionaler
Vektorraum mit einer Basis o = wy, ..., Wy,. Es seien vy, ..., v: bzw. wy,
... wp die zugehorigen Dualbasen. Es sei
p: V—W

eine lineare Abbildung, die beziiglich der gegebenen Basen durch die m X n-
Matriz

M = Mgy(p) = (ai)i
beschrieben werde. Dann wird die duale Abbildung
o W — V¥

beziiglich der Dualbasen von V* bzw. W* durch die transponierte Matrix
(M2()'" beschrieben.

Beweis. Die Behauptung bedeutet die Gleichheit?
pr(wh) = Y ajivy
i=1

IDie fw sind im Sinne von Bemerkung 14.4 zu verstehen.

2In W gelten die Beziehungen ¢(vg) = Z:nzl arpWwy, dort steht der Laufindex also
vorne; bei der behaupteten Gleichung steht der Laufindex hinten, was dem Transponieren
entspricht.
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in V*. Dies kann man auf der Basis v,, £k = 1,...,n, iiberpriifen. Es ist
einerseits

(" ())) (ve) = wj (e(vs))

m
= wj E Ay Wy
r=1
m
*
= E arkwj(wr)

=1
jk

I
Qs

und andererseits ebenso

(Z ajiv; > (k) = ajp.

Das Bidual

DEFINITION 15.11. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Dann
nennt man den Dualraum des Dualraums V*, also

(V)
das Bidual von V.

LEMMA 15.12. Es sei K ein Kéorper und V' ein K-Vektorraum. Dann gibt es
eine natirliche injektive lineare Abbildung
U: V— (V' o— (f = f(v)).

Wenn V' endlichdimensional ist, so ist U ein Isomorphismus.

Beweis. Seiv € V fixiert. Zuerst ist zu zeigen, dass W(v) eine Linearform auf
dem Dualraum V* ist. Offenbar ist U(v) eine Abbildung von V* nach K. Die
Additivitédt ergibt sich aus

(W) + f2) = (i + f2)(v) = fi(v) + falv) = (T(0)) (/1) + (¥ (0)(f2),

wobel wir die Definition der Addition auf dem Dualraum verwendet haben.
Die Vertréaglichkeit mit der Skalarmultiplikation ergibt sich entsprechend mit-

tels
(T()(sf) = (sf)(v) = s(f(v)) = s((¥(v))(f))-

Zum Beweis der Additivitat der Gesamtabbildung seien v, w € V. Es ist die
Gleichheit

U(v+w) = ¥(v) + ¥(w)
zu zeigen. Da dies eine Gleichheit in (V*) ist, also insbesondere eine Gleich-
heit von Abbildungen, sei f € V* beliebig. Dann folgt die Additivitéit aus

(W(v+w)(f) = flv+w) = flo)+ f(w) = (L)) + (L(w))(f)-



Entsprechend ergibt sich die skalare Vertréglichkeit aus
(W(sv))(f) = f(sv) = s(f(v)) = s((¥())([)).
Zum Nachweis der Injektivitit sei v € V' gegeben mit U(v) = 0. D.h. fiir alle
Linearformen f € V*ist f(v) = 0. Dann ist aber nach Lemma 14.6 schon
v =0
und nach dem Injektivitatskriterium ist ¥ injektiv.
Im endlichdimensionalen Fall folgt die Bijektivitat aus der Injektivitdt und

aus Korollar 13.12. O

Die Abbildung W bildet also einen Vektor v auf die Auswertung (oder Aus-
wertungsabbildung) ab, die eine Linearform f an der Stelle v auswertet.



