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Vorlesung 24

Durch starkes Denken kann
man ein Kamel zu Fall
bringen.

Ibn Sina

Basiswechsel

Wir wissen bereits, dass in einem endlichdimensionalen Vektorraum je zwei
Basen die gleiche Lénge haben, also die gleiche Anzahl von Basisvektoren be-
sitzen. Jeder Vektor besitzt beziiglich einer jeden Basis eindeutig bestimmte
Koordinaten (oder Koeffizienten). Wie verhalten sich diese Koordinaten zu
zwei Basen untereinander? Dies beantwortet die folgende Aussage.

LEMMA 24.1. Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum der Dimension
n. Es seten v = vy,...,v, und 0 = wy,...,w, zwei Basen von V. Es sei

n
Uj = E Cij'LUZ'
i=1

mit den Koeffizienten c;; € K, die wir zur n x n-Matriz

U —_— ..
M, = (C’LJ)i]’
zusammenfassen. Dann hat ein Vektor u, der beziiglich der Basis v die Ko-
81
ordinaten | : | besitzt, beziiglich der Basis v die Koordinaten
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Beweis. Dies folgt direkt aus

n n n n n
u = E Sj’Uj = E Sj E cijwi = E E SjCij w;
j=1 j=1 i=1

i=1 j=1

und der Definition der Matrizenmultiplikation. O
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Die Matrix M, , die den Basiswechsel von v nach to beschreibt, nennt man
auch die Transformationsmatriz (oder U bergangsmatriz). In der j-ten Spalte
der Transformationsmatrix stehen also die Koordinaten von v; beziiglich der
Basis tv. Wenn man zu einer Basis v und einem Vektor v € V das zugehorige
Koordinatentupel mit W, (u) bezeichnet, so kann man den Ubergang kurz als

Uy (u) = Mg(Vo(u))
schreiben.

BEISPIEL 24.2. Wir betrachten im R2 die Standardbasis

= () 0)
= () (5)

Die Basisvektoren von v lassen sich direkt mit der Standardbasis ausdriicken,
namlich

(1) o) s (1) ()5 ()

Daher erhalt man sofort
o (1 =2
)

Zum Beispiel hat der Vektor, der beziiglich v die Koordinaten (4, —3) besitzt,
beziiglich der Standardbasis u die Koordinaten

(1)~ () () (%)

Die Ubergangsmatrix M ist schwieriger zu bestimmen: Dazu miissen wir die
Standardvektoren als Linearkombinationen von v; und vy ausdriicken. Eine
direkte Rechnung (dahinter steckt das simultane Losen von zwei linearen
Gleichungssystemen) ergibt

(o) =2()-3(3)
() =3() 2 ()
)

und die Basis

und

Somit ist
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Lineare Abbildungen

DEFINITION 24.3. Es sei K ein Korper und es seien V' und W Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung

p: V—W
heifit lineare Abbildung, wenn die beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) p(u+v) = p(u)+¢(v) fir alle u,v € V.
(2) @(sv) = sp(v) fir alle s € K und v € V.

Die erste Eigenschaft nennt man dabei die Additivitdt und die zweite Eigen-
schaft die Vertrdglichkeit mit Skalierung. Wenn man den Grundkorper beto-
nen mochte spricht man von K-Linearitdt. Die Identitdat Idy: V' — V), die
Nullabbildung V' — 0 und die Inklusionen U C V von Untervektorrdumen
sind die einfachsten Beispiele fiir lineare Abbildungen.

BEISPIEL 24.4. Es sei K ein Korper und sei K™ der n-dimensionale Stan-
dardraum. Dann ist die i-te Projektion, also die Abbildung

n
K" — K, (33'1, vy Lio1y Liy Tigdy o vvy .Tn) — Xy,

eine K-lineare Abbildung. Dies folgt unmittelbar aus der komponentenweisen
Addition und Skalarmultiplikation auf dem Standardraum. Die i-te Projek-
tion heifit auch die i-te Koordinatenfunktion.

LEMMA 24.5. Es sei K ein Korper und seien U, V. W Vektorrdiume tiber K.
Es seien

o:U—Vaundy:V — W
lineare Abbildungen. Dann ist auch die Verkniipfung
Yop: U—W

eine lineare Abbildung.

Beweis. Siehe Aufgabe 24.16. 0

LEMMA 24.6. Es sei K ein Korper und es seien V und W zwei K -Vektorrdu-
me. Es set

p: V—W
eine bijektive lineare Abbildung. Dann ist auch die Umkehrabbildung
oW —V

linear.

Beweis. Siehe Aufgabe 24.17. O

Festlegung auf einer Basis
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Hinter der folgenden Aussage (dem Festleqgungssatz) steckt das wichtige Prin-
zip, dass in der linearen Algebra (von endlichdimensionalen Vektorrdumen)
die Objekte durch endlich viele Daten bestimmt sind.

SATZ 24.7. FEs sei K ein Korper und es seien V und W Vektorrdume tiber K.
Es seiv;, 1 € I, eine endliche Basis von V' und es seien w;, © € I, Elemente
in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

frvV—Ww
mat
f(v;) =w; fiirallei € 1.
Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

variable vy

v =kx

My

1 *a H .
' ' variable x
-------- Ye

Der Funktionsgraph einer linearen Abbildung von R nach R, die Abbildung ist
allein durch den Proportionalititsfaktor k festgelegt.

BEISPIEL 24.8. Die einfachsten linearen Abbildungen sind (neben der Nul-
labbildung) diejenigen von K nach K. Eine solche lineare Abbildung

v: K — K, x— p(z),

ist aufgrund von Satz 24.7 bzw. direkt aufgrund der Definition durch (1)
bzw. durch den Wert o(t) fiir ein einziges t € K, t # 0, festgelegt. Es ist
also ¢(x) = ax mit einem eindeutig bestimmten a € K. Insbesondere im
physikalischen Kontext, wenn K = R ist und wenn zwischen zwei messbaren
Groflen ein linearer Zusammenhang besteht, spricht man von Proportiona-
litdt, und a heifit der Proportionalititsfaktor. In der Schule tritt die lineare
Beziehung zwischen zwei skalaren Groflen als ,,Dreisatz® auf.



Lineare Abbildungen und Matrizen
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Die Wirkungsweise von verschiedenen linearen Abbildungen des R? in sich,
dargestellt an einer Gehirnzelle.

Eine lineare Abbildung
p: K" — K™

ist nach Satz 24.7 durch die Bilder ¢(e;), j = 1,...,n, der Standardvektoren
eindeutig festgelegt, und jedes ¢(e;) ist eine Linearkombination

ples) = D ajes
=1

und damit durch die Elemente a;; eindeutig festgelegt. Insgesamt ist also eine
solche lineare Abbildung durch mn Elemente a;;, 1 <7 < m, 1 < j < n,
aus dem Korper festgelegt. Einen solchen Datensatz kann man wieder als
eine Matrix schreiben. Nach dem Festlegungssatz gilt dies, sobald sowohl
im Definitionsraum als auch im Zielraum der linearen Abbildung eine Basis
fixiert ist.
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DEFINITION 24.9. Es sei K ein Kérper und sei V' ein n-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Basis v = vy,...,v, und sei W ein m-dimensionaler Vek-
torraum mit einer Basis tv = wq, ..., w,,.

Zu einer linearen Abbildung
p: V—W
heilt die m x n-Matrix
M = My(e) = (ai)ij,
wobei a;; die i-te Koordinate von ¢(v;) beziiglich der Basis to ist, die be-
schreibende Matrix zu o beziiglich der Basen.

Zu einer Matrix M = (a;j);j € Mat,,x,(K) heiit die durch

m
Vj —> E Qi W;
=1

geméf Satz 24.7 definierte lineare Abbildung P (M) die durch M festgelegte
lineare Abbildung.

Bei einer linearen Abbildung ¢: K™ — K™ wird, wenn nichts anderes gesagt
wird, auf die Standardbasen Bezug genommen. Bei einer linearen Abbildung
w: V — V eines Vektorraumes in sich selbst, was man einen Endomorphis-
mus nennt, nimmt man haufig vorne und hintem die gleiche Basis. Die Iden-
titdat auf einem Vektorraum der Dimension n wird beziiglich einer beliebigen
Basis durch die Einheitsmatrix beschrieben.

SATZ 24.10. Es sei K ein Korper und sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
mit einer Basis v = vy, ...,v, und sei W ein m-dimensionaler Vektorraum
mit einer Basisto = wy, ..., w,,. Dann sind die in Definition 24.9 festgeleg-
ten Abbildungen

o — My(p) und M — oy, (M)
muers zueinander.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

BEISPIEL 24.11. Eine lineare Abbildung

p: K" — K™
wird zumeist durch die Matrix M beziiglich der Standardbasen links und
rechts beschrieben. Das Ergebnis der Matrixmultiplikation

n X1
=M
Ym T

ist dann direkt als Punkt in K™ interpretierbar. Die j-te Spalte von M ist
das Bild des j-ten Standardvektors e;.



Drehungen

Eine Drehung der reellen Ebene R? um den Nullpunkt um den Winkel «
. . . 1 Cos & 0 —sina
gegen den Uhrzeigersinn bildet (O) auf (sina) und (1) auf ( )

Cos &
ab. Daher werden ebene Drehungen folgendermaflen beschrieben.

DEFINITION 24.12. Eine lineare Abbildung
D(a): R* — R?

: . . [cos o —sin . Lo
die durch eine Drehmatriz < . (mit einem o € R) beziiglich
sin @ cos «

der Standardbasis gegeben ist, heifit Drehung.

Eine Raumdrehung ist eine lineare Abbildung des R? in sich, bei der um
eine Drehachse (durch den Nullpunkt) um einen bestimmten Winkel gedreht
wird. Wenn der Vektor v; # 0 die Drehachse definiert und uy und ug auf v,
und aufeinander senkrecht stehen, so wird die Drehung beziiglich der Basis
v1, Ug, ug durch die Matrix

1 0 0
0 cosa —sin «
0 sina cos «

beschrieben.

Der Kern einer linearen Abbildungen

DEFINITION 24.13. Es sei K ein Koérper, V und W seien K-Vektorrdaume
und

p: V—W
sei eine K-lineare Abbildung. Dann nennt man
kern = o 1(0) = {v €V | p(v) =0}

den Kern von .

Der Kern ist ein Untervektorraum von V.

Wichtig ist das folgende Injektivitditskriterium.
LEMMA 24.14. Es sei K ein Korper, V und W seien K-Vektorrdume und
p: V—W

sei eine K-lineare Abbildung. Dann ist p genau dann injektiv, wenn kern o =
0 1st.
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Beweis. Wenn die Abbildung injektiv ist, so kann es neben 0 € V keinen
weiteren Vektor v € V mit p(v) = 0 geben. Also ist ¢~ 1(0) = {0}. Sei
umgekehrt kernp = 0 und seien vy,ve € V gegeben mit ¢(vy) = @(vg).
Dann ist wegen der Linearitét

p(vr —v2) = p(v1) — p(v2) = 0.
Daher ist v; — vy € kern ¢ und damit v; = .. O
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